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Résumé

Cette thèse est constituée de deux parties :

• Dans la première partie nous étudions l’existence de solutions pério-
diques, de periode donnée, et à variations bornées, de l’équation de van der
Pol en présence d’impulsions. Nous étudions, en premier, le cas où les im-
pulsions ne dépendent pas de l’état. Ensuite, nous considèrons le cas où les
impulsions dépendent de la moyenne de l’état et enfin, nous traitons le cas
général où les impulsions dépendent de l’état. La méthode de résolution est
basée sur le principe de point fixe de type contraction.

Nous nous intéressons ensuite à l’étude d’un problème avec trois points
aux limites, associé à certaines équations différentielles impulsives du second
ordre. Nous obtenons un premier résultat d’existence de solutions en appli-
quant le théorème de point fixe de Schaefer. Un deuxième résultat est obtenu
en utilisant le théorème de point fixe de Sadovskii. Pour le résultat d’uni-
cité des solutions nous appliquons, enfin, un théorème de point fixe de type
contraction.
• La deuxième partie est consacrée à la justification de la technique de

moyennisation dans le cadre des équations différentielles floues. Les condi-
tions sur les données que nous imposons sont moins restrictives que celles de
la littérature.
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Introduction

Cette thèse est constituée de deux parties, le tout étant réparti en cinq
chapitre :
• La première partie concerne certaines équations différentielles impul-

sives qui sont devenues un domaine de recherche important au cours des
dernières années, stimulées par leurs applications aux systèmes dynamiques
ayant un comportement dynamique impulsif en raison de changements
brusques à certains instants au cours de l’évolution du processus.
• La deuxième partie est consacrée à des équations différentielles floues,

se basant sur la théorie des ensembles flous qui a été introduite par Zadekh
en 1965 comme un outil puissant pour la modélisation de l’incertitude et de
la transformation des informations vagues dans les modèles mathématiques.

Les cinq chapitres sont répartis comme suit :

Chapitre 1 : C’est un rappel de quelques définitions et notions de base de
l’analyse fonctionnelle (espaces, opérateurs, théorèmes de point fixe, etc.).

Chapitre 2 : Dans ce chapitre nous étudions l’existence des solutions pé-
riodique de période donnée T de l’équation différentielle de van der Pol, avec
impulsions, de la forme :

x′′(t) = µ

(
x(t)− x(t)3

3

)′
− x(t) + f (t) +

m

∑
i=1

ai[x]δti [x]
(t), t ∈ [0, T] (1)

dans l’espace des fonctions à variations bornées, définies sur [0, T] noté
NBV(T). µ > 0, δti [x]

est l’impulsion sur l’accélération x′′, avec l’amplitude
ai : NBV(T) → [−γ, γ] qui dépend de l’état x aux instants ti : NBV(T) →
[0, T] et la fonction f ∈ L1(T), l’espace des fonctions Lebesgue intégrables
et T-périodiques presque partout. L’équation (1), en l’absence de forces im-
pulsives, a été introduite par van der Pol [64, 66] pour modéliser les circuits
triode de tube vide qui ont étaient utilisé pour contrôler l’écoulement de
l’électricité dans le circuit des émetteurs et des récepteurs. Elle a alors fait
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Introduction

l’objet d’étude par Cartwright dans [11, 12, 45, 46], puis récemment, par Ka-
las et Kaderabek [25], Guckenheimer, Hoffman et Weckesser [22] et Lin [44].
Dans ce chapitre nous abordons l’existence de solutions T-périodiques de
l’équation (1). En notant que la fonction d’expression

(
x− x3

3

)
ne satisfait

pas la condition de Lipschitz, cela ajoute une difficulté à obtenir des résultats
comme dans [5, 6, 19, 20, 51].

Figure 1 – Un circuit électrique avec une tunnel diode pour l’oscillateur de van der Pol.

Notre approche consiste alors à transformer le problème d’existence de
solutions de l’équation (1) en un problème de point fixe de l’opérateur Hρ

défini de l’espace NBV(T) dans lui même par

Hρ(x) = ∆0 ∗ (g[x̃(t) + ρ]) + D0 ∗ (x̃(t)− f̃ (t)) +
m

∑
i=1

ai[x̃ + ρ]Dti

où ∆t′ et Dt′ sont définis dans (1.5) et (1.6), respectivement, puis on applique
le Théorème 1.3 (Théorème de point fixe de Banach, page 13). On distingue
trois cas : le premier cas où les impulsions sont indépendantes de l’état (c’est
à dire, les ai et ti sont constants pour tout i). Le deuxième cas est celui où les
impulsions dépendent de la moyenne de l’état, et le troisième et dernier cas
est celui dans lequel les impulsions dépendent de l’état. Les résultats de ce
chapitre sont publiés dans [3].

Chapitre 3 : Il est consacré à l’étude d’un problème avec trois points aux
limites, associé à des équations différentielles impulsives du second ordre de
la forme

x′′(t) + f (t, x(t), x′(t)) = 0, a.e. t ∈ J := [0, 1], t 6= t1, (2)

∆x(t1) = I1(x(t1), x′(t1)), ∆x′(t1) = I2(x(t1), x′(t1)), (3)

x(0) = 0, x(1) = αx(η), (4)

où la fonction f : J ×Rn ×Rn → Rn et les fonctions impulsives I1, I2 : Rn ×
Rn → Rn sont données. Le moment d’impulsion t1 est tel que 0 < t1 < 1,
avec ∆x(t1) = x(t+1 )− x(t−1 ), ∆x′(t1) = x′(t+1 )− x′(t−1 ), α ∈ R et η ∈ J.
Dans la littérature plusieurs résultats d’existence pour les équations différen-
tielles impulsives sont prouvés sous des conditions fortes sur les fonctions
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Introduction

d’impulsions par exemple dans [23] l’auteur a supposé que les fonctions im-
pulsives sont lipschitziennes, et dans [7] l’auteur les a supposé continues et
bornés (voir aussi [7, 9, 10, 15, 18, 23, 52, 63]). Dans ce chapitre on propose des
hypothèses plus faibles que celles de la littérature. On impose aux fonctions
d’impulsions I1 et I2 d’être continues. Nous prouvons un résultat d’existence
de solutions du problème (2)-(4) en utilisant le Théorème de point fixe de
Schaefer. Nous montrons ensuite un résultat alternatif en appliquant le Théo-
rème de point fixe de Sadovskii. Dans le dernier théorème de ce chapitre nous
montrons un résultat d’existence et d’unicité pour le problème (2)-(4) en ap-
pliquant le Théorème de point fixe de Banach. Les résultats obtenus dans ce
chapitre sont publiés dans [37].

Chapitre 4 : C’est un rappel sur les ensembles flous et l’espace Ed des en-
sembles flous.
Chapitre 5 : Ici on étudie l’approximation des solutions d’un problème à va-
leur initiale associé à des équations différentielles floues perturbées, de la
forme

ẋ = f
(

t
ε

, x
)

, x(0) = x0, (5)

où f : R+ ×U → Ed, U un sous ensemble ouvert de Ed, x0 ∈ U et ε >
0 un petit paramètre. Le problème à valeur initiale moyennisée associé au
problème (5) est donné par

ẏ = f o(y), y(0) = x0, (6)

où la fonction f o : U→ Ed est telle que, pour tout x ∈ U

lim
T→∞

D
(

1
T

∫ T

0
f (τ, x)dτ, f o(x)

)
= 0 (7)

où D est une distance sur l’espace Ed. Nous justifions alors l’utilisation de
la méthode de moyennisation pour le problème (5) comme dans les travaux
[33, 34, 36, 40, 41], en supposant que la fonction f est continue et bornée, la
fonction intégrale de f est Lipschitzienne et que la limite (7) existe. Les condi-
tions que nous supposons dans ce chapitre sont plus générales que celles
considérées dans la littérature (voir [29, 30, 43, 49]), tout en étant moins res-
trictives que celles que nous avons imposées dans [38].
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Première partie :
Sur l’existence de solutions pour

l’équation de van der Pol et pour

certaines équations

différentielles du second ordre,
en présence d’impulsions

4



1Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions, notions
et résultats fondamentaux qui nous seront utiles dans les cha-

pitres 2 et 3.

1.1 Généralités

On note par L1(T) l’espace de Banach des fonctions réelles x : R → R,
Lebesgue intégrables et presque partout T-périodiques (c’est à dire x(t+T) =
x(t), pour presque tout t dans R), muni de la norme :

‖x‖1 =
1
T

∫ T

0
|x(t)| dt, x ∈ L1(T).

La valeur moyenne d’une fonction x ∈ L1(T), notée x̄, est donnée par :

x̄ =
1
T

∫ T

0
x(t)dt.

Soit x une fonction à valeurs réelles, définie sur un intervalle [a, b] de R et
soit P = {t0, t1...tk} une partition de l’intervalle [a, b]. On définit la variation
de la fonction x associée à P par :

Var(x, P) =
k

∑
i=1
|x(ti)− x(ti−1)|,

et la variation totale de la fonction x est donnée par

ν(x) = sup{Var(x, P) : P une partition de [a, b]}

Définition 1.1 (Fonction à variation bornée) Une fonction x, à valeurs réelles,
définie sur un intervalle [a, b] de R, est dite à variation bornée sur [a, b] si

ν(x) < ∞.

5



Chapitre 1. Préliminaires

Les fonctions à variations bornées sont Lebesgue intégrables sur tout in-
tervalle borné et peuvent être considérées comme des fonctions périodiques
généralisées sur R.

Définition 1.2 Une fonction T-périodique généralisée consiste en une série de Fou-
rier

∑
n∈Z

x̂(n)einωt, ω =
2π

T
, t ∈ R

où i = +
√
−1 et x̂(n) ∈ C sont telles que x̂(−n) est le conjugué complexe de

x̂(−n) et il existe k ∈ N tel que
x̂(n)
nk → 0 lorseque n → ∞. Sa dérivée généralisée

est donné par
∑

n∈Z
inωx̂(n)einωt.

(Voir par exemple [17] pour la définition d’une fonction généralisée dans
le cas périodique. Dans [70] on trouve une définition dans le contexte des
distributions.) Lorsque x est Lebesgue intégrable sur [0, T] on a

x̂(n) =
1
T

∫ T

0
x(t)e−inωtdt. (1.1)

Définition 1.3 (Fonction absolument continue) Une fonction x : [0, T]→ R est
dite absolument continue sur [0, T], si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour
toute famille finie d’intervalles ouverts contenus dans [0, T], deux à deux disjoints,
]ti, ti+1[, i = 1, 2, 3..., n, dont la somme des longueurs est inférieure à δ, i.e.

n

∑
i=1

(ti+1 − ti) < δ,

on a l’inégalité
n

∑
i=1
|x(ti+1)− x(ti)| < ε.

La continuité absolue d’une fonction x sur un intervalle [0, T] signifie que
pour tout ε > 0 on peut choisir δ > 0 de façon que la variation totale sur tout
intervalle de longueur inférieure à δ ne dépasse pas ε. Par conséquent, toute
fonction absolument continue est à variation bornée puisque l’intervalle [0, T]
peut être partagé en un nombre fini d’intervalles de longueur inférieure à δ
d’où la variation totale de x sur [0, T] est finie. Pour la preuve nous renvoyons,
par exemple, à [54].

Proposition 1.1 ([55]) Soit x une fonction à variation bornée sur l’intervalle [0, T].
Alors x est différentiable presque partout sur l’intervalle ouvert ]0, T[ et sa dérivée
x′ ∈ L1(T).

6



Chapitre 1. Préliminaires

En 1881 Jordan a montré que toute fonction T-périodique à variation bor-
née, admet une série de Fourier simplement convergente. Il énonça alors le
théorème suivant :

Théorème 1.1 (Dirichlet-Jordan) Soit x une fonction T-périodique et à variation
bornée. Alors

(i) La fonction x admet un développement en série de Fourier en tout point t ∈
[0, T] tel que

∑
n∈Z

x̂(n)einωt = lim
N→∞

N

∑
n=−N

x̂(n)einωt =
1
2
[x(t−) + x(t+)]

où x(t−) et x(t+) sont les limites à gauche et à droite de la fonction x au point
t, respectivement, et x̂(n) ∈ C est donnée par (1.1)

(ii) Si x est continue sur un intervalle [a, b] dans [0, T], sa série de Fourier
converge uniformément vers x sur [a, b].

(iii) En tout point t où x est continue, sa série de Fourier converge vers x(t).

Une fonction x à variation bornée est la différence de deux fonctions crois-
santes. Ceci assure que les limites à droite et à gauche existent en tout point.
Si x est seulement continue on a, en général, ni la convergence uniforme ni la
convergence simple. Toute fonction x à variation bornée peut être identifiée à
sa série de Fourier donnée par

x(t) = ∑
n∈Z

x̂(n)einωt.

Sa dérivée s’écrit alors sous la forme

x′(t) = ∑
n∈Z∗

inωx̂(n)einωt

où ω =
2π

T
, i2 = −1. Puisque la fonction x est à valeurs réelles, x̂(−n) est

le conjugué complexe de x̂(n) pour tout n ∈ Z et la moyenne de x sera
la constante x̂(0). Par exemple la série de Fourier de la fonction de Dirac
T-périodique, δt′ (voir [70]), associée aux impulsions arrivant aux instants
{t′ + kT, k ∈ Z} pour t′ ∈ [0, T] s’écrit

δt′(t) = ∑
n∈Z

einω(t−t′).

La moyenne de la fonction δt′ est δ̄t′ = δ̂t′(0) = 1 et par suite on a

δ̃t′(t) = ∑
n∈Z\{0}

einω(t−t
′
).

Deux fonctions T-périodiques sont égales au sens de distribution si leurs sé-
ries de Fourier ont des coefficients identiques.

7



Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.4 NBV(T) est l’espace des fonctions x ∈ L1(T), T-périodique et à
variation bornée sur l’intervalle [0, T]. ÑBV(T) est l’espace des fonctions x ∈
NBV(T) dont la moyenne est nul :

ÑBV(T) = {x̃ : x ∈ NBV(T)}

où x̃ = x− x̄.

L’espace ÑBV(T) muni de la norme des variations totale est un espace de
Banach. Pour tout x ∈ ÑBV(T) et tout t ∈ [0, T] on a

|x(t)| ≤ ν(x). (1.2)

En effet, si x ∈ ÑBV(T) alors x̄ = 0 et donc il existe t′ ∈ [0, T] tel que x(t′)
a un signe opposé à celui de x(t) et donc |x(t)| ≤ |x(t)− x(t′)| ≤ ν(x). En
général, pour tout x ∈ ÑBV(T) on a∫ T

0
|x′(t)|dt ≤ ν(x)

avec l’égalité si x est absolument continue (voir [54]).

Définition 1.5 On définie la convolution de deux fonctions généralisées x et y par

(x ∗ y)(t) = ∑
n∈Z

x̂(n)ŷ(n)einωt t ∈ [0, T].

Pour tout x et y dans L1(T) on a, pour tout t ∈ [0, T]

(x ∗ y)(t) =
1
T

∫ T

0
x(t− s)y(s)ds,

et pour tout x̃ et ỹ ∈ ˜NBV(T), on a

ν(x̃ ∗ ỹ) ≤ ‖ỹ‖∞ν(x̃). (1.3)

Pour tout x̃ ∈ ˜NBV(T) et f ∈ L1(T)

ν(x̃ ∗ f ) ≤ ‖ f ‖1ν(x̃). (1.4)

Au sens des fonctions généralisées, δ̃t′ est la dérivée de la fonction T-
périodique ∆t′ : R→ [−T

2 , T
2 ] où

∆t′(t) = ∑
n∈Z\{0}

einω(t−t′)

inω
=


T − 2(t− t′)

2
, si t′ < t < t′ + T,

0, si t = t′ ou t = t′ + T.
(1.5)

8



Chapitre 1. Préliminaires

∆t′ ∈ NBV(T) et ∆t′ est la dérivée au sens généralisé de la fonction T-

périodique Dt′ : R→ [−T2

12 , T
2

24 ] où

Dt′(t) = − ∑
n∈Z\{0}

einω(t−t′)

n2ω2 =
6T(t− t′)− 6(t− t′)2 − T2

12
, t ∈ [t′, t′ + T]

(1.6)
puisque l’image de la fonction ∆t′ est [−T

2 , T
2 ] et celle de la fonction Dt′ est

[−T2

12 , T2

24 ], on a
ν(∆t′) = 2T (1.7)

et

ν(Dt′) =
T2

4
. (1.8)

Soit 0 ≤ t′ < t′′ < T. La fonction t 7→ (Dt′(t) − Dt′′(t)) est absolument
continue sur [t′, t′ + T]. D’autre part on a (Dt′ − Dt′′)

′ = ∆t′ − ∆t′′ presque
partout. D’où

ν(Dt′ − Dt′′) =
∫ t′+T

t′
|∆t′(t)− ∆t′′(t)| dt

=
∫ t′′

t′
|∆t′(t)− ∆t′′(t)| dt +

∫ t′+T

t′′
|∆t′(t)− ∆t′′(t)| dt

où chacune des deux intégrales du membre de droite de l’égalité sont don-
nées respectivement par la surface d’une bande délimitée par les segments de
droites ∆t′(t) et ∆t′′(t) pour t′ < t < t′′ et t′′ < t < t′ + T. La première bande
est contenue dans un rectangle de hauteur T et de largeur t′′− t′ tandis que la
seconde se compose d’un parallélogramme ayant deux côtés de pente −1, ne
dépassant pas

√
2T en longueur et deux côtés verticaux délimités par t′′ − t′

en longueur. Ainsi, nous avons

ν(Dt′′ − Dt′) ≤ (1 +
√

2)T(t′′ − t′). (1.9)

D’où ν(Dt′′ − Dt′) tend vers zéro lorsque (t′′ − t′) tend vers zéro.

1.2 Équation de van der Pol

L’équation de van der pol décrit les oscillations avec un amortissement
non linéaire. L’énergie est dissipé à forte amplitudes et généré à faibles am-
plitudes. Par conséquent, il existe des oscillations où la production et la perte
d’énergie est équilibré. Ces oscillations donnent des solutions périodiques (ou
cycles limite) de l’équation. On se propose au Chapitre 2 d’étudier l’existence
de solutions, T-périodiques, de l’équation de van der Pol avec impulsions de
la forme

x′′(t) = µ

(
x(t)− x(t)3

3

)′
− x(t) + f (t) +

m

∑
i=1

ai[x]δti [x]
(t), t ∈ [0, T] (1.10)
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Chapitre 1. Préliminaires

où f ∈ L1(T). Les impulsions sur l’accélération sont données par le dernier
terme de l’équation (1.10). Ces impulsions sont d’amplitude ai qui dépendent
de l’état x aux instants ti[x] + kT, k ∈ Z, ti ∈ [0, T), i ∈ {1, ..., m}, m peut être
fini ou infini.

Une solution de l’équation (1.10) est une fonction définie sur l’intervalle
[0, T] vérifiant, sur cet intervalle, la relation (1.10) au sens des fonctions géné-
ralisées. En posant

g(s) = µ

(
s− s3

3

)
, s ∈ R

I[x] =
m

∑
i=1

ai[x]δti [x]
,

et
x = x̃ + x̄

l’équation (1.10) s’écrit

x̃′′ = (g(x̃ + x̄))′ − x̃ + f̃ + Ĩ(x̃ + x̄). (1.11)

Une solution de l’équation (1.11) doit vérifier la relation suivante

x̄ = f̄ + Ī(x̃ + x̄) (1.12)

où

Ī(x̃ + x̄) =
m

∑
i=1

ai(x̃ + x̄).

En appliquant la convolution des deux cotés de l’équation (1.11) par la fonc-
tion D0, on obtient

D0 ∗ x̃′′(t) = D0 ∗ (g(x̃(t) + x̄))′−D0 ∗ (x̃(t)− f̃ (t)) + D0 ∗ Ĩ(x̃(t) + x̄) (1.13)

En remarquant que

D0 = ∆0 ∗ ∆0, ∆0 ∗ x̃′ = x̃, D0 ∗ x̃′′ = x̃

et

D0 ∗ Ĩ =
m

∑
i=1

ai[x̃ + x̄]Dti

l’équation (1.13) s’écrit aussi

x̃ = ∆0 ∗ (g(x̃ + x̄))− D0 ∗ (x̃− f̃ ) +
m

∑
i=1

ai[x̃(t) + x̄]Dti . (1.14)

Pour tout x̃ dans NBV(T), la fonction g(x̃ + x̄) est dans NBV(T). D’après
la Proposition 1.1, (g(x̃ + x̄))′ est dans l’espace L1(T). En utilisant l’inéga-
lité (1.4) on conclut que ∆0 ∗ (g(x̃ + x̄))′ est dans ÑBV(T) et d’après l’inéga-
lité (1.3), on a ∆0 ∗ (x̃− f̃ ) ∈ ÑBV(T), d’où on a

x̃
′
= ∆0 ∗ (g(x̃ + x̄))

′ − ∆0 ∗ (x̃− f̃ ) +
m

∑
i=1

ai[x̃ + x̄]∆ti

10



Chapitre 1. Préliminaires

est dans ÑBV(T) et x̃
′′

dans L1(T). Pour tout ρ ∈ R on définie l’opérateur Hρ

sur l’espace ÑBV(T) par

Hρ[x̃] = Fρ[x̃]− G[x̃] + Jρ[x̃], x̃ ∈ ÑBV(T). (1.15)

où
Fρ[x̃] = ∆0 ∗ g[x̃ + ρ], G[x̃] = D0 ∗ (x̃− f̃ )

et

Jρ[x̃] =
m

∑
i=1

ai[x̃ + ρ]Dti . (1.16)

L’équation (1.14) s’écrit alors comme ceci :

x̃ = Fρ[x̃]− G[x̃] + Jρ[x̃]. (1.17)

On remarque alors que tout point fixe de l’opérateur Hρ pour ρ = x̄ est
une solution de l’équation (1.17). Afin de montrer l’existence et l’unicité de
solution de l’équation (1.17) on utilisera le Théorème de point fixe de Ba-
nach. Par la suite, dans cette thèse, nous aurons à utiliser certains théorèmes
de points fixes (Théorème de Banach, Théorème de Brouwer, Théorème de
Schaefer et le Théorème de Sadovskii). Dans ces théorèmes interviennent des
opérateurs qui sont continus et d’autres qui sont complétement continus, d’où
ce qui suit.

1.3 Théorème d’Ascoli-Arzelà : cas impulsif

Soit J = [0, 1] ⊂ R, t0 = 0 < t1 < ... < tk < ... < tn = 1.

Définition 1.6 PC(J,Rn) est l’espace de Banach des fonctions continues x : J →
Rn pour tout point t 6= tk, continues à gauche en t = tk et admettant une limite à
droite au point t = tk, muni de la norme

‖x‖ = sup{|x(t)| : t ∈ J}, x ∈ PC(J,Rn)

Définition 1.7 PC
1
(J,Rn) est l’espace de Banach des fonctions x : J → Rn, x ∈

PC(J,Rn) continûment différentiables pour tout point t 6= tk, avec x′ continue à
gauche en t = tk et admettant une limite à droite en t = tk, muni de la norme

‖x‖0 = max(‖x‖, ‖x′‖), x ∈ PC1(J,Rn).

Soit M une partie de l’espace PC
1
(J,Rn).

Définition 1.8 (Ensemble uniformément borné) On dit que M est uniformément
borné s’il existe un nombre réel c = c(M) > 0 tel que :

‖x(t)‖ ≤ c, ∀t ∈ [a, b], ∀x ∈ M.

11
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Définition 1.9 (Ensemble quasi-équicontinu) On dit que M est quasi-
équicontinue dans l’intervalle J si, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que, pour
tout x ∈ M et tout τ1, τ2 ∈]tk, tk+1], k = 0, ..., n − 1, si |τ1 − τ2| < δ alors
‖x(τ1 − x(τ2‖ < ε.

Le théorème d’Ascoli Arzelà pour les fonctions impulsives est donné par
le théorème suivant

Théorème 1.2 (Théorème d’Ascoli-Arzela, [1]) M est relativement compact si et
seulement si, M est uniformément borné et quasi-équicontinue.

preuve Pour simplifier la preuve on prends le cas 0 = t0 < t1 < t2 = 1.
Soit xn une suite dans M ⊂ PC1([0, T],Rn) et considérons la suite yn + zn où

yn(t) =
{

xn(t) si 0 ≤ t ≤ t1
0 si t1 < t ≤ 1

et

zn(t) =
{

xn(t) si t1 ≤ t ≤ 1
0 si 0 ≤ t < t1

En appliquant le théorème classique d’Ascoli-Arzelà pour l’espace
PC1(]0, t1],Rn) on déduit l’existence d’une sous suite {yj : j ∈ N1 ⊂ N}
de la suite yn qui converge vers y ∈ PC1(]0, t1],Rn). De même il existe
une sous suite {zk : k ∈ N2 ⊂ N1 ⊂ N} de la suite zn qui converge vers
z ∈ PC1(]t1, 1],Rn). On conclu alors l’existence d’une sous suite {yk + zk : k ∈
N2} de la suite {yn + zn : n ∈ N} qui converge vers y + z dans le sens de
PC1([0, T],Rn) sur [0, T]\{t1}. Or {xk(t1) : k ∈ N2} est bornée dans Rn, donc
il existe une sous-suite {xl(t1) : l ∈ N3 ⊂ N2} telle que xl(t1) converge. Ainsi
on a {xl : l ∈ N3} est une sous-suite convergente dans PC1([0, T],Rn).

Définition 1.10 (Opérateur continu) Un opérateur Γ défini d’un espace de Banach
E dans lui même est dit continu si pour toute suite (xn)n∈N dans E qui converge
vers x, la suite (Γxn)n∈N converge vers Γx.

Définition 1.11 (Opérateur complétement continu) L’opérateur Γ défini d’un
espace de Banach E dans lui même est dit complètement continu si

1) Γ est continu.

2) ∀B ⊂ E borné, Γ(B) est relativement compact.

1.4 Théorèmes de point fixe

Nous rappelons ci-après les théorèmes de point fixe que nous allons utili-
ser aux chapitres 2 et 3.
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Théorème 1.3 (Théorème de point fixe de Banach, [59]) Toute contraction dans
un espace métrique complet non vide dans lui même admet un point fixe unique.

Commentaire 1.1 La preuve du Théorème 1.3 donne non seulement l’existence
et l’unicité du point fixe mais une méthode de le calculer dite des approximations
successives. En effet, soit E un espace métrique complet muni d’une distance, notée
d, et f une fonction contractante définie sur E dans lui même (pour un certain k < 1,
on a : d( f (x), f (y)) ≤ kd(x, y), pour tous x et y dans E). On choisit un point x0 de
E quelconque et on définit la suite (xn)n = f (xn−1)n. On montre par récurrence que
d(xn, xn+p) ≤ knd(x0, x1) pour tout n ∈N. Si on note f n = f ◦ f ◦ ... f alors on a

d( f n, f m) ≤ kn

1− k
d(x1, x0), ∀m > n (1.18)

et donc d(xn, xm) = d( f n(x0), f m(x0)) → 0 lorsque m → ∞. Comme E est un
espace complet et (xn)n est une suite de Cauchy, il existe un a ∈ E tel que xn → a,
et par continuité xn+1 = f (xn) → f (a), d’où f (a) = a. L’unicité est un résultat
immédiate de la contraction de la fonction f .

Théorème 1.4 (Théorème de point fixe de Brouwer, [61]) Toute fonction conti-
nue sur un intervalle fermé et borné [a, b] dans lui même admet au moins un point
fixe.

Théorème 1.5 (Théorème de point fixe de Schaefer, [61]) Soit E un espace de
Banach et soit Γ : E→ E un opérateur complètement continu. Si l’ensemble

E = {x ∈ E : λx = Γx pour λ > 1}

est borné, alors Γ admet un point fixe.

Théorème 1.6 (Théorème de point fixe de Sadovskii, [56]) Soit E un espace de
Banach et soit Γ : E→ E un opérateur complètement continu. Si Γ(B) ⊂ B pour un
ensemble fermé, non vide, convexe et borné B de E, alors Γ admet un point fixe dans
B.
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2Équation de van der Pol avec

impulsions

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence de solutions T-
périodiques de l’équation de van der Pol en présence d’impul-

sions. Nous étudions le cas où les impulsions sont indépendantes
de l’état, ensuite le cas où les impulsions dépendent de la moyenne
de l’état, et enfin nous traitons le cas où les impulsions dépendent
de l’état. Pour obtenir ces résultats nous appliquons le Théorème
de point fixe de Banach.

2.1 Cas des impulsions indépendantes de l’état

Dans ce chapitre nous nous intéressons à l’étude de l’équation de van der
Pol suivante :

x′′(t) = (g(x(t)))′ − x(t) + f (t) +
m

∑
i=1

ai[x]δti [x]
(t), t ∈ [0, T] (2.1)

où

g(x(t)) = µ

(
x(t)− x(t)3

3

)
. (2.2)

Dans ce paragraphe nous assumons que les ai et ti sont des constantes réelles
indépendantes de x ∈ NBV(T). Pour simplifier nous écrivons I et J au lieu
de I[x] et J[x], respectivement. Dans un premier temps nous allons montrer
que l’opérateur Hρ donné par

Hρ[x̃] = Fρ[x̃]− G[x̃] + Jρ[x̃], x̃ ∈ ÑBV(T)

où
Fρ[x̃] = ∆0 ∗ g[x̃(t) + ρ], G[x̃] = D0 ∗ (x̃(t)− f̃ (t))

et

Jρ[x̃] =
m

∑
i=1

ai[x̃ + ρ]Dti

est bien défini.
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Proposition 2.1 Pour tout ρ ∈ R, Hρ envoie ÑBV(T) dans lui même.

Démonstration. Pour tout x̃ ∈ ÑBV(T) on a

ν(Hρ[x̃]) ≤ ν(Fρ[x̃]) + ν(G[x̃]) + ν(J). (2.3)

D’une part

ν(Fρ(x̃)) = ν (∆0 ∗ (g(x̃ + ρ)))

= ν

(
1
T

∫ T

0
∆0(t− s)g(x̃(s) + ρ)ds

)

qui donne

ν(Fρ(x̃)) ≤ ν

(
1
T

∫ T

0
|∆0(t− s)||g(x̃(s) + ρ)|ds

)
≤ ν

(
1
T

∫ T

0
|∆0(t− s)|(|x̃(s)|+ |ρ|+ (|x̃(s)|+ |ρ|)3

3
)ds
)

≤ ν

(
1
T

∫ T

0
|∆0(t− s)|(ν(x̃) + |ρ|+ (ν(x̃) + |ρ|)3

3
)ds
)

≤ ν(∆0)

(
ν(x̃) + |ρ|+ (ν(x̃) + |ρ|)3

3

)

et donc on a

ν(Fρ[x̃]) ≤ µ2T
[
(|ρ|+ ν(x̃)) +

(|ρ|+ ν(x̃))3

3

]
< ∞. (2.4)

D’autre part

ν(G(x̃)) = ν
(

D0 ∗ (x̃ + f̃ )
)

= ν

(
1
T

∫ T

0
D0(t− s)(x̃(s) + f̃ (s))ds

)
≤ ν

(
1
T

∫ T

0
|D0(t− s)|(|x̃(s)|+ | f̃ (s)|)ds

)
≤ ν

(
1
T

∫ T

0
|D0(t− s)|(ν(x̃) + | f̃ (s)|)ds

)
≤ ν(D0)

(
ν(x̃) +

1
T

∫ T

0
| f̃ (s)|ds

)
.
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D’où

ν(G[x̃]) ≤ T2

4
(ν(x̃) + ‖ f̃ ‖1) < ∞. (2.5)

De plus

ν(J) ≤ T2

4

m

∑
k=1
|ak| < ∞

et donc Hρ[x̃] est dans ÑBV(T).

Pour r > 0 et x̃ ∈ ÑBV(T), on pose

B(x̃, r) = {ỹ ∈ ÑBV(T) : ν(ỹ− x̃) ≤ r}. (2.6)

Le but est de trouver des conditions pour lesquelles le nombre ρ = f̄ + Ī
garantie l’existence de r > 0 tel que Hρ une contraction sur B(0, r). En uti-
lisant le principe de contraction de Banach nous prouvons l’existence d’un
point fixe unique x̃ de Hρ dans B(0, r). Par (1.12) et (1.14), x = ρ + x̃ est né-
cessairement une solution de (2.1) dans NBV(T). Pour s > 0 et ρ ∈ R, on
pose

ϕρ(s) = 2Tµ(|ρ|+ s +
(|ρ|+ s)3

3
), (2.7)

χ(s) =
T2

4
(s + ‖ f̃ ‖1) (2.8)

et
pρ(s) = ϕρ(s) + χ(s) + α (2.9)

où

α =
T2

4

m

∑
k=1
|ak|.

D’après (2.3) et (2.9), pour ρ = x̄ = f̄ + Ī, on obtient

ν(Hx̄[x̃]) ≤ px̄(ν(x̃))

pour tout x̃ ∈ ÑBV(T). On définit le polynôme qx̄ sur R pour s > 0 par

qx̄(s) = px̄(s)− i(s) (2.10)

où i(s) = s est l’identité.

Proposition 2.2 Supposons que r′x̄ > 0 et r′′x̄ > 0 sont des racines positives dis-
tinctes du polynôme qx̄ donné par (2.10). Pour un r compris entre r′x̄ et r′′x̄ , l’opérateur
Hx̄ donné par (1.15) pour ρ = x̄ = f̄ + Ī envoi B(0, r) dans lui même.
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Démonstration. Pour montrer que l’opérateur Hx̄ envoi B(0, r) dans lui même
pour r > 0, il suffit de prouver que

px̄(s) ≤ r (2.11)

pour tout s ∈ [0, r]. Le polynôme px̄ est indéfiniment dérivable. Sa dérivée
première est positive pour tout s ∈ R et est donnée par

p′x̄(s) = 2µT[1 + (|x̄|+ s)2] +
T2

4
> 0.

Sa deuxième dérivée est positive, pour tout s > 0, et est donnée par

p′′x̄ (s) = 4µT(|x̄|+ s) > 0.

Donc, pour s ≥ 0, px̄ est un polynôme convexe strictement croissant de degré
trois. Supposons que le graphe de px̄ rencontre l’identité dans le premier
quadrant en s = r′x̄ et s = r′′x̄ avec r′x̄ 6= r′′x̄ . Ceci est équivalent à l’existence de
deux racines distinctes s = r′x̄ > 0 et s = r′′x̄ > 0 de l’équation qx̄(s) = px̄(s)− s
pour ρ = x̄ = f̄ + Ī. Pour tout r strictement compris entre r′x̄ et r′′x̄ , on a
qx̄(r) < 0 (i.e. px̄(r) < r). Or, on a px̄(s) < px̄(r) pour tout s ∈ [0, r[. Alors
on obtient finalement (2.11) en prenant r un point dans l’intervalle [r′x̄,r′′x̄ ]. Ce
qui achève la démonstration.

Théorème 2.1 Pour T > 0, µ > 0 et f ∈ L1(T), supposons que qx̄ donné par
(2.10) admet deux racines distinctes strictement positives. Soit r′x̄ la plus petite des
deux. Alors il existe un unique x̃ ∈ B(0, r′x̄) ⊂ ÑBV(T) tel que x = x̄ + x̃ est une
solution de (2.1) pour x̄ donné par (1.12). On a x̃′ ∈ ÑBV(T), x̃′′ ∈ L̃1(T) et, pour
tout ỹ dans la boule B(0, r′x̄), on a

‖Hn
x̄ [ỹ]− x̃‖∞ ≤

2λnr′x̄
1− λ

pour λ = p′x̄(r′x̄) et n ∈N.

Démonstration. Soient T > 0 et µ > 0. Montrons que l’opérateur Hx̄ est une
contraction dans la boule B(0, r). Soit x̃, ỹ ∈ ÑBV(T). On a

ν(Hx̄[x̃]− Hx̄[ỹ]) ≤ ν(Fx̄[x̃]− Fx̄[ỹ]) + ν(G[x̃]− G[ỹ])

où

ν(Fx̄[x̃]− Fx̄[ỹ]) = ν (∆0 ∗ (g(x̃ + x̄)− g(ỹ + x̄)))

= ν

(
1
T

∫ T

0
∆0(t− s)(g(x̃(s) + x̄)− g(ỹ(s) + x̄))ds

)
≤ ν

(
1
T

∫ T

0
|∆0(t− s)||g(x̃(s) + x̄)− g(ỹ(s) + x̄)|ds

)
.
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La fonction g(s) = µ
(

s− s3

3

)
est continue sur R. Pour x̃, ỹ dans B(0, r) et

t ∈ [0, T], d’après le Théorème des accroissements finis, il existe zt ∈ [−r, r]
tel que

g(x̃(t) + x̄)− g(ỹ(t) + x̄) = g′(zt + x̄)(x̃(t)− ỹ(t)).

où
|g′(zt + x̄)| ≤ µ(1 + (zt + |x̄|)2) ≤ µ(1 + (r + |x̄|)2)

d’où

ν(Fx̄[x̃]− Fx̄[ỹ]) ≤ ν

(
1
T

∫ T

0
|∆0(t− s)||g′(zt + x̄)||(x̃(t)− ỹ(t))|ds

)
≤ ν

(
1
T

∫ T

0
|∆0(t− s)|µ

(
1 + (r + |x̄|)2

)
ν(x̃− ỹ)ds

)
≤ µν(∆0)(1 + (r + |x̄|)2)ν(x̃− ỹ)

≤ 2µT(1 + (r + |x̄|)2)ν(x̃− ỹ).

D’autre part on a

ν(G[x̃]− G[ỹ]) = ν (D0 ∗ (x̃− ỹ))

= ν

(
1
T

∫ T

0
D0(t− s)(x̃(s)− ỹ(s))ds

)
≤ ν

(
1
T

∫ T

0
|D0(t− s)||(x̃(s)− ỹ(s))|ds

)
≤ ν(D0)ν(x− y)

≤ T2

4
ν(x− y).

Donc on a l’inégalité

ν(Hx̄[x̃]− Hx̄[ỹ]) ≤
[

2µT(1 + (r + |x̄|)2) +
T2

4

]
ν(x̃− ỹ)

et alors
ν(Hx̄[x̃]− Hx̄[ỹ]) ≤ p′x̄(r)ν(x̃− ỹ). (2.12)

Dans le contexte de la Proposition 2.2, on a 0 < p′x̄(r′x̄) < 1 si r′x̄ est la plus
petite des deux racines de l’équation (2.10). Par une application du principe
de contraction de Banach on obtient l’existence d’un point fixe unique
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x̃ ∈ B(0, r′x̄) de l’opérateur Hx̄ qui est solution de l’équation (2.1). En appli-
quant la relation (1.18) à l’opérateur Hx̄ pour k = λ = p′x̄(r′x̄) on obtient

ν(Hn
x̄ [ỹ]− x̃) ≤ λn

1− λ
ν(Hx̄[ỹ]− ỹ) (2.13)

pour tout ỹ ∈ B(0, r′x̄) et tout n ∈N. En appliquant (1.2) à (2.13) on aura

‖Hn
x̄ [ỹ]− x̃‖∞ ≤

λn

1− λ
ν(Hx̄[ỹ]− ỹ). (2.14)

Par la Proposition (2.2), l’image de la boule B(0, r′x̄) par l’opérateur Hx̄ est
incluse dans B(0, r′x̄) et donc

‖Hn
x̄ [ỹ]− x̃‖∞ ≤

2λnr′x̄
1− λ

.

Dans le contexte du Théorème 2.1, on a 0 ≤ p′x̄(r′x̄) < 1. D’où on conclut
que, pour tout µ > 0

1 <
4− T2

8Tµ
(2.15)

qui est équivalent à

0 < T < −4µ + 2
√

4µ2 + 1 < 2. (2.16)

Exemple 2.1 Considérons l’équation de van der Pol suivante

x′′(t)− 0.25
(

x(t)− x3(t)
3

)′
+ x(t) = 10 sin(2πt)

où T = 1, µ = 0.25, Ī = 0, α = 0, f̄ = 0 et f (t) = 10 sin(2πt). Alors
x̄ = f̄ + Ī = 0, ‖ f̃ ‖1 = 20/π et (2.15) est vérifiée. Les racines du polynôme

q0(s) = 0.50
(

s +
s3

3

)
+

1
4

(
s +

20
π

)
− s

sont s = 1.70 + 1.64i, s = 1.70− 1.64i et s = −3.41. Malgré que la relation

1 <
4− T2

8Tµ
=

3
2

soit vérifiée, on observe que dans le premier quadrant, le graphe de p0 ne rencontre
pas le graphe de l’identité ι comme le montre le graphe dans la figure (2.1).

Remarque 2.1 On remarque que l’inégalité (2.16) est nécessaire, mais pas suffisante
pour garantir la rencontre du polynôme pρ et l’identité. D’où la nécessité d’imposer
d’autres conditions qui assurent cette rencontre.
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Figure 2.1 – Graphiques de p0 et de i.

A cette fin nous supposons que dans le premier quadrant le graphe de px̄
rencontre celui de ι en deux points r′̄x et r′′̄x avec 0 < r′̄x < r′′̄x . Alors p′̄x(r′̄x) < 1
et p′̄x(r′′̄x ) > 1 et puisque p′′̄x (s) > 0 pour tout s ≥ 0, il existe un unique point
rx̄ ∈]r′̄x, r′′̄x [ tel que p′̄x(rx̄) = 1. D’où il résulte

rx̄ =

√
4 − T2

8μT
− 1 − |x̄|. (2.17)

Réciproquement, si rx̄ donné par (2.17) est tel que

0 < px̄(rx̄) < rx̄, (2.18)

alors le graphe de ι est au-dessus de celui de px̄ en rx̄ et donc il existe deux
points tels que rx̄ soit compris strictement entre eux. Donc le graphe de px̄(s)
rencontre celui de ι(s) dans le premier quadrant, ce qui prouve le résultat
suivant.

Corollaire 2.1 Soit (2.16) vérifiée pour T > 0 et soit μ > 0 et f ∈ L1(T). Si (2.18)
est vérifiée pour rx̄ donné par (2.17), alors qx̄ donné par (2.10) possède deux racines
positives distinctes. Si on note r′̄x la plus petite de ces deux racines et que r′̄x > 0 alors
il existe un unique x̃ dans la boule B(0, r′̄x) tel que x = x̄ + x̃ est solution de (2.1).
En outre, x̃′ ∈ ÑBV(T), x̃′′ ∈ L̃1(T) et que la relation (2.14) est vérifiée pour tout
n ∈ N, tout y ∈ B(0, r′̄x) et λ = p′̄x(r′̄x).

Exemple 2.2 On considère l’équation de van der Pol suivante :

x′′(t)− 0.01
(

x(t)− x3(t)
3

)′
+ x(t) = 10 sin(2πt) + δ0.5(t) (2.19)

où T = 1, μ = 0.01, Ī = 1, α = 0.25, f̄ = 0, x̄ = 1 et f̃ (t) = 10 sin(2πt). Alors
‖ f̃ ‖1 = 20/π, r1 = 5.042 (par (2.17)) et p1(r1) = 4.693. Donc on a (2.18). Les
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racines du polynôme

q1(s) = 0.02
(

1 + s +
(1 + s)3

3

)
+

1
4

(
s +

20
π

)
+ 0.25 − s

qui sont les points de rencontre du polynôme pρ et de l’identité sont r′1 = 3.252,
r′′1 = 6.669 et r′′′1 = −12.921. Donc λ = p′1(r

′
1) = 0.632. D’après le Corollaire 2.1,

il existe un unique x̃ ∈ B(0, 3.252) ⊂ ÑBV(1) tel que x = 1 + x̃ est solution
de (2.19). En outre, x′ ∈ ÑBV(1) et x′′ ∈ L̃1(1).

�20 �10 10 20

�20
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Figure 2.2 – Graphiques de p1 et de i.

2.2 Cas des impulsions dépendantes de la valeur

moyenne de l’état

Soient les fonctions a : NBV(T) → [−γ, γ] ⊂ R, γ > 0 et t : NBV(T) →
[0, T[. On considère l’équation de van der Pol de la forme

x′′(t) = (g(x(t)))′ − x(t) + f (t) + a[x̄]δt[x̄](t) (2.20)

où g est donnée par (2.2) et l’impulsion est d’amplitude a[x̄] qui dépend de la
moyenne de l’état aux instants t(x̄) + kT (k ∈ Z). L’équation (2.20) est un cas
particulier de l’équation (2.1) pour m = 1. Le cas général où m est quelconque
s’étudie de la même manière (m peut être infini). Toute solution x ∈ NBV(T)
de (2.20) doit vérifier x̄ = f̄ + a(x̄). L’équation (2.20) s’écrit sous la forme d’un
système de deux équations comme suit, pour tout x̃ ∈ ÑBV(T), avec ρ = x̄,
on a

x̃′′ = (gρ(x̃))′ − x̃ + f̃ + aρδ̃tρ (2.21)
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et
ρ = f̄ + aρ (2.22)

où aρ = a[ρ], tρ = t[ρ] et gρ(x̃) = g(ρ+ x̃). Le but est de donner des conditions
sur ρ qui assurent l’existence et l’unicité de la solution x̃ρ ∈ ÑBV(T) de
l’équation (2.21) et de montrer que sous ces conditions, ρ peut être choisi de
sorte que l’équation (2.22) soit satisfaite. D’où x = ρ + x̃ρ sera une solution
de l’équation (2.20) dans NBV(T). Pour tout ρ ∈ R posons

Jρ = aρDtρ . (2.23)

Puisque −γ ≤ aρ ≤ γ on aura

ν(Jρ) ≤ α (2.24)

où α = γT2/4. Un raisonnement analogue à celui utilisé dans le premier cas
aboutit au résultat suivant :

Proposition 2.3 Pour ρ ∈ R donné, on suppose que qρ donné par (2.10) avec
α = γT2/4 admet deux racines distinctes strictement positives. Alors, pour tout
r > 0 compris entre ces deux racines l’opérateur Hρ envoie B(0, r) dans lui même.

En suivant les même étapes que dans la démonstration du Théorème 2.1
on aboutit à ce qui suit :

ν(Hρ[x̃]− Hρ[ỹ]) ≤ p′ρ(r)ν(x̃− ỹ) (2.25)

pour tous x̃, ỹ ∈ B(0, r′ρ) ⊂ ÑBV(T) et 0 < p′ρ(r′ρ) < 1 où r′ρ est la plus petite
des deux solutions de l’équation (2.10) avec α = γT2/4. Par une application
du Théorème de point fixe de Banach on déduit l’existence d’un unique point
fixe x̃ρ ∈ B(0, r′ρ) de l’opérateur Hρ, tel que pour tout n ∈N

‖Hn
ρ [ỹ]− x̃ρ‖∞ ≤

2λn
ρr′ρ

1− λρ
(2.26)

où y est un élément quelconque de B(0, r′ρ), avec λρ = p′ρ(r′ρ). Dans le contexte
de la Proposition 2.3, il existe rρ > r′ρ tel que p′ρ(rρ) = 1, et (2.17) et (2.18)
s’écrivent respectivement

rρ =

√
4− T2

8µT
− 1− |ρ| (2.27)

et
0 < pρ(rρ) < rρ. (2.28)
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Théorème 2.2 Soit T > 0 et µ > 0 vérifiant (2.16) et soit f ∈ L1(T). Si ρ ∈ R est
tel que 0 < pρ(rρ) < rρ pour rρ donné par

rρ =

√
4− T2

8µT
− 1− |ρ|,

alors le polynôme qρ admet deux racines distinctes positives. Si la plus petite des
deux racines est notée par r′ρ, alors (2.21) admet une solution unique x̃ρ dans la boule

B(0, r′ρ). En outre x̃ρ ∈ ÑBV(T), x̃′ρ ∈ L̃1(T) et, pour tout ỹ ∈ B(0, r′ρ) et tout
n ∈N, on a :

‖Hn
ρ [ỹ]− x̃ρ‖∞ ≤

2λn
ρr′ρ

1− λρ

avec λρ = p′ρ(r′ρ).

Nous devons imposer d’autre conditions sur ρ pour lesquelles l’équation
(2.22) est également satisfaite, rendant ainsi x = ρ + x̃ρ solution de (2.20). En
remarquant que

rρ = r0 − |ρ| et pρ(rρ) = p0(r0)−
T2

4
|ρ|

nous pouvons alors exprimer qρ(rρ) en fonction de q0(r0)

qρ(rρ) = pρ(rρ)− rρ = q0(r0) +
4− T2

4
|ρ|.

Si nous supposons que
q0(r0) < 0 (2.29)

alors la solution positive unique de l’équation qρ(rρ) = 0 est donnée par

ρ′ = − 4
4− T2 q0(r0). (2.30)

Si l’équation (2.28) est satisfaite pour ρ = ρ′ > 0 donné, elle l’est aussi pour
tout ρ tel que |ρ| ≤ ρ′. Pour cette valeur de ρ′ > 0 l’équation (2.28) est satis-
faite pour tout ρ ∈]− ρ′, ρ′[ et r′ρ′ = rρ′ = r0− ρ′ où la première égalité résulte
du fait que le graphe du polynôme pρ′ et celui de l’identité i se rencontrent
tangentiellement en r′ρ′ . D’après le Théorème de point fixe de Brouwer, l’équa-
tion (2.22) est vérifiée pour au moins un ρ ∈]− ρ′, ρ′[ si la fonction ρ 7→ f̄ + aρ

est continue sur l’intervalle ] − ρ′, ρ′[ et si elle envoie un certain sous inter-
valle fermé dans ]− ρ′, ρ′[ dans lui même. Nous avons ainsi montré le résultat
suivant :
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Corollaire 2.2 Soit T > 0 et μ > 0 tels que (2.16) est vérifiée. Pour ρ ∈ R et
f ∈ L1(T), soit qρ donné par (2.10) avec α = γT2/4. Si (2.29) est vérifiée, ρ′
est donné par (2.30) et −ρ′ < ρ < ρ′, alors (2.21) admet une unique solution x̃ρ

dans la boule B(0, r′ρ), où le rayon r′ρ est la plus petite des deux racines positives

du polynôme qρ. En outre x̃′ρ ∈ ÑBV(T), x̃′′ρ ∈ L̃1(T), et pour tout ỹ ∈ B(0, r′ρ),
(2.26) est vérifiée pour λρ = p′ρ(r′ρ), n ∈ N et Hρ défini par (1.16) avec Jρ (donné
par (2.23)) au lieu de Jρ[x]. Si (2.29) est vérifiée et s’il existe ρ ∈]− ρ′, ρ′[ tel que
(2.22) est satisfaite pour ce même ρ (comme dans le cas où la fonction ρ 
→ f̄ + aρ

est continue sur R et envoie un sous intervalle fermé dans ]− ρ′, ρ′[ dans lui même),
alors x = ρ + x̃ρ est solution de (2.20).

Exemple 2.3 Considérons l’équation de van der Pol suivante où l’impulsion dépend
de la moyenne de l’état

x′′(t)− 0.01
(

x(t)− x3(t)
3

)′
+ x(t)

= 10 sin(2πt) + sin(1 + x̄)δ1
2 cos2(x̄)(t)

(2.31)

où T = 1, μ = 0.01, aρ = sin(1 + ρ), tρ = 1
2 cos2(ρ), γ = 1, α = 0.25, f̄ = 0

et f̃ (t) = 10 sin(2πt). Alors ‖ f̃ ‖1 = 20/π, r0 = 6.042, q0(r0) = −1.099 < 0 et
ρ′ = 1.465. Puisque la fonction sin(1 + ρ) est continue sur l’intervalle [−1, 1] ⊂
]− 1.465, 1.465[ alors l’équation ρ − sin(1 + ρ) = 0 admet la racine ρ0 ≈ 0.935 ∈
] − 1.465, 1.465[ et donc, par le Corolaire (2.2), x = ρ0 + xρ0 ∈ NBV(1) est une
solution de (2.31) tel que x′ ∈ ÑBV(1), x′′ ∈ L̃1(1) et x̄ = ρ0.
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Figure 2.3 – Graphiques de pρ0 et de i.
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2.3 Cas général des impulsions dépendantes de
l’état

Soient les fonctions a : NBV(T) → [−γ, γ] ⊂ R et t : NBV(T) → [0, T[.
Considérons l’équation de van der Pol

x′′(t) = g′(x(t))− x(t) + f (t) + a[x]δt[x](t) (2.32)

où g est donnée par (2.2) et l’impulsion est d’amplitude a[x] dépendante de
l’état aux instants t[x] + kT (k ∈ Z, t[x] ∈ [0, T)). Toute solution x ∈ NBV(T)
de (2.32) doit vérifier l’égalité x̄ = f̄ + a[x]. Donc l’équation (2.32) est équiva-
lente au système constitué par les deux équations

x̃′′ = (gρ(x̃))′ − x̃ + f̃ + aρ[x̃]δ̃tρ[x̃] (2.33)

et
ρ = f̄ + aρ[x̃] (2.34)

où aρ[x̃] = a[ρ + x̃], tρ[x̃] = t[ρ + x̃] et gρ(x̃) = g(ρ + x̃) pour tout x̃ ∈
ÑBV(T). L’objectif est d’établir des conditions assurant l’existence d’une so-
lution unique x̃ρ ∈ ÑBV(T) de (2.33). Si ρ vérifie l’équation

ρ = f̄ + aρ(x̃ρ) (2.35)

alors x = ρ + x̃ρ sera une solution de (2.32) dans NBV(T). La fonction Jρ[x̃]
dans (1.16) est donnée par

Jρ[x̃] = aρ[x̃]Dtρ[x̃] (2.36)

et ainsi, pour tout ρ ∈ R et tout x̃ ∈ ÑBV(T), nous avons ν(Jρ[x̃]) ≤ α pour
α = γT2/4. Supposons que aρ[x̃] et tρ[x̃] satisfont, pour tous ρ1, ρ2 ∈ R et
tous x̃1, x̃2 ∈ ÑBV(T), les conditions de Lipschitz

|aρ2 [x̃2]− aρ1 [x̃1]| ≤ a′|ρ2 − ρ1|+ a′′ν(x̃2 − x̃1) (2.37)

et
|tρ2 [x̃2]− tρ1 [x̃1]| ≤ τ′|ρ2 − ρ1|+ τ′′ν(x̃2 − x̃1) (2.38)

pour des constantes a′, a′′, τ′, τ′′ ∈ [0, ∞[. D’après les relations (1.9) et (2.38)
nous avons

ν(Dtρ[x̃2] − Dtρ[x̃1]
) ≤ (1 +

√
2)Tτ′′ν(x̃2 − x̃1)

et
Jρ[x̃2]− Jρ[x̃1] = (aρ[x̃2]− aρ[x̃1])Dtρ[x̃2] + aρ[x̃1](Dtρ[x̃2] − Dtρ[x̃1]

)

et donc
ν(Jρ[x̃2]− Jρ[x̃1]) ≤ βν(x̃2 − x̃1) (2.39)
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pour

β = a′′
T2

4
+ γ(1 +

√
2)Tτ′′. (2.40)

D’après l’inégalité (2.39) nous avons pour x̃ ∈ ÑBV(T)

ν(Jρ[x̃]) ≤ ν(Jρ[x̃]− Jρ[0]) + ν(Jρ[0] ≤ βν(x̃) + α. (2.41)

Soit les polynômes de degré trois πρ, θρ : R→ R donnés par

πρ(s) = ϕρ(s) + βs + χ(s) + α

et
θρ(s) = πρ(s)− ι(s) (2.42)

où les polynômes ϕρ et χ sont donnés par (2.7) et (2.8) respectivement. En
introduisant les inégalités (2.4), (2.5) et (2.41) dans (2.3) avec Jρ[x̃] donné par
(2.36), nous obtenons

ν(Hρ[x̃]) ≤ πρ(ν(x̃))

pour x̃ ∈ ÑBV(T) quelconque. En procédant comme dans le deuxième cas
plus haut, on obtient la variante suivante de la Proposition 2.3 :

Proposition 2.4 Soit ρ ∈ R et soit θρ donné par (2.42) avec α = γT2/4. Si θρ

admet deux racines distinctes strictement positives, alors, pour tout r > 0 compris
entre ces deux racines l’opérateur Hρ donné par (1.16), avec Jρ[x̃] donné par (2.36),
envoie la boule B(0, r) dans elle même.

On suppose que, pour ρ ∈ R, θρ donné par (2.42) avec α = γT2/4 admet
deux racines distinctes strictement positives. Notons par r′ρ la plus petite des
deux racines. Par un raisonnement similaire à celui fait à la Proposition 2.3,
on a, pour tout r compris entre ces deux racines et pour tous x̃, ỹ dans la
boule B(0, r)

ν(Hρ[x̃]− Hρ[ỹ]) ≤ π′ρ(r)ν(x̃− ỹ). (2.43)

Puisque 0 < π′(r′ρ) < 1 alors l’opérateur Hρ est une contraction sur la boule
B(0, r′ρ) et l’équation (2.26) est vérifiée pour λρ = π′ρ(r′ρ), y ∈ B(0, r′ρ), quel-
conque, et tout n ∈N. Dans le contexte de la Proposition 2.4, il existe rρ > r′ρ
tel que π′ρ(rρ) = 1. D’où (2.27) et (2.28) sont remplacées par

rρ =

√
4(1− β)− T2

8µT
− 1− |ρ| = r0 − |ρ| (2.44)

et
0 < πρ(rρ) < rρ (2.45)

respectivement. Il est clair que si l’équation (2.45) est vérifiée pour ρ = ρ′ > 0,
elle est aussi vérifiée pour tout ρ tel que |ρ| ≤ ρ′. Puisque le polynôme π′
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vérifie 0 < π′(r′ρ) < 1, on aura

1 <
4(1− β)− T2

8µT
(2.46)

et alors on obtient un résultat analogue au Théorème 2.2.

Théorème 2.3 Soit f ∈ L1(T), T > 0 et µ > 0. On suppose que (2.37) et (2.38)
sont vérifiées et que β (donné par (2.40)) satisfait (2.46). Si pour ρ ∈ R, l’équation
(2.45) est vérifiée pour rρ donné par (2.44), alors θρ donné par (2.42) (avec α =

γT2/4) admet deux racines distinctes positives dont on note la plus petite par r′ρ.
Si r′ρ > 0, alors (2.33) admet une unique solution x̃ρ dans la boule B(0, r′ρ). En

outre x̃′ρ ∈ ÑBV(T), x̃′′ρ ∈ L̃1(T) et pour tout ỹ ∈ B(0, r′ρ), (2.26) est vérifiée pour
λρ = π′ρ(r′ρ), n ∈N et l’opérateur Hρ défini par (1.16) avec Jρ[x̃] donné par (2.36).

Notre objectif est d’obtenir, dans le contexte du Théorème 2.3, d’autres
conditions sur ρ de sorte que (2.35) est également vérifiée rendant x = ρ + x̃ρ

solution de (2.32). Pour cela, on suppose que

θ0(r0) < 0 (2.47)

où r0 est donné par (2.44) pour ρ = 0. La condition (2.47) est indispensable
car autrement (2.45) n’est pas vérifiée pour tout ρ > 0. On aura que

θρ(rρ) = πρ(rρ)− rρ = θ0(r0) +
4(1− β)− T2

4
|ρ|

est alors l’unique ρ′ > 0 tel que θρ′(rρ′) = 0, et ρ′ est donné par

ρ′ = − 4
4(1− β)− T2 θ0(r0). (2.48)

Pour cette valeur de ρ′ l’équation (2.45) est vérifiée pour tout ρ ∈]− ρ′, ρ′[ et

rρ′ = r′ρ′ = r0 − ρ′

où la première équation résulte du fait que le graphe du polynôme πρ′ et
celui de l’identité ι se rencontrent tangentiellement en r′ρ′ . En outre (2.35) est
vérifiée pour au moins un ρ ∈] − ρ′, ρ′[ quand la fonction ρ → f̄ + aρ[x̃ρ]
est continue sur ] − ρ′, ρ′[ et envoie tout sous segment fermé de ] − ρ′, ρ′[
dans lui même. Le résultat du Corollaire 2.2 s’énonce maintenant comme
suit : Soient f ∈ L1(T), T > 0 et µ > 0. On suppose que (2.37) et (2.38)
sont vérifiées et que β (donné par (2.40)) satisfait (2.46). Pour ρ ∈ R, soit θρ

donné par (2.42) avec α = γT2/4. Si (2.47) est vérifié, ρ′ est donné par (2.48)
et −ρ′ < ρ < ρ′, alors (2.33) admet une solution unique x̃ρ dans la boule

B(0, r′ρ). De plus x̃′ρ ∈ ÑBV(T), x̃′′ρ ∈ L̃1(T) et pour tout ỹ ∈ B(0, r′ρ), (2.26)
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est vérifiée pour λρ = π′ρ(r′ρ), n ∈ N et Hρ défini par (1.16) avec Jρ[x̃] à la
place de J. Si (2.47) est satisfaite et s’il existe ρ ∈] − ρ′, ρ′[ tel que (2.35) est
satisfaite pour ce ρ (comme c’est le cas lorsque la fonction ρ → f̄ + aρ[x̃ρ] est
continue sur ]− ρ′, ρ′[ et envoie un sous segment fermé de ]− ρ′, ρ′[ dans lui
même), alors x = ρ + x̃ρ est une solution de (2.32). Pour appliquer la dernière
partie du paragraphe précédente, on doit prouver la continuité de la fonction
ρ → f̄ + aρ[x̃ρ] sur ] − ρ′, ρ′[. La démonstration repose généralement sur le
fait que, pour ρ, σ ∈]− ρ′, ρ′[ on a

lim
ρ→σ
||x̃ρ − x̃σ||∞ = 0 (2.49)

qui est une conséquence de

lim
ρ→σ

ν(x̃ρ − x̃σ) = 0 (2.50)

et l’inégalité |x̃| ≤ ν(x̃). Il suffit donc de montrer (2.50). De

Hρ(x̃ρ)− Hσ(x̃σ) = (Hρ(x̃ρ)− Hρ(x̃σ)) + (Hρ(x̃σ)− Hσ(x̃σ))

et
ν(x̃ρ − x̃σ) = ν(Hρ(x̃ρ)− Hσ(x̃σ))

on déduit que

ν(x̃ρ − x̃σ) ≤ ν(Hρ(x̃ρ)− Hρ(x̃σ)) + ν(Hρ(x̃σ)− Hσ(x̃σ)). (2.51)

En appliquant (2.43) (pour r = r′ρ) à ν(Hρ(x̃ρ)− Hρ(x̃σ) dans (2.51) on obtient

0 ≤ (1− π′ρ(r
′
ρ))ν(x̃ρ − x̃σ)

≤ ν(Hρ(x̃σ)− Hσ(x̃σ))

≤ ν(Fρ(x̃σ)− Fσ(x̃σ)) + ν(Jρ[x̃σ]− Jσ[x̃σ])

où la première inégalité est triviale. On observe que les racines du polynôme
de troisième degré θρ donné par (2.42) vérifie r′ρ → r′σ lorsque ρ → σ (voir,
par exemple, [8]). La composition des fonctions continues πρ et r′ρ en ρ est
continue et on a donc

lim
ρ→σ

π′ρ(r
′
ρ) = π′σ(r

′
σ).

D’autre part, on a
lim
ρ→σ

(gρ(x̃σ)− gσ(x̃σ)) = 0.

D’où l’on conclut que

lim
ρ→σ

(ḡρ(x̃σ)− ḡσ(x̃σ)) =
1
T

lim
ρ→σ

∫ T

0
(gρ(x̃σ)− gσ(x̃σ)) = 0
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et

lim
ρ→σ

(g̃ρ(x̃σ)− g̃σ(x̃σ)) = lim
ρ→σ

(gρ(x̃σ)− gσ(x̃σ))− lim
ρ→σ

(ḡρ(x̃σ)− ḡσ(x̃σ)) = 0.

On sait que (Fρ)′ = (∆0 ∗ gρ)′ = (∆0)
′ ∗ gρ = g̃ρ pour tout ρ dans R et puisque

la fonction Fρ est absolument continue, alors on a

lim
ρ→σ

ν(Fρ(x̃σ)− Fσ(x̃σ)) = lim
ρ→σ

∫ T

0
|(Fρ(x̃σ)− Fσ(x̃σ))

′|

= lim
ρ→σ

∫ T

0
|g̃ρ(x̃σ)− g̃σ(x̃σ)| = 0.

De plus on a

Jρ[x̃σ]− Jσ[x̃σ] = (aρ[x̃σ]− aσ[x̃σ])Dtρ[x̃σ] + aσ[x̃σ](Dtρ[x̃σ] − Dtσ[x̃σ])

et donc

ν(Jρ[x̃σ]− Jσ[x̃σ]) ≤ |aρ[x̃σ]− aσ[x̃σ]|ν(Dtσ[x̃σ]) + |aσ[x̃σ]|ν(Dtρ[x̃σ] − Dtρ[x̃σ])

≤ T2

4
|aρ[x̃σ]− aσ[x̃σ]|+ γν(Dtρ[x̃σ] − Dtσ[x̃σ]).

Par l’inégalité (2.37) on a

lim
ρ→σ
|aρ(xσ)− aσ(xσ)| 6 a′ lim

ρ→σ
|ρ− σ| = 0

et par les inégalités (1.9) et (2.38) on obtient

lim
ρ→σ

ν(Dtρ[x̃σ] − Dtρ[x̃σ]) ≤ lim
ρ→σ

(1 +
√

2)T|tρ(xσ)− tσ(xσ)|

≤ lim
ρ→σ

(1 +
√

2)Tτ′|ρ− σ| = 0.

Ainsi on a
lim
ρ→σ

ν(Jρ[x̃σ]− Jσ[x̃σ]) = 0

ce qui prouve que
lim
ρ→σ

ν(Hρ(x̃σ)− Hσ(x̃σ) = 0.

De la même manière on montre que

lim
ρ→σ

ν(Hρ(x̃ρ)− Hρ(x̃σ) = 0

et donc
lim
ρ→σ
‖x̃ρ − x̃σ‖∞ 6 lim

ρ→σ
ν(x̃ρ − x̃σ) = 0.

Ceci achève la démonstration.
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Exemple 2.4 On considère l’équation de van der Pol suivante avec l’impulsion qui
dépend de l’état

x′′(t)− 0.01
(

x(t)− x3(t)
3

)′
+ x(t)

= sin(2πt) + 0.1 sin(x(0.1))δ0.5cos2(x(0.1))(t)
(2.52)

où T = 1, µ = 0.01, aρ[x̃] = 0.1 sin(ρ + x̃(0.1)), tρ[x̃] = 0.5 cos2(ρ + x̃(0.1)),
γ = 0.1, α = 0.025, f̄ = 0, et f̃ (t) = sin(2πt). En appliquant la loi de la moyenne
et la relation |x̃(t)| ≤ ν(x̃), on aura (2.37) et (2.38) pour a′ = a′′ = 0.1 et τ′ =
τ′′ = 1. On a β = 0.2664 (par(2.40)), ‖ f̃ ‖1 = 2/π, r0 = 4.8146 (par (2.44)),
θ0(r0) = −1.3039 < 0 (et donc (2.47) est vérifiée) et ρ′ = 2.6962 (par (2.48)). La
fonction ρ → aρ[x̃ρ] est continue et envoie [−0.1, 0.1] ⊂]− ρ′, ρ′[ dans [−0.1, 0.1].
Par le Corollaire 2.2, il existe une solution x ∈ NBV(1) de (2.52) telle que x′ ∈
ÑBV(1), x′′ ∈ L̃1(1) et x̄ ∈ [−0.1, 0.1].
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3Équations impulsives d’ordre 2 à

3 points aux limites

L’existence de solutions d’équations différentielles ordinaires
impulsives du second ordre avec trois points aux limites sous

des conditions plus faibles sur les fonctions impulsives que celles
de la littérature est étudiée dans ce chapitre. L’approche est basée
sur l’utilisation de la théorie du point fixe.

3.1 Introduction et résultats préliminaires

Fixons un moment d’impulsion t1 dans J = [0, 1]. Nous nous proposons
d’étudier l’existence de solutions pour le problème aux limites suivant :

x′′(t) + f (t, x(t), x′(t)) = 0, p.p. t ∈ J, t 6= t1, (3.1)

∆x(t1) = I1(x(t1), x′(t1)) (3.2)

∆x′(t1) = I2(x(t1), x′(t1)) (3.3)

x(0) = 0, x(1) = αx(η), (3.4)

où la fonction f : J ×Rn ×Rn → Rn et les fonctions impulsives I1, I2 : Rn ×
Rn → Rn sont données, ∆x(t1) = x(t+1 ) − x(t−1 ), ∆x′(t1) = x′(t+1 ) − x′(t−1 )
et α ∈ R, 0 < η < 1 sont tels que αη 6= 1. Notons que nous pouvons consi-
dérer le cas plus général où le nombre d’impulsion est quelconque (voir, par
exemple, [35, 39]). Cependant, ici, nous restreindrons notre attention au cas
d’une impulsion d’autant plus que la différence entre la théorie correspon-
dant au cas d’une seule impulsion avec celle d’un nombre fini ou infini d’im-
pulsions est minime. Les résultats d’existence sont énoncés dans les théorème
3.1 et 3.2. Nous imposons aux fonctions impulsives I1 et I2 d’être uniquement
continues. Les preuves sont basées sur le Théorème de point fixe de Schaefer
et sur le Théorème de point fixe de Sadovskii. Pour le résultat d’unicité ob-
tenu dans le Théorème 3.3, la preuve est basée sur le Théorème de point fixe
de Banach. Présentons les hypothèses sous lesquelles les résultats principaux
d’existence, puis d’unicité de ce chapitre seront obtenues :
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(H1) La fonction f : J × Rn × Rn → Rn est Carathéodory, c’est-à-dire,
(i) pour tous x, y ∈ Rn, la fonction f (·, x, y) : J → Rn est mesurable,
(ii) pour presque tout t ∈ J, la fonction f (t, ·, ·) : Rn ×Rn → Rn est
continue.

(H2) Il existe trois fonctions p, q, r ∈ L1(J,R+) telles que

| f (t, x, y)| ≤ p(t)|x|+ q(t)|y|+ r(t)

pour presque tout t ∈ J et tous x, y ∈ Rn.
(H2)∗ Il existe une fonction q ∈ L1(J,R+) et une fonction continue et

croissante ψ : R+ → R+ telles que

| f (t, x, y)| ≤ q(t)ψ(max{|x|, |y|})

pour presque tout t ∈ J et tous x, y ∈ Rn.
(H3) Les fonctions impulsives I1, I2 : Rn ×Rn → Rn sont continues.

Nous allons commencer par prouver quelques lemmes nécessaires aux dé-
monstrations des théorèmes établis dans ce chapitre.

Lemme 3.1 Soit a, b, α ∈ R et f : J → Rn dans L1(J,Rn). On suppose que
0 < t1 < η < 1 avec αη 6= 1. Alors le problème à valeur initiale

x′′(t) + f (t) = 0, a.e. t ∈ J := [0, 1], t 6= t1, (3.5)

∆x(t1) = a, ∆x′(t1) = b, (3.6)
x(0) = 0, x(1) = αx(η) (3.7)

admet une solution unique

x(t) =
∫ 1

0
G(t, s) f (s)ds + aV(t) + bW(t), t ∈ J, (3.8)

où

G(t, s) =



s
(1− t) + α(t− η)

1− αη
, s ≤ min{t, η}

t
(1− s) + α(s− η)

1− αη
, t ≤ s ≤ η,

s(1− t) + αη(t− s)
1− αη

, η ≤ s ≤ t,

t
(1− s)
1− αη

, s ≥ max{t, η},

(t, s) ∈ J × J, (3.9)

et pour t ∈ J

V(t) =
(H(t− t1)− t) + α(t− ηH(t− t1))

1− αη
(3.10)

et

W(t) = −(1− H(t− t1))t−
(H(t− t1)− t) + α(t− ηH(t− t1))

1− αη
t1. (3.11)
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La fonction H : R → {0, 1} dans (3.10) et (3.11) est la fonction de Heavi-
side, définie par H(s) = 0 si s ≤ 0 et H(s) = 1 si s > 0.

Démonstration. Sans les conditions aux limites (3.7), le problème (3.5)-(3.6)
admet comme solution :

x(t) = A + Bt−
∫ t

0
(t− s) f (s)ds + H(t− t1)b(t− t1) + H(t− t1)a.

En introduisant les conditions aux limites (3.7) et avec un calcul simple nous
obtenons A = 0 et

B =
∫ 1

0

1− s
1− αη

f (s)ds−
∫ η

0

α(η − s)
1− αη

f (s)ds− (1− t1) + α(t1 − η)

1− αη
b− 1− α

1− αη
a.

Delà, on a

x(t) = −
∫ t

0
(t− s) f (s)ds + t

∫ 1

0

(1− s)
1− αη

f (s)ds− t
∫ η

0

α(η − s)
1− αη

f (s)ds

+
(H(t− t1)− t) + α(t− ηH(t− t1))

1− αη
a

−
{
(1− H(t− t1))t +

(H(t− t1)− t) + α(t− ηH(t− t1))

1− αη
t1

}
b.

(3.12)

Si t ≤ η, (3.12) peut être écrite comme suit :

x(t) = − tα
1− αη

{∫ t

0
(η − s) f (s)ds +

∫ η

t
(η − s) f (s)ds

}
+

t
1− αη

{∫ t

0
(1− s) f (s)ds +

∫ η

t
(1− s) f (s)ds +

∫ 1

η
(1− s) f (s)ds

}
−
∫ t

0
(t− s) f (s)ds +

(H(t− t1)− t) + α(t− ηH(t− t1))

1− αη
a

−
{
(1− H(t− t1))t +

(H(t− t1)− t) + α(t− ηH(t− t1))

1− αη
t1

}
b

=
∫ 1

η
t

1− s
1− αη

f (s)ds +
∫ η

t
t
(1− s) + α(s− η)

1− αη
f (s)ds

+
∫ t

0
s
(1− t) + α(t− η)

1− αη
f (s)ds +

(H(t− t1)− t) + α(t− ηH(t− t1))

1− αη
a

−
{
(1− H(t− t1))t +

(H(t− t1)− t) + α(t− ηH(t− t1))

1− αη
t1

}
b.

33



Chapitre 3. Équations impulsives d’ordre 2 à 3 points aux limites

De même, si η ≤ t, (3.12) peut être exprimée sous la forme

x(t) = −
∫ η

0
(t− s) f (s)ds−

∫ t

η
(t− s) f (s)ds− tα

1− αη

∫ η

0
(η − s) f (s)ds

+
t

1− αη

{∫ η

0
(1− s) f (s)ds +

∫ t

η
(1− s) f (s)ds +

∫ 1

t
(1− s) f (s)ds

}
+
(H(t− t1)− t) + α(t− ηH(t− t1))

1− αη
a

−
{
(1− H(t− t1))t +

(H(t− t1)− t) + α(t− ηH(t− t1))

1− αη
t1

}
b

=
∫ η

0
s
(1− t) + α(t− η)

1− αη
f (s)ds +

∫ t

η

s(1− t) + αη(t− s)
1− αη

f (s)ds

+
∫ 1

t

t(1− s)
1− αη

f (s)ds +
(H(t− t1)− t) + α(t− ηH(t− t1))

1− αη
a

−
{
(1− H(t− t1))t +

(H(t− t1)− t) + α(t− ηH(t− t1))

1− αη
t1

}
b.

Ce qui démontre le lemme.

Compte tenu du Lemme 3.1, nous transformons le problème d’existence
de solution du probème (3.1)-(3.4) en un problème de point fixe de l’opérateur
Γ : PC1(J,Rn)→ PC1(J,Rn) défini, pour x ∈ PC1(J,R) et t ∈ J, par

(Γx)(t) =
∫ 1

0
G(t, s) f (s, x(s), x′(s))ds

+V(t)I1(x(t1), x′(t1)) + W(t)I2(x(t1), x′(t1)),
(3.13)

où G, V et W sont donnés par (3.9)-(3.11), avec 0 < t1 < η < 1 et αη 6= 1.

Lemme 3.2 Considérons le problème à valeur initiale (3.1)-(3.4). Supposons que
la fonction f : J ×Rn ×Rn → Rn satisfait les conditions (H1) et (H2) ou (H1) et
(H2)∗, et les fonctions impulsives I1, I2 : Rn×Rn → Rn satisfont la condition (H3).
Si x est un point fixe de l’opérateur Γ, alors x est une solution du problème (3.1)-(3.4).

Démonstration. Pour la démonstration de ce lemme il suffit de dériver deux
fois les deux cotés de l’égalité

x(t) =
∫ 1

0
G(t, s) f (s, x(s), x′(s))ds

+ V(t)I1(x(t1), x′(t1)) + W(t)I2(x(t1), x′(t1))

où x ∈ PC1(J,Rn) est un point fixe de l’opérateur Γ. Nous vérifions facilement
(3.2)-(3.4).
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Lemme 3.3 Supposons que la fonction f : J ×Rn ×Rn → Rn satisfait les condi-
tions (H1) et (H2) ou (H1) et (H2)∗, et les fonctions impulsives I1, I2 : Rn ×Rn →
Rn vérifient les condition (H3). Alors l’opérateur Γ : PC1(J,Rn) → PC1(J,Rn)
donné par (3.13) est complètement continu.

Démonstration. Nous considérons ici le cas où la fonction f satisfait les hypo-
thèses (H1) et (H2). Le cas où f vérifie les conditions (H1) et (H2)∗ se traite
de manière similaire à celle développée ci-après.

Etape 1. Montrons que l’opérateur Γ est continu. Soit (xn)n∈N ⊂ PC1(J,Rn)
une suite telle que (xn)n∈N converge vers x ∈ PC1(J,Rn) et soit t ∈ J. D’une
part, nous avons

|Γxn(t)− Γx(t)| ≤
1∫

0

|G(t, s| · | f (s, xn(s), x′n(s))− f (s, x(s), x′(s))|ds

+ |V(t)| · |I1(xn(t1), x′n(t1))− I1(x(t1), x′(t1))|

+ |W(t)| · |I2(xn(t1), x′n(t1))− I2(x(t1), x′(t1))|

d’où l’on déduit que

|Γxn(t)− Γx(t)| ≤ M0

1∫
0

| f (s, xn(s), x′n(s))− f (s, x(s), x′(s))|ds

+ V0|I1(xn(t1), x′n(t1))− I1(x(t1), x′(t1))|

+ W0|I2(xn(t1), x′n(t1))− I2(x(t1), x′(t1))|

où

M0 := sup
(t,s)∈J×J

|G(t, s)|, V0 := sup
t∈J
|V(t)|, et W0 := sup

t∈J
|W(t)|.

D’après (H1) la fonction f est continue, et par (H3) les fonctions I1 et I2 sont
continues, et donc le terme de droite tends vers zéro lorsque n tend vers
l’infini. D’autre part, nous avons

|Γ′xn(t)− Γ′x(t)| ≤
1∫

0

∣∣∣∣∂G
∂t

(t, s)
∣∣∣∣ · | f (s, xn(s), x′n(s))− f (s, x(s), x′(s))|ds

+ V1 · |I1(xn(t1), x′n(t1))− I1(x(t1), x′(t1))|
+ W1 · |I2(xn(t1), x′n(t1))− I2(x(t1), x′(t1))|
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qui donne

|Γ′xn(t)− Γ′x(t)| ≤ M1

1∫
0

| f (s, xn(s), x′n(s))− f (s, x(s), x′(s))|ds

+ V1|I1(xn(t1), x′n(t1))− I1(x(t1), x′(t1))|
+ W1|I2(xn(t1), x′n(t1))− I2(x(t1), x′(t1))|

où

M1 := sup
(t,s)∈J×J

|∂G
∂t

(t, s)|, V1 := sup
t∈J\{t1}

∣∣V′(t)∣∣ et W1 := sup
t∈J\{t1}

∣∣W ′(t)∣∣.
Pour les même raisons que plus haut, le terme de dro ite tends vers zéro
lorsque n tend vers l’infini. Nous concluons ainsi que l’opérateur Γ est
continu.

Etape 2. Prouvons que l’opérateur Γ transforme chaque ensemble uniformément
borné en un ensemble relativement compact. Soit B un ensemble uniformément
borné dans PC1(J,Rn). Il existe c > 0 tel que pour tout x ∈ B on a ‖x‖0 ≤ c.

1) Montrons que l’ensemble Γ(B) est uniformément borné. Soit x ∈ B et
t ∈ J. On a, d’une part

|Γx(t)| ≤
1∫

0

|G(t, s| · | f (s, x(s), x′(s))|ds

+ |V(t)| · |I1(x(t1), x′(t1))|+ |W(t)| · |I2(x(t1), x′(t1))|

d’où l’on déduit que

‖Γx‖ ≤ M0 [‖p‖L1 · c + ‖q‖L1 · c + ‖r‖L1 ] + V0 Ĩ1 + W0 Ĩ2 =: η1 (3.14)

où
Ĩ1 = sup{|I1(u, v)| : |u| ≤ c, |v| ≤ c}

et
Ĩ2 = sup{|I2(u, v)| : |u| ≤ c, |v| ≤ c};

et d’autre part,

|(Γx)′(t)| ≤
1∫

0

∣∣∣∣∂G
∂t

(t, s)
∣∣∣∣ · | f (s, x(s), x′(s))|ds

+ |V′(t)| · |I1(x(t1), x′(t1))|+ |W ′(t)| · |I2(x(t1), x′(t1))|,

qui donne

‖(Γx)′‖ ≤ M1
[
‖p‖L1 · c + ‖q‖L1 · c + ‖r‖L1

]
+ V1 Ĩ1 + W1 Ĩ2 =: η2. (3.15)
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Des majorations (3.14) et (3.15) on déduit que ‖Γx‖0 ≤ max{η1, η2} ; ce qui
achève de montrer que l’ensemble Γ(B) est uniformément borné.

2) Prouvons maintenant que l’ensemble Γ(B) est quasi-équicontinu. Com-
mençons par poser t0 = 0 et t2 = 1. Soit x ∈ PC1(J,Rn) et τ1, τ2 ∈]tk, tk+1],
k = 0, 1, avec τ1 < τ2. Nous avons alors

|Γx(τ2)− Γx(τ1)| ≤
1∫

0

|G(τ2, s)− G(τ1, s)| · | f (s, x(s), x′(s))|ds

+ |V(τ2)−V(τ1)| · |I1(x(t1), x′(t1))|
+ |W(τ2)−W(τ1)| · |I2(x(t1), x′(t1))|,

ce qui donne

|Γx(τ2)− Γx(τ1)| ≤ [‖p‖L1 · c + ‖q‖L1 · c + ‖r‖L1 ] ·
1∫

0

|G(τ2, s)− G(τ1, s)|ds

+|V(τ2)−V(τ1)| · Ĩ1 + |W(τ2)−W(τ1)| · Ĩ2.
(3.16)

Les propriétés de G, V et W permettent alors de déduire que le second
membre de l’inégalité (3.16) tend vers zéro lorsque τ2 tend vers τ1, et prouve
ainsi la quasi-équicontinuité de Γ(B). Les étapes 1 et 2 permettent, finalement,
de conclure que l’opérateur Γ est complétement continu.

3.2 Existence de solutions

Dans ce paragraphe nous énonçons et prouvons des résultats d’existence
pour le problème (3.1)-(3.4).

Théorème 3.1 Supposons que (H1), (H2) et (H3) soient vérifiées. Si

M0‖p‖L1 < 1 M1‖q‖L1 < 1 et M0‖p‖L1 + M1‖q‖L1 < 1, (3.17)

alors le problème à valeur initiale (3.1)-(3.4) admet au moins une solution dans J.

Démonstration. Nous appliquons le Théorème 1.5 pour obtenir l’existence de
solutions de l’équation intégrale x = Γx, où Γ : PC1(J,Rn) → PC1(J,Rn) est
définie par (3.13). Notons que, par le Lemme 3.3, l’opérateur Γ est compléte-
ment continu. Alors, il ne reste plus qu’à vérifier que toute solution possible
de la famille de problème

λx = Γx, λ > 1 (3.18)

est bornée à priori dans PC1(J,Rn) par une constante indépendante de λ.
Soit x une solution de (3.18) et soit λ > 1 tel que λx = Γx. Alors x|[0,t1]
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satisfait, pour tout t ∈ [0, t1]

x(t) = λ−1
(∫ 1

0
G(t, s) f (s, x(s), x′(s))ds

)
.

En vertu de l’hypothèse (H2) nous avons

|x(t)| ≤ M0

(∫ 1

0
[p(s) sup

u∈[0,t1]

|x(u)|+ q(s) sup
u∈[0,t1]

|x′(u)|+ r(s)]ds

)
. (3.19)

En introduisant les constantes ξ = sup{|x(s)| : s ∈ [0, t1]} et ξ = sup{|x′(s)| :
s ∈ [0, t1]} dans (3.19) on obtient

|x(t)| ≤ M0(‖p‖L1ξ + ‖q‖L1ξ + ‖r‖L1).

A partir de quoi on déduit que

ξ ≤ M0(‖p‖L1ξ + ‖q‖L1ξ + ‖r‖L1). (3.20)

D’autre part, x|[0,t1]
est tel que, pour tout t ∈ [0, t1],

x′(t) = λ−1
(∫ 1

0

∂G
∂t

(t, s) f (s, x(s), x′(s))ds
)

.

D’oú

|x′(t)| ≤ M1

(∫ 1

0
[p(s) sup

u∈[0,t1]

|x(u)|+ q(s) sup
u∈[0,t1]

|x′(u)|+ r(s)]ds

)
≤ M1

(
‖p‖L1ξ + ‖q‖L1ξ + ‖r‖L1 .

)
.

De là nous concluons que

ξ ≤ M1
(
‖p‖L1ξ + ‖q‖L1ξ + ‖r‖L1

)
et donc

ξ ≤ M1 (‖p‖L1ξ + ‖r‖L1)

(1−M1‖q‖L1)
. (3.21)

Remplaçons (3.21) dans (3.20) pour obtenir

ξ ≤
M0

(
1 +

M1‖q‖L1
1−M1‖q‖L1

)
‖r‖L1

1−M0‖p‖L1

(
1 +

M1‖q‖L1
1−M1‖q‖L1

) =
M0‖r‖L1

1−M1‖q‖L1 −M0‖p‖L1
:= ξ1.

Alors, par (3.21), nous avons

ξ ≤ M1 (‖p‖L1ξ1 + ‖r‖L1)

(1−M1‖q‖L1)
= M1‖r‖L1 := ξ1. (3.22)
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Maintenant, considérons x|J qui satisfait, pour tout t ∈ J,

x(t) = λ−1
( ∫ 1

0
G(t, s) f (s, x(s), x′(s))ds

+V(t)I1(x(t1), x′(t1)) + W(t)I2(x(t1), x′(t1))
)

.

On en déduit alors que

|x(t)| ≤ M0

(∫ 1

0
[p(s) sup

u∈[0,1]
|x(u)|+ q(s) sup

u∈[0,1]
|x′(u)|+ r(s)]ds

)
+V0 sup

|u|≤ξ1,|v|≤ξ1

|I1(u, v)|+ W0 sup
|u|≤ξ1,|v|≤ξ1

|I2(u, v)|.
(3.23)

Notons par ρ = sup{|x(t)| : t ∈ J}, ρ = sup{|x′(t)| : t ∈ J}, I1 =
sup{|I1(u, v)| : |u| ≤ ξ1, |v| ≤ ξ1} et I2 = sup{|I2(u, v)| : |u| ≤ ξ1, |v| ≤ ξ1}.
Par (3.23) nous obtenons

|x(t)| ≤ M0(‖p‖L1ρ + ‖q‖L1ρ + ‖r‖L1) + V0 I1 + W0 I2.

D’où

ρ ≤ M0(‖p‖L1ρ + ‖q‖L1ρ + ‖r‖L1) + V0 I1 + W0 I2. (3.24)

D’autre part, x|J est tel que, pour tout t ∈ J,

x′(t) = λ−1
( ∫ 1

0

∂G
∂t

(t, s) f (s, x(s), x′(s))ds

+V′(t)I1(x(t1), x′(t1)) + W ′(t)I2(x(t1), x′(t1))
)

donc
ρ ≤ M1(‖p‖L1ρ + ‖q‖L1ρ + ‖r‖L1) + V1 I1 + W1 I2

et alors

ρ ≤ M1(‖p‖L1ρ + ‖r‖L1) + V1 I1 + W1 I2

1−M1‖q‖L1
. (3.25)

En remplaçant (3.25) dans (3.24) nous obtenons

ρ ≤
M0

(
1 +

M1‖q‖L1
1−M1‖q‖L1

)
‖r‖L1 + M0

V1 I1+W1 I2
1−M1‖q‖L1

+ V0 I1 + W0 I2

1−M0‖p‖L1

(
1 +

M1‖q‖L1
1−M1‖q‖L1

) := ρ1 (3.26)

et donc, par (3.25), nous avons

ρ ≤ M1(‖p‖L1ρ1 + ‖r‖L1) + V1 I1 + W1 I2

1−M1‖q‖L1
:= ρ1. (3.27)
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Par conséquent, il existe une constante $ = max{ρ1, ρ1} telle que

‖x‖0 = max{‖x‖, ‖x′|} ≤ $.

Ceci montre que toutes les solutions possibles de (3.18) sont bornées dans
PC1(J,Rn) par la constante $. Par le Théorème 1.5 nous concluons que le
problème à valeur initiale (3.1)-(3.4) admet au moins une solution x sur J. Ce
qui achève la preuve.

Exemple 3.1 (Équation de Josephson, [4]) L’équation de Josephson suivante :

x′′(t) + (c + d cos(x(t)))x′(t) + a sin(x(t)) = φ(t), t ∈ J := [0, 1], t 6= t1,
(3.28)

∆x(t1) = I1(x(t1), x′(t1)), ∆x′(t1) = I2(x(t1), x′(t1)), (3.29)

x(0) = 0, x(1) = x
(

1
2

)
, (3.30)

où c, d, a sont des constantes réelles et φ ∈ L1(J,Rn). Les fonctions définies par

f (t, x, y) = (c + dcos(x))y + asin(x)− φ(t)

I1(x, y) =
√

x, I2(x, y) =
√

y

p(t) = |a|, q(t) = |c|+ |d|, r(t) = ‖φ(t)‖
vérifient les hypothèses du Théorème 3.1, et donc l’équation (3.28) admet au moins
une solution sur J.

Si l’hypothèse (H2) et la condition (3.17) dans le Théorème 3.3 sont rem-
placées par l’hypothèse (H2)∗ et la condition (3.31) si dessous, nous obtenons
le résultat alternatif suivant :

Théorème 3.2 Sous les conditions (H1), (H2)∗ et (H3), si la fonction ψ dans (H2)∗
vérifie

M0‖q‖L1 lim inf
r→+∞

ψ(r)
r

+ V0 lim inf
r→+∞

Ĩ1,r

r
+ W0 lim inf

r→+∞

Ĩ2,r

r
< 1, (3.31)

où
Ĩ1,r := sup{|I1(u, v)| : |u| ≤ r, |v| ≤ r}

et
Ĩ2,r := sup{|I2(u, v)| : |u| ≤ r, |v| ≤ r},

le problème à valeur initiale (3.1)-(3.4) admet au moins une solution dans J.

Démonstration. La démonstration est basée sur le Théorème 1.6. Montrons
qu’il existe r > 0 tel que Γ(Br) ⊆ Br où l’opérateur Γ est défini par (3.13) et Br
est la boule fermé dans PC1(J,Rn) de centre 0 et de rayon r. Raisonnons par
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l’absurde et supposons que cette propriété est fausse. Alors pour tout r > 0 il
existe xr ∈ Br et tr ∈ J tels que |(Γxr)(tr)| > r. D’où, nous aurons

r < |(Γxr)(tr)|

=
∣∣∣ ∫ 1

0
G(tr, s) f (s, xr(s), xr ′(s))ds

+ V(t)I1(xr(t1), xr ′(t1)) + W(t)I2(xr(t1), xr ′(t1))
∣∣∣

≤ M0

∫ 1

0
q(s)ψ(max{|xr(s)|, |xr ′(s)|})ds

+ V0 I1(xr(t1), xr ′(t1)) + W0 I2(xr(t1), xr ′(t1))

≤ M0‖q‖L1ψ(r) + V0 Ĩ1,r + W0 Ĩ2,r

et alors on déduit que

1 ≤ M0‖q‖L1 lim inf
r→+∞

ψ(r)
r

+ V0 lim inf
r→+∞

Ĩ1,r

r
+ W0 lim inf

r→+∞

Ĩ2,r

r
,

ce qui contredit (3.31). Soit r > 0 tel que Γ : Br → Br. D’après le Lemme 3.3,
l’opérateur Γ est complètement continu et d’après le Théorème 1.6 nous
concluons que le problème à valeur initiale (3.1)-(3.4) admet au moins une
solution x sur J.

Exemple 3.2 Nous reprenons l’équation de Josephson dans laquelle nous posons

q(t) = |c| et ψ(z) = 1 +
|d|+ |a|
|c| z +

‖φ‖
|c| , c 6= 0.

Nous avons : | f (t, x, y)| ≤ q(t)ψ(z) où z = max(|x|, |y|). Si |d| + |a| < 2, les
fonctions f , I1 et I2 satisfont les conditions du Théorème 3.2 et donc le problème
(26)-(28) admet au moins une solution dans J.

D’après la preuve du Théorème 3.2, nous obtenons immédiatement les
deux corollaires suivants :

Corollaire 3.1 Supposons que (H1) et (H2)∗ sont vérifiées, et que la condition sui-
vante est satisfaite :

(H3)∗ Les fonctions impulsives I1, I2 : Rn×Rn → Rn sont continues et il existe
ai, bi ∈ R+, i = 1, 2, 3, tels que, pour tous x, y ∈ Rn, on a :

|I1(x, y)| ≤ a1|x|+ a2|y|+ a3

et
|I2(x, y)| ≤ b1|x|+ b2|y|+ b3|.

Si l’inégalité
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M0‖q‖L1 lim inf
r→+∞

ψ(r)
r

+ V0(a1 + a2) + W0(b1 + b2) < 1

est vérifiée, alors le problème à valeur initiale (3.1)-(3.4) admet au moins une solution
sur J.

Corollaire 3.2 Supposons que (H1), (H2)∗ sont vérifiées et que la condition suivante
est satisfaite :

(H3)∗∗ Les fonctions impulsives I1, I2 : Rn → Rn sont continues et il existe
ai, bi ∈ R+, i = 1, 2, 3, αi, βi ∈ [0, 1[, i = 1, 2, tels que, pour tous x, y ∈ Rn,
on a :

|I1(x, y)| ≤ a1|x|α1 + a2|y|α2 + a3

et
|I2(x, y)| ≤ b1|x|β1 + b2|y|β2 + b3.

Si l’inégalité

M0‖q‖L1 lim inf
r→+∞

ψ(r)
r

< 1

est vérifiée, alors le problème à valeur initiale (3.1)-(3.4) admet au moins une solution
sur J.

3.3 Existence et unicité de solution

Nous achevons ce chapitre par un résultat d’existence unique de la solu-
tion du problème à valeur initiale (3.1)-(3.4) sous des conditions de Lipschitz
sur les fonctions f , I1 etI2.

Théorème 3.3 Supposons que, pour tous x, y ∈ Rn, la fonction f (·, x, y) : J → Rn

est mesurable et que les conditions suivantes sont vérifiées :
(H2)∗∗ Il existe deux fonctions p, q ∈ L1(J,R+) telles que, pour presque tout

t ∈ J et pour tous x1, x2, y1, y2 ∈ Rn,

| f (t, x1, y1)− f (t, x2, y2)| ≤ p(t)|x1 − x2|+ q(t)|y1 − y2|.

(H3)∗∗∗ Il existe αi, βi ∈ R+, i = 1, 2, tels que, pour presque tout t ∈ J et pour
tous x1, x2, y1, y2 ∈ Rn,

|I1(x1, y1)− I1(x2, y2)| ≤ α1|x1 − x2|+ α2|y1 − y2|,
|I2(x1, y1)− I2(x2, y2)| ≤ β1|x1 − x2|+ β2|y1 − y2|.

Si on a
M[‖p‖L1 + ‖q‖L1 ] + V[α1 + α2] + W[β1 + β2] < 1, (3.32)

où M = max{M0, M1}, V = max{V0, V1} et W = max{W0, W1}, alors le pro-
blème à valeur initiale (3.1)-(3.4) admet une solution unique sur J.

42



Chapitre 3. Équations impulsives d’ordre 2 à 3 points aux limites

Démonstration. Soit x, y ∈ PC1(J,Rn). Nous avons, pour tout t ∈ J,

|Γx(t)− Γy(t)| ≤
∫ 1

0
|G(t, s)|| f (s, x(s), x′(s))− f (s, y(s), y′(s))|ds

+ |V(t)||I1(x(t1), x′(t1))− I1(y(t1), y′(t1))|

+ |W(t)||I2(x(t1), x′(t1))− I2(y(t1), y′(t1))|

de quoi il est facile de déduire l’inégalité suivante

|Γx(t)− Γy(t)| ≤
(

M(‖p‖L1 + ‖q‖L1) + V(α1 + α2) + W(β1 + β2)
)
‖x− y‖0.

D’autre part, nous avons

|(Γx)′(t)− (Γy)′(t)| ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∂G
∂t

(t, s)
∣∣∣∣ | f (s, x(s), x′(s))− f (s, y(s), y′(s))|ds

+
∣∣V′(t)∣∣ |I1(x(t1), x′(t1))− I1(y(t1), y′(t1))|

+
∣∣W ′(t)∣∣ |I2(x(t1), x′(t1))− I2(y(t1), y′(t1))|

≤
(

M(‖p‖L1 + ‖q‖L1) + V(α1 + α2)

+ W(β1 + β2)
)
‖x− y‖0.

Par conséquent ,

‖Γx− Γy‖0 ≤
(

M[‖p‖L1 + ‖q‖L1 ] + V[α1 + α2] + W[β1 + β2]
)
‖x− y‖0

et donc, Γ est un opérateur contractant. Par une application du Théorème
de point fixe de Banach nous obtenons l’existence et l’unicité du point fixe
de l’opérateur Γ ; ce qui prouve que le problème à valeur initiale (3.1)-(3.4)
admet une solution unique sur J.

Exemple 3.3 On considère le problème à valeur initiale suivant :

x′′(t)− 1
24

cos2(t)x′(t)− 1
12

x = 0, (3.33)

I1(x(t1), x′(t1)) =
sin(x)
1000

, I1(x(t1), x′(t1)) =
cos(x)
1000

(3.34)

x(0) = 0, x(1) = x
(

1
2

)
. (3.35)
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La fonction

f (t, x, x′) =
1

24
cos2(t)x′(t)− 1

12
x

vérifie la condition (H2)∗∗ avec p(t) =
1

12
et q(t) =

1
24

cos2(t). Les fonctions

impulsives I1 et I2 vérifient la condition (H3)∗∗∗ avec α1 = β1 =
1

1000
et α2 =

β2 = 0. La condition (3.32) est vérifiée avec M = W = 2, V =
1
2

. Donc d’après le
Théorème 3.3 le problème (3.33)-(3.35) admet une solution unique dans J.
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Deuxième partie :
Sur la moyennisation pour les

équations différentielles floues
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4Rappels sur les ensembles flous

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et notions
de base de la théorie des ensembles flous. Ces concepts seront

utilisés au chapitre 5.

4.1 Introduction

La modélisation mathématique des différents phénomènes réels a deux
inconvénients. Le premier est la complexité de la situation à modéliser. Cela
à deux conséquences : on se retrouve soit dans l’impossibilité de formuler
le modèle, soit le modèle construit est trop compliqué pour être utilisable.
Le second inconvénient concerne l’indétermination causée par notre incapa-
cité à différencier exactement les événements dans une situation réelle, et
donc à définir les notions nécessaires de façon précise. Cette indétermination
n’est pas un obstacle lorsque nous utilisons le langage naturel, parce que sa
principale propriété est l’imprécision de sa sémantique et donc capable de
travailler avec des notions floues. Cependant, les mathématiques classiques
ne peuvent pas faire face à ces notions. Il est donc nécessaire d’avoir certains
outils mathématiques pour décrire des notions floues et incertaines et ainsi
aider à surmonter les obstacles qui précèdent la modélisation mathématique
des phénomènes réels.

En 1965 Lotfi Zadekh a initié le développement de la théorie des en-
sembles flous qui est un outil qui rend possible la description des notions
floues et de les manipuler. Lorsque nous modélisons un phénomène réel par
une équation différentielle à valeur initiale x′ = f (t, x), x(t0) = x0, nous ne
pouvons pas nous assurer que le modèle est parfait. Par exemple, c’est le cas
lorsque la valeur initiale n’est pas connue exactement, ou le second membre
f (t, x) contient des paramètres incertains, et donc il y a nécessairement un
taux d’erreur d’estimation de la solution de l’équation différentielle. Vue le
caractère naturel des ensembles flous à décrire les situations naturelles ils sont
utilisés dans de nombreux domaines, comme le classement, la classification
des objets et le traitement d’image (voir [2, 14, 27, 47, 49, 60, 62, 67]).
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4.2 Préliminaires

Dans ce qui suit on considère un espace métrique X.

Définition 4.1 Un ensemble flou A de l’espace X est défini comme une fonction

u : X → [0, 1]
x 7→ u(x)

où u(x) est le degré d’appartenance de l’élément x à l’ensemble A, avec u(x) = 0
correspondant à la non-adhésion de l’élément x à l’ensemble A, 0 < u(x) < 1 à
l’adhésion partielle, et u(x) = 1 à la pleine adhésion.

Les ensembles flous sont une généralisation des ensembles classiques re-
présentés par leurs fonctions caractéristiques. Dans le cas où X = R, l’en-
semble flou A est dit un nombre flou. La fonction d’adhésion de l’ensemble
vide est constante et est égale à zéro. Un ensemble flou peut modélisé l’incer-
titude linguistique comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 4.1 L’expression "les nombres réels proches de zéro" peut être représentée
par l’ensemble flou suivant :

u : R→ [0, 1]

x 7→ 1
1 + x2 .

Évidemment cette représentation n’est pas unique.

Définition 4.2 Soit u : X → [0, 1] un ensemble flou et soit 0 < α ≤ 1. L’ensemble
α-coupe de l’ensemble u est définie par l’ensemble classique comme suit :

[u]α = {x ∈ X : u(x) ≥ α}.

L’ensemble classique [u]α de X associé à l’ensemble u pour le seuil α est
l’ensemble des éléments qui appartiennent à u avec un degré au moins égale
à α. Sa fonction caractéristique est

χ[u]α(x) =

 1 si u(x) ≥ α

0 sinon.

Pour α = 0, l’ensemble [u]0 (appelé le support de u) est défini comme étant
l’adhérence pour la topologie de X de l’ensemble {x ∈ X : u(x) > 0}. Pour
α = 1, l’ensemble [u]1 = {x ∈ X : u(x) = 1} est appelé le noyau de u. La
hauteur d’un ensemble flou est la borne supérieure de la fonction d’adhésion
sup{u(x) : x ∈ X} (c’est la valeur maximale atteinte sur le support de u).
Cette borne n’est pas nécessairement atteinte. En effet, si nous considérons
l’expression “grand” nous pouvons la représenter par la fonction tangente
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hyperbolique tanh sur la droite réelle positive R+ qui croit de la valeur 0
pour x = 0 vers la limite 1 quand x tend vers l’infini. Cette limite n’est jamais
atteinte et donc le noyau de la fonction tanh est vide et son support est égale
à R+∗ (l’ensemble des réels positifs non nuls). Si α, β ∈]0, 1] tels que 0 ≤
α ≤ β ≤ 1 alors [u]β ⊂ [u]α ⊂ [u]0. Si (αn)n est une suite croissante dans
l’intervalle [0, 1] qui converge vers α > 0 alors on a [u]α =

⋂
i≥1[u]αi .

Exemple 4.2 On considère l’ensemble flou u défini sur l’intervalle fermé [40, 100]
(degrés Fahrenheit) de la manière suivante pour décrire la température d’une
chambre :

u(x) =



0 si 40 ≤ x < 50
x− 50

10
si 50 ≤ x < 60

1− x− 60
10

si 60 ≤ t < 70

0 si 70 ≤ x ≤ 100.

Les ensembles α-coupe de l’ensemble u sont donnés par, pour 0 < α ≤ 1,[u]α =

[50+ 10α, 70− 10α], [u]1 = {60}, [u] 1
2 = [55, 65], et l’ensemble [u]0(x) = [50, 70].

4.2.1 Opérations sur les ensembles flous

Les opérations habituelles dans les ensembles classiques se généralisent
aux ensembles flous. Soit u et υ deux fonctions d’appartenance des ensembles
flous A et B, respectivement, dans l’espace X. Les ensembles flous A et B sont
dits égaux si leurs fonctions d’appartenance u et υ sont égales en tout point
de X. C’est-à-dire, si

∀x ∈ X : u(x) = υ(x)

Si pour tout x élément de X, x appartient moins à A qu’à B, on dit que A est
inclus dans B :

∀x ∈ X : u(x) ≤ υ(x).

L’intersection A ∩ B est l’ensemble flou u ∧ υ = min{u(x), υ(x)} pour tout
x ∈ X. L’union A ∪ B est l’ensemble flou u ∨ υ = max{u(x), υ(x)} pour tout
x ∈ X. Le complémentaire de l’ensemble A est l’ensemble noté Ā représenté
par sa fonction d’appartenance ū(x) = 1− u(x). La propriété de non contra-
diction n’est pas vérifiée par les ensembles flous (A ∩ Ā 6= φ), de même que
la propriété de tiers exclu (A ∪ Ā 6= X). Remarquons que tout ensemble flou
défini par une fonction d’appartenance continue non constante, coupera tou-

jours son complémentaire Ã la hauteur
1
2

. Dans le reste de ce chapitre on
identifiera l’ensemble flou A avec sa fonction d’adhésion u.

Définition 4.3 (Différence de Hukahara) Soit A et B deux ensembles non vides
dans Rd. La différence de Hukahara de A et B noté A� B est définie par l’existence
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d’un ensemble C tel que A = B + C. Autrement dit

A� B = C ⇐⇒ A = B + C.

La différence de Hukahara A� B est unique et une condition pour qu’elle
existe est que A contienne une translation de B (B + {c} ⊂ A, avec c ∈ Rd).
Une propriété importante de � est que : pour tous A, B ∈ Rd on a A� A =
{0} et (A + B)� B = A. En général A− B 6= A� B. Par exemple, si A = {0}
et B = [0, 1] alors A− B = ∅ et A� B n’existe pas puisque le singleton {0}
ne peut contenir une translation de l’intervalle [0, 1].

Définition 4.4 Soit u un ensemble flou. u est dit normal s’il existe au moins un
point x0 ∈ X tel que u(x0) = 1.

Autrement dit u est normal si son noyau n’est pas vide, ou encore si la
hauteur de u est égale à 1.

Définition 4.5 Soit u un ensemble flou. u est convexe si pour tout λ ∈ [0, 1] et tous
x, y ∈ X on a

u(λx + (1− λ)y) ≥ min[u(x), u(y)].

4.2.2 Espace des ensembles flous

Notons par Conv(Rd) la classe de tous les sous ensembles compacts et
convexes dans Rd. Définissons la métrique d’Hausdorff dans Conv(Rd) par

ρ(A, B) = max

(
sup
a∈A

inf
b∈B
|a− b|, sup

b∈B
inf
a∈A
|a− b|

)
, A, B ∈ Conv(Rd)

où |.| est la norme euclidienne dansR. L’espace Conv(Rd) muni de la distance
ρ est un espace complet (voir [13], page 40).

Définition 4.6 Ed est l’espace des fonctions u : Rd → [0, 1] telles que
(1) u est normale ;
(2) u est convexe floue ;
(3) u est semi-continue supérieure. C’est-à-dire que, pour tout x0 ∈ Rd et ε > 0,

il existe δ = δ(x0, ε) > 0 tel que u(x) < u(x0)+ ε pour tout x ∈ Rd vérifiant
la condition |x− x0| < δ ;

(4) [u]0 est compact.

Définition 4.7 L’ensemble nul dans Ed est la fonction noté 0̂ défini par

0̂(x) =
{

1 x = 0
0 x 6= 0 (4.1)

D’après (2) on conclut que l’ensemble [u]α est convexe dans Rd. En effet
soit x, y ∈ [u]α avec α ∈]0, 1]. Puisque u(x) ≥ α, u(y) ≥ α, alors pour tout
λ ∈ [0, 1]

u(λx + (1− λ)y) ≥ min[u(x), u(y)] ≥ α.
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D’où λx + (1− λ)y ∈ [u]α. D’après (iv) l’ensemble [u]0 est fermé et borné.
D’autre part u est semi-continue d’après (iii) et donc l’ensemble [u]α est fermé
et est borné comme sous ensemble de [u]0, et par suite l’ensemble [u]α est un
compact. Puisque l’espace (Conv(Rd), ρ) est complet et que ρ([u]α, [u]0) tend
vers zéro quand α tend vers 0+ alors l’ensemble [u]0 est convexe.

Proposition 4.1 Si A est un sous ensemble non vide, convexe et compact de Rd

alors sa fonction caractéristique χA est dans Ed.

Nous définissons la somme et la multiplication par un scalaire dans Ed,
comme

[u + v]α = [u]α + [v]α, [λu]α = λ[u]α

pour tous u, v ∈ Ed, λ ∈ R∗ et α ∈ [0, 1]. On définit la fonction D : Ed×Ed →
[0, 1] par

D(u, v) = sup
α∈[0,1]

ρ([u]α, [v]α) u, v ∈ Ed (4.2)

où ρ est la distance d’Hausdorff. La borne supérieure dans la définition de D
peut ne pas être atteinte.

Exemple 4.3 Si u, v ∈ E1 sont tels que

[u]α = [v]α = [0, 1] pour 0 ≤ α ≤ 1
2

et
[u]α = 0, [v]α = [0, 2(1− α)] pour

1
2
< α ≤ 1

alors

ρ([u]α, [v]α) =


0 si 0 ≤ α <

1
2

2(1− α) si
1
2
< α ≤ 1.

Donc la borne supérieure de ρ([u]α, [v]α) pour α ∈ [0, 1], qui égale à 1, n’est pas
atteinte.

La fonction D donnée par (4.2) définie une distance sur Ed telle que (pour
les preuves, voir [43], page 19) :

(1) (Ed, D) est complet ;
(2) D(u + w, v + w) = D(u, v) pour tous u, v, w ∈ Ed (c’est à dire, D est

invariante par translation) ;
(3) D(ku, kv) = |k|D(u, v) pour tous u, v ∈ Ed et k ∈ R (c’est à dire, D est

compatible avec les dilatations).
Dans ce qui suit notons par I un intervalle de R.

Définition 4.8 Une fonction f : I → Ed est fortement mesurable sur I si, pour tout
α ∈ [0, 1], la fonction fα : I → Conv(Rd) définie par fα(t) = [ f (t)]α pour tout
t ∈ I est Lebesgue-mesurable.
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Une fonction φ : I → Rd est une sélection de fα si est seulement si
φ est intégrable et φ(t) ∈ fα(t), pour tout t ∈ I.

Définition 4.9 Une fonction f : I → Ed est intégrablement bornée sur I s’il existe
une fonction Lebesgue intégrable k telle que ‖x‖ ≤ k(t) pour tout x ∈ f0(t).

Définition 4.10 Soit f : I → Ed une fonction. L’intégrale de la fonction f sur
l’intervalle I, noté

∫
I f (t)dt, est défini comme un élément G de Ed tel que, pour tout

α ∈]0, 1] :

[G]α =
∫

I
fα(t)dt =

{∫
I

φ(t)dt | φ : I → Rd sélection mesurable de fα

}
.

Définition 4.11 Une fonction f : I → Ed est intégrable si elle est fortement mesu-
rable et intégrablement bornée.

Théorème 4.1 [43] Si les fonctions f , g : I → Ed sont intégrables sur I, et si
λ ∈ R, alors les assertions suivantes sont vraies :

(i)
∫

I [ f (t) + g(t)]dt =
∫

I f (t)dt +
∫

I g(t)dt ;

(ii)
∫

I λ f (t)dt = λ
∫

I f (t)dt ;

(iii) D
(∫

I f (t)dt,
∫

I g(t)dt
)
≤
∫

I D( f (t), g(t))dt.

Définition 4.12 Une fonction f : I → Ed est continue au point t0 ∈ I si, pour tout
ε > 0, il existe δ = δ(t0, ε) > 0, tel que pour tout t ∈ I la condition |t− t0| < δ
entraine D( f (t), f (t0)) < ε. La fonction f est dite continue sur I si elle est continue
en tout point t0 ∈ I.

Définition 4.13 Une fonction f : I × Ed → Ed est dite continue au point
(t0, x0) ∈ I × Ed si, pour tout ε > 0, il existe δ = δ(t0, x0, ε) > 0 tel que
D( f (t, x), f (t0, x0)) < ε quand |t − t0| < δ et D(x, x0) < δ, t ∈ I et x ∈ Ed.
La fonction f est dite continue sur I × Ed si elle est continue en tout point
(t0, x0) ∈ I ×Ed.

Définition 4.14 Une fonction f : I ×Ed → Ed est continue en x ∈ Ed uniformé-
ment par rapport à t ∈ I si, pour tout x0 ∈ Ed et ε > 0, il existe δ = δ(x0, ε) > 0
tel que D( f (t, x), f (t, x0) < ε pour tout t ∈ I quand D(x, x0) < δ, x ∈ Ed.

Définition 4.15 Une fonction f : I → Ed est Hukahara différentiable avec comme
dérivée f ′(t0) en t0 ∈ I si pour tout h > 0 suffisamment petit les différences
f (t0)� f (t0 − h) et f (t0 + h)� f (t0) existent et il existe f ′(t0) ∈ Ed tel que

lim
h→0+

f (t0)� f (t0 − h)
h

= lim
h→0+

f (t0 + h)� f (t0)

h
= f ′(t0).

Définition 4.16 Une fonction f : I → Ed est différentiable au point t0 ∈ I si, pour
tout α ∈ [0, 1], la fonction fα : I → Conv(Rd) est Hukuhara différentiable au point
t0, sa dérivée est égale à DH fα(t0), et la famille d’ensembles {DH fα(t0) : α ∈ [0, 1]}

51



Chapitre 4. Rappels sur les ensembles flous

définie la fonction f ′(t0) ∈ Ed (appelée la dérivée floue de la fonction f au point t0).
La fonction f est dite différentiable sur I si elle est différentiable en tout point t0 ∈ I.

Nous avons l’analogue suivant du théorème fondamental du calcul inté-
gral et différentiel.

Théorème 4.2 [43] Supposons que la fonction f : I → Ed est différentiable et que
sa dérivée floue f ′ : I → Ed est intégrable sur I. Alors, pour tous a, t ∈ I, nous
avons

f (t) = f (a) +
∫ t

a
f ′(τ)dτ.
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5Moyennisation pour les

équations différentielles floues

Dans ce chapitre nous justifions la méthode de moyennisation
pour certaines équations différentielles floues perturbées sous

des conditions plus faibles que celles de la littérature.

5.1 Introduction

La moyennisation est une méthode très utilisée dans la littérature pour
approximer les solutions de certaines équations différentielles perturbées ra-
pidement oscillantes. Elle prend ses racines dans la mécanique céleste pour
déterminer l’évolution des orbites planétaires sous l’influence des perturba-
tions mutuelles entre les planètes et pour étudier la stabilité du système so-
laire. Elle concerne la construction approximative, essentiellement du premier
ordre, d’équations différentielles ordinaires rapidement oscillantes en la va-
riable temps, qui se ramènent à la forme

x′ = f
(

t
ε

, x, ε

)
(5.1)

où x ∈ R+, t ∈ R et ε > 0 un paramètre réel. À cette équation est associée
l’équation différentielle ordinaire autonome suivante

y′ = f 0(y) = lim
T→∞

1
T

∫ T

0
f (t, y, 0)dt (5.2)

obtenue à partir de l’équation (5.1) en prenant la moyenne, dont nous suppo-
sons l’existence, par rapport à la variable temps de la fonction f , pour ε = 0
et appelée équation moyennisée. Le principe de la méthode affirme que le
comportement d’une trajectoire de l’équation (5.1) est très proche de celui de
l’équation (5.2), issue de la même condition initiale (ou même d’une condi-
tion initiale proche) sur des intervalles de temps finis. En troduisant dans
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l’équation (5.1) un changement dans l’échelle du temps en posant t = ετ, on
obtient :

x′ = ε f (τ, x, ε). (5.3)

Faisons de même avec l’équation (5.2). L’équation moyennisée s’écrit alors

y′ = ε f 0(y). (5.4)

Il est à noter que les écritures (5.1) et (5.3) sont équivalentes. L’étude du pro-

blème à l’une ou à l’autre échelle de temps t ou τ =
t
ε

conduit aux mêmes
résultats. Dans la littérature différentes techniques de calcul pour justifier les
résultats de moyennisation ont été élaborées. Nous citons deux des plus im-
portantes :
• La technique de la décomposition appelée décomposition de Bogoliobov-Hale.

Elle consiste à introduire un changement de variable faisant apparaitre l’équa-
tion (5.1) comme une perturbation (singulière) de l’équation moyennisée (5.2).
Ainsi on montre l’existence d’une fonction u(τ, z, ε), vérifiant certaines pro-
priétés dont celle-ci : la fonction u(τ, z, ε) tend vers zéro avec ε, uniformement
en τ dans R et en z dans les compacts de R, de sorte que le changement de
variable

x = z + εu(τ, z, ε)

transforme l’équation (5.1) en l’équation

z′ = ε f 0(z) + εF(τ, z, ε).

Puis on néglige le terme F(τ, z, ε), supposé tendre vers zéro avec ε, unifor-
mement en τ dans R et en z dans les compacts de R, pour obtenir l’équation
moyennisé (5.4). Sous des conditions convenables, la méthode aboutit finale-
ment au résultat :

x(τ) = y(τ) + O(ε)

sur des intervalles de temps τ de type [0, L/ε] où L > 0 est une constante
arbitraire.
• Le concept de moyenne locale dû à Eckhaus. Il s’agit de définir la notion

de moyenne locale du second membre de l’équation (5.1). Les solutions de
l’équation qui lui est associée constituent alors des solutions intermédiaires
entre celles de l’équation (5.1) et l’équation (5.2). L’idée est de considérer
l’équation moyennisée locale associée à l’équation (5.1)

z′ = ε
1
T

fT(τ, z) = ε
∫ τ+T

τ
f (t, z, 0)dt

et de vérifier par des évaluations d’intégrales, moyennant des hypothèses
convenables, qu’uniformément par rapport à τ ∈ [0, L/ε], L > 0, on a d’une
part

x(τ) = z(τ) + O(εT)
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et d’autre part

y(τ) = z(τ) + O
(

δ(ε)

εT

)
où la fonction d’ordre en ε, δ(ε) définie par

δ(ε) = sup
x

sup
τ∈[0, L

ε ]

ε

∣∣∣∣∫ τ

0
( f (t, x)− f 0(x))dt

∣∣∣∣
est supposée petite avec ε. Enfin, le choix du paramètre T tel que ε2T2 = δ(ε)
donne le résultat recherché

x(τ) = y(τ) + O(δ
1
2 (ε)).

5.2 Résultat de moyennisation

Considérons le problème à valeur initiale associé à l’équation différentielle
floue perturbée du type :

ẋ = f
(

t
ε

, x
)

, x(0) = x0 (5.5)

où f : R+ ×U → Ed, U un sous ensemble ouvert de Ed, x0 ∈ U et ε > 0 un
petit paramètre.

Définition 5.1 La fonction x : I → U, où I = [0, ω[, 0 < ω ≤ ∞, est dite solution
du problème (5.5) si elle est continue et, pour tout t ∈ I, satisfait l’équation intégrale

x(t) = x0 +
∫ t

0
f
(τ

ε
, x(τ)

)
dτ.

Nous associons au problème (5.5) le problème à valeur initiale moyennisé

ẏ = f o(y), y(0) = x0, (5.6)

où la fonction f o : U→ Ed est telle que, pour tout x ∈ U

lim
T→∞

D
(

1
T

∫ T

0
f (τ, x)dτ, f o(x)

)
= 0. (5.7)

Théorème 5.1 Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
(H1) La fonction f : R+ ×U→ Ed dans (5.5) est continue ;
(H2) Il existe une fonction localement intégrable m : R+ → R+ et une constante

M > 0 telles que

D( f (t, x), 0̂) ≤ m(t), ∀t ∈ R+, ∀x ∈ U

avec ∫ t2

t1

m(t)dt ≤ M(t2 − t1), ∀t1, t2 ∈ R+;
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(H3) Il existe une constante λ > 0 telle que pour toutes les fonctions continues
u, v : R+ → U et tout t ∈ R+, on a :

D
(∫ t

0
f (τ, u(τ))dτ,

∫ t

0
f (τ, v(τ))dτ

)
≤ λ

∫ t

0
D(u(τ), v(τ))dτ. (5.8)

(H4) pour tout x ∈ U, la limite (5.7) existe.
Soit x0 ∈ U. Soit xε une solution de (5.5) et soit I = [0, ωε[, 0 < ωε ≤ ∞, son
intervalle maximal positif de définition. Soit y la solution de (5.6) et soit J = [0, ω0[,
0 < ω0 ≤ ∞, son intervalle maximal positif de définition. Alors, pour tout L > 0,
L ∈ I ∩ J, et δ > 0, il existe ε0 = ε0(L, δ) > 0 tel que, pour tout ε ∈]0, ε0], nous
avons

D(xε(t), y(t)) < δ, ∀t ∈ [0, L].

Notons que la condition (H3) est une condition de Lipschitz sur la fonc-
tion intégrale de f et non pas sur la fonction f elle même. D’autre part, les
résultats publiés dans [29, 30, 49] sont obtenus sous des conditions plus fortes
comparées avec celles imposées dans ce chapitre. En particulier, dans la litté-
rature on assume souvent que la fonction f est uniformément bornée et lip-
schitzienne par rapport à la seconde variable. En utilisant la condition (H3)
nous prouvons dans le lemme si après que la fonction f 0 : U→ Ed dans (5.7)
est lipschitzienne et donc l’unicité de la solution du problème moyennisé (5.6)
est garantie.

Lemme 5.1 Soit f : R+ ×U → Ed et supposons que f satisfait les conditions
(H2)-(H4) dans le Théorème 5.1. Alors la fonction f o : U → Rd dans (5.6) est
uniformément bornée par la constante M donnée par la condition (H2)

D( f o(x), 0̂) ≤ M, ∀x ∈ U

et satisfait la condition de Lipschitz avec comme constante de Lipschitz, la constante
λ donnée par (H3) .

Démonstration. Soit x ∈ U. Par les conditions (H2) et (H4) on déduit que pour
tout η > 0 il existe T0 = T(x, η) > 0 tel que, pour tout T ≥ T0, nous avons

D( f 0(x), 0̂) ≤ D
(

f 0(x),
1
T

∫ T

0
f (τ, x)dτ

)
+ D

(
1
T

∫ T

0
f (τ, x)dτ, 0̂

)
≤ η +

1
T

∫ T

0
D
(

f (τ, x)dτ, 0̂
)

dτ

≤ η + M.

Puisque la valeur de η est arbitraire, en passant à la limite lorsque η → 0
, nous obtenons

D( f o(x), 0̂)) ≤ M.
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Soit x, x0 ∈ U. D’après les conditions (H3) et (H4), on conclut que pour tout
η > 0 il existe T0 = T0(x0, x, η) > 0 tel que, pour tout T ≥ T0

D( f o(x), f o(x0)) ≤ D
(

f o(x),
1
T

∫ T

0
f (τ, x)dτ

)
+

1
T

D
(∫ T

0
f (τ, x)dτ,

1
T

∫ T

0
f (τ, x0))dτ

)
+ D

(
f o(x0),

1
T

∫ T

0
f (τ, x0)dτ

)
≤ 2η +

1
T

λ
∫ T

0
D(x, x0)dτ = 2η + λD(x, x0).

La constante η étant arbitraire, en passant à la limite lorsque η → 0 nous
obtenons :

D( f o(x), f o(x0)) ≤ λD(x, x0).

Ce qui achève la preuve.

Lemme 5.2 Soit f : R+ ×U → Ed. Supposons que f satisfait la condition (H1),
(H2) et (H4) dans le Théorème 5.1. Alors, pour tous x ∈ U, t ≥ 0 et α > 0, nous
avons

lim
ε→0

D
(

ε

α

∫ t/ε+α/ε

t/ε
f (τ, x)dτ, f o(x)

)
= 0.

Démonstration. Soit x ∈ U, t ≥ 0 et α > 0.
Cas 1 : t = 0. Par la condition (H4), nous obtenons

lim
ε→0

D
(

ε

α

∫ α/ε

0
f (τ, x)dτ, f o(x)

)
= 0.

Cas 2 : t ∈ (0, L]. Nous avons

D
(

ε

α

∫ t/ε+α/ε

t/ε
f (τ, x)dτ, f o(x)

)
≤ D

(
1

t/ε + α/ε

∫ t/ε+α/ε

0
f (τ, x)dτ, f o(x)

)
+

L
α

[
D
(

1
t/ε + α/ε

∫ t/ε+α/ε

0
f (τ, x)dτ, f o(x)

)
+D

(
1

t/ε

∫ t/ε

0
f (τ, x)dτ, f o(x)

)]
.

(5.9)
Par la condition (H4), nous concluons

lim
ε→0

D
(

1
t/ε + α/ε

∫ t/ε+α/ε

0
f (τ, x)dτ, f o(x)

)
= 0
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et

lim
ε→0

D
(

1
t/ε

∫ t/ε

0
f (τ, x)dτ, f o(x)

)
= 0.

Donc le terme de droite dans (5.9) tend vers zéro lorsque ε tend vers zéro et
nous obtenons ainsi le résultat du Lemme 5.2.

Le corollaire suivant est un résultat direct du Lemme 5.2.

Corollaire 5.1 Supposons que la fonction f dans (5.5) satisfait les conditions (H1)-
(H4) dans le Théorème 5.1. Soit x0 ∈ U et y la solution (unique) de (5.6), soit
J = [0, ω0[, 0 < ω0 ≤ ∞, son intervalle maximale positif de définition. Soit L > 0
tel que L ∈ J. Alors, pour tout t ∈ [0, L] et α > 0, nous avons

lim
ε→0

D
(

ε

α

∫ t/ε+α/ε

t/ε
f (τ, y(t))dτ, f o(y(t))

)
= 0. (5.10)

Lemme 5.3 Supposons que la fonction f dans (5.5) satisfait les conditions (H1)-
(H4) du Théorème 5.1. Soit x0 ∈ U et y la solution (unique) de l’équation (5.6) et
soit J = [0, ω0[, 0 < ω0 ≤ ∞, son intervalle maximale positif de définition. Alors,
pour tout L > 0, L ∈ J, nous avons

lim
ε→0

sup
t∈[0,L]

D
(∫ t

0
f
(τ

ε
, y(τ)

)
dτ,

∫ t

0
f o(y(τ))dτ

)
= 0.

Démonstration. Soient L > 0, L ∈ J et t0 = 0 < t1 < · · · < tn < · · · < tp = L,
(p ∈ N), une partition de [0, L] avec α = α(ε) := tn+1 − tn, n = 1, . . . , p et
lim
ε→0

α = 0. Soit t ∈ [tm, tm+1] pour un certain m ∈ {0, · · · , p− 1}. Alors

D
(∫ t

0
f
(τ

ε
, y(τ)

)
dτ,

∫ t

0
f o(y(τ))dτ

)
≤

m−1

∑
n=0

D
(∫ tn+1

tn
f
(τ

ε
, y(τ)

)
dτ,

∫ tn+1

tn
f o(y(τ))dτ

)
+ D

(∫ t

tm
f
(τ

ε
, y(τ)

)
dτ,

∫ t

tm
f o(y(τ))dτ

)
.

(5.11)
Par la condition (H2) et le Lemme 5.1 nous avons

D
(∫ t

tm
f
(τ

ε
, y(τ)

)
dτ,

∫ t

tm
f o(y(τ))dτ

)
≤ D

(∫ t

tm
f
(τ

ε
, y(τ)

)
dτ, 0̂

)
+ D

(∫ t

tm
f o(y(τ))dτ, 0̂

)
≤
∫ t

tm
D
(

f
(τ

ε
, y(τ)

)
, 0̂
)

dτ

+
∫ t

tm
D
(

f o(y(τ)), 0̂
)

dτ

≤ 2Mα.
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Chapitre 5. Moyennisation pour les équations différentielles floues

Pour tout n = 0, . . . , m − 1 et τ ∈ [tn, tn+1], et par le Lemme 5.2 ( f 0 est
bornée par la constante M) nous pouvons conclure que D(y(τ), y(tn)) ≤ Mα
et par la condition (H3) et le Lemme 5.2 ( condition lipschitzienne sur f o), il
résulte, respectivement, que

D
(∫ tn+1

tn
f
(τ

ε
, y(τ)

)
dτ,

∫ tn+1

tn
f
(τ

ε
, y(tn)

)
dτ

)
≤ λ

∫ tn+1

tn
D(y(τ), y(tn))dτ

≤ λMα2

et

D
(∫ tn+1

tn
f o(y(τ))dτ,

∫ tn+1

tn
f o(y(tn))dτ

)
≤
∫ tn+1

tn
D ( f o(y(τ)), f o(y(tn))) dτ

≤ λ
∫ tn+1

tn
D(y(τ), y(tn))dτ

≤ λMα2.

D’autre part, d’après (5.11), nous avons

D
(∫ t

0
f
(τ

ε
, y(τ)

)
dτ,

∫ t

0
f o(y(τ))dτ

)
≤

m−1

∑
n=0

D
(∫ tn+1

tn
f
(τ

ε
, y(tn)

)
dτ,

∫ tn+1

tn
f o(y(tn))dτ

)
+

m−1

∑
n=0

2λMα2 + 2Mα.

(5.12)
Pour tout n = 0, . . . , m− 1, nous aurons

βn := D
(∫ tn+1

tn
f
(τ

ε
, y(tn)

)
dτ,

∫ tn+1

tn
f o(y(tn))dτ

)
= αD

(
ε

α

∫ tn/ε+α/ε

tn/ε
f (τ, y(tn)) dτ, f o(y(tn))

)
:= α$n ≤ α$m

où $m = max{$n = $n(ε) : n = 0, . . . , m − 1} et d’après le Corollaire 5.1,
lim
ε→0

$n = 0. Alors

m−1

∑
n=0

βn ≤ $m

m−1

∑
n=0

α = $m

m−1

∑
n=0

(tn+1 − tn) = $mt ≤ $mL ≤ $L,

où $ = $(ε) = max{$m : m = 0, . . . , p− 1} et lim
ε→0

$ = 0. D’autre part, nous
avons

m−1

∑
n=0

2λMα2 = 2λMα
m−1

∑
n=0

α ≤ 2λMαt ≤ 2λMαL.
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Finalement, par l’équation (5.12) nous obtenons

sup
t∈[0,L]

D
(∫ t

0
f
(τ

ε
, y(τ)

)
dτ,

∫ t

0
f o(y(τ))dτ

)
≤ 2M(λL + 1)α. (5.13)

Le terme de droite dans (5.13) tend vers zéro lorsque ε tend vers zéro, et le
Lemme est ainsi prouvé.

Nous citons sans démonstration le lemme de Gronwall-Bellman qui nous
sera utile pour la preuve de Théorème 5.1

Lemme 5.4 (Gronwall-Bellman) [68] Soient c ≥ 0 et ψ, y deux fonctions positives,
définies sur un intervalle [a, b] ⊂ R+. Si on a

y(t) ≤ c +
t∫

a

ψ(s)y(s)ds ∀t ∈ [a, b]

alors

y(t) ≤ ce

t∫
a

ψ(s)ds
∀t ∈ [a, b].

Preuve de Théorème 5.1

Nous pouvons maintenant montrer le Théorème 5.1. Nous supposons que
les hypothèses associées à ce théorème sont vérifiées. Pour t ∈ [0, L] ⊂ Iε ∩ J,
en utilisant la condition (H3), nous avons

D(y(t), xε(t)) = D
(∫ t

0
f o(y(τ))dτ,

∫ t

0
f
(τ

ε
, xε(τ)

)
dτ

)
≤ D

(∫ t

0
f o(y(τ))dτ,

∫ t

0
f
(τ

ε
, y(τ)

)
dτ

)
+ D

(∫ t

0
f
(τ

ε
, y(τ)

)
dτ,

∫ t

0
f
(τ

ε
, xε(τ)

)
dτ

)
≤ σ + λ

∫ t

0
D (y(τ), xε(τ)) dτ

(5.14)

où

σ = σ(ε) := sup
t∈[0,L]

D
(∫ t

0
f
(τ

ε
, y(τ)

)
dτ,

∫ t

0
f o(y(τ))dτ

)
.

D’après le Lemme 5.3, nous avons lim
ε→0

σ = 0. En utilisant le Lemme de

Gronwall-Bellman, pour l’inégalité (5.14) nous déduisons que

D(y(t), xε(t)) ≤ σeλt ≤ σeλL

ce qui implique
lim
ε→0

sup
t∈[0,L]

D(xε(t), y(t)) = 0.

Ainsi la preuve du théorème est achevée. �
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Conclusion

Les résultats que nous avons obtenus dans cette thèse généralisent ceux ob-
tenus dans la littérature. L’expression (x(t)− x(t)3/3) dans l’équation de

van der Pol ne satisfait pas la condition de Lipschitz proposée dans [5]. Nous
avons ainsi prouvé l’existence de solutions périodiques, de période fixée, et à
variations bornées, de l’équation de van der Pol avec impulsions en utilisant
le principe de contraction et sans cette condition de Lipschitz. Nous avons
aussi montré l’existence et l’unicité de solutions de certaines équations diffé-
rentielles impulsives du second ordre à trois points aux limites en utilisant
la technique du point fixe sous des conditions plus faibles que celles de la
littérature. Enfin, nous avons justifié la méthode de moyennisation pour les
équations différentielles floues perturbées en imposant des conditions plus
générales que celles de la littérature, en améliorant notre résultat dans [38].
Dans l’avenir nous comptons poursuivre nos travaux de recherche dans ces
différentes voies. En particulier et concernant la dernière voie, nous traiterons
le cas plus général et intéressant où l’équation moyennisée ne possède pas de
solution unique.
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