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SOMMAIRE

Nous désirons savoir quelles sont les variations génétiques qui sont associées a une tension
artérielle élevée. Pour ce faire, nous avons des données provenant de plusieurs familles,
c’est-a-dire qu’il y a des personnes de la méme famille qui se retrouvent dans cet échan-
tillon. Dans cette base de données, il y a de I'information sur quelques caractéristiques
démographique (age, sexe, fumeur/non fumeur), il y a aussi la pression diastolique et sys-
tolique ainsi qu’'un grand nombre de variations génétiques distribuées sur tout le génome.
Pour pouvoir analyser des observations qui ne sont pas indépendantes, nous devons utili-
ser un modele qui differe un peu de la régression classique. En effet, nous ne pouvons pas
utiliser la régression classique, car notre échantillon ne respecte pas toutes les hypotheses
du modele. Le modele que nous allons utiliser prend en compte la covariance entre les

individus de méme famille.

Nous allons donc présenter la théorie du modele linéaire a effets mixtes simple ainsi
que sa généralisation pour des données génétiques provenant de familles. Nous allons
terminer par une application de ce modele généralisé a notre base de données sur la ten-
sion artérielle pour déterminer quelles parties du génome (quelles variations génétiques)

expliquent le mieux la tension artérielle de cet échantillon.

Mots-clés : Modéle linéaire a effets mixtes, génétique, biostatistique, tension artérielle,

généalogie
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CHAPITRE 1

Problématique

1.1 Mise en contexte

Il faut savoir que plusieurs grandes études recueillent des données génétiques sur plu-
sieurs générations a l'intérieur de grandes familles comme la Framingham Heart Study
(FHS) [Nat48] et le Centre d’Etude du Polymorphisme Humain (CEPH) [Dau84]. Tl existe
plusieurs tests pour analyser des données génétiques provenant de familles, mais la plu-
part des tests ne prennent que des caractéristiques binaires comme variable dépendante.
D’autres tests ont parfois des problemes de puissance ou ils négligent certaines informa-
tions ou encore ils dépendent d’hyperparametres qu’il faut trouver a ’aide de techniques
qui nécessitent un grand temps de calcul. Par contre, il y a un modele qui permet d’inclure
des observations non indépendantes et d’introduire facilement des covariables. Ce modele
est une généralisation du modele linéaire a effets mixtes usuel et il est considérablement

utilisé en analyse génétique. Nous l'introduirons dans ce document.

L’hypertension est un fléau grandissant dans la population nord-américaine avec la mon-

tée du taux d’obésité, un des plus grands facteurs de risque de cette condition. L’hyper-



tension est définie par une pression artérielle systolique de plus de 140 mmHg ou une
pression diastolique de plus de 90 mmHg et elle peut apporter d’importantes complica-
tions comme 'accident vasculaire cérébral et la crise cardiaque. C’est donc important de
comprendre les mécanismes de cette maladie et d’identifier quelles sont les personnes les
plus a risque. C’est pourquoi I’application du modele servira a déterminer quelles sont les
variations génétiques qui sont reliées a I'’hypertension ou plus précisément a une pression

sanguine élevée.

1.2 La question de recherche

Nous avons acces a une base de données qui contient des données génétiques et qui
comporte des participants provenant de plusieurs familles. Comme nous avons mentionné
plus haut, nous aimerions savoir quelles sont les variations génétiques qui sont les plus

associées a la pression artérielle de la population ciblée.

1.3 Les variations génétiques, ce qu’il faut savoir

L’acide désoxyribonucléique (ADN) est une structure qui est présente dans chaque cellule
et qui contient toute I'information nécessaire pour le développement et le fonctionnement
du corps humain. Il est constitué d’une chaine de nucléotides (A, C, G, ou T) en forme
de double hélice (voir la figure 1.1). Les deux brins qui composent la double hélice sont
complémentaires, c¢’est-a-dire que s’il y a un A sur un brin, alors il y a un T & la méme
position sur 'autre brin et vice-versa, de méme avec C et G. Donc, un seul brin permet

de connaitre toute I'information génétique.

Puisque nous ne sommes pas tous des jumeaux identiques, il y a des différences dans



Figure 1.1 — ADN : acide désoxyribonucléique
http://www.pasteur-1lille.fr/fr/recherche/u744/resultat/adn.html

la séquence ADN entre les personnes dans la population. Une différence s’appelle une
variation génétique ou un SNP ("single-nucleotide polymorphism" ou polymorphisme d’un
seul nucléotide). La figure suivante représente un SNP. En effet, supposons que la portion
d’ADN du haut représente la personne 1 et que la portion d’ADN du bas représente la
personne 2, alors si nous regardons le brin inférieur de la double hélice, nous remarquons
qu’a cette place précise sur le génome (la séquence de nucléotide), la personne 1 et la
personne 2 n’ont pas le méme nucléotide. Le nucléotide du brin supérieur s’ajuste pour

étre complémentaire (A avec T et C avec G).

Figure 1.2 — SNP : polymorphisme d’un seul nucléotide
http://www.ibbl.lu/personalised-medicine/what-is-personalised-medicine/
dna-genes-snps/


http://www.pasteur-lille.fr/fr/recherche/u744/resultat/adn.html
http://www.ibbl.lu/personalised-medicine/what-is-personalised-medicine/dna-genes-snps/
http://www.ibbl.lu/personalised-medicine/what-is-personalised-medicine/dna-genes-snps/

Les différents nucléotides possibles pour un SNP se nomment alléles. Dans la figure 1.2,
si nous regardons encore le brin inférieur de la double hélice, nous remarquons que les

deux alléles ici sont T et C.

Ce qu’il faut savoir ensuite c’est que 'ADN est réparti sur 23 paires de chromosomes. La
moitié de ces chromosomes viennent du pere et 'autre moitié de la mere. Il peut donc
arriver qu’a une place précise sur le génome, une personne ait un A sur un chromosome
et un C sur 'autre chromosome de la paire puisqu’il y a un SNP dans la population.
Nous dirons alors que le génotype de cette personne est AC. Ceci veut aussi dire que soit

son peére lui a transmis le A et sa mere le C, soit le contraire.

Finalement, lorsque nous parlons d’un phénotype, cela désigne une caractéristique phy-
sique ou biochimique observable (a ’aide d’une technique quelconque) qui est le résultat

de l'interaction entre I’environnement de 'individu et son profil génétique.

1.4 Description des données

Les données utilisées proviennent du consortium T2D-GENES et elles ont été utilisées
lors du Genetic Analysis Workshop 18 (GAW18) qui est un congres ou les chercheurs
recoivent tous la méme base de données génétiques et ils doivent développer ou utiliser

des méthodes pour bien analyser le type de données fournies.

La base de données contient de I'information complete sur 795 participants (génétique et
tension artérielle). L’information pour chaque participant contient, entre autres, 472 049
variations génétiques en plus de leur pression systolique et diastolique (et quelques autres
informations qui ne seront pas utilisées). Il y a en tout 20 grandes familles contenant

chacune environ une quarantaine de personnes.
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1.5 Quel modeéle choisir ?

Nous cherchons a savoir §'il y a une association entre deux variables (SNP et pression san-
guine). Nous allons traiter la variable SNP de la méme fagon qu’une variable quantitative
discrete, car le SNP sera codé 0, 1 ou 2 selon le nombre d’alléles mineurs (allele ayant
la plus petite fréquence dans la population) qu’une personne possede (modele additif,
le plus souvent utilisé). Le modele le plus simple serait la régression linéaire simple, par
contre, une des hypotheses de la régression linéaire simple est que les observations doivent
étre indépendantes, ce qui n’est pas respecté lorsque nous avons des données provenant
de familles. En effet, le parent et I'enfant ont la moitié de leur ADN en commun, donc si
le parent est AA, 'enfant ne peut pas étre BB. Pour contrer ce probléme, nous pouvons
utiliser le modele linéaire avec effets mixtes que nous allons introduire au chapitre 2. Par
contre, nous ne pouvons pas utiliser ce modele selon la théorie habituelle, il faut faire une
petite modification qui est en fait une généralisation pour pouvoir 'utiliser avec des par-
ticipants provenant de plusieurs familles (voir le chapitre 3). Ce dernier modele va nous
permettre de prendre en compte la covariance estimée entre les différents participants de

la base de données.

1.6 Objectifs

Les objectifs de cette recherche sont les suivants :

1. Présenter la théorie du modele linéaire a effets mixtes usuel

2. Présenter la théorie du modele linéaire a effets mixtes généralisé pour des données
familiales

3. Répondre a la question de recherche, donc appliquer le modele linéaire a effets

mixtes généralisé a des données réelles



CHAPITRE 2

Théorie du modele linéaire a effets

mixtes usuel

2.1 Introduction du modéele linéaire a effets mixtes

Tout au long de ce document, il sera question des modeles linéaires (ML), c’est-a-dire
que 'espérance de la variable étudiée, aussi appelée observation (souvent notée y;;), est
une fonction linéaire de certains parametres (inconnus, mais que nous désirons estimer).

Voici quelques exemples de modeles linéaires :
Exemple 2.1 (Modeles linéaires).
Elyi;] = n+ ai + 6
Elyi;] = p+ B 2145 + B2 225

Elyi;] = p+ Br w145 + Bo $3,-j

Remarquons que nous utilisons une notation spéciale ici en utilisant le méme symbole
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yi;) pour la variable aléatoire (Y;;) et 'observation, qui est la réalisation de cette variable
J J

aléatoire. Cette notation sera utilisée dans ’ensemble du document.

Une portion des modeles linéaires considére que certains parametres ne sont pas fixes,
c’est-a-dire qu’ils sont analysés comme des réalisations de variables aléatoires. Ces mo-
deles seront nommés les modeles linéaires mixtes (MLM). A partir de maintenant, les
parameétres notés par une lettre grecque seront les parametres fixes (effets fixes) et ceux
notés par une lettre romaine seront les parametres aléatoires (effets aléatoires). Lorsqu’il

y a un effet aléatoire dans le modele, la forme de I’énoncé du modele va un peu changer.

Exemple 2.2 (Modeles avec effets mixtes).

Elyjla;]) = p+ a;

Elyijla;] = p + a; + Bai;

Maintenant, sur quoi se base-t-on pour décider si un facteur doit étre considéré comme
fixe ou aléatoire 7 Ce n’est pas toujours simple, en regle générale, il suffit de se poser la
question suivante : est-il raisonnable de penser que les niveaux du facteur proviennent
d’une distribution de probabilité ? Si la réponse est positive, alors ce facteur sera analysé
comme aléatoire et si la réponse est négative, il sera analysé comme fixe. Voici deux

exemples pour illustrer ce propos.

Exemple 2.3. Nous nous intéressons a la croissance de différentes sortes de champi-

gnons pour différentes températures. Les données sont les suivantes :

Températures | Giroles Pleurotes De Paris
10°C 1.98 4.77 5.02
20°C 4.48 2.70 8.13
30°C 3.48 6.65 2.12
40°C 4.66 4.43 5.34

Tableau 2.1 — Données sur la croissance des champignons



Ici, il est raisonnable de penser que ces sortes de champignons ont été choisies aléatoi-
rement parmi un trés grand nombre d’espéces, donc ce facteur (la sorte de champignon)

sera considéré comme aléatoire.

Exemple 2.4. Nous voulons tester la réponse a un médicament en utilisant deux groupes

(placebo et médicamenté). Les données sont les suivantes :

Individus Groupe Mesure
1 placebo 1.3
2 médicamenté 4.3
3 médicamenté 3.1
4 placebo 2.4

Tableau 2.2 — Données sur la réponse a un médicament

Nous pouvons croire qu’il n’existe pas d’autres niveauxr au facteur « Groupe » (a part
placebo et traité) puisque nous n’avons pas choisi les niveauz placebo et médicamenté

parmi un grand nombre de niveaux. Ce facteur sera donc considéré comme fixe.

La théorie présentée dans ce chapitre vient en grande partie du livre Generalized, Linear,
and Mixed Models [MSNOS]. Il y a quelques ajouts, quelques modifications (surtout dans
l'ordre de présentation) et plusieurs preuves ajoutées. Les prochaines sections seront

divisées en général comme suit,

1. Le modele

2. Les covariances entre les observations (s’il y a un effet aléatoire)
3. Les sommes de carrés

4. La vraisemblance

5. Les équations du maximum de vraisemblance et leurs solutions
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6. Les estimateurs du maximum de vraisemblance
7. Espérance et biais des estimateurs

8. Variance des estimateurs (et leur loi)

9. Tests d’hypothese et intervalles de confiance

10. Prédiction (s’il y a un effet aléatoire)

Les sections 7 et 8 peuvent parfois étre regroupées en une section « Les lois des estima-
teurs » si c’est plus simple selon le modele. Nous allons débuter avec le modele le plus
simple, c’est-a-dire 'analyse de la variance a un facteur (fixe et aléatoire), nous allons
ensuite présenter la théorie de la régression linéaire simple (classique, ANCOVA et avec

une ordonnée a ’origine aléatoire).

2.2 Analyse de la variance a un facteur

Commencons par énoncer la théorie du modele le plus simple, c¢’est-a-dire la modélisation
de la situation ou les observations (y;;) sont divisées en m groupes. La majorité du temps,
les personnes qui utilisent ce modele cherchent a savoir s’il y a une différence entre les
moyennes des observations de chaque groupe. Nous supposerons que les observations sont

normalement distribuées.

2.2.1 Modéle avec un effet fixe (ANOVA)

Nous allons débuter par le modele usuel, ¢’est-a-dire avec un effet fixe, et nous regarderons

ensuite le modele avec un effet aléatoire.



a) Le modéle

Nous considérons le modele suivant.

Elyi;] = 1+ a;
(2.1)

yij ~ N(p+ o, 0?) indépendantes

m
Sous la contrainte Y n;a; = 0 pour ne pas qu’il y ait d’ambiguité sur u. En procédant
i=1

comme cela, p désigne la moyenne globale de la population.

Ou = 1,...,m représente le i¢ groupe et ou 7 = 1,...,n; représente la j¢ observation

m
du ¢ groupe. Ainsi, u + «; représente la moyenne du groupe ¢. Aussi, notons N = Y n,.
i=1

b) Les sommes de carrés

Voici les sommes de carrés qui interviennent dans ce modele.

Notation Expression Carré moyen Signification
SCE g:l é:l(yz —3.)? | CME =& Carrés expliqués
SCR 531 ;:fl(yij —4:.)> | CMR = % Carrés résiduels
SCT gjl jg;l(yij —.)? — Carrés totaux

Tableau 2.3 — Tableau des sommes de carrés, ANOVA avec un effet fixe

Avec SCT = SCE + SCR.

c) La vraisemblance

Voici une proposition concernant la vraisemblance.

10



H'Ms

Proposition 2.1. L = (2n02) M2 exp (—21 %: (yij — p — ai)2>

Démonstration.

m n;

L= H H fyij(yij)
i=1j=1
ﬁ ﬁ —(yij—(nta;)?
= 202
i=1j=1 V 271'0'2

m

_ 1 L
= (2702) M2 exp (—202 SN (yiy—p— ozz-)z) O
i=1j=1

=197

Voici maintenant la log-vraisemblance.

N N 1 i
[=log L = ) log(27) — 5 log(o?) — ) > N (yij — p— i)’ (2.2)
0% i=1j=1

d) Les équations du maximum de vraisemblance et leurs solutions

les solutions du maximum de vraisemblance seront notées avec un point et les estimateurs
du maximum de vraisemblance seront notés avec un chapeau (ex. 62 la solution versus

62 l'estimateur de o?).

Proposition 2.2. Les solutions du maximum de vraisemblance sont

Démonstration. Voici les équations obtenues lorsque les dérivées partielles sont égalées a

0.

11



ol 1
@ ngz Yij — _ai):O

i=17=1

ol 1 &
e —Uj(ﬂ;(yij—u—ai)—o

ol N mo
s = 0= s+ g 33y gm0

=1 j=1

Les solutions de ces équations sont données par

1 m z
722%1
i=1j5=1
' B 1 2 1 .
G =T = Yo = — > iy = 3 2D Y
v j=1 i=1j=1
1 1 & SCR
‘2 _ . _
NZ;Z:: Yij — ;JZI Yij — z. N ]

Ces derniers résultats représentent les solutions du maximum de vraisemblance, mais
pas nécessairement les estimateurs, car pour étre un estimateur viable, la solution doit
étre dans le domaine possible du parametre. C’est pourquoi les solutions sont notées

différemment des estimateurs.

e) Les estimateurs du maximum de vraisemblance

Puisque 1 € R, ¢&; € RV i et que 6% > 0 alors ce sont aussi les estimateurs du maximum

de vraisemblance, ainsi

12



Proposition 2.3.

I
q.

=
I
=

f) Les lois des estimateurs

Avec un peu de calcul, il est possible de montrer que les lois de ces estimateurs sont les

suivantes et qu’ils sont indépendants 'un par rapport a ’autre.

Proposition 2.4.

Rappel 1. Y ~ X%d) indique que la variable aléatoire Y suit une loi du khi carré centrée

avec d degrés de liberté.
Y ~ x%¥(d,\) indique que la variable aléatoire Y suit une loi du khi carré non centrée

avec d degrés de liberté et un parameétre de décentralisation .

Démonstration pour l'indépendance. 1l est possible de montrer I'indépendance entre ces

trois estimateurs a ’aide des énoncés suivants.

(yij — ¥i.) est indépendant de ;.
= (y;; — ¥i.) est indépendant de y.

= (yi; — ¥i.) est indépendant de (y;. — ¥..)

13



Et que

(y;. — y..) est indépendant de ..

Donc fi = .. est indépendant de &; = (4;. — 3..) et 62 = f(y;; — ;) est indépendant de

Puisque que o2 est inconnu, il faut trouver d’autres lois pour fi et &; qui ne dépendent

pas de 2.

Proposition 2.5.
= p

~ (N
S/\/N (N—m)

Rappel 2. Y ~ ty) indique que la variable aléatoire Y suit une loi de Student avec d

degrés de liberté.

Proposition 2.6.

~t N—m
Ou s? = ﬁ?ﬁ . Ces dernieres lois découlent du fait que &; et i sont indépendants de
5% et de la loi de 62.
Rappel 3.
Z
T "~ tw
U/k

Ou Z ~ N(0,1) et U ~ x{,) indépendantes.

Remarquons que /i est sans biais pour p, que &; est sans biais pour «; , mais que 2 n’est
b. . 2 C, . 1 . .l. 1 A 2 . l . b. .
pas sans biais pour o-. C’est pourquoi, plusieurs utilisent plutot s* qui lul est sans biais.

En effet,

14



NA2
(]
o
N
= SE[6* ] =N —m
o e (2.3)
= E[6%] = 2

g) Tests d’hypothése et intervalles de confiance

Avec les lois trouvées précédemment, il est possible de dériver les tests d’hypothese et les
intervalles de confiance pour les trois parametres. Un autre test qui peut étre effectué ici

est le test du rapport de vraisemblance pour ’hypothése nulle Hy : a; = 0 Vi. En effet,

Proposition 2.7. Il y a deux tests possibles pour tester Hy : a; = 0 V1. Premierement,

il est possible de tester [’hypothese nulle avec la statistique de Fisher suivante

NS

m,(@—@ﬁ/@wﬁ) cuE

1
- ~ S Nem

(s — i) / (N-m) CME

=1

=

F=

M
1T

I
—

J

Il
—

7

Ou, deuziemement, avec la statistique suivante qui représente le test du rapport de vrai-

semblance.

m—1
—21 A=N1 <1
og og +N

F) ~ X?m—l)

Rappel 4. Y ~ Fj; indique que la variable aléatoire Y suit une loi de Fisher avec dy

(numérateur) et dy (dénominateur) degrés de liberté.

15



Démonstration. Commencons par trouver la vraisemblance sous Hy.

m n;

L(p, o = 0,02) = (27r<72)_N/2 exp ~552 ZZ Yij —
0% i=1j=1

m n;

N N
= l(ﬂ? Q; = 07 02) = _5 10g(27T) - 5 lOg Z Z Yij —

i=17=1

Ensuite, les équations du maximum de vraisemblance sont données par

1 m ng
0222 Yij — ) =0
i=1j5=1
m g
=D vj=Nu
i=1j=1
= flo =Y.
ol N mo
i=1j=
ﬁwgg(?ﬁj—ﬂ) = 52
0 1 -

Z .(yw ﬂ())z

Donc calculons L(8y) et L(6).

16



L(6y) = (2765)~ N/QeXp[ — Z Yij — ]
0 i=1j=1
<)

= (2m63)” N/Qexp( i

i=1j=1

—N
= (27T0A'2)7N/2 exp (2>

L(9) = (276”) " exp [ =3 ZZ Yij — o — G 2]

Donc le rapport des vraisemblances est donné par

A L0y (a3 <SCT>—N/2
LG \&? ~ \SCR

Ensuite, en prenant le logarithme naturel et en multipliant par —2, 'expression devient

m—1 9
—2log A = N log <1 + N—mF> ~ X(m-1)

Oou F = — CME fm 1
CMR —m
Z Z yzg yz /(N m

de la loi de Flsher, du fait que LSE—QR ~ X%me), sous Hy, Sf—zE ~ X%mfl) et qu’elles sont

sous Hy. Ceci découle de la définition

indépendantes (voir la section B.1 des annexes et le tableau C.1 dans les annexes). De

plus, les deux statistiques sont équivalentes puisqu’elles varient dans le méme sens. En

effet

17



0 m—1 N m—1
WNIOg(1+N—mF>:1+HFN—m
~ NSCRm-—1
~ SCT N-m
~_ N(m—-1)SCR
(N —m)SCT
>0

Nous avons donc deux statistiques équivalentes pour le méme test (Hp : a; = 0 Vi), mais

une est exacte et 'autre est approximative. O
Rappel 5.
U,/d
1/dy N ]—"jl
Us/ds 2

Ou Uy ~ X%dl) et Uy ~ X?dg) indépendantes.

Rappel 6. [Wil08] et [MGB73] ont démontré que la loi asymptotique de —2log(A) est la
loi du khi carré avec comme degrés de liberté, la différence entre le nombre de parametres

estimés dans le modéle complet et le nombre de parameétres estimés sous Hy.

2.2.2 Modéle avec un effet aléatoire (ANOVA aléatoire)

Présentons maintenant la théorie du modele de I'analyse de la variance a un facteur

aléatoire.

a) Le modéle

Le modele est traditionnellement écrit comme suit.

18



Elyijlai] = p+ a;
Yijla; ~ N(u+ a;, 0?) indépendantes (2.4)
a; ~ indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d) N(0, o2)

Ou, encore, i = 1,...,m représente le ¢ groupe et ou 7 = 1,...,n; représente la j°¢
observation du i€ groupe. Ainsi, u représente la moyenne globale et i + a; représente la

m
moyenne du groupe i. Aussi, nous noterons encore N = 3 n;.
i=1

Il en découle que Ely;;] = E[E[y;;|a]] = E[p + a;] = p.
b) Les covariances entre les observations

Rappelons tout d’abord deux propriétés des variances et covariances conditionnelles.

Proposition 2.8.
Var(y) = Vary(E[y|u]) + Eu[Var(y|u)]

Proposition 2.9.

cov(y, w) = covy(E[ylu], Elw|u]) + E.[cov(y, w|u)]
Les preuves se retrouvent a la section B.2 des annexes.
Les variances et les covariances sont donc données par
Proposition 2.10. Var(y;;) = 02 + o2

Démonstration.

Var(y;;) = Var(E[y;j|a;]) + E[Var(y;j|a;)]
= Var(u + a;) + E[o?]

=02 +0° [l

19



Et,

Proposition 2.11. cov(y;;, yi) = o2 avec j # 1

Démonstration.

cov(Yij, yir) = cov(E[yislas], Elyalai]) + Elcov(yij, yalas)]
=cov(p+a;, i+ a;)+0
= cov(a;, a;)

= g2 O

a

c) Les sommes de carrés

Voici les sommes de carrés qui interviennent dans ce modele.

Notation Expression Carré moyen Signification
SCE z§:1 32_: (i —y.)* | CME = 5¢E Carrés expliqués
SCR g:l éﬁl(yw )2 | CMR = SCE | (airés résiduels
SCT gjl é: (yij — 5.)° - Carrés totaux

Tableau 2.4 — Tableau des sommes de carrés, ANOVA avec un effet aléatoire

Avec SCT = SCR + SCE.

d) La vraisemblance

La vraisemblance n’est pas aussi simple que dans le cas avec un effet fixe, puisque les

observations ne sont pas toutes indépendantes. Par contre,
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Proposition 2.12.
yi ~ N(ul,,, V) indépendants

OUy; = [Yi1, Yiz, - - - Yin, ]! €t Vi = 021, + 02T, avec 1,,,, la matrice identité d’ordre n;,
Jn,, la matrice carrée d’ordre n; contenant que des 1 et 1,,, le vecteur de longueur n;

contenant que des 1.

Démonstration. Premierement, les y; sont indépendants par construction. En effet, pour
1#£k
cov(Yij, yxt) = cov(Elyijla, axl, Elym|ai, ar]) + Elcov(yij, ywlai, ar)]
= cov(p + ai, i+ ag) + 0
= cov(a;, ax)

=0

Puisque les y;; sont de loi normale, ils sont indépendants. Et les parametres de la loi

normale proviennent des calculs faits plus haut sur la variance et la covariance des y;;. [

Voici deux propositions sur V;.

Proposition 2.13.

2
vl = iy
’ o2 o%(0? +mn02)

Et
Proposition 2.14.

Vil = (6% + niol)(o?)™ !

Les preuves sont directes en utilisant les propriétés de la section A.1 des annexes sur les

vecteurs et matrices de uns.
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Voici maintenant la vraisemblance.

Proposition 2.15.

I — H{ nZ/QO_ T+ o ) 1/2< ) (nifl)/Q}

=1

T exo (—2 0y — o) (S = 73, ) (3 — i)
. X . T n; Yo in; — n; T n;
ey PAT Wi T A | 2t o2(0% +n;o?) Yoo Hins

Et done,
N
l=logL=—— log(27r - = Zlog no2) — 5 m log(c?)
=1
202 ;; Yij — 202 Z o2 + nZO-Q — nip)?
Démonstration.

1 -
(2m) 2 V2 exp (=5 = L) Vi i = L))

h
[
ek

1

.
Il

I
—s
L—
—~
©)
3
SN—
5
<
[\
—~
)
[\
+
3
S
q
(V)
SN—
L
~
[\
—~
)
&)
S—
El
|
=
~
[\
—_

<.
Il

. f[ [exp <_;(Yi —pul,.) (;21% — QU‘I)Jm) (yi — ,ulni)ﬂ

02(0? + n;o?

Et donc,

l=log L = Zlog [ 2m)” "2/2(0 + n;o ) 1/2( ) (ni—1)/2 exp(*)}
=1

m . 1 ; — 1
— Z [—ZZ log(2m) — = log(o® + nioy) — o 5 IOg(UQ)}

2

=1

m 0_2
+> |- o
=1

1) (yi — ply,) + =55 —r

202
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N 1 & N-m '
= ——log(2m) — = zjlog(a2 + niaﬁ) - log(aQ) ~— 53 Z Z(ym - N)2
2 2= 2 20° ;3
U m n; Uz
2—2 nUQ D Wi = 1) D (v — )| (v — pln,)
-1 a |j=1 i=1
N N—m 1 m. N,
=~ log(2m) — 5 Zlog o +niog) — —5—log(0®) = 55 > 3 (i — 1)’
= i=1j=1
202 Z T 02 —nip)1y, (yi — pln,)
T
N
=5 log(2m) — = Zlog o° 4+ nio ) 5 m log(JQ)
=1
m n; 0_2 m 1
a 2
2 53 ZZ yw 202 Z m(yi- — m‘,u)
i=17=1 i=1 a
. 2
On * = =3 (vi — #ln)' (sapr iy Tn + 321, ) (vi — il -

e) Estimation dans le cas ou les données sont équilibrées

La vraisemblance

La vraisemblance est beaucoup plus belle dans le cas ou les données sont équilibrées
(« balanced data » en anglais). Par données équilibrées, nous parlons du cas ou n; = n Vi.
Cela simplifie beaucoup le calcul des solutions du maximum de vraisemblance. En effet,
la log-vraisemblance devient

Proposition 2.16. | = — log(27) — 2 log(\) — w log(0?) — SCE _ SCE mn%

Ou A\ = o2 + no?.
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Démonstration.

l=logL=— 5 log(27) — — log(o? + no?) — 5 log(c?)
I ¢ 2 o, o~ 2
- @ z:l 2:1(:%] M) + 20_2(0_2 + 710'2) z(nyz - n,u)
i=1j= al i=
N 1
=3 log(27) — %log(a2 +no?) m(n2 ) log(o?)
1 m n ) TLQO'Z m )
~ 53 ;]21(% ) 202(0? + 10?) H(yz — 1)
-1
= ——log(2m) — —log(\) — m(n2 ) log(o?)

et

Les équations du maximum de vraisemblance et leurs solutions

Proposition 2.17. Les solutions du mazximum de vraisemblance sont données par

=.
I
<



5 SCR
G2 Pt
m(n — 1)

5, (1—=1/m)CME—-CMR

@ n

Démonstration. Les dérivées partielles par rapport a chaque variable (u, 02 et \) sont

les suivantes.

_ ot _mn(y. —p)

=g =%
. ol _—m(n—1)+SCR_—m(n—1) o SCR
“ T 002 202 204 20* m(n — 1)
ol —m  SCE  mn(y.—p)? —m ( SCE) mn(y.. — p)?
b= T e Tae M) e

En égalant ces dernieres dérivées a 0, les solutions sont les suivantes.

=7
dQ:C’MstciR
m(n — 1)
A:SCE:(1—1>CME
m m

Il en découle que

5 A—02 SCE/m—SCR/m(n—1) (1—1/m)CME —CMR -
O-a — == —
n n n

Les estimateurs du maximum de vraisemblance

Puisque le domaine possible pour p est les réels et que sa solution (f) ne dépend pas

2

de 6% ou 62, i = j1 = y.. € R. Pour l'estimateur de o2, il faut qu’il soit dans les réels

positifs. Puisque 62 = CMR > 0, & moins que v;; = ¥;.Vi ce qui est peu probable et
Yij
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qui n’est pas intéressant, il est raisonnable de dire qu’il est dans le bon domaine. Par
contre, puisque 62 dépend de &2, ils doivent étre étudiés ensemble. C’est-a-dire que la
paire d’estimateur (62, 62) doit étre dans I'espace de dimension deux possible de la paire
de parametres (02,02). Lorsque 62 > 0, il n’y a pas de probléme, les solutions sont
également les estimateurs. Lorsque 2 < 0, 'estimateur de o2 est posé a 0, car il doit étre

dans les réels non négatifs. Ensuite, pour trouver 'estimateur de o2 dans cette situation,

il y a la proposition suivante.

Proposition 2.18. La solution du mazimum de vraisemblance pour o* lorsque o2 = 0

est donnée par 63 = 2

Démonstration. 11 suffit de remplacer o2 dans la formule de la vraisemblance par 0 et de
trouver une nouvelle solution du maximum de vraisemblance pour o2. Le logarithme de

la vraisemblance devient

N m mn —m SCR SCE mn(y. — p)?
2 2 _ 2 2
Z(M7O- ,O'a—O) __Elog(Qﬂ-)_Elog(a )_ 9 lOg(O' )_ 202 - 9252 - 202
N mn o SCT  mn(y.— p)?
=~ los(2m) — 5 loe(0n) — 5 G - =5

Donc, il en découle que



= 0
o 202 20* 204
SCT  mn
250 262
0 0
o SCT
0-0 —
mn
En résumé, les estimateurs sont les suivants.
fi=19.
CMR i 1 - L)CME > CMR
scr 1-L)CME < CMR
CME >CMR

(1— 1/m C’ME CMR si 1
— m
Ua - . 1

0 - LYCME < CMR

Espérance et biais des estimateurs

Regardons maintenant si ces estimateurs sont sans biais.

Proposition 2.19. E[ji] = p

Démonstration.
Ep) =E[g.]= =2 D> Elyyl= - =p
N =1 7=1 ’ N

Proposition 2.20. E[5?] = o2

Démonstration.

E[6?] = E[CMR] = ¢*

Les détails pour E[C'M R] se retrouvent a la section B.3.1 des annexes.

Proposition 2.21. E[¢?] = (1 — l) o2 — a2

m mn

27
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Démonstration.

1
E[62] = ~E [(1 - ) CME — CMR
n
_ 1
- (1 - ) (CME] - —E[CMR]
n
(1 )(a + no?) — o?
n
2
_ (1 _ 1) o2 2
m mn
Les détails pour E[C'M E] se retrouvent a la section B.3.1 des annexes. [

Donc l'estimateur de p est sans biais, mais pour les deux autres, les calculs précédents
représentent ’espérance des solutions et non des estimateurs. Les espérances des estima-

teurs s’écrivent comme suit.

T
E[6%] = (1 — p) E[CMR|52 > 0] + pE [%'di < 0}

(2.6)
E[6:] = (1 —p)E[o7|o7 > 0]
avec
p:IP’{< _ )CME< OMR}
" (2.7)
_ 1 2 :
_ P{FZ,?(’; > (1 - ) (1 + "‘72)}
m o
Car SC—R ~ X( (n—1)) €t MQC:FEG 5 ~ X%m—l) et ils sont indépendants (voir la section B.1 des

annexes et le tableau C.1 dans les annexes) donc

SCR/o?
m(n— CMR 2 m(n—
-0 _ [0°  pme- (2.8)

no2+o2) m—1
% CME/(no?+ o?)
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Variance des estimateurs (et leur loi)

Pour fi, la variance (exacte) peut étre calculée, en effet,

Proposition 2.22. Var(f) = Var(y.) = o2 +no?

mn

Démonstration. Voir la section B.3.1 des annexes. O

Donc la loi de ji est donnée par

(2.9)

N o? +no.
MNN<M,

mn

Pour les autres estimateurs (02 et 02) la variance exacte n’a pas de forme explicite comme
leur espérance. Par contre, il est possible de calculer leur variance asymptotique. Il y a un
résultat concernant la loi asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance

qui dit que (présenté pour deux estimateurs, mais se généralise facilement pour plus)

Théoréme 2.1 (Loi asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance).
& a loo lag))
M B lap s
Ou & etB sont les estimateurs du maximum de vraisemblance de o et B respectivement.

Aussi, lo, lop €t lgg sont les dérivées secondes du logarithme de la vraisemblance par

rapport auzr variables en indice.

Il en découle que

Proposition 2.23.

&7 d B =y D)
LATQ] ~ N l02] , 20 -1 1 ( A2 1 )
a a mn(n—1) n?2 \\mo? m(n—1)
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Démonstration. Le théoreme 2.1 dit que

52 Lege Loy)\
Var [5\] - <_E <ZJ2A %Y

Ou « Var » qui désigne la matrice de variance-covariance pour un vecteur de variable
aléatoire ou pour une variable aléatoire multidimensionnelle. Donc, en dérivant encore [

et l,2, il s’ensuit que

[ aae ”?l - m(n-1) SCR
ot (0022 204 ob

9%l
O0MOo?

102)\: :O

2l m  SCE  mn(y. —p)°

l = — =
MTON? T 2 A3 A3

Ensuite, en prenant le négatif de I'espérance de ces dérivées secondes, il s’ensuit que

—m(n—1) 2m(n—1)c* m(n—1)
~Elloo2] = 204 * 206 T 20t

“E[l25] =0

“Eln] = 55 N3 A3 e
_m— 2 2
2N2 2\2
. m
T o2
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Car E[y?] = p? + -2, voir la section B.3.1 des annexes.

mn’
Avec tous ces résultats, il est possible de calculer la matrice de variance-covariance asymp-

totique de chaque estimateur.

52 m(n—1) -1 20" _
Var 7~ 204 0 — [ m(rn-1) 02
A 0 s 0o =
2

Ensuite, puisque 62 = (A — 6%)/n, la matrice de variance-covariance asymptotique des

estimateurs du maximum de vraisemblance des variances est la suivante.

f) Estimation dans le cas ou les données sont non équilibrées

La vraisemblance

Procédons de fagon semblable en posant \; = 02 + n;02. La vraisemblance est donc

donnée par (apres quelques manipulations)

3

Proposition 2.24. | = —%Nlog(?w)— 52 QA.“)

%i ‘ log()\i)—%(]\[_m) log(az)—SCR_i;1 ni (Gi.—

Les équations du maximum de vraisemblance et leurs solutions

Proposition 2.25. Les solutions du maximum de vraisemblance ne sont pas toutes ex-

plicites, mais voici les équations les plus simplifiées

n;Y;.
i (5'2 —I— n,ag
n;

10

=-
I
3|1

1 0"2 —I—?’LZO'(%

)
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) -3 ~0

0'4 é'z (0'24’7%0'2)2 i=1 O'2+7L10'g

=1

m m

i=1 (62 +n;02) i1 6% +n0;

Démonstration. Trouvons premierement les dérivées partielles pour chaque parametre.

o = s = g+ = 3 o) s - 35 5 (M
S S () e 2 (e )
o SR ISt Sl
2 = o = 5 3 o (080 Gy = 3= 1 (M0 =) 2
-3 () 2 (M )
_ _; g:l 7;\: i i ”3(9;)\; 1)

En égalant ces équations a 0, il s’ensuit que

NG Y. mo NGy mo
ETh A ene  Glo/Ver)]
R TR T B ()

— —_— (Y.

i=1 N\ i=1 02 4+ n,;02 i=1 Y
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avec &y = 6% + mio? ot Var(gi) = 62+ L6

n

La solution pour u a une forme explicite (mais qui contient des inconnues) et elle est

une moyenne pondérée de y;. par I'inverse d'un estimateur de sa variance (car Var(y;.)

o2+ %02). Par contre, les solutions pour les deux parameétres de variance n’ont pas de
1

forme explicite, il faut donc les calculer numériquement.

Les estimateurs du maximum de vraisemblance

Aprés avoir trouvé numériquement les solutions des équations précédentes pour &2 et

52, les estimateurs sont les suivants.

Proposition 2.26. Si 52 >0 :

Sio2<0:

Démonstration. Lorsque o2 est remplacé par 0 dans la formule de la vraisemblance, les
A; ne dépendent plus de ¢ donc ils deviennent seulement A et la formule devient la méme

que dans le cas ou les données sont équilibrées. Aussi, nous remarquons qu’il n’y a pas

=
ﬁd\



2

de condition sur ¢“, car il est possible de montrer que L atteint son maximum en une

valeur positive de o2. En effet,

lim log L = —o0
a2—0
lim log L = —o0
02—00

Donc L — 0 lorsque o2 tend vers 0 ou vers oco. La figure 2.1 représente une esquisse de

la vraisemblance (L) en fonction de o2 O

Esquisse de la vraisemblance (L) en fonction de &

Figure 2.1 — Esquisse de la vraisemblance par rapport a o?

Espérance et biais des estimateurs

Dans le cas ou les données sont non équilibrées, les espérances des estimateurs de u,

o? et de 02 ne peuvent pas étre dérivées analytiquement, car la probabilité que &2 soit
L e - . , ,

négatif n’a pas une forme explicite. De plus, puisque les espérances n’ont pas de forme

explicite, il est ardu de savoir si les estimateurs du maximum de vraisemblance sont sans

biais ou non.
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Variance des estimateurs (et leur loi)
Par contre, il est possible de trouver la matrice de variance-covariance asymptotique

des estimateurs du maximum de vraisemblance en procédant comme dans le cas ou les
données sont équilibrées.

Proposition 2.27.

m —1
>l 0 0
N 2 2
i o (zl 7 J”Wa)
m 2 m
A2 ~ 2 2 n 2 n;
ol =N | o], 0 DX —5 X
6—2 0.2 =1 "1 =1 "
a a 2 &, 2 (N-m |, & 1
0 “HX 3 Dl TXw
=1 "1 =1 "

2
m 2 m m 2 m
oiD=Nm B B Lo (Sa)
1 q 7 =1 "

=1

= aizu = — éiz
s aiglﬂ - il n,(g;.%— 2
Vot a/?;ffg T i ng@;,%_ Z
R B
Loz 8082202 _ N2;4m B SSGR N ;g;% - g ni(yi.)\?— 1)’



En prenant le négatif des espérances des dérivées partielles calculées plus haut, il s’ensuit

que
n;
Ell,.] 25
E[lwz] =0
E[lwg] =0
13 n
Ell = — —
[ 0202] 9 ; Z2
N—-m 121
—E[lazgz] + — Z —
204 24\
1 n?
—-E|l = — —~
== 5 Z:Z1 3
Donc,
m -1
R S 0 0
/1/ 7/:1 ' m m
Var |62| ~ 0 J\;;Zn‘i_%Z)\% %Z%
0‘2 1 m :L:l 1 Zal n?
0 2 2 2 2%



Et donc, il en découle que

et
A % S Ty
) 2 m% 2
Var 2 %5 BV
@ _Zﬁ ot +ZF
i=1 " i=1""
2
OwD=Nm$m | 515 (5 m) " Plys de détails sont fournis & la secti
uD ="+ 22— |2 ) . Plus de détails sont fournis a la section
=17 =1 %= i=1 "
H

B.3.2 des annexes.

g) Tests d’hypothése et intervalles de confiance

Pour la moyenne globale p

Voici une proposition pour le cas ou les données sont équilibrées.

Proposition 2.28.
J.—

"~ l(m-1)
\VCME /mn

Démonstration.

SCE )
no? + o? ™~ X(m-1)
et

v ~ N(0,1)

%(03 + %02)
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o2 +nag
mn

Puisque i = 3. ~ N (,u, ) (voir I’équation 2.9)

Puisque SC'E est une fonction de (y;.—..) et fi est une fonction de .., ces deux statistiques
sont indépendantes. Ainsi, en divisant la loi normale par la racine de la loi du khi carré

sur son degré de liberté, il en découle le résultat souhaité. O]

De plus, avec cette statistique de Student, il est possible de construire facilement le test

d’hypothese et les intervalles de confiance sur pu.

Pour o2

Proposition 2.29. Un intervalle de confiance pour o est donné par

SCR SCR

X%N—m),l—a/Q 7 X%N—m),a/Q

IC(0%) =

Démonstration. Remarquons que (Nom)s® _ SCR ., 2 dans le cas ou les données

. q q p = =3 X(N—m)

sont équilibrées ou non. O
2

Pour o

Proposition 2.30. Dans le cas ou les données sont équilibrées ou non, il est possible

d’utiliser une statistique de Fisher pour tester Uhypothése nulle Hy : 02 = 0. Il suffit de

CME

rejeter Ho si F'= &g

m—1
> FN—m,l—oz'

Démonstration. Les détails de la preuve sont présentés a la section B.3.3 des annexes. [
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h) Prédiction

Voici une définition pour la meilleure prédiction au sens des moindres carrés.

Définition 2.1. BP(Y) = E[Y|X] dans le cas d’un modéle Y = X + e, avec BP

représentant la meilleure prédiction (« Best Predictor »).

Dans ce contexte, nous voulons les meilleures prédictions des a; en ayant acces aux

données (y;;). La portion des données qui est pertinente pour les a; sont les g;.. Il s’ensuit

que
Proposition 2.31. BP(a;) = E[a;|y] = UQJF‘;%/W(QZ-. — 1)
Démonstration.

Elas|y] = Ela|7:.] = Ela;] + cov(as, 7:.)[Var(%:.)] ™ (. — E[7:.])

0.2

=0 & _i- _
+a§+02/ni<y 2
2
O, _
- 0_3_’_0_2/7% (yl ,U,)

Car, premierement, a; et y; sont de lois normales donc il est possible de dériver leur

espérance conditionnelle a ’aide des propriétés de la loi normale multidimensionnelle.

Rappel 7.
E[X,| X1 = 1] = pa + S35 (@1 — 1)

Xy U1 Y11 22
on e~ (1] (52 52))

Deuxiéemement, car,
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cov(a;, yi.) = Ela;y;.] — Ela;]E[y;.]
= E[a;y;.]
= E[E[a;y:]ai]
= E[a;E[y: ]ai]]
= Efai(a; + )]

= o2 L]

a

Il y a un petit probléme ici par contre, o2 et o2 sont tres souvent inconnus donc il serait

mieux d’utiliser leur estimateur. Il est donc possible d’estimer la meilleure prédiction par

A2
- 55 g, _ N
a; = BP(a;) = m(% —R) (2.10)

Si les données sont équilibrées, I'expression précédente devient

— 52

a; = BP(a;) = m(gv — ) (2.11)

2.2.3 Comparaison des deux modeles d’analyse de la variance

a un facteur

Voici deux tableaux résumés qui comparent les deux méthodes d’analyse de la variance a

un facteur, une en le traitant comme un effet fixe et 'autre comme un effet aléatoire. Les

tableaux représentent les résultats dans le cas ou les données sont équilibrées (n; = n Vi)
R . . : .

puisqu’il n’y a pas de forme explicite pour les estimateurs du maximum de vraisemblance

des variances dans le modele avec un effet aléatoire.
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Estimateurs | Fixe Aléatoire
fi 7. 7.
d’L gz - g -
% son SCR ) sOT
52 ) (171/m)C7]‘z/[EfCMR ou 0

Tableau 2.5 — Comparaison entre les différents estimateurs - ANOVA a un facteur

Tests Fixe Aléatoire
Hy:o; =0Vi| F=50E~Fy7) -
L2 _ CME -1
Hy:02=0 - F=gmE~ N,

Tableau 2.6 — Comparaison des tests d’hypothese - ANOVA & un facteur

Nous remarquons que c’est exactement le méme test et que les estimateurs se ressemblent.
Puisque les tests sont les mémes, nous pourrions nous demander pourquoi utiliser le
modele avec un effet aléatoire au lieu d’utiliser le modele avec un effet fixe. La différence
sera au niveau de la prédiction d’une nouvelle donnée sachant son groupe. Par exemple,
étudions le cas ou les données sont équilibrées et que la nouvelle donnée appartient au
groupe 7. Dans le cas de I'analyse de la variance avec un facteur fixe, la prédiction sera
it + &; = y;.. Par contre, dans le cas de l'analyse de la variance a un facteur aléatoire,

JRTIVE N ~ — 62 - — 62 - 52 — .
la prédiction sera ji + a; = y.. + W@Z —y.) = srrez i &EJF&/Q/ny... Donc, si nous

voulons faire des prédictions, nous devons choisir le modele minutieusement puisque les
résultats vont différer d’'un modele a I'autre. Par contre, si nous désirons uniquement
tester si le groupe a une influence sur ’observation, alors ¢’est moins crucial de choisir le

bon modele.
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2.3 Régression linéaire a une variable explicative

Pour cette prochaine section, nous nous intéressons a la relation entre deux variables
continues avec ou sans une autre variable catégorique. Nous ferons donc une régression
linéaire entre la variable dépendante (y;;) et la variable explicative (z;;) avec ou sans

ajustement pour une tierce variable (a; ou o).

Il faut tout d’abord introduire une nouvelle notation pour écrire les vecteurs et les ma-

trices en fonction de leurs éléments.

Soit uq, ..., u, des scalaires, des vecteurs ou des matrices, alors

Uy
{euwiting =

Unp

{l ui}?zl = [Ul, RN ,un]

u - 0

{d Uifiog =

De plus, il se peut que les indices soient omis si c’est évident. Voici donc la régression

linéaire sous sa forme la plus simple.
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2.3.1 Régression linéaire simple classique

a) Le modéle

Ely] = p + B,

(2.12)
y; ~ N (u + Bx;, 0%) indépendantes 1=1,2,...,N

b) Les sommes de carrés

Voici les sommes de carrés qui interviennent dans ce modele.

Notation Expression Carré moyen Signification
SO0 Szy2 CMC — ScC Carrés diis a la
Sea ! covariance

SCRR JXV: [(y — ) — Ze (g, — 3—3)}2 COMRR — Scrr | Carrés résiduels apres
, i L N

2 la régression

N
SCT > (yij — y)? - Carrés totaux

Tableau 2.7 — Tableau des sommes de carrés, régression linéaire simple

N N
Ol Spp = > (27— )% et ot Spy = > (27 — %) (y; — ¥)- 1l est aussi possible de montrer que

i=1 i=1

SCT = SCRR+ SCC.

c) La vraisemblance

La vraisemblance est facile a obtenir puisque toutes les observations sont indépendantes.

N
1
50z > (yi—p—Pxi)?
Proposition 2.32. L = (2r0) M2 * =
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(wi=n=B20% of le résultat est direct.

]

Démonstration. Remarquons que L = H me 27
Ainsi,
2

N
I = log(L) —JZV log(27) — ~ log(0?) o Sty u-fnf (213

d) Les équations du maximum de vraisemblance et leurs solutions

Proposition 2.33. Les solutions du maximum de vraisemblance sont données par

S., [SCC

Démonstration. 11 suffit de dériver [ par rapport a toutes les variables, d’égaler les ex-
pressions obtenues a 0 et de résoudre pour trouver les solutions du maximum de vrai-

semblance.

1 X )
002 202 20t ;(% i Bui)
Donc en égalant ces expressions a 0, il s’ensuit les équations suivantes.
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ol al C s
f—O:‘Zyl Np—BY ai=0= =y~ p7

=1

ol

N N N N
a5 :O;‘in%—uZwi—BZx? =0= 3 o=y wit+ )

ol N 1 X ) 1 X e
D07 =07 998 = ggr 20 i = Bui) = 00 = 5D (i — - F)

Le résultat est obtenu apres quelques simplifications. O

e) Les estimateurs du maximum de vraisemblance

Puisque les solutions du maximum de vraisemblance se retrouvent toutes dans le bon

domaine, les estimateurs du maximum de vraisemblance sont donnés par les solutions.

Proposition 2.34.

@
I
Sy
>
|
=
I
Q

f) Les lois des estimateurs

Les distributions des estimateurs du maximum de vraisemblance sont les suivantes.
Proposition 2.35.

(B (55
Al 7 y o | i=1

Démonstration. La preuve est a la section B.4.1 des annexes. O]

De plus,

Proposition 2.36. i et B sont indépendants de 62 qui suit une loi du khi carré. En
6’2
effet, 25 ~ Xin_a).
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Démonstration. La preuve de la loi de 62 et la preuve de I'indépendance sont a la section

B.4.2 des annexes. O

g) Tests d’hypothése et intervalles de confiance

En utilisant les distributions énoncées ci-haut, il est possible de dériver des tests sur les

parametres du modele.

Pour Hy: =0

Proposition 2.37. Rejetons Hy st

Démonstration. —2— ~ N(0,1), Y& ~ 2 et ils sont indépendants. O
N e (N=2)

Ou de fagon équivalente, puisque la statistique de Fisher suivante est le carré de la

statistique de Student mentionnée ci-haut, voici un autre test sur B .

Proposition 2.38. Un autre test (équivalent) pour tester l’hypothése nulle sur [ est

d’utiliser la statistique de Fisher suivante

SCC/1
I = ~ FL
SCRR/(N —2) N=2
Démonstration. % = SUCQC ~ X%l) , ]\%2 = S?zm ~ X%Nd) et ils sont indépendants.

]
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Pour o

Proposition 2.39. Un intervalle de confiance de niveau 1 — « sur o2 est le suivant

X%N—Q),l—a/27 X%N—Q),Q/Q

Démonstration. La preuve est directe en se servant de la loi de 62 (propriété 2.36). [

2.3.2 Régression linéaire simple avec un effet fixe (groupe) (AN-

COVA)

Voici la théorie de 'analyse de la covariance (ANCOVA), un modele qui est une combi-
naison de la régression linéaire simple et de I’analyse de la variance. Nous allons présenter

la théorie dans le cas ou les données sont non nécessairement équilibrées.

a) Le modéle

Elyi;] = p + ai + By i=1,....om;j=1,...,n
(2.14)
Yi; ~ N(+ a; + By, 0%) indépendantes

m m
Sous la contrainte que Y n;a; = 0. Posons aussi N = Y n;.

i=1 i=1
Ici, p représente 'ordonnée a 'origine de la population globale et «; représente la diffé-
rence entre 'ordonnée a 1’origine globale et ’'ordonnée a 'origine du groupe . Il s’ensuit

que l'ordonnée a l'origine du groupe 7 est pu + «.
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b) Les sommes de carrés

Voici les sommes de carrés qui interviennent dans ce modele.

Notation Expression Carré moyen Signification
SCE Zl il@zr —-y.)? CME = 5£ Carrés expliqués
i=1j=
SCR '21 Zél(yij — i) CMR = 3¢E Carrés résiduels
i=1j=
SCT '21 il(yij —7.)° - Carrés totaux
i=1j=
Sa:y2 scc Carrés diis a la
sec Sea OMC === covariance
UL _ 2 Carrés résiduels apres
SCRR i — Ui — 22 (v — 7:)| | OMRR = (CER p
z; ]21 [y Sl )} N-m-1 la régression

Tableau 2.8 — Tableau des sommes de carrés, ANCOVA avec un effet fixe

Ou S,y = i % (ij — i) (Yij — Yi.), Saz = in: f; (z;; — ;)% 1l est aussi possible de

i=1j=1

i=1j=1

montrer que SC'T'= SCE + SCR et SCRR + SCC = SCR.

c) La vraisemblance

Premierement, voici la loi de y qui est le vecteur de toutes les observations.

Proposition 2.40.

y ~ N(M]-N + {c 1nzal} + 5Xa INU2)

Ou x est le vecteur [11, . .

s T |-

Ainsi, la vraisemblance se déduit facilement puisque toutes les observations sont indé-

pendantes. Il en découle que
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N
2

Proposition 2.41. L = (2n0?)~

Démonstration. Remarquons que L = Z]_[1 ]Hl \/7 exp ( 57 (Yij — b — a; — wa) ) et le
résultat est direct. O
Ainsi,
N N mo
l=log(L) = —— log(27r) - — log Z > (yij — 1 — o — Bay)? (2.15)

=1 75=1

d) Les équations du maximum de vraisemblance et leurs solutions

Proposition 2.42. Les solutions du maximum de vraisemblance sont données par

b Sey _ [SCC
S{E.’E S(E{L'
2 SCRR
N

Démonstration. Pour trouver les solutions du maximum de vraisemblance, la log-vraisemblance
doit étre dérivée et les dérivées partielles doivent étre égalées a 0. Les équations obtenues

sont les suivantes.
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ol 1 & n
A =0=— Yij — b — o — Pay;) =0
alu 0_2 ;]2_:1( J ])
= Ny. — Ny — Zniai — BNz. =0
=1
= 1 = . — BZ.
ol 1 &
= 0= 5> (yy —n—a; — Bry) =
0= 35y~ ) =0
= N — Nipt — N — P =0
= & = fi — 1 — BT
= & = §i — §. — B(T — 3.)
ol 1 & X
aﬁ 0,2 ;; ]( J ,u B J)
i=1j=1 i=1 i=1j=1
i=1 j=1 i=1j—=1 i=1
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1 i=1
= B> > (@), —50) =D (wijyiy — UiTi)
i=1j—1 i=1j=1
Tij — T3 )(Yij — Yi
s O
= /8 = oy = S
Z Z (xij _ ji-)2 Tx
i=1j5=1
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@ =0 0_4 ZZIJZI Yij — U — Oy ﬂxw) —
= NO'2 — ZZ(yU . o, — ﬁxw)
i=175=1
. 1 2 . ' ‘
= 0" = NZZ(%J — i — & — Baij)?
i=1j=1
. 1 2 . 2
:>U2:NZ {y” o+ BT — G +y. + BT ..)_5131‘1}
i=1 j=1
Loy : 2 SCRR
72 = AT — Ys — . . —
= 0" = N ;j:1 [(yw yz-) 6(332] xl)} N
1 S, 2
R (Syy - Si;)
Ou Syy Z Z (yw z) = SCR .

e) Les estimateurs du maximum de vraisemblance

Il s’ensuit que 1 € R, &; € R Vi, A€ R et que 2 > 0 puisque c¢’est une somme de carrés
(voir Pavant derniére ligne dans les calculs pour 6% de la démonstration de la propriété

2.42). Les estimateurs du maximum de vraisemblance sont donc donnés par les solutions.

Proposition 2.43.




f) Les lois des estimateurs

A

La distribution multidimensionnelle des estimateurs ji, 5 et de &; est la suivante pour ¢

fixé.

Proposition 2.44.

[ n] e 7?2 + B —7. T.(%; —T.)
N Sxa; — = = = = = )2 Sza (N—n)
&; Q; (T —2.) =@ —2.) (T —2.)° + =5

Il y a aussi que

Proposition 2.45.

Z;. —%..)%02 0?(N—n; Z;.—Z. ) (Z5.—F..)02 o
by N o (z Sm) + (Zfl\’nz ) )b(‘zi Jo? WQ
&; ~ a;|’ (2.—2.)(3;.—3..)0% 52 (3;.—%.)%0° i o?(N—n;)

o

Démonstration. Les preuves détaillées de ces lois sont a la section B.5.1 des annexes. []

Pour 62, sa loi est donnée par

N

Proposition 2.46. 06;2 ~ X%N—m—l)

Démonstration. Nous avons montré a la section B.5.2 a) des annexes (voir aussi le tableau

C.2 dans les annexes) que

SCRR
~ X(N—m—l)

Ensuite,

, SCRR N&* SCRR  Né&
6° = = =

N = 02 o2 o2 ~ X(N-m-1) 0
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g) Tests d’hypothése et intervalles de confiance

Des tests d’hypothese et des intervalles de confiance peuvent étre déduits des lois des
estimateurs. Nous présenterons aussi les tests du rapport de vraisemblance et des tests
associés a une statistique de Fisher. Commencons par trouver L(é) qui est la vraisem-

blance avec comme parametres, les estimateurs.

Proposition 2.47. L(f) = (27T %)7 exp (_%>

Démonstration.

L(6) = (2%62)_% exp =

y (yw —Qy — Bxij>2)

1

=

>

1=
N i
= (2m6%) 72 exp
15=1

(v — 9.+ B2 — 5 + 9. + B(z: $-~)—3xz~j)2)

1=

53
=53

=17

SCRR\ > N
- () (3] m

= (2762)" 2 exp ~552 anzl (y” i — Blai; — EZ))2)

L’hypothese Hy: =0

Sous Hy, les estimateurs des parametres deviennent

. _ R L . 1 & & _ SCR

fo="7. Qio=0.—7. 5= N YD (i — i) = N (2.16)
i=1j=1

Remarquons que ce sont les mémes estimateurs que dans le cas de 'TANOVA a un facteur

fixe. Ceci est cohérent, car si § = 0 dans le modele de TANCOVA, nous retombons sur

I’ANOVA.

Proposition 2.48. [l y a deux tests qui peuvent étre utilisés pour tester [’hypothese nulle.

1l suffit de rejeter Hy si
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SCR

2
SCRR) Z X()1-a

N10g<

Ou st

B SCC/1
- SCRR/(N —m —1

F ) > ‘Fjl\f—m—l,l—oz

La derniére statistique de Fisher est le carré de la statistique de Student suivante.

A

b t
N&2 ~ U{(N-m-1)
\/SM(N —m—1)
Puisque sous Hy, B = % ~N (0, g—;) et ]\;‘22 = Sgém ~ X%N—m—l) et qu’ils sont in-

dépendants (SCC et SCRR sont indépendants sous Hy, voir la section B.5.2 des annezes

et le tableau C.2 dans les annexes).

Démonstration. L(0,) est donnée par

. SCR\ "2 1 )
L(6y) = (27T > exp | —=— 3. > (Yij — . — Ui + §..)°
N I 204 ;=5

SCR\"> | m

= (27 > €XP | — == Yi gz )2

( N i 265 S o /
= (ZWSCR>_I;] ex —N}
B N P17

L) _ (27%%") SCR ™2
Lo (2r50mz) N/ (SCRR)



_N. /SCR SCR ,
= —2log(A) = =2 —~log (SC’RR) = Nlog (SCRR) =X

Il est aussi possible de trouver une statistique de Fisher pour ce test. Pour cela, calculons

la somme des résidus totaux (modele complet) et la somme des résidus sous Hy.

Somme des résidus totaux = Z Z(yij — i — & — ﬁfmj)Q

m n; Sx ~ 2
=33 [ = e — e — )
i=1 j=1 zx
= SCRR
m n;
Somme des résidus sous Hy = Z Z(yij — fig — Guig)?
i=1j=1
=> > (i — )
i=1j=1
= SCR
Puisque SC?EIS%%RR = ségz%ch la statistique de Fisher est donnée par
SCC/1
F / ~ ‘Fll\f—m—l

" SCRR/(N —m—1)

Voir la section B.5.2 des annexes et le tableau C.2 dans les annexes pour les détails sur

les lois de SCC et SCRR. OJ

L’hypothese Hy: a1 = ... =, =0

Sous Hy, les estimateurs des parametres deviennent
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i=15=1
fio = .. — o
l ¥ - > SCRR
52 = — o — - — 0
0g = N Zzljl [yz] y.. ﬁ(](xzj x)} &

Remarquons que ce sont exactement les estimateurs de la régression linéaire simple

puisque nous ne considérons plus l'effet du groupe. Ceci est cohérent avec le fait de

poser les a; a 0. (Posons SCRRy = g: % {yij — . — Bo(%‘j — :E)r)

i=1j=1

Proposition 2.49. [l y a encore deux tests qui peuvent étre utilisés pour tester [’hypothése

nulle. Il suffit de rejeter Hy si

SCRR
N log ( SCRR ) > Xon-n1-o
Ol SCRRo = 3. 3 (5 — 4. = folwy; — 2.))?
i=1j=
Ou, si les données sont équilibrées,
SCE/(m —1) .
F = v
SCREJ(N —m—1) =/ N-m-t1-a
Rappel 8.
Uy /dy &
Uz/dg ng )

Ou Uy ~ X (dy, \) et Uy ~ X?d2) indépendantes.

Démonstration. L(0y) est donnée par
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. o 1 i A
L(fy) = (2r62) "2 exp [—262 SN (i — G+ ot — 5oxij)2]

0 =1 7=1

N
= (2m62) M exp {—2}

Lo L) _ (e e (SCRR0>
N 62 ~ \ SCRR

o

= ~2log(h) = =2 loe (Gang SCRR ) Xmn

~N. /SCRR, SCRR, ,
> % (Semr ) = Vo8 (Serm)

Ici, le degré de liberté est de m — 1, méme s’il y a une différence de m parametres entre
m

les deux modeles, ceci est dii a la contrainte > n;o; = 0. En effet, la contrainte fait qu’en
i=1

fin de compte, dans le modele total, nous n’estimons que (m — 1) parameétres «; puisque

le dernier «; est déterminé par les autres.

Il est aussi possible de déduire une statistique de Fisher pour ce test. Nous le montrerons
uniquement dans le cas ou les données sont équilibrées, c’est-a-dire que n; = n Vi et

x;; = x; Vi. Dans ce cas, réécrivons les estimateurs.

5 i=17=1 J
6 = m n B
Z Z (:Uj —)?
i=1j=1
ji=g.—pa
& =Y. — Y.

1 mn . .
6% = NZZ@” — §i. + BT — Pay)?

i=1j=1
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(z; = 2)(yi; — 7.)

Mz
M=

A 1=1j5=1

/60 - : m n
> X (ry—x)?
i=17=1

fio = 4. — Bo

S
HMS

Z (yi; — U + BoT — Box;)?

Ensuite, calculons la somme des résidus totaux (modele complet) et la somme des résidus

sous Hj.
Somme des résidus totaux = Z > (yij — p— Gy — BxJ)Q
1= j:1
= > (s — 5 — Bla; — 7))
i=1j=1
= SCRR
Somme des résidus sous Hy = Z Z(yw fio — Box;)
i=1 j=1
= > Wi — ¥ + BT — Po;)
i=1 j=1
=22 (—¥ Bo(% - 7))?
i=1 j=1
= SCRRy
Il est possible de montrer que SCRRy — SCRR = SCE, avec SCE = Z Z( y.)%

i=1j=

SCRRy—SCRR __ SCE  A:
Donc, SChR = <opp- Ainsi, la statistique de Fisher est donnée par
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n__ SCE/(m-1)
~ SCRR/(N —m —1)

m—1
~ ‘FN—m—l

Voir la section B.5.2 des annexes et le tableau C.2 dans les annexes pour les détails sur

les lois de SC'E et SCRR. OJ

Et si les données sont non équilibrées,

SCE/(m 1) L an
F = ~ 2 Z;.—T.. 2
SCRRJ(N —m —1) ~ 7 N-m-1 (B ) )

2.3.3 Régression linéaire simple avec un effet aléatoire (données
équilibrées)

a) Le modéle

Elyijlai] = p+ a; + Bx; i=1,....m;j=1....n
Yijla; ~ N'(u+ a; + Bz, 0°) indépendantes (2.18)
a; ~ ii.d N(0,02)

Remarquons qu’il s’agit de données équilibrées puisque n; = n Vi. Remarquons aussi
que la variable indépendante (x;) a les mémes modalités dans chaque groupe, c’est-a-dire
que 'observation (y) a été mesurée sous les mémes conditions (z1,...,z,) dans chaque
groupe. Un exemple de données pour lesquelles ce modele pourrait facilement s’appliquer
est 'exemple 2.3. Dans cet exemple, nous aurions m = 3 pour les trois groupes et n = 4
pour les 4 températures avec 1 = 10°C, 9 = 20°C, 23 = 30" C et x4 = 40°C et

aucune donnée manquante.
Il s’ensuit que Ely;;] = E[E[y;;|a;)] = Elp + a; + ;] = p + pz;.
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b) Les covariances entre les observations

Voici les variances et les covariances entre les observations.

Proposition 2.50. Var(y;;) = o2 + o*

Démonstration.

Var(yi;) = Var(Ely;|ai]) + E[Var(yi;]a:)]
= Var(p + a; + Bx;) + E[o?]
= Var(a;) + o2

_ 2
=o0,+0

Proposition 2.51. cov(y;;, yix) = 02 pour j # k

Démonstration.

cov(yij, yir) = cov(Elyij|a], Elyir|ai]) + Elcov(yi, yinlas)]
= cov(p + a; + Bxj, u+ a; + Bxy) + E[0]
= Var(a;)
= g2

a

c) Les sommes de carrés

Voici les sommes de carrés qui interviennent dans ce modele.
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Notation Expression Carré moyen Signification

SCE gjl jZn:l(@i. —7.)? CME = 3¢£ Carrés expliqués

SCR :1 jnl(yij —4i)? CMR = m‘?,?i) Carrés résiduels

SCT 521 jil(yij —y.)? - Carrés totaux
Say’ Carrés diis a la

scC CMC =S¢

covariance

Carrés résiduels apres
la régression

m n B _\]2
SCRR | X X [yij — i — gjj (w; — 37)} CMRR = m(icﬁf—l

Tableau 2.9 — Tableau des sommes de carrés, régression linéaire avec un effet aléatoire

(données équilibrées)

OU Spe = 3 S (x;—7)% et Spy = > 3 (yi; — i) (x; — T). Il est aussi possible de montrer
i=1j=1 i=1j=1

que SCT = SCE+ SCR et SCRR+ SCC =SCR

d) La vraisemblance

Pour pouvoir écrire la vraisemblance, trouvons tout d’abord la loi de y = [y11, - - -, Ymn)',

le vecteur de toutes les observations.

Proposition 2.52. La loi de y est donnée par

v (xi) v

OuX =1, Xy =1, ® [1,, x| et 00 xg = [21,...,2,]", o0 V =1, ® Vi =
L, ® (6%1, + 02J,,) et ou ® représente le produit de Kronecker (ou produit direct). Pour

la définition et quelques propriétés de cet opérateur, voir la section A.2 des annexes.
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Démonstration. Définissons

Yi1 1 T
yi= | 1,=|: et Xg = | :
Yin 1y, Ty,

Ou Xy = [1,,xg]. Ainsi,

yila; ~ N (Xo [g] + a;1,, U2In> indépendantes

=y, ~N <X0 [g] ,V0> indépendantes

Ou Vy = Var(y;) = 01, + 02J, en vertu des résultats trouvés sur les covariances des

observations. De plus, les y; sont indépendants puisque, pour i # k,

COV(yz‘j, ykl) = COV(E[yz‘j|% akL E[ykz|ai, ak]) + E[COV(yija ykz|a¢, ak)]

= cov(p + a; + Bxj, p+ ap + fr;) + E[0]

= cov(a;, ax)
=0
Posons maintenant
(3]
y={cyi}i, et a=|:
Am
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Il en découle que

E[y\a]:Xlg]—i—Za et E[y]:Xlg]

OuX=1,,®XgetouZ =1, ®1,. Donc finalement,

yla ~ N (X lg] + Za, O'2IN>

s x[g].v)

OuV = Var(y) =1, ® V.

]

Les propositions suivantes se démontrent en utilisant les arguments des sections A.1 et

A.2 des annexes.

Proposition 2.53. V' =1, ® (ﬁ(In — Tjn)>

2 —
\ o nog, o l
Out= g et Jp =~ J,.

Démonstration. En vertu des propriétés des vecteurs et matrices de uns, V!

2
g .
W(;mg‘] ). Par la suite, remarquons que
no? o2 o? o?
0?2 +no?  o2+02/n 02 +no?  no?

o (L —

En raison des propriétés du produit de Kronecker, V-! = I,@V;! = 1,,® (%(In —7J n))

Aussi,
Proposition 2.54. |V| = (¢2)"" V(g2 4 ng?)™
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Démonstration. En raison des propriétés du produit de Kronecker et des vecteurs et

matrices de uns,

(V] = [La|*[Vo|™
= |0, + 02T, |™
= [(0*)""}(0® + noy)]™
= (6®)™" V(52 4 no)™ O

Ensuite, la vraisemblance est donnée par

Proposition 2.55.

Lu, B, 0%, 02) = (27$N/2|V|—1/2 exp (—; (y - X lthV‘l (y -X M))

Démonstration. La preuve est directe avec la définition de la densité de la loi normale

multidimensionnelle. O

Donc, en prenant le log et en développant le terme de I'exponentielle, il en découle que
Proposition 2.56.

N 1 1 1
[ =log(L) = ) log(27) — 3 log(|V]) + iﬂtXtV_ly + §ytV_1XB

1 1 _
o E,BtXtV_IXB . §ytV ly
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Estimons premierement u et 3

Proposition 2.57. Les estimateurs du mazximum de vraisemblance de p et B (en suppo-

sant que V soit connu) sont

m = (X'VIX)"IX'Vy

Démonstration. En vertu des définitions et des propriétés de la dérivation de vecteurs de
la section A.3 des annexes, la dérivée de la log-vraisemblance par rapport a 8 est donnée

par

5 e o)y v
=XV (XYl ) < (2XV )

=X'Vly - X'V1X3

Le deuxi¢me égalité provient du fait que $y'V~'Xf est un scalaire donc 3y'V'Xg8 =

1 tv—1 t 1 gty -1 N7 —1 . L
Y V7 XB) =58 X'V7y et que X'V X est une matrice symétrique.

Maintenant, égalons la derniére expression a 0.

X'Vly - X'VIXB =0
=>X'VIXg=XVly
=B =(X'V'X)"'X'Vly
Et, puisque 3 € R2, 8 = . O
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Ensuite, remplagons V, X et y par leur valeur.

-be"

S(L'(L‘
Les détails se retrouvent a la section B.6.1 des annexes.

2

La vraisemblance modifiée pour estimer ¢? et o2

2 2

2 étaient connues, mais c’est

Jusqu’ici, nous avons supposé que les variances o° et o
rarement le cas. Il faut donc les estimer et nous allons utiliser la méthode du maximum de
vraisemblance comme pour tous les autres parametres. Méme si les estimateurs fi et B sont
déja trouvés, cette technique (maximum de vraisemblance) peut étre utilisée puisque les
variances (02 et 02) ne se retrouvent pas dans les formules de & et A. Les estimateurs des
variances peuvent donc étre trouvés indépendamment des estimateurs ji et B . Ainsi, nous

allons utiliser une log-vraisemblance modifiée notée I* = log(L(u = fi, f = B, 02, 02)).

La log-vraisemblance s’écrit comme suit.

1= """ log(2m) — 1 log(|V]) — 5(y ~ ©)'V ! (y — ©) (2.20)

Oﬁ@:E[y]:Xlg].

Proposition 2.58. Développons V ety — O dans la précédente expression et remplagons

1 par i etﬁparﬁ.

*

1 S QS*
I* = —3 [mn log(27) + m(n — 1) log(c?) + mlog(c? + no?) + ;; - (M

Oi St =% X (v — i = Ba;)? et on S5 = U BE)?.
1=1)= 1=
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Démonstration. Les détails des calculs se retrouvent a la section B.6.2 a) des annexes.

Remplacons B et fi par leur valeur dans les expressions de S} et S3.

Proposition 2.59. ST = SCE + SCRR

Démonstration.

A

(yij —fi— 5%‘)2

NE
M=

St =

-
Il
Il

—

1y

[yij — 3. — Bla; — 57)]2

)
M=

1j

SCT — 3%8,,

i
I
—

=SCE+ SCR - SCC
=SCE+ SCRR

]

Car, SCT = SCFE + SCR, SCC = BAZSM et SCRR = SCR — SCC. La derniere

égalité est un peu moins évidente, alors les détails se retrouvent a la section B.6.2 b) des

annexes.

Voici maintenant une proposition pour S3.

Proposition 2.60. S5 = SCE

Démonstration.
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Donc la log-vraisemblance modifiée finale est

SCE+SCRR  no?SCE

1
= —g |mn log(27) +m(n — 1)log(c®) + mlog(c? + noy) + o2 B 0%(0? + no?)

(2.21)

e) Les équations du maximum de vraisemblance et leurs solutions

Enoncgons ici les équations du maximum de la vraisemblance modifiée pour les variances

seulement (02 et 02) puisque cela a déja été fait pour p et f3.

Proposition 2.61. Les solutions du mazimum de la vraisemblance modifiée sont données

par

o SCRR
0% = ———
m(n — 1)
32
52 =1 Kl—l)CME—CMR 4 PO
n m mn(n — 1)

Démonstration. Lorsque [* est dérivée par rapport a o2 et 02 et que ces expressions sont

égalées a 0, il en découle que

ol* mn nSCFE SCFE

=0= — =0=6"+no.=—— 2.22
Jo? 2(0% 4 no?) * 2(0% 4 no2)? oo m (2:22)
or 0= —m(n—1) m SCE+ SCRR no;SCE(20° +no2) 0
do? 202 2(0% + no?) 20* 204(0? + no?)2
= m(n — 1)6%(6% +no?)? + ma* (6% + né?) + no2SCE(26% + no?)
= (SCE + SCRR)(6* + né?)?
(2.23)
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Si nous utilisons I’équation 2.22 pour simplifier I'équation 2.23, il s’ensuit que

E E
= " leg0E? 4 64SCE + no.SCE ( + STOH) (SCE + SCRR) (S i )
SCE SCE SCE* SCRRSCFE

m m m m m
N 1(’7250E — w

m m

9 SCRR
=0 =——+
m(n — 1)
Donc,
42
o'—izl(SCE—o'—2> 1[(1—1>CME—CMR b D m O
n\ m n m mn(n — 1)

f) Les estimateurs du maximum de vraisemblance

Les estimateurs du maximum de vraisemblance sont donnés par

Proposition 2.62.
il 1y — ﬁfc
o= s

o [y si(l=) OME+ g 2 OMR

g =
SCELSCRR (1 — LY OME + 25 < CMR
(1-1/m)CME—CMR 528, 1 2S00

o { A + e i1 m) CME + = > CMR

0 si(1— L) CME + 25 < CMR

m(

Démonstration. Premierement, pour fi et pour [, il n’y a pas de probleme de domaine et
ils ne changent pas en fonction des valeurs que vont prendre les estimateurs des variances

donc les estimateurs sont donnés par les solutions. Deuxiémement, remarquons que &>
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peut étre négatif (mais pas ¢2). Il faut donc procéder différemment que dans le cas fixe.
En effet, pour trouver les estimateurs du maximum de vraisemblance pour les variances,
nous procéderons de la méme fagon que dans le cas de I’analyse de la variance a un facteur
aléatoire. C'est-a-dire que si 62 < 0 alors 62 = 0 et 62 est égal a la valeur satisfaisant le
maximum de vraisemblance avec 02 = 0 (67). La vraisemblance modifiée dans le cas o

52 < 0 devient,

n SCE + SCRR

A 1
*=1p,B,0,02=0) = —5 |mn log(27) + mnlog(o?) 5

g

Donc la dérivée partielle par rapport & o2 est donnée par

ol _Oi_@+SCE+SCRR_
do? 202 204 -

SCE + SCRR

mn

0

2 _
= 05 =

Ce qui donne le résultat souhaité. O

g) Espérance et biais des estimateurs

Il y a les propositions suivantes sur les espérances des estimateurs de p et de .

Proposition 2.63. /i et@ sont sans biais.
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Démonstration.

E[3] =

Bt

= [l

Pour 02 et o2, puisque leur estimateur n’a pas de forme explicite (ils sont définis en deux
options), il est beaucoup plus compliqué de trouver leur espérance. Par contre, leur loi

asymptotique sera décrite plus loin.
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h) Variance des estimateurs (et leur loi)

Pour i et B

Premiérement, il est évident que le vecteur [fi, B]t suit une loi normale multidimension-
nelle & cause de sa forme. En effet le vecteur [fi, B]t est une transformation affine de y,
qui lui suit une loi normale multidimensionnelle. La moyenne de ces estimateurs a déja
été trouvée, il ne reste donc qu’a trouver leur matrice de variance-covariance. Voici donc
une propriété concernant la covariance d’une transformation affine linéaire d’une variable

aléatoire qui suit une loi normale multidimensionnelle.

Proposition 2.64. Six ~ N,(u,X), A une matrice ¢ X p et b une vecteur de longueur
q, alors Var(Ax +b) = AXA"

Démonstration. Sachant que la fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire

qui suit une loi normale multidimensionnelle est la suivante

1
My (t) = exp <ttu + 2tt§3t>

Posons y = Ax + b, il en découle que

My (t) = E[etty]
_ E[ett(Ax+b)]

_ etth[e(Att)tx]

= e"PM, (A't)
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1
= exp <ttb +tIAp + 2ttAZJAtt>
1
= exp <tt(Au +b) + Qtt(AEAt)t)
=y~N(Ap+b ATAY O

En se servant de la derniere proposition, la matrice de variance-covariance du vecteur

[71, B]t est donnée par

Proposition 2.65.

P o%+no? 7252 zo?
B _ o g

Démonstration.

Var ([ZD = Var ((XtV‘lX)‘lXtV‘1y>

(X'VTX) X VT Var(y) (XVTIX) TIXVT
X) I XvolvvIX(Xftvix) !
X)XV AIX((XIVIX)
X)~!

- ;<X6volxo>1

1 mo? e 72 _ 5
— — — | mo?T j— z z
m Spe - 1

o24no? + 7202 Zo?
— mn Sza Sea
- Zo? a?

L’avant derniére équation vient de I'expression que prend (X{Vy'Xo)™! lorsque X et

= (
= (X!
=X
(X!

V! sont remplacés par leur valeur. Pour plus de détails sur (X§V,'X,) ™, voir la section

B.6.1 des annexes (dans les calculs pour trouver une formule plus simple pour /i et B ). O
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Donc la loi du vecteur [, B]t est donnée par

~ o%+no? 7202 z0?
lf] N m P R - o (2.24)
B s " Sex Sax

|

Pour 5° et 52
, leur loi ne peut pas s’écrire de fagon analytique a cause de la forme en

Pour 62 et 62
deux temps que prennent ces estimateurs. Par contre, il est possible d'utiliser le résultat

sur la loi asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance

A2 2 l 252 l 252 !
=l (el ) o2

~2
Oa

;

Ou [ est la log-vraisemblance non modifiée qui est donnée par

1
L [mn log(27) + m(n — 1) log(02) + m log(o® + no?) +
g

Ou S; = Z Z(yw p— Bx;)? et Sy = Zn( . — u— BT)2
i=1j=
En effectuant les calculs, la loi des estimateurs des variances est donnée par

Proposition 2.66.
&2 o’ 1 (02717”71202)2 ~ 3o 4nal)?
A ~ N 2 y 1~ m aN—m
Ta 0q] D 2(0’2-‘1-710'2)2 (62+nc2)? + 204
\ m2n2 n—
OuD = 4404(021710?)2
Ou encore,
l&2‘| o 1 o 1
~ N ([ ] 204 ( m(n—1) mn(nflg . ))
~2 2| 1 1 1 (0°4nog)
Oq %a mn(n—1) n2 ( (n—1) + mo? )



Qui est la méme loi asymptotique que dans le cas de '’ANOVA a un facteur aléatoire,

voir proposition 2.25.

Démonstration.
o mn n NSy
002 2(02+no?)  2(0? + no?)?
ol m(n—1) m S1 nopSy(20% +noy)
o2 202 2(02 +no2)  20° 204(0? 4+ no?)?
N o’ mn? n2Ss
(002)2  2(02 +no2)2 (024 no?)3
9%l B mn 1Sy
002002 2(0%+no2)2 (02 + no?)3
9l m(n—1) N m Si Sy Sy
(0022 204 2(02+no2)2 0% (02+4no2)3  of
De plus,

tnqs

ZE Yij — H— B%)]

14=

—_

.
I

n

Y Elyi] = 2(u + Bx;)Ely;) + (1 + Ba;)?
15=1

iag+a (gt By — 2+ )+ ) + (it By’

J=1

o2+ 0?)

M

Il
i I

Il
=

I

-
Il
u

E[S5] = > n (E[@: — p — B7)°))

n (E[72] - 2(u + BO)E[G] + (u + B7)?)

NE

1

<.
I
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in( + 02 + (u + Bx)? _2(“+5f)(ﬂ+5f)+(u+ﬁi)2>

i=1

m

Car g ~ N (n+ B2, % +02).

=[] = e *

0030 0 +no2)? " (0% + nol)?
_ mn’ mn?(o? + no?)
~ 200°+na? " (0% +nop)?

mn2

al mn n
K = E
[80202] 2o% + no2P T (ot nodp
_ mn mn(o? + no;)
— 2(0? + no?)? (02 4 no?)3
mn

ol m(n—1 m 1 1
—-E lwl - _ (204 ) — 200 1 no?)? EE[SI] WE[SQ} — EE[SQ]
__mn—1) m N(o®+02)  mlo®+no?) m(o®+no?)
200 2(0%+no?p? b (02 + no?)3 o6
__mr—1) m | No®+ Nog —mo® — Noj
204 2(02 + no2)? 56
m(n —1) m N —m
S + n
20 2(0? + no?2)? ot
m N—-—m

2(0% 4 no2)? + 204
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N—
<la202 l0202> _ (2(02—:1103)2 + 20‘?1 2(02:7:1103)2)
= —E a = 2

mn mn
ZO—QUZ lgggg 2(02+no2)? 2(c2+nc2)?

l l -1 1 mn2 _ mn

= [-E o202 o202 _ 2(02+no2)? 2(0%2+no2)?
ly2p2 o242 - D\ = mn m 4 Nom
0703  "0a0a 2(024no2)?2  2(02+no2)? 204

Ou D = m2n?(n—1)

404(02+noc2)?

Car

D m N N -—m mn? B mn mn
— \2(0% + no2)? 204 2(0% 4+ no?2)? 2(02 4+ no2)? ) \2(0? 4+ no2)?

B m?n? m2n®(n — 1) m?n?

4(02 +no2)t " doi(0? +no2)? 402 + no2)!
m?n?(n — 1)

- do4(0? + no?)?

i) Tests d’hypothése et intervalles de confiance

Nous allons tester deux hypotheéses d’intérét. Premierement, nous voulons savoir s’il y
a une relation linéaire significative entre les observations et les valeurs de la variable
explicative indépendamment des groupes (Hy : § = 0). Deuxiémement, nous voulons
tester s’il y a une différence significative entre les groupes indépendamment de la variable

explicative (Hy : 02 = 0). Le test du rapport de vraisemblance sera utilisé.

—21log(A) = —21(8,) + 21(H)

La vraisemblance modifiée maximisée

Trouvons premidrement [(A) en supposant que 62 > 0 (ce qui est vrai si N — 00). Il
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. . -Lyeme-c 3
faut donc remplacer o? par 62 ( jgﬁ%) et o2 par &2 ((1 ) ]\:E =+ mﬁiﬁ)) dans

I*(f, 3,02, 02), il en découle que

Proposition 2.67. —2[(0) = fi(m,n) +m(n — 1)log(SCRR) + mlog(SCE)

Ou fi(m,n) est une fonction ne dépendant que de m et n.

Démonstration.

—21(0) = mnlog(27) + m(n — 1) log <SCRR> + mlog (SCE>
m

m(n —1)
N SCE+ SCRR  SCE/m — SCRR/(m(n—1)) SCE
SCRR/(m(n — 1)) SCRR/(m(n —1)) SCE/m
E
= mnlog(2m) + m(n — 1) log SCRE + mlog (SC )
m(n —1) m
- m(n — 1)SCE +SCRR  (n—1)SCE - SCRR
e SCRR " SCRR
E
= mnlog(2m) + m(n — 1) log SCRE + mlog (SC)
m(n —1) m
N m(n —1)SCE +m(n —1)SCRR —m(n — 1)SCE + mSCRR
SCRR
E
= mnlog(2m) + m(n — 1) log SCRE + mlog (SC) +mn
m(n—1) m

= mnlog(2m) + m(n — 1) log(SCRR) — m(n — 1) log(m(n — 1))
+ mlog(SCE) — mlog(m) + mn
= fi(m,n) +m(n — 1)log(SCRR) + mlog(SCFE)

Ou fi(m,n) = mnlog(2r) — m(n — 1)log(m(n — 1)) — mlog(m) + mn. O

Tester ’hypotheése nulle Hy : 02 = 0

Trouvons maintenant l(éo) qui est la vraisemblance évaluée en o = fig = fi, f = Bo = B ,

0? = §2 = SCE+SCRR o

SCE+SCRR
P ———;ﬁ———rdans

02 = 0, ce qui revient & remplacer 0% par la

vraisemblance de la preuve de la proposition 2.62.
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Proposition 2.68. —21(6y) = fo(m,n) + mnlog(SCE + SCRR)

Ot fo(m,n) est une fonction ne dépendant que de m et n.

Démonstration.

~21(0) = mnlog(2x) + malog (> ( SCE + SCRR

mn T (SCE + SCRR)/mn
= mnlog(2m) + mnlog(SCE + SCRR) — mnlog(mn) + mn

= fa(m,n) + mnlog(SCE + SCRR)
Ou fa(m,n) = mnlog(2m) — mnlog(mn) + mn. O

Et donc,

Proposition 2.69. —2log(A) = mnlog (S*?RER + 1) — mlog (S‘%Y}ER) en ne tenant pas

compte de fi et f.

Démonstration.

—2log(A) = mnlog(SCE + SCRR) — m(n — 1)log(SCRR) — mlog(SCE)

B o (SC’E+SC’RR> o ( SCFE )
— e\ T SCRR "8\ SCRR
=mnlo ( SASED +1>—mlo (SCE)
— "M SCRR ®\SCRR
En ne tenant pas compte de f; et f. m

Il y a donc la proposition suivante.

Proposition 2.70. Le test du rapport de vraisemblance est équivalent au test relié a la

statistique de Fisher suivante

_ CME
~ CMRR

—_

3

=
3

-1
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C’est aussi la statistique de Fisher utilisée pour ’ANCOVA pour l’hypothése nulle Hy :

SCFE CMFE

Démonstration. Posons q = $5m= = m(zl__ll)_lF ou ' = Frer- 1l s'ensuit que (en ne

tenant pas compte de f; et f5)

—2log(A) = m(nlog(q + 1) — log(q))

Pour étudier la monotonicité de —2log(A) par rapport a g, considérons

n 1 m
rtog() = = T = - g 1]

Et,

1
~1g—1>0 —
(n=1)¢=1]>0&q¢>——

& SCE > inR

q(q+1)

& 02>0
2
& o0,>0
Car 62 = 1 (SC—E - SC&). Donc les deux statistiques varient dans le méme sens pour
n m m(n—1)
tout le domaine de 2 sauf pour un point (0), mais cela est suffisant pour I'équivalence des

statistiques. Ce dernier résultat montre que le test de Fisher de I'analyse de la covariance

(F = CCA%%ER) est le test du rapport de vraisemblance dans le contexte de la régression

linéaire simple avec un effet aléatoire (données équilibrées) pour Hy : 02 = 0.

De plus, par les mémes calculs que pour 'TANCOVA avec un facteur fixe, il est possible

de montrer que sous Hy : 02 = 0, 55E ~ X2 | et est indépendant de SFE ~ x2y | ).
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C L2 _ CME m—1
Ceci implique que sous Hy : 0, =0, F' = Z 55 ~ FN-m-1- O

Tester ’hypothese nulle Hy : 5 =0

Procédons de facon similaire pour Hy : 3 = 0. 1(d) reste la méme et pour (6), c’est
maintenant ﬁ = 0 ce qui donne que figp = y.., S5y = SCT et S5, = S5 = SCE. 1l en
découle que 62 + no2, = SCE/m et 63 = SCR/m(n — 1)

Ainsi,
Proposition 2.71. —21(8) = f3(m,n) +m(n — 1)log(SCR) + mlog(SCE)

Ou fs(m,n) est une fonction ne dépendant que de m et n.

Démonstration.
_2l(é0) = mnlog(27) + m(n — 1) log <Tr%> + mlog <S§LE>
SCT SCE/m — SCR/(m(n—1)) SCE
T SCR/mn—1)) SCR/(m(n — 1)) SCE/m
= mnlog(2m) + m(n — 1) log <mSCR> + mlog (SZE>

(n—1)
+m(n—1)m+m(n—1)—m<m_1m—l>

SCR SCR

= mnlog(27) + m(n — 1) log <SCR)> + mlog (SOE> + mn
m

m(n —1

= fz3(m,n) +m(n —1)log(SCR) + mlog(SCEFE)
Ou f3(m,n) = mnlog(2r) — m(n — 1)log(m(n — 1)) — mlog(m) + mn. O

Ainsi,

Proposition 2.72. —2log(A) = —m(n — 1) log( SCC) en ne tenant pas compte de

~ SCR
fi et fs.
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Démonstration.

—2log(A) = m(n —1)log(SCR) + mlog(SCE) — m(n — 1) log(SCRR) — mlog(SCE)

SCRR
=— —1)1 —_—
min = 1) Og( SCR )
sSCc
En ne tenant pas compte de f; et fs. O]

Voici donc une proposition sur le test du rapport de vraisemblance.

Proposition 2.73. Le test du rapport de vraisemblance est équivalent au test relié a la

statistique de Fisher suivante

Qui est aussi la statistique de Fisher utilisée pour ’ANCOVA pour l’hypothése nulle
Ho : 6 =0.
scc F

Démonstration. Posons q, = 255 = )T F ou F =

cMC
CMRR"

Il en découle que

—2log(A) = —m(n — 1) log(1 — )

Pour étudier la monotonicité de —2log(A) par rapport a g, considérons,

m(n — 1)

o (~2log(a)) = "

oqy
Et,

82



& SCR—-SCC >0

< SCRR > 0 ce qui est toujours vrai

Aussi, puisqu’ici g, n’est pas seulement un multiple de F', il faut vérifier qu’ils varient

— (min-D-ta),

dans le méme sens (F T

or _ (min—-1)-1(A—-g)+mr—-1)—-1)g _mn—-1)—1 -0
oqy (1—q)? (1—q)?

Puisque —2log(A) varie dans le méme sens que ¢, qui varie dans le méme sens que F,

alors les deux tests sont équivalents. Ce qui montre que le test de Fisher de I'analyse de

la covariance (F = oMC ) est le test du rapport de vraisemblance dans le contexte de la

~ CMRR

régression linéaire simple avec un effet aléatoire (données équilibrées) pour Hy : = 0.

De plus, comme montré a la section B.7.5 des annexes dans le cas ou les données sont

non équilibrées (voir aussi le tableau C.2 dans les annexes), il est possible de montrer

que sous Hy : 3 =0, 55 ~ X{1y et est indépendant de SCRE X{n—m_1)- Ceci implique
que sous Hy: 3 =0, F = SMC ~ 7L . O

j) Prédiction

Comme auparavant, utilisons la meilleure prédiction au sens des moindres carrés BP(a) =
Elaly] = BP(a;) = E[a;|y;]. Ainsi,

Proposition 2.74. BP(a;) = E[a;|y;.] = %(yjz — 1 — Br)
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Démonstration.

BP(a;) = Ela;|y;]

= E[a;] + cov(a;, i) [var (5:.)] ' (7. — E[7:.])

leVEﬂ“ (2”: yw)] (yz - ;zn:E[yw])

= (B[Efagi o)) [ 51407+ 02001, (y ~ I3t ﬁm)

j=1

= 0 + (E[a;3:.] — Ela;)E[5:.])

—1
— (Elai(p + ai + B7)) {nlz[g? Fncd 0+ nolL| - 62)

1 —1
=02 |5 (no* +n20?)| (i — - 60)

2

no;

= m@i- — pu— )

Si les variances o2 et o2 sont connues, utilisons

no? 5 no?
BP%(a;) = m(yi- — L= pz) = m(yi- - 7.) (2.27)

Si les variances ne sont pas connues, il est possible d’utiliser

A2
— ne. _  _

Mais les propriétés de cet estimateur de la prédiction ne sont pas connues.
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2.3.4 Régression linéaire simple avec un effet aléatoire (données
non équilibrées)

a) Le modéle

Elyijlai] = p+a; +Bry;  i=1,....m;j=1,...,n
Yijlai ~ N (1 + a; + Bai;,0%) indépendantes (2.29)
a; ~ iid N(0,0?)
Remarquons que les deux seules différences entre ce modele et le modele précédent est
que x; est remplacé par x;; et n est remplacé par n;. Le fait d’autoriser les données a étre

non équilibrées permet d’avoir différents x;; pour chaque groupe, donc c’est beaucoup

m
moins limité comme modele. Notons N = > n;.
i=1

Il en découle que E[y;;| = E[E[y;;]|a:]] = E[p + a; + Bxiy] = p + By
b) Les covariances entre les observations

Ce sont les mémes variances et covariances que dans le modele ou les données sont

équilibrées. En effet,

Proposition 2.75. Var(y,;) = 02 + o2

Démonstration.

Var(y;;) = Var(Ely;;|a;]) + E[Var(y;;|a;)]
= Var(,u —+ a; + 5.%@) + E[O’z]
= Var(a;) + o*

=02 +0° [l
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Proposition 2.76. cov(y;;, yik) = 02 avec j # k.

Démonstration.

cov(yij, yir) = cov(Elyij|a], Elyir|ai]) + Elcov(yi, yirlas)]
= cov(p + a; + Prij, p+ a; + Sy) + E[0]
= Var(a;)
= [

a

c) Les sommes de carrés

Voici les sommes de carrés qui interviennent dans ce modele.

Notation Expression Carré moyen Signification
SCFE 21 Zl(?/z —4.)? CME = 5£ Carrés expliqués
1=1)=
SCR 21 il(yzj yi.)? CMR = 3¢E Carrés résiduels
1=1)=
SCT '21 4 ll(yij - y.)? - Carrés totaux
1=1)=
Sa:y2 scc Carrés diis a la
sec Sy OMC == covariance
n U EENEK Carrés résiduels apres
SCRR i — Ui — 22 (zy — 7,)| | OMRR = SCEE P
1; =1 [y] Ui — 5 (@ )} N=m-1 la régression

Tableau 2.10 — Tableau des sommes de carrés, régression linéaire avec un effet aléatoire
(données non équilibrées)

Ou Sgy = Z Z (Yij — Yi.)(xi5 — T4.) et ol Sy = in: % (z;; — &;.)?. Il est aussi possible de

i=1j=1 i=1j=1

montrer que SCT = SCE + SCR et SCRR+ SCC = SCR
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d) La vraisemblance

Pour pouvoir écrire la vraisemblance, trouvons tout d’abord la loi de'y = [v11, - - -, Ymn,, |,

le vecteur de toutes les observations.

Proposition 2.77. La loi de y est donnée par

vt (x[f] v)

OuX =1y, x| et 0U X = [T11, .., Tmn,, |} Aussi, V.= {3 V;} ou V; = 0?1, + 02J,,..

Démonstration. Posons

Yi1 Ti1
yi = X; =
yini xini
= Ely;|a;] = pl,, + a1y, + %, et Ely;]| =pl,, +5x;
= Elyiai] = X, [g] +a;l,, et Ely] =X, [g}

Ou X; = [1,,,x;]. Ainsi,

yilai ~ N (Xz [g] +a;1,,, JQIm) indépendantes

=>yi~N (Xi lg] ,Vi> indépendantes

Ou V; = Var(y;) = 0°I,,, + 02J,,, en vertu des résultats trouvés sur les covariances des

observations. De plus, les y; sont indépendants puisque, pour i # k,
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COV(Qija yk‘l) = COV(E[yij|ai7 ak]7 ]E[ykl|aia a’k’]) + E[Cov(yija yk,’l|ai7 ak)]

= cov(p + a; + Sxij, p + a + Bry) + E[0]

= cov(a;, ax)
=0
Posons maintenant
Y1 aq
m .
y = {c Yi}i:1 = : et a=
ymnm am

Il en découle que

E[y|a]zxm+2a et E[y]zxm

OuX={.X;} ={c[1n, x|} =[1n, x] et Z = {;1,,}. Donc finalement,

yla ~ N (X [g] 1 Za, 0—21N>
s (x[i] )
O V = Var(y) = {4 Vi}.

Pour simplifier un peu la notation, posons,
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Voici maintenant deux propositions qui se démontrent a ’aide des propriétés des matrices

et vecteurs de uns.
Proposition 2.78. V-1 = L {dIi _ Tiji} o J;, = L7,

ng

Démonstration. Commencons par trouver V;*

Ceci vient des propriétés de la section A.1 des annexes sur les matrices contenant des

uns et des zéros. Et donc, V™! = {, Vi_l} = ﬁ{d I - Tiji}- [

De plus,

Proposition 2.79. |[V|= (¢?)V—™ 1 (02 + n;o?)
i=1

Démonstration.

=1
= (o?)N—m H(02 + no?) O
i=1

La vraisemblance est donnée par
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Proposition 2.80.

s~ e (o) v o -x[])

Démonstration. La preuve est directe avec la définition de la densité de la loi normale

multidimensionnelle. O

Prenons le logarithme et développons le terme de 1’exponentielle.

Proposition 2.81.

N 1 1 _ 1,
I =log(L) = -5 log(27) — 3 log(|V]) + §BtXtV 'y + §ytV X3

1 1
_ §IBtXtV_1XB _ 5yt\/—ly

s

Estimons premierement u et 3

Proposition 2.82. Les estimateurs du mazximum de vraisemblance de p et B (en suppo-

sant que V soit connu) sont

[g‘| — (XtV—IX) —1XtV—1y

Démonstration. Voir la preuve de la proposition 2.57. O]

Remplagons V, X et y par leur valeur.

fi i. — Bi..
[ B] = | (62/02)Say+ WS My (2.30)
(02/02)Szz+W SMyy
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m m
Z TiVi- Z TiZi.
— Z:}n LT =
> ol
i=1

@)
=,
NS
|
N
|

,WSM,, = z oG — §.) (T —7.) et WSMyp = 3° 73(Fs. —
=1

Les détails se retrouvent a la section B.7.1 des annexes.

2

La vraisemblance modifiée pour estimer ¢ et o2

2 2

Jusqu’ici, nous avons supposé que les variances o“ et o; étaient connues, mais ce
n’est pas toujours le cas. Il faut donc les estimer et, comme dans le cas ou les données
sont équilibrées, le maximum de la log-vraisemblance modifiée I* = log(L(pn = 1,5 =

3,02, 02)) sera utilisé.

La log-vraisemblance s’écrit comme suit.

=~ log(27) — S log(IV]) — 5(y ~ @)V (y — ©) (2.31)

ou@:E[y]:X[g].

Proposition 2.83. Développons V ety — O dans la précédente expression et remplagons

i par i et 3 par B Ainsi,

) 1 St WSS
l 9 [Nlog(%r) (N —m)log(o +Zloga + 140, )+7 22

=1

o

Oil S; = & 5% (s — 1= Bay)? et WS; = 3 mimi(5 — i = B

=17

Démonstration. Les détails des calculs se retrouvent a la section B.7.2 des annexes. [
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e) Les équations du maximum de vraisemblance et leurs solutions

Puisque [i et 5 ont déja été trouvés, énongons seulement les équations du maximum de

vraisemblance pour les estimateurs des variances.

Proposition 2.84. Les solutions du mazimum de la vraisemblance modifiée sont
par les équations suivantes
owsSy 0S5} i n;o?
do2 D02 = 0%+ no?
oW S3 i ot 05T
* 2 2 2 2091 *
ST+o 552 = ° (N—m)—i-i:1 7+ o +o 902 + WS35
Démonstration.
ol* N—-m 1 1 1 05} 1 oW 53
=0 —— — = e et S . 2 2
Jo? 202 2 z:zl o?+n;02 20t <U Jdo? 1) - 204 (0 Oo?
m 4 * *
9 o 5057 , OW S3 .
:>—U<N—m)—;(72+niag—0'802+ST+0W—W52—0
oW S3 i ol 0S5
2 2 2 2091
=ST+o 552 = ¢ (N—m)+i:1 7 o +o 907 + WS35
6[*:0:>_}m n; 1957 1 8WS§:0
Jo? 2 024+n;02 202002 20% 0Oo?
ows; 9S7 & no®

Jo? Jo? 2 02 + n,o?

i=1
f) Les estimateurs du maximum de vraisemblance

Les estimateurs du maximum de vraisemblance sont donnés par
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Proposition 2.85.

~ (&g/&z)SzerWSsz g . 2

= Y — 62D 5 WML L 810, >0
= Szy _ ) 0
Y. — 5. st 05 <
(62/6%)Say+WSMay ;52

B = | (32/6%) S0t WSMoa 810, 20

) S -2

S sio; <0

R s si 62 >0
SCRE - si 62 <0

.9 c'fg St 62 >0

¢ 0 sid2<0

Démonstration. Premierement, pour ji et pour (3, il n'y a pas de probleme de domaine,
mais contrairement au cas ou les données sont équilibrées, ils changent en fonction des
valeurs que vont prendre les estimateurs des variances donc il faut en tenir compte.

Deuxiémement, remarquons que &> peut étre négatif (ce n’est pas clair ici si 62

aussi peut
étre négatif, mais nous pourrions sans doute penser a utiliser un argument semblable a
celui de 'analyse de la variance avec un facteur aléatoire. Par contre c¢’est beaucoup plus
complexe pour ce modele, ainsi, ceci pourrait étre le sujet d'une étude subséquente). Pour
trouver les estimateurs du maximum de vraisemblance, procédons de facon semblable au
cas de 'analyse de la variance a un facteur aléatoire, mais en tenant compte de p et f3.
C’est-a-dire que si 62 < 0 alors 62 = 0 et 62, ji et 3 sont égaux aux valeurs satisfaisant
le maximum de vraisemblance avec o2 = 0. Dans cette situation (62 = 0) la variance

a

devient

Vo=0Iy = V' =

QM‘ —_
[
Z

=

= Vol = (0%)

Donc,
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st S ol o]

N N 1 & &
=5 log(2m) — 5 log(o 2— Z Y (Wi — o — Bay)?
=1 j=1

Remarquons que cette vraisemblance est exactement la méme que pour la régression

linéaire simple, donc le résultat s’ensuit. O

g) Espérance et biais des estimateurs

Les espérances des estimateurs de p et de 3 (en supposant que les variances o2 et o2 sont

connues) sont données par

Proposition 2.86. E[3] = 3 et E[] =

Démonstration. Premicrement, il est possible de montrer que (voir la section B.7.3)

E[S.,) = BSee et E[WSM,,) = BWSM,,

Donc,

o [ (02/0%)Sey + WSM,,
E[f] = E (02/02)S.e + WSM,,
_(02/0PE[Su] + EWSIL,)
(02/02)Sse + WSM,,
~ (02/0%)BSex + BWS M,y
~ (02/0%)Se + WSM,,
=0

Et,
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Donc, pour les deux situations qui définissent B I'espérance est la méme (), donc cet

estimateur est sans biais.

Pour fi,

E[i] = E[g. — fi.] = p+ B3. — B = p

Et,

Elji] = E[y. — BoZ.] = p+ BZ. — BL. = p

Donc, comme dans le cas de 3, pour les deux situations qui définissent /i, 'espérance est

la méme (). O

Pour 62 et 62, il est impossible de trouver une forme explicite pour leur espérance puis-
e . . , - .
qu’ils sont décrits en deux cas et eux mémes n’ont pas de forme explicite. Par contre, il

est possible de trouver leur loi asymptotique et ce sera fait dans la prochaine section.

h) Variance des estimateurs (et leur loi)

Premiérement, voici la proposition suivante si 02 et o2 sont connus.
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Proposition 2.87.

R 1
Varlh) = (5, Jo) + (WShya/o?)
Var(jl) = 9a + 72 Var(@)

in: T;
i=1
coulfi, B) = —&.. Var(3)

Démonstration. Utilisons la méme facon de procéder que dans le cas ou les données sont

A~

équilibrées, c’est-a-dire Var ([ED = (X*V~IX) ! Les détails sont a la section B.7.3 des

annexes O

La loi asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance est donnée par la

proposition suivante.

Proposition 2.88.

m Ng 9 m _9 m _ _
N 1 > 2 T — D0 WTTE Y NTiTi — Nz.
Pl | P i=1;j=1 i=1 i=1
~ ﬂ ) D 0_2 m _ _ m
2 S nTixi — N N —> w7
i=1 i=1
Et ils sont indépendants de
~2 2 bV - bV
a N g 1 i=1 >\z i=1 >‘z
6’2 =~ 0'2 "9 D op;, N-m &1
. . LY )\7é ot up> Y
=1 "' =1 "1

2
) 42 2 ___ no __ N—m ns
OU)\i—O' +ni0'a,7'i—o_2_;njo_37D1— Z

1
4
1 UL 2 UL n;T; ~2 N U n;T; U nyT; = Nz 2
et Dy = | =3 >0 2. xj; — X 5T (t,z_ > ;5) — | X E — 2“)
=1 ) ;

i=1j=1

Démonstration. Le preuve se retrouve a la section B.7.4 des annexes. O
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i) Tests d’hypothése et intervalles de confiance

Tester I’hypothese nulle Hy : 5 =0

Premierement, sous Hy : § = 0, il est possible de montrer que

Proposition 2.89.
B SCC/1
~ SCRR/N —m —1

F ~ F]{ffmfl

Démonstration. Les détails de la preuve se retrouve a la section B.7.5 O

Par contre, nous n’avons pas trouvé de preuve indiquant que ce test est valide pour
I’hypothese nulle Hy : § = 0 dans le cas ou les données sont non équilibrées. Voici le test

approximatif utilisé dans le logiciel R avec le « package » Imed [R C14].

t=—=p 5 +T%t(d) (2.32)

JVar®

Ou d est le nombre de degré de liberté de la loi de Student. Nous soupgonnons que le

degré de liberté est N —m — 1, mais nous n’avons pas la précision dans le logiciel R. Il
est aussi possible d’approximer cette loi de Student pas la loi normale centrée réduite si

N est assez grand.

Tester ’hypothese nulle Hy : 02 =0

2:

2 = 0, la statistique utilisée

Malheureusement, pour tester I’hypothese nulle Hy : o
dans le cas ou les données sont équilibrées n’est plus valide. Par contre, il est possible

de montrer, avec les mémes calculs que dans la section B.5.2 des annexes, que, sous

’hypothese nulle Hy : 02 =0, F = g%}f}% suis une loi de Fisher non centrée. Fn effet,

CME - .
~ CMRR "~ FN-m-1 <52 > Z("fi.i“ﬁ)

i=1j=1

F
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Par contre, nous n’avons pas trouvé de preuve indiquant que ce test est valide pour

’hypothese nulle Hy : 02 = 0 dans le cas ot les données sont non équilibrées.

j) Prédiction

Comme auparavant, utilisons la meilleure prédiction au sens des moindres carrés BP(a) =

Elaly] = BP(a;) = E[a;|y;]. Ainsi,

Proposition 2.90. BP(a;) = Ea;|y;] = il (i — pp — Bz;.)

o2+4n;o2
Démonstration.

BP(a;) = Ela;|y;]

= Ela;] + cov(as, 4:.) [var(y:.)] (5. — E[:.])
1 Ju

— 0+ (Efaggis] — Elai]E[g:)) {nlzvar (il yij)] (y EESS ]E[yij])

n; j=1

~ (BfElalal) | 515, (0°L + 0200 (y LS ﬁx,-»)

7 1 5=1

1
= (Ela:(1 + a; + Bz.)]) l?;[UQ +ni05,...,00 + niaz]lni] (Y- — p — Br;.)

2

1

1 _ _

=2 (o +1id)| (5~ )
niag _ _

= m(yi. — 1 — BT o

Si 02 et 02 sont connus, utilisons

nl-aQ PN

m(ﬂi- — L= Pz;.) (2.33)

BP’(a;) =

Si les variances ne sont pas connues, il est possible d’'utiliser
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= % (g — - BE) (2.34)

Mais les propriétés de cet estimateur de la prédiction ne sont pas connues.

2.3.5 Comparaison des deux modeles de régression avec un fac-

teur

Voici deux tableaux résumés qui comparent les deux méthodes de régression linéaire avec
un facteur, une le traite comme un effet fixe et 'autre comme un effet aléatoire. Nous
comparons donc 'TANCOVA avec la régression linéaire simple avec un effet aléatoire. Les
tableaux représentent les résultats dans le cas ou les données sont équilibrées (n; = n Vi)
puisque, pour le modele avec un effet aléatoire et ou les données sont non équilibrées, il

n’y a pas de forme explicite pour les estimateurs.

Estimateurs Fixe Aléatoire
f y.— pr y. — BT
3 Say Sy
S:cx Sxac
O\é’L gz - g -
~9 SCRR SCRR SCE+SCRR
o N N—m U N
A0 (1-1/m)CME—-CMR B28,z
o - p + N1y OU 0

Tableau 2.11 — Comparaison entre les différents estimateurs - régression linéaire simple
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Tests Fixe Aléatoire

Hy:a;=0Vi| F=CSME  pm-l -

CMRR
.2 _ CME m—1
HO.O'a—O - F—CMRRNFN—m—l
Q. _ cMC 1 _ CcMC 1
Ho:5=0 F=Gier ~Fv-m = Gigr ~ Fy-ma

Tableau 2.12 — Comparaison des tests d’hypothese - régression linéaire simple

Nous remarquons que c’est exactement les mémes tests et que les estimateurs se res-
semblent. Comme dans le cas de ’analyse de la variance a un facteur, nous pourrions nous
demander pourquoi utiliser le modele avec un effet aléatoire au lieu d’utiliser le modele
avec un effet fixe. La différence sera encore au niveau de la prédiction d’une nouvelle don-
née sachant son groupe et sa valeur pour la variable indépendante. Par exemple, étudions
le cas ou les données sont équilibrées et que la nouvelle donnée appartient au groupe i et
a Tpouwy comme valeur de la variable indépendante. Dans le cas de ’TANCOVA a un facteur

ry

fixe, la prédiction sera [i + &; + anmw =q.— B:i’ + Y — 1.+ anmw = ;. — g (T — Zpow)-

Par contre, dans le cas de la régression linéaire avec une ordonnée a l'origine aléa-

toire, la prédiction sera [i + a; + B:I:nouv = 9. — By_c + %@Z —y.)+ anouv

&2 _ 5%/n - Sey (= . . T
vy + vy m(l’ — Tpow). Donc, si nous voulons faire des prédictions nous

devons choisir le modele minutieusement puisque les résultats vont différer d’un modele
a l'autre comme dans le cas de 'analyse de la variance a un facteur. Par contre, si nous
désirons uniquement tester si le groupe a une influence sur I’'observation indépendamment
de la variable indépendante ou si la variable indépendante a un effet sur l'observation

indépendamment du groupe, alors c¢’est moins crucial de choisir le bon modele.
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CHAPITRE 3

Théorie du modele a effets mixtes
généralisé pour des données

génétiques provenant de familles

Maintenant que nous avons présenté la théorie des modeles a effets mixtes usuels, nous
allons présenter le modele utilisé lorsque les données proviennent de familles et que la
variable indépendante représente une caractéristique génétique. Nous allons donc appli-
quer la régression linéaire simple avec un effet aléatoire a ces données avec une légere
modification. Le probleme avec des données provenant de famille est que I’hypothese d’in-
dépendance entre les observations n’est pas respectée. L’astuce ici est que 'effet aléatoire
a; va servir a mettre chaque personne comprise dans 1’étude dans un groupe différent. Il
va donc y avoir autant de niveaux a ce facteur qu’il y a d’observations (ou de personnes
dans ’étude). Avec cette astuce, nous modifierons la loi des a; pour que nous soyons

capables de gérer la covariance entre les personnes d’une méme famille.
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3.1

Quelle est la différence avec les modeles usuels ?

Voici la notation qui sera utilisée tout au long de la section.

Y1 1
y=1: X =
Un 1
ai
Z=1, a=|:
Qp,

K e M,«,

€n

Il y a donc n personnes incluses dans le modele et donc n groupes. Les personnes peuvent

avoir un lien de parenté entre elles (ex. parents, grands-parents, enfants, etc.) ou elles

peuvent étre indépendantes. Voici un tableau qui présente le modele généralisé comparé

au modele étudié au chapitre précédent avec n personnes et n groupes pour que les

modeles soient comparables.

Modele Vu

Modele proposé

Y=XB+Za+e€
a~N(0,02L,)
e ~N(0,0%L,) ind. de a

Y =XB+Za+e€
a~ N(0,02K)
e ~ N(0,0%L,) ind. de a

= Ely|la] = XB + Za
= Ely] = X8

= Ely|la] = XB + Za
XpB

= Ely]

= Var(y;) = 02 + o>

= cov(y;, y;) =0

= Var(y;) = agKii + 02

= cov(y;,y;) = 02K

= Var(y) = (6% + 02)I,

= Var(y) = L,0? + Ko?

Tableau 3.1 — Tableau comparatif entre le modele généralisé pour des données provenant

de familles et le modele usuel
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Remarquons que les deux modeles sont équivalents si K = 1.

3.2 La matrice K

Dans le cadre de données génétiques, K peut étre vue comme la matrice de similarité
entre les individus. Il y a plusieurs mesures de similarité qui peuvent étre utilisées, mais

concentrons-nous sur la suivante

K;; = % moyen d’alléles partagés (3.1)

Lorsque nous écrivons « alleles partagés », nous ne parlons pas de nucléotides (lettre
A, C, G ou T) mais bien d’alleles provenant du méme ancétre. De plus, avec cette
définition, nous obtenons une matrice avec uniquement des termes positifs ou nuls telle
que K;; = Kj; et telle que K;; = 1 Vi. En résumé, si nous placons tous les membres d'une
méme famille ensemble, nous obtenons une matrice diagonale par blocs. Voici quelques

exemples de la valeur que peut prendre K;.

Exemple 3.1. Si les individus ¢ et j ont une relation parent-enfant, alors K;; = %, car

chaque parent transmet la moitié de ses alléles a [’enfant.

Exemple 3.2. Si les individus i et j sont 2 freres ou sceurs, il est possible de montrer

_ 1
que Ki; = 5.

Exemple 3.3. Si les individus i et j ont une relation grand-parent-enfant, alors K;; = i.
Exemple 3.4 (Calcul de K).

Si les individus © et j ont une relation frére-sceur.
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Soit AB le génotype de la meére et CD le génotype du pére. Alors, les différents génotypes
possibles pour la seeur sont les suivants en supposant (SPDG) que le génotype du frére

est AC :

Génotype frére | Génotype seur | Nombre d’alléles en commun | % d’alléles partagés
AC AC 2 100%
AC AD 1 50%
AC BC 1 50%
AC BD 0 0%

Donc si K;; désigne le pourcentage moyen d’alléle partagé, K;; = 50% = %

Il est donc possible de procéder de fagon similaire pour trouver le K;; de toutes les
relations familiales.

Finalement, voici une conjecture sur la matrice K. Nous n’avons trouvé aucune preuve
dans la littérature, mais la construction de cette matrice nous fait soupconner cette

propriété. De plus, pour chaque exemple tenté, la matrice était définie positive.

Conjecture 3.1. La matrice K est définie positive.

3.3 Théorie du nouveau modele

Voici donc, de fagon plus organisée, la théorie du modele qui est inspirée de Kang et al.

[KZW08].

3.3.1 Le modéele

Elyla] = X8 + a
yla ~ N (X8 + a,o’L,) (3.2)
a~ N(0,02K)
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y=: X=|: : B =

Y1 1 = [
Yn 1 =z, p,

Et K est la matrice de similarité comme définie plus haut. De plus, E[y;] = E[E[y;|a;]] =
Elp + a; + Br] = p + B,

3.3.2 Les covariances entre les observations

Comme vu plus haut, les variances et covariances sont données par

Proposition 3.1. Var(y;) = 02K;; + o?

Démonstration.

Var(y;) = Var(Ely;|a;]) + E[Var(y;|a;)]
= Var(u + a; + fz;) + E[o?]
= Var(a;) + o

:O'gKM—l—O'Q ]

Proposition 3.2. cov(y;,y;) = 02K;; pour i # j

Démonstration.

cov(yi, y5) = cov(E[y|as, as], Elyslas, as]) + E[cov(ys, yslas, aj)]
=cov(pu + a; + fri, p+a;+ Px;) +0
= cov(a;, a;)

= O'zKij D
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Donc, en général, cov(y;,y,;) = 02K;; + 0;;0%. Ou &;; est le symbole de Kronecker, c’est-

a-dire que

1
- !

3.3.3 Les sommes de carrés

si
si

i=j
17

Notation Expression Carré moyen Signification
SCT ;(yl — )3 — Carrés totaux
SQ C , dA N 1
zy _ scc arrés dus a la
sCC Sim CMC = B covariance
L S, \12 Carrés résiduels apres
SCRR | % [yi—9— 5*(2;— 7)| | CMRR = 5CEE NS p
i=1 a régression

Tableau 3.2 — Tableau des sommes de carrés, modele généralisé aux données génétiques

provenant de familles

n

=1

n

=1

3.3.4 La vraisemblance

S (xi = )% et Spy = 3 (27 — T)(yi — 7).

Pour pouvoir écrire la vraisemblance, trouvons tout d’abord la loi de y = [y, . ..

vecteur de toutes les observations.

Proposition 3.3. La loi de y est donnée par

y ~ N(XB,1,0° + Ko?)
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Démonstration. Avec les espérances et les variances/covariances calculées plus haut et le

fait que les erreurs sont i.i.d de loi normale, il en découle que

yila; ~ N'(p + a; + Bz;, 0*) indépendantes

yi ~ N(u+ i, 02Ki; + 0°)

= yla ~ N(XB +a,1,0?)

=y~ N(XB,1,0° + Koy) U

Voici donc une proposition sur la vraisemblance.

Proposition 3.4.

1 1
L(B,0% 02) = @AV exp <—2(Y - XB)'V iy - Xﬂ))

1(8.0%,02%) = — [nlos(2x) + log(IV]) + (y —~ XB)'V " (y — XB)]
Ou'V = Var(y) = I,0% + Ko2.

Démonstration. Avec la densité de la loi normale multidimensionnelle et le fait que y suit

une loi normale, il en découle le résultat souhaité. O

3.3.5 Les équations du maximum de vraisemblance et leur so-

lution

Proposition 3.5. Les solutions du maximum de vraisemblance sont données par les

équations suivantes.
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o R

o, = —

n
IB _ (XtH—lx)—lxtH—ly
_nok 1 9H
T RO |H| 96
On
2
(0
=2
R=(y-XB)H ' (y - XB)
H=0I,+K

Démonstration. Posons premierement

1 1
H= ;ZV = —(0’I, +0.K) = 6L, + K

0g

2

‘ Q

Ouod =

. Alinsi,

SIN

g

V| = lozH| = ()" [H]|

Et,

Dong, la vraisemblance devient,
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1(8.6,0%) =~ [ nlog2n) + ox((o2)"[F) + L5 (v - XB)'H "y ~ X5)]
— — [ioa(2ro?) + og(B1) + iy XBYH (v - XB)

Posons R = (y — X8)'H ! (y — X3). Dérivons la log-vraisemblance par rapport a o2 et

3 et égalisons ces expressions a 0 (en supposant que ¢ est connu).

ol n R
i _ 9 -t
Oo? 0= 2(27r02)( 7T)+20§
N | S
202 201
= R =no>
:>c'r§:§
n
- XB)H {(y - X
L g2 = XB)H (y — Xp)
n
ol 1 OR

8 "7 2208 "

1 _ _
= —ﬁ[Q(XtH X8 -XH'y)]=0
= X'H'Xp =X'H 'y

= f=XH'X)'XHy

Pour 9, il est possible de s’inspirer de la log-vraisemblance modifiée. En effet, remplagons

o2 par 02 et B par B dans la log-vraisemblance.

P18 = B0 = 62.6) = —; [nlog(zzpb)—i—log(\HD—l—n]
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Ou H =91, + K, une fonction de ¢ et

R=(y-XB)H '(y - XB)
= (y - X(XH'X)"'X'H 'y)H (y - X(X'H'X) 'X'H 'y)
= y'(I, - X(X'H'X) "' X'H )YH I, - X(X'H'X)"'X'H )y

— ytPtH—IPy

OuP =1, - X(XH'X)'X'H™". Donc,R est aussi un fonction de §. Donc, ¢ est tel

que
o _y, _mloR_ 1 oH]
o5 2R 05 2/H| 96
ROS |H| 6
En considérant que R et |H| sont des fonctions de 4. ]

Essayons maintenant de réécrire [* de fagon a ce qu’il soit possible de la dériver par
rapport a ¢ pour simplifier le résultat précédent. Premierement, il est possible de montrer

que

Proposition 3.6.

H| = [[(& +9)

=1

01 &; sont les valeurs propres de K.

Démonstration. Puisque K est symétrique, elle est diagonalisable. Ainsi,
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K=Ur{s&}, Up
Ot Up est la matrice (orthogonale) des vecteurs propres normés de K associés aux valeurs
propres &;.

Ainsi, 61, = §UpU% et done,

H=/I,+K
=UpdL, Uy +Up{4&}, Uk
=Up{a&+0}_, UL

Remarquons aussi que Ur et §; sont indépendants de 0. Ensuite, réécrivons |H].

[H| = det(Up) det({4 & + 0}) det(Ut)

=1 +9) =

Voici une proposition concernant SHS avec S = I,, — X(X'X) X"
Proposition 3.7.

SHS = Vi{a [\ +6,. .., Ao + 0]}V

OuS =1, - X(X'X)"'X" et ou Vg est la matrice des vecteurs propres de SKS associés
aux valeurs propres non nulles \;.
Nous avons besoin de deux propositions pour pouvoir démontrer cette proposition.

Proposition 3.8. Si A est une matrice diagonalisable, alors rang(A) = nombre de va-

leurs propres non nulles.
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Démonstration. A est diagonalisable, donc il existe A inversible telle que

A =ADA™!

Ou D est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de A.

Il s’ensuit que A et D sont semblables, elles ont ainsi le méme rang. De plus, le rang
d’une matrice diagonale est égal au nombre de termes diagonaux non nuls donc ici au

nombre de valeurs propres non nulles. O

Proposition 3.9. Les vecteurs propres de SKS sont égaux aux vecteurs propres de S

Démonstration. Remarquons que S et SKS sont diagonalisables et qu’elles commutent
(S est idempotente). Ainsi, elles sont simultanément diagonalisables. Elles ont donc les

mémes vecteurs propres (voir le livre de Horn et Johnson aux pages 49 a 55 [HJ85]) [

Démonstration pour SHS. Posons S = I, — X(X'X)"'X! une matrice symétrique et

idempotente, en effet,

SS = (I, — X(X'X)~'X")(I, — X(X'X) !X
=1, - X(X'X)"'X" - X(X'X) ' X" + X(X'X) ' X'X(X'X) "' X!
=1, - 2X(X'X) ' X" + X(X'X) X!
=1, - X(X'X)"'x*

=S
Puisque S est idempotente et symétrique, alors elle est diagonalisable avec des valeurs

propres égales a 1 ou 0. En utilisant la proposition 3.8, le rang de S est égal au nombre

de valeurs propres égales a 1. Puisque S est idempotente, il en découle que
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rang(S) = trace(S)
= trace(I,,) — trace(X(X'X) X"
= n — trace((X'X)'X'X)
=n — trace(Iy)

=n—-2

Ainsi,

S=U 1,1,...,1,0,0]}U!
R{d[a7 777]}R

n—2
Ot Ug, est la matrice (orthogonale) des vecteurs propres de S associés aux valeurs propres
(0 ou 1) de S. Ensuite, puisque K (= Up {4&;};_, U%) est définie positive, il existe une
matrice symétrique M, elle aussi définie positive (donc inversible) telle que K = MM

avec M = Up {d \/E}jzl Ut.. Ainsi,

SKS = SMMS
= (MS)"(MS)

= rang(SKS) = rang((MS)"(MS))
= rang(MS)
= rang(S)

=n-—2

Utilisons maintenant la proposition 3.9. Il en découle que

113



SKS = Ur{d[A1, ..., An_s2,0,0]} U

Ot les \; sont les n — 2 valeurs propres non nulles de SKS associées aux n — 2 premiers

vecteurs propres dans Ug.

Et ainsi,

SHS = SKS + S4I,,S
=Ugr{a[M,. - A2,0,0]}U%L +0S
=Ur{a[M, - A2,0,0}U%S + 6UR{4[1,1,...,1,0,0]}U%
=Ur[{a[M,- s A2,0,0} +6{a[1,1,...,1,0,0]}] Uy
=Ugr{a[M+0,..., Ao +6,0,0]}U%

Il est ensuite possible de décomposer Ui en deux sous-matrices Vi et Wg avec Vg
contenant les vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles et Wpg les deux

vecteurs propres associés aux valeurs propres 0. Ainsi,

SHS = Vp{a [\ +,..., A2+ ]}V O

Proposition 3.10. Posons R = (y — XB)'H (y — X8) = y'P'H'Py, ainsi,

. n—2 772
R:;Aﬂré

Ou [,y ..., Muz]t = Viy.

Démonstration. Rappelons que P = I, — X(X'H™!X)"'X*H~!. Montrons premiérement
que PS =P, SP =S et PP =P.
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PS = (I, - X(X'H'X) ' X'H (I, — X(X'X)'X")
=1, - X(XH'X)"'X'H ' - X(XX)"'X' + X(X'H'X)"'X'H'X(X'X)'X
=1, - X(X'H'X)"'X'H! - X(X'X)"'X' + X(X'X)"'X*
=1, - X(X'H'X)"'X'H!

=P

SP = (I, — X(X'X)"'X")(I, - X(X'H'X)"'X'H™)
=1, - X(X'X)"'X' - X(X'H'X)"'X'H ' + X(X'X)"'X'X(X'H 'X) 'X'H*
=1, - X(X!X)"'X! - X(X'H'X)"'X'H ! + X(X'H'X)"'X'H!
=1, - X(X'X)"'x!
=S

PP = (I, - X(X'H'X)"'X'H ) (I, - X(X'H'X)"'X'H™)
=1, - 2X(X'H 'X)"'X'H ' + X(X'H'X)"'X'H'X(X'H'X) ' X'H !
=1, - 2X(X'H'X)"'X'H ' + X(X'H'X) ' X'H™*
=1, - X(X'H'X)"'X'H™!

=P

Ensuite, montrons que (SHS)(P'H'P)(SHS) = SHS. Premiérement,
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HSP'H'P = H(I,, — X(X'X)"!X")(I, - X(X'H'X)"'X'H )'H (I, - X(X'H'X)"'X'H™)
= H(I, - X(X'X)"'X(1, - HIX(XH'X)'XHH 11, - X(X'H'X)'X'H ™)
= H(I, - X(X'X)"'X! - H'X(X'H'X) ' X"+

X(XX) ' X'H'X(XH'X) ' XHH (I, - X(X'H'X)"'X'H™)

= H(I, - X(X'X)"'X! - H'X(X'H'X) ' X"+

X(X'X)'XHH! -H'X(X'H'X)'X'H™)
= (H-XXH'X)"'X)(H ' - H'X(X'H'X)"'X'H ™)
=1, - X(X'H'X)"'X'H ! - X(X'H'X)"'X'H '+

X(XH X)X H I X(XH X)) XH !
=1, - X(XH'X)"'X'H' - XXH'X)"'XH '+ X(XH'X)'X'H*
=1, - X(XH'X) 'X'H!
—P

Et donc,

(SHS)(P'H 'P)(SHS) = SPSHS
= SPHS
= SHS

Ensuite, montrons que (P'H™'P)(SHS)(P'H'P) = P'H'P.
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(P'H'P)(SHS)(P'H 'P) = P'H 'PSP

— P'H'PS
= P'H'P
Aussi,
(sHS)(P'H 'P)|' = (SP)’
=S
= (SHS)(P'H'P)
Et,

(P'H™ )(SHS)] (SHS)(P'H'P)
- {(SHS)(P*/H”P)T
(P'H™'P)(SHS)

Puisque (P*H'P) et SHS sont symétriques. Ainsi, par la définition et les propriétés du

pseudo-inverse de Moore-Penrose (voir la section A.4 des annexes), il en découle que

1 1
Ni+6" TN o+

P'H'P = (SHS)" = VR{ l
d

Donc finalement,
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1 1
— vV Vi
y R{d [Ai+5’ ’/\n2+5” RY

Ou [7717 v 7nn—2]t = Vé{y O

Ensuite, remettons les expressions précédentes dans la log-vraisemblance modifiée, il s’en-

suit que
1
l*:—§ nlog( >+log |H|) +n]
1 2m nZ L
=3 nlog(n> nlog Z +log | [T +0)) +n (3.3)
i=1
1 2 n—2 n
=3 -nlog ( ;) + nlog (Z :7_%‘_ 5) + ;bg(& +9) + n]
O, comme mentionné précédemment, 1, ..., 7,2 = Viy, oit Vg est la matrice conte-

nant les vecteurs propres de SKS associés aux n — 2 valeurs propres non nulles \; et ou
les & sont les n valeurs propres de K. Notons que Vg, A; et & sont indépendants de .

Il est maintenant possible de déterminer la dérivée partielle de [* par rapport a §.
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o nHOE ¢ 1
o 2 n=2 g2 2 E+6
Pob v B (3.4)

X
= (A + 5>2 =& +9 = A +0

La derniere équation doit étre résolue numériquement pour obtenir §. Pour résumer, les

équations pour trouver les solutions du maximum de vraisemblance sont les suivantes.

52 = ln_Q 77z'2
RN e IPYE S
1 n —1 n
3= (X'Up{ —— ULX| X'Upy —— U} 3.5
p-(eur{ i) wx) xue{ g v w9
"f o (Z”:1> ("22 n; )
i=1 ()‘z + 5)2 im1 & T 0 i=1 Ai + 4
Oud = Z—;, ol [, ..., Mu—2]t = Viy, olt V est la matrice contenant les vecteurs propres

de SKS associés aux n— 2 valeurs propres non nulles \; et o U est la matrice contenant

les vecteurs propres de K associés aux n valeurs propres &;.

3.3.6 Les estimateurs du maximum de vraisemblance

Puisque la matrice K est définie positive, si § est positif, H est aussi définie positive et

donc 62 est positif lui aussi. Voici donc les estimateurs du maximum de vraisemblance.
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Proposition 3.11. Si § > 0 alors,

B=5
6_2:0',2
6=14

Par contre, si nous trouvons  négatif et 52 positif, ceci indiquerait que 62 est négatif, mais
ce n’est pas un modele intéressant puisque cela signifie que les erreurs sont de variance 0.
Nous pensons donc que 62 sera toujours positif comme dans les autres modeles énoncés
précédemment. Ensuite, si & < 0 et 62 < 0, posons 62 = 0 et remplacons o2 par 0 dans

la log-vraisemblance. Elle devient

1 1 &
(s, 8,0, 02 = 0) = — [nlog(2m) + nlog(0?) + — > (i~ u— 2B (36)
=1

Et nous retombons sur la régression linéaire classique, donc

fio =y — Bo
.S,
b=
| ) (3.7)
62 == [(wi = 5) — Bolw; — )]
N
62, =0

3.3.7 Espérance et biais des estimateurs

2 2

2 ne peuvent pas étre dérivées analy-

Les espérances des estimateurs de 3, 0° et de o
tiquement, car la probabilité que ¢ soit négatif n’a pas de forme explicite. Puisque les
espérances ne sont pas disponibles, il est aussi impossible de savoir si les estimateurs du

maximum de vraisemblance sont sans biais.
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3.3.8 Variance des estimateurs (et leur loi)

Supposons que V soit connue, ainsi,
Proposition 3.12.
B — (Xtv—lx)—lxtv—ly

= B~ N(B, (XVIX)™)

Démonstration. Comme trouvé précédemment, 8 = (X'H'X)'X*H 'y, mais si nous

supposons que les variances o2 et 02 soient connues, il s’ensuit que

B — (XtH—lx)—lXtH—ly
— (Xtv—lx>—lxtv—ly

Dans ce cas, 'estimateur de 8 est la solution du maximum de vraisemblance (3.

Donc,
E[B] = E[(X'V'X) X'V "y]
= (X'VIX)"' X'V 'E[y]
= (X'VIX)"'X'V'Xp
=pB
Et,
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Var(B) = Var((X'V'X)"'X'V~1ly)
= (X'VIX) X'V Var(y) (XITV X)XV
= (X'V X)) I X'VIIVVIX(XTVIX) !
= (X'VIX)™! =

3.3.9 Tests d’hypothese et intervalles de confiance

Enoncons un test pour U'hypothese nulle Hy : 3 = 0 seulement puisqu’il n’est pas inté-

ressant de tester l'effet du groupe, car chaque personne représente un groupe en soi.

Alors, la statistique de Fisher suivante peut servir pour I'hypothése nulle sur 5 ([KZWT08])

(MB)! (M(X*V-1X)"'M*) "} (MB)

= 1 ~ Foa

(3.8)

Ou M = [0, 1].
Ce qui revient presque au méme que d’utiliser la statistique suivante (statistique utilisée

dans le logiciel R [R C14]).

Z=—C  ~N(0,1) (3.9)
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CHAPITRE 4

Application aux données réelles

4.1 Choix du modele

Puisque nous avons des données génétiques provenant de familles et que nous nous inté-
ressons a la relation entre les variations génétiques et la pression sanguine, nous avons

décidé d’utiliser le dernier modele, c’est-a-dire le modele a effets mixtes généralisé.

4.2 Explication de la procédure

Premierement, il y a quelques vérifications a faire avant de procéder a une étude d’asso-
ciation pangénomique, c¢’est-a-dire que nous nous intéressons aux associations entre les

variations de tout le génome avec la variable d’intérét.

1. Nous devons premierement exclure de l'analyse les variations génétiques (SNP)
avec une fréquence d’allele mineur (allele ayant la plus petite fréquence dans la

population) en dessous de 5 %. Nous les excluons, car ces variations n’apportent
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vraiment pas beaucoup d’information puisque leur variabilité est tres basse. De
plus, elles sont mal représentées dans les plateformes utilisées pour mesurer des
variations sur tout le génome. Aussi les erreurs techniques peuvent grandement

affecter les résultats sur ces variations génétiques puisqu’elles sont plutot rares.

2. Ensuite, nous excluons les variations qui ont un taux de valeurs manquantes de

plus de 10 % puisque cela peut indiquer un probléme technique lors du génotypage.

3. Finalement, nous excluons les variations qui dévient trop de la loi de distribution
de Hardy-Weinberg (valeur p < 0.01). Cette loi décrit les variations génétiques
dans une population hypothétique. Par exemple, par ce test, nous allons exclure les
variations pour lesquelles la presque totalité de la population est hétérozygote, ce

qui est pratiquement impossible.

La prochaine étape est donc d’appliquer le modele suivant pour toutes les variations du
génome (ici, seulement les chromosomes impairs sont disponibles pour I’analyse pour des

raisons propres a T2D-GENES le consortium a qui les données appartiennent).

Elyila;] = p + Bx; + a; (4.1)

Ou y; représente la pression sanguine (systolique ou diastolique) de la personne i et ol
x; représente une variation génétique (SNP) de la personne i (notée 0, 1 ou 2 selon le
nombre d’alleles mineurs que possede la personne 7). Nous utiliserons ce modele avec

toutes les variations génétiques disponibles apres les controles de qualité.

4.3 Reésultats

La meilleure facon de représenter les résultats d’une étude d’association pangénomique

est de présenter le graphique Manhattan (Manhattan plot en anglais). Dans ce graphique,
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nous affichons le négatif du logarithme en base 10 des valeurs p (« p-value ») sur 'axe des
y et I'axe des x représente la position génomique (la position de la variation génétique
sur 'ensemble de la structure de ’ADN) de chaque variation analysée. La ligne bleu en
y = 5 dans le graphique de Manhattan représente une significativité faible. Pour qu'une
variation génétique soit considérée comme significative malgré la multitude de tests, il
aurait fallu qu’elle dépasse la ligne y = 7 dans le graphique, ce qui équivaut a une valeur

p de moins de 1 x 1077 ou 0,05/472049 qui est le seuil de Bonferroni.

Voici donc le graphique Manhattan pour la pression artérielle systolique.

Graphique Manhattan
pour la pression artérielle systolique

6
. I
L] T .
: * s
: i.. - .
. -
— . es ' X . *
E:.’ I: ] y gi oJ
= g % %
T ol
| | | | I'T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 15 17 19

Chromosome

Figure 4.1 — Graphique Manhattan de la pression artérielle systolique
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Et voici le graphique Manhattan pour la pression sanguine diastolique.

Graphique Manhattan
pour la pression artérielle diastolique

logho(p)

| |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 15 17 19

Chromosome

Figure 4.2 — Graphique Manhattan de la pression artérielle diastolique

Nous remarquons qu’il y a plusieurs variations du chromosome 7 (il y en a 12) qui ont
une valeur p en dessous de 1 x 1075, Il y a peut-étre un géne sur le chromosome 7 qui
est fortement relié a la pression artérielle systolique. Par contre, nous n’avons pas trouvé
d’autres études d’association pangénomique qui ont trouvé des variations génétiques si-
gnificatives dans les mémes régions que nous sur le chromosome 7. Ceci pourrait étre
expliqué par le fait que nous n’avons mis aucune covariable et que les distributions des
pressions artérielles ne sont pas tout a fait celle d’une loi normale puisqu’il y a plusieurs
cas d’hypertension. Nous remarquons aussi qu’il y a beaucoup moins de variations qui
dépassent le seuil de 1 x 107° pour la tension diastolique comparativement a la tension
systolique. Ceci pourrait étre expliqué par le fait que la tension artérielle diastolique a
une plus petite variation et peut-étre aussi parce que la tension diastolique serait moins

influencée par la génétique.
Il serait intéressant d’ajouter quelques covariables telles que 1'age et le sexe et de comparer
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les résultats. L’ajout de covariables vient enlever du bruit et nous donner une meilleure

précision donc une meilleure puissance.

Il serait aussi intéressant de voir si une transformation logarithmique des valeurs de la
tension artérielle modifierait les résultats puisque I’histogramme des données montre une
queue légerement plus forte a droite. La transformation logarithmique aide a ramener
la distribution de la tension artérielle plus pres de celle d’une loi normale. Par contre,
puisque nous travaillons avec un grand nombre de données, nous ne croyons pas que cela

va affecter les résultats a grande échelle (n ~ 750 dans les régressions).
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CHAPITRE 5

Conclusion

Nous avons présenté la théorie du modele a effets mixtes généralisé en commencant par
détailler la théorie du modele a effets mixtes usuel sous plusieurs formes. Ensuite, nous
avons appliqué le modele a effets mixtes généralisé a une base de données contenant des
données provenant d’une vingtaine de grandes familles comportant en moyenne 40 indi-
vidus. Nous avons pu trouver quelques variations génétiques (surtout sur le chromosome
7 (12/15) pour la tension artérielle systolique et 2 (chromosome 7 et 9) pour la tension
artérielle diastolique) qui pourraient nous permettre de mieux identifier les mécanismes

impliqués dans le développement de 'hypertension dans le futur.

Le modele a effets mixtes généralisé pour des données familiales comporte plusieurs avan-
tages comparativement aux autres tests qui peuvent étre appliqués a des données fa-
miliales. En effet, plusieurs autres tests ne prennent que des variables binaires comme
observations comme le « transmission disequilibrium test » (TDT), le « sibling-TDT » (S-
TDT) ou encore la régression logistique conditionnelle. Il y a aussi des tests qui prennent
des variables continues comme observations, mais qui négligent de 'information dépen-

damment du pedigree ou qui ne permettent pas d’ajouter des covariables comme le « Fa-
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mily Based Assosiation Test » (FBAT). Finalement, le modele a effets mixtes généralisé
peut étre utilisé avec beaucoup d’autres traits reliés a des maladies pour trouver les

variations génétiques les plus associées a ces maladies.
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ANNEXE A

Quelques notions mathématiques

A.1 Vecteurs et matrices de uns

Posons I,, la matrice identité d’ordre n, J,, la matrice carrée d’ordre n contenant unique-
ment des 1 et 1, le vecteur de longueur n contenant uniquement des 1. Voici donc des

propriétés qui sont triviales.
Proposition A.1. J2 =nJ,

Proposition A.2. (aI, + bJ,)(al, + 5J,) = aal, + (af + ba + bBn)J,

Ces propriétés sont utiles pour le théoreme suivant qui donne une forme explicite pour

I'inverse d’une combinaison linéaire de I,, et J,,.

Théoréme A.1l.

1 b
IL,+0b),)'==-(1,— J,
(a + ) a( a-+nb )

Avec a # 0 et a # —nb.
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Démonstration. Cherchons « et 8 tels que (al, + bJ,)(al, + 8J,) = 11, + 0J,,. Il en

découle le systeme d’équations suivant.

ac =1
af + ba+bpfn =0

a=-
— a
b) = ——
Bla+nb) =~
1
o= -
a
A P
~ a(a+nb)
= (al, +bJ,)" ! = (al +6J)—EI— b J O

Ensuite, cherchons la valeur de det(al, + bJ,,). Voici un lemme pour commencer.

Lemme A.1.

det(I, + BA) = det(I, + AB)
Ou A est une matrice p X n et ou B est une matrice n X p.

Démonstration. Posons

I, —A
Mntp)x(ntp) = <]§ In>

Ainsi, M peut se décomposer de deux fagons :

_ _ Ip Opxn Ip —A
M=LN= (B L, ) (()Wp L, + BA
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et

on (L+AB —A\ (I, 0,
M_PR_< 0, In><B I,

Ou 0,y est la matrice a X b contenant uniquement des 0.

Donc,

det(M) = det(L) det(N) =1 x 1 x 1 x det(I,, + BA)

Et

det(M) = det(P) det(R) = det(I, + AB) x 1 x 1 x 1

= det(I, + AB) = det(I, + BA)

Voici donc le théoreme sur det(al,, + bJ,).

Théoréme A.2.
det(al,, +bJ,) = a" (a + bn)

Démonstration.

b
det(al, + bJ,) = a" det(I, + —1,1%)
a
= a" det(I; + é1;1,1)
a
= a" det(1 + b—n)
a

=a"""(a + bn)
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A.2 Produit de Kronecker

Définition A.1 (Produit de Kronecker). Le produit de Kronecker entre deux matrices

A = (a;;) et B = (b;j) est donné par,

A®B:(6L¢jB)
Exemple A.1.
10
10
_ (H1s) 0(15)) _ |1 O
IQ®13_<0(13) (1)) ~ o 1
01
0 1
Exemple A.2.
1 00
010
_[1I3)| |0 0 1
12@13_[1(13)]_ 100
010
0 01

Cet opérateur a aussi quelques propriétés (en assumant que les dimensions de A et B
sont conformes). En voici deux pour commencer qui n’ont pas besoin de démonstration

puisqu’elles sont assez évidentes.
Proposition A.3. (A® B)'=A'® B’

Proposition A.4. (A®B)(X®Y)=AX®BY

Pour la propriété suivante, la démonstration utilise la propriété du produit.
Proposition A.5. (A@B)'=A"'1@B!
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Démonstration.

(AB)(A'@B H)=AA'@BB ! =I@I=I

= (AB) '=A"9B™! O

Les preuves des prochaines propriétés se retrouvent au chapitre 13 du livre de Laub

[Lau05] et elles ne seront pas reprises ici.

Proposition A.6. Rang(A ® B) = Rang(A)Rang(B)

Proposition A.7. Trace(A @ B) = Trace(A) Trace(B)

Proposition A.8. Supposons que A est une matrice carrée de dimension a et B est une

matrice carrée de dimension b. Alors,

|A®B|=[A]"[B["

A.3 Calcul différentiel avec des matrices et des vec-

teurs

Voici la définition d’une dérivée par rapport a un vecteur.

Définition A.2 (Dérivée par rapport a un vecteur). Soit x un vecteur de dimension k,

alors
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Oy

Voici donc quelques propriétés sur la dérivation matricielle.

Proposition A.9. Sia est aussi un vecteur de longueur k, alors

Démonstration.
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Proposition A.10. Posons y' = [y1,ya, - ,Yp|. Alors

dy' oy " 7
y:matrz’cekxp{ yj}

ox (9x, i=1j=1
Démonstration.
9T
ox
LAV I
Y | L Yp
0
_a.fbk_
8x1 8?[)1
8xk aZL’k
oy " 7
= matrice k X p 9Y; O
8£L'i —1 =1
i=1j=
Ainsi, %—’)‘: = I, et pour une matrice A de dimension k£ x n qui ne dépend pas de x,
2 (x'A) = 2XA = A.

Proposition A.11. Siu et v sont des vecteurs de la méme longueur et qu’ils sont des

. ¢ ¢ t
fonctions de x, alors, ang = %V + %ixu-

Démonstration.
[O(ulv) |
o) | O
x| i)
L a.’]fk |
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[O(uyvy + - + upvy) |
833'1
O(ugvy + -+ - + upvy)
i axk ]
[ Ouy oy ov, ou,,
U — + 01— U, Un,
! 0 1 ! 8271 6.771 81’1
vy ouy ov, ou,,
U — + v — U, n
i 18$k 1(9xk al’k aIk_
[ Oy N Ou,, | [ Ouy N ov,, |
v . Up— U . Uy ——
! 81'1 8:701 ! 8301 8ZE1
= +
8“1 I aun 8'U1 i 6Un
v . Up— U . Uy ——
i 18:7% aiﬂk_ i lﬁmk 8Ik_
{ 8uj }k " { 81}]’ }k "
= v + u
2 j=1 Or; J ;4 j=1
ou' ov'
~ox "V axt -

Proposition A.12. Soit la forme quadratique x*Ax, alors %XtAX = Ax+ A'x et si

A est symétrique, %xtAx = 2Ax.

Démonstration. Inspirons-nous de la derniére proposition en prenant u* = x! et v = Ax.

J ., ox! Ox'A!
—x'Ax = —A
ax T ax * ox
= Ax+ A'x
= 2Ax si A est symétrique [
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A.4 Pseudo-inverse

Voici premierement la définition d’un pseudo-inverse

Définition A.3 (Pseudo-inverse de Moore-Penrose). Soit A une matrice réelle non né-
cessairement carrée, alors il existe toujours une unique matrice A", son pseudo-inverse,

vérifiant les conditions suivantes
1. AATA=A
2. ATAAT = AT
3. (AAT)Y = AAT
4. (ATA)Y =ATA

L’existence et l'unicité sont acceptées sans preuve (voir larticle de Barata et Hussein

[BH12)).

Voici maintenant une des propriétés du pseudo-inverse qui est utilisée dans le document.

Proposition A.13. Soit A une matrice symétrique singuliére m x m avec B, le pseudo-

inverse de A (B =A"). Si

A=[UW{i[s oA, 0,0, 0]} U W]
= Ul AU

avec [U W|[U W]t =1,, et U la matrice contenant uniquement les n vecteurs propres de

A associés aux n valeurs propres non nulles \;, alors
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Démonstration. 11 suffit de vérifier que B satisfait les quatre conditions.

1 1

ABA = [UW]{, [Al,...,An,O,...,O]}{d [ 0,...,0”{(1 Ay A0,

)\17"'7)\7717
= [UW]{d [)\1,,,,,)\7“0,_..,O]}[UW]t

=A

(AB)' — ([UW]{d[Al,...,)\n,O,...,O]}{d u,...,i,o,...,o]}wwr)
= (UWHa1,...,1,0,...,0}[UW])’
— [UW{u[L,...,1,0,. ... 0]}[U W]"
_AB
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(BA)! = <[UW] {d [;1 ..... Aln,o ..... OH{d AL, Ay 0, ., 0]}[UW]t>
= ([UW{a[L,...,1,0,....0}[UW]')'
=[UW{,;[1,..., 1,0,..., 0]}[U W]
— BA
Donc B=AT.
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ANNEXE B

Quelques démonstrations

supplémentaires

Commencons avec les lois de SCE et SCR dans le cas de 'analyse de la variance a un
facteur. Nous allons démontrer leur loi dans le cas ou le facteur est fixe et dans le cas ou

le facteur est considéré comme aléatoire.

B.1 Loi de certaines statistiques

B.1.1 SCR avec effet fixe

Commencons par SC' R pour 'analyse de la variance a un facteur fixe. Pour ce faire, voici

o). . L s —1 2 7 7 . .
une proposition sur la loi de 52 = 3 % dans le cas général (les observations suivent
i=1

toutes une loi normale de moyenne y et de variance o2 et elles sont toutes indépendantes).

Proposition B.1. Soit
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yi ~ N(pu,0%) idid Vi=1,...,n

Alors

Démonstration. Cette preuve est inspirée du cours de M. Ernest Monga [Mon13]. écrivons

premierement que

Car,

Ainsi, (";)32 =W — Z2. Avec

n L 2
WIZ(‘% M) ~ X

i—1 o

Car,

y; ii.d N(u,0%) pouri=1,....n
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et donc,

g~ N(p,0%/n)

Aussi, § est indépendant du vecteur [y; — ¥, ...,y, — ¥)]’ ce qui donne que s* est indé-

pendant de Z? et donc que

Ce dernier résultat ce démontre tres facilement a 'aide de la fonction génératrice des

moments. O

Il est maintenant possible de trouver la loi de SCR.

Proposition B.2. Soit

Yij ~ N+ g, 0%) indépendantes VYi=1,....metVji=1,...,n

Dans le cadre de ’analyse de la variance avec un facteur five. Alors,

SCR 1 & &
02 o2 ;jZl(yij — )"~ X(N—m)
Démonstration.
SCR 1 & (g —1)s?
0_2 - 0_2 ;J:Zl(ylj yl) - p 0_2

U .
Ou s? est la variance échantillonnale du groupe i (s? = 21 w> De plus, puisque
]:

le vecteur [yi1, ..., ¥in,)" est indépendant du vecteur [y, ..., Yim,]" pour tout i # ', les
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L 2
% sont indépendants et suivent une loi du khi carré avec n; — 1 degrés de liberté. Il

en découle que

SCR

2
2 X
> (ni—1)
=1
SCR 9
= 0_2 ~ X N—m) u

De plus, voici la loi de 1'estimateur 62.

2 _SCR_ ., o°SCR_ N&*

_ 2
N = 0" = N 0_2 = 0_2 ~ X(N—m) (B].)
Posons 5% = 12—6% comme autre estimateur de o2 et voici sa loi.
N 1 o> SCR (N —m)S?
SP= 5% = SCR = 5% = = ~ x? B.2
N—-m’ N —m N—-—m o2 o2 X(v-m) )

B.1.2 SCR avec effet aléatoire

Transportons nous maintenant dans le cas de 'analyse de la variance avec un effet aléa-
toire. Il n’est pas possible de procéder comme dans la derniere section puisque maintenant,
les y;; ne sont plus tous indépendants. Par contre, il y a deux théoremes qui relient les

formes quadratiques a la loi du khi carré non centrée qui s’énoncent comme suit.

Théoréme B.1. Soit x = [z1,...,2,]" ~ N(u, ) multidimensionnelle, alors la forme
quadratique X' Ax va suivre une loi du khi carré non centrée de paramétres (rang(A), s’ Ap)

si et seulement si A est idempotente.

Théoréme B.2. De plus, x!Bx est indépendant de x'Ax si et seulement si AXB =

OTLX’I'L'
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Les détails et les preuves se retrouvent dans [Sea7l|, mais présentons quand méme la
preuve du théoreme B.1. Trois résultats préliminaires sont requis : un lemme, la fonc-
tion génératrice des moments (FGM) d’une loi du khi carré décentrée et la FGM d’une
forme quadratique. Jusqu’a la fin de la preuve du théoreme B.1, x ~ N(u,X) avec

X = [11,...,2,]".

Lemme B.1. Pour tout vecteur g et toute matrice définie positive et symétrique W,

[’équation suivante est respectée.

n o0 o0 1
(2m)F (Wt — [™ o [ e [ W 4 gl das o

Démonstration. La preuve est évidente en considérant la densité de la loi normale mul-

tidimensionnelle NV (p, ). En effet,

n o o0 1
R = [T [ e |- ) S - )] dan o

— / .. / exp l:—Qthlx + l,l,tzilx — i,utEp, dl’l R dl'n

En posant gt = u!X 7' et W = X, il en découle le résultat souhaité. O

Utilisons ce lemme (B.1) pour trouver la FGM d’une forme quadratique.
Proposition B.3.
1
Myiax(t) = [T —2tAZ| Y2 exp —§pt(1 —(I-2tAD) HZ '
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Démonstration.

My ax(t) =B [¢™A%]
- /OO /oo eXAXf (X)day ... dx,

n o0 oo 1
= (27T)*§\2]*1/2/ / exp [txtAx — 5(x —p)'E T (x - p,)} dxy . ..dx,

exp(—Lpt3—! o0 0 1
- (I;Sﬂi/’;mmf R B e [

-1
En utilisant le lemme B.1 avec gt = p!S ™! et W = [(I— 2tAZ)E_1} = X(I-
2tAY) 7L, il s'ensuit que

. 1
Migeax(f) = e 3927 0712531 — 2AS) V2 exp {2,&212(1 - 2tA2)121u}

1
= [T 2A%| P exp |~ pl(T— (1- 2tAE)_1)E_1p,} 0

Ensuite, il ne manque que la FGM d’une loi du khi carré décentrée.

Proposition B.4. Si la variable aléatoire U suit une loi du khi carré décentrée de para-

meétres n et \, c’est-a-dire que sa densité est la suivante

0 Ak g Bt+k—1,-%

M= g

Alors, sa FGM est donnée par

(1 . 2t>—ge—>\[1—(1—2t)*1]

Démonstration. Voir le livre de Searle [SeaT1]. O
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Revenons maintenant a la preuve du théoreme B.1.

Démonstration du théoréme B.1 (suffisance). Supposons que A est idempotente, mon-

trons que x'Ax ~ y¥ (rang(A), %,quu).

Par la proposition B.3, la FGM de x'!Ax est donnée par

Mioax(t) = |T = 26AS|"2 exp {—;uta - 2tAE)‘1)E‘1u}
ﬁ[l—Qt/\ 1/Q}expl ( i )2-&4

Ou A; pour ¢ = 1,...,n sont les valeurs propres de AX. La deuxieme égalité provient

du fait que le déterminant d’'une matrice est égal au produit des valeurs propres de
celle-ci et en utilisant la série géométrique sur des matrices. Il faut ajouter la condition
que \; < ‘Qt‘Vz pour que la série géométrique converge. Puisque AX est idempotente,
Ai = 0 ou 1 donc la condition précédente devient |t| < 1/2. Posons r le rang de AX ce
qui donne qu’il y a r valeurs propres qui sont égales a 1 et n — r qui sont égales a 0.
Posons, sans perte de généralité, que \y = ... = . =1let que A,y 1 =... =X, =0. De

plus, (AX)* = AX. la FGM de x'Ax devient

! (— i(%)’f) AEZ‘W]

k=1

N —

M ax(t H [(1—26)7%] exp [—

1
= (1—2t)"exp [—2,ﬁ (1-(-207") Au]
1
— (1= 26)"exp [—z,ﬁAuu (- 2751))}
Par la comparaison avec la FGM de la loi du khi carré décentrée (proposition B.4), il en

découle que x’Ax suit une loi du khi carré décentrée de parametres r = rang(AX) et

s’ Ap. Puisque X est inversible, x'Ax ~ x¥(rang(A), s’ Ap). O
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Démonstration du théoréme B.1 (nécessité). Montrons que si x'Ax ~ X”(r,%,utAu),

alors AY est idempotente de rang 7.

Puisque la loi de x'Ax est connue, sa FGM est celle de la loi du khi carré décentrée
(proposition B.4), mais aussi celle d'une forme quadratique (proposition B.3), il s’ensuit

I’égalité suivante pour toute valeur de p.

1 1
(1—-2t)""? exp —i,utAp,(l —(1=2t7Y)| = [I-2tAZ| 2 exp —§/,l,t(I —(I-2tA) HZ '

Posons g = 0,,51. Ainsi,

(1—2t)7"2 = |1 —2tAX|7V/2

Posons u = 2t,

(1—u)" =|I—-uAX]
Posons Ay, ..., A, les valeurs propres de AX.. Donc,

n

(1—u)" =]]Q—u\)

i=1

Par la comparaison des puissances les plus élevées de chaque polynome en u, il en découle
qu’il doit y avoir exactement (n — r) valeurs propres égales a 0. Prenons les dernieres

puisque l'ordre des valeurs propres n’est pas important. Ainsi,
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= \N=1pourt=1,...,r

La derniere égalité vient du fait que lorsqu’il y a une égalité entre deux polyndmes,
leurs racines doivent étre identiques. Le polynome de gauche a r fois la racine u = 1
et le polynéme de droite a les racines u = 1/Aq,...,u = 1/A,. Ce qui donne que \; =

lpouri=1,...,r.

Puisqu’il y a r valeurs propres égales a 1, (n — r) valeurs propres égales a 0 et que A et
3 sont symétriques avec X définie positive, alors AY est idempotente de rang r (lemme

9 du 2¢ chapitre du livre de Searle [Sea71]). O

Voici une toute derniére proposition acceptée sans preuve avant de montrer le résultat

sur SCR.

Proposition B.5. Soit A une matrice idempotente, alors rang(A) = trace(A).

Maintenant, il est temps de trouver la loi de SC'R dans le contexte de I'analyse de la

variance & un facteur aléatoire.

Proposition B.6. Soit,

y ~N(uly, V)

Ou y est le vecteur de toutes les observations et ot V. = {;0°L,, + 02J,,} est la matrice
de variance-covariance de y. Tout cela est dans le contexte de l’analyse de la variance

avec un facteur aléatoire. Ainsi,
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SCR 1 & &

- 0_2 ZZ Yij — i- ~ X%N—m)

i=1j5=1

Démonstration. Définissons A = % (IN - {d n%JnD Ainsi,

1 _ _ _
ytAy = 7[911 y 1y s Ying —Y1,Y21 — Y25 - - - s Ymng, — ym]y
1 _ _
7[3/11(%1 — Y1)+ y2(W12 — Y1) + -+ Ynng, Y — Yrm-)]
1 mom
- 0_2 Zzyz] yz] i-
i= 1_] 1
1 m  n; m _ g
=1 j=1 =1 j=1
1 m Ny m Ny 5
e zzyi.]
Li=1j=1 i=1j=1
 SCR
= =
De plus,
1 2 2
AV = — IN - 7']711 {d g Inz + UaJni}
U d T
1 2 2
- Inz T, ¢ {a 0o, + 050}
0'
1{I}+{J} L 25 %y
— o [0 'S — 0 Jdp, ¢ — n;JIn;
0_ d d i d ni i d an i i
0.2
= In — —Jn —2J, — —=J,.
0 z} + {d 0_2 7 0_2 z}

I
Q ?:/H,_H
l
3
|
S —
[
8
——

>
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Et,

Donc AV est idempotente. Par le théoreme B.1, il s’ensuit que

SCR 1
y Ay = 7%~ (rang(A), S (1) Ally))

Ensuite, trouvons des expressions simplifiées pour les parametres de la loi du khi carré

non centrée. Par la proposition B.5, rang(A) est donné par

rang(A) = rang(0’A) = trace(c?A) = Z (1 — ) —N—m

Ensuite,

1 t 1oy 5
5(/11]\[) A(/L].N) == ?1NA1N == ? . 01><N . 1N =0

Le résultat final est donc que
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SCR
2 X%N—m) 0

B.1.3 SCE avec effet fixe

Proposition B.7. Soit

Yij ~ N+ oy, 0%) indépendantes Yi=1,.... metVji=1,....,n

Dans le cadre de I’analyse de la variance avec un facteur fize. Ainsi, sous Hy : g = ... =

am =0, la loi de SCE est donnée par

SCE R ,

=522 ™ X(m-1)

i=1j=1

Démonstration. Ce qui suit est inspiré de [BF10|. Premiérement, voici une identité.

SCT =3 (5 — 7 ZZ i — 5:)2 + 3.3 (7 — 5.)2 = SCR+ SCE
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

Prenons les y;; tous ensembles avec leur moyenne 7. leur variance échantillonnale S? =

T Z; jil(yij —y.)? = (io_zi). La loi de S? sous Hy : ap = ... = a,, = 0 est donc connue,
en effet,
(N —-1)5? 9 SCT (N -1)8? 9
o2 ~MXN-) T T T o2 ~ X(N-1)
La contrainte d’étre sous Hy : a1 = ... = «,;, = 0 est importante pour pouvoir utiliser la

proposition sur la variance échantillonnale qui requiert que toutes les variables aléatoires

soient i.i.d.
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ng

De plus, SCR = 3 5 (yi; —9i.)? = g(nz— 1)s? et SCE = 5

2 , (W —9.)" = > ni(yi —
i=17=1 =1 i=17=1 =1

7..)%. Aussi, s? est indépendant de 7;. pour tout i et s? est indépendant de 7. pour tout
i # 1 puisqu’ils sont calculés a partir de deux groupes différents. Donc, s? est aussi

indépendant de y... Ce qui donne finalement que SC'F est indépendant de SC'R.

Remettons tout cela en perspective. SCT/o? = SCR/c* + SCE/o?, SCR/o* est indé-
pendant de SCE/c? et finalement SCT/0? ~ x{y_;) et SCR/0* ~ x{y_,,. Tout cela

implique, par la FGM de la loi du khi carré, que sous Hy: oy = ... = o, = 0,

SCE/o* ~ X%(
(

N—-1)—(N—-m))
:>SCE/O'2NX2m_1) D

B.1.4 SCE avec effet aléatoire

Nous allons présenter deux propositions sur SC'E ici, une pour le cas ou les données sont
équilibrées et une autre pour le cas ot les données sont non équilibrées. Commencons par

celle pour le cas ou les données sont équilibrées.

Proposition B.8. Soit,

Ou 'y est le vecteur de toutes les observations et ou 'V = {4 0%L, + 623, } est la matrice
de variance-covariance de y. Tout cela est dans le contexte de [’analyse de la variance

avec un facteur aléatoire dans le cas ou les données sont équilibrées. Ainsi,
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SCE 1 e
= 2 Z Z(yl - y)2 ~ X%m—l)

o?+no? o024+ no2 =

Démonstration. Procédons de facon analogue a la démonstration de la loi de SC'E avec

effet fixe.

SCFE =

3 i (5. — .)* = ni(gji. —.)?

=1 j5=1

— m
Posons, S? = ﬁ Zl(gjZ —7.)? qui représente la variance échantillonnale des ;.. Ensuite,
1=

en utilisant les propriétés de la loi normale multidimensionnelle, il en découle que

1
vi. ~ N <,u, o2 + 02> indépendantes
n

Donc, comme montré précédemment pour s2 et en effectuant quelques substitutions, la

loi de S? est donnée par

(m —1)5* 2
o2 1 1g2  X(m-1)

Donc,

(m —1)5? SCE

=
2112 2 2
aa—f—na no; +o

SCE = n(m —1)S* = (no? + o?) ~ X%m,l) O

Voici maintenant la proposition pour le cas ou les données sont non équilibrées.

Proposition B.9. Soit,
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Ou y est le vecteur de toutes les observations et ot V.= {,0°L,, + 02J,,} est la matrice
de variance-covariance de y. Tout cela est dans le contexte de [’analyse de la variance

avec un facteur aléatoire. Ainsi, sous Hy : 02 = 0,

SCFE 1 & & _
T2 ZZ(% - 3/--)2 ~ X%m—l)

i=1j=1

1 1 1
o= {({at) =)

o2

Démonstration. Posons

Montrons que 25E = y'Cy

1 L
thy—;[yl Uor ooy U — U]y
1 m ng _ B
:;ZZ@/M(%.—M

i=1j=1
1 o o
ZQZZ(%—Q)
i=1j=1
 SCE
-5

Montrons maintenant que CV est idempotente avec V = ¢?Iy puisque nous sommes

sous Hy: 02 = 0.

Donc,
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1 1 1 1 1 1 1 1
{d ni z}{d ni } {d ni Z}NJN NJN{d niJ z}+NJNNJN
1 1 1 1
D N B M QL S MR
{d A } NN T NIV NN
1 1
= —J, = =J
{d n; } N7

I
Q
<

Donc CV est idempotente. Par le théoreme B.1, il en découle que

SCE , 1
y'Cy = 0z "~ X2 (rang(C), 2(u1N)tC(u1N))

Ensuite, trouvons des expressions simplifiées pour les parametres de la loi du khi carré

non centrée. Pour son rang, utilisons la proposition B.5. Ainsi,

rang(C) = rang(CV)

= trace(CV)

Et, 2(u1n)'C(uly) = 0. Le résultat final est donc que

SCE
2 X%m—l) .

g
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B.1.5 Indépendance entre SCR et SCE avec effet fixe

Montré dans la section B.1.3 sous Hy: oy = ... = o, = 0.

B.1.6 Indépendance entre SCR et SCE avec effet aléatoire

Nous allons encore procéder en deux parties. Premierement voici la proposition dans le

cas ou les données sont équilibrées.

Proposition B.10. SCE et SCR sont indépendants dans le cadre de l'analyse de la

variance avec un facteur aléatoire dans le cas ou les données sont équilibrées.

Démonstration. écrivons —=<E; = y'By avec
no2+o?

1 1 1 1 1 1
B (L.o(-3,) - ~JIy)=—— (L, — —J,, ) ® (-7,
na§+o2( ®(n ) NN) n0§+02( m >®(n )

Le symbole ® représente le produit de Kronecker, aussi appelé produit direct. Pour la

définition et quelques propriétés, voir la section A.2. En effet,

[yl-_y--w"?gl-_g--v"'vym- _yuaym_y]y

n fois n fois

¢
By=—-—
Y=y no? + o2

1 m n B 3
= W ;;ym(yz —y.)
1 mon P
= 77102 po ;Jz::l (?/z y..)
SCE
no? 4+ o2

Bt
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Puisque AVB = 0,,,,xmn, Y'By est indépendant de y'!Ay donc SCE est indépendant de

SCR.

Pour le cas ou les données sont non équilibrées, regardons I'indépendance sous Hy : o2

0.

]

Proposition B.11. SCE et SCR sont indépendants dans le cadre de 'analyse de la

variance avec un facteur aléatoire sous Hy : o2 = 0.

Démonstration. Montrons que AVC = Oy n

3

AVC:12<IN—{ i
o d

n;

1

1
0-2IN7

(

am

1 1 1 1
“ (L) - L
- ; NxN
= Onxn

Donc, sous Hy : 62 =0, SCE et SCR sont indépendants.
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B.2 Variance et covariance conditionnelle

Théoréme B.3.
Var(y) = Var,(Elylu]) + E,[Var(y|u)]

Démonstration. Premierement,

E,[Var(y|u)] = E, [E[y*[u] — Ely[u]*| = E[?] — Eu[E[y|u]’]

Bt

Var, (E[y|u]) = E,[E[y|u)’] - E,[Ely|u]]* = E,[Ely|u]’] — E[y)*

Donc,

Var, (E[y|u]) + E,[Var(y|u)] = Ely’] — E[y]* = Var(y) O

Voici maintenant la preuve de 1’équivalent pour la covariance.

Théoréme B.4.

cov(y, w) = cov, (Elylu], Elwlu]) + E,[cov(y, wlu)]

Démonstration. Premierement

covy(Ey|ul, E[w|u]) = Ey [E[y|u]E[w|u]] - Eu[E[y|u]| Eu[Elw|u]] = Ey [Ely|u]E[w|u]] -E[y]E[w]

et
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Eufcov(y, wlu)] = Ey [Elywl|u] — Ely|u]E[w|u]] = Elyw] — Ey [Ely|u]E[wu]]

Donc,

covy(Ely|u], Elw|u]) + Ey[cov(y, wlu)] = Elyw] — E[y]E[w] = cov(y, w) 0

B.3 Autres preuves pour ’ANOVA a un facteur aléa-

toire

Rappelons le modele en premier lieu :

Elyijlai] = 1+ a;
Yijlai ~ N(u + a;, 02) indépendantes (B.3)
a; ~ iid N(0,02)

Ouet=1,....met j=1,...,n; Et

]E[yij] =
Var(y;;) = o + 02

2
cov(Yij, Yir) = 0,
B.3.1 Quelques espérances et variances

Quelques espérances et variances de certaines fonctions des y;; sont requises pour com-

mencer.
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I o1 _ 2 1 2 <% 9
Proposition B.12. E[y7] = p* + 0% + X 503
i=1

Démonstration.
) 1 m  n; m Nk
E[ﬂ] ﬁE Zzyij (Z ykl)
i=1j5=1 k=1l=
—LEim i*iiiyy+iEii
N* i=1j=1 N i=1j=1k#j I N2 i
n; m n; n; 1 m m n;
N2 Z Z {yw} Z Z E y’bjyzk N2 Z Z :
i=1j5=1 =1 j= lk;éj =1 k#i j=
m N4 m ez ng 1 m

N2ZZ'“+U +03) + ZZZ“+U T2

i=1j5=1 1=1 j=1 k#j =1
S(n?) - N N2 — 3> n?
i=1 i=1
NQ(M +ol+o )+T(H2+02)+T(ﬂ
L
= ,U2 + N02 + Z:]im 0'2
1
=+ —0o®+ —o? si les données sont équilibrées
mn m
Proposition B.13. E[y}] = > + -0% + o2
Démonstration.
E[] 1 ' o
Z EE Z Yij Z Yik
7 =1 k=1
1 2 1
- 5 Eyz] +722Eyzgyzk
n; 7j=1 i j=1k#j
1 n; n; n;
==Y (W+o*+o. +—QZZM +07)
ni j=1 i j=1k#j
n; n;(n; — 1
M0t+a+a>+<kﬁ+09
=y’ + —0’+o’
U
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Proposition B.14. Var(y.) = o + > Di g2

Démonstration.

2, 1 Z:1 " 2 2
= + NJ + Z_NQ a M
o, =
L R S
N N2z °
2 2
no, + o 3
=4 si les données sont équilibrées
mn

Proposition B.15. Var(;.) = -0 + o

Démonstration.

= iaz + 02
Proposition B.16. E[CMR] = ¢?
Démonstration.
E[CME] = i —E {éé(yj - @-)2]
=~ i — i;z:llﬁl[yfj T
- i ; (Ely?] - 2E [32] + E[7)

1

IR R <t S SRS (2 2 2
_N_mZZ((u +0°+0)) u—i—aa—i-nia

))



E[C M E] est seulement nécessaire dans le cas ou les données sont équilibrées.

Proposition B.17. E[CME] = 0% + no? lorsque les données sont équilibrées.

Démonstration.

E[CME]

N —m)o?
N—m
O
Son(ig— g )2]
(T =200 + g?)]
nm o
m — 1E {y}
1
p? + 02 + 02> L (,u2 + o + ai)
n —1 mn m
O

B.3.2 Variance asymptotique des parametres dans le cas ou les

données sont non équilibrées

Les dérivées secondes de la log-vraisemblance ont été calculées a la section 2.2.2f), mais

les revoici.
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i=1 "M
ZMUQ _ Z z(yzz_ M)
i=1 A
m 2(5.
P S (y;2 D)
i=1 i
m m (B.4)
Lo = lzﬁ_zn?(yz — )’
23N oI Al
N-m SCR 121 Zn(y —p)?
ZO' 02 = - S 3o - 3
SO e D Bb vinD D v
Lo — 0
la o2 — 5 — — L
o 2 i=1 /\12 ; )‘:13

Ou \; = 0%2+n,;02. Trouvons maintenant la négation des espérances des dérivées partielles
a

mentionnées plus haut.

— E[le] = —E [_ i ni(Yi — M)] _ i ni(E[yi] — n) ~0 (B.6)
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B.3.3 Détails pour le test sur o

Voici la proposition a démontrer.

Proposition B.18. Un test pour tester ’hypothése nulle Hy : 02 = 0 utilise la statistique

% qui suit une Fisher a m — 1 et N —m degrés de liberté dans le cas ou les données

sont équilibrées ou non.

Démonstration. Commencons par le cas ou les données sont équilibrées. Montrons que

le test associé a F' = % est le test du rapport de vraisemblance. La vraisemblance de

ce modele est donnée par

N _
U(p1,0%,02) = = log(2m) — - log(X) — “=— log(0”)
SCR SCE (7. — p)?
202 2\ 2\
Et donc la vraisemblance avec les parametres égaux aux solutions (j = 7., 62 = =&

m(n—1)
et A= SCE) est donnée par
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1(1,6%,6%) = —log(2m) — " log(}) - log(5?)
SCR SC (7. — )2
bl e R A C A /i
2062 2\ 2\
N m SCE m(n — 1) SCR
= o)~ s () - 0 s (L2
SCR  SCE (g.. —1.)*
T 9 SCR_ T 58CE anST
m(n—1) m m
N m SCE m(n — 1) SCR mn
=~ log(2m) — Flog (52 ) = T log <m(n_1>> Ty
2 _ SCT

Ensuite, trouvons la vraisemblance sous Hy. 5 = ==~ et fip = i = ¥.., donc Ao = g2. 11

s’ensuit que

o N m . m(n —1 .
(10, 65,05 = 0) = —Elog(27r) - Elog()\o) - <2)10g(03)
SCR _ 5C (5 — f10)?
mn-———-

202 2, 2)0
_ —Elog@?r) B @log (SCT) _m(n—1) log (SCT>
2 2 mn

2 mn
SCR SCE (7. —7.)?
T 9SCT = §8CT SCT
25 2T 25
mn SCT mn
— _Noglam) = 1 ( ) _mn
0g(2m) — —~log { — 5
Posons ¢ = ‘;gg = (’;‘,__17311: avec F' ~ Fm—} (voir la section B.1 des annexes), alors

—2log(A) est donné par
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_210g(A) = _zl(:u07 O-ga 0.2 = O) + 21(”7 d27 0-2)

= Nlog(2m) + mnlog <SOT> +mn
mn
SCE SCR
SCT SCR SCR SCE
= mn log <> —mnlog | ——= | + mlog | — | — mlog ()
mn m(n —1) m(n —1) m
n—1 SCE SCFE
= mnlog ( n (1 - SOR>> ~mlog ((” - 1)SCR>
= mnlog (n;l (1+ q)> —mlog ((n —1)q)
Trouvons maintenant la dérivée de —21log(A) par rapport a g.
d(—2log(A)) p— 1 n—1_ - 1 (n—1)
dq —(1+q) n (n—1)q
_omn__m
S 1l+q ¢
_ m(ng — (1 +4q))
q(1+q)
mlgn—1)—1)
(1+q)q
Trouvons une expression pour le cas ou E)(_%ng)) > 0.
O(—2log(A))
dq >0&q> —3
& SCE > SCR
n—1
& SCE — S(z}i 0
SCFE SCR
& — >0
mn  mn(n—1)



(1-1/m)SCE _  SCR

PN m—1 m(n—1) >0
n
1—1/m)CME — CMR
& ( /m) >0
n
620
&62>0
1 9—2log(A)

Et donc, si 62 > 0 (¢ > 1),

n—1

g > 0. Les deux statistiques (—2log(A) et F' = aq)

2

2 sauf en un point (0), mais

varient donc dans le méme sens pour tout le domaine de &
cela est suffisant pour I’équivalence des statistiques. Ce qui revient a dire que le test du
rapport de vraisemblance est équivalent a regarder si la statistique (F' = %) dépasse
FRomi-a-

Pour le cas ot les données sont non équilibrées, cette méme statistique F' = % suit une

loi de Fisher sous Hy : 02 =0 (F ~ Fy~} voir la section B.1). Il est possible d"utiliser
cette statistique de Fisher pour tester 'hypothése nulle Hy : 02 = 0 dans le cas ou les

données sont équilibrées ou non équilibrées (voir le livre de Searle [SCM92] autour de la

page 77). O

B.4 Autres preuves pour la régression linéaire simple

classique

Rappelons le modele en premier lieu :

Elyi;] = u + Ba; -
Yij ~ N(u+ B, 0?) indépendantes .
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Ou=1,...,N. Voici quelques preuves supplémentaires qui ne sont pas présentées dans

la section sur la régression linéaire simple classique.

A

B.4.1 Loi du couple f,

Cherchons la loi des estimateurs du maximum de vraisemblance dans le contexte pré-
cédent, c’est-a-dire la régression linéaire simple habituelle. Montrons premierement la

proposition suivante.

Proposition B.19.

fi b o (v g
o N 7
R

:zzl -
> (zi —z)?
=1
] Y1 —y
YN —Y

et

=
Il
L
|
W
K|
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N
Oﬁ Sﬂ?fﬂ - Z:l(‘rl - ‘il)2 Posons y = [yla s 7yN]t7 y* - [(yl - ?j)a SR (?JN - g)]t = Aly
et x* = [(r1 — 2),...,(zxy — T)]" = A1x avec A} = Iy — %JN. Puisque les y; sont

indépendantes et suivent une loi normale de parameétres p + Sx; et o2, alors

p+ B
yNN 7IN02
p+ Brn

Et donc, puisque y* = A1y, il en découle que

p+ By
y' ~N|[A; : ,A102At1
p+ By
B(z1 — )
~N : Lo2A,
Blay — )

~ N (ﬂX*, O'2A1)
Car A; = Al et que AjA; = (Iy — +In)(Iv — +Iy) = Iy — 2In — 2In + HJ% =

Ensuite, posons Ay = i[(ml —I),...,(ay — 7)) = ;‘—;Z alors f = Ayy*. Donc,

B~ N (Axfx*, Ay’ AL AL)

2

1 a -2 O *t *
~N 5 BZ(xi—m),S 5 XA 1x
Tr =1 TT

(o)

Car,
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11 -1 -1
N N N _
1 —T
11 -1
sav-o))| Y N N
| TR RS
N N
r1 —
S = D) (o —7) — = (i — )
—Y (i—Z),....,(an—Z)— =) (x;— =
Ni:l Ni:l
I'N—.f
1:1—.7_3
:CN—J_J

Ensuite, cherchons la loi du couple (i, B ). Sachant que =y — Bi, il en découle que

=G ol

Donc, avant de trouver la loi du couple (fi, B), il faut trouver la loi du couple (B . Y)- 3 et
y sont indépendants puisque les deux suivent une loi normale et que B est une fonction
de (y; — y). La loi de B a été trouvée plus haut, il ne reste donc que la loi de y. C’est

assez simple puisque les y; sont indépendantes. En effet,

2
y~N<u+ﬁx,?V>
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Donc, pour le couple (B, ), leur loi est donnée par

Donc, posons

alors

Et donc,

~N

—z 1 -z 1

1 0 u—irﬁx’ 0
(’—xﬁwwﬂ (5;" 5
- b g 0
(B (5 2)
£ e 5w
v o (P 5% e
_5 'S\ —& 1

La derniere expression vient du fait que
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I
%
+

g
|
\E?/I

o

@
Il
—

(27 — 22,7 + %)

@
Il
—

[ [
+ +
Zl= 2= 2=
hE

PR

N
> xf) —25° + 7
i=1

B.4.2 Loi de o2

Utilisons le théoreme de Cochran qui est énoncé ci-dessous (version simplifiée de [Bar06]).

Théoréme B.5 (Cochran). Soit X = [X1,..., X,]" un vecteur de variables aléatoires de
loi normale de parameétres 0 et 1. Pour F' un sous-espace vectoriel de R™ de dimension

p, notons Pr (resp. Pp.) la matrice de projection orthogonale sur F (resp F*).

Alors, les vecteurs aléatoires PrX et Ppri X sont gaussiens et indépendants de lois

PFXNN(O,PF) et PFLXNN(O,PFJ_>

De plus, les variables aléatoires ||PpX||? et || Ppir X||? sont indépendantes de lois
1PeXI1* ~xGy et 1 Pre X ~ Xamy)

Démonstration. Accepté sans preuve, voir l'article de Bardet [Bar06]. O

Le théoreme précédent nous permet de montrer la prochaine proposition.
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Proposition B.20. ]\;—ZQ ~ X%N—2)

Démonstration. Dans le contexte de la régression linéaire simple classique, e = [ey, ..., en]" €
RY avec e; = %(yl — o — PBx;) et les e; sont i.i.d de loi normale de parametres 0 et 1, car

ce sont les observations qui sont centrées et réduites. Posons F' le sous-espace vectoriel
engendré par 1y et (x —Z1ly) ol x = [x1,...,2y]". Ces deux vecteurs forment une base

orthogonale de F' puisqu’ils engendrent F' et qu’ils sont perpendiculaires. En effet,

<1N,X — le) = Z(l’l — .’f) =0

i=1

Ensuite, notons e* la projection de e sur le sous-espace vectoriel ' (e* = Pr(e)).

e* <e’ 1N>

(e,x — [i’].N>

_ 1 _ 71
P P e
N N

Z%*leLMS—*(X—le)

:é*lN—i—b(e)*(x—ilN)

N
> (wi—T)e;

Ou b(e) = le Cette notation sera utilisée pour simplifier les expressions.

Observons que e — e* est bien la projection orthogonale de e sur F- (e — e* = Ppi(e)).

En effet,

(e —e,1y) = (e —ely — b(e)(x — T1y), 1x)
= (e—eély,1y) —b(e)(x — 71y, 1)
(e — é].N, 1N>

0
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(e—e",x—rly)=(e—ely —ble)(x —xly),x —Tly)

= (e,x — Zf].N> — 7<1N,X — Zf‘].N> — b(e)(x — jle,X — i’lN>

> (s —T)e; n

= (e,x — 7ly) — = (z; — 2)°
Zg@l — z)2 i=l

= Z<xl — j:)el- - Z(l'z - j)el

Donc, e — e* est bien dans F* et e — e* = Pri(e).

Maintenant, trouvons une version plus jolie pour e*. Posons premierement €¢; = y; — 1 —

Bx; = oe;.
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=B+ Zjvl
> (z; — )2
i=1
N
> (i —T)e
=0+ al:]\}
> (z; — )2
=1
= [+ ob(e)

7
—§—p— BT+ P, —T) — Ba; + BT
p+ B — BT — B

Le théoreme de Cochran (B.5) dit que ||Ppre||* ~ x{y_y) donc,
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2

”P le||2 _ He_e*”Q _ y_:u]-N _/BX o la]‘N_'_ﬁX_/'l’]‘N _BX
r g g
R A~ 2
_ |y —fly = Bx
g
1 Y N
:;Z(yi_ﬂ_ﬁxz)
=1
No?
N&?
= —5 ~ X(n-2)

Proposition B.21. 62 est indépendant de i et de 3.

Démonstration. Pour montrer 'indépendance entre les différents parametres, remarquons

que

e — e est orthogonal a e*

= e — e" est indépendant de e*

= e — e" est indépendant des composantes de e* dans la base (1y,x — Z1y)

= e —e” est indépendant de € et de b(e)

= 4, qui est une fonctions de e — €*, est indépendant de € et de b(e)

= & est indépendant de /3 et 7, qui sont des fonction de & et de b(e)

= 0 est indépendant de B et il =1y — Bf O
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B.5 Autres preuves pour PANCOVA avec un facteur

fixe

B.5.1 Lois de fi, 3 et &;

Rappelons la loi de y dans le contexte de TANCOVA.

y ~ N(ply + {. 1,,0;} + Bx,Ino?) (B.12)

Ou x est le vecteur [211,. .., T, |"-
Proposition B.22.

~ 7202 a? Z.o? z..(2;.—%..)0?

i I Sew TN T S N

BI~NEIA L =52 Sex T S

& o, z.(Zi.—%.)o?  (Zp—%.)0%  (Zi—%..)%0> o2(N—n;)

Sxac Sacx Sacx N’I’LI

et

T —3.)%0” o?(N—n; %;.—%..)(%j.—%..)0? o
a; o] (EmELel 4 AWm)  @enw)@oTi)et g2
Qs ~N ol | G ma00? " 2 s 0Ny
’ 7 5 by -+ .

Démonstration. Voici premierement les estimateurs.




Voici la loi de y* = [y11 — U1y - - » Ymny, — .t = A1y, avec Ay = {d L, — n%Jn}

y* ~ N(Al(plN + {c ]—niai} + 5)(), AlINCTzA?i)
NN(BX*,OjAl)

Oux*=[x11 — T1.,...,Tmn, — Tm.|'. Le résultat vient du fait que A;Al = A;.
m 1

. *t A
Posons maintenant A, = §—, alors 8 = Ayy™ et

B~ N(AsBx*, 0> Ay A AL)
2
N/\/’<5Sm o *tAlx*>

Ser’ Sua?
N (B o’ x*x*
’ Szmtz

)

Fixons ¢ et trouvons la loi de y.. et de y;. — y... Il est possible de montrer que

[\

2
y.~N <u + Bz, (]TV>
Et
o _ _ o?(N —n;)
Ui —y. ~N (B(:UZ —Z.) + a, M)

De plus, remarquons que B , y.. et y;. — y.. sont tous indépendants. Donc,
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; : £0 0
m ~N w4+ B 0 % 0
Yi —y B(xi. —2..) + o 0 0 "2(]]\\;;”1)
Et
i E
Bl=As| u.
o7 Yio — Y.
Ou
—x. 10
Az = 1 0 0
(@ —%.) 0 1
Donc,
A r 0_2
A 8 s. 00
B ~N A3 u+ 512' s A3 0 Uﬁ 0 Ag
Q; Bz —Z.) + 0 0 %
A Z..02 o2 — Z — —
o TS N 0 -z. 1 —(z; —%.)
~N| 18], o 0 0 1 0 0
o _ (Zi.—3.)0? 0 0?(N—n;) 0 0 1
- Szz Nn;
oA 2o a? z..02 Z..(%.—7..)0?
ILL Szzf 2W o %zz (75117 ) 5
SN 5o —nge
o z.(T.—x.)0?  (Zp.—x.)o? (Ti—%..)%0" a?(N—n;)
- - Szz Szz Szz an'

Ils reste & montrer la loi du vecteur [&;, &;]". Trouvons uniquement leur covariances

puisque leur espérance a déja été calculée (voir 1'équation précédente).
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cov(@i, &) = cov((fi — §.) — BEs. — £.), (i3 — §.) — B(Z;. — £.))

o o - - - o
= () — cov(iy 5.) + Var(i) + (3 — 2.3 — 7.)
. 2 2
= —%Var(ﬂz) — %Var(gjj.) + JN + (7. —z.) (% — T )gm
n;o? mnjo? o? - o2

B.5.2 Loi de SCEE 5CC of de SCE

o2

a) Loi de 2</

Montrons tout d’abord que

Proposition B.23. 5¢EE — yiAy quec A5 = % (IN — {d ni.]nz} — %> et Ay =

o2 Sza
m

[T11 — Z1y oy Ty, — Tn) = XE — {l lnixi'}i—f

Démonstration. Premiérement, trouvons la forme de A}A,

[ 2 — 70
AZA4 = : [1‘11 — 1.  Tn, — im}
Trmng, — Tm
(r11 — 1.) (11 — 1) (Tmn,, — Tm.)
(r11 — T1.) (Tran,, — Tm.) (T, — Tm.)?



Ainsi,

1 2l 1 (1‘11 — fl) mo _
ytASy = Y11 — Z Fylj - s Z (xij iUz‘-)yv;j; )
j=1"1 T i=1j=1
| (Tonny, — Tm.) e _
Ymng, — Z Fymj S Z (xw xv)yij] y
Jj=1"m zT i=1j=1
1r Sy, S,
- ; _yll — Y1 — (xll - xl.)S;m:’ 7ymnm Ym- — (xmnm xm)SMC
1 m Ny Sxy m Ny 3
) Z Z%J Yij — Y- IS Z Zyij(a:” T;.)
Li=1j=1 TT =1 j=1
r 2
I P
B 02 v S;Bz
SCRR
o2
Donc il faut montrer que
Proposition B.24. A;Iy0? est idempotente.
Démonstration.
1 AtA 1 ALA
d " :):x d T SJUI

e
oy
+2{d

1
n;

S

1y
d T

}

At A
wa
ALA,

1
-

+{
d Ty

ALALALA,

4

AtA
t

Smc Smc
Sa:a: AiAZL

SJZIL’
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Car

1 AlA
{ anz} gv ! :ONXN
d 't Tx

Donc,

SCRR ., 1
s~ (rang(As). 5 (el + il } + 930" As (el + e, } + 6

g

Il est facile de montrer que (uly + {cailn,}) As (uly + {cul,,}) = 0. Pour x'Asx,

voici les calculs,

. ni 1 (1,11 _ 571) m  n;
X Asx = 5 | %11 — Z —T1; — Z Z(% z; )x”, ,
g =17 Szz =1j=1
J i=1j
Nm 1 T — T m  ng -
Tn = D ——m; ( S ! DD (wiy — Ti)wiy | X
g=1""m T i=1j=1
= % 11 — 1. — (xll _ fl,)S‘T"B, s Ty, — T — (-Tmnm g_;m)Sm”] <
g Sm: Sxm
]_ m.o N m NG
) ZZIZJ<‘TU _fi-) _szij<xij —fi-)
77 Li=1=1 i=1j=1
=0

Donc £ (uly + {ciln,} + %) As (uly + {cily,} + Bx) = 0. Pour trouver le rang de

Aj;, il suffit d’'utiliser la proposition sur le rang des matrices idempotentes (B.5).
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Il a été montré que o2Aj est idempotente, ainsi,

rang(c2A;) = trace(c?A;)

m n; mo n;

DR RE DI

i=1j=1 i=1j=

=N-m-1

Et rang(Aj) = rang(c?Az) = N —m — 1

Donc finalement,

SCRR

b) Loi de SUCQC sous Hy: 3 =0

Travaillons sous Hy : § = 0 pour trouver la loi de SCC'. Ainsi,

y ~ N(/JJ]_N + {COQ']_“Z.},O'QI]\O

I1 suffit ensuite de montrer que

Proposition B.25.

m NG

Z Z Tij — yz] yz = Z

i=1j5=1

Démonstration. z = Agy avec Ay = [(x11 — Z1.),. . .,

1 T4

~ X(mefl)
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2~ N(A4(ply + {eily,}), Ayo?IyAl)
~ N(0,0%S,,) O

Et donc,

2~ N(0,0%8,,) = ———nu ~ N(0,1)

7 Go? X (B.15)

_ 2
[Z 3 (zi5 — Za.) (Yi5 — ?jz)]

L 2
S o2 ~X@

c) Indépendance de SCC et SCRR sous Hy: =10

Pour étre capable d’effectuer le test de Fisher pour Hy : 8 = 0 il faut montrer 'indépen-

dance entre SCC et SCRR.

Posons Ag = ?Q%tj, donc SCC = y'Agy et SCRR = y'Asy. Montrons que

Proposition B.26. A;0%IyAg = Onyy

Démonstration.
1 AtA,\ ALA
As0lIyAg = — [Ty —{ —J, b — 24 22
d T ' Sza: S;Bz
B i ALA, B l ALA, B ALALALA,
B d T " Sxx Sxx Sxa:
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Par les mémes arguments utilisés dans la preuve de la proposition B.24 O

Ce qui démontre la prochaine proposition.

Proposition B.27. Wg&m—l) ~ Fh—m_q Sous Hy : 3 =0

d) Loide SS—QE sous Hj : a; = 0Vi et dans le cas ou les données sont équilibrées

Trouvons la loi de SUO—QE sous Hy : a; = 0 Vi, mais seulement dans le cas ou les données

SCE
o2

sont équilibrées (car il est possible de montrer que ne suit pas une loi du khi carré
centrée dans le cas ol les données ne sont pas équilibrées). Ainsi, ;; = x; Vi et n; = n Vi.

Dans ce contexte, la loi de y est donnée par

y ~ N(uly + Bx,Iyc?) (B.16)
Ou x = [x1,22,...,%n, T1,...,2,]" est le vecteur de longueur N contenant tout les z;
correspondants aux y;;.
Proposition B.28.
SCE
o2 y'Biy

Ou By = % (T, ® 13, — +Jv).

Démonstration.
Y11
YBiy = Sl =02 = Gy G — G |
Ymn
1 m n B B
= 722%;’(% —9.)
0% i=1j=1



o =1 j5=1
_ SCFE 0
o2
Pour montrer que SSQE suit une loi du khi carré, il faut montrer que
Proposition B.29. B,0?’Iy =1, ® %Jn — %JN est idempotente
Démonstration.
1 1 1 1
B,0’B :(Im LR LY )(Im 23, -3 )
0°B10" B, ®n NUN ®n NoN
1 1 1 1
(1, 2-3,) = (3.0 ~3.)) ((1,©-3,) (Jm Jn)>
(2 73.) = (e 53.)) (ne 53) = (Ine 5
1 1 1
_ (1, J2> —2<Jm J2> (J2 J2)
( ®n2” ®nN"+ m®N2"
1 2 mn
=L, ®-J,| ——=J,®J,)+—J,®J,
oba)- 2 ooty 2 anon
1 1
=L, ®-J,) —=J
( ®n ) NN
:0'2B1 L]
Donc,

SCE 1
N (rang(Bl), > (L + Bx)' By (i + Bx))

g

1 est facile de montrer que (ply + 8x)' By (uly + fx) = 0 puisque les données sont

équilibrées. Aussi, rang(B;) = m — 1, car rang(B;) = rang(¢?B;) = trace(c’B;) =

% — % =m — 1, car 0?B; est idempotente.
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Donc finalement,

SCE
2 ™ X(m-1)

g

Si les données sont non équilibrées, il est possible de montrer que

SCE ~ Y (m — 1,52 ii@% — x)2)

2
o i—1j=1

e) Indépendance de SCE et SCRR sous Hy:«o; =0 Vi

(B.17)

(B.18)

Pour étre capable d’effectuer le test de Fisher pour Hy : a; = 0 Vi il faut montrer

I'indépendance entre SCE et SCRR. Montrons le de fagon générale dans le cas ou les

données sont non équilibrées

Proposition B.30. A;0%IyBy = Oyyn

Ou By est l'équivalent de By, mais dans le cas ou les données sont non équilibrées. Donc

By peut s’écrire comme

Démonstration.

1
A5O'21NB2 == ) <IN —
g

= —N—
QU
S —_
[}
S
——
|
|22
SN
W~
3‘»—v

1 1 1 1
SRR D RN W SEULE, S BN, B L
o? <{dm } N {d i Z}JFN "

= OnxnN

Par des arguments semblables a ceux de la preuve de la proposition B.24
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Ce qui démontre la prochaine proposition.

Proposition B.31. ~>cZ/m-1) 5~ Fu=t | sous Hy: a; = 0 Vi mais seulement dans

SCRR/(N—m—1

le cas ou les données sont équilibrées.

B.6 Autres preuves pour la régression linéaire simple

avec un effet aléatoire et des données équilibrées

A

B.6.1 Détails pour [ et 3

Proposition B.32.

A = Sxy -
2 _ _ _ Y. — 2T
o] vy = [P

Démonstration. Remplagons V, X et y par leur valeur.

[g] = [(15, ® X)L ® Vi) (1 © Xo)] 7 [(1], @ X5) (L @ Vi )]y

= [m® (X{V, ' Xo)] 1, @ (XGVe )y
= |V Xo) ! L@ (XEVi )]y

1
m

Ensuite, rappelons quelques notations avant de poursuivre.

no? o2
T = =
o2+ no2  o2+0%/n
o? o?
l—7= =




J=1
Maintenant, décortiquons un peu le probleme.
1411 =
XoVo'! = |1 5@ —7Ty)
t n n
0o x5 02
T T T
=3 - n
T T T
o2 \r1 - T, : :
T _T _z
n n 1 n
1 1 — T 1 — T
—_ - n r n
o2 | T1— 5 X x; Tp— 5 > T
1 0'27' 0'27'
- no2 - no2
o2 \xy — 72 Ty — TT
T t
=1, no2 1n ‘|
t —qt
P(XO - Tx]‘n)
-l xety—1
T .« .. T 1 xl
— no? no2 .
To\m=TE | Za—TZ :
2 2
o o 1 Tn
T TT
o; o;
— 1 & _ 1 & _
= 1<Ij —TI) —3 Zl(xj — TZ)x,
Jj= j=
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(1L, @ X{Vo )y

no?
r1—TT

[ea



' mr o
o O_g y..
- m Szy ot
_oﬁ (W—any (1—7’))
i mr
w2 Y-
J— a
— | m (Szy 4 o?rnzy
Lo \m no2
mTt Y
- 2 05 Szy — —
%a ’n’(;:TO'Q + zy.
Bl zT -1
ty—1 -1 _ | o2 o2
(XoVo Xo) =3 8w |2’
o2  mo? o2
Sza T°T T
— l mo? —i; o2 o2
T T
* o 7

* = déterminant

T [ Sia 2T 2272
) 2 2 ) 4
o2 \'mo op lop
TS, z2r2 ZPr2?
- 2.9 4 4
mo4o? lops [ops
TSa
mo?o?
2 2 Szz TT TT
mo o + = —=
tyr—1 -1 __ a mo? o2 o2
= (XOVO XO) - S _xT “ r°
2 /428 _ _
_mo? (%% 3t —a
Sy —x 1

Avec les résultats précédents, ¢a va étre plus facile de trouver le vecteur [fi, B]t
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4] = [ oxevexa ] [ e xvat) v

_ Lme? (W vat i) (mr] 6
m Syy — 1)\ o2 | %5 4 7y

mTo?

2 _ogg..sm =2= 0220y 2=
= mo-T mo2t Ty 2g mro? Y.
2 —— o ——
Uasmz i —xy.. + 777;7_53 + zy..
TTLO'QT _o—gg..sm - 0224y
— mo?T 2 mto?
2 OgPzx
o S a Y
a~TT | mro?
_ — Say
Y. — T
—_— l Szy Sza D
SIIE

B.6.2 Détails pour la vraisemblance modifiée [*

a) Trouver une formule plus simple de la vraisemblance modifiée

Voici premierement la vraisemblance modifiée.

=" log(2n) — S 1o8([V]) ~ 5(y ~ ©)'V"'(y - ©) (B.19)

Ou O =Ely]=X [E], V| = (e V(g2 + no?)" et ot V' =1, ® [% (In — Tjn)]'

Proposition B.33.

1 o .55
=3 [mn log(2) + m(n — 1)log(0”) + mlog(o® +nog) + —; — m]

Démonstration. La vraisemblance modifiée devient
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1
I* = -5 {mn log(27) +m(n — 1) log(a?) + mlog(c? + no?)

Avec,

x|

Y11 1 =
ﬂ Yin 1 Ty,

_x K = _
Y L@] Yo1 Lz
| Ymn I x,

Y11 — [l — 18

_ Yin — /l - xn@
Yo1 — fi — 13

| Ymn — fo— xn3

i

BDt (Im® [0_12 (L. —rjn)D <y—X [

Cherchons = (y — ©)° (Im ® {ﬁ (In - T.jn)D (y — ©),
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o =

N

-

3

®
ql\.’)‘ —_
—~

-

3

\]

[

3
~—
N———

<
\
P
)

L —x18 yi1 — fi — 218

T (e () |

i — 113 Yo1 — 1 — 7113
_xn/é_ _ymn_ﬂ_xn/é_
i f1- ... _r ) _
yi1 — i —x18 St " Y11 — o —x13
: t. . 0n><n
O R
—fi—zpf " . " . . Yin — fi — zpf
Yor — fi — 213 . T Yyo1 — fi — 213
1-z ... I '
R N 0n><n R N
—u—xnﬁ_ _ymn_ﬂ_xnﬂ_
A
n n
l/n—ﬂ—ZElB
n m n ~ A
~ T R ~ yln_ﬂ_wnﬁ
yijuwjﬁnZ(yikuﬁwk)} R R
k=1 i=1j=1 | Y21 — A —x1f3
_ymn_ﬂ_xng_
3/11—!3—9613
PN A_Ym n yln_ﬂ_xnﬁ
{lyij_'u 2 =7 — = }i:I =1 N 2
I Yor — [l — x1f3
| Ymn ﬂ_xn/B_
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Car Sf = 3. % (i — o — Br;)? et S5 = X n(fi — i — B)*.

i=1j=1 i=1

Remettons cette expression dans la vraisemblance modifiée.

1 1
==z {mn log(27) + m(n — 1) log(0?) + mlog(o? + no?) + — (S} — ng]}
g
Sy no2S; ]

1
=3 [mn log(27) + m(n — 1) log(c?) + mlog(c? + no?) + o2 " 9207 + no?)
b) Autre formule pour S

Il manque une proposition pour montrer que S;7 = SCE + SCRR.

Proposition B.34. SCRR = SCR - SCC
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Démonstration.

n ~ Sx ~ 2
SORR:ZZ {yzj—yi.— Sy(l’j—l’):|
j=1i=1 Tz
_n s 2_2 ) Sl’y - Sxyz _ =\2
= Z Z (yzy Yi.) (?J%J Yi.) (xj T) + 2 (xj )
j=1i=1 Sex S
n m Sx m n - - Sx 2 m n -
- ZZ(yij bi)? — 25 . ZZ(Z/@‘ —yi)(x; — 7)) + g % ZZ(% — )’
j=1li=1 T =1 j=1 zx =1 j=1
Sy Sy
= SCR~ 23" 50y + G35
Sgﬁy2
=SCR — =,
=SCR-SCC H

B.7 Autres preuves pour la régression linéaire simple
avec un effet aléatoire et des données non équi-
librées

B.7.1 Expressions détaillées de i et 3

Nous sommes dans le contexte du modele 2.29. Cherchons un formule plus détaillée pour

le vecteur [, A]t = (XIVIX)1XIV-L,

Proposition B.35.

Al [ g- Bz
B - (ag/JQ)Szy—i—WSsz

(02/02)Szz+WSMys

Démonstration. Commencons par trouver X'V —1,
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XVt

Ensuite, trouvons

JE S TN _ T
1 ny ny
S T R
(1 - 1 1 ™ ' m
N 11 Tmnm 0'2 ’
1 1-— T1 1-— 1
— ni ni
1 71
o2 | T — 3k 2 2y Tin, — 5o 2 L1y
Jj=1 J=1
71 e 71
— anE nlog
P 2 - 2
(IH — T1131.>/O' (mlnl — 7'11’1.>/O'
m
Ti lt
— no2 g )
t o t
, Lxt =7z 1y, /o -

un formule détaillée pour X!V~1X.

1 — Im Tm
Nm Nm
Nm, Nm
1—7,
Nm
_ Tm
Tmnm = g 22 Tmj
Jj=1
Tm
Nymol

(Tomny, — Tm@m.)/0

tyr—1 tyr—1
XV X =XV H{,. [1,,,x]}
m
() e [Lu ]}
— n;og ng 1. x|V
t — t 2 C ngy <™ Ji=1
LG =71y ) /ot | Z
_ i=1 & i=1j=1 niog
LS S (ay —TiEs) &S 3 wiylay — i)
o2 P 1J TiZy. o2 P i\ &g Ty
m m _
1 21 T; Zl T4
1= 1=
= g 0_2 m _ _ 0_2 m  n; 9 m _
a | Zl(mxz —nTiT) 0% Zl Zl T — 21 TiZi T
1= 1=1y= 1=
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m m _
1 > T > Till;.
B i=1 i=1
T o2 | o2 o2 | & A2 =2 L T 2
a | 28 X (T—m)mZi 25 | | X i — nedi | + X miZi — X Tini;
i=1 i=1 \j=1 i=1 i=1
m m _
1 Z T; Z TiZi
—_ =1 i=1
= P m B o2 m g
a |\ X TiT; CTGS:L‘Z’ + > T
=1 =1
m  n; 3
O, comme énoncé dans la section 2.3.4 ¢), S Zl 5 (245 — )% = 21 ' l(ac%j —72).
A j 1=19=
Trouvons maintenant une expression détaillée pour X'V ~ly.
t 1 ( 7‘1'2) ].t " o
- — n;o T :
=1 Ymnyy,
m n; -
.. 2
z; ng yl] (nza?l)
= |m ny 3 9
Z Z yij (xz] — Ti%; )/U
i=1j=1
- m
1 > TiYi
. i=1
= 02 0_2 m  n;
a ?‘5 > TijYij — Z n;x;.Y;. + Z niT;. ;. — Z Z yngzxz
i i=1j=1 i=1j=
- .
1 > Tili.
i=1

2 | & m
Ta o2 |:Sacy + Z niyz i — Z TiZ;. nzyz
=1

1=

1 ; TiYi.

o2 | o2 o
a ﬁsmy + 2:1 TiZ;. Y.
1=

Ou Spy = 22 X2 (Tij — 20 ) (Yij — Vi) = 2 (Tij¥ij — TiYi.)-
i=1j=1 i=1j5=1



Maintenant, il ne reste qu’a inverser X'V~!X. Pour ce faire, posons B = ¢2X'V~1X|

donc

»=(; )

N m m _ 2 m _ 3
Oup = '21 Ti, ¢ = 21 TiT; et 7= 235, + 21 7,72. Ensuite,
1= 1= 1=

2
Xtv—lx -1 _ 2B—1 — Oq r —q
XVIX) = oB = ()

Avec

) m '0,2 m L m ~ 2
|B| =pr—q° = Z T; 7255“; + Z Tiﬂfi, — ZTZIZ
i=1 Lo i=1 i=1
mo\2
- o] ¢ 2 <¥1 Titi )
= (Z 7-2> %wa —+ Z lel — = ™
i=1 o i=1 ST
L i=1
Maintenant, trouvons i et B .
/j’ _ Xtv—IX —lxtv—l
Bl = ( ) y
o5 2 ULCR moo_
o2 [ 85z + X T — X Tk | > Tili.
J— 1= 1= _ 1=
_ Ya =l =1 .
_ 2 | g2 _
|B| — > 1T Ti Oa U—;SMJ > T Ti Y.
i=1 i=1 i=1

1 |45 (gjl lez) + (Z Tﬂ:?) (f szz) — 7854y (in: szz> — (:Zn: Tlx2>
) T

S8

g
Il

I
=]
|
vgE
S
§|
N———



A 531 o2 N (z‘m1 Tliz) <z§:1 Tigi')
= 0= B PSW + ;nxi.yi. — g N
i=1
:Zn:l ni 00/ S+ :Z: Tili b (:Zn:l szl) (:Zn:l mji') / (fjl Ti)
= g:l - : (02/02)S,s +gjl T2 — <7§1 Tifi.>2/(i§1 Ti)
_ (02/0%) Sy + WSM,,
(02/02) S0 + WS M,,

Car,

i=1
= Zﬂ(@yz - g )
i=1
i=1 i=1
m (g Tz@) (i Ti@z)
=Y TG — =1 L=l
i=1 > Ti
i=1
WSM,, = ZTZ-(L 7.)?
i=1
= ZTi(iz - jQ)
i=1



m
=1 i=1
m 2
— ZTixQ o z:lm
=1 > Ti
i=1

Et pour fi,

|]13| l (ZTy > (Zf:l TJ:?) (i nﬂz> — Z‘szy <z§:1 TJ:@> — (Zf:l TJ?@) (,ﬁn:l TJ%?J;)]
(231”/ ) {( 2/7) Sz +¢§:1 sz?}
() (e85 + WAL

(£ nai) {( %) S0y + 3% i - (Er 2<E>

_ (3 7) (030050 + WML

i =

(B ()

m
S
i=1

iYi. (02/02)5’m + 217-@12 VS S
1=

_ P <§1 Tx) [(02/0%)Sey + W SMy,]
_ (Zgl ”) [(04/0%)Sa + W SMac] : (ﬁl n-) [(02/0%) S0 + WS My, ]
- (g n-zﬁ) [(062/02)Sge + WS M,y @1 m> [(02/02) S0y + WSM,,]
_ (72::1 ) [(02/02) S0z + WS M,,] B (’gzn;l n-) [(02/02)Sun + WS M)

g:l TiYi- Z TiZi.
= Z—m _ B =

; Ti Z T

= §. — pz..
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Avec,

m —

Z TZ'Z’L
~  i=1
T.=—p

> Ti

=1

et

m —

Z TiYi
j. =5 -

2T

s
Il
i

B.7.2 Vraisemblance modifiée pour trouver 62 et 52

Voici tout d’abord la vraisemblance modifiée.

1=~ log(2m) — £ log(IV]) ~ 5 (y ~ @)V (y - ©) (B.20)

Oﬁ@zHﬂzXﬁ}HﬂzwwwmﬁWMmmﬁaVAZ;Lm—nL}
=1

Proposition B.36.

2

1 m
I* = -5 [N log(27) + (N — m)log(o?) + Zlog(o2 +n02) + o2 o

i=1

ﬁ_W%]

Démonstration. La vraisemblance modifiée devient
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1 m
= —5 Nlog(2m) + (N —m)log(c®) + Y log(c” + n;0?)

=1

van (o f]) e (- [

Avec,

Yy — L — an
‘| — Ying — ﬂ - xlmAﬂ
Yo1 — fL — X213

A

Ymnm — B — xmnmﬁ_

= {eyij — o — By} 2

Cherchons maintenant x = (y — G))t {d I, — Tz’ji} (y — 9),

t

i _ i
*x=|ly—X|_ {dIz’_TiJi} y—X|.
B B
={ Yij — [ — B%’j} {d I - Tiji} {e Yij — [ — Bxij}
1—-T ... _T
n1 ni
Onani
A t A
yin — i — frn S Y — f— Br
ymnm_ﬂ_menm 1_% _% ymnm_ﬂ_Bl‘mnm
Onanz‘
_% 1_%
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i=1j=1 i=1j=1
m R ng R
:ST_ZTl(yZ — f1 — BT;.) Z(yzg K sz])
i=1 j=1
m

Car S; =X 3 (yij — o — Bai;)? et WS = ;Tini(?ji- — i — BT:)?

i=1j=1

Remettons cette expression dans la vraisemblance modifiée.

1 m
' = —5 | Nlog(2m) + (N — m)log(0”) + 3 log(o” + nio?) +

i=1

S WS

o2 o?

A

B.7.3 Espérance et matrice de covariance de [i et

Tout découle des deux propositions suivantes.
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Proposition B.37. E[S,,] = S,

Démonstration.
E[Sxy] =E Z Z(xw T )(yw Yi.)
i=1j=1
= Z (zij — i) Elyij — ¥i]
i=1j=1
=3 > (wij — Ti) (4 By — p— BIy.)
i=1j=1
= 6 Z (xw :Z‘z )2
i=1j=1

Proposition B.38. E[WSM,,| = SW.SM,,

Démonstration.

:iﬂ(fi-_m) M_’_B‘rz_ - m
i=1 Z Tk
k=1
=1
— BWSM,, N

Maintenant, pour la matrice de variance-covariance, procédons comme dans le cas ou les

A

données sont équilibrées, c’est-a-dire que Var ([gD = (XV-IX)7L
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Proposition B.39.

1
(Spx/0?) + (WSM,,/02)

2
Var(p) = 5 + 3% Var(B)

> Ti

i=1

cov(fi, B) = —i.. Var(p)

Var(f) =

Démonstration. Reprenons la formule trouvée plus haut pour cette expression.

Var ([ZD = (X'V1X)!

0-2 %Sxx + in: Tzf? - f: Tl‘i.l
— a m =1 ifnl
i=1 i=1
R 0.2 m
= Var(f) = |B“| ZTZ
=1
o257,
_ i=1
(z Ti> [(02/02) 00 + WS M,]
i=1
o2
" (02/02) Sy + WSM,,
1

 (Su/0?) + (WSM,,/02)

Et,
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= Var la | | [ 2/0-2)S$a: + Z TZ‘IZ‘?‘|
i=1
2 [( Z/UQ)SJU:B + g sz?}
_ i=1
<§: Ti) [(03/02)Sze + WS My,]
(02/0%)S,s + z T2 — =L + =5
: - 5 o
o (0%]0%)8,, + WS,
i=1
o2 52 (in: Ti)
— ma 1 + 5 : =1
S (02/02)S.e + WSM,,
i=1
o] ~2 A
R )
> Ti
i=1
= cov(fi, TiT;
=i (%)
—02 <§: Tz$z>
_ i=1
(g Ti) [(02/02)3901’ + WSMM]
i=1
— —7.Var(J3) O

B.7.4 Loi asymptotique des estimateurs du maximum de vrai-

semblance

La log-vraisemblance non modifiée est donnée par
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N m Sl WSQ
[:—ilog(Qw)— log(c® ——;log o +niol) — 297 T 952
m mn; m TL20'2
Ou 5y = 2 2 (yij —H 53%')2 et Sy = ; Uzinaaz (i — o — 5371) :
Proposition B.40.
. St g2 3 nTT2 3 nTi%; — NZT..
M ~N M : Elj; Y El T El !
B 8] Dyo? > niT7;. — NI N — Z n;T;
i=1 i=1
Et ils sont indépendants de
Y% -1

n;o N—m I n? 1 us 1 & n?
Ou \; = o°+n;o s, D et o)X
o%+n;o 404 A 4\ : i : i
i=1"" =1 =1
1 UL 2 n;T; +2 N & n;T, = n;T,
et Do ﬁzzx”_z oz Ly, ;_Z el > et
i=1j=1 =1 =1 =1

Démonstration. Les dérivées partielles sont données par

" 2n?o?

a

i=1j5=1
N _ _ m nZo?
N ;(y TR BIE) B ; 0'2(0'2 + 7120'3)
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1 moni )
20.2 Z Z 2 yl] szj 20_2 Z o2 + nl0'2 — M= 6171 )

(9i. — = PBi;.)

(B.21)



al 1 mo N m 2 2

sy 2 1 1 Z; 71 71- - - 71’-

ap ZOQZZIJZI 2 (Y — 10 = Big) 202202+n02 Yi — p = B7i)

m  n; m  n; m TL20'2£L‘Z
(wijyi3) — Nuz. — 8 @5) | = > 55—y (Ui — 1 — BTi)

ol N-m 1Z& 1 S1 1 & nio%(20% + nio?) _
82:_ D) 2 2+74_*Z 2( 2 2 2(%-#-5%.)2

o 20 2= 024+ n02 20 2= (0%(0?+n02))

N-m 15 1 S 1 & 1 1 _ — 2
T 5.9 & 102‘|—7li0'2+20'4_2i21n1<04—(0_2_‘rw> (yl.—,u—ﬁxl,)

ol 1 n; 1 & n?(o? + nio?) —nioin, o,
9 = 3 nol T20i (RamezE KT
Lgs m L om
__5202—1—71202+§;<02+ni03>2(y Y 5331)

il NI {5 niogti
P - Z 2( +2 2
Nz. Tl
=——+
o2 z:zl o2
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dpdo> - 0,4(9 —M—ﬁx..)ﬂL; (02(024_%02))2( i — 1 — BT;)
N ~ - n; n n;
=il BE) Y G i B — Y

921 1 i n?(a2 + 7%'0'2) — n?agnlv 57.)
Y 1 - 33,
8/,680'3 02 i=1 (02 + n103)2 K
m nzg )
__;(0.2_’_,”%0_2)2(% _M_sz)
AR SN PR
_ b 22
0pop e B e R o)
I &K 2 N;T; _o
0-2 i=1j=1 ! =1 02
0%l Il Q& " 202z, (202 + no?)
W - _; ;;xw(%] _M—BZE”) +Zz::1 (02(U2+ni02))2 (,%
I & I NT _
=== > > @iy — p— PBry) + (Ui — p— BT;.)
T i=1j=1 =1 7
- n;T;. _ _
- Zl m(yz — p— BT;.)
921 zm: (n?((ﬂ + nzag) — n?agnl)xl (_ 52 )
- - - - ZE'L
dpdo; = 0%(0% + n;o2)? a

)2 (gl - M= sz)



ol

1
m 5i:1 (0% +n,o;

82[ 1 S 7 = 7 — \2
do2002 2 Z (02 + njo2)? Z (02 + nio_g)g(yi~ — [ = T;.)

l % o~ 1T
—E[lss] = ;z;z;xfj—z; p 2
i=1 j= i=
Nz o T
]E[lliﬁ] - o2 - Z o2 i
i=1

(0%/n; + o?)

—El[l, 2, " L
[ 2 2] 20_4 lzl 2)\2 + 0—6 2 0_6
B P AP Sy
1%1 N —m
2i:1>‘12 204
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a3

)

l_l

S
S|
]
&
2”1 nZ nUAZ

&3

b

IT

S0

S|
N

S
™M N | N
S P

—E[l,p2] = 0

0

]

2
a

—E[l,,

—E[lgp2] =0

0

]

2
a

—E[lo
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Car,

Ny

tllqs

i=1j5=1
S
=1 j5=1
= N(o; +
et,
E((gi. — p — 7:.)°]
Donc,

var |

Eyz] _2 :u—*—ﬁx’bj) [y’LJ]

+ (1 + Biy)?

+0% 4 (n+ Bri) = 2(u + Bry)* +

o?)

2
o
= \2 2 = \2 = \2
= (p+ Bx;)" + —+og - 20+ )" + (p+ Sz;)
(2
2
g
n;
m -1
N— n
&QD =i Z 2,\2 121 227
~9 ~ m 2
0 n;
¢ Z 222 El pe
Z iz - g e
~ L | & =12
Dl _ ng N—m 4 1
S 200 Z; 2X7
N U N4 T, Nz & n;T, !
ﬁ_zl pp o? _Zl 2 Ti
1= 1=
m mo n;
N = 1 Ti
e Poumg, L3 5ol 5 omng
=1 i=1j=1 1

(1 + /6%']')2



1 &2 N it =2 Nz it
1 pZinj—‘ Ty — "+.ZZZ£L‘Z‘.

2 2 2

—~ i=15=1 i=1 7 7 i=1 7

D Nzx.. & Nn;T; = N & n;T;

S U g D= RV
i=1 i=1

Ou Dy est le déterminant de la matrice de la premiere ligne. Avec tout cela, le résultat

souhaité est démontré. O]
B.7.5 Loi de F = goprt— sous Hy: =0
Commencons par montrer que % ~ X%mefl)'
a) Loide %
Montrons tout d’abord que
Proposition B.41.
SCRR
— =Y'Asy
o
avec A5 = % (IN - {d %Jnl} — %) et A4 = [1’11 — Zf'l.7...,l'mnm — Ty = xt —

g,
[CARPRESE

Démonstration. Premiérement, trouvons la forme de AYA,. Par les calculs de la section

B.5.2, il en découle que

(217 — 71.)? e (11— Z0) (T, — Tme)
A3A4 = : :

(xll — jl-)(xmnm - xm) et (xmnm - xm)
Ainsi, (encore grace aux calculs de la section B.5.2)
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Donc il faut montrer que

Proposition B.42. A5V est idempotente. Ou 'V = {4 0°1; + 02J;}.

Démonstration.

Z
<
|

1 AtA,
Iy —¢ —Jip— =2 ’L + 02J;
<N {dnlJ} S;m ){dU +Ja }

2 2AtA
3 ({d o’L; + aiJi} - { (LJ@' + UZJZ} e ON><N>

d " S:r:p

o? o?At A
_ ZG%N+@ayg_{dQ%+ﬁ>L}_S;4>

1 ALA
- )45
d

2|
‘r—t L=

U~ 9

= A5O’2
Et 02A50%A5 = 0%A; donc A5V est idempotente (voir section B.5.2). O
Donc,

SCRR

2z~ X (rang(AS)a ; (uly + %)" As (ply + 5X))

Il est facile de montrer que (uly)" As (uly) = 0. Et pour x*Asx = 0 voir les calculs de
la section B.5.2.

Donc 3 (ply + Bx)" A (uly + %) = 0. Pour le rang de A, il suffit d’utiliser la propo-
sition qui dit que le rang d’une matrice idempotente est égal a sa trace. Donc rang(As) =

N —m — 1 (voir encore les calculs de la section B.5.2).
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Donc finalement,

SCRR

~ X(N-m-1)

b) Loide‘s%csousHO:ﬁ:O

Pour la loi de SCC, ramenons-nous sous Hy : § = 0. Ainsi,

y ~ N (:U’lN ) V)
Il suffit ensuite de montrer que

Proposition B.43.

= = i_n:nz xw ym Ui.) = i (xw )yw ~ N(O o Stz)

Démonstration. z = Ay avec Aq = [(x11 — Z1.), .., (Timn,, — Tim.)]- Alnsi,

2z~ N(Aguly, A,VAYL)
mAdcdﬁwﬁgﬁ)
N(0,0°Sen + 02 A4 {a Ji} AY)
N(0,0%S.:)

Et donc,
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2
S o2 AW (B.23)

) 2
[Z > (wij — @) (yij — @i-)]
1j=1 9
5. o2 ~ X(1)

c) Indépendance de SCC et SCRR sous Hy: =10

Il faut ensuite montrer I'indépendance entre SCC' et SCRR.

Posons Ag = ?}iﬁ, donc SCC = y'Agy et SCRR = y'Asy. Montrons que

Proposition B.44. A;VAs = Onxn
Démonstration.
A5VA6 = A502A6

= OnxN

Par les calcul faits dans la preuve de la proposition B.42 et les calculs faits dans la section

B.5.2. [l

Ce qui démontre la prochaine proposition.

Proposition B.45. ng/—lm—l) ~ Fh_m_q sous Hy: =0
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ANNEXE C

Tableau des lois des sommes de

carrés

Voici deux tableaux résumés des lois des sommes de carrés dans différentes situations.

ANOVA fixe ANOVA aléatoire
% ~ X%N—m) SUCQR ~ X%N—m)
Sous Hy:o; =0 SGE~x2 ) Sous Hy:oa =0 SGE ~x2, )
Données équilibrées : Ofﬁi 5~ X%m—l)

Sous Hy: a; =0 ind. SCE et SCR

Sous Hy:02=0 ind. SCE et SCR
Données équilibrées : ind. SCE et SCR

Tableau C.1 — Tableau comparatif des lois des sommes de carrés pour ’ANOVA
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ANCOVA fixe

ANCOVA aléatoire

SCRR 2
2z X(mefl)

Sous Hy : 3 =0 Sf—zcwx%l)

Sous Hy : a; = 0 et données équilibrées :

SCE 2
o>~ X(m-1)

SCRR 2
2 X(mefl)

Sous Hy: =0 Sg—zcw)(%l)

Sous Hy : 02 = 0 et données équilibrées :

SCE 2
o2~ X(m-1)

Sous Hy: =0 ind. SCC et SCRR
Sous Hy:a; =0 ind. SCE et SCRR

Sous Hy: =0 ind. SCC et SCRR
Sous Hy:02=0 ind. SCE et SCRR

Tableau C.2 — Tableau comparatif des lois des sommes de carrés pour ’ANCOVA
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