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SOMMAIRE

Les algébres amassées sont trés intéressantes, entre autre du point de vue de la théo-
rie des représentations. Leurs c6tés combinatoires sont immenses et on a probablement
seulement effleuré le sujet. Dans ce mémoire, nous allons amorcer ’étude d’une propriété
combinatoire pour un cas particulier d’algébres amassées. Nous espérons que notre tra-
vail jettera les bases pour I’étude du cas général. Notre but sera de prouver le théoréme

suivant :

Théoréme 0.1. Tous les carquois acycliques et connezes a trois sommets ont un nombre

fini de suites mazximales vertes.

Nous allons donc expliquer tout ce qu’il y a 4 savoir sur les carquois et par la suite,
présenter la preuve de ce théoréme. Comme supplément, nous donnerons en plus la liste

compléte de toutes les suites maximales vertes possibles pour ces carquois.

Mots-clés : carquois ; acyclique ; mutation ; suite maximale verte ; trois sommets.
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INTRODUCTION

Les algébres amassées (de I’anglais « cluster algebras ») ont été introduites par Sergey
Formin et Andrei Zelevinsky dans leur article « Cluster Algebras I : Foundations » [FZ01].
Trés rapidement, cette nouvelle classe d’algébres intéresse plusieurs mathématiciens pro-
venant de différentes branches. On constate un engouement accru et le sujet s’est déve-
loppé rapidement depuis le début des années 2000. Pour une introduction sur le sujet, on
peut se référer aux articles [Fom10], [Zel04], [Zel05], [Zel07] et [FZ03] ou bien au portail
[Fom)].

Pour n € N*, une algébre amassée 2 de rang n est un anneau commutatif (unifére),
intégre, engendré dans un corps ambiant § par un ensemble de générateurs (peut-étre in-
fini) appelés variables amassées. Ces variables amassées sont obtenues par une application

itérative d’un procédé appelé mutation de graine (de 'anglais « seed mutation »).

Ici, une graine dans 2 est une paire (X, B) telle que :

- X < § ou X an éléments qui engendrent §.

- B est une matrice antisymétrisable. (C’est-a-dire qu’il existe une matrice diagonale D
de sorte que DB est antisymétrique)

Les éléments de X sont des variables amassées et X est appelé amas.

A partir d’une graine, il existe une opération nous permettant d’en obtenir une autre a

partir de chaque élément de X, il s’agit d’'une mutation de graine. Parfois, en effectuant
aq g



une série de mutations de graine, nous allons retrouver une graine que nous avons déja
vue. Par contre, il est possible d’obtenir un nombre infini de graines et un nombre infini

de variables amassées.

Il est possible, pour chaque graine, d’obtenir un unique carquois en prenant les variables
amassées comme sommets et en utilisant la matrice antisymétrisable pour définir les
fleches. Les carquois seront définis au chapitre 1 et, dans notre cas, nous utiliserons
seulement les matrices antisymétriques, qui sont bien évidemment des matrices antisy-

métrisables.

A partir de la graine (X, B) formée d’un amas X = {z1,z2,...,2,} et d’une matrice
B = (b;;), on définit une mutation de graine ;. formée d’une mutation y(X) sur Pamas
et d’une mutation pi(B) en k a la matrice B. Dans un premier temps, nous posons ()

! N
=X = {J)l,.’L’2,.. -y Lhk—1,Tk's Tk, - "71'71}7 ou

[Thuno 2 + [Ty i ™
) = 1, = i >0 "1 ik <0 ¢ )
pi(zk) k Ix

La mutation de matrice ux(B), plus complexe, est définie au chapitre 1.4.1; on donnera
présentement seulement un exemple. En faisant ces deux opérations, nous obtenons une

nouvelle graine (X', ux(B)).

Exemple 0.2. Prenons la graine (X,B) ot X = {z1,22} et B = (% ). Regardons
le résultat de pi(X,B) : On a [],. ¢ i qui est un produit nul, donc égal & 1 et
[T, <o z;7% = z,. Donc o = ”sz et dans ce cas ci la mutation de la matrice donne -B.

On obtient donc la graine ({3—’;—?2, z2}, —B).

Nous pourrions continuer l’exercice pour obtenir les cing variables amassées suivantes :

. 14z 1421429 14124
z ) ) ) .
b2 I 129 ’ Ia

A partir de la graine (X, B), ce sont les cing seules variables amassées possibles. En

continuant a faire le procédé, on va revenir sur des variables que nous avions déja vues.
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En mathématique, on va souvent transposer un probléme dans une situation déja connue
ou bien plus facile & manipuler. Par exemple, on se sert des matrices pour résoudre un
systéme d’équation. On utilise aussi un couple de coordonnées avec certaines restrictions
plutot que de travailler avec des nombres imaginaires. Pour trouver des résultats, on
expérimente une fagon de travailler dans un domaine plus facile & manipuler et lorsque

I'on a ces résultats, on peut alors les transposer dans le domaine d’origine.

Un lien a été trouvé entre les algébres amassées et certains carquois. Ce lien a été utilisé
en théorie des représentations comme on peut le voir dans les articles suivants : [Amill],
[Reil0] et [Lecl0]. Originalement expliqué dans [Kelll], & partir des suites maximales
vertes, on peut construire des identités dilogarithmes quantiques (de ’anglais « quan-
tum dilogarithm identities ») qui sont présentes dans les algébres amassées. Une suite
maximale verte est une suite de mutations effectuées selon certains critéres. Nous allons
étudier ces suites maximales vertes dans les carquois acycliques a trois sommets. Plus
précisément, ce travail consiste & montrer que pour ce type de carquois, il y a un nombre
fini de suites maximales vertes. L’article [BDP13] aborde ce méme sujet et il sert de

référence pour les définitions et lorsque mentionné pour certains théorémes.



CHAPITRE 1

Carquois

1.1 Définitions

Un carquois est un regroupement de fléches qui ont toutes une source et un but. Les
sources et les buts sont appelés les sommets du carquois. Pour fixer une notation, on

écrit :

a:8—b ou s—2>b

pour une fleche a de source s et de but b. Plus précisément, on a la définition suivante.

Deéfinition 1.1. Carquois

Un carquois est défini par un quadruplet Q = (Qo, @1, s,b) ot :

- Qo est 'ensemble des sommets ;

- Q; est 'ensemble des fleches;

- s est une fonction s : Q1 — Qo qui associe chaque fleche au sommet qui est sa source;

- b est une fonction b: Q; — Qo qui associe chaque fleche au sommet qui est son but.

4



Exemple 1.2. Le carquois :
Y
1 =3
5
2
est défini par le quadruplet Q@ = ({1,2,3}, {a, 8,7, 6},5,b) ot s(a) = 1, b(a) =2, s(B8) =

2, b(8) =3, s(8) =3,b(8) =1, s(y) =1 et b(y) = 3.

Définition 1.3. Boucle.

Une boucle est une fleche ayant le méme sommet comme source et comme but.

(:1

Définition 1.4. Chemin de longueur n
Etant donné un carquois Q@ = (Qo, Q1,8,b), un chemin de longueur n est une suite

(a1, ag, ...,0n) de n fleches tel que b(a;—1) = s(oy) (pouri = 2, ..., n).

Exemple 1.5. Dans ’Exemple 1.2, (o, 8,6, @) est un chemin de longueur 4 et (o, B) est

un chemin de longuer 2.

Définition 1.6. n-cycle.

Un n-cycle est un chemin de longueur n tel que s(a;) = b(a,).

Exemple 1.7. Dans ’Exzemple 1.2, (a, B, 0) est un 3-cycle.

Remarque 1.8. Une boucle est un 1-cycle.

Définition 1.9. Cycle

On appelle cycle tout n-cycle pour n = 2.



Exemple 1.10. Dans l’Exemple 1.2, (o, 3,9) et (v,6,, 3,0) sont des cycles.

Définition 1.11. Source
Etant donné un carquois Q = (Qo, Q1,s,b), on dit d'un sommet i € Qy qu’il est une

source st Q) n’a aucune fleche ayant i comme but.

Définition 1.12. Puits
Etant donné un carquois Q = (Qo, @1, 8,b), on dit d’un sommet i € Qq qu’il est un puits

st Q) n’a aucune fleche ayant ¢ comme source.

Définition 1.13. Carquois acyclique
Un carquois acyclique est un carquois qui ne posséde aucun cycle, c’est-a-dire, aucune

boucle et aucun n-cycle pour tout n = 2.

Définition 1.14. Carquois connexe

Etant donné un carquois Q = (Qo,@1,s,b), on définit son graphe sous-jacent G(Q)
comme étant le graphe ayant Qo comme ensemble de sommets et Q1 comme ensemble
d’arétes, ot Q; est obtenu de Q; en ignorant simplement [’orientation des fleches de Q.

Alors Q est dit connexe si son graphe sous-jacent G(Q) est conneze.

Exemple 1.15. Le carquots suivant n’est pas conneze.
1—2 J~—4—>5

On peut dire par contre que la partie du carquois 3 <—— 4 ——=5 est conneze car, sans

considérer le sens des fleches, on peut trouver un chemin entre chaque paire de sommets.
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Dans le présent travail, nous allons utiliser certains carquois et comme ils vont apparaitre

fréquemment, nous allons leur donner un nom.

Définition 1.16. Bon carquois.
Un « bon carquois » est un carquois connexe qui n'a pas de boucle ni de 2-cycle. Dans

UExemple 1.2, il y a un 2-cycle; il ne s’agit donc pas d’un bon carquois.

De plus, comme nous n’allons pas utiliser les noms des fleches et qu’il va parfois y en
avoir plusieurs ayant les mémes buts et sources, nous allons les représenter par une seule
fleche et écrire sur celle-ci le nombre de fléches qu’elle représente. S’il y a quatre fléches

ayant la méme source s et le méme but b, nous allons les représenter comme suit :

8 —4—>b

1.2 Mutations de carquois

La mutation d’un carquois, introduite dans [Kell2], est faite seulement a partir de bons
carquois. C’est un procédé qui se fait sur les sommets, mais qui améne des modifications

sur les fléches seulement. En aucun cas )y sera modifié.

Définition 1.17. Soit Q un bon carquois. La mutation au sommet i, notée u;(Q), est
effectuée en trois étapes :

1- Pour chaque chemin de longueur 2 allant de j vers k et passant par i, on ajoute une
fléche de j vers k.

2- On inverse le sens de toutes les fleches ayant i comme source ou comme but, soit
toutes les fleches touchant a 1.

3- On élimine tous les 2-cycles, c’est-a-dire que s’il y a p fleches de a vers b et g fleches

de b vers a, avec m = min{p, g}, alors on enléve m fleches dans chaque sens.



Exemple 1.18. Prenons le carquois ) suivant :

a 4—> C

N /
3\b/1

Voyons ce qui se produit lors d’une mutation au sommet b :

étape 1 e—l— étape 2 b—
N N N
\b/ \b/ \b/

Finalement, aprés [’étape 3, on obtient le carquois 11p(Q) :

a

1—C

N,
NS
b
Remarque 1.19. Lors d’une mutation sur un puils ou sur une source, seule la deuriéme

étape est nécessaire.

Lemme 1.20. Le carquois résultant d’une mutation est un bon carquois.

Démonstration. Soit Q = (Qo, @1, s,b) un bon carquois sur lequel on effectue une mu-
tation en i € Q. On suppose que y;(Q)) n’est pas un bon carquois; il y a donc soit une
boucle, soit un 2-cycle. La derniére étape consistant & annuler tous les 2-cycles, on est
stir qu’il s’agit d’une boucle.

Il n’y avait pas de boucle dans @), donc §’il y en a une dans p;(Q), elle a été ajoutée par
la mutation. Pour que cela soit possible, il doit y avoir dans @ un chemin de longueur
2 passant par i qui débute et termine au méme sommet. Il s’agit donc d’un 2-cycle ce
qui implique que () n’était pas un bon carquois, ce qui est en contradiction avec 'hypo-

thése. O



Le prochain lemme montre que la mutation de carquois est un processus involutif.

Lemme 1.21. [FZ01, Kell1] A partir d’un carquois Q, en faisant la mutation deux fois

de suite au méme sommet i, on retrouve Q, c’est-a-dire : pu;(p;(Q)) = Q.

Démonstration. On veut montrer que pour toute paire de sommets k et [, il y a le méme
nombre de fléches avant et aprés les mutations au somimet %, et dans le méme sens.

Supposons que 'on a c fléches de k vers [ et d chemins de longueur 2 passant par i de
k vers l. Aprés la premiére mutation, on a c + d fléches de k vers I. Dans 14;(Q), il y a
d chemins de longueur 2 passant par ¢ de ! vers k. En appliquant la deuxiéme mutation,
on ajoute d fléches de [ vers k. Dans la troisiéme étape de la mutation, on annule tous
les 2-cycles donc aux ¢ + d fleches de k vers [, on enléve d fleches de [ vers k pour obtenir

¢ fléches de k vers [.

Nous pouvons faire le méme raisonnement avec ¢ ou d négatif ou nul, les calculs restent
les mémes. De plus, si on a K = i ou l = ¢, on inverse le sens des fleches deux fois avec

les deux mutations et on retourne au sens de départ sans toucher & la quantité.

Il en résulte donc que, entre chaque paire de sommets d’un carquois @), on a le méme
nombre de fléches et dans le méme sens aprés avoir fait deux mutations consécutives au

méme sommet. Donc, on a bien que y;(14:(Q)) = Q. O



1.3 Exemples

Exemple 1.22. Considérons le carquois (Q suivant :

N

En effectuant une mutation sur le sommet 1, on obtient p;(Q) :

1 3.

On peut facilement vérifier que si l'on refait une mutation au sommet 1, on retourne

au carquois Q). Par contre, nous pouvons faire une mutation au sommet 2 pour avoir

p2(m(Q)) -

Exemple 1.23. Considérons le carquois Q suivant :

1—+>2—02+>3—5>4.

En effectuant la mutation au sommet 3, on obtient us3(Q) :

TN

1 —2>2<«2—3<5—4.
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Exemple 1.24. Prenons () :

Nous avons ps(Q) :

Dans ce cas, il y a deuz fleches de 1 vers 3, car a celle qui était déja la, on en ajoute une

pour le chemin de longueur 2 de 1 vers 3 passant par 2.

1.4 Représentation en matrice

Nous considérons les algébres amassées définies par des matrices antisymétriques. On
s’'intéresse au bon carquois, car il est possible de les mettre en relation avec ces ma-
trices antisymétriques. On peut trouver un unique bon carquois a partir d’'une matrice

antisymétrique et vice-versa.

Nous allons représenter un bon carquois en une matrice en prenant en position (2, 7) le
nombre de fléches ayant ¢ comme source et j comme but. Si les fléches vont du sommet
j au sommet ¢, on met la valeur négative pour représenter le sens des fléches. On inscrit
évidemment 0 dans le cas ot il n’y a aucune fléche entre les deux sommets. On va obtenir
une matrice antisymétrique, car en prenant un bon carquois, il n’y a pas de boucle ni
de 2-cycles. On a donc des O sur la diagonale et on n’a pas d’ambiguité pour les autres
données. Par exemple, si nous prenons le carquois y3(Q) de 'Exemple 1.23 :
TN

l—2+2<«2—3<5—4,

11



on hai associe la matrice suivante :

0 2 0 0
-2 0 -2 10

B=1 19 92 0o 5
0 -10 5 0

Mutations de matrices

Il y a une technique pour faire une mutation sur une matrice. Il s’agit de la technique
pour une mutation sur une graine, vue dans I'introduction. Cette technique est appliquée
seulement sur des matrices antisymétriques et a été créée par Fomin et Zelevinsky.

Soit B = (b;;) une matrice antisymétrique a valeurs entiéres et 1 < k < n, on définit

u(B) = () par :

b _{——bi,j sii=kouj=k;
L bi’j + [bi,k]+ . [bk’j].;_ - [bi,k]— . [bk,j]‘ sinon.
ou [z]+ = maz(z,0) et [y]- = min(y,0). Cette notion de mutation sur les matrices

antisymétriques coincide parfaitement avec les mutations de bons carquois. Comparons
les mutations dans les deux cas. Si nous faisons une mutation en ¥ = i ou en k = j, on
ne fait que changer le sens des fléches, donc dans la matrice qui représente le carquois,
on change le signe de b; ;. Sinon, on regarde le nombre de chemins de ¢ vers j ou de j
vers % passant par k. S’il y en a, b;; et by ; ont le méme signe et on additionne ou on
soustrait le nombre de chemins & b; ;. Dans le cas ou il n’y a pas de tel chemin, il va
y avoir deux multiplications par 0 et le nombre b; ; demeurera inchangé. La troisiéme
étape des mutations de carquois (annulation des 2-cycles) se fait automatiquement dans

ce cas-cl.

12



Exemple 1.25. Prenons un carquois () et sa matrice associée B :

1 0 2 0 0

] —o>Qeg— 3>4 B=| =2 0 -2 10
: "1l o 2 o0 -5

0 —-10 5 0

Voyons ce qui se produit aprés une mutation au sommet 2 :

TN
l<2—2—2>3—15-4, pa(B) =

-2 15
\20/ -20 10 -15 O

Nous voyons dans cet exemple que la mutation de carquois et la mutation de matrice
antisymétrique est compatible. Nous pouvons travailler sur les carquois ou bien sur leurs

matrices associées et obtenir le méme résultat aprés avoir fait une ou plusieurs mutations.

13



CHAPITRE 2

Suites maximales vertes

Nous définissons dans ce chapitre la notion de suite maximale verte, qui est un élément
central de ce mémoire. Nous allons nous référer a [Kell2] et [BDP13] pour les notions et

définitions.

2.1 Carquois cadré

Définition 2.1. Un carquois cadré, noté Q= (@0,@1,§, 3), est un bon carquois QQ =
(Qo, @1, 8,b) que l’on double avec une copie de tous les sommets. On a @0 =QolU{?|i e

Qo}. On ajoute par la suite une fleche de chagque sommet original vers sa copie, de sorte

que @1 = U (Uier{ai 11— z’}) On note {i'|i € Qo} = Q. Finalement, on a que les

fonctions 5 et b sont les fonctions s et b auzquelles on ajoute l'information des nouvelles

fléches.
Exemple 2.2. Si l'on prend le carquois QQ suivant :

l—>2—->3,

14



on lui associe le carquois cadré ¢) suivant :

Définition 2.3. Carquois gelé
Un carquois gelé est un carquois R obtenu de Q avec des mutations effectuées sur les
sommets de ), donc R = p;, o pt;, © ... © Hi,(@) pour des sommets i; € (Qo. Entre autre,

un carquois cadré est un carquois gelé.

Définition 2.4. Dans un carquois gelé R, on appelle les sommets dans Q les sommets

gelés et les sommets dans Qo les sommets originauz. On a Ry = Qg v Q.

Définition 2.5. Un carquois co-cadré, noté é = (éo,él,‘s',\l;), est un bon carquois Q =
(Qo, Q1,5,b) que l'on double avec une copie de tous les sommets. On a Qo = Qo U{#]i e
Qo}. On agjoute par la suite une fleche de chaque copie vers son sommet correspondant,
de sorte que Q1 = Q, | (Uier{ai - z}) Finalement, on a que les fonctions 5 et b

sont les fonctions s et b auxquelles on ajoute l'information des nouvelles fleches.

A partir de Q de I'Exemple 2.2, on obtient le carquois co-cadré é suivant :
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2.1.1 Sommets rouges et verts

A partir d’un carquois gelé, on attribue aux sommets dans @, la couleur rouge ou verte

choisie de la fagon suivante.

Définition 2.6. Soit R un carquois gelé obtenu a partir d’un bon carquois Q.

Un sommet i € QQy est vert s’il n’y a pas de fleche se terminant en i et commengant en
un des sommets gelés, j' € Q.

Un sommet i € Qg est rouge s’il n’y a pas de fleche commengant en i vers un des sommets

gelés, j' € Q.

Le théoréme suivant est une reformulation du Théoréme 2.6 dans [BDP13] et apporte

des précisions sur la coloration des sommets.

Théoréme 2.7. Soit R un carquois gelé obtenu a partir d’un bon carquois Q). Pour tout
1 € Qo, on a que i est soit rouge, soit vert. Il y a donc au moins une fleche de i vers un
sommet gelé ou d’un sommet gelé vers i. De plus, s’il y a plusieurs fleches entre i et des
sommets gelés, elles ont soit toutes i comme source ou toutes i comme but. (On ne peut
pas avoir une fleche de i vers un sommet gelé ainsi qu’une fleche d’un sommet gelé vers
Corollaire 2.8. Dans un carquois gelé R, il n’y a jamais de fleches entre deux sommets

gelés.

Démonstration. Nous prouvons ce corollaire & 1’aide d’une récurrence sur la longueur
de la suite de mutations. Le cas de base est @ et ne posséde pas de fléches entre deux
sommets gelés par construction. Supposons que pour tous les carquois gelé obtenus par
une suite de mutation de longueur k£ — 1, il n’y a pas de fléche entre deux sommets gelés.
On veut montrer que c’est tout aussi vrai pour les carquois gelés obtenus avec une suite

de mutation de longueur k.
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Supposons que R = p;, (... (1, (u,l(@)))) posséde une fléche de ¢’ vers j', deux sommets
gelés. Par hypotheése, cette fléche n’existait pas dans p;, (... (£, (144, (@)))) Cette fléche
provient donc de la derniére mutation effectuée au sommet ;. Il y avait donc un chemin
de longueur 2 de ¢’ vers j’' passant par i, ce qui est en contradiction avec le Théoréme
2.7.

O

L’avantage d’un carquois cadré, c’est de nous donner une certaine restriction par rapport
aux mutations que nous pouvons effectuer. En effet, nous allons dorénavant appliquer
des mutations seulement sur les sommets qui sont verts. Donc, aucune mutation sur les
sommets rouges ni sur les sommets gelés, que nous allons différencier en leur donnant
une couleur bleue. Avec notre définition de carquois cadré et notre méthode de mutation,
il est important de remarquer que lorsque nous complétons une mutation sur un sommet
k, celui-ci devient automatiquement rouge, car nous inversons la direction de toutes les

fleches incidentes a k, en particulier celles en lien avec les sommets gelés.

Notez aussi que dans @), tous les sommets non gelés sont verts. C’est seulement aprés la

premiére mutation qu’il apparait des sommets rouges.

Exemple 2.9. Reprenons le carquois @ de ’Exemple 2.2 et ajoutons les couleurs appro-

priées :

—E—n
Lo
E E N
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Aprés avoir appliqué au carquois cadré ) une mutation au sommet 2, nous avons p2(Q)

B m—nm
I
E R E

Si nous voulons lui appliquer une autre mutation, nous ne pouvons pas le faire au sommet

2, car il est devenu rouge. Effectuons maintenant la mutation au sommet 1. Nous obtenons

donc 1 (12(Q))

-m B
>
R E B

Il est donc possible pour un sommet rouge de redevenir vert aprés avoir effectué une
mutation sur un autre sommet. Dans la situation présente, le sommet 2 est redevenu

vert, il est donc maintenant possible de faire la mutation sur ce sommet.

Nous avons ensuite :

w2 (i (12(Q))) -
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w3 (1 (12(Q)))) -

TN
B—HE B

|

Dans cette situation, il n’est plus possible d’effectuer de mutations puisqu’il n’y a plus

de sommets verts.

2.1.2 Matrice associée aux carquois cadrés

Habituellement, pour un carquois & six sommets, nous aurions besoin d’une matrice 6 x 6

pour la représenter. Par exemple, regardons un carquois cadré () ainsi que sa matrice

associée.

0 1 0100
-1 0 1010
0 -1 00 01
- . . -1 0 040 00O
1 l l 0 -1 00 00O
0 0 -1/0 00

H B B

Par contre, lorsque nous sommes en présence d’un carquois gelé, nous pouvons trouver
une représentation plus simple. En construisant la matrice associée, nous mettons tous
les sommets gelés a la fin de la matrice, en gardant le méme ordre que les sommets
originaux. Si i précéde j dans la matrice de @, alors i’ précéde j' dans la matrice de @
Nous allons toujours avoir des 0 dans la partie en bas 4 droite (3x3), car il n’y a jamais de
fleches entre deux sommets gelés en vertu du Corollaire 2.8. De plus, nous avons la méme

information dans la partie en haut a droite et en bas & gauche (3x3). Nous utiliserons la
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matrice simplifiée :

1
M=1]-1 0

o~ O

0
0
1

OO
Q= O

Pour un carquois gelé, on a la matrice M. Pour ), on notait la matrice associée B. Nous
allons noter C' la matrice des fléeches des sommets originaux vers les sommets gelés et

nous l'appelerons C-matrice. Nous avons donc une matrice augmentée M = (B|C).

Remarque 2.10. Pour tout carquois @, la matrice C est égale d l'identité.

A partir d’une matrice M = (B|C) d’un carquois gelé¢ R obtenu de @, nous avons une

nouvelle méthode pour obtenir la couleur d’'un sommet.

1) Un sommet i € (g est vert si la ¢ ligne de la matrice C n’a pas d’élément négatif.
g

2) Un sommet ¢ € Qg est rouge si la i¢ ligne de la matrice C n’a pas d’élément positif.
b p

En se référant au Théoréme 2.7, nous savons qu’une ligne de la matrice C' ne peut pas

étre nulle et qu’elle ne peut pas avoir des éléments de signes opposés.

Définition 2.11. Ligne positive
Dans une C-matrice, on dit qu’une ligne est positive si elle ne contient aucun élément

négatif.

Définition 2.12. Ligne négative
Dans une C-matrice, on dit qu’une ligne est négative st elle ne contient aucun élément

positif.

Si on prend ug(ul(ug(@))) de ’Exemple 2.9 :

/_\ 0 -1 -1 0 -120
B—B B M=|1 0 0]-1 0 0

>< l 1 0 00 0 1
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En prenant seulement la matrice C, nous avons :

0 -1 0
C=}f -1 0 0
0 0 1

Nous pouvons facilement vérifier que les sommets 1 et 2 sont rouges, car les 2 premiéres
lignes sont des lignes négatives. Réciproquement, on vérifie que le sommet 3 est vert par

la troisiéme ligne, qui est positive.

2.1.3 Effet d’'une mutation sur la matrice C

Pour faciliter ’affichage, on va souvent représenter un carquois ¢ accompagné d’'une C-
matrice. On va donc regarder ce qui se produit sur une C-matrice lors d’une mutation.
Prenons une C-matrice quelconque, C' = (¢;) ou ¢; représente la i€ ligne de la matrice C.
Notez que pour chaque ¢;, on dit que ¢; est positive ou négative selon les Définitions 2.11

et 2.12. On note respectivement ¢; > 0 ou ¢; < 0.

On veut voir ce que nous obtenons aprés une mutation en k. Premiérement, pour effectuer
un mutation en k, nous devons avoir que k est un sommet vert et donc que ¢; > 0.

Regardons ce que nous obtenons comme matrice C' = u(C).

—¢; sit = k;
c; =4 ¢ +be 8ilyabfleches de i vers k;
C; sinon.

Exemple 2.13. Si on prend Hz(@) de UEzemple 2.9 :

1 1 0
B B cC=|0 -10
0 0 1

NS
n
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Par une mutation du sommet 1, on obtient le résultat suivant :

-1 -1

] cC'=| 1 o0
\ 0 0

Ona:
¢} = —c; (car on fait une mutation en 1);
¢y = ¢z + ¢; (car il y avait une fléche de 2 vers 1);

¢4 = c3 (car il n’y avait pas de fléche de 3 vers 1).

2.2 Suites maximales vertes

Définition 2.14. Suite de mutation verte.
Une suite de mutation verte pour @ est une suite i = (i1, ...,4;), avec i; € Qo, telle que

pour tout 1 < k <1, le sommet iy, est vert dans p;,_, (...(1:,(Q))), 0% on convient de poser

uio(@) = @ On définit | comme étant la longueur de la suite i.

Définition 2.15. Suite maximale verte.
A partir de @, une suite de mutation verte i est dite maximale si aprés les | mutations

dans Uordre, tous les sommets de Qg sont rouges. Autrement dit, si dans p;(...(1:, (Q)))

il n’y a aucun sommet vert, alors i est une suite mazimale verte.

Dans ’Exemple 2.9, nous avons la suite i = (2,1, 2, 3) qui est une des suites maximales

vertes possibles. On note le carquois résultant ui(@).
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/_\ 0 -1 1,0 -1 O
B—B B M=| 1 0 0/l-1 0 0

>< T -1 0 0/0 0 -1
H B B

Définition 2.16. Isomorphisme de carquois

On dit que deux carquois @ et Q) sont isomorphes si on peut définir une fonction f :
Qo — Q telle que pour tout i,j € Qo, s’tl y a b fléeches de i vers j dans @, alors il y a b
fléches de f(i) vers f(j) dans Q.

Exemple 2.17. Les deux carquois suivants sont isomorphes :

TN

1—2——>3 1 2<—3
On prend la fonction f suivante : f(1) = 1, f(2) = 3 et f(3) = 2.

Lemme 2.18. Soient @ un carquois cadré et i une suite mazimale verte. On a ,ui(@) o~ é

Démonstration. On doit se référer a la Proposition 2.10 de [BDP13]. 0O

Remarque 2.19. Soient @ un carquois cadré et i une suite maximale verte. En vertu du
Lemme 2.18, on a que 1;(Q) ~ Q. Autrement dit, aprés avoir effectué une suite mazimale

verte, si on prend seulement les sommets originauz, on obtient un carquois isomorphe a

Q.

Pour rester dans ’Exemple 2.9, on peut voir que u3(u2(u1(u2(é)))) ~ (. La remarque

est plus évidente en réorganisant les sommets de u3(ua(p1 (12(Q)))) :

I
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Parfois, il est possible, & partir d’'un carquois gelé, qu’on ne puisse pas faire une suite
de mutations et obtenir seulement des sommets rouges. Il existe des suites de mutations

vertes infinies. Dans ces situations, il va toujours y avoir un ou plusieurs sommets verts.
Exemple 2.20. Si l’on prend Q :

n—m
|
E =

avec k = 2. Nous pouvons faire une mutation en 1 ou en 2. En exécutant la mutation en

1 et ensuite en 2, nous avons deux sommets rouges. 1l s’agit donc d’une suite maximale

verte. Par contre, en effectuant la premiére mutation en 2, nous obtenons ,uz(Q) :
H-——N

Nl
E =

Ensuite, on peut effectuer une mutation en 1. On a alors p (ug (CA))) :

BN
|
MG
Nous pouvons par la suite effectuer une mutation en 2 qui remet le sommet 1 vert et
ainsi de suite. Nous avons une suite de mutations vertes infinies qui alternent entre 1
et 2. Nous pouvons faire la démonstration de P'infinité de cette suite en utilisant une

récurrence. Nous allons utiliser la régle suivante : ng = 0, n; = 1, ng = kns_; — ns_s pour

tout s = 2.
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Nous pouvons facilement vérifier que ny,; > ng pour tout s > 1. Nous avons que n; > ny,

supposons que n;.q > n;, regardons pour n;ye = kN4 — n;.

Nous avons ni.e > (k — 1)n41. Or (K — 1) > 1 donc : nypp > nyjy.

Nous allons montrer qu’il y a seulement deux situations possibles, qui sont les suivantes :

B——N i——0

g g

n; nit1
Mis+1 Ni41 ng Ni+2
Miy2 Tit1

Pour ug(@), nous avons le premier cas avec i = 0 et pour ,ul(,ug(@)) le deuxiéme cas avec
1 = 1. On veut montrer que les mutations a partir du cas de gauche nous ménent a droite

et vice-versa.

Voyons la mutation au sommet 1 & partir du cas de gauche :

I‘\’“I

N2

Ti+1 Ni+3

/&+2
En prenant ¢/ = 7 + 1, on obtient directement le cas de droite. Voyons maintenant la

mutation au sommet 2 & partir du cas de droite.

I"’/VT

Nisl
Ni42
ni+\
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Encore une fois, en prenant i = 7 + 1, on retourne au cas de gauche. Nous avons cette

récurrence pour tout ¢ € N; il est donc impossible d’obtenir deux sommets rouges.

Proposition 2.21. Pour Q) = 1—«>2, avec k = 2, il y a exactement une suite maci-

male verte et une suite infinie.

2.3 Graphe d’échange orienté

L’idée d’'un graphe d’échange orienté est de pouvoir visualiser rapidement toutes les
suites maximales vertes. Dans un graphe orienté, nous représentons par un cercle vert le
carquois cadré et un cercle rouge le carquois co-cadré. Nous allons par la suite représenter
chaque mutation possible par une fleche et chaque carquois résultant d’'une mutation par
un point. Lorsqu’il y a une ou plusieurs suites infinies & partir d’'un carquois gelé, on
indique par des points de suspension qu’il est possible de continuer, sans nécessairement

indiquer toutes les possibilités.

Nous ne donnerons pas de définition exacte pour un graphe d’échange orienté, car la
description ci-haut est suffisante pour nos besoins. Pour une définition plus détaillée, on

peut se référer a la Définition 2.11 de [BDP13].

Voici maintenant deux exemples qui expliquent bien la construction d’un graphe d’échange

orienté.

Exemple 2.22. On va construire le graphe d’échange orienté du carquois de I’Ezemple

2.20.

M2 H1 H2 Hi H2 K1 2] M1

Nous avons a gauche du cercle vert la suite infinie que nous connaissons. Entre les deux
cercles de couleur, il y a la suite mazimale verte. Si l'on commence par le carquois cadré,

c’est tout ce que nous avons. Par contre, il existe des carquois qui peuvent étre obtenus en
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appliquant a () des mutations auxr sommets rouges. En faisant cela, nous allons retrouver
les suites mazimales vertes que nous avions déja, en commencant par la fin, ainsi que
de nouvelles suites infinies qui n’atteindront jamais Q. Dans notre cas, cette suite infinie

est représentée a droite du cercle rouge.

Dans un graphe d’échange orienté, seul le cercle vert n’a que des fleches sortantes et seul
le cercle rouge n’a que des fléches entrantes. De plus, pour un carquois () & n sommets,
chaque point va avoir n fleches entrantes et sortantes. Dans notre exemple, comme il
s’agit d’'un carquois @ & deux sommets, chaque point du graphe d’échange orienté est
connecté & deux fléches. Le cercle vert a deux fléches sortantes, le cercle rouge a 2 fléches

entrantes et tous les autres points ont une fléche dans chaque sens.

Il ne sera pas toujours possible d’écrire sur une fléche quelle est la mutation correspon-
dante car parfois, il y aura deux ou plusieurs suites de mutations possible pour se rendre
& un méme point. Les deux suites de mutations résultent & deux carquois isomorphes
qui ont les sommets dans un ordre différent. Ce qui est une mutation au sommet ¢ pour
le premier peut étre une mutation au sommet j pour 'autre, mais cela correspond & la

méme mutation. Nous allons mieux comprendre cette possibilité dans ’exemple suivant.
Exemple 2.23. Regardons le graphe d’échange orienté du carquois @ suivant :

1—2-<——3.

Tout d’abord, voict la liste de toutes les suites mazimales vertes (il n’y a pas de suites
infinies pour ce carquois) : (1,2,3,2), (1,3,2), (2,1,2,3,1), (2,1,3,2,1,3), (2,1,3,2,3,1),
(2,3,1,2,1,3), (2,3,1,2,3,1), (2,3,2,1,3), (3,1,2), (3,2,1,2).

Pour construire le graphe d’échange orienté, nous voulons avoir pour chaque point trois
fléches entrantes ou sortantes, a savoir autant de fleches que de sommets dans Q. Le seul

endroit ot il y a trois fleches sortantes est au cercle vert. De méme pour trois fleches
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entrantes au cercle rouge.

Voyons maintenant le graphe d’échange orienté :

LS /\ s

\ /
La fleche qui va vers la gauche a partir du cercle vert se termine complétement a droite.
De plus, nous pouvons mieuxr comprendre pourquoi il n’est pas toujours possible de savoir
quelle sera la mutation a un endroit donné. Lorsqu’il y a convergence de 2 chemins, on
a 2 carquois isomorphes, donc les sommets peuvent étre numérotés difféeremment.

Par exemple, on voit que les chemins (3,2,1) et (2,3,1,2,3) donnent respectivement les 2

carquois gelés suivants :

PN
i—B | | | |

D <

Notons les carquois respectivement E et F. Pour bien voir lisomorphisme, on prend
Uapplication f : E — F suivante : f(1) = 2, f(2) = 1, f(3) = 3, f(1’) = 3’, f(2’) = 2’

et f(3’) = 1’. On peut effectuer respectivement une mutation en 1 ou en 2, mais dans le

raphe d’échange orienté, cela correspond a la méme fléche.
g s
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CHAPITRE 3

Résultats importants

Le but de ce chapitre est de faire la démonstration que lorsque 'on obtient une certaine
configuration, il n’est plus nécessaire de chercher des suites maximales vertes, car nous
pouvons étre siirs qu’il n’y en a pas. Au lieu de trouver pour chaque cas une preuve qu’il
n'y a que des suites infinies, on va tenter de trouver des situations plus générales ou il

n’y a pas de suite maximale verte.

3.1 Reésultat pour certains carquois cycliques

Lemme 3.1. Considérons un carquois gelé dont la partie des sommets originaux Qg est
donnée par :

]<~—we-—3

N
NIV
.

telle que le sommet 2 est rouge, ¢ > a; ¢ > b et a,b,c = 2. Alors on ne pourra jamais,

en faisant des mutations sur les sommets verts, obtenir un carquois ot le nombre total
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de fleches, entre les sommets 1, 2 et 3, est inférieur aa+ b+ ¢

Démonstration. Nous voulons montrer par récurrence que, dés qu’il y a une mutation
effectuée, le nombre total de fleches du carquois augmente et nous retournons a la méme
situation. On ne connait pas la couleur des sommets 1 et 3, mais si nous avons cette
situation avec trois sommets rouges, la preuve est terminée, car le nombre de fléches ne
peut pas diminuer. Dans le cas ol nous avons le sommet 1 vert, voyons le résultat de la
mutation :

H—:

ac—b

On ne connait pas la couleur du sommet 2 dans ce cas, il peut étre redevenu vert et il
peut étre resté rouge. Ce dont nous avons besoin pour vérifier la récurrence, c’est :
(1):ac—b>cetac—b>a

(2) :a + ¢+ (ac — b) = a + b + ¢ (Automatique si (1) est vérifié)

Ona:

ac—b=22c—b=c+c—-b>c>a
ou la premiére inégalité suit de a > 2 et la seconde suit de ¢ > b.

En conclusion, en effectuant une mutation au sommet 1, on retourne a la situation de
départ avec trois c6tés ayant un nombre de fléches plus grand ou égal 4 2 et dont le coté

ayant le plus grand nombre de fléches est opposé & un sommet rouge.

Si 'on avait effectué la mutation au sommet 3, on aurait seulement inversé les a et les
b pour obtenir le méme résultat. Encore une fois, on ne connait pas la couleur des deux

autres sommets mais s’il y en a un vert, le nombre de fléches peut seulement augmenter.

O

30



Lemme 3.2. Aprés une suite de mutation i, lorsque nous avons un carquois gelé ayant

les sommets de Qg rendus comme suit :
le—eo—-3

N
H

tel que le sommet 2 est rouge; ¢ > a; c>b;a,b,c=2eta+b+c>|Qyl, alors il est

impossible d’obtenir une suite mazimale verte commengant par la suite i.

Démonstration. Par le lemme précédent, on sait que le nombre total de fleches ne peut
qu’augmenter. Alors, il est impossible d’obtenir un carquois isomorphe a @ et donc, en
se servant du Lemme 2.18, on peut affirmer qu’il n’y a aucune suite maximale verte

possible. O

3.2 Une partie du graphe d’échange orienté

Proposition 3.3. Soit Q un carquois acyclique & trois sommets :

1 3

\a\ /b/
2
tel que a,b,c > 1. La partie du graphe d’échange orienté de ) commengant par une

mutation au sommet 3 est la suivante :

~

Q —H3> @ —lt2> @ —fi1> @ —U3> @ —fiz> @ —l1> @ —H3> @ —fiz> @ —l1> . -

A I A
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Démonstration. Nous allons travailler avec les C-matrices au lieu des sommets gelés pour

faciliter I’affichage. Nous avons u3(Q) :

10
B-——B8 C=101 b
N / 00
NS
B

En effectuant une mutation en 2, on obtient uy(us3(Q)) :

1 a ab+c
| C={0 -1 -b
0 b -1

\a\ /b/
|

On constate que le sommet 3 est redevenu vert. En mutant au sommet 1, le sommet 2
redevient vert et on a la méme situation. On veut prouver que nous avons une suite infinie
(3,2,1,3,2,1,...) de sorte que nous avons toujours deux sommets verts. Pour ce faire, on
va prendre une matrice C quelconque et on va prouver que la situation est récurrente.
Supposons que l'on a la situation suivante :

—C1

B— B c=| o
/! c3
N
N

tel que c; représente la i° ligne de la matrice C. Dans ce cas, la premiére ligne est négative,

les autres sont positives.
On suppose que —c; + cc; est une ligne positive. Regardons le résultat de la mutation en

3:

—c +cc3

.<——C—. C= 62+b03
N\ / —C3
NS
|
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Pour qu’il y ait une récurrence, on veut voir si la mutation en 2 fait en sorte que le
sommet 3 redevient vert. Si c’est le cas, on retrouve toutes les hypothéses de base et on
peut donc conclure qu'il y a une suite infinie (3,2,1,3,2,1,3,2,1,...) de sorte qu’il y a
toujours deux sommets verts.

On doit regarder la troisiéme ligne de la C-matrice aprés la mutation en 2 et voir si elle
est positive. On obtient a la 3¢ ligne, b(cy + bez) — c3 = bey + (B2 — 1)c3

Nous savons que b > 1 et que c; et c3 sont positives, nous constatons alors que la troisiéme
ligne est positive ce qui prouve la récurrence. Nous avons donc montré qu’il y a une suite
infinie (3,2,1,3,2,1,...) telle qu'il y a toujours deux sommets verts. Nous ne savons par
contre rien sur ce qui se produit lorsque nous sortons de cette suite, par exemple, si une
suite commence par (3,2,1,3,2,3), cette proposition ne nous informe pas sur reste de cette

suite. O

3.3 Situation n’ayant que des suites infinies

Proposition 3.4. Soit QQ un bon carquois tel que, aprés un certain nombre de mutations,

nous avons la situation suivante :

C1

.<—a—.—b—>. C={ —c

C3

ou —cg +ac; >0; —co+bcs >0;a>=2etb=2 Alorsilnya pas de suite mazximale

verte possible & partir de cette situation.

Démonstration. En se servant des hypothéses de base, nous pouvons affirmer que les
lignes —cy + acy; et —cy + beg sont positives. Comme le carquois est symétrique, nous
allons prouver qu’aprés une mutation au sommet 1, on ne trouve que des suites infinies.

On saura alors que c’est tout aussi vrai pour les mutations en 3. Voyons ce que l'on
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obtient par la mutation en 1.

B—B1——8 C=| —ca+ag

1]
Si on fait la mutation au sommet 2, on obtient ab fléches de 1 vers 3 et on inverse les
fleches existantes. On peut alors appliquer le Lemme 3.2 pour savoir qu’il n’y a pas de
suite maximale verte. On regarde alors la mutation au sommet 3 qui nous donne :

—c;
.——a—>.<—b—. C= —62+a01+bC3

On n’a alors pas le choix de faire la mutation en 2.

(a® — 1)e; — acy + abes
.(___a____. —b—>. C = CQ—G,Cl—bC;g
(b2 — 1)c3 — bey + abey

Il reste & vérifier qu’une mutation en 1 ou en 3 va rendre le sommet 2 vert.

Par une mutation en 1, on a a la deuxiéme ligne :
cg — acy — bes + a((a® — 1)¢; — acy + abes)

= (a(a® — 1) — a)e; + (a® + D)y + (a®b — b)cs,

ce qui donne une ligne positive. Le calcul est identique pour une mutation au sommet 3.
Nous savons donc qu'’il est impossible d’obtenir 3 sommets rouges. Il est donc impossible

d’obtenir une suite maximale verte. O

Proposition 3.5. Soit () un carquois a trois sommets de sorte qu’il y ait seulement
une paire de sommet relié par plus d’une fleche. Si on effectue une mutation au but de
ces multiples fleches et que le nouveau but (aprés la mutation) de ces multiples fleches
est vert, alors il n’y a pas de suite mazrimale verte possible. Une seule exception : cette
proposition n'est pas applicable si on a un carquois cycliqgue et que le nombre total de

fleches est 4 (le nombre de fleches multiples est alors 2).
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Pour illustrer cette proposition, on doit avoir un carquois comme le suivant :

1

. C = Co

N :

tel que ¢; + acz est une ligne positive et les fleches reliant le sommet 2 sont soit simples,

soit 0, dans n’importe quel sens. Si a = 2 et si on a une fléche de 3 vers 2 et une de 2 vers
1, on ne peut pas appliquer cette proposition. On sait aussi que ¢ est une ligne positive.
En ayant ces conditions et en faisant une mutation au sommet 3, on n’aura pas de suite

maximale verte.

Démonstration. 1l y a un total de huit différents cas selon P'orientation des fleches que
nous ne connaissons pas. Nous voulons montrer que dans chacun de ces huit cas, soit on
retourne au début d’un autre cas, soit on a une suite infinie. Alors on aura démontré qu’il

n'y a pas de suite maximale verte possible.

c +acs
A B l——B - ate
\/ \/ —Cs
2 2
¢ +acs
B 1-——-——-—-—a————-——>.—v‘;§v).<———a——. C= Co
\/ >+1 / —C3
N
2 2
c1 +acs
C: 1—a——>.~%~a.<—a——. C = Co2 + C3

NSNS



¢ + acs
D:(a>3) l—o— W~ l——N C=| cata

NSRS

Cc1 + acs
C2

c + acs
C2

c +acs
G: 1— o BB ————B C=| c+cs

c +acs
C2

N4
2 2
Commencons par regarder la mutation en 1 pour les carquois mutés ug(@) pour les huit
possibilités. Dans les cas A,C, E, F et (G, on retrouve toutes les hypothéses de base de
la proposition. On va donc avoir un carquois résultant que 1’on retrouve déja dans cette
liste. Pour les cas B, D et H, une mutation au sommet 1 produit une situation que 'on
connait bien, celle qui se résout par le Lemme 3.2. On a donc, pour les huit possibilités,

seulement besoin de voir ce qui se produit par une mutation au sommet 2 car le som-

met 3 est toujours rouge. On va, & partir de maintenant, considérer que le sommet 2
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est vert aprés la mutation en 3. On a donc que ¢; (B, E,F,H) ou ¢ + ¢c3 (A,C,D,G)

est une ligne positive. Voyons maintenant le résultat des mutations en 2 pour les huit cas.

Cas A :

Cc1 + Co +acy

.-(-———-——a,-—-————. C = —Cy —C3

\ / c2
|

La mutation au sommet 1 nous renvoie dans un des cas de base, car on a toutes les

hypothéses de la proposition. On regarde alors la mutation au sommet 3 :

‘>+1\\ . / \>+1\* az/»a{’l

2

Grace au Lemme 3.2, on sait que cela donne seulement des suites infinies

Cas B :
c; + (a+1)e + acs

. C = —C2

L

On doit donc faire une mutation au sommet 1, qui est un cas de base de la proposition,

car une mutation en 1 rétablit la couleur verte du sommet 2 et on a a’ = a + 1 donc
a’ = 3. On est alors ramené au cas D et le nombre total de fléeches est suffisant pour

appliquer la proposition.
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- ~—a+l 3 C= —Co — C3
\ / Co
La mutation au sommet 1 fait en sorte que le sommet 3 devient vert (s’il ne l'est pas
déja). On est donc revenu & un cas de base de la proposition. II faut vérifier ce qui se

produit avec une mutation au sommet 3. On doit donc poser c; comme étant une ligne

positive. On obtient alors :

c1 + acs

B——8 c=| e
\ / —C9
En faisant la mutation au sommet 1, le sommet 2 redevient vert et on a le cas du Lemme

3.2. On a donc seulement des suites infinies.

Cas D :
1+ (a—1)ca + (2a — 1)es
—Cg — C3

N

On aquea—1 2= 2et qu'en mutant en 1, le sommet 2 redevient vert ; on est donc revenu

.
Q
I

4 un cas de base de la proposition.

Cas E:

c1 +co+acs

. C= —C2

\ —c3
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On est alors forcé de faire une mutation en 1 et on retrouve les hypothéses de base de la

proposition.

Cas F :
¢ +acs

B—N c=| -o

\ ~c3

On est alors forcé de faire une mutation en 1 et on retrouve les hypothéses de base de la

proposition.

Cas G :
c + acs
B—-3 C=| —ca—c3

/ c2

La mutation en 1 est un cas de base de la proposition. Le mutation en 3, si elle est

possible, nous force ensuite a faire une mutation en 1 et nous donne un cas du Lemme

3.2.

Cas H :
C1 + acsy + acs
C == - C9

\ / —C3
Encore une fois, la mutation en 1 fait en sorte que le sommet 2 redevient vert. On a donc

un cas de base de la proposition.
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Dans tous les cas, soit on a une suite infinie, soit on revient a un des cas de la proposition.
On ne va donc jamais avoir tous les sommets rouges et donc, aucune suite maximale verte

n’est possible a partir d’'un des cas de cette proposition. O
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CHAPITRE 4

Carquois acycliques a trois sommets

Théoréme 4.1. Tous les carquois acycliques et connezes ¢ trois sommets ont un nombre

fini de suites mazimales vertes.

Pour obtenir tous les carquois de cette catégorie, on regarde le carquois @) ci-dessous :

1\——-——-—6—-—-——;3
"\2/’

avec a,b,c > 0. La seule restriction est que seulement une des trois valeurs peut étre
0 pour ainsi avoir un carquois connexe. Tous les carquois acycliques connexes & trois

sommets y sont alors représentés.

Le but de cette section est de prouver qu’il y a toujours une quantité finie de suites
maximales vertes. Il y a une infinité de carquois différents. Parfois, des valeurs différentes
de a,b et c peuvent donner des carquois qui ont les mémes suites maximales vertes; ils

sont donc regroupés en une seule section. Il arrive aussi souvent que plusieurs cas différent
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trés peu. Pour éviter les répétitions, ces cas sont donc regroupés et les différences sont

faites séparément.

Un tableau contenant tous les résultats est fourni en Annexe A. Celui-ci sert de référence
et peut aider & mieux comprendre. On remarque que la suite i = (1, 2, 3) est toujours une
suite maximale verte peu importe les valeurs de a,b et ¢ (voir I’Annexe A). Comme la
mutation est toujours effectuée 4 un sommet source, on n’ajoute jamais de fléches, on va
seulement changer le sens des fléches existantes. Entre deux sommets de (), on change le
sens deux fois, et pour les fléches vers les sommets gelés, une fois seulement pour obtenir

directement é

Remarque 4.2. Dans tous les carquois acycliques & n sommets, il existe au moins une
suite mazrimale verte de longueur n. On obtient une telle suite de mutations en effectuant
une mutation & chaque sommet de fagon a ce que pour chaque fléche du carquois acyclique,
la mutation de sa source soit effectuée avant la mutation de son but. Chaque mutation
de la suite est alors effectuée dans un sommet source. Avec le méme raisonnement que

précédemment, on peut affirmer que cette suite est bien une suite mazimale verte.

4.1 Supposonsa =>2et b > 2

Dans cette situation, on veut montrer que i = (1,2, 3) est la seule suite maximale verte
possible. On doit alors regarder les autres suites et vérifier que ce sont toutes des suites

infinies.

~

Regardons u;(Q) :

ol
l
m
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Nous savons que si ’on fait la mutation en 2, la seule possibilité est une mutation en 3
pour avoir la suite maximale verte déja connue. Donc, pour étudier les autres possibilités,

on fait la mutation en 3. On a ug(ul(@)) :

T
.<)c+a—-.<——b—.,

RN

On n’a pas d’autre choix que d’effectuer la mutation au sommet 2, on a pa(u3 (1 (@))) :

/b2c+ab—c\

H--l—N

X

tel que b%c + ab — c est plus grand que b et bc + a, donc en se référant au Lemme 3.2 on

ne peut pas obtenir de suite maximale verte.

Nous savons donc qu’en commengant par une mutation en 1, il y a une seule suite
maximale verte possible. Nous allons maintenant regarder les suites commencant par une

mutation au sommet 2.

~

Regardons us(Q) :

N
H B B

Nous savons que ab + c est plus grand que a et que b. On peut utiliser le Lemme 3.2 pour

savoir qu’il n’y aura aucune suite maximale verte commencant par 2.
Jusqu’a présent, on avait que c pouvait prendre n’importe quelle valeur naturelle, méme
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nulle. Par contre, nous allons devoir séparer les cas pour les suites de mutations com-

mengant par 3.

411 Pourc>1

En vertu de la Proposition 3.3, nous avons la suite infinie i = (3,2,1,3,2,1,...). Il faut
donc voir ce qui se produit lorsque nous sortons de cette suite et voir si c’est possible

d’obtenir une suite maximale verte.

Il y a trois facons de sortir de cette séquence : faire une mutation en 1 aprés une en 3,
faire une mutation en 2 aprés une en 1 ou faire une mutation en 3 aprés une en 2. Voici
les trois carquois obtenus dans ces cas-la. Selon 'endroit dans la suite ol on effectue
cette mutation, la matrice C va étre différente. Par contre, le nombre de fleches entre les

sommets originaux vont étre respectivement les suivants :

—_—s3 1———-—ab+c~—73 1\ B
NN

Dans le deuxiéme cas, on voit que c’est la situation du Lemme 3.2; il n’y aura pas de
suite maximale verte. Si ¢ > 1, on a cette situation dans les trois cas. Pour ¢ = 1, on va

faire la preuve qu’il n’y a pas de suite maximale verte dans le premier et dernier cas.

Nous allons regarder ce qu’il en était avant la derniére mutation pour le premier cas.

Donc aprés les mutations en (3,2,1,...,3,2,1,3) :

5]

. 1 . C= Co

NS
N
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Ensuite, par la mutation en 1, on a :

1— 3
AN / —C3+(
NS
|

Dans ce cas, on ne peut pas savoir si le sommet 3 est rouge ou vert, mais ce n’est pas
nécessaire de le savoir. En mutant au sommet 2, on obtient a(a + b) — 1 fléche de 3 vers
1; c’est égal 4 a® +ab—1 et c’est plus grand que a +b et que a. Donc, on se retrouve dans
la situation du Lemme 3.2 et il n’y a que des suites infinies. Dans le cas ol le sommet 3

est vert, on doit avoir que la ligne —c3 + ¢; est positive.
Regardons le résultat de la mutation en 3 :
—c; + (—cs+ 1)

\ {' 3 — O

Dans ce cas, on sait que le sommet 1 reste rouge, car la premiére ligne est —¢;+(—c3+c¢;) =
—c3 et on sait que c’est une ligne négative. Par la suite, on n’a d’autre choix que de faire
la mutation en 2 et on peut voir facilement qu’il n’y aura que des suites infinies a partir

de maintenant en utilisant le Lemme 3.2.

Nous allons maintenant regarder ce qu’il en est pour le troisiéme cas. Regardons ce que

nous avions avant la derniére mutation, donc aprés les mutations en (3,2,1,...,3,2,1,3,2) :

(8]

.<———-—-——1 . C = —C9
/ C3
AN
H
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Ensuite, par la mutation en 3, on obtient :

1
. 1—>. C=| —cy+becs
X / —C3

On ne connait pas la couleur du sommet 2, mais s’il est vert (—cy + bcz est une ligne
) 2 3
positive), une mutation en ce sommet nous donne les critéres du Lemme 3.2, donc nous

allons voir ce qui se produit avec une mutation au sommet 1.

B— B C=| —ca+bcs+(a+b)

2 / G
a+bd
\
2

On ne connait pas la couleur du sommet 2, par contre, s’il était rouge, le carquois ne

serait pas isomorphe a é, donc en vertu du Lemme 2.18, nous n’avons pas une suite
maximale verte. Nous savons donc qu’il y a au moins un sommet vert, et comme on est
str que les sommets 1 et 3 sont rouges, on est obligé d’avoir le sommet 2 vert. Donc, on
continue avec une mutation en 2 et on obtient encore une fois un cas qui se résout avec

le Lemme 3.2.

41.2 Pourc=20

Il reste & vérifier qu’avec ¢ = 0, en effectuant une premiére mutation au sommet 3, il n’y

a pas de suite maximale verte.
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Nous avons donc ug(@) :

——a—;—.-(—b—

l\
NN
lb\[ . l-7F
T/’”zv‘l l‘\m\"v’
E B B B E

ab___—7

|
Il

23

nn
o \I\\

|
m

n

l |
- -
. e

Dans le premier cas, uz(ul(ug(@))), on sait a 'aide du Lemme 3.2 qu’il n’y a pas de suite
maximale verte possible et dans le deuxiéme cas, m(ug(@)), on a la méme conclusion a

I’aide de la Proposition 3.4, car la C-matrice est alors

1 a ab
0 -1 —b
0 b b-1

On a maintenant prouvé que dans le cas ou a et b sont plus grands ou égaux a 2, peu

importe la valeur de ¢, il y a un nombre fini de suites maximales vertes.
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4.2 Supposons a => 2,b=1

Commencons par étudier ce cas lorsque la premiére mutation est effectuée au sommet 1 :

TN T PR
—a————-——1—1———<1—01—1

L Lo L1

ua

"3
- 1—~——k--E1—01—= IGEI

RN L IX X

Cela représente deux suites maximales vertes et c’est vrai peu importe la valeur de c.

Dans les cas ou la suite commence par une mutation en 2 ou en 3, nous allons devoir

séparer les situations selon la valeur de c.

4.2.1 Pourc>=2

Regardons ce qui se produit lorsque la premiére mutation est au sommet 2 :

E T TN Cot Pt ST - Ut
| T
m

l

|
u L u



Nous voyons que si la premiére mutation est au sommet 2, nous pouvons, dans les deux cas
ci-haut, appliquer le Lemme 3.2. Il n’y a donc pas de suite maximale verte commencant

par 2. Il reste & voir pour la premiére mutation en 3.

Dans ce cas, par la Proposition 3.3, nous savons qu’il y a une suite infinie (3,2,1,3,2,1,...).
Comme précédemment, nous avons trois possibilités de carquois lorsque nous sortons de

cette suite.

H—3 1 ——ate—>3 1——
N \. SN

Nous avons une situation similaire a (@ = 2,b > 2, ¢ = 1) que nous avons vue 4 la Section
4.1.1. En s’y référant, nous pouvons voir que les preuves sont valides dans le cas présent.
En prenant respectivement le deuxiéme, troisiéme et premier cas de la Section 4.1.1, nous

voyons que nous avons affaire 4 la méme situation.

4.2.2 Pourc=1

On sait par la Proposition 3.5 que si la premiére mutation est effectuée au sommet 2,

toutes les suites résultantes sont infinies.
Voyons maintenant ce qu’il se produit lorsque la premiére mutation est au sommet 3.
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o l-— B~ B =R~~~ E— 0

RN SR

H2
H2
1 al4a—1 3 . . .(\N\/T‘va\m.<—-——.<-a+1—.

On peut voir qu’aprés la mutation en 3, la mutation en 2 (qui n’est pas affichée) donne
seulement des suites infinies par la Proposition 3.5. Alors on regarde la 2° mutation au
sommet 1 qui nous donne encore deux choix. Si on mute en 2, on obtient seulement des
suites infinies, ce qui se vérifie par le Lemme 3.2. Si on mute en 3, on obtient la suite

maximale verte i = (3,1, 3,2,1).

423 Pourc=0

On connait déja le résultat pour les suites de mutations commengant par 1, voyons

maintenant ce qu’il se produit dans les autres cas.
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H1

e B e

-
L
E =

o
.

= Proposition 3.5

On peut voir que nous avons la suite maximale verte i = (3,1,2,3) et que si nous
essayons autre chose, nous allons nous retrouver dans la situation de la Proposition 3.5.
Nous pouvons donc étre certains que c’est la seule suite maximale verte qui ne commence

pas par 1.

4.3 Supposonsa =1,b>2et c > 2

On a encore une fois la suite maximale verte i = (1, 2, 3). Les autres suites qui commencent

en 1 ont une deuxiéme mutation au sommet 3, ce qui nous donne Hg([l,l(@)) :

_
“Ea

RN
E R E

Avec le Lemme 3.2, on sait qu’il n’y a pas de suite maximale verte commencant par (1,3).
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Regardons maintenant le cas oii la premiére mutation est au sommet 2.

TN " PN AN

H2
—n——N B—n-—-—N

X X

u
IL H B B H EH B
|

£ T v

:)2\+bc——1 / :brcz—l / >< T
N, N, 2 m m

[am—y
<o
+
o

On a donc une autre suite maximale verte soit i = (2,1,2,3) et si Pon diverge de cette
suite on peut immédiatement appliquer le Lemme 3.2 et on peut étre sir qu’il n’y a pas

d’autre suite maximale verte.

On va maintenant regarder les suites lorsque la premiére mutation est au sommet 3. En

vertu de la Proposition 3.3, il existe trois possibilités de carquois qu’il faut regarder.

\ ;+c/ \ /b/ ¥>c+ 1 //

2 B 2

Ce cas est similaire 4 ceux de la Section 4.1.1. Si on regarde respectivement le troisiéme,
premier et deuxiéme cas de cette section, on peut voir qu’il s’agit de la méme situation
et que la preuve est valide dans notre situation, nous n’avons donc pas de suite maximale
verte & partir de I'un de ces carquois.

Nous avons donc deux suites maximales vertes dans cette section.
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4.4 Supposonsa = 2,b=0et c > 2

Aprés une réorganisation de I'ordre des sommets, on a le carquois cadré suivant :

i—1——0

Lol

C’est un carquois symétrique, donc si on a une suite quelconque, on peut inverser dans
la suite les 2 et les 3 et on va avoir deux résultats isomorphes. L’exemple le plus utile
est pour la suite maximale verte déja connue, soit i = (1,2,3). On peut donc étre sir
que nous avons aussi la suite maximale i = (1,3,2). Du coup, nous avons toutes les
suites possibles commencant au sommet 1. Nous allons maintenant regarder les suites
commengcant au sommet 2 en sachant que les suites commencant par 3 sont les mémes,
donc on aura la méme quantité de suites maximales vertes dans les deux cas. Regardons

donc ce qui se produit lorsque la premiére mutation est au sommet 2.

-

—a—

e S

N~ o
ol AN
E B =

ZINL A

e e

-
N L]
E E R E N
é I S
RN

Il y a deux débuts de suites possibles, soient u;(p2(Q)) et p1(ua(u2(Q))). Le premier cas
est un cas du Lemme 3.2 et le deuxiéme de la Proposition 3.4. On est donc siir qu’il n'y

aura pas de suite maximale verte commencant par 2 ou par 3.
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4.5 Supposons a =0,b>2et c> 2

Apres une réorganisation de l'ordre des sommets, voici les débuts de suites possibles.

“~—— Sl
B -

. B

|

~—f—

] -
%
N

. g
L7 | 7
E = E = E BN

e

~b—

| N N R
A R A
L HE N H B BN =B
I e S S
N2 7 S

~

Pour p3(Q) on utilise la Proposition 3.4 pour savoir qu’il n’y aura pas de suite maximale
verte. Pour /L3(ﬂ,1(@)), on peut utiliser le Lemme 3.2. De plus, on a encore une symétrie

entre les sommets 1 et 2, donc on a le méme résultat pour p3(u2(Q)). On a donc seulement

deux suites maximales vertes, soient i = (1,2,3) et i = (2,1, 3).

4.6 Supposonsa >2,b=0etc=1oua=1,b=0e¢t

c=> 2

Nous combinons ces deux possibilités, car elles résultent en deux carquois isomorphes.
Dans les deux cas, nous avons un sommet source, des fléeches multiples vers un sommet,

et une fléche simple vers ’autre sommet.
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Dans les deux cas, nous avons un carquois cadré isomorphe & celui-ci :

. a . .

Lol

Nous pouvons voir que nous avons les suites maximales vertes i = (1,2,3) et i = (1, 3, 2),
car nous faisons toujours la mutation & un sommet source. De plus, si on commence par
une mutation au sommet 2, on est dans le cas de la Proposition 3.5 ; nous n’avons donc

pas de suite maximale verte. Il reste & étudier les suites commencant par 3.

" /“"‘\ s /‘“\

+ Proposition 3.5

**x Lemme 3.2

Nous avons la suite maximale verte i = (3,1, 3,2). Les autres possibilités donnent seule-

ment des suites infinies en vertu de la Proposition 3.5 (pour ,u3(u2(@))) et du Lemme 3.2

(pour Mz(ﬂl(#s@))))-
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4.7 Supposonsa =0,b>2etc=1oua=0,b=1 et

c>= 2
Dans les deux cas, nous avons un carquois cadré isomorphe a celui-ci :

——

. ]
Lo
E E N

Nous pouvons voir que nous avons les suites maximales vertes i = (1,2,3) et i = (2,1, 3),
car nous faisons toujours la mutation 4 un sommet source. De plus, si ’'on commence par
une mutation au sommet 3 ou par (1,3), on est dans le cas de la Proposition 3.5; nous

n’avons donc pas de suite maximale verte. Il reste & regarder pour les suites commencant

H2

Nous avons la suite maximale verte i = (2,3,1,3). Il n’y a pas d’autres possibilités

commengant par (2,3).
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4.8 Supposonsa =1,b>2etc=0

Par la Proposition 3.5, nous savons que les suites commengant par 3 ou par (1,3) sont

toutes infinies.
Nous avons aussi la suite maximale verte i = (1,2, 3).

Il reste & regarder les suites commengant par une mutation au sommet 2.

2 TN

-
-

H-—n

.<_

.<_
/|

X

BN B B Bl B

Grace au Lemme 3.2, on sait que les suites commengant par (2,3) sont toutes infinies.

On a donc deux suites maximales vertes : i = (2,1,3,2) et i = (2,1,2,3).
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4.9 Supposonsa =1,b>2etc=1

Comme dans le cas précédent, pour les suites commencant par 1 ou par 3, la seule
suite maximale verte est i = (1,2,3). Les autres possibilités nous ménent toutes a la
Proposition 3.5. Il nous faudra donc faire les vérifications pour les suites commencant

par une mutation au sommet 2.

BN
144

On a deux suites maximales vertes commencant par 2:i = (2,1,2,3) et i = (2,1, 3,2, 3).
Si on essaie de commencer par (2, 3), en se référant au Lemme 3.2, nous voyons que 1’on

n’a que des suites infinies.
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4.10 Supposonsa =1,b=1etc> 2

Voyons d’abord ces trois suites maximales vertes : i = (1,2,3), 1 = (1,3,2,3) et i

(2,1,2,3)

T o TN

“~—H

Pour le dernier carquois, il y a trois possibilités qui sont isomorphes, nous en avons seule-

ment mis une pour simplifier. Regardons maintenant les cas qui ne sont pas représentés

ci-dessus. Si la premiére mutation est au sommet 3, on est dans le cas de la Proposition

3.5. Si on commence par 2 et ensuite 3, on est dans la méme proposition. (Notez que nous

avons un cycle, donc on doit étre stir d’avoir plus de deux fléches 14 ot il y a des fléches

multiples. C’est présentement le cas, car nous avons ¢ + 1 avec ¢ > 2.) Finalement, si on

commence une suite par (2,1,3), on a seulement des suites infinies, ce qui se vérifie par

le Lemme 3.2. Il n’y a donc que trois suites maximales vertes dans cette section.
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4.11 Supposons que ’on n’a pas de fléches multiples

Dans le cas ou a, b et ¢ sont soit 0, soit 1. Il y a quatre carquois connexes possibles.

S ONL T TN

1—2—3 l—>2—3 12 3 1 2—3

Ce sont tous des cas qui ont déja été étudiés. Pour le dernier, le graphe d’échange orienté
a été fourni dans ’Exemple 2.23. Pour les autres, on peut les retrouver entre autres dans

[BDP13], et ils ont tous un nombre fini de suites maximales vertes.
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CONCLUSION

Nous avons donc, pour chaque carquois acyclique & trois sommets, montré qu’il y a un
nombre fini de suites maximales vertes. Nous avons en plus, par la Proposition 3.3 et par
le fait qu’il y a toujours un nombre fini de suites maximales vertes, fait la démonstration

1’il peut parfois v avoir un nombre infini de suites infinies.
q

Les recherches sur les carquois & trois sommets ne sont qu’un début. Nous espérons
que ces résultats pourront étre extrapolés sur les carquois ayant plus de sommets. Nous
croyons que dans tous les cas, il y a toujours un nombre fini de suites maximales vertes.

Nous n’avons pas de contre-exemple, mais pas de preuve non plus.

Nous avons aussi remarqué que lorsqu’il y a une mutation effectuée au but de plusieurs
fleches provenant du méme sommet, nous obtenons seulement des suites infinies. Si nous
avons i—a—>j, avec a > 2, en faisant la mutation en j, nous aurons seulement des
suites infinies, peu importe le reste du carquois. Encore une fois, il s’agit seulement d’une
hypothése que nous n’avons pas réussi & prouver sans toutefois avoir trouvé un contre-
exemple. Si nous avons un carquois a trois sommets, cette hypothése est vraie, car nous
avons trouvé toutes les suites maximales vertes possibles et dans aucune d’entre elles

nous avons une telle mutation.
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ANNEXE A

Toutes les suites maximales vertes possibles selon les différentes valeurs de a, b et c.

On prend 2 pour représenter > 2 et S.M.V. pour suite maximale verte.

| ] c | nbr de SM.V. | liste des suites maximales vertes

2

2

(1,2,3)

1.2,3)

1,2,3)

1,2,3), (1,3,2,3), (3,1,3,2,1)

1,2,3), (1,3,2,3), (3,1,2,3)

(
(
(1,2,3), (1,3,2,3)
(
(
(

1,2,3), (1,3,2)

(1,2,3), (1,3,2), (3,1,3,2)

(1,2,3), (2,1,2,3)

(1,2,3), (2,1,2,3), (2,1,3,2,3)

(1,2,3), (2,1,2,3), (2,1,3,2)

(132’3)7 (271’273)a (133’233)

(1,2,3), (1,3,2,3), (2,1,2,3), (2,1,3,2,3), (3,1,3,2,3)

(1,2,3), (1,3,2,3), (2,1,2,3), (2,1,3,2), (2,3,1,3,2),
(3,1,2,3), (3,2,3,1,2,3), (3,2,1,3,2,3), (3,2,1,2,3)

W W (W W WD WIN W[ WD r=| =t =

1,2,3), (1,3,2), (2,1,2,3)

[
[

1,2,3), (1,3,2), (2,1,2,3), (2,1,3,2,3), (2,3,1,2,3,1),
2,3,1,3,2,1), (3,1,3,2), (3,1,2,3,2), (3,2,1,3,2,1), (3,2,1,2,3,1)

3]

1,2,3), (2,1,3

w

w

o [@w] Nes] Nl i Pt — et | bt et [ ] =BT RD] RO DN RO N DO DO R
— =N O O - == oo =] = =

10

)
1,2,3), (2,1,3), (1,3,2,3)
1,2’3), (173,2,3)7 (271’3)’ (2’3?1’3)’ (3717273,1,2)7

(

(

(

( )

(1,2,3), (2,1,3), (2,3,1,3
(

(

(3,1,2,3,2,1), (3,1,3,2,1), (3,2,1,3,2,1), (3,2,1,3,1,2), (3,2,3,1,2)
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