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SOMMAIRE

Les algebres amassees sont tres interessantes, entre autre du point de vue de la theo- 

rie des representations. Leurs cotes combinatoires sont immenses et on a probablement 

seulement effieure le sujet. Dans ce memoire, nous allons amorcer l’etude d’une propriete 

combinatoire pour un cas particulier d’algebres amassees. Nous esperons que notre tra­

vail jettera les bases pour l’etude du cas general. Notre but sera de prouver le theoreme 

suivant :

T heorem e 0.1. Tous les carquois acycliques et connexes a trois sommets ont un nombre 

fini de suites maximales vertes.

Nous allons done expliquer tout ce qu’il y a a savoir sur les carquois et par la suite, 

presenter la preuve de ce theoreme. Comme supplement, nous donnerons en plus la liste 

complete de toutes les suites maximales vertes possibles pour ces carquois.

Mots-cles : carquois; acyclique; mutation; suite maximale verte; trois sommets.
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INTRODUCTION

Les algebres amassees (de l’anglais « cluster algebras ») ont ete introduites par Sergey 

Formin et Andrei Zelevinsky dans leur article « Cluster Algebras I : Foundations »[FZ01]. 

Tres rapidement, cette nouvelle classe d’algebres interesse plusieurs mathematiciens pro- 

venant de differentes branches. On constate un engouement accru et le sujet s’est deve- 

loppe rapidement depuis le debut des annees 2000. Pour une introduction sur le sujet, on 

peut se referer aux articles [FomlO], [Zel04], [Zel05], [Zel07] et [FZ03] ou bien au portail 

[Fom].

Pour n  e N*, une algebre amassee 21 de rang n est un anneau commutatif (unifere), 

integre, engendre dans un corps ambiant S' par un ensemble de generateurs (peut-etre in- 

fini) appeles variables amassees. Ces variables amassees sont obtenues par une application 

iterative d’un procede appele mutation de graine (de l’anglais « seed mutation »).

Ici, une graine dans 21 est une paire (X , B) telle que :

- X  c  5  ou X  a n elements qui engendrent S-

- B  est une matrice antisymetrisable. (C’est-a-dire qu’il existe une matrice diagonale D 

de sorte que DB  est antisymetrique)

Les elements de X  sont des variables amassees et X  est appele amas.

A partir d ’une graine, il existe une operation nous permettant d’en obtenir une autre a 

partir de chaque element de X , il s’agit d ’une mutation de graine. Parfois, en effectuant

1



une serie de mutations de graine, nous allons retrouver une graine que nous avons deja 

vue. Par contre, il est possible d’obtenir un nombre infini de graines et un nombre infini 

de variables amassees.

II est possible, pour chaque graine, d ’obtenir un unique carquois en prenant les variables 

amassees comme sommets et en utilisant la matrice antisymetrisable pour definir les 

fleches. Les carquois seront definis au chapitre 1 et, dans notre cas, nous utiliserons 

seulement les matrices antisymetriques, qui sont bien evidemment des matrices antisy- 

metrisables.

A partir de la graine (X,B)  formee d ’un amas X  = { x i ,  x 2 , x „ }  et d ’une matrice 

B — (bij), on definit une mutation de graine Hk formee d’une mutation Hk{X) sur l’amas 

et d ’une mutation Pk{B) en k a la matrice B.  Dans un premier temps, nous posons pk(x ) 

X  {^lj X2, ■ ■ ■ > %k—1) -̂ k' i %k+1) • • • i %n} i OU

, Ylbik>0£ k + U bik<ox7bik
X u  —  ---------------------------------------------------------------------------------------------------- .

Xk

La mutation de matrice plus complexe, est definie au chapitre 1.4.1; on donnera

presentement seulement un exemple. En faisant ces deux operations, nous obtenons une 

nouvelle graine (X1, Hk(B)).

Exem ple 0.2. Prenons la graine (X ,B)  ou X  = {xi,X2} et B = Regardons

le resultat de / i i (X,B)  : On a rib^x ) 2̂ 1 es* un pxoduit nul, done egal a 1 et 

n 6ll<0*7 611 = x2- Done x\ — et dans ce cas ci la mutation de la matrice donne -B. 

On obtient done la graine ( { ^ p ,x 2}, —B ).

Nous pourrions continuer Vexercice pour obtenir les cinq variables amassees suivantes :

(  I  +  X 2 1 +  Xi  +  x 2 1 +  Xj  )
j  * ^ l i  * ^ 2  j  A  j  (  *

(  X i  X i X 2 X 2 )

A partir de la graine (X, B), ce sont les cinq seules variables amassees possibles. En 

continuant a faire le procede, on va revenir sur des variables que nous avions deja vues.
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En mathematique, on va souvent transposer un probleme dans une situation deja connue 

ou bien plus facile a manipuler. Par exemple, on se sert des matrices pour resoudre un 

systeme d’equation. On utilise aussi un couple de coordonnees avec certaines restrictions 

plutot que de travailler avec des nombres imaginaires. Pour trouver des resultats, on 

experimente une fagon de travailler dans un domaine plus facile a manipuler et lorsque 

l’on a ces resultats, on peut alors les transposer dans le domaine d ’origine.

Un lien a ete trouve entre les algebres amassees et certains carquois. Ce lien a ete utilise 

en theorie des representations comme on peut le voir dans les articles suivants : [Amill], 

[ReilO] et [LeclO]. Originalement explique dans [Kelli], a partir des suites maximales 

vertes, on peut construire des identites dilogarithmes quantiques (de l’anglais « quan­

tum dilogarithm identities ») qui sont presentes dans les algebres amassees. Une suite 

maximale verte est une suite de mutations effectuees selon certains criteres. Nous allons 

etudier ces suites maximales vertes dans les carquois acycliques a trois sommets. Plus 

precisement, ce travail consiste a montrer que pour ce type de carquois, il y a un nombre 

fini de suites maximales vertes. L’article [BDP13] aborde ce meme sujet et il sert de 

reference pour les definitions et lorsque mentionne pour certains theoremes.
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CHAPITRE 1

Carquois

1.1 Definitions

Un carquois est un regroupement de fleches qui ont toutes une source et un but. Les 

sources et les buts sont appeles les sommets du carquois. Pour fixer une notation, on 

ecrit :

a : s ------- >- b ou s — 5

pour une fleche a  de source s et de but b. Plus precisement, on a la definition suivante.

D efinition 1.1. Carquois

Un carquois est defini par un quadruplet Q = (Q0> Qi,  s, b) ou :

- Qo est Vensemble des sommets;

- Q1 est Uensemble des fleches;

- s est une fonction s : Qi —*■ Qo qui associe chaque fleche au sommet qui est sa source;

- b est une fonction b : Qi —* Qo qui associe chaque fleche au sommet qui est son but.
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Exemple 1 .2 . Le carquois :
7

1 3

2

est defini par le quadruplet Q = ({1,2,3}, {a, (3,7 , <5},s, b) oil s(a ) = 1, b(a) = 2, s((3) = 

2, 6(/3) = 3, s(8) = 3, &(£) = 1, s(7 ) == 1 ei 6(7 ) == 3.

D efinition 1.3. Boucle.

Une boucle est une fleche ayant le meme sommet comme source et comme but.

(ai, 02,..., an) de n fleches tel que 6(aj_i) = s(aj) (pour i = 2, . . n).

Exem ple 1.5. Dans UExemple 1.2, (a, ft, 5, a) est un chemin de longueur 4 et (a,/3) est 

un chemin de longuer 2.

D efinition 1.6. n-cycle.

Un n-cycle est un chemin de longueur n tel que s(oi) = b(an).

Exem ple 1.7. Dans UExemple 1.2, (a, (3,6) est un 3-cycle.

R em arque 1.8. Une boucle est un 1-cycle.

D efinition 1.9. Cycle

On appelle cycle tout n-cycle pour n ^  2.

D efinition 1.4. Chemin de longueur n

Etant donne un carquois Q = {Qo,Q\,s,b), un chemin de longueur n est une suite
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Exemple 1.10. Dans UExemple 1.2, (a,/3,S) et (7 ,5, a, (3,8) sont des cycles.

D efinition 1.11. Source

Etant donne un carquois Q = (Qo,Qi,s,b), on dit d ’un sommet i e Qo qu’il est une 

source si Q n’a aucune fleche ayant i comme but.

D efinition 1.12. Puits

Etant donne. un carquois Q = (Q0, Q1, s , b), on dit d’un sommet i e  Q0 qu’il est un puits 

si Q n’a aucune fleche ayant i comme source.

D efinition 1.13. Carquois acyclique

Un carquois acyclique est un carquois qui ne possede aucun cycle, c ’est-a-dire, aucune 

boucle et aucun n-cycle pour tout n ^  2 .

D efinition 1.14. Carquois connexe

Etant donne un carquois Q = (Qo, Qi, s, b), on definit son graphe sous-jacent G(Q) 

comme etant le graphe ayant Qo comme ensemble de sommets et Q\ comme ensemble 

d’ar&tes, ou Q1 est obtenu de Qi en ignorant simplement I’orientation des fleches de Q\. 

Alors Q est dit connexe si son graphe sous-jacent G(Q) est connexe.

Exem ple 1.15. Le carquois suivant n’est pas connexe.

1---- ► 2 3 ----- 4 ----- ► 5

On peut dire par contre que la partie du carquois 3 ■*---- 4 ----- ► 5 est connexe car, sans

considerer le sens des fleches, on peut trouver un chemin entre chaque paire de sommets.
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Dans le present travail, nous allons utiliser certains carquois et comme ils vont appaxaitre 

frequemment, nous allons leur donner un nom.

D efinition 1.16. Bon carquois.

Un « bon carquois » est un carquois connexe qui n’a pas de boucle ni de 2-cycle. Dans 

VExemple 1.2, il y a un 2-cycle; il ne s ’agit done pas d ’un bon carquois.

De plus, comme nous n’allons pas utiliser les noms des fleches et qu’il va parfois y en 

avoir plusieurs ayant les memes buts et sources, nous allons les representer par une seule 

fleche et ecrire sur celle-ei le nombre de fleches qu’elle represente. S’il y a quatre fleches 

ayant la meme source s et le meme but b, nous allons les representer comme suit :

s —4-*- b

1.2 Mutations de carquois

La mutation d ’un carquois, introduite dans [Kell2], est faite seulement a partir de bons 

carquois. C’est un procede qui se fait sur les sommets, mais qui amene des modifications 

sur les fleches seulement. En aucun cas Qo sera modifie.

D efinition 1.17. Soit Q  un bon carquois. La mutation au sommet i, notee P i { Q ) ,  est 

effectuee en trois etapes :

1- Pour chaque chemin de longueur 2 allant de j  vers k et passant par i, on ajoute une 

fleche de j  vers k.

2- On inverse le sens de toutes les fleches ayant i comme source ou comme but, soit 

toutes les fleches touchant a i.

3- On elimine tous les 2-cycles, e ’est-a-dire que s ’il y a p fleches de a vers b et q fleches 

de b vers a, avec m = minfp, q}, alors on enleve m fleches dans chaque sens.
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Exemple 1.18. Prenons le carquois Q suivant

a  4-------- ► c
\  /  

\  /  
b

Voyons ce qui se produit lors d’une mutation au sommet b :

etape 1 etape 2

Finalement, apres Vetape 3, on obtient le carquois m(Q)  • '

a  1-
\  /V

R em arque 1.19. Lors d ’une mutation sur un puits ou sur une source, seule la deuxieme 

etape est necessaire.

Lem m e 1.20. Le carquois resultant d ’une mutation est un bon carquois.

Demonstration. Soit Q  =  ( Q a , Q i ,  s,b) un bon carquois sur lequel on effectue une mu­

tation en i e Qo- On suppose que Pi(Q) n ’est pas un bon carquois; il y a done soit une 

boucle, soit un 2-cycle. La derniere etape consistant a annuler tous les 2-cycles, on est 

sur qu’il s’agit d ’une boucle.

II n’y avait pas de boucle dans Q,  done s’il y en a une dans Pi (Q ) ,  elle a ete ajoutee par 

la mutation. Pour que cela soit possible, il doit y avoir dans Q  un chemin de longueur 

2 passant par i qui debute et termine au meme sommet. II s’agit done d ’un 2-cycle ce 

qui implique que Q  n’etait pas un bon carquois, ce qui est en contradiction avec l’hypo- 

these. □
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Le prochain lemme montre que la mutation de carquois est un processus involutif.

Lem m e 1.21. [FZ01, Kelli] A partir d ’un carquois Q, en faisant la mutation deux fois 

de suite au meme sommet i, on retrouve Q, c ’est-a-dire : )) = Q.

Demonstration. On veut montrer que pour toute paire de sommets k et I, il y a le meme 

nombre de fleches avant et apres les mutations au sommet i, et dans le meme sens. 

Supposons que Ton a c fleches de k vers I et d chemins de longueur 2 passant par i de 

k vers I. Apres la premiere mutation, on a c + d fleches de k vers I. Dans p-i(Q).  il y a 

d chemins de longueur 2 passant par i de I vers k. En appliquant la deuxieme mutation, 

on ajoute d fleches de I vers k. Dans la troisieme etape de la mutation, on annule tous 

les 2-cycles done aux c + d fleches de k vers /, on enleve d fleches de I vers k pour obtenir 

c fleches de k vers I.

Nous pouvons faire le meme raisonnement avec c ou d negatif ou nul, les calculs restent 

les memes. De plus, si on a k = i ou I = i, on inverse le sens des fleches deux fois avec 

les deux mutations et on retourne au sens de depart sans toucher a la quantite.

II en resulte done que, entre chaque paire de sommets d ’un carquois Q, on a le meme 

nombre de fleches et dans le meme sens apres avoir fait deux mutations consecutives au 

meme sommet. Done, on a bien que p:(pt(Q)) = Q. □
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1.3 Exemples

Exem ple 1.22. Considerons le carquois Q suivant :

1 --------------- 3.

2

En effectuant une mutation sur le sommet I, on obtient P\{Q) :

1 ------------- ^ 3 .

2

On peut facilement verifier que si Von ref ait une mutation au sommet 1, on retourne 

au carquois Q. Par contre, nous pouvons faire une mutation au sommet 2 pour avoir

faivi(Q))  • '

2

Exem ple 1.23. Considerons le carquois Q suivant :

1 —2—»- 2 —2-*- 3 —5-*- 4 .

En effectuant la mutation au sommet 3, on obtient faiQ)



Exemple 1.24. Prenons Q

1  ► 3 .

\
2

Nous avons n^iQ) •

1 ------- 2------ 3 .

\
2

Dans ce cas, il y a deux fleches de 1 vers 3, car a celle qui etait deja la, on en ajoute une 

pour le chemin de longueur 2 de 1 vers 3 passant par 2.

1.4 Representation en matrice

Nous considerons les algebres amassees definies par des matrices antisymetriques. On 

s’interesse au bon carquois, car il est possible de les mettre en relation avec ces ma­

trices antisymetriques. On peut trouver un unique bon carquois a partir d ’une matrice 

antisymetrique et vice-versa.

Nous allons representer un bon carquois en une matrice en prenant en position (i,j)  le 

nombre de fleches ayant i comme source et j  comme but. Si les fleches vont du sommet 

j  au sommet i , on met la valeur negative pour representer le sens des fleches. On inscrit 

evidemment 0 dans le cas ou il n’y a aucune fleche entre les deux sommets. On va obtenir 

une matrice antisymetrique, car en prenant un bon carquois, il n’y a pas de boucle ni 

de 2-cycles. On a done des 0 sur la diagonale et on n’a pas d ’ambiguite pour les autres 

donnees. Par exemple, si nous prenons le carquois ps(Q) de l’Exemple 1.23 :



on lui associe la matrice suivante

/  0 2 0 0 \
- 2  0 - 2  10
0 2 0 - 5

\  0 -10  5 0 /

M utations de matrices

II y a une technique pour faire une mutation sur une matrice. II s’agit de la technique 

pour une mutation sur une graine, vue dans l’introduction. Cette technique est appliquee 

seulement sur des matrices antisymetriques et a ete creee par Fomin et Zelevinsky.

Soit B  = (bij) une matrice antisymetrique a valeurs entieres et 1 ^  k ^  n, on definit

ou [x]+ = max(x,  0) et [t/]_ = min(y,  0). Cette notion de mutation sur les matrices 

antisymetriques coincide parfaitement avec les mutations de bons carquois. Comparons 

les mutations dans les deux cas. Si nous faisons une mutation en k = i ou en k = j ,  on 

ne fait que changer le sens des fleches, done dans la matrice qui represente le carquois, 

on change le signe de b^j. Sinon, on regarde le nombre de chemins de i vers j  ou de j  

vers i passant par k. S’il y en a, et b^j ont le meme signe et on additionne ou on 

soustrait le nombre de chemins a bhr Dans le cas ou il n’y a pas de tel chemin, il va 

y avoir deux multiplications par 0 et le nombre bij demeurera inchange. La troisieme 

etape des mutations de carquois (annulation des 2-cycles) se fait automatiquement dans 

ce cas-ci.

fik(B ) = (6' j )  par :

si i — k ou j  = k; 
sinon.
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Exemple 1.25. Prenons un carquois Q et sa matrice associee B

■5—  4 , B

f 0 2 0 0
- 2 0 - 2 10
0 2 0 - 5
0 -1 0 5 0 J

Voyons ce qui se produit apres une mutation au sommet 2 :

/ 0 - 2 0 20 \
2 0 2 -1 0
0 - 2 0 15

V -2 0 10 -1 5 0 /

Nous voyons dans cet exemple que la mutation de carquois et la mutation de matrice 

antisymetrique est compatible. Nous pouvons travailler sur les carquois ou bien sur leurs 

matrices associees et obtenir le meme resultat apres avoir fait une ou plusieurs mutations.
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CHAPITRE 2

Suites maximales vertes

Nous definissons dans ce chapitre la notion de suite maximale verte, qui est un element 

central de ce memoire. Nous allons nous referer a [Kell2] et [BDP13] pour les notions et 

definitions.

2.1 Carquois cadre

Definition 2.1. Un carquois cadre, note Q = (Q0,Qi,s,b),  est un bon carquois Q = 

(Qo,Qi,s,b) que Von double avec une copie de tous les sommets. On a Q0 = QoLK*1* G 

Qo}- On ajoute par la suite une fleche de chaque sommet original vers sa copie, de sorte 

que Qi = Qi (J ^UieQo^* : * ~* *l ) ' no^e *̂1* e = Q'o- Finalement, on a que les 
fonctions s et b sont les fonctions s et b auxquelles on ajoute I ’information des nouvelles 

fleches.

Exem ple 2.2. Si Von prend le carquois Q suivant :

1 -----2 ---- ^3 ,

14



on lui associe le carquois cadre Q suivant :

: ----- ► 2 -----► 3 .

1' 2' 3'

D efinition 2.3. Carquois gele

Un carquois gele est un carquois R obtenu de Q avec des mutations effectuees sur les 

sommets de Q, done R — o pi2 o ... o pts(Q) pour des sommets ij e Q0. Entre autre, 

un carquois cadre est un carquois gele.

Definition 2.4. Dans un carquois gele R, on appelle les sommets dans Q'0 les sommets 

geles et les sommets dans Q0 les sommets originaux. On a Rq = Qo <j  Q'q-

V V V V

Definition 2.5. Un carquois co-cadre, note Q = (Qo,Qi,s,b), est un bon carquois Q = 

(<?0)Qi> s ,b) que Von double avec une copie de tous les sommets. On a Qo = QolJ{*1* e 

Qo}- On ajoute par la suite une fleche de chaque copie vers son sommet correspondant, 

de sorte que Qi =  Qx JJ ^ *}) • Finalement, on a que les fonctions s etb

sont les fonctions s et b auxquelles on ajoute I’information des nouvelles fleches.

s v

A partir de Q de l’Exemple 2.2, on obtient le carquois co-cadre Q suivant :

— ► 2 — ► 3 .

1' 2' 3'
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2.1.1 Sommets rouges et verts

A partir d’un carquois gele, on attribue aux sommets dans Q0 la couleur rouge ou verte 

choisie de la fagon suivante.

Definition 2.6. Soit R un carquois gele obtenu a partir d’un bon carquois Q.

Un sommet i e Q0 est vert s ’il n’y a pas de fleche se terminant en i et commengant en 

un des sommets geles, j '  e Q'0.

Un sommet i e Qo est rouge s ’il n’y a pas de fleche commengant en i vers un des sommets 

geles, j '  e Q'0.

Le theoreme suivant est une reformulation du Theoreme 2.6 dans [BDP13] et apporte 

des precisions sur la coloration des sommets.

T heorem e 2.7. Soit R un carquois gele obtenu a partir d ’un bon carquois Q. Pour tout 

i e Qo, on a que i est soit rouge, soit vert. II y a done au moins une fleche de i vers un 

sommet gele ou d ’un sommet gele vers i. De plus, s ’il y a plusieurs fleches entre i et des 

sommets geles, elles ont soit toutes i comme source ou toutes i comme but. (On ne peut 

pas avoir une fleche de i vers un sommet gele ainsi qu’une fleche d ’un sommet gele vers 

i).

C orollaire 2.8. Dans un carquois gele R, il n’y a jamais de fleches entre deux sommets 

geles.

Demonstration. Nous prouvons ce corollaire a l’aide d ’une recurrence sur la longueur 

de la suite de mutations. Le cas de base est Q et ne possede pas de fleches entre deux 

sommets geles par construction. Supposons que pour tous les carquois gele obtenus par 

une suite de mutation de longueur Ar — 1, il n’y a pas de fleche entre deux sommets geles. 

On veut montrer que e’est tout aussi vrai pour les carquois geles obtenus avec une suite 

de mutation de longueur k.
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Supposons que R = pik( . .. {Q)))) possede une fleche de i' vers f ,  deux sommets

geles. Par hypothese, cette fleche n’existait pas dans Pik_1 ( ... (/i,2(/xZl (Q))))- Cette fleche 

provient done de la derniere mutation effectuee au sommet ik- II y avait done un chemin 

de longueur 2 de i' vers f  passant par ik, ce qui est en contradiction avec le Theoreme 

2.7.

□

L’avantage d ’un carquois cadre, e’est de nous donner une certaine restriction par rapport 

aux mutations que nous pouvons effectuer. En effet, nous allons dorenavant appliquer 

des mutations seulement sur les sommets qui sont verts. Done, aucune mutation sur les 

sommets rouges ni sur les sommets geles, que nous allons differencier en leur donnant 

une couleur bleue. Avec notre definition de carquois cadre et notre methode de mutation, 

il est important de remarquer que lorsque nous completons une mutation sur un sommet 

k, celui-ci devient automatiquement rouge, car nous inversons la direction de toutes les 

fleches incidentes a k, en particulier celles en lien avec les sommets geles.

Notez aussi que dans Q, tous les sommets non geles sont verts. C’est seulement apres la 

premiere mutation qu’il apparait des sommets rouges.

Exem ple 2.9. Reprenons le carquois Q de VExemple 2.2 et ajoutons les couleurs appro-



Apres avoir applique au carquois cadre Q une mutation au sommet 2, nous avons /^(Q)

■ ■ ■
Si nous voulons lui appliquer une autre mutation, nous ne pouvons pas le faire au sommet 

2, car il est devenu rouge. Effectuons maintenant la mutation au sommet 1. Nous obtenons 

done iii{n2{Q))

II est done possible pour un sommet rouge de redevenir vert apres avoir effect ue une 

mutation sur un autre sommet. Dans la situation presente, le sommet 2 est redevenu 

vert, il est done maintenant possible de faire la mutation sur ce sommet.

Nous avons ensuite :

/4jO*i (M Q ))) :

18



Dans cette situation, il n ’est plus possible d’effectuer de mutations puisqu’il n’y a plus 

de sommets verts.

2.1.2 Matrice associee aux carquois cadres

Habituellement, pour un carquois a six sommets, nous aurions besoin d ’une matrice 6 x 6  

pour la representer. Par exemple, regardons un carquois cadre Q ainsi que sa matrice 

associee.

0 1 0 1 0 0
- 1 0 1 0 1 0
0 - 1 0 0 0 1

- 1 0 0 0 0 0
0 - 1 0 0 0 0
0 0 - 1 0 0 0

Par contre, lorsque nous sommes en presence d’un carquois gele, nous pouvons trouver 

une representation plus simple. En construisant la matrice associee, nous mettons tous 

les sommets geles a la fin de la matrice, en gardant le meme ordre que les sommets 

originaux. Si i precede j  dans la matrice de Q, alors i' precede j ' dans la matrice de Q. 

Nous allons toujours avoir des 0 dans la partie en bas a droite (3x3), car il n’y a jamais de 

fleches entre deux sommets geles en vertu du Corollaire 2.8. De plus, nous avons la meme 

information dans la partie en haut a droite et en bas a gauche (3x3). Nous utiliserons la
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matrice simplifiee :

M
0 1 0

-1  0 1
0 - 1 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Pour un carquois gele, on a la matrice M. Pour Q, on notait la matrice associee B. Nous 

allons noter C la matrice des fleches des sommets originaux vers les sommets geles et 

nous l’appelerons C-matrice. Nous avons done une matrice augmentee M  = (B\C).

R em arque 2.10. Pour tout carquois Q, la matrice C est egale a I’identite.

A partir d’une matrice M  = (B\C) d’un carquois gele R  obtenu de Q, nous avons une 

nouvelle methode pour obtenir la couleur d’un sommet.

(1) Un sommet i e Q0 est vert si la ie ligne de la matrice C  n’a pas d ’element negatif.

(2) Un sommet i e Qo est rouge si la ie ligne de la matrice C  n ’a pas d’element positif.

En se refer ant au Theoreme 2.7, nous savons qu’une ligne de la matrice C  ne peut pas 

etre nulle et qu’elle ne peut pas avoir des elements de signes opposes.

D efinition 2.11. Ligne positive

Dans une C-matrice, on dit qu’une ligne est positive si elle ne contient aucun element 

negatif.

D efinition 2.12. Ligne negative

Dans une C-matrice, on dit qu’une ligne est negative si elle ne contient aucun element 

positif.

Si on prend (/^(Q))) de l’Exemple 2.9 :

I  M
0 - 1 - 1 0 -1 0
1 0 0 -1 0 0
1 0 0 0 0 1
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En prenant seulement la matrice C, nous avons

/  0 - 1  0 \
C = -1  0 0 .

V 0 0

Nous pouvons facilement verifier que les sommets 1 et 2 sont rouges, car les 2 premieres 

lignes sont des lignes negatives. Reciproquement, on verifie que le sommet 3 est vert par 

la troisieme ligne, qui est positive.

2.1.3 Effet d ’une m utation sur la matrice C

Pour faciliter l’affichage, on va souvent representer un carquois Q accompagne d’une C- 

matrice. On va done regarder ce qui se produit sur une C-matrice lors d’une mutation. 

Prenons une C-matrice quelconque, C = (q) ou c, represente la ie ligne de la matrice C. 

Notez que pour chaque Cj, on dit que c, est positive ou negative selon les Definitions 2.11 

et 2.12. On note respectivement q  > 0 ou q  < 0.

On veut voir ce que nous obtenons apres une mutation en k. Premierement, pour effectuer 

un mutation en fc, nous devons avoir que k est un sommet vert et done que c*, > 0. 

Regardons ce que nous obtenons comme matrice C' = /ifc(C).

c ' = <
—Ci si i = k]
Q + bek s’il y a b fleches de i vers k; 
Ci sinon.

Exem ple 2.13. Si on prend /^(Q) de VExemple 2.9 :



Par une mutation du sommet 1, on obtient le resultat suivant

/r -1 -1 0
C' = 1 0 0

k 0 0 1

On a :

c\ = —c\ (car on fait une mutation en 1);

c'2 = c2 + ci (car il y avait une fleche de 2 vers 1);

c'3 = c3 (car il n’y avait pas de fleche de 3 vers 1).

2.2 Suites maximales vertes

D efinition 2.14. Suite de mutation verte.

Une suite de mutation verte pour Q est une suite i = (ii, . a v e c  ii e Q0, telle que 

pour tout 1 < k ^  I, le sommet ik est vert dans //jfc_1(...(/Xj1(Q)))) ou on convient de poser 

lil0(Q) — Q. On definit I comme etant la longueur de la suite i.

D efinition 2.15. Suite maximale verte.

A partir de Q, une suite de mutation verte i est dite maximale si apres les I mutations 

dans Vordre, tous les sommets de Qo sont rouges. Autrement dit, si dans Ati((---(Atn(Q))) 

il n’y a aucun sommet vert, alors i est une suite maximale verte.

Dans PExemple 2.9, nous avons la suite i = (2,1,2,3) qui est une des suites maximales 

vertes possibles. On note le carquois resultant p\(Q).
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M — ■

X ■ ■
D efinition 2.16. Isomorphisme de carquois

On dit que deux carquois Q et Q' sont isomorphes si on peut definir une fonction f  : 

Qo Qo Que Pour teut i , j  e Q0, s ’il y a b fleches de i vers j  dans Q, alors il y  a b 

fleches de f(i) vers f(j) dans Q ’.

Exem ple 2.17. Les deux carquois suivants sont isomorphes :

1 ---- ► 2 ----- ► 3 1 2 - ----- 3

On prend la fonction f  suivante : f ( l )  = 1, f(2) = 3 et f(3) = 2.
XV XV V

Lem m e 2.18. Soient Q un carquois cadre et i une suite maximale verte. On a n\(Q) ^  Q.

Demonstration. On doit se referer a la Proposition 2.10 de [BDP13]. □

R em arque 2.19. Soient Q un carquois cadre et i une suite maximale verte. En vertu du 

Lemme 2.18, on a que p\{Q) — Q. Autrement dit, apres avoir effectue une suite maximale 

verte, si on prend seulement les sommets originaux, on obtient un carquois isomorphe a

Q.

XV NX

Pour rester dans l’Exemple 2.9, on peut voir que /x3(/i2(/-o(/U2(Q)))) — Q- La remarque 

est plus evidente en reorganisant les sommets de /^ (/^ (/X /X Q )))) :
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Parfois, il est possible, a partir d ’un carquois gele, qu’on ne puisse pas faire une suite 

de mutations et obtenir seulement des sommets rouges. II existe des suites de mutations 

vertes infinies. Dans ces situations, il va toujours y avoir un ou plusieurs sommets verts.

Exem ple 2.20. Si Von prend Q :

avec k ^  2. Nous pouvons faire une mutation en 1 ou en 2. En executant la mutation en 

1 et ensuite en 2, nous avons deux sommets rouges. II s’agit done d’une suite maximale 

verte. Par contre, en effectuant la premiere mutation en 2, nous obtenons foiQ) '■

Ensuite, on peut effeetuer une mutation en 1. On a alors H\{n2 (Q)) :

\  * 4 ., X i

Nous pouvons par la suite effeetuer une mutation en 2 qui remet le sommet 1 vert et 

ainsi de suite. Nous avons une suite de mutations vertes infinies qui alternent entre 1 

et 2. Nous pouvons faire la demonstration de l’infinite de cette suite en utilisant une 

recurrence. Nous allons utiliser la regie suivante : no = 0, n\ = 1, ns = kna- \  — ns- 2 pour 

tout s > 2.
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Nous pouvons facilement verifier que ns+1 > ns pour tout s ^  1. Nous avons que rq > n0, 

supposons que ni+1 > n*, regardons pour ni+2 = kni+i — rii.

Nous avons n i + 2 > (k — l)n,+i. Or (k — 1) ^  1 done : ni+2 > rij+i.

Nous allons montrer qu’il y a seulement deux situations possibles, qui sont les suivantes :

" i  +  l

Pour /q(Q)> nous avons le premier cas avec i =  0 et pour /q(/^2(Q)) le deuxieme cas avec 

i — 1. On veut montrer que les mutations a partir du cas de gauche nous menent a droite 

et vice-versa.

Voyons la mutation au sommet 1 a partir du cas de gauche :

ra<+i
" i + 2

n>+2
ni+3

En prenant i' = i + 1, on obtient directement le cas de droite. Voyons maintenant la 

mutation au sommet 2 a partir du cas de droite.



Encore une fois, en prenant i' = i + 1, on retourne au cas de gauche. Nous avons cette 

recurrence pour tout i e N ; il est done impossible d’obtenir deux sommets rouges.

P roposition  2.21. Pour Q = 1 —ie-*- 2 , avec k > 2, il y a exactement une suite maxi­

male verte et une suite infinie.

2.3 Graphe d ’echange oriente

L’idee d’un graphe d’echange oriente est de pouvoir visualiser rapidement toutes les 

suites maximales vertes. Dans un graphe oriente, nous representons par un cercle vert le 

carquois cadre et un cercle rouge le carquois co-cadre. Nous allons par la suite representer 

chaque mutation possible par une fleche et chaque carquois resultant d’une mutation par 

un point. Lorsqu’il y a une ou plusieurs suites infinies a partir d’un carquois gele, on 

indique par des points de suspension qu’il est possible de continuer, sans necessairement 

indiquer toutes les possibilites.

Nous ne donnerons pas de definition exacte pour un graphe d’echange oriente, car la 

description ci-haut est suffisante pour nos besoins. Pour une definition plus detaillee, on 

peut se referer a la Definition 2.11 de [BDP13].

Voici maintenant deux exemples qui expliquent bien la construction d ’un graphe d’echange 

oriente.

Exem ple 2.22. On va construire le graphe d ’echange oriente du carquois de I’Exemple 

2 . 20 .

M2 Ml M2 Ml M2 Ml M2 Ml■ • ■ -*----- • -*----- • -*----  ..---- >■ • ---- ► c •*----- •  • -«   • •

Nous avons a gauche du cercle vert la suite infinie que nous connaissons. Entre les deux 

cercles de couleur, il y a la suite maximale verte. Si Von commence par le carquois cadre, 

c ’est tout ce que nous avons. Par contre, il existe des carquois qui peuvent etre obtenus en
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appliquant a Q des mutations aux sommets rouges. En faisant cela, nous allons retrouver 

les suites maximales vertes que nous avions deja, en commencant par la fin, ainsi que 

de nouvelles suites infinies qui n’atteindront jamais Q. Dans notre cas, cette suite infinie 

est representee a droite du cercle rouge.

Dans un graphe d’echange oriente, seul le cercle vert n’a que des fleches sortantes et seul 

le cercle rouge n’a que des fleches entrantes. De plus, pour un carquois Q a n  sommets, 

chaque point va avoir n fleches entrantes et sortantes. Dans notre exemple, comme il 

s’agit d’un carquois Q a deux sommets, chaque point du graphe d’echange oriente est 

connecte a deux fleches. Le cercle vert a deux fleches sortantes, le cercle rouge a 2 fleches 

entrantes et tous les autres points ont une fleche dans chaque sens.

II ne sera pas toujours possible d ’ecrire sur une fleche quelle est la mutation correspon- 

dante car parfois, il y aura deux ou plusieurs suites de mutations possible pour se rendre 

a un meme point. Les deux suites de mutations resultent a deux carquois isomorphes 

qui ont les sommets dans un ordre different. Ce qui est une mutation au sommet i pour 

le premier peut etre une mutation au sommet j  pour l’autre, mais cela correspond a la 

meme mutation. Nous allons mieux comprendre cette possibility dans l’exemple suivant.

Exem ple 2.23. Regardons le graphe d ’echange oriente du carquois Q suivant:

1---- - 2 - ---- 3.

Tout d ’abord, void la liste de toutes les suites maximales vertes (il n’y a pas de suites 

infinies pour ce carquois) : (1,2,3,2), (1,3,2), (2,1,2,3,1), (2,1,3,2,1,3), (2,1,3,2,3,1), 

(2,3,1,2,1,3), (2,3,1,2,3,1), (2,3,2,1,3), (3,1,2), (3,2,1,2).

Pour construire le graphe d ’echange oriente, nous voulons avoir pour chaque point trois 

fleches entrantes ou sortantes, a savoir autant de fleches que de sommets dans Q. Le seul 

endroit ou il y a trois fleches sortantes est au cercle vert. De meme pour trois fleches
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entrantes au cercle rouge.

Voyons maintenant le graphe d ’echange oriente

La fleche qui va vers la gauche a partir du cercle vert se termine completement a droite.

De plus, nous pouvons mieux comprendre pourquoi il n’est pas toujours possible de savoir 

quelle sera la mutation a un endroit donne. Lorsqu’il y a convergence de 2 chemins, on 

a 2 carquois isomorphes, done les sommets peuvent etre numerotes differemment.

Par exemple, on voit que les chemins (3,2,1) et (2,3,1,2,3) donnent respectivement les 2 

carquois geles suivants :

Notons les carquois respectivement E et F. Pour bien voir Visomorphisme, on prend

I’application f  : E  —*■ F suivante : f ( l)  — 2, f(2) = 1, f(3) = 3, f ( l ’) = 3 ’, f(2 ’) = 2 ’

et f (3’) = 1 ’. On peut effeetuer respectivement une mutation en 1 ou en 2, mais dans le 

graphe d ’echange oriente, cela correspond a la meme fleche.
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CHAPITRE 3

Resultats importants

Le but de ce chapitre est de faire la demonstration que lorsque Ton obtient une certaine 

configuration, il n ’est plus necessaire de chercher des suites maximales vertes, car nous 

pouvons etre surs qu’il n’y en a pas. Au lieu de trouver pour chaque cas une preuve qu’il 

n’y a que des suites infinies, on va tenter de trouver des situations plus generates ou il 

n’y a pas de suite maximale verte.

Lem me 3.1. Considerons un carquois gele dont la partie des sommets originaux Q0 est 

donnee par :

telle que le sommet 2 est rouge, c > a ; c > b et a,b,c ^  2. Alors on ne pourra jamais, 

en faisant des mutations sur les sommets verts, obtenir un carquois ou le nombre total

3.1 Resultat pour certains carquois cycliques

l 3
/
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de fleches, entre les sommets 1, 2 et 3, est inferieur a a + b + c

Demonstration. Nous voulons montrer par recurrence que, des qu’il y a une mutation 

effectuee, le nombre total de fleches du carquois augmente et nous retournons a la meme 

situation. On ne connait pas la couleur des sommets 1 et 3, mais si nous avons cette 

situation avec trois sommets rouges, la preuve est terminee, car le nombre de fleches ne 

peut pas diminuer. Dans le cas ou nous avons le sommet 1 vert, voyons le resultat de la 

mutation :

2

On ne connait pas la couleur du sommet 2 dans ce cas, il peut etre redevenu vert et il

peut etre reste rouge. Ce dont nous avons besoin pour verifier la recurrence, c’est :

(1) : ac — b > c et ac — b > a

(2) :a + c + (ac — b) ^  a + b + c (Automatique si (1) est verifie)

On a :

ac — b ^  2c — b = c + c — b > c>  a 

ou la premiere inegalite suit de a 3= 2  et la seconde suit de c  > b.

En conclusion, en effectuant une mutation au sommet 1, on retourne a la situation de 

depart avec trois cotes ayant un nombre de fleches plus grand ou egal a 2 et dont le cote 

ayant le plus grand nombre de fleches est oppose a un sommet rouge.

Si Ton avait effectue la mutation au sommet 3, on aurait seulement inverse les a et les

b pour obtenir le meme resultat. Encore une fois, on ne connait pas la couleur des deux

autres sommets mais s’il y en a  un vert, le nombre de fleches peut seulement augmenter.

□
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Lem me 3.2. Apres une suite de mutation i, lorsque nous avons un carquois gele ayant 

les sommets de Qo rendus comme suit :

1 3

\  /  ■
tel que le sommet 2 est rouge; c > a ; c > b ; a,b,c ^  2 et a + b + c > \Qi\, alors il est 

impossible d ’obtenir une suite maximale verte commengant par la suite i.

Demonstration. Pax le lemme precedent, on sait que le nombre total de fleches ne peut 

qu’augmenter. Alors, il est impossible d ’obtenir un carquois isomorphe a Q et done, en 

se servant du Lemme 2.18, on peut affirmer qu’il n’y a aucune suite maximale verte 

possible. □

3.2 Une partie du graphe d’echange oriente

Proposition  3.3. Soit Q un carquois acyclique a trois sommets :

1 ■C- 3

2

tel que a,b,c ^  1. La partie du graphe d ’echange oriente de Q commengant par une 

mutation au sommet 3 est la suivante :

Q  —/l3-»- •  —M2-9- •  — •  —M3-»- •  —V2-+- •  —Ml-»- •  —M3-»- •  —M2-»- •   /ll*- • • •
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Demonstration. Nous allons travailler avec les C-matrices au lieu des sommets geles pour 

faciliter l’affichage. Nous avons :

On constate que le sommet 3 est redevenu vert. En mutant au sommet 1, le sommet 2 

redevient vert et on a la meme situation. On veut prouver que nous avons une suite infinie 

(3,2,1,3,2,1,...) de sorte que nous avons toujours deux sommets verts. Pour ce faire, on 

va prendre une matrice C quelconque et on va prouver que la situation est recurrente. 

Supposons que l’on a la situation suivante :

tel que c* represente la ie ligne de la matrice C. Dans ce cas, la premiere ligne est negative, 

les autres sont positives.

On suppose que — c\ + cc3 est une ligne positive. Regardons le resultat de la mutation en

/

■

En effectuant une mutation en 2, on obtient ■

■
\

\
O ■

■



Pour qu’il y ait une recurrence, on veut voir si la mutation en 2 fait en sorte que le 

sommet 3 redevient vert. Si c’est le cas, on retrouve toutes les hypotheses de base et on 

peut done conclure qu’il y a une suite infinie (3 ,2 ,1 ,3 ,2 ,1 ,3,2,1,...) de sorte qu’il y a 

toujours deux sommets verts.

est positive. On obtient a la 3e ligne, b(c2 + bc3) — e3 = bc2 4- (b2 — l)c3 

Nous savons que b ^  1 et que c2 et c3 sont positives, nous constatons alors que la troisieme 

ligne est positive ce qui prouve la recurrence. Nous avons done montre qu’il y a une suite 

infinie (3,2,1,3,2,1,...) telle qu’il y a toujours deux sommets verts. Nous ne savons par 

contre rien sur ce qui se produit lorsque nous sortons de cette suite, par exemple, si une 

suite commence par (3,2,1,3,2,3), cette proposition ne nous informe pas sur reste de cette 

suite. □

3.3 Situation n ’ayant que des suites infinies

P roposition  3.4. Soit Q un bon carquois tel que, apres un certain nombre de mutations, 

nous avons la situation suivante :

ou —c2 + aci > 0; — c2 + bc3 > 0 ; a ^  2 et b ^  2. Alors il n’y a pas de suite maximale 

verte possible a partir de cette situation.

Demonstration. En se servant des hypotheses de base, nous pouvons affirmer que les 

lignes — c2 + ac\ et — c2 + bc3 sont positives. Comme le carquois est symetrique, nous 

allons prouver qu’apres une mutation au sommet 1, on ne trouve que des suites infinies. 

On saura alors que c’est tout aussi vrai pour les mutations en 3. Voyons ce que l’on

On doit regarder la troisieme ligne de la C-matrice apres la mutation en 2 et voir si elle
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c2 + aci

obtient par la mutation en 1.

a — c =

Si on fait la mutation au sommet 2, on obtient ab fleches de 1 vers 3 et on inverse les 

fleches existantes. On peut alors appliquer le Lemme 3.2 pour savoir qu’il n’y a pas de 

suite maximale verte. On regarde alors la mutation au sommet 3 qui nous donne :

C = Co + ac\ + oc3

On n’a alors pas le choix de faire la mutation en 2.

( (a2 — l)ci — ac2 + abcz 
c2 -  aci -  bc3 

(b2 — 1 )c3 — bc2 + abci

II reste a verifier qu’une mutation en 1 ou en 3 va rendre le sommet 2 vert.

Par une mutation en 1, on a a la deuxieme ligne :

c2 — ac\ — bc3 + a((a2 — l)cx — ac2 + abc3)

— (a(a2 — 1) — a)ci + (a2 + l)c2 + (a2b — 6)c3,

ce qui donne une ligne positive. Le calcul est identique pour une mutation au sommet 3. 

Nous savons done qu’il est impossible d ’obtenir 3 sommets rouges. II est done impossible 

d ’obtenir une suite maximale verte. □

P roposition  3.5. Soit Q un carquois a, trois sommets de sorte qu’il y ait seulement 

une paire de sommet relie par plus d ’une fleche. Si on effectue une mutation au but de 

ces multiples fleches et que le nouveau but (apres la mutation) de ces multiples fleches 

est vert, alors il n’y a pas de suite maximale verte possible. Une seule exception : cette 

proposition n’est pas applicable si on a un carquois cyclique et que le nombre total de 

fleches est 4 (le nombre de fleches multiples est alors 2).
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Pour illustrer cette proposition, on doit avoir un carquois comme le suivant

2

tel que C\ + oc3 est une ligne positive et les fleches reliant le sommet 2 sont soit simples, 

soit 0, dans n ’importe quel sens. Si a = 2 et si on a une fleche de 3 vers 2 et une de 2 vers 

1, on ne peut pas appliquer cette proposition. On sait aussi que c3 est une ligne positive. 

En ayant ces conditions et en faisant une mutation au sommet 3, on n ’aura pas de suite 

maximale verte.

Demonstration. II y a un total de huit differents cas selon 1’orientation des fleches que 

nous ne connaissons pas. Nous voulons montrer que dans chacun de ces huit cas, soit on 

retourne au debut d ’un autre cas, soit on a une suite infinie. Alors on aura demontre qu’il 

n ’y a pas de suite maximale verte possible.



Commengons par regarder la mutation en 1 pour les carquois mutes ^ (Q )  pour les huit 

possibility. Dans les cas A, C, E, F  et G, on retrouve toutes les hypotheses de base de 

la proposition. On va done avoir un carquois resultant que l’on retrouve deja dans cette 

liste. Pour les cas B, D et H, une mutation au sommet 1 produit une situation que l’on 

connait bien, celle qui se resout par le Lemme 3.2. On a done, pour les huit possibility, 

seulement besoin de voir ce qui se produit par une mutation au sommet 2 car le som­

met 3 est toujours rouge. On va, a partir de maintenant, considerer que le sommet 2



est vert apres la mutation en 3. On a done que c2 (B , E, F, H) ou c2 + c3 (A, C, D, G) 

est une ligne positive. Voyons maintenant le resultat des mutations en 2 pour les huit cas.

Cas A :

La mutation au sommet 1 nous renvoie dans un des cas de base, car on a toutes les 

hypotheses de la proposition. On regarde alors la mutation au sommet 3 :

■--------—
\  /  \  /

â ' a—1

■  2

Grace au Lemme 3.2, on sait que cela donne seulement des suites infinies

Cas B ;

( ci + (a + l)c2 -I- ac3 
-<*

On doit done faire une mutation au sommet 1, qui est un cas de base de la proposition, 

car une mutation en 1 retablit la couleur verte du sommet 2 et on a a' = a + 1 done 

a! ^  3. On est alors ramene au cas D et le nombre total de fleches est suffisant pour 

appliquer la proposition.
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Cas C :

La mutation au sommet 1 fait en sorte que le sommet 3 devient vert (s’il ne l’est pas 

deja). On est done revenu a un cas de base de la proposition. II faut verifier ce qui se 

produit avec une mutation au sommet 3. On doit done poser c<i comme etant une ligne 

positive. On obtient alors :

En faisant la mutation au sommet 1, le sommet 2 redevient vert et on a le cas du Lemme

3.2. On a done seulement des suites infinies.

Cas D :
/  Ci + (a — l)c2 + (2a — 1)03 

■  - ----------------------- 1  C =  - C 2 - C 3

\  /  ^
■

On a que a — 1 ^  2 et qu’en mutant en 1, le sommet 2 redevient vert; on est done revenu 

a un cas de base de la proposition.

Cas E :
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On est alors force de faire une mutation en 1 et on retrouve les hypotheses de base de la 

proposition.

Cas F :

On est alors force de faire une mutation en 1 et on retrouve les hypotheses de base de la 

proposition.

Cas G :

■
La mutation en 1 est un cas de base de la proposition. Le mutation en 3, si elle est 

possible, nous force ensuite a faire une mutation en 1 et nous donne un cas du Lemme

3.2.

Cas H :

■
Encore une fois, la mutation en 1 fait en sorte que le sommet 2 redevient vert. On a done 

un cas de base de la proposition.
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Dans tous les cas, soit on a une suite infinie, soit on revient a un des cas de la proposition. 

On ne va done jamais avoir tous les sommets rouges et done, aucune suite maximale verte 

n’est possible a partir d ’un des cas de cette proposition. □
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CHAPITRE 4

Carquois acycliques a trois sommets

T heorem e 4.1. Tous les carquois acycliques et connexes a trois sommets ont un nombre 

jini de suites maximales vertes.

Pour obtenir tous les carquois de cette categorie, on regarde le carquois Q ci-dessous :

1  e ► 3

\
2

avec a,b,c > 0. La seule restriction est que seulement une des trois valeurs peut etre 

0 pour ainsi avoir un carquois connexe. Tous les carquois acycliques connexes a trois 

sommets y sont alors representes.

Le but de cette section est de prouver qu’il y a toujours une quantite finie de suites 

maximales vertes. II y a une infinite de carquois differents. Parfois, des valeurs differentes 

de a, b et c peuvent donner des carquois qui ont les memes suites maximales vertes; ils 

sont done regroupes en une seule section. II arrive aussi souvent que plusieurs cas different
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tres peu. Pour eviter les repetitions, ces cas sont done regroupes et les differences sont 

faites separement.

Un tableau contenant tous les resultats est fourni en Annexe A. Celui-ci sert de reference 

et peut aider a mieux comprendre. On remarque que la suite i = (1, 2, 3) est toujours une 

suite maximale verte peu importe les valeurs de a ,b et c (voir l’Annexe A). Comme la 

mutation est toujours effectuee a un sommet source, on n ’ajoute jamais de fleches, on va 

seulement changer le sens des fleches existantes. Entre deux sommets de Qo, on change le 

sens deux fois, et pour les fleches vers les sommets geles, une fois seulement pour obtenir
'•V'

directement Q.

R em arque 4.2. Dans tous les carquois acycliques a n sommets, il existe au moins une 

suite maximale verte de longueur n. On obtient une telle suite de mutations en effectuant 

une mutation a chaque sommet de fagon a ce que pour chaque fleche du carquois acyclique, 

la mutation de sa source soit effectuee avant la mutation de son but. Chaque mutation 

de la suite est alors effectuee dans un sommet source. Avec le meme raisonnement que 

precedemment, on peut affirmer que cette suite est bien une suite maximale verte.

4.1 Supposons a ^ 2 et b ^ 2

Dans cette situation, on veut montrer que i = (1, 2, 3) est la seule suite maximale verte 

possible. On doit alors regarder les autres suites et verifier que ce sont toutes des suites 

infinies.

Regardons p,\(Q) :



Nous savons que si l’on fait la mutation en 2, la seule possibility est une mutation en 3 

pour avoir la suite maximale verte deja connue. Done, pour etudier les autres possibilites, 

on fait la mutation en 3. On a /i3(/r1(Q)) :

m  -*bc+a~ m  -<—b— m .

On n’a pas d ’autre choix que d’effectuer la mutation au sommet 2, on a (Q)))  '■

c+ab—c ^ ^

m  -6c+a»- m  — 6—► m

6 - 1
*

tel que b2c + ab — c est plus grand que b et be + a, done en se refer ant au Lemme 3.2 on 

ne peut pas obtenir de suite maximale verte.

Nous savons done qu’en commengant par une mutation en 1, il y a une seule suite 

maximale verte possible. Nous allons maintenant regarder les suites commengant par une 

mutation au sommet 2 .

Regardons /j,2 (Q) :
ab+c~

\

Nous savons que ab + c est plus grand que a et que b. On peut utiliser le Lemme 3.2 pour 

savoir qu’il n ’y aura aucune suite maximale verte commengant par 2.

Jusqu’a present, on avait que c pouvait prendre n ’importe quelle valeur naturelle, meme
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nulle. Par contre, nous allons devoir separer les cas pour les suites de mutations com- 

mengant par 3.

4.1.1 Pour c ^ 1

En vertu de la Proposition 3.3, nous avons la suite infinie i = (3 ,2 ,1, 3,2,1,...). II faut 

done voir ce qui se produit lorsque nous sortons de cette suite et voir si e’est possible 

d ’obtenir une suite maximale verte.

II y a trois fagons de sortir de cette sequence : faire une mutation en 1 apres une en 3, 

faire une mutation en 2 apres une en 1 ou faire une mutation en 3 apres une en 2. Voici 

les trois carquois obtenus dans ces cas-la. Selon l’endroit dans la suite ou on effectue 

cette mutation, la matrice C va etre differente. Par contre, le nombre de fleches entre les 

sommets originaux vont etre respectivement les suivants :

ac+6

Dans le deuxieme cas, on voit que e’est la situation du Lemme 3.2; il n’y aura pas de 

suite maximale verte. Si c > 1, on a cette situation dans les trois cas. Pour c = 1, on va 

faire la preuve qu’il n’y a pas de suite maximale verte dans le premier et dernier cas.

Nous allons regarder ce qu’il en etait avant la derniere mutation pour le premier cas. 

Done apres les mutations en (3,2,1,...,3,2,1,3) :



Ensuite, par la mutation en 1, on a

C =

\  ? +h
c3 + Ci

Dans ce cas, on ne peut pas savoir si le sommet 3 est rouge ou vert, mais ce n ’est pas 

necessaire de le savoir. En mutant au sommet 2, on obtient a(a + b) — 1 fleche de 3 vers 

1 ; e’est egal a a2 + ab — 1 et e’est plus grand que a + b et que a. Done, on se retrouve dans 

la situation du Lemme 3.2 et il n ’y a que des suites infinies. Dans le cas ou le sommet 3 

est vert, on doit avoir que la ligne —c3 + ci est positive.

Regardons le resultat de la mutation en 3 :

■
Dans ce cas, on sait que le sommet 1 reste rouge, car la premiere ligne est — Ci +  ( —c 3 + C i )  =  

—c3 et on sait que e’est une ligne negative. Par la suite, on n’a d’autre choix que de faire 

la mutation en 2 et on peut voir facilement qu’il n ’y aura que des suites infinies a partir 

de maintenant en utilisant le Lemme 3.2.

Nous allons maintenant regarder ce qu’il en est pour le troisieme cas. Regardons ce que 

nous avions avant la derniere mutation, done apres les mutations en (3,2,1,...,3,2,1,3,2) :



Ensuite, par la mutation en 3, on obtient

C c2 + oc3
^  , /
a+\  /

2

On ne connait pas la couleur du sommet 2, mais s’il est vert (—c2 + 603 est une ligne 

positive), une mutation en ce sommet nous donne les criteres du Lemme 3.2, done nous 

allons voir ce qui se produit avec une mutation au sommet 1.

^+6
\

c = I -
- C l

c2 + bc$ + (a + b) C\ 
c3

On ne connait pas la couleur du sommet 2, par contre, s’il etait rouge, le carquois ne 

serait pas isomorphe a Q. done en vertu du Lemme 2.18, nous n’avons pas une suite 

maximale verte. Nous savons done qu’il y a au moins un sommet vert, et comme on est 

sur que les sommets 1 et 3 sont rouges, on est oblige d ’avoir le sommet 2 vert. Done, on 

continue avec une mutation en 2 et on obtient encore une fois un cas qui se resout avec 

le Lemme 3.2.

4.1.2 Pour c = 0

II reste a verifier qu’avec c = 0, en effectuant une premiere mutation au sommet 3, il n’y 

a pas de suite maximale verte.
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Nous avons done jXz{Q) :

Dans le premier cas, (^3 (<?))), on sait a l’aide du Lemme 3.2 qu’il n ’y a pas de suite 

maximale verte possible et dans le deuxieme cas, ^ 2 ( ^ 3 (Q))-> on a la meme conclusion a 

l’aide de la Proposition 3.4, car la C-matrice est alors

On a maintenant prouve que dans le cas ou a et 6 sont plus grands ou egaux a 2, peu 

importe la valeur de c, il y a un nombre fini de suites maximales vertes.
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4.2 Supposons a  ^ 2, b =  1

Commencons par etudier ce cas lorsque la premiere mutation est effectuee au sommet 1

Cela represente deux suites maximales vertes et e’est vrai peu importe la valeur de c. 

Dans les cas ou la suite commence par une mutation en 2 ou en 3, nous allons devoir 

separer les situations selon la valeur de c.

4.2.1 Pour c ^ 2

Regardons ce qui se produit lorsque la premiere mutation est au sommet 2



Nous voyons que si la premiere mutation est au sommet 2, nous pouvons, dans les deux cas 

ci-haut, appliquer le Lemme 3.2. II n’y a done pas de suite maximale verte commengant 

par 2. II reste a voir pour la premiere mutation en 3.

Dans ce cas, par la Proposition 3.3, nous savons qu’il y a une suite infinie (3,2,1,3,2,1,...). 

Comme precedemment, nous avons trois possibilites de carquois lorsque nous sortons de 

cette suite.

Nous avons une situation similaire a (a > 2, b 3* 2, c = 1) que nous avons vue a la Section 

4.1.1. En s’y referant, nous pouvons voir que les preuves sont valides dans le cas present. 

En prenant respectivement le deuxieme, troisieme et premier cas de la Section 4.1.1, nous 

voyons que nous avons affaire a la meme situation.

4.2.2 Pour c = 1

On sait par la Proposition 3.5 que si la premiere mutation est effectuee au sommet 2, 

toutes les suites resultantes sont infinies.

Voyons maintenant ce qu’il se produit lorsque la premiere mutation est au sommet 3.

49



On peut voir qu’apres la mutation en 3, la mutation en 2 (qui n’est pas affichee) donne 

seulement des suites infinies par la Proposition 3.5. Alors on regarde la 2e mutation au 

sommet 1 qui nous donne encore deux choix. Si on mute en 2, on obtient seulement des 

suites infinies, ce qui se verifie par le Lemme 3.2. Si on mute en 3, on obtient la suite 

maximale verte i = (3,1,3, 2,1).

4.2.3 Pour c = 0

On connait deja le resultat pour les suites de mutations commengant par 1, voyons 

maintenant ce qu’il se produit dans les autres cas.



* Proposition 3.5

On peut voir que nous avons la suite maximale verte i = (3,1,2,3) et que si nous 

essayons autre chose, nous allons nous retrouver dans la situation de la Proposition 3.5. 

Nous pouvons done etre certains que e’est la seule suite maximale verte qui ne commence 

pas par 1.

4.3 Supposons a = l , b ^ 2 e t c > 2

On a encore une fois la suite maximale verte i = (1,2,3). Les autres suites qui commencent 

en 1 ont une deuxieme mutation au sommet 3, ce qui nous donne :

J /j  -4>c+l- H

Avec le Lemme 3.2, on sait qu’il n ’y a pas de suite maximale verte commengant par (1,3).



Regardons maintenant le cas ou la premiere mutation est au sommet 2.

b2 +bc— 1

On a done une autre suite maximale verte soit i = (2,1,2,3) et si Ton diverge de cette 

suite on peut immediatement appliquer le Lemme 3.2 et on peut etre sur qu’il n’y a pas 

d’autre suite maximale verte.

On va maintenant regarder les suites lorsque la premiere mutation est au sommet 3. En 

vertu de la Proposition 3.3, il existe trois possibilites de carquois qu’il faut regarder.

Ce cas est similaire a ceux de la Section 4.1.1. Si on regarde respectivement le troisieme, 

premier et deuxieme cas de cette section, on peut voir qu’il s’agit de la meme situation 

et que la preuve est valide dans notre situation, nous n’avons done pas de suite maximale 

verte a partir de l’un de ces carquois.

Nous avons done deux suites maximales vertes dans cette section.
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4.4 Supposons a ^ 2 , 6  = 0 e t c ^ 2

Apres une reorganisation de l’ordre des sommets, on a le carquois cadre suivant :

C’est un carquois symetrique, done si on a une suite quelconque, on peut inverser dans 

la suite les 2 et les 3 et on va avoir deux resultats isomorphes. L’exemple le plus utile 

est pour la suite maximale verte deja connue, soit i = (1,2,3). On peut done etre sur 

que nous avons aussi la suite maximale i = (1,3,2). Du coup, nous avons toutes les 

suites possibles commengant au sommet 1. Nous allons maintenant regarder les suites 

commengant au sommet 2 en sachant que les suites commengant par 3 sont les memes, 

done on aura la meme quantite de suites maximales vertes dans les deux cas. Regardons 

done ce qui se produit lorsque la premiere mutation est au sommet 2.

M2

B _ B _ B — « ^ B r _ B _ _ B  

I / 1 \  1 ■ ■ ■ ■. ./■. .■
II y a deux debuts de suites possibles, soient ^i(yu2(<5)) et /j,i(/j,3(fx2(Q)))■ Le premier cas 

est un cas du Lemme 3.2 et le deuxieme de la Proposition 3.4. On est done sur qu’il n ’y 

aura pas de suite maximale verte commengant par 2 ou par 3.
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4.5 Supposons a  = 0, 6 ^ 2 e t c ^ 2

Apres une reorganisation de l’ordre des sommets, voici les debuts de suites possibles.

b —

i l l  1 ! J t i l

Pour fXz{Q) on utilise la Proposition 3.4 pour savoir qu’il n ’y aura pas de suite maximale 

verte. Pour (£?)), on peut utiliser le Lemme 3.2. De plus, on a encore une symetrie
/•v

entre les sommets 1 et 2, done on a le meme resultat pour /i3(/x2(Q)). On a done seulement 

deux suites maximales vertes, soient i = (1,2,3) et i = (2,1,3).

4.6 Supposons a ^ 2 , b  = 0 e t c = l o u a = l , b  = 0 e t  

c ^ 2

Nous combinons ces deux possibilites, car elles resultent en deux carquois isomorphes. 

Dans les deux cas, nous avons un sommet source, des fleches multiples vers un sommet, 

et une fleche simple vers l’autre sommet.



Dans les deux cas, nous avons un carquois cadre isomorphe a celui-ci :

Nous pouvons voir que nous avons les suites maximales vertes i = (1, 2, 3) et i = (1,3, 2), 

car nous faisons toujours la mutation a un sommet source. De plus, si on commence par 

une mutation au sommet 2, on est dans le cas de la Proposition 3.5; nous n’avons done 

pas de suite maximale verte. II reste a etudier les suites commengant par 3.

* Proposition 3.5 

** Lemme 3.2

Nous avons la suite maximale verte i = (3,1, 3, 2). Les autres possibilites donnent seule­

ment des suites infinies en vertu de la Proposition 3.5 (pour /j,3(fi2(Q))) et du Lemme 3.2 

(pour toiMtoiQ))) ) -
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4.7 Supposons a = 0 , 6 ^ 2 e t c  = l o u a  = 0 , 6  = l e t

c ^ 2

Dans les deux cas, nous avons un carquois cadre isomorphe a celui-ci :

Nous pouvons voir que nous avons les suites maximales vertes i = (1,2,3) et i = (2,1,3), 

car nous faisons toujours la mutation a un sommet source. De plus, si l’on commence par 

une mutation au sommet 3 ou par (1,3), on est dans le cas de la Proposition 3.5; nous 

n ’avons done pas de suite maximale verte. II reste a regarder pour les suites commengant 

par (2,3).

Nous avons la suite maximale verte i = (2,3,1,3). II n ’y a pas d ’autres possibilites 

commengant par (2,3).
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4.8 Supposons a = l , f r > 2 e t c  = 0

Par la Proposition 3.5, nous savons que les suites commengant par 3 ou par (1,3) sont 

toutes infinies.

Nous avons aussi la suite maximale verte i = (1, 2,3).

II reste a regarder les suites commengant par une mutation au sommet 2.

M2

H — ’ I - — *— ■

V, /

M3

2

■ ■

■ ■
M2

M3
• m — »

Grace au Lemme 3.2, on sait que les suites commengant par (2,3) sont toutes infinies. 

On a done deux suites maximales vertes : i = (2,1,3,2) et i = (2,1,2,3).
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4.9 Supposons a = l ,  6 ^ 2 e t c = l

Comme dans le cas precedent, pour les suites commengant par 1 ou par 3, la seule 

suite maximale verte est i = (1,2,3). Les autres possibilites nous menent toutes a la 

Proposition 3.5. II nous faudra done faire les verifications pour les suites commengant 

par une mutation au sommet 2.

On a deux suites maximales vertes commengant par 2 : i = (2,1, 2, 3) et i = (2,1,3, 2, 3). 

Si on essaie de commencer par (2, 3), en se referant au Lemme 3.2, nous voyons que Ton 

n’a que des suites infinies.

58



4.10 Supposons o = l , 6 = l e t c ^ 2

Voyons d’abord ces trois suites maximales vertes : i = (1,2,3), i = (1,3,2,3) et i = 

(2,1,2, 3)

M2
:+ l-

:+l-

Pour le dernier carquois, il y a trois possibilites qui sont isomorphes, nous en avons seule­

ment mis une pour simplifier. Regardons maintenant les cas qui ne sont pas representes 

ci-dessus. Si la premiere mutation est au sommet 3, on est dans le cas de la Proposition 

3.5. Si on commence par 2 et ensuite 3, on est dans la meme proposition. (Notez que nous 

avons un cycle, done on doit etre sur d’avoir plus de deux fleches la ou il y a des fleches 

multiples. C’est presentement le cas, car nous avons c + 1  avec c ^  2.) Finalement, si on 

commence une suite par (2,1,3), on a seulement des suites infinies, ce qui se verifie par 

le Lemme 3.2. II n’y a done que trois suites maximales vertes dans cette section.
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4.11 Supposons que l’on n’a pas de fleches multiples

Dans le cas ou a,b et c sont soit 0, soit 1. II y a quatre carquois connexes possibles.

Ce sont tous des cas qui ont deja ete etudies. Pour le dernier, le graphe d ’echange oriente 

a ete fourni dans l’Exemple 2.23. Pour les autres, on peut les retrouver entre autres dans 

[BDP13], et ils ont tous un nombre fini de suites maximales vertes.
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CONCLUSION

Nous avons done, pour chaque carquois acyclique a trois sommets, montre qu’il y a un 

nombre fini de suites maximales vertes. Nous avons en plus, par la Proposition 3.3 et par 

le fait qu’il y a toujours un nombre fini de suites maximales vertes, fait la demonstration 

qu’il peut parfois y avoir un nombre infini de suites infinies.

Les recherches sur les carquois a trois sommets ne sont qu’un debut. Nous esperons 

que ces resultats pourront etre extrapoles sur les carquois ayant plus de sommets. Nous 

croyons que dans tous les cas, il y a toujours un nombre fini de suites maximales vertes. 

Nous n ’avons pas de contre-exemple, mais pas de preuve non plus.

Nous avons aussi remarque que lorsqu’il y a une mutation effectuee au but de plusieurs 

fleches provenant du meme sommet, nous obtenons seulement des suites infinies. Si nous 

avons i — , avec a ^  2, en faisant la mutation en j ,  nous aurons seulement des 

suites infinies, peu importe le reste du carquois. Encore une fois, il s’agit seulement d ’une 

hypothese que nous n ’avons pas reussi a prouver sans toutefois avoir trouve un contre- 

exemple. Si nous avons un carquois a trois sommets, cette hypothese est vraie, car nous 

avons trouve toutes les suites maximales vertes possibles et dans aucune d ’entre elles 

nous avons une telle mutation.
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ANNEXE A

Toutes les suites maximales vertes possibles selon les differentes valeurs de a, b et c.

On prend 2 pour representer ^  2 et S.M.V. pour suite maximale verte.

a b c nbr de S.M.V. liste des suites maximales vertes
2 2 2 1 (1,2,3)
2 2 1 1 (1,2,3)
2 2 0 1 (1,2,3)
2 1 2 2 (1,2,3), (1,3,2,3)
2 1 1 3 (1,2,3), (1,3,2,3), (3,1,3,2,1)
2 1 0 3 (1,2,3), (1,3,2,3), (3,1,2,3)
2 0 2 2 (1,2,3), (1,3,2)
2 0 1 3 (1,2,3), (1,3,2), (3,1,3,2)
1 2 2 2 (1,2,3), (2,1,2,3)
1 2 1 3 (1,2,3), (2,1,2,3), (2,1,3,2,3)
1 2 0 3 (1,2,3), (2,1,2,3), (2,1,3,2)
1 1 2 3 (1,2,3), (2,1,2,3), (1,3,2,3)
1 1 1 5 (1,2,3), (1,3,2,3), (2,1,2,3), (2,1,3,2,3), (3,1,3,2,3)

1 1 0 9 (1.2.3), (1,3,2,3), (2,1,2,3), (2,1,3,2), (2,3,1,3,2),
(3.1.2.3), (3,2,3,1,2,3), (3,2,1,3,2,3), (3,2,1,2,3)

1 0 2 3 (1,2,3), (1,3,2), (2,1,2,3)

1 0 1 10 (1,2,3), (1,3,2), (2,1,2,3), (2,1,3,2,3), (2,3,1,2,3,1),
(2,3,1,3,2,1), (3,1,3,2), (3,1,2,3,2), (3,2,1,3,2,1), (3,2,1,2,3,1)

0 2 2 2 (1,2,3), (2,1,3)
0 2 1 3 (1,2,3), (2,1,3), (2,3,1,3)
0 1 2 3 (1,2,3), (2,1,3), (1,3,2,3)

0 1 1 10 (1,2,3), (1,3,2,3), (2,1,3), (2,3,1,3), (3,1,2,3,1,2),
(3,1,2,3,2,1), (3,1,3,2,1), (3,2,1,3,2,1), (3,2,1,3,1,2), (3,2,3,1,2)
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