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Sommaire

La théorie des algébres amassées ainsi que leurs catégorifications par les catégories amassées et par les
catégories 2-Calabi-Yau apportent 2 la théorie des représentations des algébres de nouvelles techniques et
de nouveaux outils dont I’intérét ne cesse de croitre. Dans cette thése, nous proposons une approche non-
simplement lacée a quelques-uns des aspects importants de ces nouvelles techniques et de ces nouveaux
outils.

De prime abord, nous nous intéressons aux structures amassées pour les catégories 2-Calabi-Yau étudiées
par Buan, Iyama, Reiten et Scott dans [1(], et nous en proposons une version non-simplement lacée lorsque
le corps de base n’est plus nécessairement algébriquement clos, généralisant ainsi la version simplement
lacée sur les corps algébriquement clos. Comme généralisation du théoréme [ {0, 1.1.6], nous obtenons alors
que les catégories 2-Calabi-Yau possédent la version non-simplement lacée des structures amassées dés que
I’existence d’une structure amassée faible est garantie. Et en guise d’une premiére application de I’existence
de structures amassées non-simplement lacées, 2 I’aide des fonctions d’amas (généralisant les caractéres
d’amas) nous pouvons réaliser directement une large classe d’algebres (et de sous-algebres) amassées non-
simplement lacées (encore dites anti-symétrisables) de type géométrique, avec la possibilité qu’un amas
puisse avoir un nombre dénombrable de variables. En particulier, sur des corps non-algébriquement clos, il
devient alors clair que les catégories amassées telles que définies dans [{2] possédent toujours une structure
amassée non-simplement lacée induite par les objets inclinants amassés. Ce qui nous amene a notre second
objectif lequel s’articule autour de deux principaux volets : le premier étant de proposer une notion adéquate
de potentiel pour les carquois modulés et le second étant de généraliser les mutations de carquois avec
potentiels aux carquois modulés avec potentiels. Les carquois' avec potentiels ainsi que leurs mutations et
leurs représentations sont introduits- et étudiés par Derksen, Weyman et Zelevinsky dans [24]. Ici, nous
commencons I’étude des carquois modulés avec potentiels et de leurs mutations, nous obtenons alors des
versions généralisées de deux principaux résultats de [24] : notamment, au moins lorsque le corps de base
est parfait, a une équivalence droite faible prés nous montrons que la réduction des carquois modulés avec
potentiels est toujours possible.

Dans [11] Buan, Iyama, Reiten et Smith montrent que la mutation des carquois avec potentiels et la
mutation des objets inclinants amassés dans une catégorie 2-Calabi-Yau sont vcompatibles et il existe un lien
fort intéressant entre les algebres inclinées 2-Calabi-Yau et les algebres jacobiennes associées aux carquois -
avec potentiels ; en particulier les algebres inclinées amassées apparaissent comme algébrés jacobiennes des
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carquois avec potentiels. Ici, nous nous intéressons également a la généralisation des résultats principaux de
[11]. Une conséquence qu’on peut tirer de notre étude est que, sur des corps parfaits, les algebres inclinées
amassées apparaissent aussi comme algébres jacobiennes des carquois modulés avec potentiels. Dans le cas
particulier des algébres de représentation finie, nous obtenons une caractérisation complete et explicite des
algebres inclinées amassées de types A,, B, et C,, en termes d’algeébres jacobiennes des carquois modulés
avec potentiels. _ »

Par ailleurs, pour un carquois avec potentiel Jacobi-fini (Q, W), Claire Amiot a construit dans sa thése
([1], 2008) une catégorie amassée C(qw) généralisant la construction originelle de [12]. Nous proposons
une version non-simplement lacée de la catégorie C(q,w) en construisant pour chaque carquois modulé avec
potentiel Jacobi-fini (Q, m) une catégorie amassée C(g m). Et sous-réserve qu’un certain résultat de Bernhard
Keller se généralise au contexte des carquois modulés, il suit que le résultat de Claire Amiot [{, 7.9,7.10]
admet une généralisation immediate comme suit : la catégorie amassée (non-simplement lacée) C(g m) est
aussi Hom-finie 2-Calabi-Yau et les algébres jacobiennes des carquois modulés avec potentiels apparaissent

elles-aussi comme algébres inclinées 2-Calabi-Yau.
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Introduction

La théorie des représentations des algebres utilise plusieurs techniques et outils plus moins graphiques
pour caractériser diverses classes d’algébres. On peut notamment citer les techniques provenant de la théo-
rie des catégories : 1I’étude de divers invariants homologiques d’une algébre A se ramene le plus souvent
a I’étude des catégories définies a partir de A, plus ou mois proches, allant des catégories de' A-modules
jusqu’aux catégories dérivées de A-modules ou plus généralement jusqu’aux catégories triangulées. Citons
aussi I’utilisation de la théorie de ’inclinaison consistant a déformer une classe d’algébres plus ou moins
simple en une autre classe relativement assez proche pour ensuite étudier les algébres de la derniere classe.
Citons enfin I'utilisation d’outils graphiques tels que les carquois (liés) ou plus généralement les carquois
modulés (liés) (ou encore espéces liées) pour représenter et étudier une classe suffisamment large d’al-
gebres, allant des algebres de dimension finie sur un corps aux algebres d’ Artin. Pour cette derniere classe
d’algebres, la sous-classe formée par les algebres sur un corps algébriquement clos est la mieux étudiée,
ces algebres sont dites simplement lacées et 1’utilisation des carquois suffit généralement pour leurs repré-
sentations. A cause de trés nombreux avantages qu’offrent les corps algébriquement clos, une trés grande
majorité d’auteurs en théorie des représentations des algébres ont tendance a travailler sur des algebres sim-
plement lacées, si bien que de trés nombreuses techniques sont développées autour des représentations de
carquois, tandis que les représentations de carquois modulés avancent a petits pas. A notre connaissance,
voici quelques-uns des auteurs qui se sont vraiment intéressés aux représentations de carquois modulés pro-
prement dits (la liste est bien siir non-exhaustive) : d’abord Dlab et Ringel par exemple dans [25] pour la
caractérisation des types de représentations des algebres héréditaires données par des carquois modulés acy-
cliques, Igusa et Todorov dans [4{}] pour la description des carquois modulés pouvant apparaitre comme
carquois modulés d’une algebre de représentation finie, et Benson dans [8] pour un bref survol des représen-
tations de carquois modulés. Citons aussi en guise d’exemple, I. Assem dans [2] pour I’étude des algebres
inclinées itérées non-simplement lacées de type B et C. Une autre. technique en théorie des représentations

~des algebres pour étudier indirectement les représentations de carquois de modulés est 'utilisation de la
théorie du pliagé, pour un trés récent aspect de la théorie du pliage, on peut se référer par exemple a [23] sur
le pliage des catégories dérivées suivant un foncteur de Frobenius.

La représentation des algebres sur un corps non-algébriquement clos, exige au moins I’utilisation des
carquois modulés, et dans ce cas on perd I’avantage qu’offre les corps algébriquement clos et on est souvent
confronté aux difficultés liées aux corps gauches dont la théorie est bien moins riche qﬁe celle des corps
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commutatifs. Dans bien des cas, une adaptation relativement aisée permet d’obtenir par exemple pour les
carquois modulés une version généralisée d’un nouveau résultat ou d’une nouvelle technique valable dans
un contexte simplement lacé. Cependant, dans certaines situations, grande est la surprise qui nous attend
lorsqu’on essaie de partir d’un cadre simplement lacé pour un cadre non-simplement lacé pourtant pas si loin,
on est aussi souvent amené & développer une technique totalement différente de la version simplement lacée.
Dans cette thése, nous avons essayé le pari de partir de certaines des treés récentes techniques simplement
lacées utilisées par la théorie des représentations des algébres pour établir les versions non-simplement
lacées correspondantes. -

Il apparait aussi trés souvent que certaines nouvelles techniques trouvent leurs origines non pas directe-
ment dans la théorie des représentations des algebres, mais plutdt dans d’autres domaines connexes : ¢’est
d’ailleurs ce qui se passe ces derniéres années avec I’arrivée si heureuse de la théorie des algébres amassées |
et de leurs catégorifications par les catégories amassées ou par les catégories 2-Calabi-Yau, lesquelles sus-
citent un intérét fort croissant chez plusieurs auteurs, a cause des performances inattendues des techniques
que ces derniéres apportent. Les algébres amassées viennent notamment enrichir les représentations des car-
quois liés en introduisant les carquois avec potentiels ainsi que les mutations de carquois avec potentiels. De
méme la théorie classique de 1’inclinaison se voit enrichie par la nouvelle théorie de I'inclinaison amassée
dans les catégories amassées ou plus généralement dans les catégorie 2-Calabi-Yau. Comme objectifs mul-
tiples de cette theése, nous aimerions généraliser pour les représentations de carquois modulés les récentes
techniques de carquois avec potentiels, de mutations de carquois avec potentiels, ainsi que les mutations des
objets inclinants amassés dans les catégories 2-Calabi-Yau. S

Tout d’abord nous nous intéresserons aux structures amassées pour les éatégories (stablement) 2-Calabi-
Yau introduites par Buan, Iyama, Reiten et Scott dans [10]. Et nous en proposons une version non-
simplement lacée pour les catégories 2-Calabi-Yau sur des corps non-nécessairement algébriquement clos,
généralisant ainsi la version simplement lacée sur les corps algébriquement clos. Pour une catégorie 2-
Calabi-Yau C et pour un sous-ensemble X C Obj(C) dont les éléments sont alors appelés amas, une des
conditions exigées dans [10] pour les structures amassées simplement lacées est que, la mutation inclinante
amassée soit compatible avec la mutation de carquois : c’est-a-dire, pour un amas 7" = 1@ T; € X ot les
objets 71, . . ., T, sont indécomposables et deux-a-deux non-isomorphes (appelés alors variégles amassées),
si on note Qr le carquois (valué) de 7', alors pour chaque variable amassée T} dans 7, il existe un unique
amas T* = u(T) = (?le) ® T (appelé mutation de T au point k) et les carquois de 7" et de ux(T')
sont liés par la mutation de carquois traduite par la relation, 1t(Qr) = Q. (r). Désignons par Qp et Qp-
les carquois modulés de T' et de 7. Nous enrichissons la condition précédente en exigeant que la muta-
tion inclinante amassée soit compatible avec ce que nous nommons par mutation semi-modulée de carquois
modulés : non seulement les carquois valués de T et de T* doivent étre liés par la mutation de carquois
valués, mais aussi les modulations attachées aux carquois modulés Qr et Qp- doivent étre compatibles
dans un certain sens avec la mutation inclinante amassée. Pour cette derniére forme enrichie des structures

amassées, nous obtenons alors que, comme dans [0, Thm1.1.6], les catégories 2-Calabi-Yau sur des corps

2
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quelconques possédent des structures amassées dés que I’existence d’une structure amassée faible est garan-
tie (Théoréme 2.3.2 et Théoreme 2.3.3). Et en guise d’une premiere application de I’existence de structures
amassées non—simplement lacées, nous pouvons réaliser directement une large classe d’algebres (et de sous-
algebres) amassées non-simplement lacées (encore dites anti-symétrisables) de type géométrique, avec la
possibilité qu'un amas puisse avoir un nombre dénombrable de variables (Théoréme2.4.1). Cela se fait en
introduisant comme dans [10] une notion de fonction d’amas (généralisant celle de caracteére d’amas) définie
sur une sous-catégorie d’une catégorie 2-Calabi-Yau possédaﬁt une structure amassée et a valeur dans un
corps ambiant F = Q(u, ..., u,) des fonctions rationnelles 2 m variables indépendantes sur le corps Q
_ des nombres rationnels. ' '

Signalons que 1’intérét grandissant que revét actuellement 1I’étude des catégories d-Calabi-Yau remonte
a la découverte des catégories amassées introduites pour la premiere fois dans [12] et aussi dans [15] pour
le cas d’un graphe de Dynkin de type A, puis dans [60] pour les catégorie d-amassées pour un entier d
quelconque ; les catégories d-amassées apparaissent comme catégories d’orbites des catégories dérivées
bornées des catégories abéliennes héréditaires Ext-finies, et en vertu d’un résultat de Keller [46], on sait
que les catégories d-amassées sont des catégories triangulées (d + 1)-Calabi-Yau (la catégorie amassée
correspondant au cas ol d = 1). Les catégories triangulées de Calabi-Yau apparaissent alors comme des
généralisations des catégories amassées. Dans [12] et ensuite dans [61] une théorie de I’inclinaison pour
les catégories amassées est largement développée, et actuellement I’inclinaison amassée est étudiée dans le
cadre plus général des catégories de Calabi-Yau. _

Par ailleurs, la découverte des techniques propres aux catégories amassées dont 1’étude captive tant
d’auteurs trouve son origine dans un domaine complétement externe : il s’agit de la théorie des algebres
amassées inventées par Fomin et Zelevinsly dans les années 2000-2001 [28],[29], I’ objectif initial visé par
Fomin et Zelevinsky en inventant les algebres amassées était de trouver un support algébrique pour 1’étude .
de la positivité et des bases canoniques-dans les groupes algébriques semisimples. Les algébres amassées
sont définies en partant d’un ensemble initial de générateurs (appelés variables amassées initiales) et en uti-
lisant un procédé récursif appelé mutation, c’est ce dernier procédé de mutation qui caractérise les algebres
amassées. Les diverses catégorifications des algebres amassées par les catégories amassées ou de Calabi-
Yau consistent essentiellement  capturer le fameux procédé de mutation, d’oli les structures amassées des
catégories 2-Calabi-Yau et la mutation inclinante amassée.

Pour un objet inclinant amassé 1" dans une catégorie 2-Calabi-Yau C, il s’avére intéressant d’étudier
I’algebre d’endomorphisme End.(T") appelé algébre inclinée 2-Calabi-Yau, car les algébres inclinées 2-
Calabi-Yau généralisent dans un certain sens les algébres inclinées ordinaires [3], et apparaissent comme
interprétations des algébres amassées a I’intérieur de la théorie des représentations des algebres. Lorsqu’on
étudie les algebres inclinées 2-Calabi-Yau, il devient alors trés intéressant de pouvoir comparer les représen-
tations de deux algebres inclinées 2-Calabi-Yau End¢(T") et End¢(7”) lorsque T et 7" sont liés par une suite
finie de mutations. On sait trés bien que le carquois valué Q4 d’une algebre A a lui tout éeul ne contient en
général que trés peu d’information sur A, il faut considérer un carquois modulé lié (Q 4, R) pour représen-
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ter complétement A. Ainsi, pour étre capable de comparer End(T) et Ende(7"), on doit pouvoir capturer
I’effet des mutations sur les relations dans un carquois modulé 1ié (Q, R) représentant End¢(7"). C’est dans
cette optique que les carquois avec potentiels ainsi que leurs mutations et leurs représentations ont été intro-
duits et étudiés dans [24] par Derksen, Weyman et Zelevinsky. Ceci nous améne au second objectif de cette
~ thése.

Une fois que I'existence des structures amassées est claire pour les catégories 2-Calabi-Yau non né-
cessairement simplement lacées, nous aimerions, dans un premier volet, proposer une notion adéquate de
potentiel pour les carquois modulés, et dans un second volet, généraliser les mutations de carquois avec
potentiels aux carquois modulés avec potentiels. Ici, nous commengons 1’étude des carquois modulés avec
potentiels et de leurs mutations et obtenons des versions généralisées de certains résultats de [24]. Le plus
important et difficile a obtenir est le théoréme de décomposition 3.4.2 ou de fagon équivalente le théoréme
de réduction 3.4 4, généralisant [24, 4.6 (splitting theorem)], et selon lequel, 1a réduction des carquois mo-
dulés avec potentiels est toujours possible, au moins lorsque le corps de base est parfait. Le second résultat
qui mérite aussi d’étre mentionné est le corollaire 3.5.2 et le théoreéme 3.5.1, décrivant les mutations de
carquois modulés avec potentiels & une équivalence droite faible pres. Ce second résultat suit du prerhier
en appliquant les mémes arguments que ceux de [24] sans qu’ils soit nécessaire de développer des outils
supplémentaires. _ .

Apres I'introduction des carquois avec potentiels, Buan, Iyama, Reiten et Smith ont montré dans [1i]
que la mutation des carquois avec potentiels est compatible avec la mutation des objets inclinants amassés
dans les catégories 2-Calabi-Yau possédant une structure amassée. De plus les algebres inclinées 2-Calabi-
Yau sont étroitement liées aux algébres jacobiennes associées aux carquois avec potentiels, en particulier
les algebres inclinées amassées apparaissent comme algebres jacobiennes des carquois avec potentiels. Ce
demier fait, qui a d’ailleurs motivé notre intérét d’introduire et d’étudier les carquois modulés avec poten-
tiels, nous a amené€ a la question suivante : les algébres inclinées amassées non-simplement lacées sont-elles
aussi données par les algebres ja_cobiennés de carquois modulés avec potentiels ? En établissant une version
géhéralisée de'[[1, 5.1], nous obtenons une réponse affirmative a la question précédente au moins lorsque
le corps de base est parfait (Théoréme 4.3.2). Et dans le cas particulier des algebres de représentation finie, |
nous obtenons une caractérisation complete et explicite des algébres inclinées amassées de types A, B et C
en termes d’algebres jacobiennes (Théoreme 5.2.3). Une caractérisation similaire pour les alggbres inclinées
‘amassées simplément lacées et de représentation finie (types A, D, Eg, E;, Eg) est obtenue d’abord dans [ 3]
en utilisant les carquois liés, puis dans [24] en utilisant les carquois avec potentiels.

Ayant maintenant a notre disposition le fait que les carquois modulés avec potentiels se comportent bien
' vis-a-vis des mutations et des objets inclinant amassés, nous n’avons pas pu résisté a I’attrait de la plus
récente construction des catégories amassées obtenue par C. Amiot dans sa thése [1] (2008) : a un carquois
avec potentiel Jacobi-fini (Q, W), elle associe une catégorie amassée Cqw) généralisant la construction
originelle de [12]. Nous proposons une version non-simplement lacée de la catégorie C(q,w) en construisant
pour chaque carquois modulé avec potentiel Jacobi-fini (Q, m) une catégorie amassée C(g,m)- Et sous-réserve
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que le résultat de Bernhard Keller se généralise au contexte des carquois modulés, il suit que les résultats de
Claire Amiot [, 7.9,7.10] admettent une généralisation immédiate comme suit : la catégorie amassée (non-
simplement lacée) C(g m) est aussi Hom-finie 2-Calabi-Yau et les algebres jacobiennes de carquois modulés
avec potentiels apparaissent elles aussi comme algebres inclinées 2-Calabi-Yau.

Les différents thémes abordés dans la présente thése sont organisés comme suit : les cing chapitres
doivent en principe étre lus dans un ordre chronologique, en allant du premier au cinquiéme. Le premier
chapitre rappelle quelques concepts de base en théorie des représentations des algébres, tels que les repré-
sentations de carquois modulés, les 7-catégories et surtout divers concepts autour des catégories triangulées ‘
et des catégories 2-Calabi-Yau ; nous y fixons aussi une bonne partie des notations utilisées dans la suite.
Le deuxi®me chapitre est dédié 2 la généralisation des structures amassées et peut toutefois étre lu indépen-
damment des autres. Au troisiéme chapitre nous abordons 1’étude des carquois modulés avec potentiels ainsi
que leur mutations. Le quatri¢eme chapitre vient alors généraliser. les résultats de [11] et se termine par la
construction de la catégorie amassée C(g m). En fin au cinquieéme chapitre, la description des algebres incli-
nées amassées de types A, B et C est obtenue en utilisant les carquois modulés avec potentiels, ce chapitre

a d’ailleurs été le point de départ de cette these.



Chapitre 1

Préliminaires

Une technique essentielle en théorie des représentations des algebres est I’utilisation des carquois pour
représenter les algebres sur des corps algébriquement clos. Cependant lorsque le corps de base n’est plus
algébriquement clos, comme Q, R ou les corps finis Iy, les carquois ne suffisent plus pour représenter les
algebres. La solution 2 cette limitation est fournie par I’utilisation des carquois modulés ou des espéces.
Dans ce chapitre et dans toute la suite, k désigne un corps commutatif, N I’ensemble des entiers naturels
tandis que N, = N+ {0}. Un k-surcorps ou encore une k—algébré a division est une k-algebre E qui est aussi

un corps, contenant donc k comme sous-corps central. ‘ ;

1.1 Quelques conventions pour les catégories additives et abéliennes

Pour une catégorie quelconque A, la classe des objets sera souvent notée obj(A) et pour deux objets
X et Y dans A nous utilisons les deux notations A(X,Y’) et Hom4(X,Y) pour désigner ’ensemble des -
morphismes de X vers Y. La composition est définie et notée comme suit :

A(Y,Z) x A(X,Y) A(X, Z)
(9,f) ¥ gof=gf=9f |
La catégorie opposée de A est notée A°, avec obj(A°) = obj(A) et A°(Y, X) = A(X,Y) pour tous objets
X,Y. , '
Soit I un ensemble, et (X;);c1 une famille d’objets dans A. Alors une somme directe (ou encore un

coproduit) de la famille (X;);c; consiste en une paire (X = ®X;, (¢,)ic1) avec X = ®X; € obj(A) et olt

les q; : X;,——X, ¢ € 1, sont des morphismes appelés injeléiions ou inclusions cangrlliques possédant la

propriété universelle suivante : pour toute paire (Y, (f;):e1) ol f; € A(X;,Y) pour chaque i € I, il existe un

unique morphisme f € ’.A(.GBIXi, Y) tel que f; = f o g; pour chaque ¢ € I. De facon duale, un produit de la

famille (X,);c; consiste en :Jene paire (P = ﬂ X, (pi)ic1) ot P € obj(A) et les morphismes p; : X——X,

1 € 1, sont appelés projections ou surjéc_tiozri canoniques possédant la propriété universelle suivante : pour
6
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toute paire (Y, (f;)ie1) olt f; € A(Y; X;) pour chaque i € I, il existe un unique morphisme f € A(Y, X:)
tel que f; = p; o f pour chaque i € 1. Lorsque I est fini, un biproduit d’une famille finie d’objets (l)e(i)iEI
est la donnée d’une paire (F, (p;, q;),c;) ot F est un objet de A, p;, : X——X et ¢, : X;——X sont
des morphismes respectivement appelés projections et injections (ou inclusions) canoniques du biproduit et

satisfont aux deux identités ci-apres :
>aqp; = 1x et pg = 1x, etpourtousi # j ona pgq;, = 0.
i€l

-Soit k un anneau commutatif. A est une k-catégorie si la condition suivante est satisfaite : _
L1 Pour chaque paire d’objets X,Y € obj(A), A(X,Y) est un k-module. Et de plus, la composition
des morphismes est une opération k-bilinéaire,
A(Y, 2)®,A(X,Y) A(X, Z)
(9®f) gof=gf=gf

Une k-catégorie A est dite linéaire ou bien additive si I’axiome suivant est satisfait :

L2 A admet des sommes directes finies (et ceci équivaut a dire que A posseéde des biproduits). En
particdlier A admet un objet nul 0, le biproduit nul qui est nécessairement a la fois terminal et final.

Une Z-catégorie linéaire est simplement appelée une catégorie additive.

Notation matricielle

Considérons dans une catégorie additive A un objet X = @& X; dont les injections canoniques sont

1<y<n

notées g; < A(X;,X),etunobjetY = & Y; dont les projections canoniques sont notées p; € A(Y,Y;).

i<i<m

Le morphisme noté sous la forme matricielle

-h11 hi2 .. hin
I—hzl haz ... ha2n

@ X] l‘hml hm2 hmn @ )/;

1<j<n i<i<m

désigne 1’'unique morphisme dans A(X,Y") tel que h, ; = p; o hog; € A(X;,Y;). Sim = 1 alors on écrit

simplement h = [hq, ..., hy] avec h; = hog; € A(X;,Y). Sion a plutét n = 1 alors on notera simplement
hy , »

h="hy,....,¢hp) = | : ] avec h; =p; o h € A(X,Y)).
hon

Catégories abéliennes ou exactes

Soit f : X————Y un morphisme dans une k-catégorie A. Un noyau de f est un objet universel Ker f
muni d’un morphisme j : Kerf——X tel que f o j = 0 et possédant la propriété universelle suivante :
pour tout X’ € obj(A) et tout autre morphisme u € A(X', X) tel que fu = 0, il existe un imique u €
A(X',Kerf) tel que u = ju'. En particulier j est nécessairement un monomorphisme. D’une maniere
duale, un conoyau de f consiste en un objet Coker f muni d’un morphisme p : Y——Cokerf tel que
po f = 0 et possédant la propriété uniVerselle suivante : pour tout Y’ € obj(A) et tout autre morphisme
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veEAY,Y)telque vf = 0,1l existe un unique v’ € A(Cokerf,Y’) tel que v = v'p. Nécessairement p est
un épimorphisme. Les objets universels précédents, lorsqu’ils existent, sont uniques & isomorphisme pres.
Si A admet des noyaux et des conoyaux, alors la propriété universelle des noyaux et des conoyaux montre
que chaque morphisme f € A(X,Y’) posséde une unique factorisation canonique f = u'o f o p’ donnée par

un diagramme commutatif de la forme

Kerf Y Lx / Y P Cokerf .
4 1 I u’ ' ’
Cokeru———Kerp

ol v’ est le noyau du conoyau p de f, p’ est le conoyau du noyau u de f. On pose alors Im f = Kerp et cet
objet est appelé I’image de f. On pose aussi Coim f = Cokeru et cet objet est appelé la coimage de f.

La catégorie A est dite abélienne si A est additive, admet des noyaux et des conoyaux, et pour
chaque morphisme f € A(X,Y) le morphisme de la factorisation canonique de f est un isomorphisme
f : Coim f—=—1Im f. Dans ce cas I’objet conoyau sera aussi parfois noté Y/Im f.

Nous aimerions maintenant mentionner que les catégories exactes sont une généralisation des catégories
abéliennes et de nombreuses constructions en algébre homologique qui sont habituellement faites sur les
catégories abéliennes se généralisent bien sur les catégories exactes. De fagon informelle, une catégorie
exacte est une paire (A,E) formée d’une catégorie additive A munie d’une structure exacte £ laquelle
consiste en une famille de paires noyaux-conoyaux (ou suites exactes courtes) £ = (i, p) : Y B P.X
avec i = ker(p) et p = coker(i), assujettie a certains axiomes inspirés par certaines propriétés des suites
exactes courtes dans les catégories abéliennes. Nous référons a Biihler [14] pour les axiomes des catégories
exactes (attribués a Quillen) et pour un trés bon survol des catégories exactes. Notons qu’une suite exacte
courte £ comme précédemment est aussi appelée une extension de 1’objet X par I'objet Y.

Sauf mention contraire ou mention additionnelle, toutes les catégories sont supposées additives et chaque
catégorie additive est toujours une k-catégorie ol k vaudra le plus souvent le corps k ou simplement 1’anneau
des entiers Z. De plus, les foncteurs seront également k-linéaires. '

Les catégories de modules font partie des exemples les mieux étudiés des catégories abéliennes. Si A
est une k-algébre, alors ModA et A-Mod désignent respectivement les catégories de tous les A-modules
a droite et de tous les A-modules 2 gauche, les sous-categories pleines correspondantes pour les modules
de type fini (finiment engendrés) sont notées mod A et A-mod. Sauf mention additionnelle, chaque algebre
sera implicitement supposée étre une k-algebre de dimension finie sur un corps k et les modules seront
presque toujours de dimension finie. La nature droite ou gauche des modules ne retiendra pas tellement
notre attention puisque nous aimerions les traiter comme des objets d’une catégorie abstraite ; toutefois il
s’agira le plus souvent des modules a droite. Pour deux k-surcorps quelconque'sz E et F, on notera gbimodg
la catégorie des E-F-bimodules de dimension finie, ol un bimodule g B est de dimension finie s’il est de

dimension finie 2 la fois & gauche et a droite.



1.2. ALGEBRES DE CARQUOIS MODULES LIES

1.2 Algebres de carquois modulés liés

Le but de cette section est de rappeler quelques concepts autour des carquois modulés qui apparaissent
presqué partout dans le présent travail. Certaines des notations utilisées ici sont empruntées de [8, chap 4]
contenant un bref survol de la théorie des représentations des carquois modulés ; I’on peut aussi se référer a
[25]. | |

Commengons par introduire la notion suivante qui sera incorporée dans la définition de la modulation

d’un carquois valué.

Définition 1.2.1. Soient E et F' deux k-surcorps.

(i) Une forme trace (ou un morphisme trace) sur E est un morphlsme k-linéaire t: E——k
tel que t(ae) =  t{ea) pour tous a,e € E; t est dite non-dégénérée si son radical
Ri:={e € E : Va € E,t(ae) = 0} est nul. v

(ii) Soit B un E-F-bimodule. Le dual gauche, le k-dual et le dual droit du bimodule B sont respecti-
vement donnés par, ‘B = HomE—(EBF, eEE), Hdmk(EBF, k) et B* = Homp(gBr, pFr); leurs diffé-
rentes structures €tant définies comme suit : pour tous scalaires e € E,a € F et pour tout elements
u € 'B, £ € Homy(gBr,k), v € B*etz € Bona: (aue)(z) = u(za)e, (aée)(x) = {(ex-a) et
(av-e)(z) = av(ex). . _

On dira que B est dualisant (ou admet un dual) si le dual gauche et le dual droitde B sont isomorphes.

(ii) Une paire dualisante (et symétrisable) de bimodules est la donnée d’un ensemble {gBr, ¢ Bg; b, b’}
formé de deux bimodules dualisants et de deux formes bilinéaires non-dégénérées Be.B'—!—E

et B’@EB—U—»F, symétrisables sur k via deux formes traces non-dégénérées t: E——k et
t : F——k ausens quisuit: t(b(r®z')) =t (b'(z' ® z)) pour tous z € Betz' € B'. Les deux
bimodules B et B’ seront alors dits mutuellement duals et on écrira B’ = B* et B = B™.

Pour une paire dualisante de bimodules {B, B’; b, b}, on omettra trés souvent de préciser les deux
formes bilinéaires b et b’. Au chapitre 3 de ce travail il sera nécessaire de mieux préciser comment construire
de fagon naturelle des paires dualisantes et symétrisables de bimodules. La condition de symétrisablité que
nous exigeons dans la définition 1.2.2 pour les carquois modulés est nécessaire uniquement a partir du

chapitre 3 et un peu au chapitre 2, avant on peut se passer de cette condition.

‘Définition 1.2.2. Soit I un ensemble de points.
> Un graphe valué sur I est un graphe étiqueté I' = (T, I'y, 2,d) avec I'y = I, T'; désigne ’ensemble des
‘arétes et pour chaque aréte o € I'1, 2(«) est sous-ensemble formé d’au plus deux points appelés extré-
mités de o ou encore points d’incidence de «, I’étiquetage d du graphe appelé dans ce cas valuation
prescrit pour chaque aréte a € T'1(4,j) d’extrémité ¢ et j une paire non-ordonnée d’entiers naturels

non nuls ;d3, ;di € N. De plus, la valuation d doit étre symétrisable (a gauche ou a droite), out une

VAN
fonction symétrisante (a droite) I'-—"—IN, pour d prescrit pour chaque point ; € I un entier naturel

non nul n; € N, tel que ;dfn; = ;df'n; pour tout o € I’y (4, 7). Chaque aréte valuée o € I'; (4, j) peut
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23

. , ) . LT .. L )
alors étre illustrée par i—2—j ou par « : i——2"j si I’on désire mettre en évidence la valuation, une
]

boucle @ € I'1 (4, 1) est alors illustrée par ¢ Qdf‘ (ou par «.: iﬁi).

> Un carquois valué Q = (T, s, t) de type I consiste en un graphe valué I" muni d’une orientation donnée
en prescrivant pour chaque aréte o € T'y (4, ) sa source s(«) et son but ou encore sa terminaison t(a),
avec {s(a), t(a)} = 2(a) = {7, j}, o est alors appelée une fleche valuée de s(a) vers t(a) dans Q et
on note : dy = g(a)d(a) Ao = t(e)de(a) € d(a) = (da,dy) = (se)df{a) s t(e)ds(ay) ; ainsi la fleche
valuée « est illustrée par s(a)da—’d:’&t(a).

» Un carquois k-modulé Q = (Q,90) consiste en un carquois valué QQ de type ' muni d’une k-
modulation, ol une k-modulation (symétrisable) M de Q et de T prescrit pour chaque point 7 € 1
une paire (k;, t;) formée d’un k-surcorps k; de dimension finie muni d’une forme trace non-dégénérée-
t;, et relativement a la famille de formes traces (t;);c1, 90 prescrit pour chaque fleche valuée i—2~j

une paire dualisante et symétrisable de bimodules { BJ . iB; o } ou ;BY est dans \,bimody;

VRN z
b2
avec ;Bj ® ;B ——k; et on note aussi b} := ;6. En outre, la valuation de Q pr0v1ent de la
modulation 97 en exigeant pour chaque fleche o € Q, (4, j) 1’égalité ci-apres : dlmk iBj = dy = dj.

Au cas ot le sous-ensemble Ty (7, 7) = Qu1(4,5) U Qu(j,7) est vide, on pose ;B; = 0 = ;B, et ainsi
«d;j = 0 = ;d;. Le type de Q est le graphe k-modulé (I, 901).
» Q est dit localement fini si I’ensemble de ses fleches est fini, si de plus I’ensemble de ses points est

aussi fini alors on dit que Q est fini.

Nous adopterons la convention suivante. Si Q est un carquois modulé localement fini, sa modulation
sera toujours présentée sous la forme compacte : a chaque paire ordonnée de points ¢, j € I correspond une

unique paire dualisante et symétrisable de bimodules

* *,
{B],z o ],Zb } avec ; B, aege?(”) B3, B acgla(”) ;BY on B = (:B7)";
b = 65 1 1B, ® ;Bj——k; et
b= & b 5 ® ] e (1.2.1)
b = A b2 . Br ® ;B——k;.
17 e i seaba?t i ©:i5, ’

Ainsi, la fonction (minimale) symétrisante pour la valuation d de Q étant notée I—>—NN,,, a chaque paire
ordonnée i, j € I correspond également une unique fléche (pleinement) valuée

Pkl , avec dj= Y do= Y df, «dj= > d etona: ;d;n; = nyd;. (1.2.1°)

a€Q1(i,j) a€Q1(i,j) a€Q1(4,7) '
En particulier, pour une paire ordonnée i, j € I, I’ensemble Q; (%, j) est vide si et seulement si Z-Bj =0, si
et seulement si ;d; = 0, si et seulement si id;- = 0, si et seulement si 'unique flieche (pleinement) valuée
représentant Q) (i, j) est O-valuée. Dans toute la suite, les carquois modulés seront supposés localement
fini, ‘et présentés par les relations (1.2.1) et (1.2.1”), & moins qu’il soit nécessaire d’utiliser une forme non
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compacte. Soient E, F' et L trois k-algebres (a division ou des produit directs de k-algebres a division), dans
la suite et sauf mention contraire, tout produit tensoriel M @ N d’un E-F-bimodule M par un F-L-bimodule
N sera le plus souvent noté M ® N des que la nature des bimodules considérés est clairement indiquée par
le conteste. '

Avec les notations précédentes, le carquois valué opposé Q° de Q est par définition de méme type
que Q mais d’orientation opposée : pour tous 7, j € Qg on peut poser Q°;(4,%) = {o* : & € Qu(4,5)}. Le
dual Q* = (Q°, %) du carquois modulé @ est essentiellement de méme type I' que Q, mais d’orien-
tation opposée : si on nomme « la fleche valuée représentant Q;(i,j), alors la paire dualisante et sy-
métrisable de bimodules associée 2 o* € Q3(j,¢) est la méme que celle associée a o et donnée par
{(lB?) = ;B B = (;B¥)*}, ol on convient que o** = . Par ailleurs, I"opposé Q° = (Q°, M) de Q
est tel que la modulation opposée 9Jt° s’obtienne de 9Jt en remplacant chaque surcorps k; par son opposé kg,
et chaque k;-k;-bimodule iBj dans @ est vu dans @° comme un k"-—k‘f—bimodule. A Qon peut aussi associer
un carquois modulé donné par Q° = (Q,9M°) = (Q°)* dont I’orientation des fleches reste 1nchangee mais
la modulation est la modulation opposée de la modulation initiale. _

On fixe pour la suite un carquois modulé Q dont le carqu01s valué sous-jacent Q) est de type I" et de

modulation 9t notée sous forme compacte {kz,{ B, b],lb’ }} on posera toujours I = Qg = Qp

5iB5
I’ensemble des points, I’ensemble des fleches étant comrrjle ci-dessus ©; = Q,. Pour deux points z,j € I,
le sous-ensemble Q(7, j) = Q(1, j) désigne toujoﬁrs I’ensemble de tous les chemins valués de 7 vers 7, ou
un chemin valué non trivial dans Q(i, j) est une suite (non-vide) - - - o, de fléches valuées telles que
s(ay) =1, t{an,) = jett(a,) =s(a,,)pourl <s<m ~ 1

On fixe ensuite I’algebre semisimple K = ﬂ k; donnée par le pro'duit direct des k-surcorps k;, chaque k;
étant vu comme un sous-corps-de K ayant poutrE Iunité e;, de sorte que {e; : ¢ € I} est un systéme canonique
d’idempotents primitifs orthogonaux pour K. De méme le K-bimodule B := k@, = iéjzliB ; est également

fixé et appelé le bimodule des fleches valuées dans Q, on considere aussi le K-bimodule B* = EBI By, s

Q est fini alors on obtient une paire dualisan;e et symétrisable de K-bimodules {B, B*; b, b'}. zealgebre
(tensorielle) de chemins de Q est par définition 1’algebre tensorielle du K-bimodule B : ¢’est donc une k-
algebre N-graduée donnée par kQ = Tk(B) = megoka oll la m*®™ puissance tensorielle du bimodule B
- donnée par kQ,, = B'™ est par définition le K-bimodule des chemins de longueur m, avec B = K,
B®=Bet B™ = B("’)®KB pour tout m > 1. Remarquons que si les valuations des fleches dans Q sont
toutes de la forme (a,a) € N x N, et si la modulation dans Q est trivialement induite par le corps de base
k (c’est-a-dire, tous les k-surcorps coincident avec k et les bimodules sont tous des k-espaces vectoriels k*
munis de fnu_ltiplication ordinaire de k), alors le carquois valué Q peut &tre vu comme un carquois ordinaire
en remplacant chaque fleche valuée o : --2°j par a fleches de 7 vers j, et se faisant, 1’algebre (tensorielle)
k@ coincidera avec 1’algébre de chemin ordinaire d’un carquois non valué. On pose aussi kQ(;y = GB ka
1’idéal des chemins de longueur au moins ¢ dans kQ ; kQ(y) est alors comme d’habitude l idéal des ﬂeches
de kQ et on a bien kQkQ(;) = ﬂ k;. Le bimodule le long d’un chemin w : j—%—sjy-o f—2—j est

le k;-k;-bimodule défini par : ;B = ;B{} ® --- ® ;,B;”. Pour P € Q(4, j), le bimodule correspondant est
11



1.2. ALGEBRES DE CARQUOIS MODULES LIES

donné par;BY = @& ,B%; on posera ;B;, = ¢;kQe; = & ,B“ pour désigner le bimodule de tous les
p 7 WEP 7 p 7 7 ) 7 p g )

chemins de i vers j. On pose enfin ; B} := (:B3)" = sz; ® &y Bf‘; le bimodule dual correspondant

au chemin dual w*. L’énoncé ci-apres est bien connu.

Proposition 1.2.1. L’algébre de chemins kQ associée a un carquois k-modulé localement fini Q est asso-
ciative héréditaire (et unitaire si en plus Q est fini); kQ est connexe si et seulement si c’est le cas pour Q ;

elle est de dimension finie si et seulement si Q est fini et acyclique, dans ce cas Uidéal des fleches kQ)

coincide avec le radical de kQ. a.
Exemple 1.2.3. Soit H = R-{1,u,v,w} I'algébre des quarternions réels, avec u? = v2 = w? = —1
etuv = —vu = w, vw = —wv = u (et donc wu = —uw = v). Comme trace R-linéaire non dé-

générée sur H on prend la projection canonique H——R : (1) = 1 et t{u) = t(v) = t(w) = 0.
On considere la famille ((H, t), (C, p), (R,1g)) ot p € Homg(C, R) est aussi la projection canonique.

* Considérons le graphe valué T': 32222241 alors on a le graphe modulé : CeCR-RCoRRHu B R o) 1y
structure de chaque bimodule est induite par la multiplication ordinaire des corps sous-jacents, le corps:
central de base étant R; ici k;, = C, k, = R et k;, = H. Une orientation linéaire de I" nous donne
le carquois modulé de type I' suivant : CelrorCeprlnullng o) Jes paires dualisantes et symétri-
~sables de bimodules sont induites par les projections canoniques ¢ € Homg(H,R), p € Homg(C, R)
et Ig. Ici, K = Hx R x C, B = ¢Cr ® gHy et B™ = 0 pour m > 3. On obtient que
kQ=K®B®B? =(HxR xC)® (cCr ®rHpu) ® ¢cCr ® gHp, et on a un isomorphisme d’al-
gebres ‘ : v

H 0 0

kQ——s rHu R 0

cCr®rHp cCr C

La notion de relation peut étre définie sur les carquois modulés comme suit. Soient ¢ et ' j deux points dans
Q, P C Q, (4, j) un sous-ensemble fini non vide formé de chemins de longueur au moins 2 ; nous appelons
alors relation sur Q de ¢ vers j et de support contenu dans P, tout sous-bimodule non nul ,;t; C iBf. Side
plus ;t; € ZB;)' pour tout sous-ensemble propre P’ ¢ P, alors on dira que ;t; est de support P. La longueur |
de ;t; est entier [ > 2 donné par [ = max {¢(w) : w € P}. On a également les notions usuelles suivantes

pour une relation ;t; de support P.
(a) it; est appelée une relation-zéro si elle coincide avec iB]P tout entier.
(b) ;t; est appelée une relation monomiale si P contient un seul chemin.

(¢) st; sera appelée une relation de commutativité si P = {wy, w2} C Q(i, j) consiste en deux chemins dis-
tincts et ;t; est un sous-bimodule diagonal de iB_I; = iB‘]f’l @ iB‘;’z telque ;v; N ;B = 0= ;v; N B
Sien plus ;B" = ;B5?, on parle alors de relation de commutativité stricte.
L’idéal de kQ engendré par un ensemble S = {¥,...,t,,} de relations sur Q est donné par (S) = kQ ®
(K-SK) ® kQ, le produit tensoriel étant comme d’habitude pris surK = [Tk;. Plus généralement, tout idéal
v v iel v

12
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(bilatere) R de kQ tel que R C kQ(9) est appelé un idéal de relations ; dans ce cas, la paire (Q, R) est
appelée un carquois modulé lié et I’algebre k(Q, R) = kQ/R est appelée une algébre de carquois modulé
lié. Soit ;t; C iBf une relation dans S de ¢ vers j et de support P. Alors, ;t; est dite minimale (pour R = (S)),
si elle est de support minimal et de longueur minimale comme exprimé par les deux conditions ci-apres :
w6 € (RN iB;)') @ (RN iB?”) pour toute partition {P’, P”} de P. _
» Sit; C sgjl By ® istj(f) ® ]’SB;);), ollw, € Qi,1), W, € O, 7) et i_ct](f) € S est une relation, alors

il existe un s fixé pour lequel w; et w’, sont des chemins triviaux, si bien que By =k, 5 B;”; = k;.
Un systeme de relations sur Q est juste un ensemble S de relations minimales sur Q.

Supposons. maintenant que (Q, R) est un carquois modulé 1ié. I’idéal de relations R se décompose
comme suit : B = ®e; Re;, chaque ;R; = e;Re; = k;-R-k; est un sous-k;-k;-bimodule de e;kQe;, appelé le
bimodule des relatigns de ¢ vers j. R étant engendré par un ensemble de relations, il est aisé de voir que tout
idéal de relation R admet un systéme de relations minimales tel que défini plus haut. Remarquons ensuite
que chaque sous-bimodule +R; estuniquement déterminé comme le noyau d’un épimorphisme de bimodules,
i ¢ e;kQe;——e;kQe; R;. De méme chaque relation ;t; C ;R; N ,Bf est uniquement déterminée comme
le noyau d’un épimorphisme de bimodules, iB?—L»iB;) /it;. Une relation minimale ;t; = ker(p) sur Q
sera représentée par une ligne en pointill€ entre 7 et j, étiquetée par p.

Pour représenter une k-algebre A de dimension finie et de radical J 4 on procede comme suit. Soit
{e1,...,en} un systtme d’idempotents primitifs orthogdnaux pour A, et A = AJ, = 1<U<an(ki) la
décomposition en produit direct de 1’algébre semisimple correspondant 8 A. Par exemple, si S; est le A-
module 2 droite simple correspondant a I'idempotent e;, alors k; = End4(.S;) (si on considere plutot le A-
module A gauche simple S! alors k; = End4(S!)°). Noter que si A est sobre, alors k; = e;Ae; = e;(4],)e;.
On peut alors associer a 1’algébre A un carquois k-modulé Q4 dont I’ensemble des points est (Q4), =
{1,...,n}, etla modulation (qu’on peut prendre symétrisable d’apres le lemme 3.1.4>) prescrit pour chaque
point i une paire (k;, t;) ou t; est une forme trace non-dégénérée sur le k-surcorps k;, a chaque bimodule
non nul ;B, = ¢; (J A/Ji)ej correspond une unique fleche valuée o : L‘d]—d;'] avec ;d; = dimy, (Z-Bj) (et
donc ;d; = dimki(iBj) = dimy, (;B;), ou le bimodule dual ;B peut étre choisi comme étant le k-dual
Homy (;B;, k). La valuation qui vient d’étre décrite est bien symétrisable : si on pose n; = dimy (k;), alors
pour tous ¢, j,ona: ;d;n; = dimk(iBj) = n;d;.

Les algebres admettant une présentation par un carquois modulé lié forment une assez large classe d’al-

gebres, comme le montrent les deux résultats qui suivent.

Proposition 1.2.2 ([8, 4.1.10, 4.1.11]). On suppose que A est une k-algebre sobre de dimension finie de
radical J , et que les deux conditions suivantes sont vraies. ‘
(i) L’épimorphisme d’algébres A—A = AJ 4 scinde, si bien qu’on peut choisir une copie du corps

k; dans e;Ae; et écrire e;Ae; = k; © J, 40, = ki D €3] 465

(ii) La suite exacte courte 0—e;J%e;—e;J se;—e;(J fJ%)e;—0 scinde en tant que suite de k;-

k;-bimodules.

13



1.3. REPRESENTATIONS DE CARQUOIS MODULES LIES

Alors A = kQ 4R pour un idéal de relations R de kQ 4. O

Corollaire 1.2.3. Toute algébre sobre A de dimension finie sur un corps parfait k se présente comme une
algébre de carquois modulé lié : A = kQ 4R pour un certain idéal de relation R sur Q. Par conséquent
toute algeébre de dimension finie sur un corps parfait est Morita-équivalente a une algébre de carquois
modulé lié. . O

1.3 Représentations de carquois modulés liés

Comme dans la section précédente, (O, R) désigne un carquois modulé lié fixé. Une k-représentation a
droite V' de Q associe a chaque point ¢ dans Q un k;-espace vectoriel a droite V', et a chaque fleche i—2+j
dans Q une application k;-linéaire iP5 : Vi®y i Bj——V;, on note V' = (Vi 98 g %), Un morphisme de
représentations f : V = (V;, p5)——W = (W, ¥)]) consiste en une famille d’applications k;-linéaires
fi : Vi——W,, i € Oy, telle que chaque fleche i—2~j induit un carré commutatif de la forme :

A

i

Vi®.:Bj V;
fi®113?l lfj :
Wz@kllB?_ﬂpJT’W]

De fagon analogue, une k-représentationa gauche V = (V, 1)5) de Q est telle que V/; soit un k;-espace vec-
toriel a gauche pour chaque point i dans Q, et pour chaque fleche i—%~j dans Q, ;4 jBf‘*®kg_ Vi—V;
est une application k;-linéaire, on définit de la méme manicre les morphismes de représentations corres-
pondants. Observons que pour un k;-module a gauche V; et pour un k;-module a gauche V}, il existe
un isomorphisme fonctoriel Homy, (;BY ®,,V;,V;) = Homy, (Vi,:B7®,V;). En effet pour toute paire
dualisante {;M;, ;M,} de bimodules avec ;M; € i, blmodkj, on a un isomorphisme Homy, (;M;, V;) =
Homy, (;M;, k;)®,, V; = iM; ®, V; ; ainsi Homk (;BY ,V]) B3 ®,,V;. Eten vertu du théoréme d’adjonc-

tion du produit tensoriel on a :

Homy, (;BY ®, Vi, V;) = Homy, (V;; Homy, ;By, V;)) = Homy, (V;,:BS®,,V;).
On notera Rep(Q) la catégorie de toutes les k-représentations a droite de Q, la sous-catégorie pleine de
Rep(Q) formée des représentations de k-dimension finie est notée rep(Q), ol une représentation V' =
(Vs, i@?) est dite de dimension finie si chaque V/; est de k;-dimension finie (par hypothése, chaque k-surcorps
k; est de dimension finie sur k). Les catégories correspondantes pour les représentations a gauche de Q sont’
Rep, (Q) et rep (Q). Les modules sur les algébres de chemins sont décrits au moyeﬁ des représentations

comme suit :

Proposition 1.3.1. Si @ est un carquois modulé fini, alors on a de fagcon canoﬁique

des équivalences k-linéaires de catégories, Rep(Q) = ModkQ, Rep(Q°)=kQO-Mod et
14
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Rep, (Q) = kQ*-Mod, dont les restrictions aux sous-catégories pleines des représentations de dimension

finie restent encore des équivalences k-linéaires.

Dans toute la suite, les modules et les représentations sont supposés a droite et de dimension finie, sauf '
mention contraire ou sauf lorsque le contexte indique clairement la nature du module ou de la représentation.

Soit V = (V,, ,—cp?) une représentation k-linéaire de Q, soient également ¢ et j deux points dans Q et
W 1 =24, 4,—"4~5 un chemin de ¢ vers j tel que £(w) > 2. L’évaluation de V le long de w est le morphisme
k;-linéaire Wy Vi®kiiB‘;’—>Vj, donné par la composition

05 = i B ) (2 918 B 1)l ®18 - 018 1).

On étend cette évaluation sur le bimodule iEj = e;kQe; de tous les chemins de 7 vers j en considérant

la somme directe : ;p, = e 2‘1,,-,”7' ;. Vi®ki,~§j——>V‘j. Alors, la représentation V' est appelée une re-
présentation du carquois modulé lié (Q, R) ou encore une représentation liée de Q (relativement 3 R)
si I’évaluation de V' s’annule sur chaque relation dans R, autrement dit si @j(‘/}@kiiRj) = 0 pour tous
1,J € 1, ce qui signifie également que le kQ-module correspondant & V' est annulé par I’'idéal de relations
" R. Rep(Q, R) désigne la catégorie des représentations de (Q, R) tandis que la sous-catégorie formée des

représentations de dimension finie est notée rep(Q, R). Une conséquence directe de la proposition1.3.1 suit.

Corollaire 1.3.2. Les équivalences Rep(Q)—=—ModkQ et rep(Q)—=—modkQ induisent des équiva-
lences k-linéaires Rep(Q, R)—=—Mod(kQ/R) et rep(Q, R)—=—mod(kQ/R).

Les équivalences précédentes seront toujours vues comme des identifications. Supposons maintenant que
R est admissible, de sorte qu’il existe un entier m > 2 tel que kQm) C R C kQ et I’algebre de carquois
modulé 1ié k(Q, R) est de k-dimension finie. Dans cette situation il est aisé de dresser la liste complete
des (classes d’isomorphismes des) représentations indécomposables projectives, injectives ou simples du
carquois modulé 1ié (Q, R); on les notera respectivement P (i), I(z) et S(i) avec i parcourant I. Aussi,
P=(i) désigne le k(Q, R)-module 2 gauche indécomposable projectif. On a P(i) = e;k(Q, R) si bien que
pour chaque j € Iona P(i); = e;(kQR)e; = :BJ;R;, tandis que pour chaque fléche j—2~/ I’application k;-
linéaire P(i); ® ;Bj'——P(i); correspondante est induite par I'inclusion ; B; ® ; Bj*——;B;. Par ailleurs,
S(i) = P(i)radP(i) = (S(i),,0) avec S(i); = k; et pour j # ¢ S(i); = 0.La dualité standard étant donnée

par
‘ D=Homy (—,k) .
rep(Q, R) = modk(Q, R)———-k(Q, R)-mod = rep(Q°, R),

on sait que /(i) = D(P°(i)) = D(k(Q, R)e;) et I(i); = D(P°(i))e; = D(e;P°(i)) = D(P°(z),) =
Homy (e;k(Q, R)e;, k) = Homy (]-E/jRL-7 k). Les applications linéaires accompagnant la représentation /(%)

sont induites de celles de P°(z) en appliquant la dualité D.

15



1.4. REPRESENTATIONS DES ALGEBRES HEREDITAIRES

1.4 Représentations des algeébres héréditaires

Dans la section 1.3, nous avons vu que 1’algébre de chemins d’un carquois k-modulé fini est une k-
algebre héréditaire. Inversement, nous verrons que toute algébre héréditaire de dimension finie sur un corps

parfait est Morita-équivalente a une algébre de chemins d’un carquois modulé fini et acyclique.

Lemme 1.4.1 (Eilenberg et Nakayama [8, 27]). Soit A un anneau de radical J ,, on suppose que I est un
idéal (bilatére) de A contenu dans Ji et de type fini a la fois comme idéal a gauche et comme idéal a droite.
Si AI est héréditaire alors I = 0.

Démonstration. I étant de type fini comme idéal a droite, il suit du lemme de Nakayama que si [-J, = [
alors I = 0. Il suffit donc de travailler modulo /-J 4, on peut alors supposer que I-radA = 0. En effet si
I-J, # 0, alors le résultat s’obtient par récurrence sur le nombre d’éléments engendrant I comme idéal a
droite et le fait que I/I-J , est un idéal bilatere de type fini de 4/I-J, ayant moins de générateurs que /[ et tel
que AT = ';//II;A »

On suppose alors que H = A/l est héréditaire avec I C J% tel que I-J4 = 0. Puisque I-J, = 0, le

A-module J 4 est aussi un H-module a gauche. Mais alors J,, = J, /I étant projectif, la suite exacte courte,

(&) : 0 I Ja J T 0,

est scindée comme suite de H-modules & gauche, et donc aussi comme suite de A-modules 2 gauche via la
pro_]ectlon A—H, si bien que dans A-mod onaJ, = = 1@ I' pour I' C R tel que la restriction a I’ de-la
projection canonique de J , sur J /I est un isomorphisme de I' sur J 4JI.Onobtientque I CJ% =7J,J, =
(J 4 1) ® (J4-I"), de sorte que I C J,-I. Ainsi I = radA-I, si bien qu’une autre application du lemme de

Nakayama cette fois-ci a gauche montre que I = 0. _ ' - O

Proposition 1.4.2. Soit H une k-algébre héréditaire de dimension finie et de radical J ;.

(1) Soient i, j deux points quelconques dans le carquois modulé Q de H, et e;, e; les idempotents pri-
mitifs correspondants. Alors, Q(i,j) est non-vide et non trivial si et seulement si e;Jye; # 0, si
et seulement si le module a droite projectif indécomposable P; = e;H s’injecte proprement dans -
P, = e;H. Par conséquent, Q de H est acyclique.

(2) Sienplus H est sobre et k parfait, alors H est isomorphe a l’algébre des chemins de son carquois
modulé : H = kQ.

Démonstration.

(1). D’abord on observe que tout morphisme non nul P—L P’ avec P projectif indécomposable et
P’ projectif, doit étre nécessairement un monomorphisme. En effet I"image Im(f) de f est encore projectif
comme sous-module d’un module projectif, de sorte que I’épimorphisme de P vers Im f induit par f scinde ;
mais alors P étant indécomposable la projection précédente est un isomorphisme, si bien que f est un

monomorphisme. Ainsi tout élément non nul dans Hom (P}, P;) est un monomorphisme.
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Par ailleurs, il suit clairement de la définition du carquois modulé d’une algébre que Q(i, Jj) est non-
vide et non trivial si et seulement si e;Jye; # 0. Or on a des isomorphismes canoniques, e;J,e; =
Hom(P;,e;Jy) = Hom(P;radF;). On déduit donc aussi que e;Jye; # 0 si et seulement s’il existe un
monomorphisme propre de P; dans F;.

Le fait que Q soit acyclique découle de ce qui préceéde et de 1’observation que pour tout projectif indé-
composable P de dimension finie il n’existe pas de monomorphisme propre de P dans P.

(2). D’apres le Corollaire 1.2.3, H = kQ/R avec R un idéal de kQ contenu dans J2 ou J = kQy) est I'idéal

des fleches de Q. Or dans le cas présent, Q étant d’aprés (1) fini et acyclique, le radical de kQ coincide avec

J. Il découle alors du lemme 1.4.1 que R = 0. D’ol le résultat. O

Nous voulons clore cette section par la caractérisation des types de représentation des algébres hérédi-
taires au moyen des systémes de racines de certains graphes valués particuliers. Rappelons qu’une algebre
A (supposée de dimension finie sur un corps) est de représentation finie s’il n’existe qu’un nombre fini de
classes d’isomorphismes de A-modules indécomposables (4 gauche ou 2 droite). A est de type de représen-
tation docile si A n’est pas de représentation finie, et pour chaque dimension d, il existe une famille finie
de k[t]-A-bimodule M; libres comme k[t]-modules a gauche, ayant la propriété cjue tous les A-modules
indécomposables de dimension d, sauf peut-étre un nombre fini d’entre eux, sont de la forme M®,,M;
pour un certain 4 et un certain k(t]-module indécomposable M. A est de type de représentation sauvage
§’il existe un k(z, y)-A-bimodule de type fini M, libre comme k(z,y)-module a gauche, tel que le fonc-
teur -®,,.,, M : modk(z, y)——modA préserve I'indécomposabilité et les classes d’isomorphismes. Ici,
k{z,y) désigne la k-algebre libre sur deux variables z et y, en d’autre termes, k(z, y) coincide avec 1’algebre |
de chemins d’un carquois ayant un seul point et deux boucles. La classification des types de représentations
des algebres fait intervenir les graphes valués de type Dynkin et de type euclidien (voir [, 4.5] pour la liste

des graphes valués de type euclidien).

~ Définition 1.4.1. Les graphes valués ci-aprés sont connus comme graphes de Dynkin ;ici n > 1 désigne le
nombre de points avec n > 2 pour B,, et C,,, alors que n > 4 pour D,,. '

A, —— Eq .
B, 2o — Er o
C, 2o\ Eg | .

o ]F4 0—0—172 ——o GZ 0——-»1’3 .
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Pour la suite, I désigne un graphe valué fini de valuation d et d’ensemble de points I = {1,...,n}.

Définition 1.4.2. La matrice de Cartan de T estla matrice C = (c;;) de Mii(Z) telle que c;; = 204, —3;d7, 65
2

étant le symbole de Kronecker aux points ¢, j. En posant n : I——IN, I’application symétrisante (minimale)
pour laquelle ;d7n; = ;d;'n; pour chaque aréte i—2—j, la matrice de Cartan symétrisée de T" est la matrice

C= (Eij)v avec Eij = CijN; = CyNy.

. ' _ 2 -1 0
Par exemple, la matrice de Cartan de B; : 3 12 s ;est [—01 2 —22].

Définition 1.4.3. On suppose en plus que I est sans boucle, on forme le R-espace vectoriel de dimension
n, RT = R" et on choisit une base canonique constituée de vecteurs a;, .. ., o, correspondant aux n points
du graphe. La matrice de Cartan symétrisée de I" permet de munir R" d’une forme bilinéaire symétrique

(-,-) - R x RF——R telle que (y, ;) = &;. Le groupe de Weyl W(T') est le sous-groupe du groupe
2(’0, i)
(aiyzi)
transformations s; sont des involutions préservant la forme bilinéaire : s7 = 1 et (s,v, s,w) = (v, w) pour
tous v, w € W(T').

Le systéme de racines associé a I est le sous-ensemble & = &(I') C R' formé des images z = wa,,

des automorphismes de RT engendré par les réflexions s;, i = 1,...n, avec s,(v) = v — «;. Les

a; étant un vecteur de base et w dans W(T"). Les a; sont alors les n racines simples de I'. Une racine non
nulle z = }_ ;0 telle que chaque z; > O est dite positive, tandis que —x est dite négative. ®, désigne le
sous-enserﬁ%lle des racines positives tandis que ®_ désigne le sous-ensemble des racines négatives.

Pour un carquois k-modulé acyclique Q de type I, le vecteur dimension d’une représentation
V = (Vi,i5) de Q est par définition le vecteur de RF donné par dimV = f_:l(dimki V)-a;. On obtient
ainsi une application additive dim : rep(Q)——R", d’image égale a N”. 61_1 peut a présent énoncer la

caractérisation des types de représentations des algebres héréditaires. .

Proposition 1.4.3 (Dlab et Ringel,[25]). Soit Q un carquois k-modulé acyclique fini de type I
(i) L’algeébre kQ, ou de fagon équivalente la catégorie rep(Q), est de représentation finie si et seulement
si " est un graphe valué de Dynkin. De plus, si tel est le cas, I’application dim : rep(Q)—»]R{F
induit une bifection entre les classes d’isomorphismes des représentations indécomposables de Q et
U'ensemble @, des racines positives de T". '

(i) kQ (ou rep(Q)) est docile si et seulement si " est un graphe valué euclidien.

Lorsque H = rep(Q) est de représentation finie comme dans le point (i) de la proposition 1.4.3, le
nombre |ind H| = |®, | est bien connu et donné comme suit : pour I" prenant successivement les valeurs A,
D,, Eg, E7, Es, B, C,,, F4 et G3, le nombre |®, | prend successivement les valeurs n(n + 1)/2, n(n — 1),
36, 63, 120, n2, n?, 24 et 6.
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1.5 Carquois modulé d’une k-catégorie

Le but de cette section étant essentiellement de présenter quelques outils autour des éarquois modu-
1és de k-catégories, on aura néanmoins besoin de rappeler quelques techniques autour des morphismes
irréductibles et des suites ou des triangles presque scindés. On fixera aussi des notations supplémentaires
nécessaires pour la suite du travail. Dans toute la suite de cette section et sauf mention supplémentaire, A
désignera une k-catégorie additive et toutes nos catégories seront supposées a petit squelette. Pour deux
objets X, Y dans A, A(X,Y) et Hom4(X,Y) désigneront I’espace des morphismes de X vers Y. .

Rappelons que dans A, les sommes directes finies, les produits finis et les biproduits coincident. Soit
(E, (pi» q;)s¢r) un-biproduit d’une famille finie d’objets (X;),c;, les p; : X———X; et les g; : X;——>X
étant respectivement les projections et les injections (ou inclusions) canoniques du biproduit. On écrit alors
E = &X, et chaque X; est appelé facteur direct de E. Un objet X de A est dit indécomposable si X # 0
et touztecl: décomposition X = X; & X, de X est triviale dans le sens qu'ona X; = X ou X3 = X;
dans le cas contraire X est dit décomposable. A est appelée une catégorie de Krull-Schmidt si en plus d’étre
additive elle satisfait au théoréme de Remak-Krull-Schmidt-Azumaya suivant : chaque objet non-nul dans A
se décompose en une somme directe finie d’ objets indécomposables, et de plus, 1’algebre d’endomorphismes
de chaque objet indécomposable est locale ; cette derniére condition assure alors ’unicité a ‘isomorphisme
pres et a ’ordre des facteurs pres de la décomposition. La derniére condition est aussi équivalente a la
.condition que tout endomorphisme e € End,(X) tel que e = e se factorise en une section et une rétraction :
on dit aussi que les idempotents dans A scindent. On rappelle qu’une section est un morphisme admettant
un inverse a gauche tandis qu’uhe rétraction est un morphisme admettant un inverse a droite. On note
ind A I’ensemble des classes d’isomorphismes des objets indécomposables dans A ; et suivant le contexte
on identifiera souvent ind A 2 un sous-ensemble de obj(A) formé d’un ensemble fixé de représentants des
classes d’isomorphismes des objets indécomposables dans .A. En particulier pour un object X dans A, on
écrira tres souvent X € ind.A pour traduire que X est indécomposable. Pour un objet T dans A, add T
désigne la sous-catégorie additive pleine de A engendrée par les facteurs directeurs indécomposables de T :
les objets de add 7" sont des sommes directes finies des facteurs directs de 7.

Si I’on note Ab = ModZ la catégorie des groupes abéliens, alors le radical (de Jacobson) de A est le
sous-bifoncteur J = J, = rady du bifoncteur Hom = A(-,-) : A> x A——Ab défini sur chaque paire
d’objets X,Y € obj(A) comme suit : ' ’

JX,Y)={f € A(X,Y): Vg € A(Y, X), 1x — gf estinversible.}
={f € A(X,Y): Vg€ A(Y, X), 1y — fg estinversible.}

On voit directement qu’auéun morphisme dans le radical ne peut &tre inversible; de plus on a
J(EBXZ, EBY) eBJ(XZ, Y;) pour deux familles d’objets X1, ..., X,, et Yy,...,Y, dans A. Les morphismes
dans le rad1ca1 sont encore appelés morphisme radiciels. Le radlcal de A est un idéal (bilatere) de A dans

le sens que tout morphisme de la forme h = v-f-u est radiciel dés que f I’est. De m&me on définit par
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récurrence les idéaux J™ comme suit : JO = Hom, J' = J, pour n > 2 et pour pour deux objets X, Y dans
A, J*(X,Y) est constitué des compositions v-u avec u € J*(X,Y”) etv € J(Y’,Y’) pour un certain objet Y’
de A. Dans le contexte des modules, si cela s’avere mieux adapté nous utiliserons quelques fois la notation

rads pour désigne le radical.

Remarque 1.5.1. Si A est de Krull-Schmidt et si X et Y sont deux objets indécomposables, alors J(X,Y)
est constitué de tous les morphismes non inversibles de X vers Y. En particulier, J(X, X) = radEnd(X)
est I’idéal bilatere maximal de End(X) constitué de tous les endomorphismes non inversibles.

Nous aurons besoin du fait que les sections et les injections d’une part, les rétractions et les projections
d’autre part, coincident dans une catégorie de Krull-Schmidt.

Lemme 1.5.1. Soit A une catégorie de Krull-Schmidt, alors on a les assertions suivantes :
(a) Un morphisme entre deux objets indécomposables dans A est une section si et seulement s’il est un
isomorphisme, si et seulement s’il est une rétraction.
(b) Soient E = 8 nEi muni de la famille (p;,q;),<;<, des projections et des injections canoniques
correspondantes, f : X——F et g : E———Y deux morphismes. Alors f est une section si et
seulement s'il existe i tel que f, = p,f soit une section. De facon duale, g est une rétraction si et

seulement s’il existe 1 tel que g, = gq; soit une rétraction. O
Un autre lemme technique donne une information supplémentaire sur les morphismes radiciels.

Lemme 1.5.2. Soit A une catégorie de Krull-Schmids. ,

(a) Soir f : X——FE un morphisme dont la source X est indécomposable, alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes.
(i) f n’est pas une section.
(i) ImHomu(f, X) C J(X, X).
(iii) f est radiciel. '

(b) Soit g : E———Y un morphisme dont le but Y est indécomposable, alors les assertions suivantes
sont équivalentes.
(i) g n’est pas une rétraction.
(i) ImHoma(Y,g) C J(Y,Y).
(iii) g est radiciel. ' v O

Maintenant pour tout [ > 1 on pose Irrfq = J4JZ, et pour tout objet X dans A, on pose

kx = J°(X, XYJ(X, X) = Endx(X JradEnd(X). Ainsi Irr(X,Y) = J(X,Y)J2(X,Y) est un ky-kx-
bimodule. Notons que pour deux k-surcorps E et F, tout bimodule M € gbimody induit une paire duali-
sante et symétrisable { M, Homy (M, k)}, voir le lemme 3.1.4 pour une démonstration détaillée de ce fait.
Soit F un foncteur de A (ou de A°) vers Mod(k), nous disons que F est de dimension finie si F(X) est de
dimension finie pour tout objet X dans A. On dit que A est Hom-finie si le bifoncteur Hom = A(-, -) est de
dimension finie sur k.
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Définition 1.5.2. Supposons que A est une catégorie k-linéaire ayant les propriétés suivantes : tout objet
non-nul dans A est une. somme directe (finie ou non) d’objets indécomposables, pour tout X € ind A
" I’algebre quotient ky = A(X, X)J(X, X) est un k-surcorps de dimension finie, et le bi-foncteur J /J% est
aussi de dimension finie sur k. Alors le carquois modulé Q = Qn associé a A posséde une modulation
symétrisable et est décrit comme suit : Qq est identifié a2 ind A et a chaque point z € ind A est attachée
une paire (k2, t;) ol k est le k-surcorps opposé de k, et kzL»k est une forme trace non-dégénérée. A
2y oy y telle que ,d, = dimy, (Irr(z,y))
v+ eByis
fleche a, , est alors donnée en posant : B, = Irr(z,y) vu comme k;-k;-bimodule, dont le dual peut

‘ chaque paire z,y € ind.A, on associe la fleche valuée o, ,, : =

et .d, = dimy, (Irr(z,y)); la paire dualisante et symétrisable {.B by,xb;} correspondant 2 la

- étre choisi comme étant le k-dual . B; = Hom(Irr(z,y), k), les deux formes bilinéaires 'non—dégénérées
b b} Sl . .

B, ® xB;—y>kz et .B; ® «B,——k, associées étant naturellement induites par les formes traces

non-dégénérées t, avec x décrivant Qg (voir le lemme 3.1.4).

En particulier si A est une catégorie de Krull-Schmidt Hom-finie, alors Q4 (habituellement appelé car-
quois "modulé” d’Auslander-Reiten dans les catégories de modules ou dans leurs catégories dérivées) est
correctement défini et posséde une modulation symétrisable. Q4 décrit alors les morphismes irréductibles
dans A, oll un morphisme f : X———Y est irréductible si f n’est ni une section, ni une rétraction et si de
plus toute factorisation f-= v-u de f par deux morphismes u € A(X, Z) et v € A(Z,Y') entraine que u est

une section ou v est une rétraction.

Remarque 1.5.3. Si A est de Krull-Schmidt, alors un morphisme f dans A est irréductible si et seulement si
sa classe f € Irr est non nulle. Pour tous X, Y € obj(A), le ky-kx-bimodule Irr(X,Y) est alors appelé le

bimodule des morphismes irréductibles de X vers Y.

1.6 Quelques généralités sur les morphismes minimaux dans les ca-
tégories additives

Nous dirons qu’une catégorie A (non.nécessairement de Krull-Schmidt) possede des décompositions
directes maximales finies si pour tout objet X dans A il existe un entier myx > 0 tel que le nombre de
termes dans toute décomposition de X en somme directe non triviale soit inférieur ou égale 2 m x (dans une
décomposition non triviale on exige que tous les termes soient non-nuls). Les catégories de Krull-Schmidt
ainsi que les catégories Hom-finies sont de bons exemples de catégories possédant des décompositions
directes maximales finies (A est Hom-finie si chaque A(X,Y) est de longueur finie pour tout X,Y €
obj(A)). |

Définition 1.6.1. Soit f : X——Y un morphisme dans A. Alors f est dit minimal a droite s’il ne posséde
aucun facteur direct de la forme U——0 avec U # 0. De méme, f est dit minimal a gauche s’il de ne

posseéde aucun facteur direct de la forme 0———U avec U # 0.
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Le lemme suivant montre que pour une large classe de catégories, chaque morphisme est une somme
directe d’un morphisme minimal (a droite ou & gauche) et d’'un morphisme de source ou de but nul.

Lemme 1.6.1. Soit A une catégorie additive arbitraire sur un anneau commutatif quelconque et possédant
des décompositions directes maximales finies. Alors pour tout morphisme f : X——Y dans A, il existe

-deux décompositions X = X' © X" etY =Y, @Y, et un diagramme commutati
p g

X Y10,
e S
X'GBX” Y

de telle sorte que ' : X'——Y soit minimal a droite et f, : X——Y| minimal a gauche.

Démonstration. Soit f : X———Y un morphisme dans A. Commengons par montrer qu’il existe une dé-
composition de X = X' @ X" pour laquelle f = [r 0] : X' @ X"——Y avec f’ minimal 2 droite. Par
hypothése sur A on pose mx comme étant la longueur maximale des décompositions en sommes directes
non triviales de X. Si mx € {0, 1}, alors X est indécomposable ou nul et f est nécessairement mini-
mal 2 droite. Supposons que myx > 1 et que f n’est pas minimal a droite et le résultat vrai pour tout
h € A(X'Y) tel que mx: < my. Il existe alors une décomposition non triviale X = X' @ X" pour
laquelle f = [no] : X' & X"
de récurrence montre que h se décompose en une somme directe d’un morphisme minimal a droite f’ et

Y, et la maximalité de mx montre que mx: < myx. Mais ’hypothése

d’un morphisme de but nul, il s’ensuit que f’ est la composante minimale a droite cherchée pour f. Avec un
argument semblable, f s’écrit aussi comme une somme directe d’'un morphisme minimal a gauche et d’un
morphisme dont la source est nulle. - : : O

L’équivalence des énoncés (1) et (4) dans la proposition qui suit montre que pour les catégories de Krull-
Schmidt, 1a définition 1.6.1 des morphismes minimaux est équivalente a la version plus forte habituellement
utilisée dans les catégories de modules.

Proposition 1.6.2. Soit f : X——Y un morphisme dans une catégorie de Krull-Schmidt A.
(a) Alors les assertions ci-apres sont équivalentes :
(1) f est minimal & droite.
(2) Toute section s : X'——X telle Que fs = 0doit étre nulle ; et pour toute section s : X'——X,
le morphisme fs est minimal a droite ainsi que tout facteur direct de f.
(3) Tout morphisme h : Z——X tel que fh = 0 doit étre radiciel.
(4) Tout endomorphisme h : X——X tel que fh = h est un automorphisme.
(b) De méme, les assertions ci-apres sont équivalentes :
(1) f est minimal & gauche. |
(2) Toute rétraction r : Y——Y" telle que r f = 0 doit étre nulle; et pour toute rétraction
r:Y——Y' le rﬁorphisme r f est minimal & gauche ainsi que tout facteur direct de f.
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(3) Tout morphisme h : Y——Z tel que hf = 0 doit étre radiciel.
(4) Tout endomorphisme h : Y ——Y tel que hf = h est un automorphisme.

Démonstration. A étant de Krull-Schmidt on sait en vertu du lemme 1.5.1 que les sections et les injections
canoniques coincident, et il est de méme des rétractions et les projections canoniques ; ainsi pour la preuve
de proposition 1.6.2 on peut remplacer les termes sections et rétractions par facteurs directs. On montrera
seulement les équivalences du point (a) puisque le volet (b) est le dual de (a).

Avec les observations précédentes, il est clair que le premier volet de 1’énoncé (2) est juste la définition
d’un morphisme minimal a droite. Il est aussi clair que la restriction d’un morphisme minimal a droite
sur un facteur direct de sa source est encore minimal a droite. De plus, le fait que tout facteur direct d’un
morphisme minimal a droite soit encore minimal a droite découle évidement de I’ observation suivante : tout
morphisme de la forme [§] : X'——Y] @ Y; est minimal & droite si et seulement si c’est le cas pour le
morphisme X'—%—Y). Ainsi (1) et (2) sont deux énoncés équivalents. Supposons maintenant que 1’énoncé
(2) soit vrai, et vérifions que I’énoncé (3) I’est aussi. Pour cela, soit i dans A(Z, X) un morphisme tel
que fh = 0, pour montrer que h est radiciel, prenons un facteur direct indécomposable Z; de Z et posons
h=[mh]:2Z)® Zo——>X avec Z = Z; & Z, pour un certain supplément Z, de Z; dans Z. Nous
affirmons que h,; est radiciel. En effet, Z; étant un objet indécomposable d’une catégorie de Krull-Schmidt,
en vertu du lemme 1.5.2 il suffira de vérifier que h; n’est pas une section. Comme fh = 0, on a aussi
fh1 = 0avec Z; # 0; il suit alors de 1’énoncé (2) que h; n’est pas une section, si bien que h; est radiciel.
On déduit que toute restriction de h 2 un facteur direct indécomposable de Z est radiciel, ainsi A est aussi
radiciel. Alors (2) implique bien (3). On suppose maintenant que 1’énoncé (3) est vrai, on veut vérifier que
(4) I’est aussi. On prend pour cela h dans A(X, X) tel que fh = f, alors f(1 — h) = 0 et par hypothese le
morphisme h = 1 — h doit étre radiciel. Mais en vertu de la définition du radical de la catégorie A il vient
que le morphisme & = 1 — h est un automorphisme. Donc (3) implique bien (4). Supposant finalement que
I’énoncé (4) est vrai, pour montrer que f est minimal 2 droite, fixons arbitrairement un facteur direct X de
X tel que la restriction de f a2 X” s’annule. Sous forme matricielle on écrit f = [ 0] : X' & X"——Y
avec X = X' @ X" pour un certain supplémentaire X’ de X” dans X. On doit montrer que X" = 0; pour
cela, soit h = [ng’ 8] dans A(X'© X", X’ ® X"), on voit que fh = f. 1l découle alors de (4) que h doit
étre un automorphisme, si bien que le morphisme nul est un automorphisme de X", alors X” = 0. Ce qui

“montre que f est minimal a droite, et établit la validité des équivalences des énoncés du volet (a) ; celles de

(b) s’établissent pareillement. a

Nous rassemblons dans la prochaine proposition quelques propriétés des morphismes irréductibles dont

on aura besoin dans la suite.

Proposition 1.6.3 ({7]). On suppose que A est une catégorie de Krull-Schmidt.
(1) Si f : X——F est un morphisme irréductible avec X indécomposable, alors il en est de méme de
pf pour toute rétraction p : E——Y . De méme si f : F———Z est irréductible avec Z indécom-

posable, alors il en est de méme de fq pour toute section q : Y——FE.
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(2) Soient X et Z deux -objets indécomposables, Y, et Y, deux objets n’ayant au-
cun facteur direct commun. Alors un morphisme f = [ﬁ]  X——Y18Y, est
irréductible si et seulement si f, et fo le sont De méme, un morphisme

g=[9n9]:Y)®Yi1——Z estirréductible si et seulement si g, et g5 le sont.

(3) Pour X, Y indécomposables, un morphisme f = [h} : X——Y" est irréductible si et seulement
Si f1,..., fn € J(X,Y) et sont tels que les classesﬂ;‘ésiduelles fiyo fn € Irr(X,Y) soient ky-
linéairement indépendantes.

De méme, un morphisme g = [91 - 9| : Y"——Z, avec Y, Z indécomposables, est irréductible si
et seulement si g1, ...,g, € J(Y, Z) et sont tels que les classes résiduelles ¢, .. .,g, € Irr(X,Y)
soient ky-linéairement indépendantes.

4) SiXeY sont indécomposables tels que Irt(X,Y) # 0, alors les nombres a = dimy, Irr(X,Y)
et b = dimy, Irr(X,Y') sont maximaux pour la propriété qu’il existe des morphismes irréductibles
Xe Y et X Y®. : O

1.7 Quelques généralités sur les T-catégories

Les r-catégories sont introduites par Iyama dans {41, §2], comme généralisation des catégoriés ayant
des suites semblables aux suites presque scindées que fournit la théorie classique d’ Auslander-Reiten pour
la catégories de modules. Rump reprend ’étude des 7-catégories et définit aussi les 7-anneaux dans [59,
§1]. Pour la définition des 7-catégories, nous suivons essentiellement [59, §1]. Il sera intéressant de voir le
lien entre les carquois modulés (ou encore les morphismes irréductibles) d’une 7-catégorie A et les 7-suites
dans A, ces dernieres généralisent pour les catégories de Krull-Schmidt arbitraires la notion bien connue de
suites presque scindées des catégories de modules. , '

Soit (£) 1 X —L .79 .Y une suite de morphismes dans A, induisant les suites suivantes dans Ab pour
chaque objet M dans A

(&)« AM, X)~LA(M, Z)Z~A(M,Y), (&) : A(Y, M)—2-A(Z, M)y —=LA(X, M),

Alors f est appelé un pseudo-noyau de g si la suite (&;) est exacte dans Ab ; g est appelé un pseﬁdo-conoyau
de f si la suite (£2) est exacte dans Ab. Nous dirons que (&) est pseudb-exacte dans A si f est un pseudo-
noyau de g tandis que g est un pseudo-conoyau de f, ¢’est-a-dire, si les suites (&;) et (£2) sont exactes dans
Ab. Remarquons que dans les catégories abéliennes les pseudo-noyaux coincident avec les noyaux tandis

que les pseudo-conoyaux coincident avec les conoyaux.

Proposition 1.7.1. Soit X — +7— 9. une suite donnée dans une catégorie de Krull-Schmidt A.
(a) Supposons que g admet un pseudo-noyau f.

» Alors, g est minimal a droite si et seulement si son pseudo-noyau f est radiciel.
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» De plus, [ est a isomorphisme prés l'unique pseudo-noyau de g si et seulement si f est aussi
minimal a droite. Dans un tel cas on écrit alors f = wker(g) et on l’appelle le pseudo-noyau de g.
(b) Supposons que f admet un pseudo-conoyau g.
» Alors, f est minimal a gauche si et seulement si son pseudo-conoyau g est radiciel.
» De plus, g est a isomorphisme preés ['unique pseudo-conoyau de f si et seulement si g est aussi

minimal a gauche. Dans un tel cas on écrit alors g = wcoker( f) et on ’appelle le pseudo-conoyau
de f.

Démonstration. L énoncé (b) étant le dual de (a), nous avons seulement besoin de prouver (a).
Pour le premier volet de (a), supposons que f est un pseudo-noyau radiciel de g et vérifions que g est

minimal 2 droite. Notre hypothése montre alors que pour tout facteur direct de ¢ de la forme Z"—2—0,
I’injection canonique Z n_9"_,7 doit se factoriser par f, si bien que ¢” = fu pour un morphisme « dans
A(Z",X). Or si p” désigne la projection canonique de Z sur Z”, alors on obtient que 1z = p"q" = p” fu
avec f radiciel, donc 1z~ est aussi radiciel et cela entraine que 1z» = 0 et Z” = 0. Donc g est mi-
nimal & droite. Inversement, si g n’est pas minimal a droite, on voit clairement que f ne saurait étre
radiciel. En effet, supposons que Z”"—% 0 est un facteur direct de g tel que Z” # 0; on pose alors

Z=202" f=|]:X—>Z' 02" et g=[¢0]: Z & Z"——Y. On considere le morphisme
p

‘ , f/l
u = [{) ]12”] X ©Z"——Z'@Z". Alorsona gu’ = ¢'f' = gf = 0 et comme f est un pseudo-noyau
de g il vient que u se factorise par f, ainsi il existe u” = [v v’ ] : X ® Z"——X tel que ' = fu”, si bien

que 1z. = f"u”", et cette derniere égalité montre que f n’est pas radiciel. Nous avons donc prouvé que g est
minimal & droite si et seulement si tout pseudo-noyau f de g est radiciel. _

Maintenant pour le second volet de (a), supposons que f : X———Z est un pseudo-noyau de g qui soit
aussi minimal a droite. Soit donc f' : X’—Z un autre pseudo-noyau de g, alors les égalités g o f =
0 = g o f induisent I’existence de deux morphismes h : X'——X et b’ : X——X" tels que f' = fh
et f = f'A’. Il vient que f(hh') = f si bien que par I’équivalence (1) — (4) de la proposition 1.6.2-(a), le
morphisme h est un isomorphisme dont I’inverse est forcément A’, induisant ainsi un isomorphisme entre
f et f'. Inversement, supposons que f est I'unique pseudo-noyau de g, et vérifions que f est minimal a
droite. Soit donc X = X’ @ X" une décomposition de X telle qu’on ait une décomposition de f de la
forme X = X' @ X" %7 , nous devons montrer que X” = 0. On voit clairement que comme f, le
morphisme [’ est nécessairement un autre pseudo-noyau de g, si bien que "unicité de f entraine que I’ objet
X = X' @ X” est isomorphe 2 X’. Or cela n’est possible dans une catégorie de Krull-Schmidt que si
X" = 0. On conclut que f est bien minimal a droite. Ce qui acheve la preuve de la proposition 1.7.1 O

Définition 1.7.1. (a) ‘Soit h € J(A, A’) un morphisme radiciel. Alors, A est dit presque scindé a droite
si la suite A(X, A)—=>J (X, A')——0 est exacte pour tout X € obj(A); de méme h est dit presque
scindé 2 gauche si la suite A(A’, X)—2>J (A, X)——0 est exacte pour tout X € obj(A).

(b) Soit (&) : X—L+Z—% .Y une suite dans A telle que f et g soient radiciels : f,g € J = J,.
> (£) est appelée une 7-suite a droite pour Y si f est presque scindé & gauche, g est presque scindé a
droite et f = wker(g). Si de plus f est un monomorphisme (si bien que f = ker(g)), alors on dit que
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(£) est une T-suite a droite stricte ou encore une suite presque scindée a droite pour Y.
» (€) est appelée une 7-suite a gauche pour X si f est presque scindé a gauche, g est presque scindé a
droite et g = wcoker(f). Si de plus g est un épimorphisme (si bien que g = coker(f)), on dit que (¢)
est une 7-suite a gauche stricte ou encore une suite presque scindée a gauche pour X.
» Une 7-suite est une suite qui est a la fois une 7-suite a droite et a gauche, et elle sera stricte si elle I’est
2 droite et & gauche. Ainsi une 7-suite stricte est tout simplement une suite presque scindée (exacte
courte). '

(c) La catégorie A est appelée une 7-catégorie (stricte) si chaque objet M dans A posséde une 7-suite

a droite (stricte) et une 7-suite a gauche (stricte).

Avec la proposition 1.7.1 on sait qu’a un isomorphisme prés, chaque morphisme dans .A admet au plus un
pseudo-noyau minimal a droite et au plus un pseudo-conoyau minimal a gauche. Ainsi pour une T—catégorie'
A, chaque objet X posséde une unique 7-suite a droite notée % : 7X—*+§X—*>X et une unique 7-
suite a gauche notée &5 1 X X g XEX - X X est dit T-projectif si TX = 0; X est dit 7-injectif si
7-X = 0. ind* A désigne I’ensemble des objets indécomposables 7-projectif et ind~ A celui des objets
indécomposables 7-injectifs. Notons que X € ob] (A) est T-projectif (respectivement, 7-injectif) si et seule-
ment si X est projectif (respectivement injectif) au sens usuel. On pose ensuite ind" A = ind A~(ind* A)
I’ensemble des objets indécomposables non-projectifs, et ind™ A = ind A~(ind* .A) I’ensemble des objets
indécomposables non-injectifs.

On déduit aisément les observations suivantes :

Proposition 1.7.2. Soit¢ : X 79 .Y une 7-suite dans une catégorie de Krull-Schmidt A. Alors f est
nul si et seulement si c’est le cas pour g; f et g sont tous deux a la fois minimaux a gauche et a droite. En

particulier si A est abélienne, alors £ est une T-suite stricte.

Démonstration. Le premier volet suit trivialement de la proposition 1.7.1 et de la définition 1.7.1.
Maintenant supposons que A soit abélienne et montrons que ker(f) = 0. Considérons la factorisation

canonique de f donnée par le diagramme commutatif suivant dans lequel j' va étre construit :

d—»ker(f)‘ 'X,\ f A coker(f)——0
p| ]N IE
Coim(f)—}_—»lm(f)

On sait que ker(f) = ker(p).Ona0 = gf = gj fp et fp est un épimorphisme puisque p en est un, il vient
que gj = 0 et comme f = wker(g), j se factorise par f, si bien que j = fj' pour un certain j'. On obtient
“donc f = fj'fp et comme par définition f = wker(g) est en vertu du corollaire 1.7.1 minimal 2 droite on
obtient que ;' fp est un isomorphisme, il en résulte que ker(p) = 0 si bien que f est un monomorphisme. De

méme on obtient que g est un épimorphisme. o O
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Théoréme 1.7.3 ([41, 2.3]). Pour tous objets X, X' dans une T-catégorie A, on a les égalités suivantes :
Exox = &k B EL et Exgxr = Ex O &y et, X est indécomposable si et seulement si le complexe £
est indécomposable, si et seulement si £y est indécomposable. De plus, pour tous X € ind A~(ind* A) et

Y € indA~(ind" A) on a : § = & x et & = &y, Par conséquent, T induit une paire de bijections

» . T . i » . ’ . . . . rd

mutuellement inverses ind" A ind™ A entre objets indécomposables non-projectifs et objets indé-
o

composables non-injectifs. R

Comme conséquence immédiate du théoréme précédent, on obtient que pour X € ind"AetY €
ind™ A, ¢4 et & sont en fait des T-suites. On obtient aussi que pour une T-catégorie A, Q4 posséde une
structure de carquois modulé a translation ([40]). Nous 'voulons 2 présent souligner que la connaissance
des morphismes presque scindés permet de construire Q4 comme le montre le résultat ci-dessous dont la -
preuve est comme dans [56] ou suivant les lignes de [4] moyennant quelques Iégéres modifications. Ici, par
morphisme minimal presque scindé a gauche on entend un morphisme minimal a gauche et presque scindé

a gauche. La notion duale de morphisme minimal presque scindé a droite est définie pareillement.

Théoreme 1.7.4. Soit A une catégorie de Krull-Schmidt, X et Z deux objets indécomposables tels qu’il
existe un morphisme minimal presque scindé a gauche ¢ : X——09~ X et un morphisme minimal presque
scindé a droite oy : 8 /——Z.
(1) Alors, ¢ est irréductible et pour chaque objet Y € ind A la multiplicité de Y dans la décomposition
de 9~ X en facteurs directs indécomposables est égale a dim, Irr (X, Y). v
(2) De méme 1 est irréductible et pour chaque objet Y € ind A la multiplicité de Y dans la décompo-

sition de 3Z en facteurs directs indécomposables est égale a dimy, Irr (Y, Z). _ O

1.8 Quelques généralités sur les catégories triangulées et les catégo-

ries de Calabi-Yau

1.8.1 Définition et quelques propriétés élémentaires des catégories triangulées

Soit 7 une (petite) catégorie additive munie d’une auto-équivalence 7- W 7 onécrit: X 1] = [1)(X),
pour d € Z, [d] = ([1])¢ désigne la d*™ puissance de [1]. Nous suivons Amnon Neeman dans [55, chp.1)

pour la définition des catégories triangulées.

Un triangle éligible (relativement a [1]) dans 7 est un diagramme de la forme X—%—Y 7% X[1]
qu’on représentera aussi par un sextuplet (X, Y, Z, u, v, w).

Pour deux triangles éligibles (X, Y, Z, u,v,w) et (X', Y', Z', v/, v/, w') un morphisme du premier vers le
second est la donnée d’un triplet ( f, g, k) de trois morphismes f € 7(X,X'),g € T(Y,Y)eth € T(X,Z')

tels que le diagramme suivant soit commutatif. V
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X~y ez X1
I T
XY ——Z'———X[1]

Etant donné un morphisme de triangles éligibles ¢ = (f, g, h) comme ci-dessus, on peut former un nouveau
triangle éligible

—w 0 ~ufl] 0

YoX [_gv 1?'] AL [ h v’] X[l] @ Z/[ S w’]Y[l].@X'[l];

ce nouveau triangle €ligible est appelé le cone du morphisme de triangles éligibles ¢.
On considere 1’ensemble A de tous les triangles éligibles dans 7.

Définition 1.8.1. Une catégorie pfé-triangulée est une catégorie k-linéaire 7 munie d’une auto-équivalence
77 (appelée foncteur de franslation ou encore de suspension) et d’une sous-classe A C A de tri-
angles éligibles (par rapport a [1]) nommés alors triangles, telles que les axiomes suivants soient satisfaits :

Tr0 : L’ensemble A des triangles est stable par isomorphisme ; chaque objet X induit un triangle de la
forme X—1->X 0 X[1]. '

Trl : Chaque morphisme X—L—Y est base d’un triangle : X—/ Y Z X[1].

Tr2 : Soient X—%Y ¥ +7—2 . X[1] et X—"»Y—=2-Z "1 X 1] deux triangles éligibles, si I'un est

un triangle alors il en est de méme de 1’ autre.

Tr3 : Pour tout diagramme commutatif de la forme

u v w

X 14 Z X[1]
A i
X'——Y'——Z'—X"[1]

u v w
ol les lignes sont des triangles, il existe un morphisme h : Y———Y" (non nécessairement unique) complé-
tant la paire (f, g) en un morphisme de triangles ( f, g, h).

Si de plus I’axiome Tr4’ ci-apres est vérifié, alors 7 sera dite triangulée.
Tr4’ : Avec les notations de Tr3, le cone

(& ] [ o] [l o]
Yox ¥ zgy Lt 2l xnezH 0 Yy e X1]

de tout morphisme de triangles est encore un triangle.
De fagon équivalente (sous réserve que les axiomes Trl — Tr3 sont déja satisfaits), 1’axiome Tr4’ peut
&tre remplacé par I’axiome suivant : '
~ Tr4 (Axiome de Doctatdre) : Soient X—*—Y——>Z X[1], Y=Y~ X'—2-Y[1] et
X2y 7'—= - X[1] trois triangles de bases respectives u, v et vu. Alors il existe deux morphismes

Z—h 7 et 7k X cdmplétant les trois triangles précédents en un diagramme commutatif
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X—y—2 7 X[1]

|l

X Y ——7 X1
|k
X = xX—2y[
o 1
Y[l]—ﬁZ[l]

dans lequel la troisi¢éme colonne est aussi un triangle.

Signalons que dans une catégorie (pré-)triangulée, la composition deux morphismes consécutifs d’un
triangle est toujours nulle. La catégorie opposée 7° de toute catégorie (pré-)triangulée est encore (pré-
Jtriangulée. Signalons qu’une sous-catégorie triangulée d’une catégorie triangulée 7 est une sous-catégorie
pleine S de 7T telle que pour tout triangle (X,Y, Z,u,v,w) avec X, Z € S, le cone Y. de ce tnangle est
isomorphe a un objet de S (ainsi comme on le remarque un plus bas, S contient un triangle 1somorphe
dans 7 au triangle (X, Y, Z, u, v, w)). Alors la sous-catégorie triangulée engendrée par une sous-classe
X C obj(T) est par définition la plus petite sous-catégorie pleine triangulée tria(X') = (X) de 7 contenant
X et stable pour les isomorphismes. _

Les catégories dérivées des catégories abéliennes, les catégories stables des catégories de Frobenius
[45,-35] ainsi que les catégories amassées qu’on rencontrera dans la section 1.10 sont des exemples de
catégories triangulées. La référence [55] rassemble de trés nombreuses propriétés des catégories triangulées,
pour I’instant nous ne citerons que trois propriétés élémentaires les plus utilisées dans ce travail. Pour la suite
on suppose que 7 est une catégorie triangulée.

A  éant une catégoric abélienne, on rappelle qu'un foncteur H:7——A est

dit homologique si pour chaque triangle X—Y->Y—Y>Z—%.X[1] la suite induite
HX- . HY- U, H7Z est exacte; si bien qu’en vertu de ’axiome Tr2,-on a une suite exacte longue

suivante dans laquelle on pose H" = H o [n] pour tout n € Z:

Un foncteur homologique H' : 7°———A pour 7 est dit co-homologique pour T.

Proposition 1.8.1. Pour chaque objet X dans T, le foncteur repiésentable T (X, -) est homologique, tandis
que le foncteur représentable contravariant T (-, X)) est co-homologique. En particulier tout triangle dans

T est toujours exact.

Lemme 1.8.2. Les assertions suivantes sont valides dans T .

(a) Un triangle X—%~Y —2~Z—%>X 1] scinde si et seulement si w = 0, si et seulement si v est une

rétraction, si et seulement si u est une section.
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(b) Le foncteur de translation préserve les produits et les coproduits (sommes directes) arbitraires. La
somme directe et le produit d'une famille quelconque de triangles sont encore des triangles.
(c) On suppose que le diagramme suivant est un morphisme de triangles et H est un foncteur homolo-

gique ou co-homologique.
u v w

X Y Z X[1]

A N sl
X'——Y'——Z'——X"[1]

Pour chaque entier n € Z, si H™ f et H"g sont des isomorphismes, alors il en est de méme de H"h. En
particulier si Hf et Hg sont des isomorphismes, alors Hh I’est aussi. ' ’
. Par conséquent, si deux des trois morphismes f, g et h sont des isomorphismes alors le troisiéme [’est

aussi.

Démonstration. Le volet (a) suit du fait que le foncteur de translation [1] étant une auto-équivalence admet
le foncteur [—1] comme adjoint 2 la fois & gauche et a droite, si bien qu’il préserve 4 la fois les produits et
les sommes directes arbitraires. Le premier volet du point (c) suit du lemme des cinq dans les catégories
abéliennes, tandis les autres volets restants du lemme suivent directement de ce qui précéde‘, de la proposi-
tion 1.8.1 et de I’application des axiomes Trll, Tr2 et Tr3. : O

Groupe de Grothendieck d’une catégorie triangulée ou exacte

On suppose que 7 est essentiellement petite si bien que le squelette de obj (T) est un ensemble. Alors on
définit Z(7) comme étant le groupe abélien libre sur I’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets de
T, on note [X] la classe d’un objet X de 7. Si T est triangulée, on définit le sous-groupe T(7") C 7 comme

étant le sous-groupe engendré par les expressions de la forme [V] — [X] — [Z] ob X Y Z X[1]
est un triangle. De méme si 7 est une catégorie exacte (7 est additive et munie d’une structure exacte
& laquelle consiste en une famille de suites exactes courtes dans A assujettie a des axiomes de Quillen
[14, 45]), alors le sous-groupe 7T'(7T) est défini pareillement en remplacant les triangles par des suites exactes
courtes X»——Y—Z dans &. Alors le groupe de Grothendieck de T est par définition le groupe quotient
Ko(T) = Z(TYT(T), on a donc en particulier déﬁni le groupe de Grothendieck de toute catégorie abélienne.

1.8.2 Foncteur de Serre et condition de Calabi-Yau

Rappelons qu’une k-catégorie A est dite Hom-finie si pour tous objets X et Y dans A, le k-
espace vectoriel A(X,Y) est de dimension finie. Soient 7 et 7’ deux catégories triangulées (dont les
foncteurs de translation sont indifféremment notés [1]); un foncteur exact ou encore triangulé de T
vers 7" est une paire (F, o) formée d’un foncteur k-linéaire F': T———7T" et d’un isomorphisme de
F o [1]—2—[1] o F telle que pour tout triangle (X,Y, Z,u,v, w) dans 7T, la suite suivante est un triangle
dans 7' : FX-Lupy£v . p 77X PR X (1], La composition de deux foncteurs triangulés (F, o) et (G, )
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(avec F et G composables) est encore un foncteur triangulé et donné par la paire (GF,v(F) o G(o)). La
paire (17, 11;;) est le foncteur triangulé identité de 7. L’axiome Tr2 montre que la paire ([1], —Tjz) est aussi
un foncteur triangulé, si bien que le foncteur [2] induit le foncteur triangulé ([2], 13).

Notons que chaque morphisme f : X—— X’ dans 7 induit un rhorphisme de foncteurs (transformation
naturelle) f, ;=T (-, f) = fo(-): T(-, X)——T (-, X') donné comme suit : pour tous Y € obj(7) et
ue T(Y,X)ona (fi)y(u) = T(Y, f)(u) = f o u. Soient donnés quatre foncteurs F' € Fonct(A, B),
G,G € Fonct(B,C) et H € Fonct(C, D) et soit « € Hom(G, G’) un morphisme fonctoriel. Rappelons
qu’on a des morphismes fonctoriels a o F' € Hom(GF,G'F) et H o a € Hom(HG, HG') donnés par :
(a0 F)x :=apx : GFX——G'FX et (Hoa)y := H(ay) : HGY——HG'Y avec X € obj(A) et
Y € obj(B). Dans la définition 1.8.2 ci-apres, D = 7 (-, k) = Homy(-, k) désigne la k-dualité standard et
le morphisme D[1] désigne le dual du morphisme [1] : Morph(T)%—>mod(k), si bien que pour chaque
paire d’dbjets X,Y € obj(T) la restriction D[1] : DT (X][1], Y[l])—»DT(X, Y') envoie chaque ¢ €
DT (X[1],Y[1]) sur & o [1] avec (¢ o [1])(u) = &(u[1]) pour tout u € T(X, Y).

Définition 1.8.2 ([49]). Soit 7 une k-catégorie triangulée Hom-finie, avec les notations précédentes.

» Un foncteur de Serre a droite pour T est un foncteur triangulé (v, o) : T——7 muni d’une famille
d’isomorphismes de foncteurs tx : 7(-, vX)—=—DT(X,-) appelés traces (avec X € obj(T)) et
possédant la propriété que la trace t = (tx), soient fonctorielle et satisfait a la condition suivante de
compatibilité :

tv o [ o (ox). = —(DI)) o (txy o [1).
> Un foncteur de Serre pour T estun foncteur de Serre a droite pour 7 qui est aussi une auto-équivalence

“de 7. Dans ce cas on dit aussi que 7~ admet la dualité de Serre.

Notons qu’un foncteur de Serre pour 7 peut aussi étre défini comme un foncteur de Serre a gauche pour
7T qui est en plus une auto-équivalence de 7. On sait que si 7 admet un foncteur de Serre v, alors ce dernier
est unique a isomorphisme prés, et dans ce cas, 7 admet aussi des triangles presque scindés, on un triangle
X Y A X[1] est presque scindé si la suite X——Y——Z est une suite presque scindée ou

encore une 7-suite suivant la définition 1.7.1-(b). Par analogie a la théorie d’Auslander-Reiten dans les

catégories de modules, la translation d’ Auslander-Reiten correspondant au foncteur de Serre 7—*—7 est

=vo[-1]

le foncteur 7—" T, si bien que v = 7[1]. En particulier 7 est une 7-catégorie et chaque triangle

presque scindé est de la forme 7.X Ly 9.X e .yX = (rX)[1]. Par exemple, les catégories dérivées

des catégories de modules sur des algebres héréditaires de dimension finie possédent la dualité de Serre.
D’autres exemples de catégories ayant la dualité de Serre sont fournis par la proposition 1.8.3 ci-apres.

T est localement finie si pour chaque X € ind7T le nombre d’isoclasses (classes d’isomorphismes)
d’objets Y € ind T tel que T(X,Y) # 0 est fini, ou de facon équivalente pour tout X € ind 7 le nombre
d’isoclasses d’objets ¥ € ind 7 tel que 7(Y, X)) # O est fini.

Proposition 1.8.3 ([1, 2.1]). Si T est une catégorie de Krull-Schmidt triangulée et localement finie alors T
posséde un foncteur de Serre et donc des triangles presque scindés. -
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De méme si A est une catégorie abélienne (ou exacte), on dira que A satisfait a la dualité de Serre

T

faible s’il existe un foncteur A A tel que pour tous objets X, Y dans A, on a des isomorphismes
D Ext} (X, Y )—=—Homy(Y,7X), fonctoriels en X et en Y. Soient A, la sous-catégorie pleine de A
formée des objets n’ayant aucun facteur direct projectif, et A,; la sous—catégorie pleine de A formée des
objets n’ayant aucun facteur direct injectif. Si en plus 7 induit une équivalence A, ,—Z—A,; on dira que A

satisfait & la quasi-dualité de Serre. Et dans le cas ou 7 est une équivalence sur A, on dit que A satisfait 2 la

—

dualité de Serre. Supposons que A satisfait a la quasi-dualité de Serre et soit A,; Anp la quasi-inverse
de 7. Alors, un objet P € A est projectif si et seulement si 7P = 0, et un objet ] € A est injectif si et
seulement si 7= = 0. Comme plus haut, A admet des suites presque scindées et 7 agit comme la translation
d’ Auslander-Reiten. Les exemples classiques de catégories abéliennes possédant la quasi-dualité de Serre
sont fournis par les catégories de modules sur des algebres de dimension finie (ou plus généralement sur des
algébres d’ Artin).

En présence de la dualité de Serre on peut alors définir les conditions de Calabi-Yau.

Définition 1.8.3. Soit 7 une catégorie triangulée Hom-finie de foncteur de translation noté [1].
» La catégorie 7 est dite faiblement d-Calabi-Yau pour un entier d € Z si 7 admet un foncteur de Serre
' (v, o) tel qu’il existe un isomorphisme de foncteur »—=—[d) entre v et la ™ puissance du foncteur
de translation de 7° '
» T est dite d-Calabi-Yau si la paire ([1], —1ig)¢ = ([d], (—)?L4+1]) est un foncteur de Serre pour
T, si bien qu’il existe une famille t = (tx) de traces, o la trace en chaque X € obj(7) est un
isomorphisme de foncteurs tx : 7 (-, v X)—=—DT(X,-), telle que la famille t soit fonctorielle (en
X) et satisfait a la condition suivante de compatibilité :
(<Ditx o [-1] o (6x). = —(D[]) o (txg o [1]).

Les conditions de Calabi-Yau se traduisent en termes de formes traces comme suit :

Proposition 1.8.4 ([49, Prop 2.2]). On suppose que T admet un foncteur de Serre.

(a) T est faiblement d-Calabi-Yau si et seulement si il existe une famille de formes linéaires
tx : T(X,X[d]))——k X € T, telle que pour tous objets X et Y, la forme bilinéaire induite
TY,X[d)®T(X,Y) ) k,f ® g f®g = tx(f og) soit non-dégénérée et pour tous
morphismes X—L—Y et Y —L X [d] dans T on ait, tx(f o g) = ty((gld]) o f).

(b) T est d-Calabi-Yau si et seulement si il existe une famille - de formes linéaires
tx : T(X, X[d])——k, X € 7T, satisfaisant aux conditions du point (a) et telle qu'en

plus, pour tous morphismes X—2—Y[p| et Y—L—X|[q] dans T avec p +q = d, on ait

tx((flp) e 9) = (=1)""t((glq]) © f).

§oit C une catégorie exacte (munie implicitement d’une structure exacte &).

Définition 1.8.4. Une catégorie exacte C est dite stablement d-Calabi-Yau si C est de Frobenius et sa caté-
gorie stable C, qui est triangulée d’apres [25, 45], est Hom-finie d-Calabi-Yau. '
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On rappelle qu’une catégorie exacte C est de Frobenius si C posséde assez de projectifs et assez d’injectifs
et si de plus les projectifs et les injectifs coincident [35, 45, i4]; par ailleurs une catégorie exacte C posséde
assez de projectifs si pour tout objet X dans C, il existe une suite exacte courte Y>——FP——X (dans la
structure exacte £ de C) avec P projectif ; 1a propriété d’avoir assez d’injectifs se définit de facon duale.

1.9 Quelques généralités sur les catégories dérivées

Dans cette section nous verrons que les catégories dérivées sont d’autres exemples classiques de catégo-
ries triangulées, possédant dans certains cas la dualité de Serre et donc des triangles presque scindés. On ne
mentionnera que la construction des catégories. dérivées associées aux catégories abéliennes, le cas encore
plus general des catégories exactes est traité par Keller [45], pour un survol des catégories exactes on peut

aussi se référer a Biihler [14].

1.9.1 Définitions et quelques propriétés
Soit A une catégorie additive. Alors un complexe (X, d) dans .A est une suite
----------- XpL,.xptl . p € Ztellequed® o &' = Opourtoutp € Z.

d est alors appelée la différentielle du complexe. Si.A admet aussi des sommes directes indexées sur Z, alors
un complexe dans A est un objet différentiel gradué dans A qui consiste en un objet Z-gradué X = p?ZX P
muni d’un morphisme gradué de degré 1, d = (dP), tel que d?> = 0. Un morphisme d’un complexe (X, d) vers
un complexe (Y, ) est un morphisme gradué f = (f?) de degré 0 (f? € A(XP,YP)) tel que fPH1dP = 4P fP
pourtoutp € Z: aufrement dit f compléte les deux complexes X et Y en un diagramme commutatif dans
A. On note CA la catégorie des complexes dans A et des morphismes de complexes. Chaque objet X dans A
induit dans CA un complexe concentré en degré zéro ( X® = X et pour tout p # O ona X? = 0, etdyx = 0);
A peut alors é&tre vue comme une sous-catégorie pleine de CA. Le translaté d’un complexe X = (X, d) est
le complexe X [1] tel que (X[1])P = XP*! et dont la différentielle est donnée par —d. On obtient ainsi un
automorphisme [1] : CA—=—CA appelé foncteur de translation. Pour chaque n € X, on posera [n] = ([1])"
et X[n] = ([1])*(X), la différentielle du n*™ translaté X n] de X est donnée par dx, = (—1)"dx. Pour un
morphisme de complexes X —L .Y, le céne de f est le complexe cone( f) tel que cone(f)P = XP1 p Y?
et la différentielle d; : X——Y est donnée par : '
dj - [_d%ﬂ d(:/ ]

Supposons que A est abélien. Alors I’homologie de A est le foncteur H : CA——CA tel que pour
chaque complexe X de différentielle d, HX est le complexe de différentielle nulle et dont la p*™ composante
est donnée par H? X = ker d¥fIm d”'. Pour chaque p € Z le foncteur H? est appelé la p®™ homologie de A.

Un morphisme de complexes f € CA(X,Y) est appelé un quasi-isomorphisme si le morphisme H f, induit
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en homologie est un isomorphisme. f € CA(X,Y’) est d"homotopie nulle (ou encore homotope 2 zéro) s’il

existe un morphisme d’objet gradués de degré —1,
r = (2P)pez : X——Y avec 2P : XP——YP L telque f* = &% ' o r? 4 rPtl o d’)’(

On obtient ainsi un idéal de CA formé des morphismes de complexes d’homotopie nulle; la catégorie
d’homotopie HA ( encore appelée catégorie des complexes dans A a homotopie pres) est alors le quo-
tient de CA par I'idéal des morphismes de complexes d’homotopie nulle : ainsi obj(HA) = obj(CA),
tandis que HA(X,Y) est la classe des morphismes de complexes modulo les morphismes d’homoto-
pie nulle. Notons que le foncteur d’homologie H : CA——CA induit un autre foncteur de méme nom
H: HA——CA, et un quasi-isomorphisme dans HA est de méme défini comme un morphisme f dans
HA tel que H(f) est un isomorphisme. Le foncteur de translation de CA induit également pour HA un
foncteur de translation de méme nom [1] : HA—=—H.A. On voit que pour chaque f € CA(X,Y), Iobjet
gradué sous-jacent de cone( f) est donné par X [1] & Y et on a deux morphismes canoniques de complexes

_1d
Y "=l1) cone( f) o=lo 1] X (1]

Fait 1.1. » HA est une catégorie triangulée, de foncteur de translation [1). Par définition chaque triangle
de HA est isomorphe a un triangle de la forme X Ly t,z ¢.x (1), dit standard et oi f est un

morphisme de complexes et h et § sont canoniques comme ci-dessus.

> Pour chaque p € Z, le p'*™ foncteur d’homologie HP : HA———A est co-homqlogique.

Pour deux catégories additives B et C, posons Fonct(B,C) la catégorie des foncteurs de B vers C;
Fonctgis(CA,C) désigne la sous-catégorie pleine de Fonct(CA,C) formée des foncteurs faisant de chaque
quasi-isomorphisme un isomorphisme dans C. La catégorie dérivée DA de A s’obtient en inversant for-
‘mellement les quasi-isomorphismes dans CA. Ainsi DA est par définition la localisation de CA suivant la
classes des quasi-isomorphismes : obj(DA) = obj(CA) et DA satisfait a la propriété universelle suivante :
il existe un foncteur canonique q : CA———DA (qui est une identité sur les objets) envoyant les quasi-
isomorphismes sur les isomorphes et qui est universel pour cette propriété, si bien que q induit pour chaque

catégorie additive B un isomorphisme de catégories de foncteurs
Fonct(DA, B)——Fonctgs(CA,B),F- —— q o F.

La définition précédente met en évidence la propriété universelle des catégories dérivées. DA peut donc
étre obtenue en ajoutant simplement des inverses formels pour tous les quasi-isomorphismes, si bien qu’un
morphisme dans DA serait toute expression de la forme s; o f; 0 -+ - s, o f,, ol les f; sont des morphismes
de complexes etles s, sont des quasi-isomorphismes dans C.A. Mais pour travailler avec une telle expression
on a besoin de trouver une sorte de dénominateur commun, autrement dit, faire un "calcul de fractions".
Pour cela une autre construction de DA fait appel a la localisation de la catégorie triangulée HA suivant
un systéme multiplicatif tel qu’observé par Verdier. Nous référons a [55] pour la localisation des catégories
triangulées. Selon le lemme 1.9.1 ci-apres I’ensemble gis des quasi-isomorphismes dans H.A est un systeme
multiplicatif dans la catégorie triangulée H.A, (voir par 'exemple [48, 2.2]).
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Lemme 1.9.1. (a) Les identités sont des quasi-isomorphismes et toute composition de quasi-
isomorphismes est un quasi-is_ofnorphisme.

(b) Chaque diagramme X LY’ s Y (respectivement, X«~=—X 2 .Y') dans HA, oi s ( respec-

tivement, s') est un quasi-isomorphisme, peut étre complété en un carré commutatif dans HA on s’

(respectivement, s) est encore un quasi-isomorphisme.

x—L .y
s s
X—Y’

(¢c) Soit f un morphisme dans HA. Alors, il existe un quasi-isomorphisme s tel que sf = 0 dans HA si

et seulement s’il existe un quasi-isomorphisme t tel que ft = 0 dans HA.

La catégorie dérivée de A est alors de facon équivalente définie comme la localisation ou encore
la catégorie des fractions (HA)qis™! de la catégorie d’homotopie H.A suivant la classe qis des quasi-
isomorphismes dans H.A. Nous donnons quelques éléments de la construction des morphismes dans
la catégorie dérivée. Pour chaque paire X,Y € obj(HA) on considere dans HA la classe My y de
tous les diagrammes de la forme (f,Y”,s): X—L-Y'<% Y ou s est un quasi-isomorphisme, et pose

M= U  Mxy. Un morphisme d’un diagramme (f,Y’,s): X —L .y'«s ¥ vers un diagramme
X,Y €obj(HA)

(f,Y"s): X I ,y"es" ¥ est la donnée d’un morphisme ¢ € HA(Y', y" ) tel que le diagramme sui-

vant commute :

@
oy

/f'T\Y
\ /

La composition des morphismes de diagrammes dans M est clairement un morphisme de diagrammes. On
considére la relation d’équivalence = induite par les morphismes de diagrammes dans M comme suit :
pour deux diagrammes (f, Y’ s) et (f',Y",s') dans Mxy, (f,s) = (f’, ') s’il existe un autre diagramme
(h,Z,t) € Mxy et deux morphismes (f,Y’, s)—2—(h, Z,t) et (f,Y", s')—L—(h, Z, t), autrement dit,

il existe un diagramme commutatif comme suit :
Y
}' K
?)
%q T AS/

YII

Retenons que obj(DA) = obj(HA) = obj(CA) et pour deux complexes X et Y,
DA(X,Y) := HA(X, Y )= est constitué des fractions s~'- f définies comme classes d’équivalences des dia-
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grammes X L .y's ¥ dans M, suivant la relation d’équivalence = induite par les morphismes de dia-
grammes. La composition de deux fractions s™1-f : X—{ Y'Y et t-1.g: Y—L»Z'«t 7 est définie
par la classe (t72-g) o (s1.f) = ((s't)"1-¢’f) ol s’ € gis et ¢’ sont construits en utilisant le lemme 1.9.1-(b)

comme le montre le diagramme ci-apres :

X Y A
: %w/ I~ Z,/

-

/

g' \*Z//" S

Notons que si X est un complexe exact alors dans DA on a X = 0, car HX = 0 si bien que le morphisme
nul est un quasi-automorphisme de X et donc un automorphisme de X dans DA. Ainsi, la structure de DA
mesure en quelque sorte I’homologie de chaque complexe dans CA. .
On s’intéresse beaucoup plus non pas & DA tout entier, mais 2 une sous-catégorie triangulée DA de
DA formée de complexes homologiquement bornés. Un complexe X est dit borné (respectivement, homo-
logiquement born€) si pour un certain n € N on a X? = 0 (respectivement H? X = 0) pour tout p tel que
Ip| > n. X est dit borné a gauche (ou a droite respectivement) s’il existe n’ € Z tel que X? = 0 pour tout
p < 0 (ou pour tout p > 0 respectivement). Les notations H°A, H~A et HTA désignent respectivement
les catégories d’homotopie des complexes bornés, des complexes bornés a droite et des complexes bornés
a gauche. Par définition D~ A est la catégorie dérivée des complexes homologiquement bornés a droite, il
s’agit des complexes X tels qu’il existe un n € IN avec H?P X = 0 pour tout p > n. De fagon duale on a la

catégorie dérivée D* A des complexes homologiquement bornés a gauche.

Fait 1.2. DA est une catégorie triangulée (nécessairement additive), de foncteur de translation [1] induit par
celui de HA. Pour chaque symbole ¢ € {b, —, +}, la catégorie dérivée D° A coincide avec la localisation
de la catégorie d’homotopie H° A relativement a la classe de quasi-isomorphismes de H°A, et D°A est une

sous-catégorie triangulée de DA.

Groupes d’extension et morphismes dans DA

Un objet P dans A est projectif si tout épimorphisme X—2L Y dans A induit une suite exacte
AP, X ).—f;».A(P, Y)——0 dans Ab. De méme un objet I dans A est injectif si tout monomorphisme -
X" Y dans A induit une suite exacte A(Y, I)—"~A(X, I)—0 dans Ab. Ainsi une résolution projec-

tive d’un objet X € obj(A) est un complexe descendant

P P—%.p-4.p d,x 0, exact et tel que chaque P; soit projectif pour i+ € N.

De méme une résolution injective de Y est un complexe

2

I:0 y—£ Jo— L[ =L Ly , exact et tel que chaque I; soit injectif pouri € N.
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)

Soitn € N fixé. On sait que si A admet assez d’injectifs, alors chaque objet dans A admet une résolution
injectiv'e et le foncteur Ext’; (X, -) : A———A est par définition le n'*™ foncteur dérivé a droite du foncteur
Homy (X, -) et dans ce cas Ext; (X, Y) coincide avec le n**™ objet d’homologie H*(A (X, Iy)) ou I est une

résolution injective de Y comme plus haut et A(X, Iy ) est le complexe
0——A(X, I)-LA(X, I LA (X, [2) o,

De méme si A admet assez de projectifs, alors tout objet dans A admet une résolution projective et le
foncteur Ext} (-, Y) : A——=A est par définition le n*™ foncteur dérivé a gauche du foncteur Homy (-, Y)
et dans ce cas Ext}; (X, Y’) coincide avec le n*™ objet d’homologie H*(A(Px,Y)) ot P est une résolution

projective de X comme plus haut et A(Px,Y") est le complexe
0——A(Py, V)= A(Py, Y )25 A(Py, Y ),

De fagon générale, on a une autre interprétation des bifoncteurs Ext/ (-, -) en termes de suites exactes, voir
par exemple [39, III; IV : §9] sur les extensions de Yoneda et la composition de deux extensions. On pose
Ext’ (-,-) = 0 pour tout k < 0 (ceci est compatible avec ce qui précéde), et pour X,Y € obj(A) on sait
qu’on peut regarder Ext’; (X, Y’) comme I’ensemble quotient des suites exactes (n-extensions) de la forme

Exy : O——Y—2>Z M Z s X—s0,

modulo la relation d’équivalence définie comme suit : deux suites x y et { - sont équivalentes s’il existe
un isomorphisme de diagrammes de la forme f = (1y, f™", ..., f}, 1x) entre & x,v €t & y. Regardant X
et Y comme des complexes concentrés en degré 0 dans DA, a chaque élément dans Ext} (X, Y) représenté
par une suite exacte {x y on associe dans DA (X, Y [n]) un morphismé

d(éxy) € DA(X,Y [n]) représenté par la fraction 8(éxy) = s™V-h : X—LsZ<«>—Y on
Z: 0—Z Z X sQavech® =1y, s "=ueth®=0,s=0  (1.9.1)

pour tout m # 0 et tout p # —n.

Les notions de résolutions projectives ou injectives se géﬁéralisent comme suit : soit / un com-
plexe dans CA, alors [ est fibrant si le morphisme canonique HA(X, I)——DA(X, I) est un isomor-
phisme pour chaque X € obj(CA). De méme un complexe P est cofibrant si le morphisme canonique
HA(P,Y)——DA(P,Y) est un isomorphisme pour chaque ¥ € obj(CA). Lorsque A = ModA pour
une k-algebre A de dimension finie, on montre que pour chaque complexe M € obj(A) il existe des
quasi-isomorphismes pM———M et M——iM ol pM est cofibrant et iM est fibrant. Si en particulier
M € ModA alors pM s’obtient d’une résolution projective P de M en remplacant dans P la composahte
de degré 0 par 0; de méme si I est une résolution injective de M alors iM s’obtient de I en remplacant
la composante de degré 0 par 0. On obtient ainsi deux foncteurs p,i : DA——HA qui sont pleinement
fideles, de plus, p est adjoint a gauche du foncteur canonique q : HA——DA tandis que i est adjoint &
droite de q. »

Avec les données précédentes nous retenons aussi les propriétés suivantes des catégories dérivées :
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Lemme 1.9.2 ([38,1: Lem 4.5,86], [48, Lem 2.4]). Soient X,Y deux objets dans A.
(a) SiI estun complexe borné a gauche dont toutes les composantes sont injectives, alors I est fibrant.

De méme si P est un complexe borné a droite dont toutes les composantes sont projectives alors il est

coﬁbrant.

(b) On a les propriétés suivantes.

> HothA(X[m], Y[n]) = Hompa(X, Y [n — m]) pour tous m,n € Z.

» Pour chaque n € Z, ’équation (1.9.1) donne [’existence d’un isomorphisme bi-fonctoriel
canonique 0 : Ext}(X,Y)—=—Hompa(X,Y[n]),; ainsi Hompa(X,Y) = Homy(X,Y) et
Homps(X[n + t],Y[n]) = Hompa (X, Y[-t]) = 0 = Ext;"(X,Y) pour tout t > 1.

» De plus le foncteur canonique q : A CA HA DA, identifiant chaque objet X de A

a un complexe concentré en degré 0 et envoyant chaque morphisme f € A(X,Y) sur la fraction

1%*-f, est pleinement fidéle.

Les volets (a) et (b) du Lemme ci-dessus suivent de [38, I : Lem 4.5] et de [38, I : §6]; dans [48,
Lem 2.4] une preuve du volet (b) est également donnée dans le cas ou A admet assez d’injectifs. De maniere
générale, pour une catégorie triangulée 7 on définit pour chaque n € Z le bifoncteur Ext} : T——Ab
par : Ext7(X,Y) = T(X,Y[n]) pour chaque paire d’objets X et Y dans 7. Rappelons qu’une k-catégorie
abélienne A est dite Ext-finie si pour tout entier n et pour tous objets X,Y € A, le k-espace Ext’;(X,Y)
est de dimension finie. On voit que pour les catégories triangulées, les notions de Ext-finie et de Hom-finie

coincident.

Remarque 1.9.1. Toute catégorie abélienne Ext-finie est de Krull-Schmidt; en particulier la catégorie abé-
lienne modA étant Ext-finie est de Krull-Schmidt.

On note DA 1a sous-catégorie de PmodA formée des complexes M € CmodA dont la dimension
homologique dh(M) = dimy (@ HP M) est finie ; il est clair que DPmod A coincide avec DPA.
peEZ )

Théoreme 1.9.3 ([58, 36]). DPA est une catégorie Hom-finie de Krull-Schmidt et les assertions suivantes
sont équivalentes : |

(i) DA possede un foncteur de Serre

(ii) DPA posséde des triangles presque scindés (ou de fagon équivalente D® A est une T-catégorie stricte v

triangulée).
(iit) L'algeébre A est de dimension globale finie.
Si I’une des assertions équivalentes ci-dessus est satisfaite, alors le foncteur de Serre pour DPA est le

| foncteur dérivé a gauche v = -é) +D A ouD = Homy(-, k) et la translation d’Auslander-Reiten est donnée

par T = v o [—1], si bien que. v = T[1].

L’ équivalence entre (i) et (ii) est démontrée dans [58] tandis que I’équivalence entre (i) et (iii) est prouvée
dans [36].
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1.9.2 La forme répétitive de la catégorie dérivée d’une catégorie h_éréditaire

Une raison fondamentale de I’étude des catégories héréditaires est la trés simple description de leurs ca-

tégories dérivées. Soit A une catégorie abélienne. La catégorie répétitive RepA = \/ A[n] de A est la fer-
nez

meture additive de I’'union disjointe des copies A[n] de A, n € Z, les objets de chaque copie A[n] étant notés
Aln] avec A objet de A, les morphismes sont donnés par la formule : Hom(A[m], B[n]) = Ext ™(A, B),
et la composition des morphismes donnée par le produit de Yoneda pour les extensions, voir par exemple
[39, IV : §9]. En identifiant A[n] avec les complexes concentrés en degré n, la catégbrie répétitive de A
devient une sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée bornée DPA de A. En outre, avec les notations
précédentes, le foncteur de translation de DA envoie A[n] sur A[n + 1]. Chaque objet X de la catégorie
répétitive de A a la forme X = o Xn[n], ot X, € A et le.nombre des termes X, non nuls est fini.

Une catégorie A est dite heredttazre si le bifoncteur Ext? (-, -) s’annule, si bien que pour tout entier n tel -

que n > 2 oun < 0, le bifoncteur Ext} (-, -) s’annule.

Théoréme 1.9.4. Soit H une catégorie abélienne héréditaire quelconque. Alors la catégorie répétitive
Rep et la catégorie dérivée bornée DX sont naturellement équivalentes.
Par conséquent, chaque restriction q[n] : ind H——ind DA, M——M [n], préserve les bimodules des

morphismes irréductibles. Si H est de Krull-Schmidt alors il en est de méme de DPH.

On peut alors décrire le carquois modulé de DX si on connait celui de . Soit Q un carquois valué
de Dynkin de type A. On lui associe un carquois valué de translation stable 7.Q) ayant pour ensemble
de points I’ensemble Z x Q,. Et & chaque fleche valuée o : zj—’idzj dans Q correspondent deux fleches
valuées (n,a) : (n, Z)M?»(n,]) et (n,a) : (n,]) iy >(n + 1,1). La translation sur ZQ est donnée par :
7(n,i) = (n — 1,1). Il est bien connu que ZQ ne depend pas de I’orientation de Q mais seulement du graphe
A, et ainsi il est aussi noté ZA. Soit maintenant Q un carquois k-modulé de Dynkin, le carquois valué sous-
jacent Q est alors de Dynkin. Posons H = rep(Q) la catégorie abélienne héréditaire des représentations
(2 droite de dimension finie) de Q. On sait déja que JH est équivalente a la catégorie mod(kQ) des kQ-
modules (2 droite de dimension finie). Posons Db(Q) := DP(H) la catégorie dérivée bornée de H. En vertu
du théoréme 1.9.3 on sait que D®(Q) satisfait a la dualité de Serre, et donc posséde des triangles presque
scindés ; en particulier DP(Q) est une 7-catégorie stricte triangulée. Il en découle que le carquois valué
sous-jacent du carquois modulé de translation Qpy (o) est donné par le carquois valué de translation ZA.

1.10 Catégories amassées et sous-catégories inclinantes amassées

Il existe actuellement trois constructions des catégories amassées : la premiére construction introduit les
catégories amassées comme catégories d’orbites des catégories dérivées bornées associées aux catégories
abéliennes héréditaires [12], voir aussi [15] pour (une construction géométrique dans) le cas A,,. Celle-ci a

connu et continue de connaitre de trés importantes applications en théorie des représentations ainsi que dans
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la théorie des algébres amassées dont 1’étude a motivé I'introduction des catégories amassées. Dans [1] deux
autres approches des catégories amassées apparaissent et font appel aux techniques des algebres différen-
tielles graduées et des catégories différentielles graduées. Une généralisation des catégories amassées pour
les algébres de dimension globale 2 y est introduite. La troisieéme approche associe & chaque carquois avec
potentiel une catégorie amassée. Nous ne retiendrons pour I’instant que la construction des catégories amas-
sées obtenue par Buan, Marsh, Reineke et Todorov dans [12], et au chapitre 4 nous montrerons comment la

construction de Amiot se généralise pour les carquois modulés avec potentiels.

1.10.1 Catégories d’orbites d’une catégorie triangulée

Nous rappelons la construction des catégories d’orbites suivant [18]. Soit C une (petite) k-catégorie,
et G un groupe agissant sur C, C est alors appelée une G-catégorie. L’action de G sur C consiste pre-
mierement en une action de G sur les objets de C et deuxiemement en une action k-linéaire de G sur
les morphismes, compatible avec la composition des morphismes ; autrement dit, on a des morphismes
de k-modules s : Hom¢ (X, Y)——Home(sX, sY), avec s € G et X, Y Obj IS (C), vérifiant la relation :
ts(f) = t(sf) pour tous s,¢t € G et tout morphisme f, et s(gf) = (sg)(sf) pour deux morphismes com-
posables dans la catégorie C. On exige en plus que 1f = f, 1 étant ici I'unité de G. C est appelée une
G-catégorie libre si I’action de G sur les objets est libre : pour tout objet X et tout s € G, sX = X implique
s = 1.Si M estun kG-module et ¢ : kG——k I’épimorphisme augmenté tel que ¢(s) = 1 pour tout s € G,
alors on pose MJG = M/(ker(e)M).

Définition 1.10.1 ([18]). Etant donné une G-k-catégorie libre C, la catégorie d’orbite (/G a comme objets
les G-orbites d’objets de C. Pour deux orbites « et 3, le k-module des morphismes de « vers (3 est donné par

Homgg(,f) = (_® C(X,Y))G.

Xea,YEB

On observe que ( @ ﬁHomc(X ,.Y)) est un kG-module.

Xea,Ye

Le lemme suivant donne une description alternative des morphismes dans la catégorie d’orbites, ot X
désigne 1’orbite d’un objet X € C.

Lemme 1.10.1. Soit C une G-k-catégorie libre. Soient X et Y deux orbites. Alors les espaces
»Hoqu(f( Y), SeéBcHomc(X ,sY) et s?cHomc(sX ,Y') sont canoniquement isomorphes

Démonstration. Considérons le morphisme "normalisant” ¢ » )gBY,C? (X, Y)— S?GC (X,sY) donné
sur chaqué f € Home(X',Y') par ¢(f) = sf ou s est l’uniq;é éfément de G tel que sX’ = X. On
vérifie facilement que ¢(tf) = ¢(f) pour tout ¢ € G, d’olt ¢ induit un morphisme correctement défini en-
core noté ¢ : Hoqu()f(7 Y)= ( ® CX, Y’))/G—» sgagC(X, sY'). L'inverse 1 de ¢ est alors donné

X'eX,yey
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par la composition des deux morphismes canoniques du diagramme suivant :

p: @C(X,sY)—— & C(X,Y')——Homy(X,Y).

sEC Xx'e X, YeY
Lautre partie du lemme suit de ’argument précédent en changeant seulement la place de s. O

~ Suivant le lemme 1.10.1, si on écrit Hoqu(X' Y)=a Homc(X ,sY'), alors la composition dans (/G

s€C

de deux morphismes f = (fs),cq € Hom(X,Y) et g = (i) € Hom(Y, Z) est donnée par gf =
(£ o) |

rteGrt=s se€G

Lemme 1.10.2. Soit C une G-k-catégorie libre. Il existe un foncteur C—"—(JG appelé projection cano-

nique, envoyant chaque objet X € C sur son orbite X et induisant des identités

®C(X, sY)——»HomC/G(X', Y) pourtous X,Y € C.

seG
La paire (C/G, ) est alors universelle dans la catégorie k-Cat des petites catégories k-linéaires. O

Dans le lemme ci-dessus, précisons que I’ universalité de la paire (GG, ) signifie que cette derniére est
un objet G-orbite dans la catégorie k-Cat des petites catégories k-linéaires, ¢’est-a-dire la colimite d’un
foncteur G—2—k-Cat, ou le groupe G est vu comme une catégorie dont I’'unique objet est I'identité de G
et dont les morphismes sont donnés par G.

Suivant maintenant {46}, soit (7, F') une paire formée d’une catégorie triangulée munie d un automor-
phisme F' : T—=—7 (une construction standard permet de remplacer une catégorie munie d’une auto-
équivalence par une catégorie munie d’un automorphisme); on pose FZ = {Ft : t € Z} le sous-groupe
d’automorphismes de 7~ engendré par F'. Alors on associe 2 la paire (7, F) la catégorie d’orbites T/FZ :
pour deux F-orbites X et Y avec X,Y € 7, on a donc Hom# AX,Y) = EBHomT(X F™Y), et dans

7 est donnée

T/F? la composition de deux morphismes f = ( fidiez X——Yetg= (gj) Y
pargf = (ZF (g;- J)f> , X, Y, Z étant des objets de 7.

Pour énoncer le theoremeZ de Keller sur la structure triangulée des catégories d’orbites, on a besoin de
la notion de foncteur standard entre deux catégories dérivées bornées de catégories abéliennes [46]. Par
exemple pour une algebre A et un complexe de A-bimodules 7', tout foncteur isomorphe au foncteur dérivé
(gauche) du produit tensoriel & 4T : DP(A)———DP(A) est une équivalence standard. Soit maintenant
H une catégorie abélienne héréditaire Ext-finie (les espaces Exts (X, Y') sont de dimension finie pour tous
objets X,Y € H et tout n € N), I est donc de Krull-Schmidt.

Théoreme 1.10.3 ([46, 4,9.9]). Soit F : D°H———DPH un foncteur standard tel que les conditions sui-

vantes soient satisfaites :

trol Pour tout indécomposable U de 3, I'ensemble {i € Z : F'U € H} est ﬁni.
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tro2 Il existe un entier naturel N tel que S = {F"U : U € ind K, |n| < N} contienne un représentant de

la F-orbite de chaque objet indécomposable de D°H.

Alors la catégorie d’orbites DPH/FZ admet une structure naturelle de catégorie triangulée telle que le

foncteur de projection canonique  : D°H———DPHJFZ soit un foncteur exact de revétement.
Nous retiendrons trois conséquences immédiates du Théoreme 1.10.3.

Corollaire 1.10.4. Soit F : DPH———DPH une auto-équivalence exacte, satisfaisant aux axiomes trol et
tro2 du Théoréme 1.10.3. Alors la catégorie d’orbite C = DPYHJF? est de Krull-Schmidt.

Démonstration. Soit X dans ¢ = DPHF? induit par X dans D. On a une décomposition
X =X & --® X, en objets indécomposables de D, avec 1’algebre d’endomorphismes de chaque X lo-
cale. Puisque le foncteur 7 : D—— est exact, il commute avec les sommes directes finies ; on a donc X =
X;® - ® X,. On affirme que pour chaque ¢, End, (Z) est aussi locale, ce qui impliquera le résultat. Pour

voir que I’affirmation précédente tient, soit Y dans ind D, par définition End.(Y) = @ZHomD(Y, F*Y).
. . ne
On vérifie aisément que radp(Y,Y) ® (& Homp(Y)F"Y') est I'unique idéal maximal de Endq(Y’), par
nF#0

conséquent End¢(Y') une algebre locale. d

Avec les notations et hypothéses précédentes, on suppose que DPH admet un foncteur de Serre
DPH—~—DPH (c’est par exemple le cas si H = rep(Q) pour un carquois modulé Q). Alors v doit &tre
standard ([46]). On note }{, la sous-catégorie pleine de }H formée des objets projectifs, et H; celle qui est
formée des objets injectifs. De méme 3, désigne la sous-catégorie de H formée des objets n’ayant aucun
facteur direct projectif, et 3{,; désigne la sous-catégorie de J{ formée des objéts n’ayant aucun facteur direct
injectif. ' '

Remarque 1.10.2. La translation d’ Auslander-Reiten DPJH m=v°l=1 D> induit alors deux équivalences
de catégories J—Cif—_l»ﬂfp[l] et %niT—_lJ{np. DP3 est Hom-finie, de Krull-Schmidt et posséde alors des

triangles presque scindés.

Corollaire 1.10.5. Soit d > 2 un entier. Avec les notions précédentes, le foncteur F = 771[d — 1] =
v~ o [d] est une équivalence standard satisfaisant aux conditions trol et tro2. Par conséquent la caté-
gorie d’orbites DPHJF? est naturellement triangulée et le foncteur de projection canonique est un fonc-
teur exact. De plus le foncteur de Serre v € Fonct(DYH, DPXK) induit clairement un foncteur de Serre
7 € Fonct(DPH/FZ DPHJFZ) dont la translation (d’Auslander-Reiten) correspondante 7 coincide avec
[d — 1). Ainsi DPH]FZ est faiblement d-Calabi-Yau. ' '

Démonstration. On a besoin de montrer seulement le deuxiéme volet du corollaire. Pour chaque objet X
dans D*H, ona X|[1] = m, P(X)=vX et ¥ = Do [—1] si bien que F(X) = (7.X)[—1] = 7.X. On utilise
alors la description des morphismes dans D*H/FZ donnée dans le lemme 1.10.1 pour voir que le foncteur
de Serre v induit un foncteur de Serre & pour DPH/FZ. Ayant en vue le fait que F' = 771[d — 1], si bien que
pour chaque objet X € DPH les objets FX = 771X [d — 1] et X sont égaux dans D°H/FZ, il suit alors de
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ce qui précéde que ¥ = [d — 1]. D’ot [d] = 7[1] = ¥ est un foncteur de Serre pour DPH/FZ, montrant que
DPH/F? est faiblement d-Calabi-Yau.

a

Dans la catégorie triangulée C = DPH/FZ on rappelle que pour tout entier n, Ext?(X,Y) = C (X,Y[n)).
La propriété de Calabi-Yau de C s’écrit comme suit : C(-, X[d]) = DC(X,-) ou encore C(-,7X) =
D Ext}(X,-). |

Dans le contexte du théoreme 1.10.3, le foncteur £ étant une auto-équivalence exacte préserve en parti-

culier les triangles presque scindés si bien qu’on aussi la conséquence suivante : .

Corollaire 1.10.6. Les triangles presque scindés de la catégorie triangulée faiblement d-Calabi-Yau C =
DPH/FZ sont induits de ceux de DPJH. Ainsi le carquois modulé Q¢ de C est égal au carquois modulé orbite
Qpvadp, ou o = o(F) est I'automorphisme de Qppvy induit par F.

Démonstration. Soit X un objet indécomposable de C induit par X dans D, et soit
rX—L B9 XX [1] un triangle presque scindé dans D. Comme F préserve les triangles

presque scindés, F* appliqué au triangle précédent donne encore un triangle presque scindé pour tout i. Le

foncteur canonique et exact 7 : D——C induit alors le triangle

€) : TX—L B X T X[1] = 7X[1).

Comme e # 0, on a € # 0. Soit Z ¢ indC induit par Z € ind D tel que'Z # X, etsoith : Z——X
un morphisme non nul. Alors & = 9 h; avec h; € Homp(Z, FX). Puisque Z % X, on a Z # F'X pour
tout i, et par conséquent, il existe un v; : Z———F"E tel que F*(g)v; = h;. On pose ¥ = Dui On a donc
gvu = h et ainsi g est presque scindé a droite. On montre de méme que f est presque scindé a gauche. Ainsi,
(€) est un triangle presque scindé dans C, et la translation (d’ Auslander-Reiten) 7 correspondante est bien

donnée par 7X = 7X.1l en découle aussi que si ¢ : @p—Qp est ’automorphisme induit par F', alors

Q¢ = Qpfp. U

1.10.2 La catégorie amassée associée a une catégorie abélienne héréditaire
On garde les notations et hypothéses les plus récentes sur J{.

Définition 1.10.3. Soit rn > 1 un entier naturel. La catégorie m-amassée associée a H est la catégorie
d’orbites C_S,Q" ) = Dbﬂ‘(/i"?Z ot F = 77![m]. C’est donc une catégorie triangulée, faiblement (m + 1)-Calabi-
Yau, ayant la propriété de Krull-Schmidt. De plus ch ) est aussi Hom-finie, et posséde des triangles presque
scindés induits par ceux de D via le foncteur canonique et exact 7 : Db}c—»ch ), Lorsque m = 1,

Cg) est tout simplement appelée la catégorie amassée associée a H et notée Cy.

Si.on note J, la sous-catégorie pleine de J{ formée des objets projectifs, I’ensemble S = ind H v
ind H[1] V - -+ Vind H[m — 1] V ind H,[m) est un systeme fondamental pour I’action de F' sur DH. Dans
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toute la suite, I"orbite X d’un objet de D = DPXH sera le plus souvent identifié A son représentant dans un
systeme fondamental S pour la catégorie m-amassée Cg;" ) comme dans la définition 1.10.3 précédente. Ci-
aprés, on rassemble quelques propriétés élémentaires des catégories amassées, on note désormais C = Cx
(et F = 7711)). '

Proposition 1.10.7 ([12]). indC = {X : XeS } et pour deux objets XetYdansSona:
(a) Homp(X, F'Y') = 0 pour tout i ¢ {0,1}.
(b) Si X ou'Y n’est pas sur un cycle dans D, alors Homp (X, F*Y') # 0 pour au plus un entier 1.

Proposition 1.10.8 ([12]). Soient X et Y deux objets de D = DPH.
(a) Exth(X,F~'Y) = DExty(Y, X), et la propriété 2-Calabi-Yau de C s’écrit encore : Ext}(X,Y) =
D Extl(Y, X) pour tous objets X et Y dans C.
(b) Pour tous X,Y e indH ona Ext}(X,Y) = Extl (X, Y) @ DExt} (Y, X).
(c) Pour tous objets X, Y € H avec X projectif ouY injectif, on a Hom¢(X,Y) = Homgy (X, Y).

1.10.3 Sous-catégories inclinantes amassées

Dans toute la suite du travail on n’utilisera que la version faible de la condition de Calabi-Yau, ainsi
I’expression "d-Calabi-Yau" sera une abréviation de I’expression "faiblement d-Calabi-Yau", pour chaque
d € Z. Dans cette sous-section C désigne une catégorie 2-Calabi-Yau Hom-finie ou une catégorie exacte
stablement 2-Calabi-Yau (Définition 1.8.4), dans laquelle les idempotents scindent.

La catégorie amassée Cy, associée a une catégorie abélienne héréditaire Ext-finie J{, est un exemple
typique de catégorie 2-Calabi-Yau. Soit 7 une catégorie triangulée, alors la catégorie mod7 des foncteurs
de type fini de 7° vers Mod(k) est une catégorie abélienne de Frobenius, voir [30] et [55]. 11 suit de [46,
§8.5] que si 7 est d-Calabi-Yau, alors la catégorie stable mod7 est (3d — 1)-Calabi-Yau. En particulier, si
A est I’algébre préprojective associée & un carquois (ordinaire) de type Dynkin, alors modA est Hom-finie
2-Calabi-Yau, voir [33] et [5, Propositions 3.1, 1.2], si bien que modA est stablement 2-Calabi-Yau. Ce
dernier fait peut aussi étre déduit de [46, §8.5] et du fait qu’en vertu de [46, §8.4], la catégorie des modules
projectifs sur ’algebre préprojective A est 1-Calabi-Yau. Rappelons que dans une catégorie triangulée 7 on
a posé : Ext7(-, X) = Homy (-, X[n]) pour tout entier n et pour tout objet X dans 7.

Définition 1.10.4. Supposons que 7 est une catégorie exacte Ext-finie ou la catégorie triangulée DPJH.
> Unobjet E dans 7 est exceptionnel si Ext}-(E, E) = 0 pour tout n > 1 et Endr(E) est un k-surcorps.
> Un objet T' € T est inclinant si '
(i) T ne possede pas d’auto-extension propre, c’est-a-dire, Ext7-(T', T} = 0 pour tout n > 0. Dans
le cas oll 7 est exacte non-héréditaire on exige aussi que Ext7-(7',-) = 0 pour n > 2.
(if) T engendre 7 dans un sens homologique : pour tout objet X € T, si Ext(T, X') = 0 pour tout
n >0, alors X = 0. '
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On sait que si la catégorie abélienne héréditaire Ext-finie } possede un objet inclinant, alors le groupe
de Grothendieck Ky(H) est libre et de rang fini, si bien que Ko(H) = Z" pour un certain entier n € N.
Et dans ce cas, un objet T dans K est inclinant si seulement si Extj,(T,T) = 0 et le nombre |ind(add T)|
vaut le rang n de K(H), ou de fagon équivalehte T est sans auto-extension propre et maximale pour cette
propriété dans le sens que pour tout objet X dans 3, si Ext} (T ® X, T @ X) = 0 alors X € addT.
De plus T' est dit sobre si chaque facteur direct indécomposable de T' apparait avec la multiplicité 1 dans
la décomposition de 7" en une somme directe de facteurs indécomposables. De méme, un objet T° dans H
est presque inclinant s’il existe un objet indécomposable M pour lequel T & M est inclinant. Si  est la
catégorie de modules d’une k-algebre héréditaire (par exemplé H = rep(Q) pour un carquois modulé fini et
' acyclique Q), alors en vertu d’un résultat de Happel et Unger ([37]), tout objet presque inclinant sobre de H
peut étre complété en un objet inclinant d’au plus deux maniéres et, de deux maniéres exactement si 1’ objet
presque inclinant est sincere (7 est sincere si tout objet simple dans J{ est facteur de composition de T).

Suivant par exemple [51], on rappelle qu'une sous-catégorie B d’une catégorie additive A est contra-
variantement finie si la restriction A(-, X)|, du foncteur représentable défini par X est de type fini pour
tout objet X dans A, de fagon équivalente, pour chaque X dans A, il existe une B-approximation a
droite f: B——X avec B dans B (pour tout morphisme u : Z—X dans A, il existe un morphisme
u' € A(Z, B) tel que fu' = u). La notion duale de contravariantement finie est celle de covariantement.
finie. Si B est a la fois contravariantement finie et covariantement finie alors on dit que B est fonctorielle-
ment finie: On observe que dans les catégories 2-Calabi-Yau ou exactes stablement 2-Calabi-Yau, les trois
notions précédentes sont équivalentes. Pour une sous-catégorie 7 de C et pour tout objet X € C, on écrira
simplement Ext™(7", X) = 0 pour traduire le fait que pour tout M € 7 on a Ext™(M, X) = 0.

Définition 1.10.5 ([51, 21, 12, 42]). Soit 7 un sous-catégorie de C. On dit que T est rigide ou 1-orthogonale
si Exto(T,7) = 0. '
» T est appelée une sous-catégorié inclinante amassée si T est fonctoriellement finie et rigide maximale
dans C ; en d’autres termes 7 vérifie les conditions ci-apres.
(a) La restriction C(-, X)|, : T——mod(k) du foncteur représentable C(-, X') (ou de fagon équi-
valente la restriction C(X,-),. : T——mod(k) du foncteur C(X, -)) est de type fini pour tout X
dans C. o .
(b) Soit X objet dans C, alors X appartient 2 7 si et seulement si Ext'(7,X) = 0 (ou de fagon
équivalente, si et seulement si Ext' (X, 7) = 0).
De méme, Un objet T dans C_est dit inclinant amassé si add T est une sous-catégorie inclinante
amassée. Dans ce cas, 1’algébre d’endomorphismes End.(7") est appelée algebre inclinée 2-Calabi-
Yau ou simplement algebre inclinée amassée dans le cas ou C est une catégorie amassée.
> Un objet presque inclinant amassé est un objet T pour lequel il existe un objet indécomposable M

dans C tel que T' & M soit inclinant amassé.

Rappelons que deux catégories abéliennes A et A’ sont dites dérivées-équivalentes si DPA est équiva-
lente 3 DP.A’. On a alors le lien suivant entre les objets inclinants dans H et les objets inclinants amassés
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dans la catégorie amassée Cy.

Proposition 1.10.9 ([12, 61]). (a) Soit T un objet inclinant amassé sobre dans Cy, on pose n le rang du
groupe de Grothendieck de H. ’
(i) Alors T est induit par un objet inclinant sobre dans une une catégorie abélienne héréditaire H'
dérivée-équivalente a .
(ii) T posséde exactement n facteurs directs indécomposables deux-a-deux non isomorphes.

(b) Tout objet inclinant sobre dans H induit un objet inclinant amassé dans C. O

Pour un objet inclinant amassé sobre 7' = @ T; dans C et pour un facteur direct T3 de T, on pose
1< |

TIT, = @ T;. Le résultat de Happel et Unger sur les compléments d’objets presque inclinants admet
1<i<n, itk
une généralisation dans les catégories (exactes stablement) 2-Calabi-Yau, comme le montre le volet (a) du

théoréme ci-apres.

Théoréeme 1.10.10 ([12, 61, 51, 43] et [10, 11.1.5]). Soit T un objet inclinant amassé sobre dans une caté-
gorie 2-Calabi-Yau ou stablement 2-Calabi-Yau C. A ' _

(a) Pour chaque facteur direct indécomposable M de T, il existe un unique objet indécompdsable :
M* € ind C n’appartenant pas T tel que I’objet T* = (T|M) & M* soit inclinant amassé. En par-
ticulier, tout objet rigide T dans une catégorie amassée Cy peut étre complété en un objet inclinant
amassé, et si en plus T est presque inclinant amassé sobre, alors il admet exactement deux complé-
ments M et M. '

(a") Suivant (a), on considére I'objet inclinant amassé T* = (T|M) & M*. Alors il existe deux uniques
suites ML U—L oM et M—L>U" L2 M* avec U, U" € addTIM, appelées suites d’échange
(ou triangles d’échange), ou f et f™* sont minimaux a droite, f* et f' sont minimaux a gauche et les

' suites suivantes sont exactes : »
add T'(-, U)L» add(zm)(-, M)——0, add T*(-, U’)L» add(TIM) (-, M*)—0,
add T*(U, -)—f—> add(TJM)(M*, -)—0, add T(U", )—f,* add(7TJM)(M, -)—0.
Si en particulier C est la catégorie amassée, alors les morphismes f et f™* sont minimaux presque scin-
dés a droite respectivement dans add T et add T*, tandis que les morphismes f* et f' sont minimaux
presque scindés a gauche respectivement dans add T et add T.

(b) Soit A = Endc(T) l'algébre inclinée 2-Calabi-Yau correspondant a T. Alors le foncteur

C(T,-) : C——mod A induit une équivalence de catégories C/add(tT)—=—modA. d

Dans la situation (a’) du théoréme 1.10.10, en utilisant une terminologie a introduire dans la section 2.1,
les suites d’échange sont des add(TJM )-approximations minimales. Dans [51], Bernhard Keller et Idun
Reiten prouvent des versions plus générales du théoreme 1.10.10 et de la proposition 1.10.9 pour toute sous-
catégorie inclinante amassée non nécessairement induite par un objet dans C. Dans'le cas ot C est stablement
2-Calabi-Yau, le théoréme 1.10.10 suit de [10, I1.1.5].

I1 suit en particulier de la proposition 1.10.9 et du théoreme 1.10.10-(b) que pour tout objet inclinant
amassé T dans une catégorie amassée Cy, I’ algébre inclinée amassée A = Endg, (T) est de représentation
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finie si et seulement s’il en de méme pour H, et si tel est le cas, alors les cardinalités |ind | et }ind(modﬂ)‘
sont égales. Dans la situation du théoréme 1.10.10 on écrit T™ = up(T') et T' = ppy«(T*) ; cette opération
est appelée mutation inclinante amassée. Rappelons aussi que le graphe inclinant de C a pour points les
objets inclinants amassés sobres dans C (pris 2 isomorphisme pres), et tel que deux objets inclinants amassés
sobres T et T’ sont adjacents s’ils ne différent que par un facteur direct indécomposable, c¢’est-a-dire, s’il.
existe deux objets M € indT et M* € T* tels que T* = pup(T) et T = pupr-(T*). On définit de méme le
graphe inclinant de . On sait que le graphe inclinant d’une catégorie de modules sur une algebre héréditaire
n’est pas toujours connexe, sauf lorsque par exemple ’algebre est de représentatioh finie. Cependant pour

la catégorie amassée on a le résultat suivant :

Proposition 1.10.11. Soit H une catégorie abélienne héréditaire Ext-finie ayant des complexes inclinants,
alors le graphe inclinant de Cs est connexe. Par conséquent, tout objet inclinant sobre dans Cyc peut étre

obtenu d’un objet inclinant dans H par des suites finies de mutations. ’ O

Dans la situation de la proposition précédente, on retiendra que toutes les algébres inclinées amassées
s’obtiennent a partir des algebres héréditaires par des mutations successives. En particulier toute algebre
inclinée amassée de rang 2 est héréditaire, c’est le cas par exemple pour les algebres inclinées amassées de

type Go.
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Chapitre 2

Structures amassées pour les catégories
2-Calabi-Yau : Une généralisation
non-simplement lacée

Dans ce chapitre, notre objectif primordial est de prouver 1’existence d’une version généralisée des
structures amassées pour les catégories (triangulées ou exactes stablement) 2-Calabi-Yau. La contribution

principale pour la version non-simplement lacée des structures amassées est fournie par le théoreme 2.3.2.

2.1 Approximations minimales, 7-suites reliantes

Dans cette section nous rassemblons les résultats préliminaires dont nous aurons besoin pour la suite.

Soit M une sous-catégorie pleine d’une catégorie A, X un objet dans A. Un morphisme f : EF——X
est appelé une M-approximation a droite si E € M et pour tout objet Z dans M la -suite
Hom(Z, E)—L»Hom(Z , X)——0 est exacte. Une M-approximation a droite f est dite minimale si de
plus f est minimal & droite. La notion duale de M-approximation (minimale) & gauche se définit pareille-
ment. Rappelons qu’une suite (§) : X .7 9.y est pseudo-exacte si f est un pseudo-noyau de g et g
est un pseudo-conoyau de f, de fagon équivalente, tout objet M dans A induit deux suites exactes dans Ab
- données par : ' '

AM, X)L A(M, Z)—2A(M,Y) et A(Y, M)—2~A(Z, M)A (X, M).

Nous dirons qu’une suite pseudo-exacte (£) est minimale si X et Y sont indécomposables et si f est minimal
a gauche tandis que g est minimal a droite ; de méme (&) est une M-approximation minimale si de plus f

est une M-approximation minimale a gauche et g est une M-approximation minimale a droite. Lorsque
A est une catégorie triangulée, un triangle (¢): X— +Z—2+Y—*>X[1] est minimal (ou est une M-

approximation minimale) si la sous-suite X—.>Z—%Y est minimale (ou respectivement, est une M-
approximation minimale).
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Nous avons déja signalé dans le lemme 1.8.2 que la somme directe d’une famille de triangles est encore
un triangle, on sait aussi que la somme directe de deux suites exactes courtes dans une catégorie exacte est
encore une suite exacte courte. Le lemme suivant montre comment construire a partir d’un triangle donné
un qui soit minimal, et comment construire a partir d’une suite exacte courte (ou d’une suite pseudo-exacte

en présence de la propriété de Krull-Schmidt) une qui soit minimale.

Lemme 2.1.1. Soit A une catégorie triangulée ou exacte, possédant des décompositions directes maximales

finies, soit (§) un triangle X ! v E—2.Y—¢ +X[1] (ou une suite exacte courte X»—L—~E—2+Y) dans A.

(a) Si (&) est un triangle, alors il se décompose suivant un diagramme commutatif de la forme,

[4] [%7,] [ 0]

X : E, 0Y, Y, @ Ys X[1]
T T )
3 X E Y X[
il ! | ]
Xl @ XI/ E/ @ XI/ Y XI 1 XII 1
7] e

ou la suite Xi»Elii»Yli»X [1] est un triangle tel que f| soit minimal a gauche et la suite
xLpy . x [1] est un triangle tel que ¢’ soit minimal a droite. _
De plus, (&) = (Emin) ® (&) ot (€,.) + X1—LoE1—2Y,—X1[1] est un triangle minimal et
(&) : X2 o] X, © Va2 H_YQ—‘O—"XQ[].] est un triangle scindé. »

(a') Si () est une suite exacte courte, alors elle se décompose comme dans (a) o on remplace les

triangles par des suites exactes courtes. Par ailleurs, (a) est encore vrai pour les suites pseudo-exactes

dans tout catégorie de Krull-Schmidt.

Démonstration. Pour établir (a), la premiére ligne du diagramme commutatif du lemme 2.1.1 s’obtient
comme suit. On applique le lemme 1.6.1 au morphisme f pour écrire f = [{ﬂ : X——E; & Y; avec f]
minimal a gauche. Soit X L{>E1L1>Y1—i>X [1] I'unique triangle de base f, considérons le triangle trivial
0—Y,-LY,—0. En vertu du lemme 1.8.2, la somme directe des deux triangles précédents est encore un

triangle, or 2 isomorphisme prés il existe un unique triangle dont la base est fixée, ainsi (£) est isomorphe a

(&): X Lol

De méme la deuxieéme ligne dans le diagramme commutatif du lemme 2.1.1 est construite en décomposant

la somme directe

6]

— oY,

[e1 O]

YioY, X[1).

g en une somme directe d’un morphisme minimal & droite et d’un morphisme de but nul. Maintenant pour
compléter la preuve de (a), on utilise le fait que tout facteur direct d’un morphisme minimal a gauche
(ou a droite) est encore minimal a gauche (ou respectivement a droite). Si on écrit g comme une somme
directe d’un morphisme minimal a droite et d’un morphisme de but nul, alors le triangle (£;) précédent est

isomorphe a un triangle de la forme
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fi 0

0 1 | [%5 0 1y, [ 9]

E,&X,0Y, 2LV 0,

X8 X, Xl[l] & X,[1], dans lequel

(€.): Xi—B—p— 9 Ly, .X[1] est le triangle minimal cherché.

Maintenant pour le cas d’une catégorie exacte comme en (a’), I’argument du paragraphe précédent s’ap- -

plique sans aucun changement. »

Par ailleurs dans le cas ol A est une catégorie de Krull Schmidt et (£) est juste une suite pseudo-
exacte X—>E-Lsy | 1 argument du premier paragraphe s’adapte aisément si on se rappelle que dans une
catégorie de Krull-Schmidt, les sections coincident avec les injections canoniques et les rétractions coin-
cident avec les projections canoniques (Lemine 1.5.1). Partant comme précédemment d’une décomposi-
tion f = [foi] : X E, @Y, de f avec f] minimal & gauche, on note ¢; € A(E,, E), g2 € A(Ys, E),
p € A(E, E1), p» € A(E,Y,) les injections canoniques et les projection canoniques suivant lesquelles

E est la somme directe E; & Y», donc p;g; = &;; pour 1 < i,5 < 2et Ig = gip; + gap2. On a alors
f= [{){] =1go f = qiff + 0, et comme pyf = 0, la projection canonique p, doit se factoriser par le
pseudo-conoyau g de f, si bien que p» = phg pour un morphisme p;, € A(Y,Y>); en posant ¢ = gg,
il suit alors que phgy = paga = Ly. Alors avec I’hypothése que A est de Krull-Schmidt, Y, doit étre un
facteur direct de Y tel que ¢} et p;, soient respectivement 1’injection canonique et la projection canonique
associées a Y. Ainsi Y est la somme directe Y; & Y5 pour un facteur direct Y1 de Y, dont I'injection cano-
nique et la projection canonique associées sont notées g; € A(Y1,Y) et p} € A(Y,Y1). On obtient alors la
ol B Yr——Y @ Ya0U, g, = Pigq1 g,, = Phoq1 = p2q1 = O,
9., = P1992 = p1gz = O et g22 = pygqe = ly. En posant g; = g, ,, on vient donc de montrer que la

g; O
0 1Y2] Y; ® Y, dans la

quelle la suite" X —*E1—>Y1 est (nécessairement) pseudo-exacte avec f; minimal a gauche. La discussion

décomposition suivante, g = [

A
suite pseudo- exacte €3 est isomorphe & la somme directe X —LJL DY, [

précédente montre que I’argument du premier paragraphe pour le cas triangulé s’adapte bien pour les suites

pseudo-exactes dans une catégorie de Krull-Schmidt quelconque. ' O

Pour tout objet M dans une catégorie triangﬁlée ou exacte A, M+ désigne la sous-catégorie pleine de A
formée des objets Z tels que Ext) (M, Z) = 0; de méme M est la sous-catégorie pleine de A formée des
objets Z tels que Exty (Z, M) = 0.

“Corollaire 2.1.2. Soiz (¢) : X LBy un triangle non scindé ou une suite exacte courte non scindée
dans une catégorie triangulée ou exacte A.
(1) Si X est indécomposable alors g est minimal & droite. De méme si'Y est indécomposable alors f est
minimal a gauche. v
(2) Si X etY sont indécomposables et E appartient a - X YL, alors (§) est I'unique triangle (ou suite
exacte courte) qui soit une M-approximation minimale pour chaque sous-catégorie M C LXnyt

contenant E.

Démonstration. Si g n’est pas minimal a droite, alors on peut écrire g = [0 0] : E' @ X"——Y avec
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X" # 0 et en vertu du lemme 2.1.1 la suite (£) sera isomorphe 2 un triangle (ou 2 une suite exacte courte)

de la forme : X' ® X ”J)—iL»E’ o x— U Ly Puisque par hypothese (£) ne scinde pas, I’objet
X' est non nul, si bien que X n’est pas indécomposable. Ceci établit le premier volet de I’énoncé (1), et
par dualité le second volet de (1). Supposons maintenant que M C X N Y contienne E, alors on a
Exth (M, X) = 0 et Exty (Y, M) = 0 pour tout M dans M, si bien que I’application des foncteurs A (M, -)
et A(-, M) sur la suite (£) donne les deux suites exactes suivantes : - - - A(M, E)——A(M,Y)——0,
- A(E, M)——A(X, M)——0 , montrant donc que (£) est une M-approximation qui est minimale en
vertu de (1) ; et Iunicité de (¢) suit du lemme 2.1.3. d

Définition 2.1.1. Soit (¢) : M'—L+B—2 >\ une suite pseudo-exacte ou un triangle dans A. Alors (£) est
une 7-suite reliante pour une paire (7,7") de sous-catégories pleines de A si les conditions suivantes sont
satisfaites. ' ‘
(YMeT,MeT ,BeTnNT', f, g€ J,etles deux suites suivantes sont exactes :
Homy+ (B, -)—L{>J,(M’, -)—0, Homs(-, B)—L—J.1(-, M)}—0.
“(ii) De plus, f est minimal a gauche et g est minimal a droite.
Lorsque 7 = 7" on parle simplement de 7-suite reliante dans 7.

Notons que pour toute 7-suite reliante () comme ci-haut, si de plus M’ et M sont indecomposables,
alors f est minimal presque scindé a gauche dans T tandis que g est minimal presque scindé a droite dans

7. Ayant en vue la proposition 1.7.1 et le théoréme 1.7.3, on déduit ais€ément I’observation suivante :

Remarque 2.1.2. On suppose que A est une 7-catégorie, M, M’ € ind A et (¢) : M'—L B9 .M est
une suite quelconque dans A. Alors (£) est une T-suite reliante dans A si et seulement si (€) est une
T-suite dans A. Par conséquent, pour tout X € ind™A indécomposable non-projectif et tout ¥ €
ind" A indécomposable non-injectif, la T-suite a droite £ : TX29X+*>X et la T-suite & gauche

= Vy Y] ; . . .
€y 1 X—29~ X—2>7" X sont des T-suites et donc aussi des T-suites reliantes pour A.

Lemme 2.1.3. Soient T et T' deux sous-catégories pleines d’une catégorie de Krull-Schmidt C addi-
tive ou triangulée, et soient (£): M’ L.p—9.M et ((): N——FE—-N deux T N T'-

approximations minimales ou deux T-suites reliantes pour la paire (T, T"), avec M et M' indécomposables,

et avec B # 0 et E # 0 au cas ou (£) et ({) ne sont pas des triangles dans C.
(1) Les énoncés ci-aprés sont vrais.

(i) Tout morphisme a € Home(M, N) se prolonge en un morphisme (a',b,a) € Hom(({), (C)) de
suites ; de plus, a € Home(M, N) est un isomorphisme si et seulement s’il en est de méme pour
tout prolongement (a',b,a) € Hom(({), (C)) de a.

(ii) Tout morphisme o' € Home(M’',N') se prolonge en un morphisme (¢, B, ) € Hom((f), (C))
de suites ; de plus, o/ € Home (M, N) est un isomorphisme si et seulement s’il en est de méme pour
tout prolongement (¢, 3, a) € Hom((f), (C)) de o

En particulie, M = N si et seulement si () est isomorphe a ((), si et seulement si M' = N'.
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(2) La correspondance définie par ¢p(a) = a' pour tous endomorphismes a € Endc(M) et o' €
Endc(M') se prolongeant en un endomorphisme de la suite (ou du triangle) (£¢) induit un isomor-

phisme naturel ¢ : ky—=—Kkyy de k-surcorps.

Démonstration. Observons d’abord que si (€) et () sont deux triangles dont les termes médians sont nuls,
alors on doit avoir M = M'[1] = M’ et N =N [1] = N/, si bien que le résultat est trivialement vrai. Il
reste seulement & prouver que le résultat est vrai lorsque (£) et ({) sont deux suites pseudo-exactes dont les
termes médians sont non nuls ; ceci implique que f, g, s et ¢ sont tous non nuls.

(1). On a besoin d’écrire la preuve uniquement pour (i) puisque (ii) est le dual de (i).
Commencons par introduire la notation suivante pour pour tout morphisme X—" Y dans C :
Homf(X, Z) = Home (Y, Z)-h = {wh: avecY—%>Z}. On observe que si h € J.(X,Y) alors
Homi(X, Z) C J.(X, Z).

Par hypothése, les deux morphismes g et ¢ sont soit deux 7 N 7’-approximations minimales  droite, soit
minimaux presque scindés a droite dans 7, par conséquent chaque élément dans Hom? (B, N) se factorise
par le morphisme E—%—N et chaque élément dans Hom.(E, M) se factorise par le morphisme B—%— M.
Ainsi, en utilisant aussi le fait que les suites (£) et (¢) sont pseudo-exactes il vient que chaque morphisme
a € Hom¢ (M, N) doit se prolonger en un morphisme de suites (a’, b, a) € Hom(({ ), (¢ )) comme le montre

le diagramme commutatif suivant :

&) M’—f*B—g>M
db o
(C) N,—S>E—>N

Ensuite nous voulons prouver que dans chaque diagramme commutatif comme ci-haut,
a € Homg(M, N) est un isomorphisme si et seulement si c’est le cas pour (a’,b,a) € Hom(({), € )), et
pour cela on a seulement besoin de montrer I’implication non triviale suivante : a € Isom(M, N) implique
(¢/,b,a) € Isom(({), (()) Ainsi supposons que a € Isom(M, N), alors en vertu de la "propriété de
factorisation" de g et ¢, le morphisme a~!-t € Hom.(E, M) doit se factoriser par g, si bien qu’il existe un
morphisme ¢ € Hom¢(E, B) avec a™'t = gc. Mais alors, g(c-b) = g et t(b-c) = t, montrant ainsi en vertu
de la minimalité des morphismes non nuls g et ¢ que b-c et ¢b sont des automorphismes, si bien que b est
a la fois une section et une rétraction, et donc b est un isomorphisme. Comme les suites (£) et (¢) sont
pseudo-exactes, le morphisme (b7!,a"1) € Hom (t, g) induit un autre morphisme a” € Hom¢(N', M) tel
que b 1-s = f-a”. On obtient que s-(1 — a’a”) = O et f-(1 — a"a’) = 0, (rappelons que pour chaque élément
u d’une algebre locale A, u ou 1 — u est inversible). Alors, comme End¢(M’) et Ende(N’) sont locales
tandis que f et s sont non nuls par hypothése, il vient que les endomorphismes 1,/ — a’a” et 1, — a’a”
ne peuvent étre inversibles, ainsi a’a” et a”a’ sont des automorphismes si bien que le morphisme a' du
diagramme précédent est aussi un isomorphisme. Donc (a’,b,a) est un isomorphisme entre (£) et (¢), si

bien que (i) tient comme espéré.
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(2). Montrons que (£) induit un épimorphisme Endg(M)——ky = Ende(M’ )/JEndc( wry correctement
défini et envoyant chaque a € Endc(M) sur la classe résiduelle a’ d’un endomorphisme o’ € Endc(M’) tel
qu’il existe un prolongement (a’, b, a) € Endc((£)). Pour cela, soit (a/, b, a) et (¢”, ¢, a) deux prolongements
arbitraires d’un endomorphisme a € Ende(M), alors g-b = a-g = g, f-a' = b-f et f-a” = ¢ f. On obtient
g(b—c) =0et f-(a’—a") = (b—c)-f, montrant que (a’ — a”, b— ¢, 0) est un endomorphisme non inversible
de (&), prolongeant I’endomorphisme nul de M. Ainsi en vertu de (i), a’ — a” n’est pas un automorphisme,
st bien que o’ — a” € Jgpq, (). D0, on a un épimorphisme correctement défini Ende(M)——kp :
a——=a/, qui de plus est surjective puisqu’en vertu de (ii) chaque endomorphisme de M’ se prolonge aussi
en un endomorphisme de la suite (£). Observons maintenant que le noyau de I’épimorphisme précédent
est égal au radical Jg, 4. (m) - en effet en vertu de (i), on sait que a est un automorphisme si et seulement
si c’est le cas pour d/, ainsi @’ € Jg,q.(pry Si et seulement si a € Jg,g,(pr)- Alors le morphisme induit
kn ¢ Ky @ a a’ est I'isomorphisme naturel cherché. Ceci achéve la preuve du lemme. O

Le résultat principal de cette sous-section donne un lien entre les 7-suites reliantes, les bimodules de
morphismes irréductibles et les paires dualisantes et symétrisables de bimodules introduites dans la défini-
tion 1.2.1.

Théoréme 2.1.4. Soient T et T" deux sous-catégories pleines Hom-finies d’une catégorie de Krull-
Schmidt C, soit (§) : M’ ! B2 M une T-suite reliante pour la paire (T,T"), avec M et M’

indécomposables, et avec B # 0 au cas on (§) n’est pas un triangle dans C. Alors les endomor-

phismes de la suite (£) induisent une identification naturelle ky = kpp de k-surcorps telle que, pour
chaque objet indecomposable X € T N'T, (§) induit naturellement une forme bilinéaire non-dégénérée
Irr AM', X))o, Irr{ X, M )— b ky, sibien que le kpy-k x-bimodule Irr{ X, M) et le kx-ky-bimodule

Irr{M', X)) forment une paire dualisante et symétrisable de bimodules.

Démonstration. On observe que si (£) est un triangle avec B = 0, alors on doit avoir M = M'[1] = M’ si
bien que (1) et (2) sont trivialement vrais. Ainsi on a seulement besoin de prouver le théoréme lorsque ()
est une T-suite reliante pseudo-exacte avec B # (, ceci entraine que f et ¢ sont non nuls.

En vertu du lemme 2.1.3-(2) on a un isomorphisme naturel de k-surcorps

¢+ kur = Ende(M gy, iy—=—kn := Endc(M I g,q.(ar)> avee ¢(@) = o pour chaque endo- |
morphismes ¢ € Ende(M) eta’ € Ende(M’) se prolongeant en un endomorphisme de la suite ().

Soit X € T N 7' un objet indécomposable, posons 1B, = Irr{X, M) et ,B,' = Irr(M’, X). Le
kx-kas-bimodule 2B, est naturellement un kx-kys-bimodule via I’identification de kjs avec kjs suivant
I’isomorphisme canonique ¢. Comme en vertu du lemme 3.1.4 tout bimodule de dimension finie B € -
gbimodr (pour deux k-surcorps E et F) induit toujours une paire dualisante et symétrisable de bimodules,

pour montrer que la suite (£) induit une paire dualisante et symétrisable de bimodules {2B,’, 23, } il suffit
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de vérifier que (£) induit comme annoncé une forme bilinéaire non-dégénérée »B,'®, Mle—b>k x (car
dans ce cas, 3 B, sera isomorphe au bimodule dual-droit ,B;").

Pour tous morphismes radiciels v’ € J(M', X), v € J(X, M), la propriété de factorisation des
morphismes f et g (ainsi que le lemme 2.1.3) induit deux morphismes % et @’ ainsi qu’un endomorphisme
(a',b, a) de la suite (£) comme le montrent les deux diagrammes commutatifs suivants.

X.
X ) X
@ X ©: -t Iy |
€): am—7 B 7 Sm a| f‘ b . e @D
~ ' (&) M B M
U 5 * i p

X

Fait 2.1. » Avec les notation précédentes, le morphisme u appartient a J?,Q(X , M) si et seulement si le

morphisme U appartient a J-(X, B) ; ainsi en tant que ky -k x-bimodules on a T (X, BYJ (X, B) &
JA(X,MYJ2(X,M) = 1B,. De méme, le morphisme u' appartient & J5(M', X) si et seule-
ment si le morphisme U appartient a Jp(B,X); ainsi en tant que kx-kp-bimodules on a
T/(B, X)3r(B, X) = Jp(M', XYM, X) = 5B’

> En particulier, les morphismes g et f sont irreducible, respectivement dans T et dans T, et, la
structure de ky;-module & droite sur T'(B, X VI (B, X) et la structure de ky-module a gauche sur
T(X, BYJ(X, B) sont données comme suit : soient @ € T'(B,X),u€T(X,B), a€ Ende(M) et
(d’ ,b, @) un endomorphisme quelconque de (§) prolongeant a comme dans le diagramme (D1), alors
Wa:=u-¢(@ =wobetau=>bod. ’

Pour les implications non-triviales de la premiére partie du Fait 2.1, supposons que u € J?r(X , M) et
posons u = w o v pour deux morphismes radiciels v € J,(X,Z) et w € J(Z, M). Alors, comme (§)
est en vertu de ’hypothése une 7-suite reliante, la propriété de factorisation de g montre que w = gu avec
w e T(Z,B),onadonc:gol =u = gwowvsibienque go (& — wo v) = 0 et la minimalité a droite
de g montre que & — w o v est un morphisme radiciel et donc u est aussi un morphisme radiciel. De méme,
si v’ appartient 2 J2,(M’, X) alors &' sera aussi dans J(B, X). D’ot1, la composition par le morphisme g
donne un isomorphisme de bimodules 7 (X, B)/JT(X , B) & 1B,, la composition par le morphisme f donne
un isomorphisme de bimodules 7'(B, X)J-(B,X) = ,B,’; par ailleurs, ces isomorphismes montrent
clairement que la structure de ky,-module 2 droite sur 7'(B, X JJ (B, X) et la structure de kj/-module
a gauche sur 7(X, B)J (X, B) sont données comme annoncé dans le second volet du Fait 2.1. Ainsi, le
Fait 2.1 est clairement établi.

En vertu du Fait 2.1, il est maintenant clair que la composition de morphismes induit une forme bilinéaire

54



2.2. STRUCTURES AMASSEES FAIBLES ET STRUCTURES AMASSEES

( qui est aussi k x-linéaire)

2B,'e,,,1B, = T'(B, XY (B, X)e., T(X, BYJ (X, B)—"—kx, avec b(#@ ® &) = 4.

Enfin, nous montrons que b est aussi non-dégénérée. Pour ce faire, supposons que % # 0 pour un certain
@ € T(X,B), alors, X étant indécomposable, & doit étre une section. Ansi, en choisissant un inverse 2
gauche B—2—X pour %, on a b(¥ ® %) = 1. De méme pour tout & non nul dans 7'(B, X JJ.(B, X)
avec @' € T'(B, X), le morphisme %' doit &tre une retraction, si bien qu’en choisissant un inverse a droite
¥ € T (B, X) pour &’ on obtient que b(%w ® T) = 1. On conclut que la forme bilinéaire b est non-dégénérée

et ceci compléte la preuve du théoreme. |

2.2 Structures amassées faibles et structures amassées

2.2.1 Structures amassées faibles

Soient 7 une sous-catégorie pleine d’une catégorie exacte ou triangulée C telle que 7T soit rigide
(Exty (7, T) = 0) etle foncteur J,/J> soit de dimension finie sur k, soit M un objet indécomposable dans 7,
on désigne par T/M la sous-catégorie de 7 engendrée par ind 7~ { M }. Supposons qu’il existe un autre ob-
jet indécomposable M* n’appartenant pas 2 7 tel que la sous-catégorie donnée par 77 = (T/M) ®add(M*)
soit aussi rigide. Alors une suite d’échange (suite exacte courte ou triangle) entre 7 et 7" est une (7/M)-

approximation minimale M * LA T . Ansi, chaque suite d’échange (£) (avec B # 0 au cas ol
(€) n’est pas un triangle) doit étre unique a isomorphisme prés. Nous disons que 7T~ est sans boucle si son
carquois modulé est sans boucle. On observe qu’on a ainsi d’autres exemples de 7-suites reliantes données

par des suites d’échange entre 7 et 7" lorsque 7 et 77 sont sans boucle.

Lemme 2.2.1. Supposons que C est une catégorie de Krull-Schmidt exacte ou triangulée et qu’il existe une
suite d’échange (o) : M * L B M— entre deux sous-catégories pleine rigides T et T' = (TIM) &
add(M*). Alors, T n’a pas de boucle au point M si et seulement si Ext}(M, M*) = ky > Ky, siet
seulement si T' n’a pas de boucle au point M*. Et si tel est le cas, alors toute suite exacte courte non-

scindée ou tout triangle non-scindé (§) : M*—U—>M— est isomorphe a la suite d’échange (€ex)-

Démonstration. Par hypothese, Ext;(7,7) = 0 et Ext;(7",7’) = 0 si bien que Ext;(M,B). =
0 = Ext;(B,M*), alors en appliquant les foncteurs C(M,-) et C(-,M*) i la suite d’échange
(bex) : M* AN S EE AN , on obtient les deux suites exactes suivantes :

C(M, M*)——C(M, B)—L—C(M, M)—2—ExtL(M, M*)—0 avec h:= fo-,
C(M, M*)——C(B, M*)C(M*, M*)—2>ExtL (M, M*)—0 avec h' := - o f*.

En vertu de la définition d’une suite d’échange, les morphismes f et f* sont radiciels et clairement on a
Im(h) C J.(M,M) et Im(h') C J.(M*, M*). Mais en vertu du lemma 2.1.3-(2) on a un isomorphisme
naturel de k-surcorps : ky; = C(M, M)J.(M, M) = ky~ = C(M*, M*)Jo.(M*, M*). Les observations
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précédentes montrent que les équivalences ci-aprés sont valides : dans 7 il n’existe pas de boucle au point
M si et seulement si Im(h) = J.(M, M) = ker(9), si et seulement si Ext} (M, M*) = ky = ky, si et
seulement si Im(h') = Jo(M*, M*) = ker(9’), si et seulement si dans 7" il n’existe pas de boucle au point
M*. D’ou, le premier volet du lemme 2.2.1 est prouvé.

Pour le second volet du lemme 2.2.1, supposons que 7 ne posséde aucune boucle au point M (ou
de facon équivalente, 7’ ne posséde aucune boucle au point M*), et soit (€) : M*~L>U—4>M—> une
suite exacte courte non-scindée ou un triangie‘non—scindé dans C (en particulier, M et M* étant in-
décomposables le corollaire 2.1.2 montre que les morphismes g* et g sont radiciels avec g~ minimal
a gauche et ¢ minimal a droite). Remarquons que les suites non scindées (&) et () correspondent a
deux éléments non nuls dans le groupe d’extension Extj(M, M*). Ayant en vue les observations du pa-
ragraphe précédent, en appliquant le foncteur C(M,-) a la suite d’échange (&) on obtient une suite
exacte C(M, M*)——C(M, B)——C(M, M)—2—Ext}(M, M*)——>0 dans laquelle 9 est le morphisme
de liaison (en homologie) associé a (&), et telle que ker(d) = J.(M, M) est le radical de I’algebre
" locale C(M, M). Ainsi, il existe un morphisme o € End¢(M) n’appartenant pas a J.(M, M) tel que
© Exti(a, M*) := 0(a) = (¢), si bien qu’on a un diagramme commutatif comme suit :

*

£) = d(a) - v m

|8 e

E M*——B——M
(€ex) Iz 7

Mais o ¢ ker(9) = J.(M, M), d’ol « est un automorphisme I’algebre locale C(M, M). Alors en vertu du
lemme-des-cing, (ou aussi en vertu du fait que f et g sont minimaux a droite), il vient que dans le diagramme
‘précédent 3 est un isomorphisme, et donc () est isomorphe 2 la suite d’échange (&), ceci achéve la preuve
.du lemme 2.2.1. : O

Rappelons maintenant la notion de structure amassée faible sur une catégorie additive C.

Définition 2.2.1 ([10, 81.1]). Une structure amassée faible sur C consiste en les données éi-aprés :

» Ladonnée d’une collection X de sous-ensembles X C ind C appelés amas, les objets indécomposables
de I'union de tous les amas sont appelés variables amassées. En outre il existe un sous-ensemble
P C ind C d’objets indécomposables appelés coeﬁ?cieﬁts et qui ne sont pas des variables amassées.
Pour chaque amas X, I’objet T = X U P (vu comme un objet ou comme une sous-catégorie pleine
de C) est alors appelé un amas augmenté. On exige que les données précédentes satisfassent aux deux
conditions ci-apres. ' '

(c1) Toute variable amassée M induit une opération pys appelée échange ou mutation, envoyant un
amas augmenté 7" contenant M sur un autre amas augmenté up(7) = T* = T/M & M* pour une
certaine et unique variable amassée M* 2 M. On dit alors que (M, M*) une paire d’échange.

(c2) 1 existe deux suites d’échange M*—L>B—L sM— et M—2>B'—L s\ [*— entre T et T*
ces suites (suites exactes courtes ou triangles) sont des add(7]M )-approximations minimales.
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Remarque 2.2.2 ([Théoreme 1.10.10] ou [12, 61,'5], 43, 10]). Dans toute catégorie (stablement) 2-Calabi-
Yau C, les sous-catégories inclinantes amassées, s’il en existe, déterminent une structure amassée faible
pour C. En particulier pour les catégories amassées, les sous-catégories inclinantes amassées existent et

déterminent une structure amassée faible n’ayant ni boucle ni 2-cycle.

2.2.2 Structures amassées
Mutation de carquois valués

Rappelons qu’un carquois valué est localement fini si le nombre de ses fléches est fini, les carquois valués
considérés pour toute la suite sont localement finis, et peuvent contenir des 2-cycles, ol un 2-cycle est un
cycle de longuéur 2. Soit Q un carquois valué de type I" et de valuation d sur un ensemble de points I, soit
k € 1 un point de Q n’appartenant pas & une boucle ou 2 un 2-cycle, en d’autres termes, k satisfait a la
condition suivante :

pour chaque point i € I, Q, (i, k) = B ou Q;(k,4) = 0. (2;2.1)

Pour deux points ¢,j € I, on pose ng)(i, j) ’ensemble de tous les chemins valués de longueur 2 de @

' vers j passant 2 travers k. Alors avec la condition (2.2.1), on a Q¥ (5,1) = 0 ou Q5" (i, j) = 0.

Définition 2.2.3. On suppose que la condition (2.2.1) est satisfaite, alors la mutation de () au point & est le
carquois valué sur I donné par Q' = 14(Q) et dont la valuation d’ est décrite comme suit:
» Pour toutes fleches valuées o : 725k et 3 : kc—’d>y incidentes au point k dans Q, on a des fleches
valuées correspondantes o* : z-22k et 8* : k2% dans Q. ‘
» Soient i, j € I~ {k} tels que I’ensemble ng) (4,1) soit vide (si bien que ;jd,xd; = 0), et v : z'ld-*i Ejiil-j la
fleche valuée (ou peut-étre 0-valuée) représentant Q; (7, %). Alors Q1 (7, ) C Q) (¢, ) en tant que sous-
ensembles de fleches valuées, et toute aréte valuée additionnelle dans Q) (7, 7) U Q}(J, 1) est donnée

. idekdy —5df |, |idfedf—5di . . . . ., . .
par: 7 :i--- ledundy ] [y s j et Iorientation de v est déterminée comme suit : posant

sign.,. (4, j) = sign(;dixd; — ;d;) = sign(idixd; — ;d;), si sign,. (4, j) vaut +1 alors ' est orientée de
1 vers j, dans le cas contraire v’ est orientée de j vers 1.

En particulier, si les trois points i, j et k induisent un sous-carquois valué (plein) acyclique dans Q,
alors Q) (7,7) = 0 et Q} (i, ) s’identifie & I’union disjointe Q; (7, j) U ng)(i,j).

Telle que définie, la mutation de carquois valués n’augmente pas le nombre de 2-cycles.

Exemple 2.2.4. Dans les carquois valués ci-apres, a, b € N sont deux entiers naturels quelconques non nuls.

2 2
u2 > ¢ B2 > c
—_— 0"‘ )d GN )d
2 .
1L 30,20 N, 1« 3
6a , 4b 3a, 2b
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On voit donc que, sur les carquois ayant des 2-cycles, la mutation n’est pas nécessairement involutive.

Toutefois on a les observations suivantes.

Remarque 2.2.5. Avec les notations de la définition précédente, si le voisinage de k ne comporte pas de
2-cycles, alors dans 1(Q) le voisinage de k£ ne comporte pas non plus de 2-cycles et px(1:(Q)) = Q. En
particulier la mutation de carquois valués ne comportant pas de 2-cycles est involutive et coincide avec la

mutation matricielle, pour les matrices anti-symétrisables.

Une version généralisée des structures amassées

Comme dans la section précédente, un carquois modulé Q sera dit augmenté relativement a un sous-
ensemble I C @, si dans Q il n’existe aucune fleche entre deux ‘points dans Q,~1. Soit T un amas augmenté
tel que pour chaque M dans ind T I’algebre quotient kj; = Endc (M )J,(M, M) soit un k-surcorps de di-
mension finie et le bifoncteur J;{J% soit de dimension finie sur k (ici J; = J 44 = raduar est le radical de
Jacobson de add T'). Alors, ayant en vue la définition 1.5.2, a2 T on associe un carquois modulé augmenté
Qr = (Qr, Mr) décrit comme suit : les points sont donnés par tous les objets indécomposables dans 7', le
k-surcorps attaché en un point M dans Qr est le k-surcorps opposé kj, et pour chaque paire de points X, Y
dans Q qui ne sont pas tous deux des coefficients, la fleche valuée (peut-€tre 0-valuée) o = ax y represen-
tant ’ensemble (Qr); (X, Y’) et la paire dualisante de bimodules correspondante sont données comme suit :
X {x By xByixty xb }Y ol xBy = Irr(X,Y) est le k%-ks-bimodule des morphismes irréductibles de X

vers Y dans add T', le bimodule dual x By peut étre choisi comme étant le k-dual Homy (x By, k). La modu-

lation de Q est choisie symétrisable en fixant d’abord des formes traces non-dégénérées t; € Homy (kyy, k)
pour chaque point M.

Dans la définition 2.2.6 ci-apres, la condition (c4) est une généralisation non-simplement lacée de la
" condition (d) requise dans [10] pour les structures amassées. Notons que contrairement aux catégories sim-
plement lacées pour lesquelles le carquois contient assez d’informations, ici dans le cas général des catégo-
ries sur des corps non nécessairement algébriquement clos, le carquois valué a lui-seul ne contient que bien
peu d’information sur les morphismes irréductibles ; I’information correspondante doit étre donnée par le
carquois modulé. Ainsi nous attirons I’attention du lecteur qu’il est naturel d’exigér que la structure amas-
sée puisse respecter dans un certain sens la modulation de chaque amas augmenté 7, une telle exigence
est d’ailleurs nécessaire si par exemple pour une variable amassée M dans T, on désire comparer les al-
gebres d’endomorphismes de T et de p,(7T') en utilisant leurs représentations par des carquois modulés liés

(comme nous le ferons au chapitre 4 apres I’introduction des carquois modulés avec potentiels).

Définition 2.2.6. On suppose que la catégorie C est Hom-finie et de Krull-Schmidt, alors C posséde une
structure amassée si C admet une structure amassée faible et les conditions supplémentaires (c3) et (c4)
ci-apres sont vérifiées.

(c3) La structure amassée faible de C ne posseéde pas de boucles et de 2-cycles dans le sens suivant :

le carquois valué augmenté de chaque amas augmenté ne posséde ni boucle ni 2-cycle; de fagon
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éqﬁivalente les suites d’échange sont des 7-suites reliantes et il n’existe pas de 2-cycle.

(c4) Pour chaque variable amassée M dans un amas augmenté 7', le carquois modulé augmenté
Q = (Q,9M) de T et le carquois modulé augmenté Q' = (Q',9) de T* = puy(T) sont liés par
la mutation semi-modulée suivante : '
(c4.1) Q = un(Q) est la mutation du carquois valué Q au point M.

(c4.2) Chaque paire d’échange (M, M*) est munie d’un isomorphisme naturel de k-surcorps
kM*——Q—>kM compatible avec les suites d’échange et I'identification k- =, ks est telle que
pour toute’ paire de points X,Y € QN Q' les flecches valuées représentant les sous-ensembles
O (X, M), Q1(M,Y), Qi (M*, X) et Q;(Y, M*) soient respectivement données par

o X 2B xBu pp g pp By mBY Ly e x XM XBl e o g e MByomBY

oll, & et o* (B et §*) possédent la méme paire dualisante et symétrisable de bimodules.

En examinant la condition (c4.2) dans la définition 2.2.6, on note les observations suivantes : si on ad-
met I"existence d’une structure amassée faible sans boucles, alors pour chaque variable amassée M, les deux
suites d’échange M «I° BT L0 et M—2>B'—Z +M* sont des T-suites reliantes, et ayant en vue le théo-
réme 2.1.4 on a deux isomorphismes de k-surcorps ¢,, : kyy—=—kp+ et ¢,,. : kyy»—=—kys qui peuvent
ne pas coincider ; sous )’identification k, =, kueonalrrp(M*, X) =4 - Trr{X, M)" pour chaque objet
indécomposable X ddns B, mais si plutot on considere I’identification ks =, ., ka- alors on obtient que
(Irr(M, X7)) =5, Irrp (X', M*) pour chaque objet indécomposable X' dans B'. Ainsi prenant en compte
le théoreme 2.1.4, 1a condition (c4.2) dit précisément qu’il existe un "bon" choix des suites d’échange com-
patibles telles que ¢ M‘ = ¢,,.. Notons aussi que la condition (c4.2) est toujours trivialement satisfaite dans
e cas simplement lacé ol les bimodules se réduisent aux espaces vectoriels sur un corps algébriquement

clos.

2.3 Catégories triangulées 2-Calabi-Yau avec structures amassées

On suppose pour la suite que C est une catégorie Hom-fine de Krull-Schmidt (triangulée ou exacte
stablement) 2-Calabi-Yau. Dans cette section notre objectif principal est de prouver qu’en présence de la
propriété 2-Calabi-Yau la condition (c4) est satisfaite sous I’hypothése que 1a condition (c3) tienne et qu’on
a une structure amassée faible. Pour ce faire, la preuve que la condition (c4.1) est satisfaite est une adaptation
relativement aisée de célle du résultat correspondant au cas simplement lzicé obtenu dans [10]. Cependant,
prouver que la condition (c4.2) est satisfaite s’avére étre une tache plus sophistiquée qui requiert en plus
de la propriété 2-Calabi-Yau les concepts généraux développés dans la section précédeﬁte ansi qu’un outil
technique autour des k-surcorps (formes traces) que nous développons plus amplement au chapitre 3.

'2.3.1 Enoncés principaux
Nous avons avant toute chose besoin du lemme technique qui suit.
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Lemme 2.3.1. Soit A une k-algébre locale de dimension finie et de radical J,. Alors il existe des formes
traces k-linéaires non nulles t sur A telles que t € soc(A\Homy (A, k)) Nsoc(Homy (A, k), ). Chaque telle
trace t est alors un élément central du A-bimodule D(A) = Homy (A, k) : a-t = ta pour tout a € A, le

radical R, de t est tel qu’on ait Ry = ] et t induit une forme trace non-dégénérée sur le k-surcorps NJ,.

Démonstration. Ce lemme est enticrement contenu et prouvé dans le lemme 3.1.3 au chapitre 3 ou les
notions de morphismes traces et les paires dualisantes de bimodules sont plus largement exposées. O

Pour le résultat principal de cette section, on considére pour un triplet (7, M, T*) dans C la condition '

suivante : v
‘ » 1 est un object (ou une sous-catégorie) inclinant(e) amassé(e) dans C ,1,

» M € indT etil n’existe pas de boucle au point M dans T, } 2.3.1)
» T* = (TJM) @ M* est la mutation de T" au point M, )

Remarque 2.3.1. En vertu du lemme 2.2.1, le triplet (7', M, T*) satisfait a la condition (2.3.1) si et seulement
si c’est le cas pour le triplet (T*, M*,T). ‘
Notre contribution principale pour la version non-simplement lacée des structures amassées s’énonce

comme suit.

Théoreme 2.3.2. Soit (T, M, T*) un triplet dans une catégorie (triangulée ou exacte stablement) 2-Calabi-
Yau Hom;ﬁnie C satisfaisant a la condition (2.3.1). Alors les énoncés suivants sont vrais. ’

(1) Il existe une paire compatible de suites d’échange (€): M*L>B-LopM—s et
(& M-L-B'"CoM*— associées a la paire d’échange (M, M*) telle que chaque endomor-
phisme a € Endc(M) se prolonge en un endomorphisme (b,a’,a) de la suite () et en un
endomorphisme (a,a”,b) de la suite (£') ayant une composante commune b € Endc(M*).

(2) Les endomorphismes des deux suites d’échange compatibles (£€) et (¢') apparaissant comme dans

(1) induisent un isomorphisme naturel de k-surcorps ky ~ ks~ suivant lequel, pour tour X
dans ind(T/M) on a des isomorphismes naturels suivants entre pa'ires.dualisantes et symétrisables de
bimodules : v

{Irrpqq (X, M), Homy(Irr,gq (X, M), k) } = {Homy(Irrpgq 7+ (M*, X), k), Irrpgq 7+ (M*, X))},
{Irrpqq 7 (M, X), Homy (Irr,gq (M, X), k) } = {Homy(Irrpqq 7+ (X, M*), k), Irr g9 7 (X, M*) }.

Un isomorphisme d’une paire dualisante et symétrisable {gNr, (gNF)*} vers une paire dualisante et
symétrisable {gN'p, (g/V'r)*} est une paire (f, f*) ot f: N—=—N" est un isomorphisme de bimodules
et f*: N*—=—-N*est l’isomorphisme dual correspondant (ici le dual de f existe a cause du fait que les
paires dualisantes de bimodules considérées sorit symétrisables, voir la section 3.1).

‘Maintenant sous 1’hypothése de I’existence d’une structure amassée faible et de la condition (c3), la

version non-simplement lacée des la structures amassées s’énonce comine suit.

Théoréme 2.3.3. Soit C une k-catégorie Hbm-ﬁnie de Krull-Schmidt (triangulée ou exacte stablement) 2-

Calabi-Yau pour un corps quelconque k, admettant des sous-catégories inclinantes amassées n’ayant ni
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boucle ni 2-cycle. Alors les sous-catégories inclinantes amassées déterminent une (version non-simplement

lacée de) structure amassée pour C.

Avant de prouver les théorémes 2.3.2 et 2.3.3, nous dérivons la conséquence immédiate ci-apres pour
les algebres inclinées 2-Calabi-Yau, ou la condition de décomposition directe dans le point (iii) du c_ofol-
laire 2.3.4 a du sens car le corps de base k n’est pas supposé parfait. Rappelons aussi que si un objet T’
dans C ne posseéde pas de boucles et de 2-cycles, alors pour deux points ¢ et j dans le carquois modulé Q
de End(T), il existe une unique fleche valuée (et peut-étre 0-valuée) k,—2~k; dont la paire dualisante et

symétrisable de bimodules peut étre notée {iB 1B b5, ib;»}, les formes bilinéaires non-dégénérées et sy-
1bj /

métrisables ;B j®k],¢B; k; et ,B;@,‘”B j—]—»kj étant induites par deux formes traces non-dégénérées

t; € Homy (k;, k) et t; € Homy(k;, k) comme dans le lemme 3.1.4.
Corollaire 2.3.4. Soit (T, Ty, T*) comme en (2.3.1) et tel que T n’ait ni boucle ni 2-cycle, avec ind T =
AT ;i €1} fini. Soit Q = (Q,9M) = Qgng.(1), o la modulation de Q est choisie symétrisable sur k en
fixant une famille (k;, t;);c1 de k-surcorps k; munis de formes traces non-dégénérées t;. Alors, le carquois
modulé Q' = Qgua.(r~) est lié a Q suivant la mutation semi-modulée suivante :
(i) Le carquois valué sous-jacent de Q' est égal a la mutation e (Q).
(ii) Suivant une identiﬁcaﬁon naturelle des k-surcorps attachés aux point k dans Q et dans Q', la famille
de k-surcorps munis de formes traces non-dégénérées dans Q' est encore donnée par (k;, t)sc1. Et
pour toute paire de points x,y dans I les fleches valuées représentant les sous-ensembles Q) (z,k),
Qi (k,y), Q)(k,x) et Q| (y, k) sont respectivement données par
a: ka’ 8- kMy, of s piBnrBi g g B8* : kMy,
ou, o et oz*.( B et 3*) possédent la méme paire dualisante et symétrisable de bimodules.

(iii) Soienti,j € I~ {k} tels que le sous-carquois modulé de Q induit par les trois points i, j, k soit acy-
cligue. Si ;B ® . B; est non nul on suppose aussi que J,qq (T, T;) = Irrpqq (T, T3) ® J2ga (T3, T5).
Alors, Trrygq (T3, ;) = Irradd(m’c)(Tj, T;) = iB;® (;B, ®«B;). Etsi {iBj',iB;*; ib}',ib;-"} désigne
la paire dualisante et symétrisable de bimodules associée a Qy(t,7) alorsona : o

(1B, By 0,00} = {iB,,iBY3ibs, 05} @ ({iByr iBis b, 04} ® (B, kB kb, 485} ).
Démonstration. L'énoncé (i) est donné par le théoréme 2.3.3-(c4.1) tandis que I’énoncé (ii) est donné par
le théoréme 2.3.2-(2') ; il reste seulement a montrer que (iii) est aussi valide.

Soit Qék)(z',j) ={afB : a€Qiik),B € Qi(k,j)} le sous-ensemble des chemins valués de longueur

2 dans Q»(¢,7) passant a travers le point & (comme dans la définition 2.2.3). En vertu de la définition
de la mutation de T au point k, on sait que T* = w(T) = (T/Tx) & T} avec T} 2 Ti. On sait que
«By = Irr4q (T, T,,) pour tout z,y € Qo, posant aussi ;B;" = Irr,4q 1« (T}, T3), on a clairement des suites

exactes canoniques de k;-k;-bimodules
iBi Ok £B—Itx, 44417, (T, To)——B;——0 et Irt, gy gy, (T3, To)——>B;'——0.

Acceptant alors la condition de ~décomposition que : Jg4p0(T3,T:) = Irrgyr (75,715 &
JPwar(T;,T;) au cas ot B, ® «B; # 0, on voit que ;B;, C Irrad“m(Tj,Ti) et
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dimy, (;B;) < dimy, (Irr, 44 71, (T5> T3)) < dimy, (B ®x, xB;) + dimy, (;B;). Ainsi pour montrer que
Bj = iB;®(;B,®B;) = ITT,4a 17r (T}, T;), il suffit de vérifier que les bimodules B, eti:B;®(;B, ®:B;)
ont la méme dimension sur k;. Mais en vertu de I’hypothese, le sous-carquois valué plein de Q induit
par les trois points ¢, j et k est acyclique, et le dernier volet de la définition 2.2.3 montre que le car-
quois valué Q' = puk(Q) de T™ est tel qu'on ait Qi(¢,7) = Qu(é,5) U ng)(i,j), il en découle que
dimy, (;B;") = dimy, (;B;) + dimy, (B, ® ¢B,), établissant ainsi la validité de (ii). O

2.3.2 Preuve du Théoréme 2.3.2 et du Théoréme 2.3.3

On fera la preuve uniquement dans le cas triangulé, car pour le cas d’une catégorie exacte stablement
2-Calabi-Yau, ayant en vue les résultats des sections précédentes, les arguments de la preuve ne changent

pas et il suffira de remplacer le mot triangle par suite exacte courte.

Preuve du Théoreme 2.3.2

Puisqu’en vertu d’I’hypothese le triplet (7', M, T™*) satisfait a la condition (2.3.1) si bien qu’en vertu
du lemme 2.2.1 le triplet (T, M*,T') satisfait aussi a la condition (2.3.1), et comme en plus les suites
d’échange associées a la paire (M, M*) sont des add(T" N T")-approximations minimales, il vient que ces
suites d’échange sont des 7-suites reliantes. On déduit.que le volet (2) du théoréme 2.3.2 est une conséquence
directe du volet (1) et du Théoréme 2.1.4-(2). Ainsi, nous devons seulement écrire la preuve du volet (1).
Construction des triangles d’échange compatibles. Le triangle d’échange (¢) : M (T RN VN Y [1] étant
fixé, nous devons construire le second triangle d’échange (¢') : M—4>B'£>M M [1] de telle sorte que la

condition suivante soit satisfaite.

Chaque endomorphisme a € End¢(M) induit un diagramme commutatif comme suit,

5 M

* E b[1] * 7
M*L,B_f.M/ ! M= g
5 I : | i E i 232)
b, | a’ e M1 al o 'b all]
v v v 5 v ¢ ¢ v
M*—»B—»M/ M——>B'——M*———M]l]

fr f g g &

ol la composante b € End¢ (A ™) est commune pour les deux triangles (£) et (£').

En vertu du lemme 2.3.1, choisissons une forme trace non nulle t € soc(D Hom¢ (M, M)), ansi t est un
élément central du End¢ (M )-bimodule soc(D Home (M, M)). La condition 2-Calabi-Yau donne un isomor-
phisme fonctoriel D Home (X, Y)——Hom¢(Y, X[2]) pour tous X,Y € indC, si bien que t correspond
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naturellement & un morphisme non nul £ € soc(Hom¢ (M, M[2])) qui induit un triangle presque scindé
(&) : M[1]-%>E~¥>M—£~M|2) dans C.
Maintenant, en utilisant (£) et (£) nous construisons un morphisme ¢’ : M*———A[1] tel que le dia-

gramme ci-aprés commute :

©) : g Ty M*[1]
ool em &
(&) : M1)]——E—s—~M——M]2)].

En effet 1a propriété de factorisation a droite de v montre que le morphisme radiciel f se factorise par v et par
un certain morphisme f’ rendant commutatif le carré qui est au milieu du diagramme (X1) précédent. Ainsi
la paire (f’,1,,) doit se prolonger en un morphisme de triangles (&', f’, 1, 6'[1]) avec &' : M*——M[1], si
bien qu’on obtient un diagramme commutatif de la forme (21) et dans lequel §' # 0 puisque € est non nul
de par sa construction.

La suite de la preuve est donnée par les deux prochains faits ci-apres.

Fait 2.2. L’'unique triangle non scindé (¢') : M—2—B' S MM (1] construit en utilisant le mor-

phismev 0" est un triangle d’échange.

Fait 2.3. Les deux triangles d’échange (§) et (') sont compatibles dans le sens que la condition (2.3.2) est

satisfaite.

Preuve du fait 2.2. Comme ({’) est non scindé, la preuve du Fait 2.2 est donnée par le lemme 2.2.1 lequel
montre d’ailleurs que le résultat tient pour toute paire de sous-catégories rigides ne comportant pas de
boucle au points M et M*. Toutefois, ici nous vérifierons directement que B’ est dans "N 1" : en effet
posons T' = TJM, en applicant le foncteur C(T', -) a (¢') on obtient la suite exacte courte suivante :

C(T, M)——C(T, B )——C(T, M*)—Exty(T, M)——Ext}(T, B )Y—Ext}(T, M*).

Puisque T = T @& M et T* = T @ M” sont rigides, on a Ext}(T, M) = 0 et Ext;(T, M*) = 0, si bien
que Ext}(T, B') = 0. Ensuite, en appliquant le foncteur C(-, M) & (¢') et ayant en vue le fait que dans 7"il
n’existe pas de boucle au point M, on obtient (comme d’ailleurs dans la preuve du lemme 2.2.1) une suite
exacte 0—J.(M, M)——C(M, M)—Ext}(M*, M)——Ext;(B', M)——Ext;(M, M) = 0, mon-
trant que Extg(B’, M) = 0, et a cause de la condition 2-Calabi-Yau on a aussi Ext} (M, B') = 0. De méme
en en appliquant le foncteur C(M*,-) a (¢') et en utilisant le méme argument que celui qui précéde, on voit
aussi que Exti(M*, B') = 0 et Extz(B’, M*) = 0. Nous avons donc montré que Ext;(7' U T*, B') = O et
Ext;(B’,T UT*) = 0, montant alors que B’ appartient 2 7 N T* car T et T* sont rigides maximaux. [

Preuve du fait 2.3. Vérifions maintenant que les triangles d’échange (§) et (¢') forment une paire de tri-
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angles compatibles tels que la condition (2.3.2) soit satisfaite. Pour cela, soit M —2—M un endomorphisme
arbitraire de M. En utilisant le premier triangle d’échange (£) (et aussi la propriété de factorisation a droite
de f), il est clair que chaque endomorphisme ¢ doit se prolonger en un endomorphisme (b, a’, a, b[1]) du
triangle (£). Maintenant pour obtenir un diagramme commutatif comme en (2.3.2), nous devons montrer

que dans le diagramme (32) suivant,

() M2y
N b e =
€): M—gB— M M)

la paire (b, a) se prolonge aussi en un endomorphisme (a, a”, b, a[1]) du second triangle d’échange (¢'). Pour
ce faire, on a seulement besoin de montrer que le carré a droite de (X2) commute, ou de maniere équivalente
que, pour le diagramme (3.3) suivant et dans lequel le carré de gauche commute, on a que le carré de droite

commute aussi.

§ .. 0[]
M M*[1] M[2]
a| | bl1] | al2] (23)
M——=M[1] F M[2)

Rappelons que par construction de ¢’ on a ¢ = ¢'[1]-0. Nous affirmons que a[2]:c = -a.

En effet, soient M;, Mo, M;, M} des noms distincts pour désigner l’kobjet M, alors pour toute paire de
morphismes M;—<—M! et M}—<—M, dans C, nous avons le diagramme commutatif suivant et dans
lequel les lignes horizontales sont données par les isomorphismes fonctoriels de la propriété 2-Calabi-Yau,

D Home (M;, My)—=—Hom¢(Ms, M,[2]) avec Y(u) = c[2]-u-c’ olt u € Hom¢(Ma, M[2)),
771 . 1,(/] 7](0[) = c-a-c et dOl’}C n(a) (UI) — a(c’-v’-c) ol

D Homg (M}, M})—<—Hom¢ (M}, M;[2]) a € DHome(M,, Ms) et v' € Home (M7, M}).

Maintenant on doit se rappeler que 1’isomorphisme D Home (M, M2)—=—>HomC(M2, M, [2]) de la condi-
tion 2-Calabi-Yau envoie le morphisme trace t € D Hom¢(M;, M2) = D Home (M, M) sur le morphisme
e € Hom¢(M,, M[2]), si bien que n(t) = ct-c’ est envoyé sur la composition 1(e) = c[2]-e-¢’. En parti-
culier pour chaque a € Home (M, M), le morphisme a-t est envoy€ sur a[2]- tandis que le morphisme t-a
est envoyé sur ¢-a, mais le morphisme trace t étant un élément central du bimodule D Hom¢ (M, M), on a
ta = a-t, et donc on a aussi a[2]e = ¢-a comme annoncé. v

Maintenant, puisque le carré gauche dans (X3) est déja commutatif, 1’égalité a[2]e = -a (et le fait que
e = §'[1]-6) montre que (a[2]6’'[1] —&’[1]b[1])-0 = O ; ainsi le morphisme a[2]4’[1] — 6’[1]b[1] doit se factoriser
par le terme B[1] du triangle de base §. Mais on a Hom¢(B[1], M[2]) = Extz(B, M) = 0 si bien que
a[2]0'[1] — ¢'[1]b[1] = 0, induisant alors la commutativité du carré de droite dans (33). Donc la paire (a, b)
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se prolonge en un endbmorphisme du second triangle d’échange (¢'), si bien que chaque endomorphisme a €
End:(M) se prolonge en un endomorphisme (b, a’, a, b[1]) de (£) ‘et en un endomorphisme (a, a”, b, a[1]) de
(¢') avec comme composante commune I’endomorphisme b € End¢(M*). Le fait 2.3 est donc établit et la

preuve du Théoréme 2.3.2 est maintenant complete. ([

Preuve du Théoréme 2.3.3 : condition (c4.1)

Cette partie de la preuve est entierement dérivée de sa version simplement lacée obtenue dans [10,
Théorémel.1.6]. Nous adaptons alors les arguments utilisés dans [ 10, Théoréme1.1.6] en utilisant le langage
des carquois valués et nous fournissons des détails additionnels omis dans [10]. _

Soit T un objet inclinant amassé dans C avec indT = {T;:4€l}, & € I un point
fixé, T = T © Ty = p(T); on pose Q = Qr et Q' = Qp+. On a deux tri-
angles d’échange T} L, B—L-T,, Ty (1] et Ty I B, - Ty Ti[1], montrant clairement que
Qi k) ={a*: a € Qi(k,1)} et Qi(k,i) = {a* : a € Qi(i,k)} pour tout i € L.

Ensuite, on a besoin de considérer la situation ou dans Q on a un sous—cafquois valué plein de de la

forme : #rrrrsiooosS 5 , ot (a,b) = (0,0) ou (¢, d) = (0,0) car, en vertu de I’hypothese, Q ne possede

pas de 2-cycles. Alors la définition 2.2.3 montre que dans u;(Q) on a le sous-carquois valué plein suivant :

—c+ s —d ‘s’ . . . . - e .
[metmsl, 2445 et orientée de j vers i si sign(—c +ms) = +1,

_|:'c_wf5;5-l:l:-:13_r:nf757l_7 , ou I aréte valuée %
dans le cas contraire elle est orientée de ¢ vers j. Or, en vertu des hypotheses précédentes 1’une des valuations
(a,b) et (¢, d) est égale a valuation nulle (0, 0), il en résulte que I’aréte (pleinement) valuée entre 7 et j dans
11x(Q) est donnée par v : j—le=ctmal.lbmdtm's'

équivalente, si sign(b — d + m's’) = +1, car la valuation est supposée symétrisable), dans le cas contraire

7, orientée de j vers i si sign(a—c+ms) = +1 (ou de fagon

elle est orientée de ¢ vers j.

Ansi, pour prouver que Q' = p(Q), on doit montrer que I’aréte valuée attachée a la paire de points
i,7 dans Q" = Q- est donnée par I’aréte valuée ~ précédente attachée a la paire 7, j dans i (Q). Pour
ce faire, on commence par considérer les deux triangles d’échange associés au facteur direct 7; de 7" :
T B—-T; Tr[1] et T; B Tr— T;[1], oit Ty, n’est pas un facteur direct de Bj puisque

1 1

m,m’

qu’il n’existe aucune fleche de ¢ vers k dans QQ, car on n’a pas de 2-cycle. La fleche valuée ¢ k indique
qu’on peut poser : Bi=D;® T, ou T, n’est pas un facteur direct de D,.

On obtient alors les deux diagrammes commutatifs Diagl et Diag2 ci-dessous, ol la troisieéme ligne du
diagramme Diagl est un triangle construit en commengant par les trois triangles induits par les morphismes
du sous-carré supérieur, et en appliquant ensuite 1’axiome de 1’octaédre Tr4 des catégories triangulées (voir

la définition 1.8.1).
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Diagl Diag2 :
(T = (1) (Y (T = (T[]
| o o
Ti[-1] T; D& (Ty)m——T, T, B, T T[]
] ‘ T Tw h ‘ ; | I K T ‘
L-1]——X——D, @ (BT, Ty X——T[1]
| T I |
(Tp)™1) == (Tx)™ (1) (T =T 1]

Alors en appliquant une seconde fois ’axiome de I’octaédre, Diag2 est un diagramme commutatif de tri-
angles dans lequel la deuxiéme ligne est un triangle d’échange tandis que la troisieéme colonne est égale a la
deuxieme colonne Diagl. On observe que pour le diagramme Diag2, on doit avoir Y = B; @ (T})™ : ceci
vient du fait que T n’est pas dans add B/, si bien qu’on a C(B;, (Ty)™[1]) = 0 et alors le triangle de la
premiére colonne de Diag2 scinde. |

Posant T~ = T*T; = , Sz ,th’ on affirme que dans les deux triangles ci-aprés les morphismes A et A’ sont

des add T -approximations 2 droite,
(6) - X—D; ® Bp—AT—X[1], (€): T—Bl® (TH)"—tX—T]. (9

En effet, B, ® (T;)™ est clairement dans add 7" car Ty n’est pas un facteur direct de B/, mais 7;
étant dans T N T* on a C(T", T;[1]) = 0, d’olt A’ est une add 7T -approximation & droite. Maintenant,
pour traiter le cas du morphisme A, commengons par observer que D; & B} est dans add T". On sait que
B; = D; ® T{* € add T tandis qu’en vertu du choix de D, ona D; € addT pour T = T[T ; et T; n’est
pas un facteur direct de D, parce qu’il n’existe pas de boucle au point :. En outre, T et T; ne sont pas des
facteurs directs de By puisqu’il n’existe aucune boucle au point k et il n’existe aucune fleche de ¢ vers k
dans Q. D’olt D; @ B € addT" comme espéré. Ensuite, pour chaque facteur direct indécomposable T;
de T non-isomorphe a T, on voit que tout morphisme v : T;———7T; se factorise par h : puisque dans le
diagramme bDiagl la deuxiéme ligne est un triangle d’échange, u se factorise par le morphisme g si bien
que u = g o v pour un certain v’ € C(D; ® T}*,T;). En utilisant maintenant le triangle de la deuxiéme
colonne de Diagl et aussi le fait qu’on a C(T}, (T3)™[1]) = O car T, € ind(addT*) avec T; 2 Ty, il en
découle alors que le morphisme «’ se factorise nécessairement par w si bien que v’ = w o «” pour un certain
v € C(D;® By, D;®T;). Ainsiu = gowou” = hou” a cause de la commutativité du diagramme Diagl.
Finalement soit v : T;——7T; ; comme T, ,;‘—f*——>Bk est une add T-approximation minimale 2 gauche, il
existe forcément un morphisme v’ € C(By, T;) tel que v = v/ o f*. Mais I’argument précédent montre que
v’ se factorise par h car aucun des objets indécomposables T, Ty, T}, n’est facteur direct de By. Alors v se
factorise aussi par h, et il en résulte que A est une add T -approximation 2 droite comme annoncé.

Notons que les triangles (£) et (£) ne sont pas nécessairement minimaux. Mais en vertu du
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he 0 e
lemme 2.1.1, on a une décomposition (£) : X =T @ W[—@Ui ow-L. T (6] TP @ W(1]

<o
du triangle (£) pour laquelle (£oy): 77 i Ut T?[1] est un triangle non-scindé qui est

aussi une add7T -approximation minimale, il découle alors du lemme 2.1.3 que (€ex) est néces-

sairement I'unique triangle d’échange associé a T, € T* et Ty € T° = p(T*). De méme,

ayant déja X = T? EE W, l’argume’:Lnt précédent appliqué au triangle (£') montre qu’on une dé-
v " "o

composition (£') : E—M»Ui’ ® WM»X =T Wﬁ—q]—»Ti[l], du triangle (¢’), pour laquelle

(6 : T U= T
Maintenant pour tous objets M, U € C avec M indécomposable, on désigne par ap (U) € N la multi-

!

; T;[1] est le second triangle d’échange associé a la paire (75, 7).
plicité de M comme facteur direct de U. Puisqu’il n’existe pas de 2-cycle dans Qp«, I’'un des deux entiers
naturels ar, (U;) = dimy,, Irrr.(Tj, T;) et ag,(U;) = dimy, Irrp(T;,T;) est €gal & 0, il en résulte que

C” s c//

. Mais puisque

I’aréte valuée ¢ j entre les points 7, j dans Qr« est telle que ¢’ = |aT] (Us) — ar, (U))
Bi=D;®dT"et D; & B =U; ®W, et B © (T{)™ = U; @ W, on a donc ar,(U;) = ar,(D; © BY') —
ar; (W) = ar,(B;) + m-aTj.(Bk) —ar, (W) = a+ms —ag, (W), etar,(U)) = ar,(Bi@T]") —ar,(W) =
ar,(B)) — ar,(W) = ¢ = ag,(W). Do, ¢ = |ar, (Ui) — o, (U])
concluons donc que Q7 = i (Qr), et ceci achéve la preuve que la condition (c4.1) est satisfaite.

= |a — ¢ + ms| comme espéré. Nous

Preuve du Théoréme 2.3.3 : condition (c4.2)

La preuve que la condition (c4.2) est satisfaite est déja complétement donnée par le Théoréme 2.3.2.

Ainsi donc la preuve du Théoréme 2.3.3 est complete 0.

2.3.3 Sous-structures amassées

Pour cl6turer cette section, nous aimerions souligner qu’une notion de sous-structure pour les structures
amassées est également introduite et largement étudiée par les auteurs de [10]. Aussi, le terme "stablement
2-Calabi-Yau" est utilisé dans un contexte plus général pour désigner toute catégorie Hom-finie B telle que B
est soit une catégorie de Frobenius dont la catégorie stable B est 2-Calabi-Yau, soit une sous-catégorie fonc-
toriellement finie et fermée pour les extensions d’une éatégorie triangulée 2-Calabi-Yau ([10, Thm IL.2.1]).

Soient C une catégorie exacte ou triangulée, BB une sous-catégorie C fermée pour les extensions, on
suppose que C et B posséde une structure amassée faible. La structure amassée faible de B est appelée une
sous-structure de C induite par un amas augmenté 7" dans B si les conditions ci-aprés sont vérifiées. Il existe
un ensemble X d’objets indécomposables dans C tel que pour tout amas augmenté 7" dans B obtenu de T’
par un nombre fini d’échanges 1’objet T" = T" U X est un amas augmenté dans C. Soulignons enfin que les

résultats s’ appliquent pour toute sous-catégorie 3 munie d’une sous-structure amassée de celle de C.

67



2.4. ALGEBRES AMASSEES, SOUS-ALGEBRES AMASSEES, FONCTIONS D’ AMAS

2.4 Algebres amassées, sous-algebres amassées, fonctions d’amas

Dans cette section, en guise d’une premiere application de I’existence de structures amassées non-
simplement lacées, nous réaliserons directement une large classe d’algebres (et de sous-algébres) amassées
non-simplement lacées (encore dites anti-symétrisables) de type géométrique [28], avec la poséibilité gqu’un
amas puisse avoir un nombre dénombrable de variables. Soulignons que le contexte traité ici généralise ce-
lui [10, §IIL.1] ot les auteurs se limitent aux algébres amassées anti-symétriques. Signalons aussi que les
catégories 2-Calabi-Yau offrent un cadre général permettant de construire de nouveaux exemples d’algébres
amassées et de trouver de nouveaux modeles de catégorification pour les algebres amassées. On peut se ré-
férer par exemple a [17, 16, 33, 31] pour de nombreux développements dans le cas simplement lacé. Pour le
cas non-simplement lacée, une approche indirecte apparait dans [22] ou I’auteur utilise le pliage d’algebres
de groupes gauches tordus pour généraliser au cas non-simplement lacé un résultat de Geiss-Leclerc-Schroer
[33] établissant I’existence de structures amassées sur des algebres de fonctions sur les sous-groupes unipo-
tents maximaux des groupes de Lie simples.

Suivant les lignes de [10, §III.1] et [28], nous rappelons la définition d’une algébre amassée, avec la
possibilité qu’un amas ait un nombre dénombrable de variables. On fixe deux cardinaux dénombrables non-
nuls m et n avec m > n, ainsi, si m est fini alors m et n sont tous deux des entiers naturels non-nuls. Soit
F = Q(u1,...,un) le corps ambiant des fonctions rationnelles a m variables indépendantes sur le corps
@ des nombres rationnels. Une graine dans F est une paire (X, E), ouxX ={x1,...,Zn,..., T} =xUC
est une base transcendante de IF formée par 'union de deux sous-ensembles disjoints x = {7;,...,7,} et
€ = {Zn41,---,Tm}, et o0 B = (bi;) est une matrice m X n-rectangulaire d’entiers pour laquelle la partie
principale B donnée par la sous-matrice carrée d’ordre n formée des n premieres lignes est anti-symétrisable
dans le sens qu’il existe une matrice diagonale n = (1, ..., n,) d’ordre n formée d’entiers naturels non-nuls
telle qu’on ait b;n; = —byn; pour tous 1 < i,5 < n. Le sous-ensemble x est alors appelé ’amas de
la graine tandis que c est [’ensemble des boeﬂicients. Une algébre amassée (de type géométrigue) est une
sous-algébre A = A(S) de F associée a une collection $ de graines dans F construites d’une maniére
recursive comme suit. Pour une graine (X, E) dans IF comme dans les lignes précédentes et pour chaque &
dans {1,...,n}, la mutation de graine dans la direction k produit une nouvelle graine (%, B) = (&, B').
Ici, ¥’ = (X~ {zx}) U{x}} et on une relation d’échange

b, _b. L, . . .
zhxy = . il Oxi”“ + . M i b {1, )} étant alors appelée une paire d’échange.
ik > ik < '

Définissons le signe commun de chaque paire d’entiers a,b € Z par sign(a, b) = sign(sign(a) + sign(b))
ot sign(0) = 0; ainsi pour a,b > 0 ou pour a, b < 0 on a sign(a, b) = sign(a) = sign(b) € {—1,+1}, dans
Jes autres cas on a sign(a, b) = 0. La matrice B’ = (b; ;) est donnée par la formule de mutation suivante :

{' —by  sike {ig)
(bis + sign(bik, b; )bibe;  sinon.
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Il aisé de voir que la mutation de graine est une opération involutive induisant une relation d’équivalence sur
I’ensemble de toutes les graines dans FF. Soit donc $ une classe d’équivalence obtenue d’une graine initiale
(%, ﬁ) par des suites de mutations de graines, on fixe ensuite un sous-ensemble ¢, C ¢ et on considere le
sous-ensemble ;! = {c7!: ¢ € ¢,} appelé sous-ensemble des coefficients inversibles. L’ union X de tous
“les amas appartenant aux graines dans 3 est définie comme étant 1’ensemble des variables amassées pour
I’algébre amassée A = A(S) dont le sous-ensemble des coefficients inversibles est ¢,, o A est définie
comme étant la sous-Z[c, c; *|-algebre de F engendrée par X.

Maintenant, soit A une algebre amassée dans un corps ambiant I, X étant I’ensemble des variables
amassées de A et ¢ celui des coefficients. Alors une sous-algébre amassée A’ de A est une algébre amassée
telle qu’il existe une graine (%, B) pour A et une graine (X', B') pour A’ telles que

(es]) ¥ =x’'Uc oux = {xal,'. .. ,x(,p} Cxetc = {x(,pﬂ, S xaq} C ¢ sont deux sous-ensembles

donnés avec 1 < p < n, 1 < g<metodo:{l,...,qp——{1,...,m} est une application
injective envoyant chaque i sur ;. .

(cs2) Pour chaque 1 < i < petpourtoutl < s < m, sib,,, # 0 alors s = o; est dans I'image de o

pour un unique entier j € {1,...,q} etonab;; = by,

(cs3) Le sous-ensemble des coefficients inversibles ¢, C ¢’ esttel que ¢, N ¢’ C .

Signalons que les carquois valués 2-acycliques ne possédant pas de boucles correspondent aux matrices
anti-symétrisables a coefficients entiers, et suivant cette correspondance la mutation de carquois valués et
la mutation matricielle sont compatibles. Soit Q un carquois valué 2-acyclique sur un ensemble de points I
ne possédant pas de boucles, la matrice anti-symétrisable (b;;); je1 correspondante peut étre définie de telle

sorte que pour chaque ¢,7 € I, I'unique aréte valuée « entre 7 et j soit donnée par o : zML] , avec
o orientée de ¢ vers j si sign(b;;) = +1, dans le cas contraire o est orientée de 7 vers i. Maintenant, les
cardinaux 1 < n < m étant fixés comme au debut de cette section, on suppose que I = {1,...,m} et
on regarde Q comme étant un carquois valué augmenté relativement au sous-ensemble I~ {1,...,n}, alors
comme dans les lignes précédentes on peut associer a Q une matrice m X n-rectangulaire dont la partie
principale est anti-symétrisable. -

Pour le reste de cette section, on suppose que C est une catégorie (triangulée ou exacte stablement) 2-
Calabi-Yau possédant une structure amassée déterminée par les objets (ou les sous-catégories) inclinant(e)s
amassé(e)s ol les coefficients sont donnés par les objets indécomposables projectifs. On suppose aussi que
chaque objet (sous-catégorie) inclinant(e) amassé(e) posséde n variables amassées et ¢ coefficients, avec 1 <
n<m< oetl < c < oo. Pour chaque objet. inclinant amassé T', le carquois valué Qgnq.(r) de I’algebre
d’ehdomorphismés de T est regardé comme un carquois valué augmenté relativement aux points projectifs
(on ignore toute fleche valuée entre points projectifs), la matrice m x n-rectangulaire correspondante est
notée Bgna, (7). ‘

Suivant .[10, §IIL.1] on rappelle le concept ci-aprés qui est une généralisation de la notion de
caractere d’amas dans [57]. Soit A une composante connexe du graphe inclinant.amassé de C.

Une fonction d’amas (respectivement, fonction d’amas forte) pour A est la donnée d’une application
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p:E&=add{T : T € A}——TF (respectivement, ¢ : C——IF) qui est invariante sur chaque classe
d’isomorphismes d’objets dans C et qui satisfait aux conditions qui suivent.

(cml) Pour chaque objet inclinant amassé 7" dans A, ¢ (7') est une base transcendante pour F.

(cm2) Pour toute paire d’objets indecomposables M et N dans £ (respectivement, dans C) avec
dimy,, Ext}(M,N) = 1 = dimy, Ext;(M, N), on a o(M)p(N) = o(U) + oU’) od U et U’
sont les termes médiants de deux triangles ou de deux suites exactes courtes N——U——M et
M——U’"——N non scindé(e)s.

(em3) (X & X') = p(X)p(X') pour tous X, X' dans & (respectivement, dans C).

D’importants exemples de fonctions d’amas fortes apparaissent dans [i7, 16, 33] et [32, 57]. Soulignons
que la condition (cm2) est une version non-simplement lacée des conditions (M2) — (M2') requises dans
[10, §IIL.1], ici pour chaque paire d’objets indecomposable M, N dans C on doit considérer les dimensions
de Ext}(M, N) sur les k-surcorps ky, = EndMfradEndM et ky = EndNradEndN et non sur le corps de
base k. On la caractérisation suivante des paires d’échanges.

Remarque 2.4.1 ([12, Thm 7.5]). Pour toute structure amassée faible sans boucle dans C, une paire (M, N)
d’objets indecomposables dans le graphe inclinant amassé de C est une paire d’échange si et seulement si
ky = Exti (M, N) = ky.

Notons que si (M, N) est une paire d’échange, alors la conclusion "k, & Ext} (M, N) = ky" découle
aussi du lemme 2.2.1 oil on a supposé seulement que les paires de sous-catégories impliquées soient rigides
dans une catégorie de Krull-Schmidt exacte ou triangulée non nécessairement 2-Calabi-Yau.

Nous déduisons donc le résultat suivant réalisant une large classe d’algébres amassées anti-symétrisables
de type géométrique, la preuve de ce résultat, due a Buan-lyama-Reiten-Scott dans le cas simplement lacée,

repose totalement sur les propriétés des structures amassées.

Théoréme 2.4.1 ([10] pour le cas simplement lacé). Soit ¢ : £ =add {T : T € A}——F une fonction
d’amas. Alors les énoncés suivants sont vrais. : '

(a) Soit A la sous-Z-algébre de | engendrée par toutes les variables ¢(X) avec X € E. Alors A est
une algébre amassée et p envoie chaque graine inclinante amassée (T, QEnde (1)) pour A sur une
graine (¢(T), Bende(r)) pour A. 4

(b) Soit B une sous-catégorie de C munie d’une sous-structure amassée, et &' une sous-catégorie de B
associée a une composante connexe du graphe inclinant amassé de B. Alors les variables (X)), avec

X € &', engendrent une sous-algébre amassée de A.

Démonstration. 17énoncé (a) est une conséquence directe du fait que C posséde une (version non-
simplement lacée de) structure amassée et du fait que la mutation inclinante amassée dans C est compatibles
avec la mutation de graine dans [F. L’énoncé (b) découle de (a) en vertu de 1’argument qui suit. Soit 7”7 un
objet inclinant amassé dans B qu’on peut compléter en un objet inclinant amassé T dans &. Alors ¢ (T")
est une base transcendante pour un sous-corps I’ du corps ambiant I, et de plus (¢(T"), Beng(17)) €st une

graine dans une sous-algébre amassée de A. O
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On suppose donc que ¢ : E—F est une fonction d’amas réalisant une algebre amassée A comme
dans le théoreme 2.4.1, alors tout sous-ensemble de coefficients inversibles ¢, dans A induit une algébre
amassée A [c;!] qu’on appelle un modéle pour la fonction d’amas .
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Chapitre 3

Carquois modulés avec potentiels et algébres
jacobiennes

3.1 Morphismes traces, formes bilinéaires non-dégénérées et paires

dualisantes de bimodules

Dans cette section, nous rassemblons les résultats techniques utiles a la généralisation des potentiels sur
les carquois modulés : pour cela, nous aurons a construire des morphismes traces sur des k-surcorps ou
sur des k—algébres locales, on construira aussi les paires dualisantes et symétrisables de bimoduies. et on en
donnera les propriétés nécessaires pour la suite. Au chapitre 2, nous avons notamment eu besoin de recourir a
I’existence des morphismes traces pour établir I’existence de la version non-simplement lacée des structures
amassées f)our les catégories 2-Calabi- Yau. Pour I’étude des corps gauches nous référons a [20, 19, 26].

Pour toute k-algebre A, on rappelle que le k-dual de A est le A-bimodule Hom, (A, k) dont la structure
est donnée comme suit : (a-u-b)(x) = 'u(axb) pour tous a, b,z € A et tout u € Homy (A, k). Comme en dans

1a définition 1.2.1-(i), on définit de fagon générale la notion de trace comme suit.

Définition 3.1.1. Une forme trace k-linéaire (ou simplement une trace) sur la k-algebre A est tout élément
central dans le bimodule k-dual Homy (A, k) de A. Si C est le centre de A, alors Tr(A) = Tr(A) est le
sous-C-bimodule de Homy (A, k) formé de toutes les traces sur A. Ainsi chaque élément dans Tr(A) est un
morphisme k-linéaire t tel que a-t = t-a pour tout a € A, ou de fagon équivalente, t{ab) = t(ba) pour tous
a,b € A, si bien que t s’annule sur chaque commutateur {a, b] = ab — ba.

Une trace t € Tr(A) est non-dégénérée si elle induit morphisme injectif de bimodules
A&Homk(A, k), ou de fagon équivalente, si le radical R, = {a € A : t(ab) = 0 pour tout b € A}/ de

t est nul.

Remarque 3.1.2. Si C est le centre de A alors les énoncés suivants sont vrais.
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(a) Soit A* = A A, A] I'algébre commutative associée 2 A, ou [A, A] est le sous-espace engen-
dré par tous les commutateurs [a,b] := ab — ba avec a,b € A. Alors la projection canonique
A—"A® = AllA, A] donne un isomorphisme de C-bimodules Homy (A%, k)—="»Tr(A).

- (b) Comme R est un idéal de A, toute trace non nulle t sur une algébre simple est non-dégénérée.
Une fagon d’établir I’existence de formes traces non-dégénérées sur des k-algebres simples est d’utiliser

une certaine trace spéciale connue sous ’appellation de trace réduite, commengons par le concept suivant.

Définition 3.1.3. Soit A une C-algebre pour un corps C.

» A est une algebre simple centralement finie si A ne posséde aucun idéal (bilatére) non trivial et si de
plus A est de dimension finie et son centre coincide avec le corps C. Ainsi un C-surcorps centralement
fini est juste une C-algebre centralement finie dans laquelle tout élément non nul est inversible.

> On suppose que A une C-algebre simple centralement finie, avec n = dimc(A). Alors un corps
scindant pour A est une extension de corps C de C pour laquelle il existe un isomorphisme d’algébres
A ®c C—24—M,,(T), qu’on appelle une présentation de A. En particulier, le centre Cen(M,(C))
étant formé des multiples de la matrice identité par les scalaires dans C, chaque présentation ¢ induit
un monomorphisme C-linéaire de corps C = Cen(A)—2—Cen (M, (C)).

Si ¢ est une présentation de A comme ci-haut, alors il est clair que [A, A] ®c C=[A®c:C,A®cC|,
car pour tous a,b € Aety,v € Cona: (ab—ba)Qv=(a@v)b®1)— (b®1)(a®v) =[a®v,b® 1],
etaussi [a®@v,b®v] = ab Rvv—ba® vy = (ab—ba) ® (vv) = [a,b] ® (vv). Ainsi, en tenant compte de
la remarque 3.1.2, signalons que si la caractéristique de A divise n, alors le centre C de A sera inclus dans
[A, A] si bien que chaque forme trace dans Tr(A) sera identiquement nulle sur C. En effet, soit e;, ; € M, (C)
la matrice dont la composante en position (i, j) vaut 1 tandis toutes les autres sont nulles pour 1 < 7,5 < n.
Posons I, = ¢(1® 1) = kfjl e, la matrice identité. On sait que pour tout 1 < k < n on a la relation :

n—1
ei; = € ek ;. Alors avec ’hypotheése que n est nul dans A on dérive le calcul quisuit: I, = 3 egrp+en, =
k=1

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 L.
kzl ek — (M—1)enn = 3 €knnk — kzl €nkChkn = kzl (EkmCnk — €nk€kn) = 2 [€kn,€nk], i bien que

I, € [M,,(C),M,(C)] = ¢([A ®c C, A®c C)) = ¢([Z, A] ®c C), montrant ainsi que 1 € [A, A] et donc
C C[A,A]. '

Lemme 3.1.1. Toute C-algébre centralement finie quelconque A admet toujours au moins un corps scindant.

Démonstration. 11 est bien connu que pour tout corps commutatif C' contenant C, I’algébre A ®c C est
encore simple et de dimension finie (voir par exemple [54, 15.1]). Ainsi la cl6ture algébrique de C est alors

d’apres le théoréme de Wedderburn un corps scindant pour A. O
Alors, I’existence de la trace réduite non nulle sur A dans I’énoncé (1) ci-dessous est bien garantie.

Lemme 3.1.2. [26, §22 : Def 2, Lem 28&4] Soit A une. C-algébre simple centralement finie, soit
A ®c é—gaMn(é) une présentation de A. Alors, tr désignant la trace usuelle sur l’algébre matricielle

M., (C), les énoncés suivants sont vrais.
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(1) Le morphisme C-linéaire tr : A——C tel que tr(a) = tr(¢(a ® 1)) pour chaque a € A est
" une forme trace sur la C-algébre A, appelée trace réduite sur A. La trace réduite tr € Tr(A) C
Homc¢(A, C) est non nulle (et donc non-dégénérée), et ne dépend ni du choix du corps scindant C, ni

du choix de la présentation ¢ pour A. '
(2) Le sous-C-module Tr(A) est de dimension 1, si bien que chaque trace C-linéaire sur A est un
multiple de la trace réduite de la forme ctr = tr-c avec ¢ € C. Par conséquent, toutes les traces
C-linéaires sur A s’annulent identiquement sur le centre C de A si et seulement si la caractéristique

de A est un nombre premier divisant n.

Démonstration. Dans le volet (1), I'existence de la trace réduite (non nulle) dans Homg(A, C) découle
directement du lemme 3.1.1 et de ce que la trace usuelle sur une algebre matricielle est toujours non nulle.
On renvoie a [206, §22 : Lem 2] pour ’unicité de la trace réduite. Passons donc a la preuve du volet (2). La
trace réduite tr, étant non nulle sur algébre simple, est non-dégénérée ; mais A étant de dimension finie sur
C, tr induit un isomorphisme de A-bimodules A—&Homk(A, k), si bien que chaque trace t € Tr(A) est
donnée par t = c-tr = tr-c pour un certain ¢ € A, ainsi pour tout z € A on a que t(z) = tr(cz) = tr(zc).
Montrons que c est dans le centre C de A. Soientdonc a,b € A,ona: tr(b(ac—ca)) = tr(bac) —tr((bc)a) =
tr(bac)—tr(abc) = t(ba)—t(ab) = t(ba)—t(ba) = 0. D’ou, tr étant non-dégénérée, on déduit que ac—ca =0
pour tout a € A, et donc ¢ appartient 2 C. Maintenant, posant [,, la matrice identité de M,(C) on voit que
tr(1) = tr(I,,) = n. D’apres ce qui précede, Tr(A) étant un C-espace vectoriel de dimension 1, on obtient
1’équivalence suivante : chaque trace t € Tr(A) s’annule sur C si et seulement n = tr(1) = 0, si et seulement

si la caractéristique car(A) de A est un nombre premier divisantn. - O

Pour une algebre de dimension finie A, rappelons que le socle soc M d’un A-module de dimension de
finie 4 M coincide avec le sous-module J-M ot J est le radical de Jacobson de A. Nous pouvons maintenant

dériver le premiér lemme technique important de cette sous-section, qui joue un role crucial dans cette these.

Lemme 3.1.3. On suppose que A est une k-algébre simple ou locale de dimension finie, et dont
le radical de Jacobson est J, p: A——NJ la projection canonique et C = Cen(NJ). Alors la
forme trace réduite C-linéaire tr € Trc(NJ) sur NJ induit un monomorphisme de C-bimodules
Homk(C,k)&i—»Trk(A/J ), si bien que dimc(¥n(NJ)) > dimy(C) > 1 et on a un monomorphisme

k-linéaire Homy (C, k) Qotror (A). Par conséquent Tri(A) posséde des formes traces non nulles (ou

non-dégénérées si J = 0) de la forme t = A o tr o p avec A € Homy(C, k) ; chaque telle trace vérifie alors

la relation suivante : a-t = t-a pour tout a € A, et t € soc(yHomy (A, k)) Nsoc(Homy (A, k),) avec Ry = J.

Démonstration. Posons A = NI, alors le centre C de A est un corps commutatif qui est aussi une ex-
tension du corps k de degré fini et A est une C-algebre simple centralement finie. Comme la trace réduite
tr : A—>C est surjective on a évidemment un monomorphisme k-linéaire Homy (C, k)&»‘lrk(A/J )-
Pour voir que I’application (-) o tr est aussi un morphisme de C-bimodules, prenons ¢, € C et A €

Homy (C, k) ; alors pour tout a € A, en utilisant le fait que tr est C-linéaire et que ¢, ¢’ sont centraux on a :

74



3.1. MORPHISMES TRACES, FORMES BILINEAIRES NON-DEGENEREES ET PAIRES DUALISANTES DE BIMODULES

(eAd)(tr(a)) = A(ctr(a)c) = A(tr(dac)) = (¢ o tr¢')(a), montrant alors que (c:A-¢’) o tr = Ao (ctrd) =
A o (e +tr), et ainsi le morphisme k-linéaire ci-dessus est un morphisme de C-bimodules.

Pour le dernier volet du lemme, la projection canonique p : A——=A/J étant un morphisme d’algebres,
pour chaque trace t' € Tr (AJ) non nulle la composition t = t’ o p : A——k est une forme trace non nulle
sur A telle que Jt = 0 = ¢.J, et qui sera non-dégénérée deés que J = 0, puisque pour J = 0, A est une algebre
simple et toute trace non nulle sur une algébre simple est nécessairement non-dégénérée. En vertu du pa-
ragraphe precedent on a un monomorphisme k-linéaire correctement défini Homk(C k)ﬁ—)ou—pﬁ r(A),

complétant ainsi la preuve du lemme. o

Le prochain lemme donne une premiére application cruciale des morphismes traces pour construire
les paires dualisantes et symétrisables de bimodules apparaissant dans la définition 1.2.1, on prouve aussi
(Lemme 3.1.4-(2)) que tout morphisme de bimodules donné est dualisant relativement aux paires duali-

- santes et symétrisables de bimodules (pour une méme paire de morphismes traces) ; signalons que ce dernier
 fait important dans la suite n’est plus vrai si on n’exige pas que les paires dualisantes de bimodules soient

symétrisables.

Lemme 3.1.4. Soient E et F deux k-surcorps de dimension finie, alors il existe des formes traces
non-dégénérées sur E et sur ¥ et, relativement a chaque choix de deux formes traces non-dégénérées
.t € Homy(E, k) et ' € Homy(F, k), les énoncés ci-aprés sont valides.

(1) Chaque bimodule B dans Eblmodp est dualisant et on a des isomorphismes naturels
‘B—>>Homy (B, k) et B*——>Homy (B, k), si bien que pour tout bimodule B* € pbimodg iso- -
morphe a l’un des duals "B, Homk(B ,k) et B*, on a une paire dualisante et symétrisable de bimodules
{B, B*; bg, bg}.

(2) Soient {B, B*; bg, bp} et {B’, B'*; bly, bl,} deux paires dualisantes et symétrisables de bimodules
(relativement & la paire de traces t et ¥ fixée), avec B ® B*-2-E, B* ® B-*F, B'® Br5.E et
B*® B".F. Alors pour tout morphisme de bimodules f : B——B’, le dual f*: B*——B* de f

existe (coincide avec le dual gauche et le dual droit de f) et est caractérisé par la propriété suivante :
be(-® f(-)) = be(f(1) ®-) et bp(f*(-) ®-) =bp(-® f(-)). (3.1.1)

De facon équivalente, on a le diagramme commutatif ci-apres, dans lequel les fleches horizontales sont
des isomorphismes naturels (adjoints & gauche et adjoints & droite) associés aux formes bilinéaires

non-dégénérées :
L Be(-®-) by ( )
Homg(gBf, E) =B’ ANy T B"™ = Homg (g Bk, F)
-0 fl i f* » l- o] f ’
Homg(gBy, E) = 'B«—"—B*————>B" = Homp(g By, F). -
£(eBr, E) a2 be(-®9 r(eBr, F)

Par conséquent, en fixant pour chaque bimodule B dans gbimodr une paire dualisante

et symétrisable de bimodules {B,B*;bg,bp}, on obtient une correspondance fonctorielle
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(-)* : gbimodp—=—spbimodg, B——>B* qui induit une dualité telle que (-)* o (-)* = 1.

Démonstration. L existence des traces non-dégénérées t € Homy (E, k) et t' .€ Homy(F, k) est donnée par
le lemme 3.1.3, on suppose donc pour la suite que t et ¥ sont fixées et que la symétrisabilité des paires
dualisantes de bimodules apparaissant dans cette preuve est exprimée relativement aux traces t et ¢'.
(1). Vérifions qu’on a deux isomorphismes de bimodules ‘B—2—Hom, (B, k) et B*—>~>Homy(B, k).
Soiteneffetu € 'B,a € E, b € F, alors pour tout z € Bona [to(bu-a)|(z) = t({bu-a)(x)) = t(u(zb)a)) =
t(au(zb)) = t(u(azb)) = [t o u)(azb) = [b-(to u)-a)(z). Ainsi t o (bu-a) = b-(t o u)-a, si bien que t o - est
un morphisme de bimodules. Mais ce morphisme est injectif : en effet, t étant non-dégénérée, son radical
Ri:= {e €E : Va € E,t(ae) = 0} est nul, si donc t o u = 0 pour un morphisme u € ‘B, alors pour tous
a € Eetz € Bonat(au(z)) = t(u(az)) = 0 montrant que u(z) est dans le radical de t pour tout z € B,
si bien que u est nul. Comme 'B et Homy (B, k) sont de dimension finie et de méme dimension sur k, on
conclut que t o - est un isomorphisme. De méme, t' o - est un isomorphisme.

Pour le second volet de (1), soit ¢ : B*—=—Homy(B, k) un isomorphisme de bimodule donné, on
construit une paire dualisante et symétrisable de bimodules {B, B*, bg, bp} comme suit : les formes bili-

néaires non-dégénérées

B ®F B* bE=<'®(t°')_1¢(')> E et B* ®E B bFz((to‘)41¢(')®') F,

sont telles que pour tous x € B,u € B*, en posant to u; = ¢(u) = ¥ o uy avec u; € ‘B etuy € B, on
a:be(z®@u) = @®¢(u)) = u(z)et bp(u ® ) = (p(u) ® ) := ua(x). Clairement, la paire {bg, br}
est symétrisable sur k ; en effet avec les notations précédentes on a : t(bg(z ® u)) = t(uy(z)) = é(u)(z) =
t(uz(z)) = ¢ (bg(u ® x)) pour tous € B,u € B*.

(2). Soient {B, B*; bg, bp} et { B, B"™; b, by } deux paires dualisantes et symétrisables de bimodules don-
nées, avec B ® B*2.E, B* ® B-%>F, B'® B*5.E et B ® B'-*.F. Nous devons seulement montrer
que pour tout morphisme de bimodules f : B——B’, on a le diagramme commutatif ci-aprés, permettant de
définir le dual f* : B*——B* de f comme étant la valeur commune du dual gauche "f et du dual droit f* de

¥ |
bo(-®-)  ba(-®-
Homg(5 By, E) = ‘B’ B0 5. bl 8) = Homp (5 BL, F)
-0 fl if* l- of

HomE(EBF, E) ='B bE(:\/® _) B* bF(T’@ _) Bt = HomF(EBF, F)
Lei, ' i= (be(- @)1 o (-0 f) 0 by(- ©-) = (bi(- @ -)) " o by(f(-) ®-) si bien que bu(- ® () =
be(f(-) ® -), et ff=(bp(-®-)) o(-0f)obp(-®-)=(bp(-®-))"Lobp(-® f(-)) si bien que
br(f*(-) ® -) = bp(- ® f(-)). En appliquant le fait que les paires dualisantes de bi-

modules considérées ici sont symétrisables sur k via les formes traces non-dégénérées t €
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Hom, (E, k) et ¢ € Homy(F,k), on déduit les identités ci-apres pour chaque ¢ € B”
tobp(f(§)®-) = tobp(-®f(§)) =toby(f(-)®E) =tobp({’® f(-)) =1t obp(f () ®-),
ainsi, t' o bp(*f(£) ® -) = t 0 bp(f*(¢') ® -) et comme en vertu de (1), I"application (¢ o -) est un isomor-
phisme de bimodules et comme by est non-dégénérée, on obtient que 'f(£') = f*(¢') pour tout &' € B,
donc 'f = f* et la preuve de I’énoncé (2) est compléte. O

Comme signaler avant, pour une paire dualisante et symétrisable de bimodules { B, B*; bg, bg }, on omet-
tra souvent d’écrire explicitement les formes bilinéaires associées et ainsi la paire sera simplement noté
{B, B*} et en utilisant le méme symbole "((»-)" les deux formes bilinéaires non-dégénérées bg et by notées

B ®fr B* v Eet B*Qr B i F,; et si nécessaire des précisions peuvent données en indices
comme dans dans les notations suivantes : (-}~ €t g+ (-) 5. ’
On peut former les produits des paires dualisantes et symétrisables de bimodules pour obtenir d’autres

paires dualisantes et symétrisables de bimodules.

Lemme 3.1.5. Soient k), ko et k3 des k-surcorps. Soient {,By,1B5";1b2,261} et {3Bj,2B3";2b3,3b2}
deux paires dualisantes et symétrisables de bimodules, avec ,Bj € Kbimody; et avec Z-Bj®kﬂ-BJ*’—b]4 i
pour (i,7) = (1,2),(2,3). Alors le produit donné par {1B,,1B;";1b2,201} ® {2B3,2B5";2b3,3b2} =
{1B3 ® 2B3,2B3" ® 1By*;1b3,3b,} est une paire dualisante et symétrisable de bimodules dans laquelle
les formes bilinéaires associées sont canoniquement induites : pour tous x € 1By, y € B3, u € 1B," et
v € B ona: 1b3((z@y)R(v®u)) = ;bz(z®gbg(y®v)-u) et 301 (veU)®(z®Yy)) = 3b2(vQ2b1 (u®x)y).

O

Bases mutuellement duales

Soit {B, B*;bg,br} une paire dualisante et symétrisable de bimodules, avec B ® B*.F et
B* ® B-F, soient X = {x,...,z,} une E-base 2 gauche pour B et Y = {yy,... ,Yp} une F-base a
droite pour B. Alors, X := {Z;,...,Z;} étant la base duale du dual gauche ‘B = Homy (B, k), le long de
Uisomorphisme adjoint a gauche de bg donné par B*bi(;ie—')ﬂ?, la base X correspond a un sous-ensemble
X* = {1’*{, e ,x;} de B* qu’on définit comme étant la base duale correspondant a la base gauche X de
B, ainsi X* est caractérisée par la propriété suivante : (z; ® z}) = d;; pour tous 1 < 7,5 < p; et la paire
{X, X*} est appelée une paire de bases mutuellement duales. De méme la pour une paire de bases mutuel-
lement duales {Y,Y*}, la base duale Y* = {y7, ... ,y;} de Y correspond 2 la base duale Y = {7, ... ,Uat
du dual droit B* = Homg(B, E) suivant I’isomorphisme pr=p adjoint a droite de by ; Y* est donc
caractérisée par la propriété suivante : (y} ® yy = d5, pour tous 1 < s,¢ < q. Ici d; désigne le symbole de
Kronecker.

En gardant les notations précédentes, notons que {E, E} et {F, F} sont canoniquement des paires duali-
santes (trivialement symétrisables) de bimodules pour lesquelles les formes bilinéaires associées coincident
respectivement avec la multiplication des k-surcorps E et F. Relativement aux paires dualisantes et symétri-
sables {E,E}, {F,F}, {B® B*,B® B*} := {B,B*;bg, br } ® {B, B*; bg, br} et {B* ® B, B* ® B} :=
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{B*,B; bg, br} ® {B*, B; bg, br} dans lesquelles B ® B* et B* ® B sont des bimodules auto-duals, le -
prochain lemme technique donne une simple observation, mais cruciale pour la généralisation des potentiels

sur les carquois modulés.

Lemme 3.1.6. Le morphisme dual E-%.p ® B* de la forme bilinéaire non-dégénérée B ® B .F
envoie 'identité de E sur I’élément central 3, ,. = bg(l) = § v ® yr du bimodule auto-dual B @ B*
donné en choisissant une paire quelconque {Y,Y*} de bases ;L}tuellement dualesoun’ Y = {y,,...,y,.}
es une F-base a droite pour B. De méme, le morphisme dual FLB* ® B de la forme bilinéaire non-
dégénérée B* @ B—"".F envoie lidentité de F sur I’élément central 3prap = bp(1) = Z T ®zs du
bimodule auto-dual B* @ B donné en choisissant une paire quelconque {X,X*} de bases mutuellement

duales ou X = {z,,...,z,} est une F-base a gauche pour B.

(2) Pour le produit { B, B*} ® {B', B*} = {B ® B', B* ® B*} de deux paires dualisantes et symétrisables
de bzmodules les deux éléments centraux corresponds comme dans (1) sont donnés par 3 pe 5,55+ =
; ; (%: @ Y)) @ (Y7 @ Y)) €l 3iprspmaman) = Z Z (z; ®@ 23) ® (z, @ 1), on {Y, Y}, {Y, Y™},
2{XJX* b AX', X"*} sont des paires quelconques de bases mutuellement duales ou Y = {y1,...,y,} est une
base droitede B, Y' = {y’l, .. ,y(’l,} est une base droite de B', X = {x1,...,x,} est une base gauche de B

et X' = {1’1, e ,x;,,} est une base gauche de B,

Démonstration. L’énoncé (1) suit directement de la définition du dual d’un morphisme comme en (3.1.1),
tandis que (2) suit directement de (1) et de la définition du produit de paires dualisantes donnée dans le
lemme 3.1.5. , O

Enfin, Jes deux prochains lemmes sont cruciaux pour la comprehension des potentiels dans le cas non-
simplement lacé. Pour certaines paires dualisantes et symétrisables de bimodules apparaissant dans le lemme
suivant les formes bilinéaires associées ne sont pas explicitement spécifi€s et seront indifféremment notés

en utilisant un méme symbole ("(-)") comme convenu un peu plutdt dans cette section.

Lemme 3.1.7. Soient { B, B*; bg; bp} et {B’, B”; by; b } deux paires dualisantes et symétrisables de bimo-
dules, avec B, B' € gbimodg, oit chacun des k-surcorps E et F est muni d’une forme trace non-dégénérée
fixée. Soit f : B’ B un morphisme de bimodules et {* . B*——B'* le morphisme dual de f, on pose
U =1Im(f), V =Im(f*), V" = ker(f) et U" = ker(f*).

(1) Alors, on a des paires dualisantes et symétrisables de bimodules {U,V'}, {U,Uk} et {V,-V}

dont les structures sont canoniquement induites par les paires dualisantes {B, B*;bg;br} et
{B', B"; by; b} et par (f, f*), et telles qu’on ait aussi les suites exactes courtes suivantes formées
d mjectzons et de projections canoniques,

0—V 4B Pul—0, 0—U = B*—LaV—0,

0 VLA LR v cokerp* 0, 0 U">B-90T := cokerr*—s0.
Les deux formes bilinéaires induites pour la paire {U,V'} sont données comme suit : pour tous u =
p(a)=f(@')eUetv=r() = f*(&) € Vavect' € B'et§ € B*ona: @) :=bg(f(2))®E) =
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bs(z' ® f*(€)) et w® uy := bp(¢ ® f(2')) = bp(f*(€) ® 2'). Pour la paire {U, U*} et pour tous
geUeté € U'ona: @& :=bg(u®E) et € Ty := bp(€ @ u). Et pour la paire {V,V*} et
pour tous €V et £eViona: &) =bp(v®E)et & @T) = bg(¢ ®v).

(2) Soient {Y,Y™} et {X,X*} deux paires de bases mutuellement duales pour {U,V} ou Y =
{y1,...,yq} estune F-base droite de U et X = {z1,...,x,} une E-base gauche de U. Soient {Y1, Y7}
et {X1, X%} .deux paires.de bases mutuellement duales pour { B, B*} ou Y est une F-base droite de
B contenant Y et ont X, est une E-base gauche de B contenant X ; soient également {Y|,Y7} et

- {X{, X?} deux paires de bases mutuellement duales pour {B', B*} ou Y est une F-base gauche de
B'™ contenant Y™ et o X' est une E-base droite de B'™* contenant X'*. Alors la paire (f, f*) vérifie
les propriétés qui suivent. ’

() pour1 < s <qerl <k <pona: f(yl) = yo Fu0) =yl F(@,) = 7u et f*(z}) = 2.
(i) T =ker(f*)=F{y* cYy: yeY Y}={z*€ X}: z € Xl\X}.-E;
Vi=ker(f)={y eY,: y* e YY"} F=E {2/ € Xj: 2™ € X}X"*}.

Démonstration.
(1). Pour la pa1re {U, V'} les deux formes bilinéaires associées sont indifféremment notées U @ V—"—E

et V® U——F; pourtous u = p(z') = f(z') e Uetv =7r(§) = f*(§) € Vavecz’ € B' eté € B*,
comme dans I’énoncé du lemme on pose : (u ® v) := be(f(z') ®€) = bp(z' ® f*(£)) et W@ uy := bp(£ ®
(&) = bp(f*(€) ® z'). On voit clairement que les égalités précédentes définissent correctement deux
formes bilinéaires, et de plus, les formes bilinéaires bg, by, by et bf, étant non-dégénérées et symétrisables
sur k, il est de méme de la paire {U, V'}.

On consideére la paire {U, U } avec U = BU et U™ = ker(f*). Pourtous @ € U et £ € U, dans le
lemme on a posé : @R E) = br(u® ) et €W := bp(( ®u).Orsiu = 0alorsu € U = f(B')si
bien que © = f(z’) pour un ¥’ € B’ et on aura bg(u ® &) = be(f(z) ® £) = bg(z’ ® f*(£)) = 0 puisque
eeU” = ker(f*), et de méme on aura br(¢ ® u) = bp(€ ® f(z')) = bp(f*(£) ® 2’) = 0. On obtient ainsi
deux formes bilinéaires induites U @ U"—2~E et U @ U—2-F correctement définies et, comme dans
le premier paragraphe, ces formes bilinéaires sont trivialement non-dégénérées et symétrisables sur k.

Avec la méme demarche que précédemment, on vérifie qu’on a une paire dualisante et symétrisable de
bimodules {V 1% } dont la structure est induite par (f, f*) comme dans le lemme. »

Maintenant, pour la suite exacte courte 0—V ! . B'—Pesl—0, on desire verlﬁer que la suite exacte

courte duale associée est donnée par la suite 0V PLpr Ly = cokerp*——0, dans laquelle p* est
I’inclusion canonique et j* la projection canonique correspondante. Pour cela, soit v = f*(¢) € V C B*
avec £ € B*, alors bp(p*(v) ® -) = v(f*(€) ® p(-)yy := b(f*(§) ® -) = bp(v ® -), d’olt p*(v) = v. De
méme pour tout & € B'* vérifions que j*(¢') = & € V = B"V ou & est la classe résiduelle de ¢’ dans
V. Ayant en vue le fait que j est une inclusion canomque ona: | (¢) ® -y = bp(&' ®-) == bp(&' ® -)
montrant que j*(£') = ¢£'. '

On vérifie de méme que les suites exacte courtes O——U <2»>B*—fV—0 et -
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*

0——U>B-%5T = cokerr*—0 sont mutuellement duales et les paires de morphismes (q,r) et

(r*, q*) sont des des paires inclusions-projections canoniques. Ceci achéve la preuve de (1).

(2). En vertu des hypotheses et notations du point (2) dans le lemme, les paires de bases mutuellement
duales Y = {y1,...,y, et Y* = {of*,...,y5}, {Y1, Y1} et {Y], Y} sonttellesque Y C Yyet Y* C Y}
Posons Y1 = YU {yy41-- -, Ympet Y =Y*U {yf;;1 ...y} Alorspour 1 <'s < netl < ¢ < g, sachant
que f(y') = p(y') € U pour tout y € B',ona: viy;* ® f(¥)y = vy € p(Us)y = be(p*(u) ® 1)) =
br(y;* ® y,) = ds, montrant que pour tout 1 < s < gona f(y,) = y, tandis que pour tout s > g on a
F(y.) = 0. De méme, on sait que f*(&) = r(€) € V pour tout ¢ € B*, etainsipour 1 < s < getl <t <m
ona: v(f*(y) @ ysy = vir(ys) ® yay = be(y; ® r*(ys)) = br(y; ® ys) = J; montrant que pour tout
1 <t<qona f*(yf) = y; tandis que pour tout ¢t > g on a f*(y;) = 0. Ceci établit une partie de 1’énoncé
(2), pour I'autre partie concernant les paires de bases mutuellement duales {X, X*} (pour {U,V} ou X
est une E-base gauche de U), {X;, X}} (pour {B, B*} ot X; est une E-base gauche de B contenant X) et
{X}, X{*} (pour { B’, B™} ou X{* est une E-base gauche de B contenant X"*), on vérifie exactement de la

méme maniere que les points (i) et (i) de (2) sont vérifiés. Ceci achéve la preuve. O
Le lemme suivant donne maintenant une propriété satisfaisante pour généraliser les potentiels.

Lemme 3.1.8. Soit {M,M*;b, b'} une paire dualisante et symétrisable de bimodules o M est un
E-E-bimodule cyclique avec M © M 0 B et M*® M—Y_E. Alors tout morphisme de bimodule
E—2 M vérifie la relation symétrigue : b(m(1) ® -) = m* = b'(- @ m(1)). En particulier m est cyclique-
ment stable dans le sens suivant : les morphismes de bimodules e m := (13 ® b) o (1 ® M Q Lpy») 0 b*
etem = (b'® 1) o (Ly» ® m® Lyy) o b™ coincident avec m, en d ‘autre termes les deux diagrammes

suivants sont commutatifs.

I1em®1l Iomx1l

M ® M* M®Me M M*® M M@MeM
w] 1&=1®b w[ l&:y®n
E m M E m } M

Démonstration. Soit E—2—M un morphisme de bimodules, relativement aux paires dualisantes et sy-
métrisables {M, M*;b,b'} et {E,E}, le dual m*: M*——E de m existe en vertu du lemme 3.1.4-(2)
et vérifie la relation suivante : b(m(1) ® -) = gl @W*(-))y = m* = gM*(-) @ 1)y = b'(- ® m(1)).
Maintenant, pour calculer le morphisme em = (1 ® b) o (1 ® m ® 1y+) o b*, prenons une paire
de bases mutuellement duales Y, Y} oo Y = {y1,...,yp} est une E-droite de M, alors en vertu du
lemme 3.1.6 le morphisme dual b* s’exprime comme suit : b*(1) = i y: @ y7. D’aprés ce qui précede
on sait que b(m(1) ® -) = b'(- ® m(1)) et tenant compte de cette-rela:i_oln dans les calculs suivants on a :
em(1) = (L ©6) o (Ly @ m & Ly )(E 4 9 3) = 3 vrb(m(1) ®37) = Lyt (47 @ m(1) = m(1),
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q
ol la derniére égalité suit de ce que pour tout = > ya; € M avec a; € E, on voit clairement que
t=1

q
b'(yr @) = 3 b'(yf ® ys)a; = a;. On a donc montré que £, m{1) = m(1) si bien que £, m = m.
s=1
De méme, en utilisant une paire de bases mutuellement duales {X,X*} pour {M, M*} ou X est une
E-base gauche de M, on vérifie aisément que e, m := (' ® 1) o (Ip» ® M@ Tpy) 0 b = m. O

3.2 Approche non-simplement lacée aux potentiels et aux algebres ja-

cobiennes

Notre principal objectif dans cette section est d’étendre au contexte des carquois modulés les concepts
de potentiels, de dérivées (partielles et et surtout cycliques) et d’algebres jacobiennes correspondantes. Dans
cette section comme dans tout le travail, k désigne toujours un corps commutatif quelconque, gbimodg la
catégorie des E-F-bimodules de dimension finie pour chaque paire de k-surcorps E et F, N I’ensemble des

entiers naturels et I un ensemble de points.

3.2.1 Rappels de quelques terminologies

Pour cette section, € désignera un carquois k-modulé fini sur une ensemble de points I = Qy, de carquois
valué sous-jacent Q de type I" pour un graphe valué I et de modulation 90%. En vertu des notations (1.2.1) et
(1.2.1°) 1a modulation de Q est décrite sous forme compacte comme suit : 9T prescrit pour I’ensemble des
points I une famille (ki, t;)ic1 ol chaque k; est un k-surcorps (toujours de dimension finie) et (implicitement)
muni d’une forme trace non-dégénérée {, ; et pour chaque paire ordonnée de points ¢, j € I, I prescrit une

unique paire dualisante et symétrisable de bimodules

B};.b;,:b)} o1 ;B, €  bimody,, B, ® ;Bi—2k; et ;B ® ;B,—2k;,

ld ’ Ld
etsid demgne la valuation de Q, on a une unique fleche (pleinement valuée) : i———47;

K=k, B= ®©.B;, B*= & B} et {B, B*;b, b’} est la paire dualisante et
E

i€l % 4,7€I

{:B

_7’2

(32.1)

symétrisable de K-bimodules induite, voir la sous-section 3.2.4 pour plus de détails.

Si on convient que ©Q, (i, j) se compose de plusieurs fleches valuées (partielles) igi"—d:*»j , alors on a posé

dj= T da= T i}, idj= T d, etona: d;n; = nyd; on I
a€Q1(l,J) aEQl(l,]) a€Q1(4,5)

symétrisante pour la valuation d de Q; et dans ce cas { B

IN, est la fonction (minimale)

],ZB; ;305, zb } est la somme directe des paires
be
1

duahsantes et symétrisables de bimodules {z 5By b5 ,jba } avec o € 9,(1, ), iBY ® ; BY 2k,

blﬂt . a*

et Ba ® B“‘——»kj. En particulier, si dans un souci de précision on note i—2~j 1’'unique fleche
(pleinement) valuée de i vers j dans @, alors on adoptera aussi les notations précédentes pour la paire duali-

sante et symétrisable de bimodules attachée 2 la paire ordonnée 7, 7 € 1. Comme dans la section précédente,
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lorsque nous omettons de nommer expliciterhent les deux formes bilinéaires d’une paire dualisante de bi-
modules, alors ces derniéres seront notées en utilisant indifféremment le symbole "(-)" avec des précisions
en indices si nécessaires.

‘L’algebre semisiniple K = ﬂki donnée par le produit direct des k-surcorps k; étant fixée, chaque
k; est vu comme un sous—corp;dde K ayant pour unité e;, de sorte que {e; : 7 € I} est un systtme
canonique d’idempotents primitifs orthogonaux pour K. L’algébre (tensorielle) de chemins de Q est
par définition I’algébre tensorielle du K-bimodule B : c’est donc une k-algebre N-graduée donnée par
kQ =Tk(B) = megoka ol la m™®™ puissance tensorielle du vbimodule B donnée par kQ,, = B est
par définition le K-bimodule des chemins de longueur m, avec B = K, B® = B et B™*" = B™@B
pour tout m > 1. On pose kQ(;) = "@Lka I’idéal des chemins de longueur au moins ¢ dans kQ ; kQ) est
alors 1’idéal des fleches de kQ et on a bien kQkQn) = ﬂlki. Notons en passant que 1’idéal des fleches kQ,;,
n’est en général pas le radical de Jacobson de kQ, saulzelorsque Q ne comporte pas de cycle. De plus pour
tout chemin w € Q(3, j), le bimodule le long de w est le produit tensoriel des bimodules des fleches le long
du chemin w; il est noté ; B} (ou simplement B*). Et, le bimodule associé a un ensemble P de chemins est
juste la somme directe BY de tous les bimodules de chemin B“ avec w parcourant P. Comme d’habitude,
O,.(1,7) désigne I’ensemble des chemins de longueur m de ¢ vers 'j , tandis que Q(%, j) désigne I’ensemble
de tous les chemins de 7 vers j. Parfois nous disons simplement "chemin" pour désigner un chemin valué.

En plus de I’algebre de chemins de Q, on travaillera aussi avec [’algébre (tensorielle) compléte de che-

mins kQ = [T B pour laquelle le radical de Jacobson coincide bien avec I'idéal fermé des fleches et don-
m>0

née par J = [T B™. On vérifie aisément que pour tous z € [ B™ etu € kQ, 'élément 1 — z-u est in-
m>1 | m>1

oo
versible ; il suffit de voir que pour tout élément cyclique u € e;-( [| B™)e;, 'élément (1 — u)~!:= 3 u™
m>1 m=0

est correctement défini dans kQ. Pour chaque paire de points ¢, j € I, le k;-k;-bimodule ei@ej sera regardé
comme étant le bimodule de tous les éléments homogenes ¢ de source s(¢) = i et de terminaison t(£) = 7, et
pour chaque [ > 0, la ®™ puissance tensorielle B() est aussi regardée comme étant le K-bimodule des élé-
ments de degré homogeéne l. On aura besoin de la notion suivante : soit Q.. I’ensemble de tous les chemins
cycliques dans Q, alors la partie cyclique de kQ (ou de @) est le sous-K-bimodule kQ,,. = meglem,cyc (ou

respectivement @wc =T @mvcyc) de tous les chemins cycliques (sans les boucles) dans Q. De méme, la
m>1
partie acyclique de kQ est donnée par le K-bimodule kQacyc = X €;kQe;.
g€l

Si Q' est un autre carquois modulé sur I tel que kQj, = K = kQy, alors on supposera implicitement que
la famille de formes traces non-dégénérées accompagnant la modulation de Q' est la méme que celle donnée
par la modulation de @ ; autrement dit la condition suivante est vérifiée :

SikQ) = K = kQy, alors la famille (k;, t,);c1 est la méme pour Q et pour Q' 3.2.2)
Cette condition assure que les composantes de tout morphisme de bimodules entre kO et kQ’ sont toutes
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dualisantes comme exposé dans la section précédente (voir aussi le lemme 3.1.4-(2)).
On rappelle que pour une k-algébre A ayant pour radical de Jacobson J 4, la topologie J 4-adique de A a

pour pour systeme de voisinages ouverts de 0, la famille {J Y La fermeture (ou I’adhérence) de chaque

hiso
sous-ensemble S est donnée par,

S = IOO(S + J4)avec la convention que J% = A. (3.2.3)
Les algebres sur lesquelles on travaillera dans cette section sont toujoﬁrs supposées satisfaire aux deux
conditions suivantes : .
(ax1) A est sobre, si bien que AJ, = ﬂFl est un produit fini de k-surcorps. De plus le K-bimodule J ,/J4
est de dimension finie sur k. '
(ax2) A coincide avec la limite projective Ljinp 0 A/JlA : autrement dit, la topologie J ,-adique de A est
complete et séparée. '
Les algebres de chemins ainsi que les algébres complétes de chemins associées aux carquois modulés sur

un ensemble fini de points I satisfont aux conditions précédentes. Pour voir comment les éléments d’une

telle algébre A se présentent, munissons I’ensemble N™ de I’ordre suivant : pour A = (A1,..., Ap), X =
(Al,.- -, AL,) € N™onpose A < X'sietseulement si \; < Aj pour 1 <4 < m. Onretient alors la description
suivante. ’

Remarque 3.2.1. Soit A une k-algebre arbitraire (non nécessairement de dimension finie) et satisfaisant
aux axiomes (axl) et (ax2), A étant munie de sa topologie J,-adique. On suppose que A est aussi
un K-bimodule. Soit ,» > 1 un entier arbitraire, alors pour toute série formelle (non commutative)
F = b a,\ti\1 ----- tﬁ‘,{“ sur K et pour tout u = (u1, ..., uy) avec uy, . .., U, € J,, la somme in-

finie F'(u) = ayuMe - ul représente un unique élément correctement défini dans A donné
A=OL, Foyem " '
=(A1,.,Am JEN™

comme la limite lim F)(u) de la suite des sommes partielles Fy(u) := ¥ hg(u) olt hg(u) = agul®----- usm
A——>00 <A . )

pour chaque 8 = (0; ...,6,,) € N™. : O
Il suffit d’observer avec les notations ci-dessus que la suite des sommes partielles (Fj(u))ren= doit
effectivement converger dans A. En effet, pour A € N™ fixé et pour chaque 1 < ¢ < m, en posant A — ¢; =
A hie1 A =1, Aist, -+ -5 Am)s 0D Voit que Fy (u) — Fa_e, (u) = ha(u) € I, ot 6(A) = A 4+ + Am.
Or comme en vertu de (ax2) la topologie J ,-adique de A est séparée, la limite de la suite (F)(u))enm est
unique.
Rappelons la propriété universelle suivante de I’algebre tensorielle de chemins kQ = Tk(B) : pour
toute k-algébre A qui est aussi un K-bimodule tel que a-14 = 144 pour chaque a € K, tout morphisme de
~ K-bimodules f(;) : B——A admet un prolongement unique f : kQ——>A sur kQ, comme illustré par le -

triangle commutatif suivant.
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B——kQ = Tk(B)

Tl

A

On aura besoin de la description suivante des morphismes de k-algebres topologiques.

Proposition 3.2.1. Soient Q et Q' deux carquois modulés tels que kQO K= kQ’ ,B=kQ, et B =kQ].
Alors les deux énoncés suivants sont vrais.

(a) Toute famille (¢;);>1 de morphismes de K-bimodules ¢; : B———B'Y induit un unique morphisme
continu de k-algébres topologiques ¢ : l@——»k/Q\’ tel que ¢, = 1x et ¢, = (¢;)i>1. De plus, ¢
est un tsomorphzsme si et seulement si ¢1 : B———B' est un isomorphisme de K-bimodules.

(b) Soit ¢ : kQ—»k Q' un morphisme d’algébres tel que ¢, = lk. Alors ¢ est automatiquement
continu. Si de plus ¢ est un épimorphisme, alors pour tout I C @’tel queker ¢ C Tona¢(I) = W_)

kQ' tel que ¢, = 1k est un homéomor-

Par conséquent tout isomorphisme d’algébres ¢ : kQ:

phisme de k-algébres topologiques.

Démonstration.

Enoncé (a). Pour le premier volet de (a), remarquons qu'on a un morphisme de bimodules
(o] — o0
day = Z ¢, . B——kQ' avec ¢(1)( x) = Z oi(z) = (¢u(z))iz1 € ﬂ B'®. En vertu de la propriété

umverselle de kQ, ¢(1) se prolonge en un unique morphisme ¢ : kQ——»kQ’ Mals il est clair que
¢(BYY Jl 57 pour tout [ > 0, si bien que pour tout z = (z;)150 € kQ avec z; € BY, 1a remarque 3.2.1

montre qu’en posant ¢(z) = Z () = hm ( Z #(zx)), on obtient un élément correctement défini dans

kQ'; on a ainsi construit un morphlsme d) kQ—»kQ’ tel que ¢, = Ix et ¢y, = (¢1)i>1, et aussi la
continuité de ¢ découle du point (b). Et comme tout morphisme continu préserve les limites on voit que le
prolongement continu ¢ doit étre unique. | ’ '

Pour le second volet de (a), si ¢ est un isomorphisme d’algébres, alors clairement ¢, : B———B’ est
un isomorphisme de K-bimodules. Inversement, supposons que ¢; est un isomorphisme de K-bimodules,
de sorte qu’on peut sans perte de généralité poser B’ = B et ¢; = 15. Comme dans la définition 3.2.3
plus loin, on considére un syst¢me gauche de fleches 1 Q; = U 19.(4, 7 ) pour le K-bimodule B (ou encore
pour Q) : pour chaque paire 7,5 € 1, ,9,(i, j) est une ki—basé']geguche du k;-k;-bimodule ; B,. On considére
aussi le systeéme de chemins [ Q, = U .9, pour k@ "et pour kQ", donné comme union de toutes les
bases gauches des bimodules de chf;,rjliilgse g;2)(llicji)nement valués dans Q, pour chaque chemin pleinement valué
W=y Ym dans Qona @, =,9Q, ®---®,Q,  obpour chaque fleche pleinement valuée s(y)—t(7)
on a posé ,Q, = Q,(s(7),t(7)). Ensuite, pour chaque ¢ € I on choisit une k-base A; du k-surcorps de
dimension finie k;. Alors le systtme S = .’LEJIAZI'L/Q\I est une "k-base de chemins” pour @ : tout élément

z € k@ s’écrit de fagon unique comme une combinaison k-linéaire infinie z = 3_ ¢, x. Maintenant on peut
¢ X
X
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appliquer le méme argument que celui utilisé dans [24, prop 2.4] pour voir que le morphisme ¢ est bijectif :
En effet, (les éléments de S étant ordonnés suivant 1’ordre croissant de leur degré), la matrice infinie de ¢
relativement 2 S est triangulaire inférieure n’ayant que des "1" sur sa diagonale, si bien qu’elle est inversible,

et par conséquent ¢ est bijectif.

Enoncé (b). Posons J = Iz = MMBYetJ = I = T B'®, notons que J N K = 0 = J' N K. En vertu

>1 >1
de la définition de la topologie J-adique, une base de voisinages de 0 est donnée par les puissances J' de J,
avec ! > 0, et tout sous-ensemble de la forme X + J' est un ouvert dans 1%0) pour tout X C kQ et pour tout
[>0.ls’ensuitquesi U C @ est tel J”™ C U pour un certain m > 0, alors U est un ouvert, car dans un
tel casonaura U = (U N ( 2 B(t))) + J™, avec BO =

Soit ¢ : kQ—»k Q' un morphisme d’algébres tel que ¢, = ]lK Pour montrer que ¢ est continu, nous

commengons par prouver que ¢(B) C J'. On sait que K = T[] k;, e; € k; C K désigne 1’unité de k;. Soit
: 1€Q0
donc z € e;Be; pour deux points i, j € Qg et posons ¢(zx) = a + uavec a € Ketu € J', on montrera que

‘a = 0. Comme z = e;ze; ona ¢(z) = e;6(x)e; = e;ae; + e;ue;, si bien que a = e;ae; et u = e;ue;. Ainsi,
si ¢ # j alors on a directement que a = e;ae; = 0. Supposons maintenant que ¢ = j et en procédant par

I’absurde supposons en plus que a # 0. Alors a est un élément inversible de k; et pour ’élément y = a ™!z

on voit que ¢(y) = e; + v.avec v = a~lu € J', si bien que ¢(e; — y) = —v € J'. Or, pour I’élément
o0 o0 o0

z=e+y+y’+---+y +---=3Syolonaposé y® = e, onvoitque (e; —y)z = T eyt — S yyt =
=0 =0 =0

L e+ Zy — Zy = e;. Comme v € J' il s’ensuit que, e; = @(e;) = dle; — y)o(z) = ~vé(z) € J,
menant ainsi 21 lllne contradiction puisque J' N K = 0. On conclut que dans I’expression "qb( ) =a+u",
on a nécessairement a = 0, si bien que ¢(z) = v € J'. L’argumentation précédente montre alors que
#(B) C J'. 11 suit maintenant de ce qui précéde que ¢(J) C J', si bien que J C ¢~1(J') et ainsi, 71 (J') =
(KN ¢~1(J")) +J = J puisque $(K) = K et KN .J' = 0. Et pour chaque | > 1 fixé, on a ¢(J') C J" si
bien que J! C ¢~1(J") C J et donc ¢ 1(J") est un ouvert et ainsi ¢ est continu.

Ensuite, supposons que ¢ est surjectif, alors en vertu du paragraphe précédent on déduit que ¢(J) = J'
et ainsi ¢(J') = J" pour tout I > 1, en particulier ¢~1(J") = ¢~ (¢(J")) = J' + ker(¢). Soit donc
I C @ tel que ker ¢ C I. Comme ¢ est continu, on sait que ¢(I) C @(I) (ce fait étant toujours vrai
pour toute application continue entre espaces topologiques). Pour I’inclusion inverse, on utilise le fait que
P VNV)=¢ 1 (V)N Y (V') et g1 (¢(U)) = U + ker(o) pour tous V,V' c kQ ettout U C kQ. On

adone : 91 (@(D) = 67 (((6(1) + ) = N6~ (8(1) + ) = (T +ker(@) + ) < T+ =T.

Par conséquent, ¢~ (¢(I)) C I sibien que, (¢(I)) C ¢(I). Ceci complete le preuve de la proposition. [

Les morphismes spéciaux suivants jouent un role 1mportant dans I’étude des carquois modulés avec

potentiels.

Définition 3.2.2 ([24, 2.5]). Soit ¢ un automorphisme de ko correspondant a une famille (¢;);>1 de mor-
phismes de K-bimodules ¢, : B——B'"). Alors ¢ est appelé un changement de fleches si ¢(2) := (¢1)i>2 =
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0. Si plutét ¢, = 1p alors on dit que ¢ est automorphisme unitriangulaire. ¢ sera dit de profondeur d > 1
si ¢ = 0 pour tout k < d, et dans ce dernier.cas on a ¢p(u) —u € Jl+d pour tout u € Jf;é

3.2.2 Systéeme gauche de fleches et systéme droite de fleches pour un carquois mo-
~ dulé

Les algébres de chemins simplement lacées possédent de fagcon canonique une k-base de chemins, cette
sous-section donne une version semblable pour les algébres de chemins non-simplement lacées. On aura
besoin de tels systémes de fleches pour accéder a certaines propriétés des potentiels et des algebres jaco-
biennes. ’

Dans.la définition ci-dessous, A est une k-algébre sobre ayant comme radical de Jacobson J, et I’en-
semble {e; : 7 € I} comme systeme d’idempotents primitifs orthogonaux, (A étant toujours supposée satis-

faire aux axiomes (ax1) et (ax2)).

Définition 3.2.3. > Un sous-ensemble non-vide S d’un A-module (a gauche ou a droite) M est appelé un
systéme générateur élémentaire pour M si M est la somme directe EB ( ) de sous-modules cycliques :
de maniere équivalente, M = <S) et, pour tous éléments deux a deux distincts z; ..., Z, € S et pour
tous as, ..., an € A, I'égalité Zl a;z; = 0 entraine que a;x; = 0 pour chaque :. En particulier si M
est aussi un A/J,-module (c’esztté—dire, JaM = 0) avec AT, = ﬂFi, alors pour chaque idempotent
primitif e; 'ensemble ¢;S = {e;z: x € Sete;xz # 0} est une F;—base pour le facteur direct M; =
eM.

» Un systéme gauche de fleches pour le carquois modulé Q est tout systéme générateur élémentaire
1@ = U.1@i(4,5) C B pour le K-module a gauche B = kQ,, ot si on note i—~j la fleche valuée
repréSe;Jt:nt Qu(4,4), alors | Q, = 1Q, (i, j) = e, Q,e; est une k,-base gauche pour le bimodule Bj;
de méme Q,(i,-) = ULQl(z t) désigne la k;-base gauche correspondante pour e;B. On se référera a
ces ensembles comme etant les bases gauches de fleches dans Q pour les bimodules correspondants.
De méme, les bases droites de fleches Qo = r@:(1,7) et gQ;(-,j) = URQ1(5 Jj) correspondant
respectivement au bimodule ;B; et au K-k;-bimodule Be;, a1ns1 que le systeme droite de fleches zQ,
pour Q se définissent de facon duale. _

» Pour tout chemin valué w = a3 ---a,, et pour S € {L,R}, on note ;Q, = Qp, Q-+ ® Dy, le
produit des bases de fleches le long de w ; et pour m > 1 on pose sQ,, = U O, ot Q,, est le sous-

wELm

ensemble des chemins valués de longueur m, on pose aussi sQy = {e; : 7 € I}. Alors les ensembles_
LQl = U LQm et RQ1 = U xQm sont des systémes générateurs élémentaires gauche et droite pour le

m=0

K—blmodule kQ; on se référera a ,Q, comme étant un systéme gauche de chemins et i RQ, comme

étant un systéme droite de chemins pour k Q.

Par un léger abus de langage, nous dirons aussi que ,Q, est un systtme gauche de chemins pour kQ
et que RQ, est un systéme droite de chemins pour kQ : dans ce cas chaque élément z = (z;);>0 s écrit de
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fagon unique comme une combinaison linéaire infiniex = 3 a,x = 3 X by avec ay, b,y € Uk; pour
X€1Q1 X' €Er1 et
chaque x € @, et chaque X' € zQ,. Si on fixe un systéme gauche de fleches Q, et un systéme droite de

" fleches zQ, dans Q, ainsi que le systeme gauche de chemins L/Q\l et le systeme droite de chemins R/Q\l pour
@, alors on a aussi les systemes de fleches duals correspondants pour le bimodule dual B*, notamment le
systeéme droite de fleches (QF = {z*: z € .Q,} et le systeéme gauche de fleches QF = {y*: y € :O:}-
De méme on a les systémes de chemins duals L/Q\f = fj LD et R/Q\f = GORQ,*n pour kQ et kQ, ou pour

m=0
tout chemin valué w = a; - - - oy, et pour S € {L,R} le systéme dual correspondant au systéme de chemin
$Qu = Qa, ® -+ ® Qa,, est donné par

SQ:, = SQZm ® e ® sQ;m

Nous signalons que toutes les définitions que nous aurons a poser autour des potentiels auront I’avantage
de ne pas utiliser explicitement un systéme de fleches ou de chemins quelconque pour Q. Mais plus tard on
utilisera alors les systémes de fleches et de chemins pour Q dans 1I’établissement de certaines propriétés.

3.2.3 Généralisation non-simplement lacée des potentiels

Avant de proposer une version généralisée des potentiels, il nous apparait intéressant de signaler les
observations préliminaires qui suivent. Dans la cas simplement lacé, la définition des algebres jacobiennes
est basée sur la possibilité de pouvoir appliquer la permutation cyclique sur les potentiels et ensuite prendre
leur dérivées. dans le cas d’un carquois ordinaire 33, un potentiel pour I’algébre de chemins simplement lacée
kX est juste un élément de la partie cyclique k¥,,.. Nous signalons toutefois que la permutation cyclique
ordinaire des éléments cycliques dans les algebres de chemins simplement lacées échoue si on la porte telle
quelle dans le contexte des carquois modulés, cela est dii au fait que la structure des bimodules des fleches
valuées n’est généralement plus symétrique, méme si les k-surcorps dans Q étaient commutatifs. Et ainsi
durant une "permutation-cyclique ordinaire”, il ne fera aucun sens de "transporter vers la gauche ou vers la
droite" les scalaires dans une expression de la forme az1¢1 ® - - ® a,,_1Zbavec x; € Beta,a;,b € K
pour 1 < i < m. Posant k! = ﬂ k I’algébre commutative semisimple donnée par le produit indexé par
I des copies du corps k, on pou;%it penser naivement qu’une facon de parer a la limitation précédente
est d’attacher 2 kO I’algébre complete de chemins H = T’k?(?) simplement lacée, o B est simplement
vu comme un k-espace vectoriel, et ensuite considérer les potentiels dans H et la permutation cyclique
ordinaire dans H, et enfin prendre les projections dans kO des potentiels de H (pour la construction des
algebres jacobiennes). Mais, cette approche échouera lorsque viendra le moment d’appliquer les mutations.
Pour donc généraliser la permutation cyclique et les potentiels, nous aurons besoin des résultats techniques
de la section 3.1 sur les paires dualisantes et symétrisables de bimodules.

Soit { M, M*; bg, br} une paire dualisante et symétrisables de bimodules, M € gbimodg pour deux k-
surcorps E et F. Lorsque nous omettrons de specifier explicitement les formes bilinéaires M, M e g
et M* oy M—%»F (et alors notés indifféremment en utilisant le symbole "(-y"), on adoptera aussi la notation
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suivante :
dmgarr b;: O PSS b;‘a ) (3.2.4)

et pour raison de simplicité, les deux morphismes canoniques 3, ,,+ €t 34+ ,, seront indifféremment notés 3
sans indiquer en indice le bimodule auto-dual associé, des lors que la paire dualisante est clairement indiquée
par le contexte. _

En vertu du lemme 3.1.6, le morphisme dual 3,,.,- := bf envoie 'unité de E sur I’élément central

> y ® y* du bimodule auto-dual M/ ® M* donné en choisissant une paire quelconque {Y,Y*} de deux
yeY
bases mutuellement duales ol Y est une F-base droite pour /. De méme, le morphisme dual 3+, = b

envoie I'unité de F sur [’élément central > x* ® x du bimodule auto-dual M* ® M ou X est une E-base
reX
gauche de M.

En vertu du lemme 3.1.5, le produit d’un nombre fini quelconque de paires dualisantes et sy-
métrisables de bimodules est naturellement défini. En particulier, soient k;, ko et ks des k-surcorps,
{1Bs,1B5"; 12,165} et {2B;,2B3%; 2b3, 2b5} deux paires dualisantes et symétrisables de bimodules, avec
:B; € \bimody; et avec iBj®kjiB;¢>ki pour (i,7) = (1,2),(2,3). Alors le produit donné par
{M,M*} := {1By,1B5"1b2,165} ® {2Bj5,2B5";2b3,203} := {1B; ® 2B5,2B5* ® 1B,*}, avec M =
1By ® 9B3 et M* = 2B3* ® 1B,*, est une paire dualisante et symétrisable de bimodules dans laquelle
les formes bilinéaires associées sont canoniquement induites : pour tous x € 1B,, ¥y € 2B;, u € 1B," et
vE By ona: ((z®y) ® (VO u)) = 162(zR9bs(y@v)u) et (v u) ® (2 ® y)) = 2b5(vR 16, (UR T)y).
Les morphismes canoniques duals correspondants, ki—2E%>Af @ M* et ky— ", Af* @ M, sont don-
nés comme suit : 3,,.,+(1) = ¥ (y®2) @ (*®Y*) et jven(l) = ¥ (2" ®2%) ® (r ® z’), pour

y€Y1,2,2€Y2;3 2€X1,2,2'€X2 3 :
toutes paires {Ym-, Y j }, {Xw-, Xf’j} de bases mutuellement duales, ot Y; ; est une base droite pour iBj et

X;,; est une base gauche pour ;B,, avec (i, j) = (1,2), (2, 3). Ainsi on a toujours la relation qui suivante :

3(1323233)®(2B3*3132*) = 3132@132* © (]l ® 3233-5;233* ® ]l)- (325)

Les observations précédentes s’étendent aisément a tout produit fini quelconque de paires dualisantes de
bimodules. En particulier dans kQ, pour chaque chemin w € Q(i,7) on a une paire dualisante et sy-

métrisable de bimodules {iB;’, (iB‘J‘.’)*; b7, jb‘i"*} donnée comme produit des paires dualisantes de bimo-

b 1 .
dules des fleches valués le long de w, avec ;B; ® (iB‘;;’)*——J—»ki et (ZB‘;’)* ® Z-B‘]‘»’L»kj. Notons que, si
W=ag---- a € Qi) etw* =qf- -+ a* € Q*(j,1) est le chemin dual correspondant a w dans Q*, alors

(iB4)* = ;BY est donné par le produit des bimodules duals B* = (B*)* le long de w*.

A présent, un autre fait technique donne une propriété intéressante des morphismes canoniques 3.

Propeosition 3.2.2. Soit { M, M*} une paire dualisante et symétrisable de bimodules oii M est dans gbimodg
pour deux k-surcorps ¥, F. Alors les énoncés suivants sont valides.

(1) Pour deux paires quelconques de bases mutuellement duales {X,X*} et {Y,Y*} on

X ={z,...,z,} est une E-base gauche de M et Y = {yl, ... ,yq} est une F-base droite de M,
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onales tdentztes valides ci-apres :
©a
.Zys-<ys®-> = 1y = Z< ® Tp) Ty et Zkak@ D= Iwe = L @YY

(2) Soient E—M—>M ® M* et F%M *® M les morphismes canoniques duals asso-
ciés a la paire dualisante {M, M*}. On considére les morphismes de bimodules suivants appelés

respectivement permutations gauches ou droites de §' et de 3,

ed =(Luam ® ) 0 (Iy ®3 ® 1) 03, 6,3’ = (9 @ Lo ) © (I ® 5 @ L) 033,

(3.2.6)
£3=(¢) @ Lyrom) o (Ia- ® 30 1y) 0§ eteg=Iarom ® () 0 (L ®3 @ Lpy) 0 4.

Alors 3 et 3 sont cycliquement équivalents : on a les identités ci-aprés : 3 =3 =¢3 et

€,3 = 3 = €,3, comme.le montrent les deux diagrammes commutatifs suivants.

Ry 1 19391 |
MeM* MeM®MoM* M*®M M*®@M @M*®M
3| oet|[1ee 5] oel||1ee
E 3 M ® M* F 3 M*@M

Par conséquent, 3 et 3’ sont cycliquement stables : les permutations complétes gauches et droites
€2 = ¢,(c3) et €23 = ¢,(e,3) de 3 coincident avec 3, et de méme les permutations complétes

g2 =g (e.3) et €25 :=¢,(5,3') de 3’ coincident avec 3.

Démonstration.

Enoncé (1). Cet énoncé suit aisémént de la définition des bases mutuellement duales en 3.1. En effet, po-
sons X = {z;...z,} et Y = {y1...y,} comme dans la proposition. Alors en vertu de la définition de bases
duales,pourtous 1 < i, j <petl <s t<qona:(x;® x*) = ;5 et (Yr ® yy) = 054, OU J,; est Ie symbole
de Kronecker. Il découle immédiatement que Z Y Us @ -y = Ipy = kil (- ® T}y et kfl T X @ -) =

Ty = El - ® Ys)ys- _
Enoncé (2). La preuve de (2) découle clairement de (1) et du fait que pour chaque choix de bases mutuel-
lement duales {X, X*} et {Y,Y*} comme 01 -haut, les morphismes canoniques et 3/ sont donnés par

3(1) = qu®ys eM®Mety(l) = Zxk®xk € M*® M. On adonc,

)W = (08 Tuon) o (187 ®1)03)(1) = (0 @ Lo} (£ S wap@m07) =
P

q . q
Y W@ xhyre) Uyl = Y ys @ yF = 3(1), donc €,3' = 3. De méme on a,
s=1 k=1 s=1 :

D) = ((Mmorr ® ) 0 (105 @1 03)(1) = (Luow ® ) (L T 0o ®of @ T 83! ) =

s=1k=1

s=q ¥4 q
Zlys(kzlxz-@k RYH) = Zlys ®y; =3(1),etdonc ey = 3.
§= = 5=
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Ainsi on a montré que £,3 = 3 = £,3'. On vérifie de méme que €3 = 3’ = 3.
En vertu du lemme 3.1.8, les morphismes canoniques E——+M ® M* et F——M* ® M sont auto-
matiquement cycliquement stables, ce fait suit aussi trivialement de qui précede. O

Nous pouvons maintenant donner une version non-simplement lacée des potentiels comme suit.

Définition 3.2.4. Un potentiel dans Q est un morphisme de bimoduleS’K——“*—»k/@m ou, de fagon équi-
valente, un élément K-central dans @M. On note pot(Q) la sous-algebre non unifere de @ formée des

potentiels sur Q.

En vertu du lemme 3.1.8 chaque potentiel m est cycliquement stable dans le sens que, pour chaque
point i et chaque chemin cyclique w € Q(4, i), la composante correspondante k,—-;BY est cycliquement
stable : les permutations completes gauche ou droite de m,, coincident avec m,,, ce fait est exprimé par les

deux diagrammes commutatifs suivants :

1dmx1 emx1
BY ® (,BY)* BY @B ® (B (BY)®.BY (BY)" @ B" @ B
| | | |
3 Oy =1®b ¥ a;, =6 ®1
| b ¢

ol le morphisme 8}, = 1 p» ® ;b;” est induit par la forme bilinéaire non-dégénérée ; By’ ® (;B}’)*——k;
dont le dual a été noté 3 = 3, e awyns € le morphisme J;, = zb;” ® 1,pw est induit par la forme bilinéaire

*

PN 8 " ] . .
non-dégénérée (;B}")* ® ;B;——k; dont le dual a €té noté 3’ = 3 yu,.; 5. On observe que I'existence
d’un potentiel non nul dans Q exige néanmoins quelques conditions sur la forme de Q. En vertu de la

proposition 3.2.2 on peut déja construire des carquois modulés possédant des potentiels non-triviaux.

Exemple 3.2.5. Soient E, F, L trois k-surcorps (toujours de dimension finie). Ci-apr&s on se donne deux
carquois modulés, le second étant obtenu du premier par une transformation (qu’on nommera plus tard

mutation) !

o F2o 28
o % % (mutation au point "F" !) / %
P ¥
E L

1B2 @ 2B3,2Bg & 1B

Alors un potentiel sur le deuxieéme carquois modulé est donné par :

: ) * *
3(38,% 518, *)%0(1 Byxa B = > (7 ®) IRz
(2 3 x1 2 } (1 252 3) $61X2,262X3

qui a été vu comme étant a valeur dans ’algebre de chemins du second carquois modulé, et ot ,X; est une
base gauche de ; B, & laquelle on a associé la base duale correspondante, pour (i, j) = (1,2), (2, 3).
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Pour mieux comprendre la forme des potentiels, on a besoin de la notion de dérivée droite ou gauche d’un
potentiel le long d’un chemin : soientw € Q(i,7) etw’ € Q(7,1) deux chemins values dans Q, on considére
les paires dualisantes et symétrisables de bimodules {,;Bj , (1 BY)*54b5 Jb‘*’ } et { y B‘{’ )% jb‘{’ ,,-b‘;’ },
pour un potentiel k,—"—; B — B ® ;B le long du cycle ww', on pose 9, m := (]l By ® ) o (me

1, Loy,
GBY)
m le long de w, comme illustré par les deux diagrammes commutatifs suivants :

1a dérivée droite de m le long de W', et O-m = b @1 )0 (1) gy @ m) la dérivée gauche de
w Yhe! B G ])

;o.m ® , 1 Rm .
;B¢ ) ——By ® ;B;" ® (;B;)" (:BY)*——>(;BY)* ® ,BY ® ;B
l@;, =1® jb;‘)/ H la; = jb;f)* Q1 (3.2.7)
(B ) —— dym — By (:By)*— o;m —;BY

On reviendra plus amplement sur les dérivées partielles dans la prochaine sous-section.

A présent, le lemme 3.1.7 de la section précédente montre que les potentiels sont en réalité donnés
comme morphismes duals des formes bilinéaires non-dégénérées associées a aux paires dualisantes et sy-
métrisables de bimodules, cette caractérisation des potentiels est établie par la proposition suivante.

"Proposition 3.2.3. Soient KL@C un potentiel dans Q et k,—"—; B}’ une composante homogéne
de W le long d’'un cycle valué w € Q(i,1), soient w € Q(i,j) et W' € Q(j,1) une partition de w
tels que w = ww'. Alors, la dérivée droite (jB‘i"/)*———> B de m le long de W' et la dérivée gauche
(iB;’)*——ab’m—>j B‘i‘" de m le long de w forment une paire de morphismes de bimodules mutuellement duals :
Om = (Bm)* et B,m = (O m)*. Par conséquent, si on pose U = Im(0%,m), V = Im(0,m) =
Im((8%,m)*), V" = ker(8:,m) et U™ = ker(9-m) = ker((8%,m)*), alors on a des paires dualisantes et sy-
métrisables de bimodules {U,V }, {U, _(7*} et {V, V*} dont les structures sont canoniquement induites par
les paires dualisantes et symétrisables de bimodules {iB;”, (iB%)*; b7, 67} et { ;B (;BY); 6 ib‘;*}
et par la paire de morphismes mutuellement duals (O, m, 05 m), et telles qu’on ait aussi les suites exactes

courtes suivantes formées d’injections et de projections canoniques,

00—V (; BY )P U—0, 0T "2 (;BY )~V —0),

0 Ve p* jB(,Z)/ j* V:: COkerp* 0’ 0 U< r* zB;) q* T = Cokerr*_>0.

De plus, le potentiel m coincide avec le dual de la forme bilinéaire non-dégénérée U & V—2.F associée

a la paire dualisante et symétrisable de bimodules {U,V} :m =3,.,.

Démonstration. En vertu du lemme 3.1.7 on a seulement besoin de montrer que le tout premier volet de
la proposition 3.2.3 est vrai, a savoir que les dérivées partielles 9%, m et 8-m sont deux morphismes de
bimodules mutuellement duals. On considere alors les paires dualisantes et symétrisables de'bimogules
{6Bs (B35 65,67} et 7 B )5 0 ), avee By @ (:BYy—2ok;, (;BY)* @ BY— ok,
BY @ (;BY -k et ((BY ) @ ;B2 %k, Posons aussi f := 8,m : (;B)*
droite de m le long de w' et f' := 8- m : (B )

B} ladérivée

jB‘i"/ la dérivée gauche de m.
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On veut montrer que f* = f’, (notons que la famille (k;, t;);c1, ob ¢; est la forme trace non-dégénérée
attachée au k-surcorps k;, ayant été fixée dans Q) I’existence du dual f* de f est garantie en vertu du
lemme 3.1.4-(2) et f* est la valeur commune du dual droit f* et du dual gauche ‘f de.f. Le dual droit
- f* de f est défini par I'identité suivante : ;b2 (f*(-) ® -) = ;69" (- ® f(-)). Par ailleurs, f := Of,m :=
(Lgr ® ) o (me ]l(jBi“’)*) et f/i=0m:= (b ® ]l]-Bf’) o (1(;p+)- ® m). Soit maintenant {Y, Y*}
une paire de bases mutuellement duales pour la paire dualisante de bimodules {iB‘]‘.’, (iB%)%; b7, jb‘i"*}, ou

q ’
Y = {y1,...,y,} est une k;-base droite de ;B5. On peut donc écrire m(1) = SZ::I Ys @ vs avec v € ;BY
/ q !
pour 1 < s < g, et ainsi pour tous &' € (;By )" et & € (;BY)*, ona: f(&) = ¥ ybf (v, @E) et
t=1
LI . .
f1 (&) = X ;87 (£ @ y)ve. Pour montrer que f* = f* = f', il suffit de vérifier que f*(y}) = f'(y)
{=1 v
pour chaque élément y* dans la base duale Y*. Pour cela, .soit yi € Y* avec s fixé, soit & € (J-B‘i"/)*
. N o
AW @ fED) = 2 5b7 (1 ®yebl (e ® ) =

jb‘;’/(vs ® ¢'). On a aussi : ;b7 (f'(y?) ® &) = th: B GE (1 @ y) v ®E) = ;b2 (vs ® €). On vient

un élément arbitraire, on a : jb‘{’/( Ay ®¢)

W'

donc de montrer que ;b2 (f*(y) ® €) = ;b (F'(y}) ® &) pour tout & € (jB;” )*; autrement dit,
0 (f(43) ® ) = ;b7 (f'(y;) ® -), si bien que f*(y;) = [f(y}) pour chaque y; dans la k;-base gauche
Y* de (;B7)*. On conclut que f* = f* = f'. A ' O

3.2.4 Dérivées partielles, permutation tordue, dérivée cyclique et algébres jaco-

biennes

Commengons par introduire les dérivées partielles gauches et droites sur les éléments de J@. Rap-
pelons en vertu de (3.2.1) que {B, B*; b, b’} est une paire dualisante et symétrisables de K-bimodules,
induite par la somme directe des paires dualisantes et symétrisables de bimodules { B, iBj;ib;, zb' } pour
i,J € 1, avec ;B; ® B} —»k et B ®,B; —b>k Les deux formes bilinéaires non-dégénérées in-
duites B Qx B—Y sKet B*® K B—b-—>K sont données comme suit : soient ¢, 7,s,t € I arbitraires,
i—2~4 I’'unique fleche (pleinement) valuée de ¢ vers j et s—t I’'unique fleche (pleinement) valuée de s vers
t; pour chaque x € ;B = ;B etu € . Bf = (,B{)* = BY
> i (i,7) # (s,t)alors b(u®z) =0etb'(zQ@u) =0;
> et pour (i,j) # (s,t)ona: b'(u® z) = bi(u®z) = B (v 1) € ketb(x®u) = bz ®u) =

b5 (r ® u) € k;. .
Les formes bilinéaires non-dégénérées b et b’ précédentes induisent les deux morphismes canoniques sui-

vants,

* o A % O° A ®o._ A L. UL (I
B ®J@—>kQ@etJ@®B—>@kQ,avecf) = ]lkgbeta = b]le,

qu’on appellera opérateur de dérivée gauche et opérateur de dérivée droite. Ainsi, 0" est un morphisme de
kO-modules 2 droite alors que &* est un morphisme de kQ-modules 2 gauche. Pour chaque v € ;B C B”,
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la dérivée gauche au point u est alors le morphisme continu de kQ-modules a droite 0., : J@——J{Q@

tel que pour tout § € Jiz ettoutz = ¥ z., € Bavec z,, € B, pour chaque s, € L, on ait Oz ®¢) =
s,tel

b'(u®z)€ = b (u®x, ;)€. De méme, la dérivée droite au point u est le morphisme continu de kO-modules

a gauche 3} : J@——»@@ tel que pour tout £ € Jk et tout y = ;Iyst € B avec y, B, pour chaque
S

s,t € Lonait 0;({ ®y) = &by ® u) = §4b;(yi; ® u).
Ensuite, soit K—L@yc un potentiel. L’action de I’opérateur de dérivée gauche et celle I’ opérateur de

dérivée droite sur m donnent les deux morphismes suivants de bimodules,

8"m=0"0(1®m) Fm=8%o(m®1)

B*

J@ et B* J@,
comme le montre la diagramme commutatif ci-dessous.
"1®m me1l
B*®J% B* 2 ® B*
Q
7| | o
J@< ————— om------ B*------ om ----- > J@v

Bien siir, lorsqu’on identifie m a m(1), alors pour chaque © € B* on a : (0"m)(u) = 8;&1 = dm(l) et
(Fm)(u) = dim = J:m(1). Mentionnons que pour un potentiel k,——; B}’ le long d’un chemin w avec
owy =w=wyeta € Q(i,k), v € Qi1(J,1), les dérivées gauche et droite de m sont des morphismes de
bimodules a valeur dans un bimodule de chemin, données comme suit.

vBY = (iBg)*_f’Lm_,kBgJ1 et ;B] = (; B2, B

Remarque 3.2.6. La composition ci-apres étant appliquée composante par composante, on a clairement que
0" 0 9" = 9" o 0. Soit i,j € I une paire ordonnée quelconque, on suppose que {zQ, (3, ), k9 (i,7)} et
{:@.(3,7), Q7 (4, 7)} sont deux paires de bases mutuellement duales pour la paire dualisante et symétrisableA
de bimodule { B, :B5; b, ,b } ol zQ,(4,j) est une k;-base droite pour ; B, et (Q(, J) est une k-base
gauche pour ;B;. Alors dans le langage des dérivées partielles introduites plus haut, la proposition 3.2.2-(1)
donne les identités suivantes :

X YO, =1p = ¥ G.()ze ¥ z70z®-)=1p = ¥ -0y

yEQ1(4.5) 2€:Q1(5,5) z€ Q1 (4.) yerQ (4.7)

Afin d’introduire la version cyclique des dérivées partielles gauches ou droites, nous aurons besoin d’une
sorte de permutation tordue dans @cyc (nous avons déja utilisé les termes de permutations gauche ou droite
un peu plus haut). On aura aussi besoin des dérivées partielles gauche ou droite d’ordre supérieur. Soit donc
m > 1, en vertu du lemme 3.1.5 et des observations qui suivent immédiatement 1’équation (3.2.5), on a
la paire dualisante et symétrisable de K-bimodules {B (m) B*m = (B (m))*} donnée comme la m™®™ puis-

sance de la paire dualisante et symétrisable de K-bimodules { B, B*, b, b'}, on a donc comme précédemment
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deux opérateurs

™ &

v o By =0 — . vomy Boaom =0 —
m xm —— — *m -

appelés respectivement opérateur de m®"¢ dérivée gauche et opérateur de m®™ dérivée droite. Pour u; ®
@ um € B™ona O 0gum = Onggun = Ouy © 7+ 0 Oy, tandis que 0} o. 0y, = O g gu, =
&% o---00d: . Pour tout chemin w € Q(i,7) de longueur m, les composantes correspondantes de &
et de & sur (,BY)* seront simplement notées J, et 05, si bien que pour tout { = &, + &' € B*m on
£, € (;BY)* et ¢ appartient au supplémentaire de (;B5)* dans B*(m),/o\n ad,(E®-) =0, =5 et
a(-®& =0, = 9% . De méme sur tout potentiel homogéne K—=—kQ, ., de longueur [ > m, I’action
de I’opérateur de m™*™ dérivée gauche et celle de I’opérateur de m*™ dérivée droite sont données par les

deux morphismes de bimodules suivants,

8" m=0"" o(1®m) 8" m=6"" o(m®1)

*(m) . *(m) —
B Jkg et B J

kQ’
Les discussions précédentes menent a la définition ci-apres, ol pour chaque paire dualisante { M, M’}
le morphisme canonique dual de chacune des deux formes bilinéaires non-dégénérée associées a été indif-

féremment noté 3.

Définition 3.2.7 (Permutations tordues). Soit k,—®—; B}’ un potentiel homogene pour un certain chemin
cyclique w € Q(3,1).

(a) Supposons que w = wsw, est une partition de w en deux sous-chemins ws € Q(i, k) et w. € Q(k, 1)
avec {(ws) = s, et posons w' = wiws € Q(k, k) la permutation cyclique correspondante de w. Alors
I’action de I’opérateur de perrmutation gauche le long du sous-chemin source ws sur le potentiel m est
le nouveau morphisme donné par »

e(m) = 8:, 0 (I(pwy- ®M® L gus) 031 ky—= By = B ® By,

comme le montre le diagramme commutatif ci-dessous :

5 W lgme1l w: w Wl
(iBy)* @ iBy (i1By)* ® By @ B> ® By

3 I ) lalws

ky------ - g% (m) =¢em------ By

On convient que €° = Lpot(0) 5 si s = 1 de sorte que w; est une fléche o € Q) (1, k), on note simplement
g, =& =e¥etdonce (m) =8 o (I pey ®MR L pa) 03 : kk—>kBZ;'a.

(b) De méme, supposons que w = w;w; est une partition de w en deux sous-chemins w; € Q(%, j) et
we € Q(3,7) avec £(wy) = ¢, posons w’ = wiw; € Q(J,7) la permutation cyclique correspondante de
w. Alors Paction de I’opérateur de permutation droite de wm le long du sous-chemin terminant wy est
le nouveau morphisme donné par

cer(m) = 33, 0 (Lpm @M@ L puy.) 03 1 ky—=;BY = ;B ® B,
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comme le montre le diagramme commutatif ci-dessous :

W W\ % ]]‘ ® m ® 1]' L wy W Wt \ %
B ® (3B7) iBi* ®:B;' ® ;B* ® (;B7")
5] | | o,
kj------- e (m) =glm------- >]B;”/

On convient que €2 = T,50) ; Si ¢ = 1 de sorte que w; est une fleche v € Q,(7, ), on écrit simplement
g, =6 =¢clete(m)=00o(lpy®@m®L pn.)os: kjy—B]".
Comme annoncé ci-haut, pour chaque chemin w de longueur mon a : € = &, ¥ = *, et comme on

I’a vu un peu plus haut, ce fait découle directement de la définition du produit de paires dualisantes et des

morphismes canoniques 3 associés (voir (3.2.5)).

Nous obtenons également certaines propriétés cruciales entre nos notions de permutations tordues non-
simplement lacées et de dérivées partielles gauche et droite, ces propriétés fournissent une autre justification

que les généralisations que nous avons jusqu’ici introduites sont bien appropriées.

Proposition 3.2.4. v
(1) Les deux morphismes suivants, (1g ® 0") 03, (0* ® 1g) o3 : Jg—J5 coincident avec
le morphisme identité de Ji5, 0l 5 = 3pgp- €1 3 = 3pr55- Ainsi pour toutes paires {zQ,,zQ;} et
{L9Q:,.9}} de systémes de fleches mutuellement duals oii Q, est un systéme droite de fleches et |Q,
est un systéme gauche de ﬂéchev pour Q, les identités suivantes sont valides.

(I ® &) o3 = z ye&y o) =1L = ¥ Mz'e-)ozr = (0"l oy

YERQL Q z€.Q1

(2) Soit k; ;B” un un potentiel le long d’un chemin dans Q, on suppose que aw = w = vy
avec a € Q(i,k) et v € Qu1(j,i). Alors la dérivée droite (Ba)*m By de la permutation

gauche de m est égale a la dérivée gauche (;Bj) i“3—>,CB“’ de m : 9*(e,(m)) = 0'm. De méme,

la dérivée gauche (;B 7)*MiB}’ de la permutation droite de m est égale a la dérivée droite
(BV)—>B“dem 0 (g,(m)) = Fm
(3) . Les opérateurs de permutations tordues gauche et droite sont deux automorphzsmes inverses 'un

Uautre, pot(Q)— o T pot(Q) : € o0&, = L) = & © €,. De plus, sur chaque potentiel

m le long d’un cycle de longueur m > 2, on a e"m = m = &'m, si bien que £ et " agissent comme

des identités sur les potentiels le long des m-cycles dans Q.

Démonstration.
Enoncé (1). Les identités dans (1) découlent directement de la définition des morphismes canoniques 3 et
des identités . y-0,. = 1, B, = > O.(-)-x données par la remarque 3.2.6, avec ¢, j parcourant

¥€xQ1(3,5) I
I’ensemble des points /. Pour la suite, si « est une fleche pleinement valuée ou non dans Q, comme dans

la définition 3.2.3 on sait que RQ, C &, est une ky(,y-base de S(W)B ) et 19y - L&, est une kg(,)-base de

t{y
s(7) Bt(’y)'
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Enoncé (2). Comme dans la remarque 3.2.6, les systtmes de fleches zQ, et @, étant fixés, on sait
que les deux éléments centraux associés aux deux morphismes canoniques k,—2—;B¢ ® (;B%)* et

kk—L(iBg)* ® ; By sont donnés par :

()= ¥ yoy € Bio(By)ety(1) = ¥ 2" ®z€ (BY) ®.BY
. yERQa 2€.Qn .
Par définition, 0* (¢, (m)) = 0% o (¢, (m) ® 1) et la définition 3.2.7 donne que, e, (m) = F o (1@ M 1) 0 3.

D’oi1 pour tout u € (;By)*ona:

(0 (e,(m)(w) = (e (m)(1) ®u) = 6“‘(&( Y rreom(l)® ’1:) ® u)

= & (Ezg ] * @ m(1)-0°(z ® ;)E)LQ; o (EZQ Oz ®u) ® m(l)),
Eem)w= a(( £ #rEsn)on) = rwsm) = @m()

Ainsi 0%(¢ (m)) = 8'm. De fagon similaire, en utilisant le morphisme canonique 3 nous obtenons que
9" (g,(m)) = 0*m, et ceci compléte la preuve de (2).
Enoncé (3). Il découle des énoncés (1) et (2) et de la définition des opérateurs de permutation gauche et
droite que, pour tout potentiel m le long d’un chemin dans Q on a les identités suivantes :
goe(m= 1gemel)oy = (1l®d“(€ (m)®1))os = (1@ ¢ (m)) oy
= (I1®dm)oj =m. 5
gogm= 0(1@em@Loz=(Fe(m®l)os=(d((lem)®1)o;
= (m®@1L)oz=m
Ensuite, le fait que £™m = m = ¢ m vient du fait que le potentiel k,—=—; B}, avec £(w) = m, est déja
cycliquement stable et, e™ = g et €™ = . D’ou (3) est également valide. O

Maintenant le dernier point de cette section fournit la ‘version cyclique des dérivées par-
tielles précédemment introduites, ainsi que les algebres jacobiennes correspondantes. Pour cela, si
w = aé---am est un chemin cyclique indexé par le groupe cyclique Zm;l, alors nous posons
cyc(w) = {ws = &5+ Aspm : § € Zmy1} ensemble de toutes les permutations cycliques de w; on po-

sera aussi Jw = {a;sws = Qgq1°- """ Qsim : S E Zm+1}.

Proposition 3.2.5. On a un opérateur pot(Q)——»pot(Q) de permutatton cyclique totale défini sur chaque

potentiel m le long d’un (d + 1)-cycle w par : ,m = Z em = Z etm. 1l s’ensuit alors que I'opérateur de

=0 £=0
L =p=®
dérivée cyclique existe et est donné comme valeur commune B* ® pot(Q)

J > des opérateurs
de dérivée cyclique gauche et de dérivée cyclique droite, dont les actions sur chaque potentzel ki—"—,BY

le long d’un (d + 1)-cycle w = oy - - - g dans Q sont données par le morphisme de bimodules suivant :

6“"m=i (et m)=0m= i R(efm)=6"m '
B> o (Ba_;)* t=0 t=0 Baw.

SE€EZg. 1

Ainsi pour toutw € B*ona :
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om = (0 m) () = (9" (elm)) () = O = 3= (9*(elm))(u) = O'm = (3"m) ()

=0
Démonstration. 11 suffit d’observer qu’en vertu de la proposition 3.2.4-(3), I’opérateur de permutation cy-

d+1 d

clique €, est correctement défini : en effet, comme 5 og, = ]lpot(g) =g o0 etelm=m = 'm, on

a immédiatement que : tE glm = Z:)afa’f“(m) = Eoe:f“_tm = tz—:() £im, montrant que &, est correctement

d
défini. Le volet (2) de la proposition 3.2.4 montre que 0", m = d*m. On déduit que 9°m = 9" (Y e'm) =
(=0

dt1 d d+1 d :
Oy em) = Y el lm = 3 et lm = ¥ Hetm = 9°m, établissant ainsi ’existence de 1’opérateur
t=1 =1 =1 =0

de dérivée cyclique. ' a

Définition 3.2.8. Etant donné un potentiel m € pot(Q) tel que Q soit sans boucle, la paire (Q, m) est alors
appelée un carquois modulé avec potentiel. La fermeture de I’idéal (Im(dm)) = (Im(8%m)) = (Im(9*m))
est appelée [’idéal jacobien associé au potentiel m et noté J, = Wém—)), et l'algébre jacobienne cor-
respondante est par définition I’algébre quotient J,,, = J(Q,m) = @Jm de kO par I’idéal jacobien de

m.

On veut maintenant introduire la notion d’é équivalence cyclique entre les potentiels; il s’ensuivra que
I’algebre Jacoblenne J(Q, m) ne dépend que de la classe de m suivant 1’équivalence cyclique. Le sous-K-

bimodule kQacyC = > e kQ -e; étant la partie acychque de kQ on commence par les notions suivantes.
: i#jel

Définition 3.2.9. Soit (Q, m) un carquois modulé avec potentiel.

' > Si W € pot(Q), alors les éléments W — ¢ W et W — ¢ W sont appelés commutateurs tordus ;
le k-espace skew[@,@] des commutateurs tordus de @ est le sous-k-espace engendré par les
commutateurs tordus et la partie acyclique @acyc de @ On note skew{ @ l@} = skew[@ @]
la fermeture du k-espace des commutateurs tordus. Le k- -espace trace tordu sTr(kQ) de kQ est donné
par sTr(kQ) := kQfskew{kQ,kQ}.

> De méme, le k-espace des commutateurs tordus de l’algébre jacobienne J(Q,m) est donné par
skew[T7(Q,m), J(Q,m)] := (skew[@, 1@] + Jo W Uespace trace tordu de J(Q,m) est
donné par sTr(Q,m) = J(Q,m)skew{J(Q,m),7(Q,m)}, avecskew{J(Q,m), 7(Q,m)} :=
(skew[kQ,kQ] + J, JJ...

> Le k-espace Def(Q, m) := sTr(Q, m)K est appelé espace de déformation de (Q,m). On dit que
(Q,m) est rigide si 'espace de déformation de (Q, m) est nul, en d’autre ternes, si sTr(Q, m) = K.

Observons que Skew{@, k/Q} +J, C skew [@, @] + J,,, mais I’inclusion inverse n’est en général pas
vraie. Comme on le vera au chapitre 5, les algebres inclinées amassées de types A, B,, et C,, sont données

par des algebres jacobiennes associées aux carquois modulés avec potentiels rigides.

Définition 3.2.10. Deux potentiels m,m’ € pot(Q) sont dits cycliquement équivalents si
m-—m' € skew{@, k/Q} Si tel est le cas, alors pour tout £ € B* on a, d.;m = J,m’, si bien que J, = J
et 7(Q,m) = j(Q,\m’).
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Le prochain résultat introduit [’opérateur dérivée cyclique double ainsi que d’autres propriétés intéres-
santes des potentiels, ces derniéres propriétés jouent un role crucial dans la caractérisation des algébres

jacobiennes via les suites faiblement 2-presque scindées introduites.

Proposition 3.2.6. (a) I existe un opérateur  de dérivée cyclique seconde

B* ® B—2 Hom (pot(Q), @) (indifféremment noté avec le méme symbole que l'opéra-
teur de dérivé cyclique), donné par la valeur commune représentée par les identités valides suivantes
ou la composition est appliquée point par point :

(80) o5, = 08) = 80) = (9% o e,
Ainsi pour tout potentiel m et toute paire de points u,v € B*, l'action de la dérivée cyclique seconde

sur m aux points u et v est donnée par les identités valides ci-apreés :
(0, 00,)m = d,5,m = (05 00, )m

(b) De plus pour toutes paires {Q,, Q' } et {,.Q,,.Q}} de systémes de fleches mutuellement duals o
:Q, est un systéme droite de fleches et [Q, est un systéme gauche de fleches pour Q, les identités

suivantes sont également valides pour chaque v € B* :

Y (Que)® = 8, = L Y@ (D)

€1 yEr&1
Démonstration. Pour 1’énoncé (a) on utilise le fait que par définitionona: 9" og, = 0% = 9 = 9™ = JFog,
et le fait que la dérivée gauche et la dérivée droite commutent point par point. Ainsi pour chaque paire de
points u,v € B*ona: 0,00, =0,003 =0,00,0e, =000, =0, 00 =0;00,.
Maintenant les autres identités dans (b) découlent directement de ce qui précéde et des identités de la
proposition 3.2.4-(1) comme suit : 9, = ]lJ@ 00, =(Y H-®2x*)®zx)0d, = ¥ (8.0.)Qx =

: T€1Q1 . z€1Q1
> (Ougsr) ® . De méme en partant de I'égalité 1;_ = 3 y® J*(y* ® -) on obtient également que
z€Q1 kQ ye1 .
9= T y®(D,s.)- | -
yErQ1 ’

Une note remarquable alors qu’on arrive a la fin de section est que, comme vnous~ I’avons d’ailleurs
mentionné 2 la fin de la sous-section 3.2.2, toutes les définitions jusqu’ici manipulées ont été données in-
dépendamment de tout systeme €élémentaire gauche ou droite fixé pour les bimodules. Cependant, dans la
suite on aura besoin de recourir le plus souvent a4 un syst¢me gauche ou droite de fleches pour Q (voir
Définition 3.2.3). Soient ;Q, un systéme gauche de fleches et zQ, un systéme droite de fleches pour Q,
auxquels sont associés les systemes de fleches duals | Qf et RO} correspondants. Une fois que (Q, et zQ,
sont fixés, nous adopterons toujours la convention suivante : pour chaque paire de générateurs z € | Q, et
y € rQ, on posera (lorsqu’aucune confusion n’est possible) : 9, = 9;. et 0, = 0,., si bien que pour tout
v = zeELlesz.r :ygglyébvy € J@ ona:v=0v=@wQzh = Uy et Ou = Opuv = (Y* @ v) = vy,
On écrira aussi 0, , = O,+x.+, Si bien que 0, , = 0,0, = 0;0,. Ainsi, tous les résultats et identités établis
jusqu’ici peuvent se réécrire en utilisant les notations liées aux systémes [ Q, et ;Q;. Il est aussi important de
toujours garder a I’esprit que, les formes bilinéaires non-dégénérées attachées a la paire dualisante { B, B*}
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identifient naturellement B* avec le bimodule dual droit B® et avec le bimodule dual gauche "B, si bien que -
1QF = {z*: z € Q,} peut étre regardé comme étant un systéme droite de fleches pour ‘B tandis que QO

peut étre regardé comme étant un systéme gauche de fleches- pour B*.

3.3 Loi de Leibniz cyclique et images homomorphes continues des
idéaux jacobiens

L’objet primordial de cette section est de trouver une version non simplement lacée de la "loi de Leibniz
cyclique” pour les potentiels, permettant de montrer que les isomorphismes de k-algebres topologiques
préservent les idéaux jacobiens. Sauf mention contraire, Q désigne comme avant un carquois k-modulé
avec K = kQp et B = kQ; le K-bimodule de toutes les fleches valuées dans Q. Habituellement, on pose
1= Qy I’ensemble des points de Q, et on doit avoir en vue les notations (3.2.1).

Dans le cas simplement lacé [24, 3.7,3.8,3.9], la capacité de réduire un carquois avec potentiel (Q,9)
repose essentiellement sur la propriété suivante des idéaux jacobiens simplement lacés : tout isomorphisme
d’algeébres ¢ : E@—N—»E@ tel que ), = l1x envoie I'idéal jacobien Jg sur 'idéal jacobien J, ). La
preuve d’un tel résultat repose sur 'introduction de deux nouveaux opérateurs différentiels A et O sur kQ
permettant de faire du calcul différentiel sur E@, pour obtenir la relation suivante baptisée par les auteurs
de [24] par "loi de Leibniz cyclique" : 0,(vv") = Ag(v)0Ov' + Ag(v')Ov, et admettant une forme générale
portant sur tout produit fini de m facteurs de la forme v; - - - - v,,,. On exploite une certaine "symétrie” propre
aux algeébres de chemins simplement lacées : E@ posséde de fagon canonique une k-base de chemins et le
calcul des dérivées cycliques appliqué par exemple & un chemin v;-. . . 7,,, requiert uniquement la permu-
tation ordinaire des vecteurs de base donnés par les fleches v, ..., vy,. Ainsi lors des permutations d’un
élément quelconque W € kQ, les chemins apparaissant dans la décomposition de W ne sont pas vraiment
"altérés" dans le sens que, seul 1’ordre des fleches (ou encore vecteurs de la base canonique) change !

La symétrie évoquée plus haut est généralement absente dans les algebres de chemins des carquois mo-
dulés, car ici, les scalaires sont éléments des k-surcorps et n’agissent plus nécessairement de fagon centrale
sur les éléments de I’algebre de chemins (méme lorsque les k-surcorps sont commutatifs). De plus la "per-
mutation cyclique tordue" n’est en principe correctement définie que sur la sous-algébre non unifére pot(Q)
des potentiels sur Q (€léments K-centraux dans @) et fait appel a des "simplifications 4 gauche ou a droite
par des bases droites ou gauches des bimodules de fleches”, ce qui rend le contréle des permutations plus

complexe.

Remarque 3.3.1. Pour toute famille h;:V;——A de morphismes de K-bimodules avec
1<i<m, et tel que A soit aussi une k-algébre, on a un unique morphisme de K-bimodules
glhi : 'g{L)lVi =V® - @V,——A tel que (%{Lz)(vl ® - Q@ Uy) = hy(vy)---- hm(vm), pour tous
i= i= i= .

v; € Viavec 1 <i < m.

11 suffit de voir qué pour m = 2, on peut appliquer la propriété universelle du produit tensoriel V; @ V,
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au fait que I’application h : V; x Vo———A, telle que h{vy, v2) = hq(v1)hz(vs) pour tous v; € Vi, vy € V5,
vérifie la relation : h(v1-a, va) = h(vi, a-vz) pour tout a € K et tous v; € Vi, v, € V3.

Nous avons heureusement le résultat ci-apres nous permettant alors de contrdler les permutations tordues
d’un potentiel. Et ce résultat n’est pas possible sans la condition de symétrisabilité exigée pour les paires
dualisantes de bimodules, en effet en présence d’une telle condition naturelle on a établi dans le lemme 3.1.4-
(2) que tout morphisme de bimodules est dualisant relativement a deux paires dualisantes et symétrisables
de bimodules dont la symétrisabilité est exprimée par rapport & une méme paire de formes traces non-
dégénérées fixées. On rappelle que K = ﬂki, et dans la proposition 3.3.1 ci-apres on sﬁppose que la
condition (3.2.2) est satisfaite, c’est a dire, iglsymétrisabilité des autres paires dualisantes de K-bimodules

est exprimée par rapport a la famille (k;, t;);c; fixée dans le carquois modulé Q.

Proposition 3.3.1. Soient [ = (fi)iz1: U——Jz et [/ = (D1 U——»JA deux morphismes de K-
bimodules o U—!~BW ¢t U'—_.BO sont des morphismes de K-bimodules pour | > 1, {U,U*} =

® {iU;,Us} et (U, U"} = @ (U],
de bzmodules et pour chaque 1,7 € L et o ;Uj et U sont des k; k -bimodules avec U = oUjetlU =

i _161

GB U';, tel que (3.2.2) soit satisfait. Alors pour tout potentiel W : K——U @ U’ dans Tx(U & U’), m -

Ul *} sont des sommes directes de pazres dualisantes et symétrisables

( f ® (W) est un potentzel sur Q et les deux énoncés suivants sont vrais.

p .
(a) Sion pose W = Z Y ® vk, alors m; = ZO: filye) ® f'(vg) est un potentiel sur Q et on a :
=1

elm; = (f’ ® fi)(e, W)pourl > 1, si bien que Zs m = (f'® f)(e,W).

(b) Si on pose W = Z ug @ Tx alors mj = E f(ur) ® fl(zx) est un potentiel sur Q et on a :
k=1 ‘

k=1
elm) = (f] ® f)(e W) pour ! > 1, si bien que Z gm) = (f' ® f)(e,W).
En particulier pour deux carqums k-modulés Q et Q avec kQy = K = kQ, tout morphisme
de k-algebres ¢ : kQ—»kQ’ tel que ¢, = 1k préserve les commutateurs tordus dans le sens que

¢(skew{kQ kQ}) C skew{kQ’ kQ’}

Démonstration.
Enoncé (a). Comme tout morphisme de K-bimodules doit préserver les éléments K-centraux et donc les

potentiels, ayant en vue la remarque 3.3.1 on voit que les éléments m = (f @ f) (W), m; = (fi @ f) (W)
etm; = (f® f)(W) sont bien des potentiels sur Q, avec [ > 1. '

~ Pour le second volet de (a), rappelons que 1’expression des opérateurs de permutation ne dépend pas des
systémes élémentaires gauches ou droites choisis. Pour le calcul de £ W on a besoin du morphisme cano-
‘nique K- ST ® U. Soit | > 1 un entier fixé, en vertu lemme 3.1.4-(2) et de la condition (3.2.2),
soit ff : (BW)* = B*——U* le morphisme dual de f;, on considere les suites exactes courtes suivantes

olt les morphismes sont des paires inclusions-projections canoniques

0—Im( f)—rU*~—=M——0 et 0—Im( f;)—BO—N—0,
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et on pose N := ker(f;) C U, M" := ker(f}). En vertu du lemme 3.1.7-(1), on a des paires dualisantes
et symétrisables de bimodules {Im(f,),Im(f/)}, {ker(f,), N} := {N", N} et {ker(f}), M} := {M", M}
dont les structures sont naturellement induites par la paire (f;, f;*) et par les paires dualisantes et symétri-
sables de bimodules {U, U*}, { BY, (B")*}. De plus, prenons {Z;, X}} une paire de systémes élémentaires
mutuellement duals pour {Im(f;),Im(f})} ot Z; = {z1,..., 2p, } est un systeme élémentaire gauche pour-
Im(f;) et le systeme dual X3 = {z%,..., p1} est un systeéme élémentaire droite pour Im( ), on consi-
dére ensuite une paire {Zg, Z5} de systémes élémentaires mutuellement duals pour la paire {B(l), (B(l))*}
ot Zy = Zy U {2y 41,---,2n,} est un systtme élémentaire gauche pour BY avec n; > p;, on considére
aussi une paire {X5, X3} de systémes élémentaires mutuellement duals pour la paire dualisante {U,U*} ou
= XjU {:v;1 1 p} est un systéme élémentaire droite pour U* avec p > p;. Alors en vertu du

lemme 3.1.7-(2), on a les identités suivantes :

pourl < s<pjona: fi(zs) = zs et f(z}) =z}, etde plus,

— (3.3.1)
M = ker(fl*)z{z;1+1,..., z ) Ket N i=ker(fi) = K-{zp41,. .., 7p} - :

Maintenant, relativement a la paire de systeémes élémentaires mutuellement duals {X3, X5} ona:

P ' P 4o
=31 = Elx§ RrseteW=010W®1l)oz =3 3 @ yp)vp  Zs.
s= s=1k=1
Ayant donc en vue les identités de I’équation (3.3.1), on déduit le calcul de 5{mj relativement a la paire

de systémes élémentaires mutuellement duals {Z3, Z,} comme suit :
ny 4qo . T go
dm= £ £ e fud S o= 3 S @ s ) o
PL 90
= L X&)y f(u)®z +0= Z Z (@r ® Yy f'(vi) ® fiz:) +

r_lk:— r=1k=1
= El Z_: @y @ ye)f' () ® filwr) = (f' @ fi) (Z1k§1 (Tr ® Yy v @ ﬂfr>
= (f'® fi)(eW).

En prenant maintenant la somme sur tous les l > 1, on a immédiatement :

ElsLmz =xfe W) =(f'® El )W) = (f'® f)eW).

Enonce (b). La preuve découle de celle de (a) en appliquant un argument dual.

Pour le dernier volet de la proposition 3.3.1, on suppose que ¢ : @—»k/Q\’ est un morphisme d’al-
gebres tel que ¢, = k. Comme dans la proposition 3.2.1, ¢ correspond a une famille (¢;);>; de mor-
phismes de K-bimodules ¢, : B———B'"), en particulier ¢ est contlnu et nous pouvons appliquer les volets

(a) et (b) a toute composante de ¢. Ainsi pour tout potentiel m = Z ye ® v € B, avec 1y, € B, si on pose
k=1

Z A1(ye) ® ¢(vr), alors on a ¢(m —em) = ¢(m) — p(s,m) = Elmz Z‘ ehmy = S m —elm €

=1
skew{kQ’ kQ’} Ceci entraine que ¢(skewkQ,kQ]) C skew{ ko, kQ’}, mais qﬁ est continu si bien que

¢(skew{kQ,kQ}) C qﬁ(skew[@,@]) C skew{@,k/Q\’}. o ' O
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La prochaine étape consiste a développer un calcul différentiel pour les potentiels, nous allons imiter les
constructions de [24, sec 3]. On commence par considérer le k-espace topologique donné par

kORkQ = M (B9 ®c B®©),

d,e>0

pour lequel une base de voisinages ouverts de 0 est formée des sous-k-espaces vectoriels [] (B@ ®
d+e>m

B®), avec m > 0; ainsi kQ ®, kQ est dense dans @@kQ. On considére un systeéme gauche de fleches
L@, et un systéme droite de fleches @, pour Q, alors relativement aux systémes de fléches (9, et :Q; ,
les morphismes canoniques de bimodules 3 = 3,5 : K——B ® B* et ' = §puy, : K——B*® B se

relévent en deux applications k-linéaires 3: K——BgB*et3 : K——B*g,B.Donc3(1) = ¥ ye.y*
. yErG@ -

et3(1) = 3 z*e.z. On considere I’algebre commutative semisimple k! = []k -donnée comme produit
3 % g p Y p
FASIS 94N 2

indexé par I = Q, des copies du corps k ; soit alors k/Q\k = T?(E) I’algeébre simplement lacée au dessus
de kO et soit k/Q\k—%»@ la projection naturelle. Suivant la projection naturelle 7 on a toujours 3 = 7 03
et 3 = 703 . Notons que, méme si les relévements 3 et 3’ dépendent des systémes ;Q, et zQ, choisis,
leurs projections dans kO ne dépendent pas des systtmes de fleches fixés pour {B, B*}. De méme, les
morphismes canoniques associés a toute paire dualisante de bimodules de chemins dans kO se relevent en
des applications k-linéaires a valeur dans k/Q\k

On voit ensuite que les opérateurs de dérivées partielles gauches et droites se prolongent naturellement
7. @@@ tels que pour tout £ € B* et tous v1®,V2 € @@@
on a: Jg(views) = (Tgv1)evs et i (vievz) = v1e.(0fvs). Notons que chaque v € kO qui n’est pas

en des opérateurs k-linéaires B*

nécessairement un potentiel s’identifie 4 une application k-linéaire K—2—kQ avec v(1) = v. Alors comme
on a fait pour les potentiels, en suivant la définition 3.2.7 des opérateurs de permutations tordues €, et £,
nous relevons et prolongeons €,_ et €, en des opérateurs k-linéaires

Jy— 25— kOBKQ, avec 4 = & o (15 ® (Do lp) 03 eté, = & o (Igeu(-) ® 1p) 03,
Ainsi sur chaque tenseur v = 1, ® - @ vg € B avecd > Oona:édv = Y (Ov)er €
. z€ 1 .
BY9gBet tv = Y y& (0%w) € BeBY. De méme, pour chaque 1 < t < d, les opérateurs,
Y€
Ji L& @@@ sont également des relévements prolongés des opérateurs &t et !, Ainsi, &v =
kQ g p p L R L
Y ()i € BWl-Ug, BW et &y = Y je,(0v) € BWg, B0, On définit les opérateurs
Z€ Qe YERQ:
20 20 e —
J@ Ak kO®kQ par : &% = ve,1 et v = lg,w.

Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaires pour introduire en chaque point £ € B* les deux

opérateurs différentiels gauche et droite suivants :

AL AR e d d
kQ—————kO®kQ, avec Agv = F;()_ &) et Ajv = (D &),

t=0 t=0 (3.3}.2)
pour chaque élément v = 1y ® - - ® vy € B de degré d +1 > 1.
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Le prochain opérateur différentiel qui nous intéresse est 1’opérateur k-bilinéaire qui suit :

kO®kQ x kO—2 kO avec, (ue,v)Ow = wwv = 7(us, (wv)) = 7((uvw)ev), (3.3.3)

pour tous u, v, w € kQ.

o0 _
Remarque 3.3.2. Sim = 3~ u; ® v, est une décomposition quelconque d’un potentiel m sur Q et £ € B*,
=1

alors toute expression de ’'une des formes, Z (A Eu;)Dvl, Z (Agvl)l:lul, ne depend pas des systemes de

fleches choisis pour le calcul de Ay et A A1n51 dans toute manlpulanon des potentiels impliquant Ay et
A, il n’est pas nécessaire de préciser les systemes de fleches utilisés, si'bien que Ay et A} peuvent étre vus

comme des simples notations (ou abréviations).

Les relations suivantes suivent directement des définitions ci-dessus.

Lemme 3.3.2. Soient uy,u],.. ’un,u’ € BV et t € Zgyy = {0,1,. ., d} un entier avec d > 0. 0n
suppose que vy, vy, . . ) Uns v, € kQ sont deux familles d’éléments telles que les sommes m = Z Ugvy et
k=1

n
m' = Y v,-uj, soient des potentiels. Alors les égalités suivantes sont valides.
k=1

elm = i (Bug)Ovy, et etm/ = i (€u}, ) O,
k=1 k=1
Démonstration. Pour établir la premiére égalité du lemme, il suffit de considérer le cas ol pour chaque 1 <
k< n onau, € B“ pourun chemin wg = Y0 - - - V4. Si¢ = 0 alors le résultat est trivial, car £%u;, = uge,l
et Z ((ue)Ovg) = m = k£:1 urvr = £°m. On suppose maintenant que 1 < ¢t < d, et en regroupant si
nécessaire certains termes dans la somme m = i Ug-Uk, ON peut aussi supposer que les chemins wy, ..., w,
sont tels que les sous-chemins sources 7, = ka):-l- *Yk.¢-1 de longueurs ¢ soient deux-a-deux distincts, avec
k =1,...,n. Comme dans la définition 3.2.3 on considére pour chaque 1 < k& < n le systtme gauche
de chemins ,Q,, = ,Q, ® - ®,Q, , associé a n et donné comme produit de bases gauches des
bimodules des fleches Vi, . . ., Yei-1; 81Oy, st associé le systéme dual vLQ* ={x*: x €.9,,} Posons:
w={w,...,wn}, 1 = {Mm,-..,m}, BY = @& B, B" = & B%™et Q, = .Q,U---U.Q,.

1<k<n 1<k<n

L’application de la définition 3.2.7 donne que la permutation, e'm = "m := Z e’m §’exprime aDaide de

k=1
£ z ro o2 . 7 L t e .
I opérateur de dérivée partielle gauche 9, := 1?;1 o, =0 (57 gpe COMME SUIt :
¢ Ll ¢
gm = ¥ @mex = ¥ ¥ (Ouwm)udx.
XELQn . k=1 XELan

n i
On voit donc que £'m = kzl (( ZQ (8;; ug)ex)dvg) = chl (étuy)Owvy, établissant ansi la premiére égalité
= XE1&ryy, = .

de notre lemme.
De mani¢re duale, en utilisant un systeme droite de chemins fixé pour kQ, la seconde égalité du lemme
découle aussi d’une application directe des définitions. O
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Nous pouvons a présent énoncer une version non-simplement lacée de la Loi de Leibniz, on suppose
dans I’énoncé suivant que la condition (3.2.2).

Lemme 3.3.3 (Loi de Leibniz cyclique). Soit d € N,, pour chaque r € Zgr1 = {0,1,...,d}, soient
{U,,U, *} = 69 { Urijyi ;j} une somme directe de paires dualisantes et symétrisables de bimodules o

chaque zUm est un k;-k;-bimodules et U, = @ ;U,.;, [, : Ur—>J@ un morphisme de K-bimodules. Soit

d
K. @OUT un potentiel homogéne de degre’ d+ 1dans Tx( @ U,); pour chaque r € Z4,1 on pose :

T€L44

eW = Zryk ® v € U @ ( ®Ur+1+t) avec yi € Uy, , 05 € ®Ur+1+t,
k 1

TW Zrus T:Es ®Ut 'r) &® Ud r AVEC ,Tg S Ud ryrUs S ®Ut ry (334)

mi= (tgoft)(W) = 3 folow) & (Eome).

/

Alors pour le potentiel m sur Q et pour tout £ € B* on a la loi de Leibniz (dy, d2)-cyclique suivante
avec —1 < d,,dyetdy +ds+1=4d.

d1 qr dy pr

d-1 d-1
O.m= Z Z gfr Yi)) 3 ( @Ofr+1+t Uk +ZZ gfd- (r5)) (t@oft—r)(TUS)- (3.3.5)
r=0k=1 - r=0s= -
On convient que les sommes vides obtenues pour d,. = —1 et pour dy = —1 sont nulles, et pour tout entier

t > 1, dans les expressions (. et (s pour ¢ € {x,y,u,v} et dans 'expression f;, I’entier t est identifié a sa
classe dans Z 41 = {0,1,...,d}.

Démonstration. Le début de cette preuve consiste juste en quelques notations délicates ; essentiellement,
I’équation (3.3.5) découle de l’application de la proposition 3.3.1, cela se fait en utilisant les identités (4)-
(4°) et les énoncés (a) — (b) un peu plus bas.

Rappelons d’abord le fait suivant : Pour 1 < ¢ < p, soient §; = ((i1)i>1 = l§ Guetg = (C{,z)lzl =

o0
Z G, € I > ou (;1,(; € B ®) sont des éléments homogenes de degré [ pour tout entier | > 1, et supposons

que S; = Z Gu® (et S = E ¢ ® ¢;; sont des potentiels sur Q. En appliquant le lemme 3.3.2 (ou
s1mp1emént la définition des operateurs différentiels "Ag, Ag,0") on voit clairement qu’on a les identités

suivantes :

. .
D (DG = & Zs Sy et Z £Gi)0G = 9 ZE Sj, et ainsi

i=1

(D

oo -1 P oo (-1 p

N WDVILLES WNSLIEE SN IEI WL T MO LA
{=1t=0 : . =1 =1

—_——

t =1 =1 t=0 =1
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Soit m > 1 un entier, on pose NI = N, x---xN, o N, = N-{0}, soient également
: e e’
mcoples :
hi =(hip)i>1: %——»J@ T B® une famille de morphlsmes de K-bimodules ou A, : B®
>1

est un morphisme de K-bimodules avec 1 < ¢ < m. Observons alors que pour tout o;; € Vyavec1 < ¢ < m,

on a I’égalité ci-dessous :

m m
(Sh) a1 ® - ®am) = D (Qhip)n®---Qam)= Y (®hM N a1®- - ®am). @
=1 Ay Am =11 aeny =1 . v
Pour chaque r € Zg,;, on sait que f, = (fr1)i>1: U——J—~ = ﬂ B® pour une famille U,—~~B"

de morphismes de K-bimodules, ainsi fT(af) = Z fralz ) pour tous x € U,. Pour chaque suite A =
(Ao -, Ag) € N%* on pose :

d v
my = (<§_§> ) (W) € B®) & ... B ainsi, m = ( ® Z my.
= AeNgH
£:(A) =) A () =) A, <j5<d; )
]()_ 0+'_"+ VK ]()'_ d—j 0t Ad; avec0 <7 < d;
Pour chaque r € ‘Zd+1 = {0,1,...,d}, en appliquant alors (2) on retient les identités valides ci-dessous.
J Al ar r+d
Z Z Z (Zfr)\ ryk ft/\g)(rvk:)) =
AeNgtLr=0 =0
1 Ar—1 )
ot r+d
Y e me Yk ) ft)(rvk)
\ TZ())\r—l =0 < )
( J Ar—1 pr
YooY > e (Z ft,\L (rt) ® fa—rr,_, (r xs)> =
/\E]NtH-l'I‘—O =0 s§= .
< j Al pr : 3)
YT i(Z )(rth) ® farne. (+23))

\ 7=0)\.=1 [=0 s=1
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Maintenant en appliquant (1) aux identités (3) et (3°), on déduit alors les €quations suivantes.

J A1 r

r4d
ERpt (Z Fron o) © ([ fin)we)) = |
)\E]Nd+l r=0 =0 =r41 A
bt @
r+d rtd a1
{ TX_;”; Defr(ry)) (t:(?_l_lft)(rvk)» avec tz@?_Hft = L?of””t
( J Al Pr

O Z ID IR <Z ft)\z)(ruk)®fd gy (r ls))

.AeNd#—l r=0 (=0 s=1 @)
d—1-r ) d—1—r d—1
ZZ Aefar(2))B(, 8 f)lur), avee & fi= B fir

\ r=0s=

Le calcul de 0.m requiert le calcul de la permutation cyclique totale e, m du potentiel m, mais comme m =

d B
(Qf) (W)= Y my,ona:em= 3 ¢e,my,ainsiil suffit de calculer £, my pour chaque composante
r=0 AENf+1 )\GINd‘H
homogene m, € B**), avec A € NZ*'. Nous prouvons alors par récurrence sur j € Zqyy = {0,1,...,d}
les énoncés suivants pour chaque A= (N, ..., Aq) € NI,
(0 -1 et
@ % etm= T (E L () @ (8] fin) ()
E, ()‘) 1 J >\r 1 Pr d-1-
©) 'S emi= 2 8 (5 (8 i) ow) ® farae (32)).
En vertu de (2°) on sait que m, := (® Ofr ) (W), les permutations de W étant données par les équa-

tions (3.3.4). Pour j = Oon a £3(\) = /\0 et £5(\) = Ay, il 0’y a évidement rien 4 montrer et le résultat suit
des définitions. Pour I’ étape de récurrence, supposons 1 < j < d et le résultat vrai pour tout 0 < j' < j. Pre-

. £(N)-1 £(A)-1
nons j' = j—1 > 0,alors £;(\) = Ao+..., Ay +X; = £;(A)+ ;. Ainsiona: ]Eo glmy = Z ghmy+
fj/()\)-)-)\j—l fj/()\)—l )\j— ( )

> emy = Eo elm, + tZ ele 7'V m,. Comme m, = (foro ® = Firn, ® fin, ® - fan,) (W) et

t:ej/ )
€:(X) = Ao+ -+ \j contient j = j'+1 termes, en appliquant alors la proposition 3.3.1-(a) on obtient que :

e Ay ,
o ( ) - SL] ,\om)‘ — (fj,A,- ® - ® far, @ fore ® 0 ® fj’,Aj/)(E{W) =
Z fin; (]yk) ( ® ft .)(ju). On obtient ainsi immédiatement I’énoncé (a) en appliquant I’hypothése

2,(A)-1

de récurrence au terme Y. &im,. _
t=0
De méme, I’énoncé (b) suit aussi de la récurrence et de 1I’application directe de la proposition 3.3.1-

(b). Pour terminer la preuve, il faut voir comment la dérivée cyclique s’exprime a I’aide de la loi mixte de

Leibniz (j, j')-cyclique pour chaque j + j'+1=davec j,j' > 0. Observons que £(A) = £;(\) + £, (A).
gA)-1 40— gN)-1 :
Ona:emy = Y egmy = Z elmy + 3 em,. Or en vertu des volets (2)-(3) de la proposi-
£=0 t=6;(3)

tion 3.2.4, comme le potentiel m, est homogene de degré £()\) on sait que m, = £/®m, (les potentiels sont

globalement cycliquement stables), et £, 0 £,;my = my = ¢, 0 g,m, et J; o £, = J. On déduit alors que :
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)1 o)-1 -1 e —£;(N) £,(0-1
Y oemy= > &efVmy= Y £Wtmy= ¥ emy=¢ ¥ clm,. Enappliquant 9; ala
t=£;(2) t=£;()) t=£;()) =1 =0
()1 ¢, (-1 ¢, (-1
derniére égalité on obtient : 9; 3~ emy = ;o ER( > eﬁm,\> = 0; Y ¢lm,. Les résultats de ce
t=£;()) =0 t=0
paragraphe se résument comme suit : pour tous 7,5 € Z := {0,1...,d} telsque j+j+1 =dona:
£;(A)-1 £, (N1
Ogmy = Jge.my = 8;( S eﬁmA) + ag( > sﬁm,\). Comme O.m = Y. 0O.m,, on obtient alors la loi
t=0 t=0 )\EJN'fH
de Leibniz (j, j')-cyclique en reportant la derniére relation et les identités (a)-(b) dans les équations (4) et
@). ' A J

Lemme 3.3.4 (Loi des chaines cyclique). Soitr ¢ : @—-k/Q\’ un morphisme de k-algébres pour deux
carquois modulés Q, Q' avec ¢, = 1k, kQy = K = k@ tel que (3.2.2) soit satisfaite, B = kQ, et
B’ = kQ/. Alors pour tout potentiel m sur Q, on a la relation cyclique ci-aprés pour tout £ € B™ on ,Q,

est un systéme gauche de fleches et zQ, un systéme droite de fléches pour Q.

Op(m) = 3 (D(y)De(0,m) = 3 (Alp(x))D(8.m) (33.6)

yErL1 €. Q1 -

Démonstration. 11 suffit de considérer le cas d’un potentiel W € B{@*+!) homogene de degré d + 1 > 2.
Alors relativement aux systemes de fleches @, et |Q,, les permutations de W peuvent s’exprimer comme

suit. W = ¥ y®@,u et W = 3 4, ®z, avec 0 < r < d. Commengons par la version
yErQL €L

: d d
gauche de (3.3.6). Pour yp € xQ, ona: 9, W = Gy eW = 9, YW = 0, (X ¥ yQ,v) =
=0 r=0yc:1
d .
> rvy,. D’autre part, la loi de Leibniz (3.3.5) (d, —1)-cyclique ne comportant que les " A; " donne :
r=0
d d

0607) = £ T (Bi)06(u) = T (ApW)IEdln) = T (AHE)0KE ) =

r=0y€x1 YE€-L1 Y€y - r=0
> (A;é(y))Cé(0,W). De la méme fagon, en appliquant la loi de Leibniz (3.3.5) (-1, d)-cyclique ne

yErQ1 .
comportant que les " AE ", on a également la version droite de la forme. O

Le résultat principal de cette sous-section est donné par les deux prochaines propositions ci-dessous.

Proposition 3.3.5. Soit ¢ : @———»k/@ un morphisme de k-algébres pour deux carquois modulés Q et
Q' avec kQy = K = kQj tel que (3.2.2) soit satisfaite et tel que ¢, = 1k. Alors pour chaque potentiel
m sur Q les idéaux jacobiens associés a m et a ¢(m) sont liés par la relation suivante : Jymy C ¢(J)-
En particulier si ¢ est un isomorphisme alors il envoie J., sur ¢(J.) et induit un isomorphisme d’algébres

Jjacobiennes J(Q, m)—=—7T(Q', ¢(m)).

Démonstration. Pour chaque ¢ € B™ := k@), le lemme 3.3.4 montre directement que 9,(é(m)) € ¢(J,,),

et donc J ) c #(J,,)- Supposons maintenant que ¢ est un isomorphisme et posons m’ = m. Alors comme

¢~ (m') = m, en appliquant ce qui précede & ¢! on obtient que : J, C ¢~'(J, ) et donc ¢(J,) C

G (J)) = Ju = Jy(my» Etablissant alors que ¢(J,) = Jypmy- . O
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Dans la prochaine section nous présentons une seconde approche de la réduction des carquois modulés
avec potentiels un peu plus directe et Iégerement différente de 1’approche utilisée dans [24]. Pour cela on a
besoin du résultat suivant qui montre que 1’idéal jacobien est preserve par certains eplmorphlsmes d’algebres

(morphismes surJectlfs d’algebres).

Proposition 3.3.6. Soient (Q, m) un carquois modulé avec potentiel, 7 : @—»k/Q\’ un épimorphisme de
k-algébres pour un carquois modulé Q' avec kQy = K = kQj tel que (3.2.2) soit satisfaite et w,, = 1. On
suppose en plus que le bimodule B = kQ; s’écrit comme une somme directe de K-bimodules B = By, ® B
tels que ker(n) = J& := ((Om)(BLy,)) et  induit un isomorphisme entre B et B' = k Q).

Alors m(Jw) = Juw) i bien que w induit un isomorphisme d’algébres jacobiennes
J(Q,m)——T(Q', m(m)). '
_ Démonstration. Posons m’ = m(m), en vue d’appliquer le lemme 3.3.4, on choisit un systeme droite de
fleches yQ, = Y U'Y pour Q, ob Y est un systeme droite de fleches pour By, et Y est un systeme droite
de fleches pour B. Comme par hypothése 7 induit un isomorphisme de K-bimodules entre B et B’, on
déduit que Z := 7(Y) est un systeme droite de fleches pour B’ (et donc pour Q). A chaque systeme
Se{Y.Y, Z} on attache comme d’habitude le systéme dual S* = {z* : z € S}. Onremarque en particulier
que pour tous z,2’ € Zettout v € l@, AL (Z)0v = 0. (2 & L)v = 6, v, 006, vaut 1si z = 2/
et 0 dans le cas contraire. Ainsi pour tout zy = (%) avec 7o € Y, le lemme 3.3.4 donne : 8zam’ =
> (ALm(y))On(0,m) + X (AL*ﬂ(y))Dw(a—*m) mais par hypothése (O0m)(B;,;,) C ker(w) si bien

yeY geY
que 7(0,~m) = 7w((Om)(y*)) = 0 pour tout y € Y, avec la remarque précédente on déduit alors que

0 m’ = Zy(ALm( Y))0m(85-m) = 7(dzm). On a donc montré que pour tout z = 7(y) € Zavecy € Y, on
ye
ad,m = 0,.m' = n(d;»m) = w(F3m), et en particulier on voit immédiatement que J,, C m(J,,). Mais par

définition, J, := (9;m,0,m: § € Y,y € Y) et, comme 7 est un épimorphisme continu et tel que ker(7) C

J o> il suit directement de la proposition 3.2.1 quona: (J,) = (r(@m),xr(8,m): FEY,yeY) =
m = J,, ol dans I’avant-derniére égalité on a aussi utilisé le fait que 7(3,m) = 0 pour chaque
yeyY. '

En conclusion on a bien I’égalité T(J) = Jr(my» €L 5i ON pose 7 Ji:% — kO I'isomorphisme induit
par I’épimorphisme 7, alors il s’en suit aussi que : J(Q, m) = % = lﬂ]ﬁ > K2 = 7(Q, 7(m)), car

T(IfIa™) = 7(J) = Jr(m)- : ' . ‘ m

3.4 Réduction des carquois modulés avec potentiels

3.4.1 Quelques considérations préliminaires

Définition 3.4.1. Soit (Q, m) un carquois modulé avec potentiel qu’on suppose avoir la forme suivante : si
m,, et m/, sont deux composantes non nulles de m correspondant respectivement a deux chemins cycliques
distincts w et w' dans Q, alors m,, et m,, ne sont pas cycliquement équivalents.
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> (Q, m) est réduir si mest a valeur dans J2~, si bien que sa composante 2-cyclique m® est nulle.

K’
» (Q,m) est trivial sim € B® et Im(dm) = B.

Définition 3.4.2. Soient (Q, m) et (Q', m’) deux carquois modulés avec potentiels tels que Qp = K = Q' et
la condition (3.2.2) est satisfaite. '
(i) Une équivalence droite faible entre (Q, m) et (Q’, m’) est la donnée de tout isomorphisme d’algebres
@ kO—= k0O tel que @), = Lk et Jymy = I
(i) Side plus dans (i) on a $(m) cycliquement équivalent & m’ alors ¢ est appelé une équivalence droite
entre (Q, m) et (Q', m’).
(iii) On suppose que B = By, red(B) comme somme directe de K-bimodules tels que la paire
- (Biriv, m?) détermine un carquois modulé avec potentiel trivial. Si (Q’, m') est réduit, alors une p-
équivalence droite de (Q, m) sur (Q', m’) est un épimorphisme d’algebres ¢ : kO— kO ayant les
propriétés suivantes : ¢, = 1 et ¢ induit un isomorphisme entre red(B) et B’ = kQ}, ker(¢) C J,, et
¢(m) = m’, de sorte que ¢(J,,) = Jym) = Juw
Ainsi dans chacune des situations (i), (i) et (iii) on a ¢(J,) = Jym) = Ju» et T (Q, m) = J(Q', m') (voir
la proposition 3.3.6 pour le cas de (iii)).

L’application directe du corollaire 3.2.3 permet de déduire les faits suivants.

Remarque 3.4.3. Un carquois modulé avec potentiel (Q, m) est trivial si et seulement si’il existe une décom-

otm, 8%m

position B = U @ V telle que les dérivées partielles B* B 1ndulsent une paire d’isomorphismes

mutuellement duals U* = Vet V* = U, pour lesquels dugur =M = Z Yp D T = Bvrgy> OU {¥1, .-, Up}
k=1

est un systeéme droite de fleches pour U auquel correspond un systeéme gauche de fleches {z1, ..., z,} pour

V.

Afin de mettre en évidence la difficulté qui apparait lors de la réduction des carqu01s modulés avec

potentiels ayant des 2-cycles, commencons par un exemple bien simple.

Exemple 3.4.4. Prenons k = ko(t) olt ko est un corps dont la caractéristique est un nombre premier p, alors
k n’est pas parfait. Soit { M, M*} une paire dualisante et symétrisable de bimodules avec M € gbimodg
pour un k-surcorps E de dimension finie, mais de sorte que le produit tensoriel E ®, E° soit une exten-
sion non séparable sur k. On a les paires dualisantes e symétrisables-de bimodules {E, E} (canonique) et
{M ® M*, M ® M*}; on considere le carquois modulé avec potentiel (Q, m), Q étant donné comme ci- -

apres ol les bimodules sont auto-duals.
. . ko

E .
ki =FE——=F =ks
M e M*

Pour besoin de clarté, notons ¢; := 1 € E 'unité de E regardé comme le k;-k;+-bimodule ;B,;., avec
(,1%) € {(1,2),(2,3), (3,1)} et 3B] = E le bimodule de la fleche valuée 1-2-3 ; posons aussi ; B} = M ®
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M* 1e bimodule de la fleche valuée 13, et 3 = 3,,,,,+- On pose alors m = 3,,...« ® €3 + €1 ® €2 ® e3.
La composante 2-cyclique de m est donc m® = 3 ® e3 = (kZ:jq e ® yr) ® es, ot {Y,Y*} est une paire
de bases mutuellement duales pour la paire dualisante {M, M,;f}{ telle que Y = {y1,...,y,} soit une F-
base droite pour M. Ayant en vue la proposition 3.2.3, on a la dérivée droite £ = (3B;’)*M>M ® M*
envoyant es sur 3 et on considére le bimodule U = Im(8*m®) = (3) ¢ M ® M* = , B} puis le quotient
U = (M ® M*)U, on a aussi la dérivée gauche M ® M* = (,B3)* 2% B et on pose V = (e3) =3B] = E
etU" = ker(dm®) ¢ M ® M*,si {2, 2 ..., 2} est une E-base droite pour M ® M* avec z, = 3, de base
duale {zg V2 z;} alors on sait que U™ = E- {zf o ,z;}. On obtient ainsi deux paires dualisantes et sy-
métrisables de bimodules {U, V'}, {TU, U} avec structures induites par la paire (9*m®, m® = (*m®)*).

-Alors la réduction de (Q, m), si elle était possible, consisterait en I’élimination (ou mieux la simplifica-

tion) des sous-bimodules U et V pour aboutir dans le cas de notre exemple 4 un carquois modulé nécessaire-
ment acyclique. Nous considérons alors I'idéal de kO donné par I = Ty avec Iy = ((Om)(e}), (Bm)(2})) =
(3 + e1 ® ez, e3). Alors pour Ialgebre A = l@[ , la projection canonique 7 : 1@————/1 induit une iden-
tification J /% = U @ B; avec B; = 1B, @ 2B, C J,. Par ailleurs, I’idéal jacobien de m coincide méme
avec I, si bien que J(Q, m) = l@[ = A. Or, si J ne scinde pas dans J ,, on voit que I’algébre jacobienne
J (Q, m), ne posseéde pas de présentation par un carquois modulé 2-acyclique. Et dans une telle inconfor-
table situation, le carquois modulé avec potentiel (Q, m), aussi simple comme on le voit, ne peut pas étre
réduit en un carquois modulé avec potentiel dont la composante 2-cyclique est nulle. Ceci est di au fait que
le sous-bimodule U construit ci-haut, n’est pas toujours un facteur direct du bimodule ; B] attaché a la fleche
d, si bien qu’il est impossible "de totalement isoler” la composante 2-cyclique du potentiel m. Notons que
dans le cas simplement lacé le probleme précédent ne se pose pas, et plus largement sur des corps parfaits

la difficulté précédente disparait heureusement.

Remarque 3.4.5. Si le corps de base k est parfait, alors k ne possédé pas d’éxtension non séparable de degré
fini, si bien que pour tous k-surcorps E et F (k-algegbres a division) de dimension finie, Palgébre E @y F°
est une k-algebre séparée et donc semisimple ; voir par exemple [8]. Comme un E-F-bimodule est en fait un
E ®y F°-module a gauche, il en résulte que tout bimodule M € gbimody est semisimple et donc, tout sous
‘bimodule de M est un facteur direct de M. O

Pour toute la suite on suppose que m est un potentiel sur Q de sorte que (Q, m) soit un carquois modulé
avec potentiel.

On pose m(? la composante 2-cyclique de m, alors 2 une permutation cyclique pres, m(® se présente
’Y"’
6r
une permutation cyclique prés;

comme Suit : notons %,

Jr, T = 1,...,n9, 'ensemble de tous les 2-cycles pleinement valués dans Q a

> les paires de points (i1, J1), . . ., (ing, Jn,) SONt deux-a-deux distinctes, et les bimodules correspondants
sont ;, B, = i,Bj-: et ; B, = ; B, avec 1 < r < ng. On considere alors les sous-ensembles, § :=
{01,...,0ne} €ty := {71, ..., Yo} ainsi que les deux bimodules correspondants, Bi= @ ;B .

1<r<ng J
etBX= @ , B

it
1<r<ng T
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» m® =3 m® e ® (B;, ®x, 5., )C B BY, oum<2>e .B, @kJ B, 1<r <n.

r=1 1<r<
Ensuite pour chaque r E {1,...,n0}, en vertu de la proposition 3.2.3 on peut écrire le potentiel
k; —»B‘” B sous la forme canonique 3, ., comme suit On considere les dérivées partielles,

(B"*T)* o'mi” 2L ,B% et (B%) BL»B% elles forment une paire de morphismes de bimodules mutuellement

duals : 0'm{? = (0*m®)* et *'m® = (8'm{?)*; & la paire (*m{?, 0'm{?) on associe les suites exactes

courtes suivantes formées de paires injections-projections canoniques :

T, BP0, 0T, B} Vi,

r Jr =1, T

0—V,< s B, ST = cokerpi—0, 0——U,~"; B, —%T], := cokerr’—0),

r Jr

T

oll on aussi posé U, = Im(m®?), V; = Im(8'm®) = Im((*m@)*), V. = ker(*m®) et U, =
ker('m®) = ker((8*m{?)*). En vertu du volet (1) de la proposition 3.2.3 on a des paires dualisantes et sy-
métrisables de bimodules {U,, V. }, {T;,, U, } et {V;, ¥/} dont les structures sont canoniquement induites par
les paires dualisantes et symétrisables de bimodules {zr i Bl i 05,0, ]r} et { B 5. B b5, 5, b; } et
par la paire de morphismes mutuellement duals (8*m?, 3'm{?). Et de plus, le potentiel m{?) coincide avec
le dual de la forme bilinéaire non-dégénérée U, ® I/,Lkir associée a la paire dualisante et symétrisable
de bimodules {U,, V. } :

Pr

= b v, = Zyr,k Lk Yr i ={Yr1s - Yrp ) St Xp :={Zr1,.. ., Trp. }- (3.4.1)
k=1 .

m®

Dans 1’équation ci-dessus, {Y,, X, } est une paire de bases mutuellement duales pour la paire dualisante et
symétrisable de bimodules {U,, V;.} ou Y, est une k; -base droite de U, et X, est la k; -base gauche de V;.

correspondante. On consideére ensuite les K-bimodules ci-aprés ot I,En)v = {(ir, Jr), (Jryir) 1 1 <7 < mg}:

Bi=B(BtoBY)= @ B, U= U, V=0aV,U=0l, V=2aV,
(S,t)E(IXI)\IgfI)V 1<r<ng 1<r<ng 1<T<n0 1§r§n0

U= @ UetV= @ V, etonpose: Y = UYTCRQletX=UX,CLQ1.
r=1 r=1

1<r<ng T 1<r<ng

Alors {X, Y} est une paire de systemes de fleches mutuellement duals pour la paire dualisante et symé-
trisable de bimodules {U,V} = 19612”0 {U., V. }, o les deux syStémes de fleches | Q, et {Q, pour Q sont
obtenus en complétant les systémes de fleches X et Y. Soit p = p; + - - -+ py, le cardinal commun de X et de
Y, alors sous forme plus compacte on peut écrire X = {z1,2s,...,2p} et Y = {y1,¥2, ..., Yp}, cela se fait
U {(r,1),...,(r, pr)} et pour chaque £ € {1,...,p} on pose :
Yk 1= Yo(k) €t Tk, := Tok)- De plus (en vertu du volet (2 ( ) de la proposmon 3.2.3), les systemes duals O} et
rQ7 sont tels que V= K-(LQF~ {xl, cee p} YK et U" = K-(x@'~ {yl, . ,yp})-K. En prenant maintenant
la somme directe des suites exactes courtes précédentes, on déduit les suites exactes courtes de K-bimodules

en prenant une bijection {1,...,p}

ci-apres formées des paires injections-projections canoniques induites par la paire de morphismes mutuelle-
ment duals (*m®, 0'm®) = @ (*'m@,Fm?): '

1<r<ng
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3.4. REDUCTION DES CARQUOIS MODULES AVEC POTENTIELS

0V o BTy P /—0), 0T o Bt/ —0),
0 VLI L AN y e cokerp* 0, O Ut BLYST = cokerr*——0.

On a donc des paires dualisantes et symétrisables de K-bimodules {U, V'}, {U,Uk} et {V,Vk} dont les
structures sont induites par la paire (*'m®, 0'm®) = @ (*m®,m?); et le potentiel 2-cyclique m?

1<r<ng
coincide avec le dual de la forme bilinéaire non-dégénérée U ® V—",F associée 2 la paire dualisante et
symétrisable de bimodules {U,V} : m® =3, .
La limitation illustrée par I’exemple 3.4.4 motive le volet (c) de la définition qui suit.

Définition 3.4.6. (a) La partie triviale de (Q,m) est le carquois modulé avec potentiel trivial
(Qirivs m(z)), o Qi est déterminé par la paire auto-dualisante et symétrisable de bimodules
-~ {Buiv, Buriv}» Buiv := U @ V est appelé la partie triviale de B.

(b) Le carquois modulé réduit Q,.q = O associé & Q est déterminé par la paire dualisante et symétri-
sable de K-bimodules {Bieq, Blog} := {U,U"} @ {V,V"} @ {B1, By}, ot le bimodule réduit (des
fleches valuées) est B,eg = B:=U ®V @ B;.

(c) On dira que la partie triviale de (Q, m) scinde (dans (Q, m)) si les bimodules U et V' sont facteurs
directs de B, si bien qu'ona B = By, @ B = (U ® V) @ B. Observant que la dérivée cyclique du
potential 2-cyclique m® vérifie la relation Om® = m® @ 9m®, si la partie triviale de (Q, m)
scinde, alors la projection canonique (BX)* @ (Bé)*wﬂ»Bmv =U @V, associée a la dérivée

Rin(2) Glm(2) Juwi={ P )
cyclique (BY)* & (Bé)*MB de m®, scinde et on note BtriV;L—l(Bl)* ® (BY)* c B*
I’inverse a gauche de pyy :

om® o juy = Puv O jrw = lp,, = Ly ® 1y = pp @ rr

Avec I’hypothése supplémentaire que la partie triviale de (Q, m) scinde, on regroupe les considérations
précédentes dans les équations suivantes :
Jteivi= p,l ’ - —[p.r )
Bva»(Bl)* @ (BY* € B*et (BY)* @ (BY)*2=PLp . — U@V sont
tels que m® o jury = [0'm®, 8mP] 0 juny = priv © jirv = LB, = Lu @ Lu; (34.2)
B=Buw@®B=UeV)eB=UoUoVaeVaeB,

B* =~ B, ® Bavec B};, = B, B =U ¢V ®B] = B, . )

no DPr

P
m(z) = 3U§_€»V = Zyk X T = Z 2 yr,k:r ® Trkr s (3-4‘3)
k=1 . .

r=1k,.=1

m=m® +m +®;, olm € (Buy)N Jifé et m; € Ji% C Jgé. (34.4)
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3.4. REDUCTION DES CARQUOIS MODULES AVEC POTENTIELS

A une équivalence cyclique prés on considére aussi la condition suivante :

14
m'=m) +myoum; =y ® v € Udly, etmy =

p
k=1 k=1

U @ Ty € J2’_:V,
kQ (3.4.5)

Q = Q,eq étant est déterminé par B = Biq en vertu de la définition 3.4.6.

Toujours avec I’hypothese que la partie triviale de (Q, m) scinde, en vue de la réduction de (Q, m) nous
proposons aussi la k-algébre kQ/J™™ ot ] = Ju est I'idéal fermé donné par les équations suivantes (ol on
doit remarquer que (M) © jyiy = 0) :

I= Juv — 7y  J = (Im(0m)) ol I’idéal I, est engendré comme suit, \=
Iy = (Im((8m) © jeriy)) = (Im((dm® + m) 0 jur)) = (Im(1p,,, + (AM') © jeriv)) } (3.4.6)
— (g + Om'(37), 7+ O/ () : 1Sk <p). | J

3.4.2 Une premiére approche a la réduction

Rappelons d’abord le résultat suivant obtenu dans le cas simplement lacé par Derksen, Weyman et Zele-
vinsky.
Théoréeme 3.4.1 ([24, 4.6 ("splitting theorem")]). Dans le cas simplement lacé, pour un carquois avec
potentiel (Q,m) dont la partie triviale est (Qy,, Mriv) tandis que Q.4 est le carquois réduit associé au
‘bimodule réduit B..q = B, il existe un carquois avec potentiel réduit (Q,.q, Mrea) et une équivalence droite
entre (Q, m) et la somme directe (Quiy; Miriv) D (Qpeq, Mrea). De plus, la classe d’équivalence droite de
chacun des carquois avec potentiel (Qq;,, Meriv) €t (Queq, Mrea) est uniquement déterminée par la classe

d’équivalence droite de (Q, m).

La preuve du premier volet du théor¢me ci-dessus est entierement basée sur la "loi des chaines cy-
clique” (3.3.6) et sur la proposition 3.3.5. Nous obtenons la version générale suivante dans laquelle le second

volet est une version légerement faible du second volet de [24, 4.6 ("splitting theorem")].

Théoréme 3.4.2 (de décompdsition). On suppose que la partie triviale (Qyiv, Wiy ) de (Q, m) scinde. Alors,
il existe un carquois modulé avec potentiel réduit (Qyeq, Mpeq) et une équivalence droite entre (Q, m) et la
somme directe (Qiriv, Miriv) D (Ored, Mred) ; en particulier la classe d’équivalence droite de (Qyyiy, m(z)) est
" déterminée par celle de (Q, m). De plus, la classe d’équivalence droite faible de (Qeq, Myeq) est déterminée

par celle de (Q,m).

Démonstration. Comme dans [24, 4.6], la preuve du premier volet du théoréme 3.4.2 est une conséquence

directe du fait suivant.

Fait 3.1. Pour chaque potentiel m € pot(Q) ayant la forme donnée par les équations (3.4.4) et (3.4.5), il
existe un automorphisme unitriangulaire ¢ : @—N——»@ tel que ¢(m) soit cycliquement équivalent a un
potentiel de la forme (3.4.4)-(3.4.5) avec u, = 0 = vy, pour tout k.
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3.4. REDUCTION DES CARQUOIS MODULES AVEC POTENTIELS

Pour prouver le fait ci-dessus, on utilise le concept suivant ot d > 1 est un entier naturel : On dit qu’un
potentiel m est d-scindé s’il est de la forme (3.4.4)-(3.4.5) avec ug,vx € Jl%l. On commence alors par

montrer le résultat qui suit.

Fait 3.2. On suppose que m est un potentiel d-scindé pour un entier d > 1. Alors il existe un automorphisme

unitriangulaire ¢ : kO—= kO de profondeur d tel que ¢(m) soit cycliquement équivalent a un potentiel
2d+2

J@ .

2d-scindé m avecm — m €

Preuve du Fait 3.2. Le potentiel m étant écrit sous la la forme (3.4.4)- (3.4.5) avec uy,vx € J%I et

gardant les notations des équations (3.4.2), on considere l’automorphisme. unitriangulaire ¢ € Aut(Q)
de profondeur d et dont la restriction sur B = By, @ B est construite comme suit : cp[E = 1z
Et en vertu des equations (3.4.2) (et de la définition 3.4.6-(2)), nous avons des morphismes de K-
jtriviz p,, ’ » =lpy

bimodules Bmv‘—M(Bl)* © (BY)* C B* et (BY)* @ (B 2=l p  — U@V tels que dm® o
jtriv = [akm(z)ya'—m@)] o jtriv = Ptriv ojtriv = ]]-Bmv = ]lU ® ]]-V = akm@) © pl 8% aLm(2) or. On pose
alors :

¢y = (O*m® —Fmy) o p’ = 1y — (F*my) o p’ et g, = (9'm® — F'mj) or' =1y — (d'm}) o',

si bien que ¢(yx) = Yy — Uk et #(rx) = T — vi pour chaque k € {1,...,p}.

Le morphisme ¢ étant alors de profondeur d, en vertu de la définition 3.2.2, on a

Hlug) = up + ugetd(ve) = v + v avecul,v, € J%‘g’l.
p
Et en développant ¢(m) il s’ensuit que ¢(m) = X (T + Yy Su,+u,Qz) + W.+ ™y
k=1

P o T e
cavee W = Y (ur @ v + up @ v, +up, @ vg) € Ji/‘ié“. Alors, comme kQ = L G kO ou L = kQ-Byi, k@
k=1 : : '

est la fermeture de @-Btriv'@ dans @, on peut écrire W =W'+W pour deux potentiels
W'e LN Ji%” etWe Ji%“. Mais alors, W’ doit é&tre cycliquement équivalent 2 un potentiel de la forme

Y4 4
W'=% 5 ®v; + X uj ® y, avec uyf, vy € J%‘gl et chacun des deux termes dans W étant aussi un
k=1 k=1

potentiel. On a donc en particulier que W — (W” + W) € Jl%“ N skew{@, @}, si bien que le potentiel
m cherché peut étre choisi en posant
- P P P -
m = Y u®z + kZ U® W +vy) + XU +u) @z + (W + my).
k=1 =1 k=1
Le Fait 3.2 est donc établi.

Preuve du Fait 3.1. En utilisant le Fait 3.2, la proposition 3.3.5 (et aussi le fait qu’en vertu de la pro-

position 3.3.1 les commutateurs tordus sont bien préservés par les automorphismes ¢ tels que ¢, = 1),
on voit que les arguments nécessaires pour établir le Fait 3.1 sont exactement les mémes que ceux de [24,
lemma 4.7]. O
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3.4. REDUCTION DES CARQUOIS MODULES AVEC POTENTIELS

Le dernier volet du théoréme 3.4.2 suit du lemme suivant, ot I'y C I et k(I')y C K (et dans une telle

situations la condition (3.2.2) est toujours supposée satisfaite).

Lemme 3.4.3, Soient (Q, W) et (Q, W') deux carquois modulés avec potentiels réduits, et (TI',T) un car-
quois modulé avec potentiel trivial. S’il existe une équivalence droite faible entre (Q,W) & (I',T) et
(Q,W') @ (T, T) alors, il existe également une équivalence droite faible entre (Q, W) et (Q, W').

Démonstration. Dans cette preuve, nous imitons un argument de [24, 4.9 p.15,17]. Posons C = k(T'); le
bimodule des fleches valuées dans T', en vertu de la remarque 3.4.3 et de la proposition 3.2.3,C = U' & V'
et la dérivée cyclique du potentiel 2-cyclique T fait de {U’' @ V', U’ @ V'} une paire auto-dualisante et sy-
métrisable de bimodules qui est isomorphe a la paire dualisante {C,C*} et telle que T = 3,14/ = 3cgc+s
-en particulier dans 1’algébre k(EQ?F), I'ideal jacobien de 7' est égal a k(ﬁr)-c-k(ﬁr). Soit
@ k(@F)—?»k(agF) une équivalence droite faible entre (Q, W) @ (I',T) et (Q,W') @ (I, T),
alors ¢|K = 1k et ¢(Jy +T) = Jy 41 Adoptons les deux abréviations suivantes : J := Jy,, J' = Jy, et
L:= k( Qal)C: k(Q @ I') I’idéal jacobien du potentiel 2-cyclique 7" dans k(Q @ I'). On voit clairement
que k(Q ol = kQe L (en fait, L est formé des combinaisons linéaires éventuellement infinies des élé-

ments homogenes de la forme z; ® -+ ® zq4 tels qu’ils existe un entier t € {1,...,1} pour lequel on a

uy € C'). On déduit de ce qui précéde que,

Soitp : k(EED?F)—»@ la projection canonique. On considere alors le morphisme continu d’algebres
¢ = (p(j))h:?2 : @—»l@, avec clairement ¢, = 1. On désire alors montrer que 7 est une équivalence
_ droite faible entre les carquois modulés avec potentiels réduits (Q, W) et (Q, W'). ‘

Pour voir que 1) est un isomorphisme d’algebres, en vertu de la proposition 3.2.1-(a) il suffit de montrer
que la composante v, : B——B est un isomorphisme de K-bimodules. Or, la composante de degré 1 de

I’isomorphisme ¢ est un isomorphisme de K-bimodules donné sous-forme matricielle par

o=y 5]

BaC = B & C avec ¢, ; € Hom(M;, M;) pour 1 < 4,j Sl j, My = BetMs = C.
On voit donc que ¥, = ¢11 : B :
sances de Jk(QM) on voit que : ¢(C) C ¢>(] +L)y=J+LC Ji(QM) + L car (Q, W’) étant réduit on a
J' C J% ; ainsi ,(C) € LN (B & C) = C si bien que ¢, = 0. On déduit que le morphisme 1, = ¢ ; est

k0> '
un isomorphismes de K-bimodules, et donc ¢ est un isomorphisme continu de k-algebres tel que 1|, = Ik.

Pour terminer la preuve, on vérifie que 1’assertion suivante tient.

Affirmation. p$(L) C 1(J) si bien que ¢(J) = J'. _

Voyons d’abord que si I’inclusion p@(L) C 1(J) tient, alors il suivra que J' = p(J’ + L) =p(o(J +
L))y = ¢(J) +pg(L) = (J), donnant ainsi le résultat cherché. Donc il reste 2 montrer que p¢(L) C (J),
ou de facon équivalente, que ¢(L) C ¢(J) + L. En appliquant ¢~ aux deux membres de la derniere égalité,
il suffit de montrer que L C J + ¢~(L). Posons alors R = .J + ¢~(L) et adoptons I’ abréviation J := )
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Comme J' C J2ona, ¢~ 2(J') C ¢~ X (J + L)NJ2 = (J+L)NJ* C J+ LJ + JL. 1l s’ensuit que,
LCJ+L=¢ YT +L)=¢ " (J)+¢ ML) CT+LI+JL+¢YL) = (J+¢ L)+ LT+ JL =
R+ LJ + JL. Et en substituant dans le membre de droite de la derniére égalité L par sa borne supérieure
R+ LJ + JL on déduit aussi que,

L € R + LJI* + JLJ + JL.

En répétant ainsi la précédente substitution n fois avec n > 1 on obtient I’inclusion suivante.

L C R + ijijn—k C R + jn+1.
k=0 .

Ayant alors en vue I’équation (3.2.3), on a donc L C ﬁ (R + j") = R ou R est la fermeture de R =
n=0

J + ¢7Y(L) dans k(Q & I'). Mais R est en fait un sous-espace fermé de k(EEI?F); en effet, ¢(R) =
é(J)+ L =p~1(y(J)) est un fermé en tant Qu’image réciproque d’un fermé par I’épimorphisme continu p,
or d’apres la proposition 3.2.1-(b) I’isomorphisme continu ¢ est automatiquement un homéomorphisme, si
bien que R = ¢~ }(P(R)) est fermé. Par conséquent, L C J + ¢~ !(L) si bien que ¢(L) C ¢(J) + L comme
annoncé. Ceci compléte la preuve du théoreme 3.4.2. O

Question 3.1. Le second volet de [24, 4.6 (splitting theorem)] admet-t-il une généralisation complete aux
carquois modulés avec potentiels ? En d’autre termes, dans le théoréme 3.4.2, peut-on remplacer I’expression

"équivalence droite faible" par I’expression "équivalence droite” ?

Nous pensons qu’une réponse affirmative est possible pour la question ci-dessus, cependant cela de-
mande un effort supplémentaire pour généraliser les lemmes {24, 4.11,4.12] sur lesquels repose le résultat
analogue dans le cas simplement lacé. En plus, la preuve du lemme [24, 4.12] requiert de nouveaux outils
introduits par Derksen, Weyman et Zelevinsky. 11 s’agit des concepts de "C—espaces,‘de D-espaces et de
D-algebres” (Voir I’appendice de [24]). Ces notions se généralisent puisque nos carquois modulés portent
sur une structure de paires dualisantes de bimodulé_s, si bien que les algebres de chemins noh-simplement
lacées @ seront aussi des versions générales des "D-algebres”. Les points délicats dans le traitement des
lemmes [24, 4.11,4.12] concernent essentiellement la manipulation de 1’équivalence cyclique pour les po-
tentiels et pour les permutations tordues qui agissent " bien " seulement sur la sous-algébre non unifere
pot(Q) CkQ,. C kQ. Pour permuter un élément quelconque de kQ,,., il faut absolument fixer un systéme
gauche ou un systeme droite de fleches pour kO, et chaque choix d’un tel systéme agit différemment sur

kQe-pot(Q).

3.4.3 Une seconde approche a la réduction

Supposons que la partie triviale de (Q, m) scinde, alors relativement & la décomposition B = By, & B
(donnée dans la définition 3.4.6 ou dans les équations (3.3.3)), on note 7 = 7| la restriction de la projec-
kQ

triv

UV et on considére 1’épimorphisme d’algebres 7y :=7 1 o 7 : kKO——kQ

tion canonique kQ—=—kQ/J
associé a m. Le résultat principal de cette sous-section s’énonce comme suit.
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Théoréme 3.4.4 (de réduction). On suppose que la partie triviale de (Q,m) scinde. Alors la restriction T =

7. de la projection canonique de kQ sur kQIJU™ est un isomorphisme. Et relativement a la décomposition
kQ . i

B = By, @ B, I’épimorphisme 7y, : kQ— kO est une p-équivalence droite de (Q, m) sur le carquois
‘modulé avec potentiél réduit red(Q,m) := (Q, M) avec M = my(m), et pour toute autre décomposition
B = Biyiv @ Brea, i T, : @——»k/Qrd = Tk(Breq) désigne la p-équivalence droite correspondante
de (Q, m) sur (Qred, Mred) avec Myeq = (M), alors il existe un isomorphisme d’algébres topologiéues
@—=—>k/Q; tel que f|, = 1 et fony, = ). De plus, la classe d’équivalence droite faible de red(Q, m)

est déterminée par celle de (Q, m).
Avant de prouver le théoréme de réduction précédent, nous soulignons 1’observation suivante.

Corollaire 3.4.5. Les deux approches pour la réduction des carquois modulés avec potentiels données
par les théorémes 3.4.2 et 3.4.4 sont compatibles. Plus précisément, la partie triviale de (Q,m) scinde si
et seulement si la partie triviale de chaque élément dans la classe d’équivalence droite faible de (Q, m)
scinde. Et si tel est le cas, 1l existe un carquois modulé ‘réduit (Ored, Myeq) €t une équivalence droite entre
(Q,m) et la somme directe (Qiyiv, Miriv) B (OQred, Mrea) €1, pour chaque telle décomposition de (Q, m) on a
une équivalence droite faible entre red(Q, m) et red(Quriv, Muriv D (Oreds Mred)) = (Dreds Mreq )-

Démonstration. Le résultat suit immédiatement de 1’application du théoréme de décomposition 3.4.2 et du

théoréme de réduction 3.4.4. O

Définition 3.4.7. Avec les notations ci-dessus, ’objet red(Q, m) := (Q,®) est alors appelé le carquois

modulé avec potentiel réduit associé a (Q, m) et ainsi, il est unique & une équivalence droite faible prés.

Preuve du théoréme 3.4.4

On garde sans plus le signaler les notations précédentes et les hypotheses du théoréme 3.4.4.

Deuxiéme partie du théoréeme 344 : On suppose que 7 induit un isoinorphisme
T=m~: @—NJ@JKW. |
kQ

Commengons par observer qu’on a alors une p-équivalence droite ¢ =7 o7 : l?é——»@ de
(Q,m) sur le carquois modulé avec potentiel réduit (Q,m), ob M = (m). En effet I’épimorphisme
p=7lom: @—»@ est tel que : ¢ = = 1, ker(¢) = JUV < J_ et en particulier, ¢ satisfait
trivialement aux hypothéses de la proposition 3.3.6 ; il en découle immédiatement que ¢ (J,,) = J,(m) = Iz
On conclut que ¢ est une p-équivalence droite de (Q, m) sur le carquois modulé avec potentiel réduit (Q, ),
etona

Jﬁ = Jcp(m) = (P(Jm) g Jm. . (*)

En effet pour tout z € kQ, comme P~ = ]11:5 etIm(p) = 1;5, il vientque p(p(2)—2z) = p(p(2))—p(z) =
©(z) — ¢(z) = 0, si bien que ¢(z) — 2z € JEV ¢ J,. Il s’ensuit que si z est dans J, alors ¢(z) est aussi
dans J.
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Pour ’unicité de la p-équivalence droite ¢ : @—»k/@, supposons qu’on a une autre décomposition
B = Byiy ® Breq du K-bimodule B. Alors comme deux supplémentaires quelconques de By, dans B
sont toujours isomorphes, il suit que B est isomorphe & B,.q, si bien que 1?5 et k/Q; sont des k-algébres
isomorphes, et la restriction 7’ de 7 a k/Q—; est aussi (par hypothese) un isomorphisme d’algeébres de k/Q;
sur @Jtnfi". Alors si ' =7/ : @——»k/Q-; = Tk(Breq) désigne la p-équivalence droite cc;rrespondante

de (Q, m) sur (Qred, Meq) aVEC Myeq = 7, (M), 0N sait que ¢' = 7T~ o 7. En posant f = 7! o 7 nous
affirmons que le diagramme ci-dessous est commutatif.
k@ _
2 ' T
kQ_  f=7Tlow kO
ered
En effet, comme en vertu de la définition on a ¢ = T lw et ¢ = 7 1m, il vient immédiatement que,

1 =/—1

7l om =7 "l = ¢, établissant ansi I’unicité (4 isomorphisme prés) de ¢ = .

fo=m"lomom"
Maintenant, le fait que la classe d’équivalence droite faible de (Q, W) est déterminée par celle de (Q, m)

suit du lemme suivant.

Lemme 3.4.6. Soit ¢ : @—“—»@ une équivalence droite faible entre (Q, m) et un carquois modulé avec
potentiel (Q',w'). Alors la partie triviale (B;,,m'?) de (Q',m’) scinde aussi. Pour chaque décompo-
sition B' = k@] = Bi,;, ® B' en une somme directe de K-bimodules, on pose @ =Ty : kO— k0

TN - -/ , . . . Py . .
et © =y : kQ'——kQ les p-équivalences droites respectives définies par m et m' (relativement

aux sommes directes B = Byw © B et B = ;riv D El).'Alors on a une équivalence droite

faible v := (¢' 0 ¢)| . : kKO—= kD entre les carquois modulés avec potentiels réduits red(Q, m) et
k

red(Q’, m’). ©

-5/

Démonstration. Adoptons les abréviations suivantes : J := J, J' = J; J = ¢(J),J = ¢/(J), et
. N :
T=157 =05 |

Les équations (3.4.4) et (3.4.6) montrent clairement que la partie triviale Jf;“’ de J = J,, est telle qu'on
ait : J N (J~J2) + {0} = J"™; on observe alors que la partie triviale By, associée a chaque (Q, m) est

I’'unique sous-K-bimodule de B vérifiant la relation

Buw = (J+ 2N B = (J5 4 J2) N B, (voir le lemme 3.4.7 pour plus de détails).

Maintenant en appliquant I’observation précédente, on vérifiera que la partie triviale B, de B’ scinde

aussi. ¢ : kQ—=—kQ’ étant un isomorphisme tel que ¢, = 1, il suit de la proposition 3.2.1-(a) que

sa composante homogene de degré 1 est un isomorphisme de K-bimodules ¢, : B = By, ® B——B/,

si bien qu’on a aussi B’ = ¢;(Biv) D ¢1(B) en tant que somme directe de K-bimodules. Mais ayant en

vue la proposition 3.3.5 et le fait que ¢ est une équivalence droite faible entre (Q, m) et (Q',m’), on a:
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Jgm) = ¢(J.) = J, = J', en utilisant aussi le fait que I'isomorphisme ¢ préserve les puissance de J= Iz o
il découle alors des égalités précédentes que, ¢(Birv) = ¢((J + J2) N B) = (¢(J) + ¢(J?)) N ¢(B) =
(' + J) N ¢(B), si bien que ¢1(Biiv) = (J' + j’?) N¢1(B) = (J' + J?) N B' = B.,,, montrant ainsi
que la partie triviale By,;, = ¢1(Byy) scinde aussi. '

Dans la suite de la preuve et comme on 1’a fait pour (Q m), on considére la projection cano-

ter

nique 7’ : kQ’——»kQ’ ¥ pour laquelle la restriction 7 . kO —+ngm" est un isomorphisme, avec
kQ, = B etla p-équivalence droite définie par m’ (relativement a la décomposition B' = B, & B') est
donnée par ¢ := My = 7o' : kKO'—kQ, de (Q', ) sur le carquois modulé avec potentiel réduit
red(Q', m') = (Q', @) avec @' = ¢/(m). Rappelons que comme en (x), on a en particulier que,

TJ=l_=pJ)CJl =JetJ =] =¢J)CI, =J. )
m m m m

mw

On veut donc montrer qu’oh a une équivalence droite faible ¢ := (¢ o ¢)|A kO kQ entre les
* carquois modulés avec potentiels réduits red(Q’, m’) et red(Q', m’). 1l est clair ¢ que 9|, = 1. Comme plus

haut, on a ¢1(Bt,iv) B;

trive

la composante ¢; de I’isomorphisme ¢ est un isomorphisme de K-bimodule .
donné sous forme matricielle par
e 0
—_ ¢1=[¢;,i ¢2,2] — ’ L.
B @ By = B @ B’y avec ¢;; € Hom(Nj, N)) pour (3,j) =
(1,1),(21),(2,2,M = BN, = BuwetN] = B,Nj = By

I1 en découle que ¢; ; est aussi un isomorphisme de K-bimodules. La définition des p-équivalences droites
¢ et ¢’ montre que Pis = 1~ = go|,\ =1~ e et la définition de Jii¥ C J et J" C J montre aussi que

¢(Buiv) C Ji% et ga(B{m,) C J2 Sl on pose ¢, = [4,(2)] B——B' ¢ J? = ﬂ B", alors pour chaque

z € Bona: ¢(z) = $1(2) + ¢(2)( z) = ¢11(2) + v avec v = ¢51(2) + ¢z (2 ) dans B.. @ J?, ainsi,
P(z) = ¢d(2) = ¢'(P11(2)) + ¢ (v) = d11(2) + ¢'(v) avec ¢/ (v) € Jixx@,. Alors la composante de degré
1de 1) est donnée par 1; = ¢ : F—»F’, et donc 1, est aussi un isomorphisme de K-bimodules et en
vertu de la proposition 3.2.1-(a) on déduit que 1 est un isomorphisme de k-algébres topologiques tel que
Vi = Ik .

Il reste a voir que %(J) = J . En appliquant (+x) ci-dessus, on a : %(J) = @'¢(0(J)) C ¢'d(J) =
¢'(J) = 7T, donc ¥(J) C 7. Inversement, soit 2/ € J', alors 1 étant déja un isomorphisme on sait que -
z' = (z) pour un certains z € kfé On veut alors vérifier que z est dans J. Ona 2z’ € J = /(J') =
' (#()), donc 2" = ¢'¢(x) pour un certain = € J, il svit alors que ¢'¢(2) = ¢(2) = 2’ = ¢/¢(x), si bien
que ¢(z — x) = ¢(z) — ¢(z) € ker(¢') € J' = ¢(J), montrant alorsque z —x € J;orz etant deja dans J
on déduit que z € J et par suite que, z = ¢(2) € J. On conclut que ¥ (J) = J et donc 1 : kQ kQ
est une équivalence droite faible entre les carquois modulés réduits red(Q', m’) et red(Q', m') ; ceci achéve

la preuve de la deuxieme partie du théoreme 3.4.4. O

A présent on peut retourner 2 la preuve du premier volet du théoréme 3.4.4, c’est I’ objet des lemmes 3.4.7 -

119



3.4. REDUCTION DES CARQUOIS MODULES AVEC POTENTIELS

et 3.4.9 ci-apres.
Lemme 3.4.7. B n (Jv 4 J2 ) Biiv, avec en plus B N (I + Ji@) = 0. Si bien que via la projection

canonique @
- B
B & I = U gl ) © Tigfygo |

Démonstration. L équation (3.4.6) montre clairement que BN (Ip + Ji’c:)) = Biiv. Comme J™ = [ =1 =
ﬁ (Io+ JLA) il vientque BN (I + Jifé) C BN+ ‘]12?@) = Biw. Or, toujours en vertu de 1’équation (3.4.6),

Bmv C Iy+ J 5C I+ J L’équation (3.4.2) donne alors que BN (I + J2 ) =BnBnN{I+ J2 )) =
BN Byiy =0. En posant donc 7(x) = z = x + 1, il suit de ce qui précede que B C ({0} + J= \JA ) or

kQ/Jtrlv on pose désormais poser que T(x) = T pour tout x € Betona : J@/va =

la projection 7 induit un épimorphisme entre B = J— Q/Jk 5 et J 3 /J@[ on a clairement W(Btm,) C J@I

nous déduisons donc que Jk S = =B& Jk Sz | O

Lemme 3.4.8. Soient zy, . ..,2,, 01,04, ..., 0y, o, deux familles d’éléments quelconques dans kQ. Alors
§1
si Y oxzieq, = 0, alors il existe une famille finie de scalaires axi,ars € Uk; avecl < k < n,
k=1 1€Qg
1<l <qetl < s < ¢ pourdeux entiers q,q' € N,, satisfaisant a la condition suivante : Pour toute
n N )

paire (I,s) € {1,...,q} x {1,....¢'}ona : ¥ aryzrars = 0. De plus, pour toute suite d’éléments
k=1 =
—— n
wy ..., Wy € kQ tels que Y axwi-axs = 0 pour toute paire (1,s) € {1,...,q} x {1,...,4'}, on a aussi
k=1

n
que Y oywgap, = 0.
k=1 :
Démonstration. Commengons par rappeler le fait bien connu qui suit. Soient E et F deux k-surcorps, M

un E-module a droite et N un E-module a gauche, alors pour tout systtme de vecteurs E-linéairement

indépendants vy, ..., v, dans le module a droite M, une la somme v; ®g u1 + ...V, ®E u, est nulle si
et seulement si on a, u; = ... = u, = 0. En effet, posant M = ((vy,...,v,)-E) & M’, tout élément z
dans M s’écrit de fagon unique par : T = vicz1 + - + VpCpp + T’ AVEC €z, ... ,Cop € Btz € M.

Alors pour chaque 1 < s < p fixé, on considére I’application k-linéaire f; : M X N——N donnée par
fs(x,y) = cu sy pour tout (z,y € M x N). f, vérifie bien la relation : f,(x,ay) = fs(za,y) pour tout
a € Eettout (z,y) € M x N, si bien qu’en vertu de la définition du produit tensoriel M ®g N, il existe
une unique application k-linéaire f, : M ®g N N telle que fi(z ® y) = fs(z,y) = cpsy. Alnsi, si
=1 Qu+ -+, Qu, =0alorsona:0 = f,(&§) = fo(vy ®u) + -+ fo(v, ®up) = ugs etla
réciproque est triviale. On a également la version duale de la discussion précédente. '

Posant maintenant I = @, remarquons que @@-ei = @ = @ei-@ ou pour chaque i € I, ¢; € k;
est 'unité du sous-corps k; C K = [T k;. On fixe alors une k;-base gauche X; = {¢&y : X € Al} de ekQ
j€l
et une k;-base droite Yi ={(G: A€ N} de kQ~ei; les A; et A} étant des ensembles infinis qu’on prend

deux-a-deux disjoints. En prenant les unions disjointes, A = |JA; et A’ = JA., on obtient ainsi un systéme
i€l i€X

générateur élémentaire gauche X = UX; = {& : X € A’} et un systtme générateur élémentaire droit
i€l

Y = UY = {¢»: X € A} pour le K-bimodule kQ; (voir Définition 3.2.3).
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Ainsi de fagon unique, pour tout 1 < k < n, oy et o s’écrivent comme suit : o = Y (hak et
. v AEA
ap = 3 ahy€x, ol ax := (akn)aea et @y = (a y)ren sont deux familles de scalaires dans K a support
MNeA ’
finis, tels que ax x, a; v € kai pour tous k, A, X'.
€

Il s’ensuit que pour le systeme générateur élémentaire Y = UY,, et pour toute famille de scalaires
i€l

(¢x)aen 2 support fini et telle que chaque c,, est dans I’union k;, on obtient que si 3 ( cyu, = 0 dans kO,
e AEA

alors cyu) = 0 pour tout A € A. De méme le systeme générateur élémentaire gauche X vérifie la version

duale correspondante a celle qu’on vient de voir pour Y.
n

Supposons i présent que Y. ag-zpaf = 0. Alors cette équation se réécrit comme suit
=1
n . .
A2 aka-zkeay )6 = 0. Si bien que comme dans le paragraphe précédent, en utilisant le

G2
AEANEN T k=1
systeéme générateur élémentaire droit Y et ensuite le systéme générateur gauche X on obtient bien que
4 :
> ay, xzk-a), v = 0 pour toute paire (A, \') € A x A, Ceci établit le premier volet du lemme.

— n
’ Pour le second volet, supposons que w; . . ., w, sont des éléments de kQ tels que kzl ag, ,\-wk-ak v =20

pour toute paire (A, \) € A x A’. Alors l’expression ci-dessus des ay, ), pour 1 < k£ < n, montre
. n

immédiatement que : 3 o wpar, = Y (O E e\ Wi ay, x)éx = 0. O
k=1 AEANEN

Lemme 3.4.9. (1) Pour tout x non nul dans Iy, il existe un entier maximal I, € N, pour lequel,
T =x¢+ 2 avec xy € (@-Bmv-@) N (Jlf\\Jlffl) et € Jlfl.
(2) Les égalités ci-apres sont valides pour L = kO- Bmv kO et pour tout!l € N :
JkQ = Ji@ (LN Jig), (Iy +‘Jk )N kQ c J = si bien que J™ N kQ = 0.

Démonstration. En vertu des equations (3.4.2) et (3.4.6), on a un monomorphisme de K-bimodules

Jerivi= p,, . . . .
Bmvﬁ(Bl)* ® (BY)* C B* tel que I, soit donné par la relation suivante : I = (Im(1p,,, + (dm') o
jtriv))- Dans cette preuve, posons f' = (0m’) o jeny Btriv—>3i’§~

Enoncé (1). Soit x € Iy, alors il existe trois familles finies d’éléments &;,...&, € By,
— i3 .on n

ay,al,...,an0, € kQ tels que T = Z ok (§k + f/(6k)) e = Z oty + Z o f'(€x) e, avec

f(&) € J2A Ainsi en prenant x5 = Z ag-ray, et ' Z ag-f' (&), il est clair qu’il existe bien

un entier [, maximal pour lequel zo € (kQ BuivkQ) N ({0} + Jl ng) etz € ng. Pour compléter la
preuve de I’énoncé (1), il reste a vérifier que si 2o = 0, alors z = 0 = z/. Supposons donc que z = 0, alors

en vertu du lemme 3.4.8 précédent, il existe une famille finie de scalaires ar,ars € Ukjavecl <k <,
i€EQQ

1<l <gqgetl <s < ¢ pourdeux entiers g, q e N,, satisfaisant 2 la condition suivante : pour chaque

paire (I,s) € {1,...,q} x{1,...,¢'}ona: Z ar€e-ak,s = 0, et de plus pour toute suite d’éléments
=1
— n N
S wy, € kO tels que Y agwi-aks = 0 pour chaque paire (I,s) € {1,...,¢} x {1,...,¢'}, ona
: k=1 :
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k13 n
aussi que Y. agpwiay = 0. Or comme f’ est un morphisme de K-bimodules, on aussi Y~ ag-f'(€k)-aks =
k=1 k=1

f! (E ak-€par,s) = 0 et on déduit alors que 2’ = Z ap-f'(€e)a), = 0etx = 19 + 2’ = 0; ce qui établit la
vahdlte de (1).

Enoncé (2). Comme en vertu des equatlons (3.4.2) on a, B = By, © B tandis que kQ est déterminé par

B, il suit immédiatement que pour L = kO By kO C Jp ona bien kO = kQ @ L, (en fait, L est formé
des combinaisons linéaires éventuellement infinies des elements homogenes de Iaforme u; ® - - - ® u,y, tels
qu’il existe un entier t € {1,...,m} avec u; € Byy, et clairement kQ M L = 0). Maintenant, kQ étant une

k-algebre graduée, il suit de ce qui préceéde que pour chaque [ € N on aussi J 5= J’A ® (LN Jl/\)

Soit maintenant z = z + v € (Ip + J ) N kQ pour un entier £t € N avec z € [y etv € JkQ’
nous voulons montrer que z € Jlt{%. Siz = O alors il n’y a rien a montrer. On peut donc supposer que
x # 0, alors en vertu de I’énoncé (1), il existe un entier maximal [, € N, pour lequel z = zo + z’ avec
0 # x € (@-Bmv'@) (Jl’r lem) etz € J"C:l En vertu du premier volet de (2), on peut poser :
¥ =z +Tetv = v+ Tavec xy € Jl“c+1 NL,v € J ﬂ L, tandis que T € Jl”gl etv € Jt . Alors
z = (xo + 2§ + vo) + (T + ) et on obtient que (xo—l—cco—l—vo) =2—(T+7) €k@NL = 0, si bien

_ lo+1 t le  Tletl le+1l 2 1as
quez =T+7TE J +JA et zg + 25 = —Yg € J@. Or0 # zg € J@\kaé etz) € J@ si bien que
0# xo+x[ € JkQ\JLQ“, alors le fait qu’on a aussi xy + zj, dans Jf@ entraine nécessairement que t < /.
On déduit alorsque z =Z + 7 € ng + Jf?é = Jf?j Ainsi, (Ip + Jl%\) N kQ C Jf > pour tout t € N, etil

— oo

en résulte que J*V NkQ = ((I()‘ + Jf@)ﬂ @) cn JI:B = 0, complétant la preuve de I’énoncé (2). O
t=0

t=0

Fin de la preuve du premier volet du Théoréme 3.4.4. En vertu du lemme 3.4.9 précédent on a
Jovn kO = 0, si bien que la restriction @—*»@ijiv = Aestun mohomérphisme. Or comme 7 envoie
la k-algebre semisimple K = z];llki sur K et le K-bimodule B sur B avec J, = J o
un épimorphisme, 1’argument est comme dans la proposition 4.1.1-(b.ii = (b.i)). En effet, 7 induit claire-

=B¢g JiAQ’J"iV’ T est

ment des épimorphismes 7, : kQ—J/J5 pour éhaque [ > 1. Soit donc z € A un élément arbitraire ;
alors il existe 2o € kQp etu; € J, tels que 2 = T(2g) + + uy, et par suite on a u; = T(x1) + ug avec 2, € kQy
et ug € J4. Alors on a une famille (2;);50 = ¥ x; € kQ avec 7, € kO, = B et z = Z m(xy) = W(Z xy).
Si bien que 7 est surjectif. = O
La seconde approche a la réduction des mQps donnée par le théoreme de réduction 3.4.4 est plus directe
que la premiére approche donnée par le théoréme de décomposition 3.4.2. Dans la premiére il faut d’abord
trouver une équivalence droite entre (Q, m) et une somme directe (Qreq, Myed) B ( Dprivs Meriv), Mreq étant
défini 4 une équivalence cyclique prés ! Le calcul de red(Q, m) = (@ m) en utilisant la seconde méthode est
direct et peut se faire de maniére recurswe comme suit : pour L = kQ By kQ on considere le morphisme
continu d’algeébres 7y : Q———»kQ kQ @ L tel que 7r0‘,\ =1~ 3 et, tenant compte de (3.4.6) on pose,
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mo(ye) = e — @m)(ah), molzm) = @ — Bm)y) € I
Alors m o my = 7 et la p-équivalence droite @—»kfé est donnée par la limite 7, = lim 7.

n—>r00

3.5 Mutations de carquois modulés avec potentiels

Dans cette section, on généralise les mutations de carquois avec potentiels au mutations de carquois
modulés avec potentiels, ceci n’était pas possible jusqu’a ce que nous ayons obtenu la version généralisée
(non-simplement lacée) des structures amassées prouvée dans le chapitre 2.

Soit (Q, W) un carquois modulé avec potentiel, on rappelle que Q est sans boucle. En remplagant si

nécessaire W par un potentiel cycliquement équivalent, on considere la condition suivante pour un point & :
k est un point n’appartenant pas a un 2-cycle dans Q et on suppose que e;-W = 0et W-e, =0. (3.5.1)

Définition 3.5.1. A chaque carquois modulé avec potentiel (Q, W) satisfaisant 2 la condition (3.5.1), on
associe un nouveau carquois modulé avec potentiel i(Q, W) = (fi(Q), W) qu’on appelle la semi-mutation
de (Q, W) et dont le bimodules des fleches valuées noté B’ := k(#i(Q)); et la modulation 2{90%) sont décris
comme suit.

(i) La famille (k;, t;);c; des k-surcorps k; munis des formes non-dégénérées t;, € Homy(k;, k) dans Q
reste inchangée dans [i(Q). Pour chaque paire 4, j € I, fi(Q);(4, j) et la nouvelle paire dualisante de
bimodules correspondante sont donnés comme suit :

» Pour pour tous 7, j € I, la paire dualisante et symétrisable de bimodules associée a i(Q),(k, %) est
égale 2 la paire dualisante et symétrisable de bimodules associée a Q; (7, k), et de méme, la paire
dualisante et symétrisable de bimodules associée a [i(Q);1 (7, k) est égale a la paire dualisante et
symétrisable de bimodules associée a Q;(k, ) : ‘

{xB/,kBl"} = {iB},iBi;br,ibi} et {;B,;B} = {iBj.xBj; by, kb }.

> On suppose i,7 € I-{k}; alors la paire dualisante et symétrisable de bimodules associée a

2(9)1(4, 7) est donnée par
{(:B},iB}} = {:B;,:B};b,,b;} @ { By, B3 ibr, by} ® {kBJ,k % kb, k05 ).

En particulier, si on pose &, = 1 — 3 e;, alors le nouveau bimodule B’ := k(u(Q))l des fléches
i€l~{k}
valuées dans [i(Q) s’exprime en fonction du bimodule B des fleches valuées dans Q comme suit :

B = é}cBék D BekB ) (Bek)* D (ekB)* = ékBék D BekB & (BekB)*.
(i} Pour le carquois valué [i(Q) sous-jacent a ji(Q), on a alors la description suivante pour chaque paire
ordonnée de points ,7 € I.
> Sii=kouj=kalors 1(Q ={o*: =g tel que i<t j € Qi(4,9)}-
» Et dans le cas o k # ¢,j,0n a Ql(i,j) C F(Q)1(7,7) en tant que sous-ensemble de fleches

valuées, et les fleches additionnelles éventuelles dans /i(Q) sont données comme suit. Pour tout
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chemin valué i—2~k—2+j de longueur 2 via k, la fleche valuée correspondante et représentant la’
% .

composante iBﬁ'ka dans [i(Q) peut étre notée ¢ g -
(iii) Ensuite le nouveau potentiel W : K = ] k,—k(7iQ) est donné comme suit.
iel
W = [W] + j.avecs, = B(BepBys(Ber) = > (y® 2) ® 2* ® y,

‘ yERQI(':k),ZERQI(kF)
dans I’expression du potentiel canonique 3, , xQ, est un systéme droite de fleches pour B auquel est est

associé le systeéme dual correspondant pour B*, et [W] coincide avec W mais vu dans k(zQ). Pour
toute composante k,—"—;B? de W le long d’un cycle w passant par k, on a par exemple que dans

I’expression m(e;) = > & ® (x® 2) @&, chaque terme (z ® z) € BeB, vu dans
z2€1Q1(-,k),2€xQ1 (k) :
k(72Q), est un élément homogene de degré 1 si bien qu’il ne peut perdre ses parenthéses (lors de toute

permutation cyclique), ce fait peut étre renforcé en notant ce terme [z ® z] quand il est vu dans k(£ Q).

Observons en particulier que la permutation droite appliquée a toutes les composantes de 3, donne le
potentiel canonique ¢, (3,) = 3 srs6, ® 3,5s,s VU cOmme morphisme a valeurs dans k(2Q), ou By, = Bey
et B = e B; ainsi (en évaluant £ (3, ) en 1 € K suivant un systeéme gauche de fleches | Q, pour B auquel
est associé le systéme dual correspondant) on a : » '

) = ¥ we@ern)er = X relez]e
2€.Q1 (+,k),2€:Q1 (k,-) x€1Q1(-,k),2€xQ1 (k,-)

L’ observation ci-aprés suit directement des définitions précédentes.

Remarque 3.5.2. Soient (Q, W) et (Q', W’) deux carquois modulés avec potentiels satisfaisant a 1a condition
(3.5.1), avec kQp = K = kQj, (si bien que la condition (3.2.2) est supposée satisfaite) et avec e-(kQj) =0
et (kQ)e, =0.Alors, f(Qd QW+ W) =p(Q,W)e (Q,W).

Systémes gauche (ou droite) de fleches induits pour i (Q)

Soient | Q, un systéme gauche de fléches pour B et ;Q; un systéme droite de fleches pour B, auxquels
sont associés les systemes duals (Q et ;Q* pour B*, & savoir, QF = {z* :' z € .Q,} qui est un systéme
droite de fleches pour B* (et en fait pour le carquois modulé dual Q*), et RQF = {y*: y € RQ,} qui est
un systeme gauche de ﬂécheslpour B* et pour le dual Q*. Rappelons que lorsqu’aucune confusion n’est
possible, une fois que les systémes de fléches précédents sont fixés pour Q et pour Q*, le calcul de chacune
des dérivées (partielles et cycliques) en un point z € @, U zQ, est défini comme étant le calcul au point
r* € . QF UrQy C B*. Sibien que : §; = 9., 0, = 0,+, de méme 0§, = J,., J, = O,«. En particulier, pour
toutv= 3 y®u, = > U, QT€ J@ ona: o =0,v= Wy Qv =vyetdiv =0V =(@WQRT") =

Y€ 2€.Q1 o Y
;. On a aussi posé€ 0, , = O,»¢.+, si bien que 8, , = 0,0, = 9;0,.

En vertu de ce qui précede, le bimodule des fleches valuées dans i (Q) donné par B’ = €, Be;$ Be, B®
(BerB)* o g, = 1 — ¢, tandis que Bey B = [Beg B est de degré 1 dans [ix(Q). Ainsi, le systéme gauche
de fleches | @, et le systeme droite de fléches zQ, induits pour B’ et Q' = [i;(Q) sont décrits comme suit :
> 1 Qi (k,-) = RO (-, k),.RQi(k', ) =121 (k) s et Qi+, k) = wQi(k, -), » Qi (- k) = 197 (K, -). ‘
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3.5. MUTATIONS DE CARQUOIS MODULES AVEC POTENTIELS

~» Pour deux points 4,5 € Tavec k # i,j,ona: Q(i,j) = 1Q:i(5,§) U Qi(i, k) ® Qi (k, j) et iQ1(4,7) =
r@1(1,7) UrQ: (4, k) ® xQi(k, 7).

Dans les deux derniéres égalités, les produits | Q, (i, k) ® 1 Q,(k, 7) et zQ, (i, k) ® 1@, (k, 7) sont vides -
si dans @ il n’existe pas de chemin de longueur deux de ¢ vers j via k.

Les théoréemes de réduction 3.4.4 et de décomposition 3.4.2 obtenus pour les carquois modulés avec
potentiels nous permettent d’obtenir les résultats ci-apres, dont la preuve ne requiert pas d’outils supplé-
mentaires et est une adaptation des versions simplement lacés correspondants [24, 5.2,5,3,5.4,5.7], ol on
prendra le soin de remplacer le terme "équivalence droite" par "équivalence droite faible". Nous omettrons

£2N 2

les détails des preuves, le plus difficile ayant déja été fait dans les sections précédentes.

Théoréme 3.5.1. Pour chaque (Q, W) satisfaisant a la condition (3.5.1), la classe d’équivalence droite
faible de la semi-mutation [i(Q, W) = (ji(Q), W) est déterminée par celles de (Q, W). O

On considere aussi la condition suivante :

La partie triviale (7(Q), ..., W®) de i(Q, W) scinde. (3.5.2)

triv?

Corollaire 3.5.2. On suppose que (Q, W) est un cdrquois modulé avec potentiel tel que (3.5.1) et (3.5.2)
soient satisfaits. Alors la classe d’équivalence droite faible de red(fi(Q, W)) est déterminée par celle de
(Q,W). - O

Définition 3.5.3. Avec la méme hypothése que dans le corollaire 3.5.2, la mutation de (Q, W) au point
k est un représentant de la classe d’équivalence droite faible du carquois modulé avec potentiel réduit
red(i(Q), W), on note 11(Q, W) = red(i(Q), W).

Théoréme 3.5.3. La mutation y;. en chaque point k € 1 est une opération involutive sur I’ensemble des
classes d’équivalences droites faibles des carquois modulés avec potentiels satisfaisant aux conditions

(3.5.1) et (3.5.2) et (3.2.2). » a
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Chapitre 4

Mutation des objets inclinants amassés et
carquois modulés avec potentiels

Suivant les lignes de [ 11] I’ objectif primordial de ce chapitre s’articule autour de trois points : obtenir la
caractérisation des algebres jacobiennes non-simplement lacées au moyen des suites faiblement 2-presque
scindées ; et ensuite généraliser pour les algebres jacobiennes et les algébres inclinées 2-Calabi-Yau non-
néCessairement simplement lacées, le théoreme [11, 5.1] obtenu dans le cas simplement lacé et duquel il
découle que les algebres inclinées amassées simplement lacées apparaissent comme algébres jacobiennes
(associées aux carquois avec potentiels). C’est d’ailleurs ce qui, a I’origine, a motivé la généralisation des
potentiels au contexte des carquois modulés, comme exposé au chapitre précédent. Pour le troisiéme point
de ce chapitre, nous nous limiterons a proposer une version généralisée de la catégorie amassée C(o w)
introduite par Amiot dans le cas simplement lacé, ainsi les techniques des dg-algebres et des dg-catégories
peuvent désormais étre utilisées pour mieux comprendre la catégorie amassée C(g w) associée a un carquois
modulé avec potentiel.

Comme dans le cas simplement lacé ([11]), une fois que nous avons élaboré le concept de potentiel
et établi au chapitre 3 les identités de la Proposition 3.2.4 (1) et de la Proposition 3.2.6 sur les dérivées
cycliques secondes, les résultats de ce chapitre, généralisant leurs versions simplement lacées dans {11],
ne nécessitent pas de développer des outils techniques supplémentaires autres que ceux du chapitre 3. On

gardera toutes les notations du chapitre 3.

4.1 Dérivées partielles et présentation d’algébres

Soit A une k-algebre, toujours supposée satisfaire aux axiomes (ax1) et (ax2) (voir 3.2.1). Rappelons

qu’en vertu de la remarque 3.2.1, pour toute série formelle F'(¢;,...,t,,) en un nombre fini m de variables
sur A/J 4, et pour tous ui, ..., un, € Jy , la somme finie F(u,...,u,) représente un unique élément dans
A. ’
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4.1. DERIVEES PARTIELLES ET PRESENTATION D’ ALGEBRES

Proposition 4.1.1. On suppose avoir un morphisme de k-algébres ¢q : K = kQy——A ainsi qu’un K-
morphisme de bimodules ¢, : B = kQ1———J ,. Alors les énoncés suivants sont valides.
(@) La paire ¢o, ¢, admet un unique prolongement en un morphisme continu de k-algébres
o : kO— A en particulier I = ker(¢) est un idéal fermé de @
(b) Les assertions suivantes sont équivalentes. '
(bi) ¢: kO— A est surjectif.
(b.ii) @0 et ¢y induisent des surjections kQo——AlJ 4 et kQ4 J 2.
(b.iii) ¢o induit une surjection kQo—AlJ, et pour tout i € 1 la suite suivante est exacte :

lo()ly
8 () A (80) ] 0.
b.iv gzﬁo induit une surjection kQq——AlJ , et pour tout 1 € 1 la suite suivante est exacte :
A€Lp

® A(gs(z)—2Lu] , (gi)—0

zerR1 (-2)

Démonstration. (a) La propriété universelle de l’élgébre tensorielle k@ donne un unique morphisme de
k-algebres ¢ : kO——A prolongeant la paire ¢g, ¢1, et tel que ¢(J£Q) C J.,, si bien que ¢ est continu et
pour chaque [ > 1 il existe un morphisme induit,

o1 kKQ—>k Qs = k QT o4},
— -1 o} )
envoyant © = (2;);50 € kQ sur la classe résiduelle ,(z) = X é(2;) +J4 = T (é(z) + ) de la
=0 : =0

-1
somme tronquée s; = Y ¢(z;). Alors, utilisant la continuité de ¢ (ou bien la propriété universelle de la
) =0

limite projective) on obtient que ¢ se prolonge continiiment en un unique morphisme kO—? »A, donné
sur chaque z = (x1)i>0 € kQ en posant : ¢(x) = Z #(x;), ou le terme de droite est la limite de la suite

des sommes partielles (s,)l>1 relativement a la topologle J 4-adique. En particulier ¢ etant continu, 1 idéal
I = ker ¢ est fermé dans kO en tant que pré-image du sous-ensemble fermé {0} de A.

(b). Clairement (b.i) entraine (b.ii). Pour la réciproque, supposons que (b.ii) tient. Comme ci-dessus ¢
induit des morphismes surjectifs ¢; : kQ——>J JJIH pour chaque ! > 1. Soit alors z € A un élément
arbitraire ; il existe zo € kQp et u; € J, tel que z = ¢(xo) +uy, et par suite on a u; = ¢(x1) + ug avec x; €
kQ; et uy € J4. Alors on a une famille (Z)i>0 = E T € kQ avec r€kQetz = Z o(z) = ¢( X xp). Si
bien que ¢ est surjectif. =0

Pour continuer, vérifions que I’implication (b.iii) = (b.ii). D’abord, en utilisant le morphisme de k-
algebres kQ—2—~A, on voit-que A = ¢(1)A = Z (pi)A, ainsi J, = Z (¢i)J 4. D’otr 1a somme de tous

les morphismes dans (b.iii) donne un morph1sme surjectlf ® ((ot(y ))A/J A) Pl ATa = T (90)I T3
YERD) i€l

Chaque composante du morphisme précédent étant la multiplication a gauche par ¢(z) pour chaque z dans
le systéme droite de fleches @, C B pour B, et comme la restriction K = on.—d’»A/J 4 st surjective,
nous obtenons que la restriction B = kQ;—2»-J /J est aussi surjective. Dot I'implication (b.iii) = (b.ii).

Pour voir que (b.i) = (b.iii), on a seulement besoin de vérifier que pour tout élément homogéne v avec
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4.1. DERIVEES PARTIELLES ET PRESENTATION D’ ALGEBRES

s(v) = i, ¢(v) est dans la pré-image du morphisme [ () ], o, (i.)- Mais alors en vertu de la proposition 3.2.4-
(1)onvoitque v = Y y ® J;v, si bien que ¢(v) = [B(y)],(¢(Tyv))-

yErQ1 (i:') )
Avec un argument dual, (b.iv) est aussi équivalent a (b.i). Ceci achéve la preuve. O

Nous prouvons aussi le lemme suivant.

Lemme 4.1.2. Q étant un carquois modulé fini, soient S, S* et S* trois sous-ensembles finis de J@ tel que
le K-module a gauche K-S et le K-module a droite S*-K coincide avec le K-bimodule K-S-K. Alors pour
lidéal I = (S) de kO les identités suivantes tiennent.

() 29T+ T vekQ=I= L kOQ®v+1®.Q, et

peSt veS
b) & ®I+ Y vkQ=T= Y kO®v+1®,Q.
veESR vesSt

Démonstration. (a) Pour prouver que zQ, @ I + > v ® kO = I, on utilisera le fait que I = (S°). Soient

vest
a,b € kQ et v € S*. On peut écrire a = ag + a’ avec ao € Keta' € Ji5 = T B™). Puisque Q, est un
m>1
systeme droite de fleches pour B, a' s’écrit d’une unique maniére comme suit, ' = ¥, y ® u, avec u, €
yE€RQ1

@ pour chaque y € zQ,. On obtient donc aRu®b = ap-v®b+a’®v®b. Maintenant le module a droite S“K
étant un K-bimodule nous obtenons que aq-v-b € ‘ > UuR @ Maisalors ¢’ @u®b= Y y®u,Q@v®be

veSt y€rQ1
:@: ® I. Ainsi pour tous a,b € kQ et pourtoutv € Sfonaquea®@vb e 0, 1+ Y v®kQ.Cequi
' vest

entraine 1I’égalité cherchée. La deuxieéme égalité a droite de (a) s’obtient de maniére similaire en utilisant le
systeme gauche de fleches | Q, pour B et le fait que I = (S").

(b) Nous montrerons que zQ, ® I + ¥ v ® kQ = T. Soit w € 1, alors pour chaque [ > 1 ona
veSR . :

w=wy +uy avecw; € I etu € Jb. Ainsi wy, =y — vy =u — Uy € 1IN Jf{@ pour chaque [ > 1.

En posant alors wy = vy, la limite de la suite (v;);>; relativement a la topologie J@—adique sur kQ est
00 -1

I’élément 3 w; = w, car les sommes partielles sont données par
1=0 . i=0

vertu de (a) on peut écrire wy = Y, yQw, + Y v®wp, avec wy, € [ et wy, € kQ. Il en résulte que

y€rQ1 veSt ’ ’
w= Y (y® Zw,)+ X (v® X w,,). Ce qui donne I’égalité a gauche de (b). La deuxieme égalité a
YERQL 120 77 e 20
droite de (b) suit aussi de 1’égalité a droite de (a). : O

w=v, =w—uy avec ut € J%é.Oren

Maintenant le premier résultat principal de cette section €établit un lien entre les relations dans Q et les

dérivées gauche ou droite comme suit.

Proposition 4.1.3. Soir kO—2 A un épimorphisme de k-algébres et, S, S et S* trois sous-ensembles
finis d’éléments homogénes dans J@ tel que KS" = KSK = S“K. Alors Les assertions suivantes sont

équivalentes.
(a) ker(¢) = I pour Uidéal I = (S) de kQ.
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4.1. DERIVEES PARTIELLES ET PRESENTATION D’ALGEBRES

(b) Pour chaque point i € 1 la suite suivarite est exacte, on S*(i,-) = {v € S* : s(v) = i}.

#(0yv)z,v v .
& (pt(v)AELr, @ (gr(y)) AL giyg,—0 @l
vest(i,) y€rQ (4,-)

(c) Pour chaque point i € 1 la suite suivante est exacte, on S*(-,1) = {v € S": t(v) = i}.

® Alps(v)2EVzr L g A(gs(z) 2 LT, (i) —0 4.12)
1/ESL(-,1) z€1Qy (1)
Démonstration. (a) = (b). Supposons que (a) est valide. Dans la preuve y décrira toujours la k;-base

:@: (1, -) tandis que v décrira toujours le sous-ensemble S*(¢, -). La suite (4.1.1) est bel et bien un complexe :
En effet pour chaque €lément v € S° fixé, la composante correspondante pour le morphisme composé

[6(¥)ly © [#(Fyv)]y.0 est donnée par [$(y)ly o [#(3;v)]y = Z 45( )0(Bpv) = ¥ ¢y©ou) =

y€rQ1 (4, Y€1 (3,
¢(v) = 0. .
Soit a présent u = (u, ), € ga(_‘g(y)kQ tel que [¢(y)],((¢(uy))y) = 0. Ainsi on a,
Y é(e(u,) = ¥ ¢(y®u,) = O,sibienque ¥ y®u, € ker(¢p) = LI
y€rQy (4,-) y€r@i (4,-) yErQ1 (3,-)

Alors en vertu du lemme 4.1.2, il existe une famille d’éléments u!, € @ telle que,

Y y®u, — Tu®u, € & ® L

Y€1 (4,-) ve
Ainsi pour chaque y € ¢Q, (7, -) fixé, Papplication de la dérivée gauche J, aux deux membres de la derniere
équation donne que uy — Y- (9v) ® u;, € I = ker(¢). Donc I'élément (¢(u,,)), € X (¢t(v))A satisfait
vest §0

vES (2,-

alarelation suivante : (¢(uy))y = [#(05v)]y0((#(w))w), avec y décrivant la base Q, (4, -) tandis que v décrit
s, | _

(b) = (a). Supposant que (b) est valide, nous devons montrer que ker(¢) = I. Prenons arbitrairement
un élément v € S* avec s(v) = ¢. En utilisant la proposition 3.2.4-(1) et le fait que (4.1.1) est un complexe on
obtient comme plus haut que ¢p(v) = ¢( ¥ y® Fyv) = [p(y)]yo[¢(F,v)]y, = 0. Ainsi, I = (S*) C ker(g)

Y€ (4,
si bien que T C ker ¢ puisque ker(¢) est fe(rnie. Par définition J = ﬂ (I + JlA), ainsi pour obtenir I’égalité
T = ker(¢) annoncée, il ne reste plus qu’a vérifier que ker(¢) C I + Jl o pourl > 1.

Soit w un élément homogene dans ker(¢) avec s(w) = . Comme plus haut on obtient que, 0 = ¢(w) =
[9(y)]y[¢(8w)]y, or la suite (4.1.1) étant exacte, le morphisme [¢(0;w)], se factorise par le morphisme
[¢(0;v)]y,- D’olt il existe une famille d’éléments u, € kQ telle que D(Gw)ly = [#05v]y.0 © [G(wo)]s, si
bien que pour chaque y € ¢Q,(4,-) ona, d,w— Y ;v ® u, € ker(¢). D’oli une seconde application de

v veS(i,-)
la proposition 3.2.4-(1) donne : v
w— Y vy =. ¥ y®Guw- ¥ veu) € & ® ker(d)
veSt (i) y€xQ1 (4,-) vESR(3,-) ,
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4.1, DERIVEES PARTIELLES ET PRESENTATION D’ ALGEBRES

Or puisquona Y v®u, € (S) = I, il vient que w € I + ;Q, ® ker(¢) = [ + B ® ker(¢) =
vES (3,)
I +kQ; ® ker(¢). Ce demier fait étant vrai pour chaque élément homogéne dans ker(¢), on déduit que
ker(¢) C I +kQ; ® ker(¢).
11 résulte de ce qui précéde que ker(¢) C [+ kQy @ ker(¢) € I +kQ; ® (I + kQ; ® ker(¢)) =
I +kQs®ker(¢) C --- C I+kQ, ® ker(¢). Si bien que ker(¢) C N(I + Jig)
>1

L’équivalence de (a) et (c) s’obtient en vertue d’un argument dual. O

A présent on désire reformuler le résultat de la proposition précédente dans le contexte catégorique, on

suppose pour la suite que C est une catégorie k-linéaire ayant la propriétés suivante :

(Ax3) C estde Krull-Schmidr et chaque algébre d’endomorphismes End¢(7") d’un objei sobre dans C satis-
fait aux axiomes (ax1) et (ax2) donnés en3.2.1.

Soit A une k-algébre sobre quelconque muni d’un systeme {¢; : 1 <ie A} d’idempotents primitifs
orthogonaux tels que 1 = i €;- A sera aussi vu comme une catégorie additive dont I’ensemble des points
(objets) indécomposables :aes/t\ A, tandis que €;Ae; est 'espace des morphismes de ¢ vers j. Ainsi en re-
gardant kQ comme une catégorie additive, I’ensemble de ses objets est égal au monoide additif libre NI
sur ’ensemble I = @y ; I’espace des morphismes d’un point ¢ vers un point j est donné par le bimodule

@(i, j)= ei@ej de tous les chemins dans Q(i, ). Si on regarde I comme la somme directe I = @i, alors
. i€l

nous obtenons que kQ" (L,I) = kO en tant que k-algébres.

Lemme 4.1.4. Soit C une catégorie k-linéaire ayant la propriété (Ax3). Q étant un carquois modulé fini

sur 1 = Qy, on suppose avoir un foncteur k- linéaire ®g : K = kQo——C et ainsi qu’un K-morphisme de

bimodules ®, : B = le_—>JC(T, TYouT = &o(I) = GBICDOL Alors la paire (9y, ©1) admet un unique
. 1€

prolongement en un foncteur k-linéaire ¢ : kQ——C.
A présent la proposition 4.1.3 se réécrit comme suit.

Proposition 4.1.5. Soit C une catégorie ayant la propriété (Ax3), soit ® : kO ——C un foncteur k-linéaire
avecT = EBT ou T; = ®i. Supposons que S, S et S° sont trois sous-ensembles d’éléments homogeénes dans
JE\ tels que KSL KSK = S“K. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) @ induit un épimorphisme ¢ : kQ———End.(T) tel que ker(¢) = (S).

’ Oyvly,v )
(b) Pour chaque i € 1la suite @ @t(v)iL @ - Dt(y) Bl pi
vest (i,-) yERQY (2,-) )
est un complexe dans add T induisant la suite exacte suivante :

oT, ® ())—”’“—»C(T &, Dt(y) 2 @3y Ly (T, §i)—s

vest (3,-)

(c) Pour chaque i € 1la suite Di— 2% 69( )@s(w)—[@% & s(v)
z€1Q1 (-1 vest (1)
est un complexe dans add T induisant la suite exacte suivante :
C( @ ®s(v), T)—2%%= o ® os()T) Bl 3, (@i, T)—0 ’ O
vESL(-,i) x€1Qp (-2
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4.2. ALGEBRES JACOBIENNES ET SUITES FAIBLEMENT 2-PRESQUE SCINDEES

4.2 Algeébres jacobiennes et suites faiblement 2-presque scindées

Dans cette section nous caractérisons les algebres jacobiennes des carquois modulés avec potentiels
en utilisant les suites faiblement 2—presque scindées. Une telle caractérisation a été utilisée dans le cas.
simplement lacé pour établir une intéressante relation entre les mutations de carquois avec potentiels et les
mutations des objets inclinants amassés.

Pour commencer, on observe que la pfoposition suivante, dont la version simplement-lacée est prouvée
dans [11], suit directement du travail préparatoire du chapitre précédent.

Proposmon 4.2.1. Soient (Q, W) un carquois module avec potentiel et A = J(Q,W). On désigne par

¢ : kQ—»A la projection naturelle. Alors il existe pour chaque © € 1 deux complexes

(¢0) ALy @ (gs(2)) AL hs g (gr(y)) AL L (45) T, 0,

€121 (-4) yERQy (3,7)

A(¢¢) [B(y)y ® A(¢t(y))[¢(az,yw)]z,y ® A((ﬁS(’IZ)) [#(2)]= JA(¢7) 0

y€rQ1(4,7) €11 (-1)

qui en plus sont exacts en leurs deux derniers termes a droite.

Démonstration. La définition de la dérivée cyclique seconde donnée dans la proposition 3.2.6-(a) montre
que pour tous Tz € (Q, ety € gQ,onad;od, = 9,, = J; o J,. Or les trois sous-ensembles finis
S={oW:yeQ}etS={0W:zec Q,} sonttels que le K-module a gauche K-S" et le K-module
a droite S*K coincident et on a les égalités de K-bimodules ci-apres : K-S* = Im(8W) = SUK, si bien

que I’idéal jacobien Jy;, est donné par les égalités, (S*) = J,;, = Im(@W) = (S). Ainsi le résultat cherché

s’ obtient en appliquant directement la proposition 4.1.3-(a) = (b) et (c). _ O

Maintenant afin d’énoncer le résultat principal de cette section, nous avons besoin de rappeler la notion

de suite faiblement 2-presque scindée telle que introduite dans [11].

Définition 4.2.1. Soient C une catégorie satisfaisant 2 (Ax3) et T une sous-catégorie pleine de C.

» Un complexe Ul Uo ———X dans 7 est appelé une suite 2-presque scindée a droite si la suite
C(T, Un)-L=e(T, Uo)—>JC(7',X )——0 est exacte; en d’autres termes, f, est un morphisme
presque scindé a droite dans 7 et f1 est un pseudo—noyau de fo dans 7.

» De facon duale, un complexe X—— U1 1>l dans T est appelé une suite 2-presque scindée a
gauche si la suite C (UO,T)—LI—»C (Ul,T)—>JC(X , T)——0 est exacte ; autrement dit, f, est un
morphisme presque scindé a gauche dans 7 et f; est un pseudo-conoyau de f, dans 7.

» Un complexe X—2-U;—2+Uy—L2+X dans T est appelé une suite faiblement 2-presque scindée si

la suite Uli»Uo—f"—>X est 2-presque scindée a droite tandis que la suite X LUIL»UO est 2-

presque scindée a gauche.

Nous pouvons maintenant €tablir le lien qui existe entre les suites faiblement 2- presque scindées et les
algebres jacobiennes de carquois modulés avec potentiels.
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Théoreme 4.2.2. Soit C une catégorie satisfaisant a la propriété (Ax3), on suppose que P : kQ'———C est
un foncteur k-linéaire avec T’ = @T et T; = $i. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) @ induit un zsomorphzsme d algeébres ¢ : J(Q, W)—=—End¢(T') pour un potentiel W dans Q

(b) A chaque point i € 1 correspond une suite faiblement 2-presque scindée

(@2) [8(2))= ® @s(x)[q’(avyyw)]yz D (Dt(y) (2] di 4.2.1)
€19 (+17) yERS] (iy-)

(c) A chaque point i € 1 correspond une suite 2-presque scindée a droite

@ Os(z)2PWlvs g py(y) 20y g 4.2.2)

z€1Q1 (-4) yERQ1 (4:-)

(d) A chaque point i € 1 correspond une suite 2-presque scindée a gauche

(@)Mh—) meLgez?(-,z) q)s(x)M yekg({-) t(y) (4.2.3)
Démonstration. Une fois encore considérons les deux sous-ensembles finis, S" = {0, W : y € ;Q,} et S* =
{0.W : z € ,Q,} qui sont tels que K-S" = Im(0W) = §"K, tandis que I'idéal jacobien Jy, est donne par
les égalités, (S°) = Jy, = (S'). Nous appliquerons la proposition 4.1.5 aux ensembles S* et S

(b) = (c), (d). Cette implication est triviale.

(c) = (a). En vertu de la proposition 3.2.6-(a) on a pour tout x € ,Q, ety € xQ, que 0,, = 0; 0 J,,
si bien que le morphisme [®(3,,W)], . dans (4.3.2) est donné par : [®(0, W)y, = [®(5;0.W)]y= =
[®(0;v)]y,v avec y décrivant la base @, (i,-) tandis que v parcourt §*(7, -), exactement comme dans la pro-
position 4.1.5-(b). Ainsi le résultat s’ obtient en appliquant la proposition 4.1.5-(b) = (a).

(d) = (a). Cette implication s’obtient de la méme fagon que I’implication (d) = (a) en vertu d’un
argument dual. '

(a) = (b). En vertu de la proposition 4.1.5-(a) = (b)-(c), on a des suites exactes,

BLv]y.0 R
© O, @ )T, @ Bt(y)) 3 (T, ®i)—0
©) :C( & ds(), 7)== ©  ®s(a), )2y (90, T)—0
: ves(-,3) _ €121 (-0

Mais alors en invoquant une fois de plus la proposition 3.2.6-(a), on a pour tous = € ,Q, et y € Qi que
0, 00, = 0,, = 0,0,. En vertu de la définition des sous-ensembles S et 5*, les deux morphismes a gauche

des deux suites précédentes sont donnés comme suit :
[@@0))ye = [2(050.W)lye = [2(0.,W)lye et [B(O50)]zn = [2(8:0,)]sy = [2(0.uW )]sy

avec z décrivant , Q, (¢,-) tandis que y décrit xQ, (-, ). D’oi la suite la suite (4.2.1) est faiblement 2-presque

scindée. ' v 1
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Pour terminer section, il est important de signaler qu’il existe un lien étroit entre les suites faiblement
2-presque scindées et les triangles (ou les suites) d’échange. Pour cela, on considere la condition suivante :
(A1) C est une k-catégorie triangulée 2-Calabi-Yau et 7’ = @ T; est un objet inclinant amassé (sobre)

1<i<n
dans C.

Remarque 4.2.2. (1.10.100u [12,61,51,43D) Si C et T = <EB< T; satisfont a la condition (Al),
1<i<n

alors pour chaque facteur direct indécomposable 7; de 7', on a deux triangles d’échange,

Tr—2>U, / Ti——Tp[1] et Ty g U,’C ! Ty e Ti[1] (dans lesquels f et f' sont des

add(7T]JT},)-approximations minimales 2 droite tandis que g et ¢’ sont des add(7}T},)-approximations

minimales & gauche), qui sont des 7-suites reliantes si on n’a pas de boucle en 7.

les suites faiblement 2-presque scindées apparaissent naturellement dans la théorie de I’inclinaison amas-
sée. Dans [11] on montre que dans les catégorie 2-Calabi-Yau ou pour les algebres 3-Calabi-Yau, les suites
faiblement 2-presque scindées sont étroitement li€es aux triangles (ou au suites d’échange); on rappelle
gu’une k-algebre A est dite d-Calabi-Yau si la catégorie dérivée bornée D mod est d-Calabi-Yau, avec
d € Z,voir [9, 2.2] et [11, 1.5]. Ici, seul le cas des catégories 2-Calabi-Yau (ou stablement 2-Calabi-Yau)

nous interrese.

Théoréeme 4.2.3 ([11, 4.7, 4.8]). On suppose que C et T = 1<E1!9< "Ti satisfont a la condition (Al), et qu’en
plus, le carquois modulé de Endc(T') n’a pas de boucle au point k. Alors les deux énoncés réciprogues
ci-apres sont vrais. .

(a) En collant ensemble les deux triangles d’échange T;— -U—L{>T—>T7[1] et

Ty g Ui, I T;—=>Ty[1] donnés en 4.2.2, on obtient une suite faiblement 2-presque scin-
dée T—U Ly L7,

(b) Pour toute suite faiblement 2-presque scindée Ty f2 Uj, h Uy f" Tk, il existe deux triangles
d’échange T;—2—U—L~T;, Ty (1] et Ti—2U A Ty Ty (1] tels que f1 = ¢'g. O

4.3 Algebres jacobiennes et mutations des objets inclinants amassés

L’ objectif visé ici est de généraliser pour les algebres jacobiennes et les algébres inclinées 2-Calabi-Yau
non-nécessairement simplement lacées, le théoréme [11, 5.1] obtenu dans le cas simplement lacé et desquels
il découle que les algebres inclinées amassées simplement lacées apparaissent comme algebres jacobiennes
des carquois avec potentiels. Dans toute la suite (Q, W) désigne un carquois modulé avec potentiel, ol

comme d’habitude, le bimodule de toutes les fleches valuées est B = k@, avec kQy =Ket @y = 1.

4.3.1 Résultats principaux

La preuve de [11, 5.1] est construite autour de plusieurs lemmes dont la plus part sont d’ordre général

(utilisant uniquement des propriétés au niveau des catégories sans étres li€s directement aux potentiels).
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Toutefois, les manipulations supplémentaires des potentiels nécessaires pour prouver ces résultats sont don-
nées dans le lemme technique [11, lem 5.6]. La version généralisée de ce lemme doit mériter notre premiére
attention ici. | ‘

Nous avons besoin de rappeler certaines notations importantes déja introduites au chapitre 3. Soient | Q,
~un systeéme gauche de fleches et ;Q, un systéme droite de fleches pour B et O, auxquels sont associés les
systtmes duals ,QF et ;QF pour B* et Q*, a savoir, [ QF = {z*: z € (Q,} qui est un systéme droite de
fleches pour B*et pour le carquois modulé dual Q*), et ,QF = {y* : y € xQ, } qui est un systeme gauche de
fleches pour B* et pour le dual Q*. RappeIons que lorsqu’aucune confusion n’est possible, une fois que les
systemes de fleches précédents sont fixés pour Q et pour O, le calcul de chacune des dérivées (partielles et
cycliques) en un point z € . Q, U zQ, est défini comme étant le calcul au point z* € Q" U QF C B*. Si

0. = 0.+, de méme 0, = 0;., 3, = 0. En particulier, pour tout v = EZQ YRy =
YER

S, ®x € JA ona: o = 0Lv= (" Qu =u,et Oiv = Okov = (v ® ") = v,. On a aussi posé

bien que : 0% = O}

T*

xELQl

= O,+g.+, si bien que 0, , = 5,0, = 0%0,.

801t k € Tun point de Q tel que (3.5.1) soit vérifié, c’est-a-dire, k n’appartient pas & un 2-cycle dans Q et
en remplagant si nécessaire W par un potentiel cycliquement équivalent, on suppose que e, W = 0 = Wey.
Suivant la définition 3.5.1, rappelons que pour la semi-mutation de (Q, W) notée ji(Q, W) = (3(Q), W),
le bimodules des fléches valuées B’ := k(fi(Q)); et la modulation (1) de i(Q, W) sont décris comme
suit. '

(i) La famille (k;, t;);c1 des k-surcorps k; munis des formes non-dégénérées t; € Homy(k;, k) dans Q
reste inchangée dans /i(Q). Pour chaque paire 7, j € I, [i(Q)1(4, j) et la nouvelle paire dualisante de
bimodules correspondante sont donnés comme suit :

» Pour pour tous ¢, j € I, la paire dualisante et symétrisable de bimodules associée a 1(Q);(k, ¢) est
égale 2 la paire dualisante et symétrisable de bimodules associée 2 Q1 (1, k), et de méme, la paire
dualisante et symétrisable de bimodules associée a [i(Q):1(j, k) est égale a la paire dualisante et
symétrisable de bimodules associée a Q;(k, j) :

{cB/,kBi*} = {iBf,iBy; ibi,ibi} et ;B ;Be} = {xB},xBj;xbj, kb}}.

> On suppose i,j € I<{k}; alors la paire dualisante et symétrisable de bimodules associée a

1(Q)1(i, j) est donnée par
{;B/,:By} = {iB;,:B};ib;,b}} & {ZBk,lBk,zbk,zbk} ® {xBj, kB kbj, b} }).

En particulier, si on pose & = 1 — 3 e, alors le nouveau bimodule B := k(,u(Q))l des fléches
tel~{k}
valuées dans [i(Q) s’exprime en fonction du bimodule B des fleches valuées dans Q comme suit :

B/ = ékBék @ BekB D (Bek)* D (ekB)* = ékBék D BekB b (BekB)*.
(i) Pour le carquois valué ji(Q) sous-jacent a ji(Q), on a alors la description suivante pour chaque paire

ordonnée de points 7, 7 € L.
> Sit=kouj=kalors i(Q ={a*: 25 tel que o : i<2tj € Qi(5,9)}-

> Et dans le cas ot k£ # 4,7, on a Ql(i,j) C A(Q)1(7,7) en tant que sous-ensemble de fleches
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valuées, et les fleches additionnelles éventuelles dans 7i(Q) sont données comme suit. Pour tout

chemin valué i—2~k—2+; de longueur 2 via k, la fléche valuée correspondante et représentant la
ladl .
]

(iii) Ensuite le nouveau potentiel W : K = [Tk——k(iQ) est donné comme suit.
i€l

composante iBz"ka dans [i(Q) peut étre notée ¢

W = [W] + 3. avecy, = 3(Bey By (BeyBY T > ('y ® Z) ®2*®y*,
yErQ1(,k),2€rQ1 (K,-)
dans I’expression du potentiel canonique 3,, xQ; est un systeme droite de fleches pour B auquel est est
associé le systéme dual correspondant pour B*, et [W] coincide avec W mais vu dans k(zQ). Pour
toute composante k,—=— B“ de W le long d’un cycle w passant par k, on a par exemple que dans

I’expression m(e;) = > &:® (z® z) ®E, chaque terme (r ® z) € BerB, vu dans
€101 (-,k).z2€:Q1 (k,-)
k(iQ), est un élément homogene de degré 1 si bien qu’il ne peut perdre ses parenthéses (lors de toute

permutation cyclique), ce fait peut étre renforcé en notant ce terme [z ® z] quand il est vu dans k(7 Q).
Rappelons aussi comment les systemes de fleches induits pour [i,(Q) ont été définis (au chapitre 3 3.5).
En vertu de ce qui précede, le bimodule des fleches valuées dans [ix(Q) donné par B’ = g, Be, ® BexB @
(BexB)* ot g, = 1 — ey, tandis que Bey B = [Be B est de degré 1 dans [ix(Q) ; ainsi, le systeme gauche
de fleches Q! et le systeme droite de fleches xQ, induits pour B’ et Q' = [i;(Q) sont décrits comme suit :
> 1D (K,-) = (5 k) k@ (K, -) = Q0 (- k) s et 1 Q1 (- k) = rQi (K, <), o1 (- F) = 1 Qi (K, <)
» Pour deux points i, € I avec k # ¢,j,ona: Q](¢,5) = (@i (4, 5) U .9,(4, k) ® 1Qi(k,7) et Q.(3,5) =
10, ) Ui (i, k) ® Qi (k). -
Observons que si dans Q il n’existe pas de chemin de longueur deux de ¢ vers j via k, alors les produits
19,05, k) ® Q. (k, ) et k@, (4, k) ® z©Q, (k, 7) sont vides. ‘

" Dans le lemme ci-dessous et dans toute la suite, les systémes de fleches choisis pour fi,(Q) seront
toujours les systemes induits de ceux de @ comme on vient de le voir. Dans le souci d’alléger 1’écriture
des identités du lemme 4.3.1 ci-dessous, on omettra souvent d’écrire le symbole "®" dans les produits
d’éléments dans kQ : pour z,y € kQ, les notations zy, z-y et z ® y sont donc toutes équivalentes.

Lemme 4.3.1. Soit (Q, W) un carquois modulé avec potentiel, et (Q', W) = [ix(Q, W) pour un point
k € 1; posons W' = [W] + 3, = W. Avec les notations précédentes, pour toute paire (a,b) € (xQ,(-, k) x
r@i (K, -))U (LQl(' k) x Q. (k,-)) et pour tous u,u' € (3Q,U.Q,)NQ, les identités suivantes sont valides.

(a) 0 = 0. [W]

(b) ab* W' =0etd,, W =0.

(©) OuetW' = 001 [W], Bpan W' = Oraryu[W]. :

(d) 8,5 W' =b" et poura # a' € RQi(-, k) U Q,(-, k) ona, 8.~ W =0.

(e) alab] W' = a* et pourd 75 b e RQ1( ,-) LQl(k’ ') on a, a[ab],b’*W’ =0.

(f) Opr s W' = [ab].

(8) AW’ =0
(h) Pour toute autre paire v,v' € Q| U RQ telle que (v v') ne rencontre aucun des cas ci-dessus, on

que 0, W' =0. '
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Démonstration. Les identités du lemme découlent directement de la proposition 3.2.2-(2) décrivant les po-
tentiels canoniques 3. En effet ona W’ = [W] + 3,, o1 le potentiel canonique 3, est toujours de degré 3 dans
- k@, et ses trois permutations (nécessaires aux calculs des dérivées cychques) sont données en vertu de la

propos1t10n 3.2.2-(2) comme suit :

3 = d(ae . 2 Yz ® 2* @ y*,
I zekgl(k[) )
£.(3:) = dpren, X3, 50 g8 = 2 T*® [xz] ® 2%,
' a:ELQl(-,k),ZERQl(k,-)
63(3k) 3. r*Br 2(BEB) T > WwRT® [:ru]

u€Q1 (k,),z€1Q1(-,k)
Alors, comme les différentes permutatlons 3> €.3, €t €23, ne comportent aucun élément de degré 1 dans B,
il vient que les identités (a) et (c) sont trivialement vraies. Et de méme, comme aucune composante de W'
ne comporte un produit de la forme u ® v avec (u,v) € (B x B*) U (B* x B) U ((ByxB) x (BgeB)), il
vient que aussi que (b) et (g) sont trivialement vraies. Examinons maintenant les identités (d), (e), (f).

Pour (a,b) = (y,2) € RQ:(- k) X i@ (k,-) eta’ =y € :Q,(-,k)ona:

Oyt W' = 00,2 (3,) = [y2] = [ab], €t Dy s W' = B, (5) = By (93 31)) = 3;”(%&&)21(&_j [y'2']2") si
bien que J,+ ,,W' = b* et si a’ # a alors Oy .y W' = 0.

De méme pour (a,b) = (z,u) € 1Qi(-k) x (Qi(k,-) etV = v € Qi(k,-) ona: Oy W' =
Our o+ (€23,) = [zu] = [abl; et Bun W' = Bpuyr (€3) = Ol (T (€3.)) = Oy (. QZ(_ Y z"[z'u])
si bien que 9,,,;,+W’' = a* etsit/ # balors Oy, ,+W' = 0. T

Ainsi, les identités (a) . .. (g) sont valides. Et la derniére relation (h) suit clairement de la forme de W

discutée dés le début de la preuve. ' O
Le résultat principal, généralisant [11, 5.1] obtenu pour le cas simplement lacé, s’énonce comme suit.

Théoreme 4.3.2. Soit C une catégorie triangulée 2-Calabi-Yau possédant un objet inclinant amassé sobre T
Si Ende(T) = J(Q, W) pour un carquois modulé avec potentiel réduit (Q, W) et k est un point de Q n’ap-
partenant pas a un 2-cycle, alors Ende(uy(T)) = T (#r(Q, W)). En particulier si (3.5.2) est vérifie pour
e (Q, W) (c’est automatiquement le cas si le corps k est parfait), alors Ende(ue(T)) = T (1 (Q, W)).

Pour le second lemme crucial nécessaire 2 la preuve de théoréme précédent et ne nécessitant aucune
généralisation, nous avons besoin de quelques notations supplémentaires. Soit C une catégorie satisfaisant
a la propriété (Ax3), on suppose que la paire (C, T) est comme dans le théoréme 4.3.2, alors en vertu du
théoreme 4.2.2, il existe un foncteur k-linéaire ® : kO ——C avec T = €9T et 7; = &4, induisant un
isomorphisme d’algebres ¢ : J(Q, W)—=—End(T") pour un potentiel W dans Q. Et pour chaque point i,
on a une suite faiblement 2-presque scindée

(®1) [2(2)]= @ @S(x)@(az,y Mlvs Dt(y) O
z€1Q7 (+,4) yERQ1{%,-)

qu’on notera simplement
fiy

T-tay, Ty, e, 4.3.1)
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Lemme 4.3.3. ([11, lem 5.4]) On suppose que C et T = &T; sont comme dans le théoréme 4.3.2. Alors
i€l .
1l existe un objet indécomposable T} n’appartenant pas a add T pour lequel p(T) = (T|Ty) & Ty et les
conditions suivantes sont satisfaites.
(1) 1l existe deux suites d’échange T, kikz»Ukl —h’“—>T,;k et Tgﬂ—»U,m&T x dans C tels que fi, = higy.
(I} La suite suivante est faiblement 2-presque scindée dans add p(T).
Ty —2sU 20U T ]

1

(IN) La suite suivante est exacte.
C(Ty, T 2T, Uy 2C (L, Ti)
(IV) Pourtouti # konaTy & (addUy,) N (add Uy,) et la suite suivante est exacte.
* fi1" * fig- *
C(Tk > Ui1 )—’C<Tk ) Uio )_’C(Tk , T;)

4.3.2 Preuve du Théoréme 4.3.2

~

La preuve du théoréme 4.3.2 consiste a appliquer-le théoreme 4.2.2 et a utiliser le lemme précé-
dent pour construire des suites 2-presque scindées a droite dans add pk(7). On pose T* = up(T) et
(Q, W) = ik(Q,W). Comme Endc(T) = J(Q, W), on sait qu’il existe un épimorphisme de k-algébres
b : l@——*Endc(T) induisant ’isomorphisme End¢(7T) = J(Q, W), et aussi ¢ induit un foncteur k-
linéaire @ : @0—4 avec T; = ®i. En utilisant le lemme 4.1.4, on peut construire un foncteur k-linéaire
9’ : kQ"—C comme suit. D’abord pour éviter toute confusion, le point correspondant a k£ € I = 9
sera ici noté k* dans Q’, on rappelle aussi les notations : B, = i S’?_,-Bk, B = J §|2+kBj, By = ‘i s?_iB,’g et
¥B* = @ B;.

jekt
(i). @' coincide avec @ sur @' N Q, et P'k* = T}.
(if). Sur le produit ByzB lorsqu’il est vu dans kQ’, & coincide essentiellement avec ®, au sens que
' ([zy]) = P(z ® y) = P(y o z) = (Py)(Pzx) pourtous z € By ety € B. ‘
(iii). Pour le point £* et les bimodules B}, et , B* on note d’abord le fait qui suit. Comme End¢(T) est donné

par un carquois modulé avec potentiel, Q = Qgnqg. () n’a pas de boucle, et donc il est de méme de Qrng. (7+)
avec T* = u;T voir la remarque 2.3.1 ou [12, 6.11]. Observons alors qu’en tant que sommes directes de

K-bimodules on a
Ende(T) = K @ Jpnac (1) €t Jagar(Ti, Tj) = Irtpqa (T, T;) © Jaaar(Ti, TJ)’ 1,7 € Qo. *

En appliquant le Théoreme 2.3.2 et ensuite son corollaire 2.3.4, on a un isomorphisme naturel

Dk

End¢ (T )radEnde(Ty) = kq,, “——krr = Ende(Ty JradEndc(75)

suivant lequel les carquois modulés Q = Qgng. (1) €t Qend.(r) sont liés par la mutation semi-modulée (et

en particulier, il est aisé de voir que End(7*) vérifie aussi I’observation (*) précédente). ¢y - est com-

patible (a isomorphisme de K-bimodules prés) avec les triangles d’échanges associés a la paire d’échange
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(Ty, T;) donnés dans le lemme 4.3.3-(1), et permettant d’identifier naturellement B} a @ Irr,44. (75, T7)
i€k -
et  B* a EBJrIrradd 7+ (T3, T;) suivant un isomorphisme de K-bimodules ®’. Le morphisme de k-algebres
JEk

k;—2—C(®k, ®k) = End(T}) et Pidentification précédente induisent un morphisme de k-algebres
kg = ky—2>Ende(Ty) = C(®'k*, ®'k*) en posant &'(a) = ¢ps(P(a)) pour chaque a € ki avec
®'k* = T}. On construit ainsi ¢ de sorte que les deux triangles d’échanges dans (I) soient donnés comme
suit

[P2]o @ q)S(,’L') [@'2*], T’: et T,: [@’y*]y @ @t(y) [@y]y Tk-

z€12] (k) yer@y (k)

Ty

Maintenant pour prouver le théoréme 4.3.2, en vertu du théoreme 4.2.2(c) = (a) il suffit de montrer le

résultat suivant :
Proposition 4.3.4. A chaque point i € Q) correspond une suite 2-presque scindée a droite

[@'(811, ’ W/)]ylyzl
s Ts(w’) A

=’ €1Q] (-2) y' €r@] (i,)

&I ! v
I ACHLT (4.3.2)

. Démonstration. Pour la preuve de la proposition 4.3.4, les propriétés liées aux potentiels W et W’ et sur
lesquelles batis les autres arguments de la preuve sont fournies par le lemme technique 4.3.1. Les arguments
catégoriques supplémentaires ainsi que les différentes étapes de la preuve (ne nécessitant aucune générali-

sation) sont donnés par les lemmes [11, 7.7,5.8,5.9], nous omettons ces derniers détails. O

Maintenant, si la réduction de (Q’, W’) est possible (c’est dire, si la partie triviale de (Q', W') scinde
ou simplement si le corps k est parfait), alors en vertu du théoréeme de réduction 3.4.4 ou du théor¢me de
décomposition 3.4.2, on obtient que 7 (Q', W') = 7 (jix(Q), W) = T (11 (Q, W)). O

On a les conséquences directes suivantes données dans [11] et énoncées ici dans le cadre général.

Corollaire 4.3.5. On suppose que k est parfdit et que, C est une catégorie 2-Calabi-Yau possédant un objet
inclinant amassé sobre T'. _

» Alors si Ende(T) = J(Q, W) pour un carquois avec potentiel (Q,W) et si ky, ...,k est une suite
de points tels que k; n’est pas sur un 2-cycle dans pu,, 0 - - oy, (Q, W), alors Ende(px, 0 -+ - 0 pe, T) =
T (i, 0 - -+ © iy (Q, W), '

» En particulier, les k-algébres inclinées amassées sont réalisées comme algébres jacobiennes de car-

quois modulés avec potentiels.

Démonstration. Le premier volet découle trivialement des théorémes 4.3.2. Le second suit du premier volet
et de ce que les algebres inclinées amassées s’obtiennent comme mutations des algébres héréditaires, qui
elles, sont trivialement jacobiennes, et de plus, le carquois modulé de chaque algebre inclinée amassée est
2-acyclique. Notons aussi qu’avec I’hypothese que k est parfait, la réduction est toujours possible, et en plus

toute k-algébre admet une présentation par un carquois modulé lié. - O

Signalons cette autre conséquence du théoreme 4.3.2.
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Théoreme 4.3.6. Sous [’hypothése que k est parfait, soit A une k-algébre quelconque, isomorphe a une al-

gebre jacobienne J(Q, W) pour un carquois modulé avec potentiel (Q, W), et aussi a une algébre inclinée

2-Calabi-Yau Endc(T') pour un objet inclinant amassé T dans une catégorie 2-Calabi-Yau C. Soit k € Qg

un point n’appartenant pas & un 2-cycle. _

(2) L’algébre jacobienne J (ux(Q, W)) est déterminée par I’algébre A et ne dépend donc pas du choix du
carquois modulé avec potentiel (Q, W) pour lequel A = J(Q,W). '

(2) L’algebre inclinée 2-Calabi-Yau Endc(ui(T)) est déterminée par A et ne dépend donc pas du choix de
la catégorie 2-Calabi-Yau C et I’objet inclinant amassé T tel que A = End¢(T).

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoréme 4.3.2. U

4.4 La catégorie amassée associée a un carquois modulé avec poten-

tiel Jacobi-fini

Dans [1, 7.4] pour le cas simplement lacé, Claire Amiot donne une solution positive a la question 4.1-(4)
ci-dessous en construisant pour un carguois avec potentiel jacobi-fini (Q, W) une catégorie amassée Cq,w).
Nous généraliserons la construction de la catégorie amassée Cqw et vérifierons rapidement que certains
résultats de [1] se généralisent au contexte des carquois modulés avec potentiels. On se référera a [1, 7.4]
et 4 [47] pour toutes les notions autour des catégories différentielles graduées et des algebres différentielles
graduées (en abrégé, dg-catégories, dg-algebres, dg-modules....).‘

Dans cette section, Q désigne un carquois modulé sur un ensemble fini de points [ = Qq, de modulation
M ; restant fidele aux notations (3.2.1), 9 prescrit alors pour I’ensemble des points I une famille (k;, t;);c1
ol chaque k; est un k-surcorps (toujours de dimension finie) et (implicitement) muni d’une forme trace

" non-dégénérée t; € Homy(k;, k), et pour chaque paire ordonnée de points 4,5 € I, 90 prescrit une unique
Bl iby, ) o B; € bimody,, B, ® Bk,
et 1B; ® iBjAkj. On note K = J;[Iki, B :=kQ, = i,%iBj le bimodules des fleches valuées dans Q,

paire dualisante et symétrisable de bimodules {ZB

B* = @ B et{B, B*;b, b} la paire dualisante et symétrisable de K-bimodules induite comme en 3.2.4,
i,J€I

Définition 4.4.1. Un carquois modulé avec potentiel (Q, m) est dit jacobi-fini si m est un potentiel ap-
partenant a kQ (I’algebre ordinaire non compléte de chemin de Q) et si de plus I’algébre jacobienne
J(Q,m) = kQ[J, est de dimension finie. ’

Dans [24], Derksen, Weyman et Zelevinsky posent les questions ci-apres (nous avons juste remplacé
le terme "carquois avec potentiel” par "carquois modulé avec potentiel” et on suppose que u(Q, m) est

correctement défini ou simplement que le corps de base est parfait).

Question 4.1 ([24, Questions 12.1,12.2,12.3]). Soit (Q, m) un carquois modulé avec potentiel.
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(1) La classe d’isomorphisme de 7 (Q, m) est-elle déterminée par la classe d’équivalence de la catégorie
de modules mod(J(Q, m)) ?

(2) La classe d’isomorphisme de J (1 (Q, m)) est-elle déterminée par celle de 7 (Q, m) ?

(3) La catégorie mod(J (ux(Q,m))) est-elle déterminée a équivalence pres par la catégorie
mod(J(Q,m))?

(4) Existe-il une construction analogue des catégories amassées pour les carquois modulés avec potentiels

non-nécessairement acycliques ?

Rappelons que dans la proposition 3.2.5 nous avons obtenu I'opérateur de dérivée cyclique
B* ® pat(Q) H=9CL=§Cr J@’
B om J@ tel que Om(u) = 9, m. Remarquons que si le potentiel est a valeurs dans kQ, alors

il en de méme de ses dérivées partielles et cycliques.

dont I’action sur chaque potentiel m € pot(Q) est un morphisme

A présent, les outils techniques de la section 3.2 sur les potentiels non-simplement lacés nous permettent
de généraliser la construction de Victor Ginzburg dans [34, sec 4.2], comme le montre la premiere partie

dans la définition ci-apres.

Définition 4.4.2. Pour un carquois modulé avec potentiel (Q, m) tel que W soit dans kQ, on commence par

associer a Q un carquois modulé gradué Q donné par 0 = Q® O* @ K et décrit alors comme suit :

» Qo = I = Qj et la modulation (symétrisable) de O est égale a M © M* © ({k;, k;} - 7 € I) (ayant donc

' la méme famille (k;, t;);c1 de k-surcorps k; munis de formes traces non-dégénérées t; € Homy (k;, k)).
En particulier, le bimodule B de toutes les fleches valuées dans Q est donné par B=B®B*® (Egkz)

» Chaque point ¢ induit dans Q une boucle ~; : i—t trivialement valuée et dont la paire dualisante et
symétrisable de bimodules associée est la paire auto-dualisante triviale {k;, k;} ; chaque boucle v, est

de degré —2 (les éléments du bimodule k; = ki(ki)k,i correspondant a ~; sont de degré —2).

BB . . . .
LUB) 4 dans Q (munie de sa paire dualisante et

Bf;.b;, ,-b;}) induit dans Q un 2-cycle valué

» Ensuite, chaque fleche pleinement valuée o : ¢
symétrisable de bimodules {,BJ, (;B5)*} = {;B

iB3,(:B3)*

joi

j gardant la méme paire dualisante et symétrisable de bimodules que «. On note o*

’ iBS,(B2)* R
la secor*lde fleche valuée du 2-cycle précédent, si bien que le k;-k;-bimodule de la fleche o* dans Q
est JB\? = (;B7)*. Vus dans Q, les éléments de B sont de degré 0 et ceux de B* sont de degré —1.
Maintenant, au carquois modulé O nous pouvons associer une version généralisée de la dg-algeébre de

Ginzburg : ¢’est I'algébre différentielle graduée I'(Q, m) définie comme suit : '

» La k-algébre Z-graduée sous-jacente de I'(Q, m) est égale a kQ = peeazk@p, I’algebre (tensorielle) de
chemins gradués de Q.

» La différentielle de ['(Q, m) est I’'unique endomorphisme kQ—2kQ de k-modules gradués, homogéne
de degré 1 (0 envoie la composante k@p sur la composante k@pﬂ pour chaque p € Z), et satisfaisant
a la loi de Leibniz suivante :
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o(uwv) = o(u)v + (—1)Pu-d(v) pour tout élément u homogene de degré p et tout v,
et donnée sur le bimodule B = B & B* & K comme suit :
» La restriction de d sur B est nulle : 9(B) = 0.

» Sur B*, la différentielle 0 est donnée par la dérivée cyclique de m :

o
B* = Jig

§——— () = om

(comme dans la proposition 3.2.5).

» Pour chaque bouche ajoutée +;, la restriction de 0 sur le bimodule k; correspondant a ~; est égal
il ZB ® (Bi)* = (31(3 & B*)’ei, ou €;

est'unité du k-surcorps k; C K = M ks, I’expression des morphismes canoniques 3 étant donnée
s€l

. . . . )
au morphisme canonique (potentiel canonique) k;

par le lemme 3.1.6 en choisissant une paire quelconque {rQ,(3,-,), =25 (7,-)} de systémes de
fleches mutuellement duals pour la paire dualisante de bimodules {e;-B, (e;-B)*}.

Remarque 4.4.3. Dans les conditions de la définition 4.4.2, I’algebre jacobienne 7 (Q, m) = kQ/J,, coincide
avec ’homologie H°T'(Q, m) de degré 0 de 1’algebre différentielle graduée I'(Q, m).

La catégorie amassée C(om) qui mérite notre attention est la version non-nécessairement simplement

lacée de la construction de Claire Amiot, donnée comme suit :

Définition 4.4.4 ([1, 7.1 pour le cas simplment lacé]). On suppose que (Q, m) est Jacobi-fini et on considere
la dg-algebre généralisée I' = I'(Q,m), on désigne par per[" la sous-catégorie épaisse de la catégorie
dérivée DT, engendrée par I, et par DPI" la sous-catégorie de DI' formée des dg-modules de dimension
homologique totale finie. Alors la catégorie amassée associée a (Q, m) est définie comme étant le quotient

Ciom) = perl)D°T"

"On aimerait savoir si la catégorie amassée C(g m) est Hom-finie 2-Calabi-Yau, si elle possede toujours une
structure amassée et si elle apparait comme une généralisation de la construction [12]. Pour cela, rappelons

les concepts suivants pour une dg-algebre A :
» A est homologiquement lisse si A € per(A°) ot A° = A° ® A est la dg-k-algébre enveloppante de A.
» Aest 3-Calabi-Yau en tant que bimodule s’il existe dans D(A®) un isomorphisme de bimodules
RHom 4. (A, A% —=»A[—3)].
Le résultat suivant est ﬁn cas parﬁculier d’un résultat de Bernhard Keller [50, Thm 6.3] sur lequel repose

“la caractérisation de la catégorie amassée simplement lacée C(q w) introduite dans [1].

Théoréme 4.4.1 ([50, Thm 6.3]). Soit (Q, W) un carquois avec potentiel avec Q fini et W € kQ. Alors
la dg-algebre (simplement lacée) de Ginzburg I'(Q, W) est homologiquement lisse et 3-Calabi-Yau en tant
que bimodule. . (.
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Nous pensons que le théoréme ci-dessus doit pourvoir se généraliser, mais cela requiert un effort consi-
dérable pour trouver des versions non-simplement lacées des récentes constructions de Keller autour des

dg-catégories et de la propriété de Calabi-Yau, voir [50].

Conjecture 4.2. Le théoreme de Keller ci-dessus est encore vrai pour le cas non-simplement lacé : pour un
carquois modulé avec potentiel (Q, m), ot Q est fini et m est dans kQ, la dg-algebre généralisée I'(Q, m)

est encore homologiquement lisse et 3-Calabi-Yau en tant que bimodule.

Sous-réserve que le théoreme de Keller 4.4.1 se généralise aux carquois modulés avec potentiels, on vé-
rifie rapidement que le résultats de Claire Amiot [1, 7.9,7.10] se généralisent aux carquois modulés avec po-
tentiels, ce qui donnera également une réponse positive partielle & la question 4.1-(2) de Fomin-Zelevinsky.

Théoréme 4.4.2 ([1, 7.9,7.10] pour le cas simplement lacé). Sous I’hypothése que la conjecture 4.2 tienne,
la catégorie amassée C(g ), associée a un carquois fnod_ule’ avec potentiel Jacobi-fini, est encore Hom-finie
2-Calabi-Yau, et l'image T du module libre I" dans C(g m) est un objet inclinant amassé tel que Endc( om) (1)
coincide avec I’algébre jacobienne J(Q,m). Si bien que toute algébre jacobienne J(Q, m) de dimension
finie est. une algébre inclinée 2-Calabi-Yau. Dans cette situation, il en résulte que les algébres inclinées
amassées, admettant une présentation par un carquois modulé lié, sont déterminées par leur carquois mo-

dulés.

Démonstration. Sous I’hypotheése que la conjecture 4.2 tienne, il suivra que A = I'(Q,m) satisfait aux
conditions de [1, thms 7.9,7.10]. Ce qui donne directement la premiére partie du théoréme 4.4.2. La derniere

partie du théoréme dévient alors une conséquence immédiate du théoréme 4.3.6. ]

La note finale de cette section consiste a signaler que la construction de la catégorie amassée simplement
lacée C(q,w) généralise la construction Qriginelle de la catégorie amassée Cq telle que introduite par les cing
coauteurs Buan, Marsh, Reineke, Reiten et Todorov dans [12]. Cela est possible griace a un autre résultat
de Bernhard Keller et Idun Reiten, donnant une trés intéressante caractérisation des catégories amassées au

moyen des catégories 2-Calabi-Yau, ici la perfection du corps k est utilisée.

Théoréme 4.4.3 (Keller-Reiten[51]). On suppose que k est un corps parfait. Soit C = £ la catégorie
stable associée a une catégorie de Frobenius & et telle que C soit 2-Calabi-Yau, T C C une sous-catégorie .
inclinante amassée. Alors, si la catégorie modT des modules de présentation finie sur T est héréditaire

alors C est exactement équivalente & la catégorie amassée Cr = D®(mod T )f(r~1[1])Z.

Corollaire 4.4.4. Sous I’hypothése que la conjecture 4.2 tienne, si k est parfait et si Q est un carquois
modulé fini acyclique, alors la catégorie amassée C(g o) est exactement équivalente a la catégorie amassée

ordinaire Cg.

Démonstration. Dans le cas simplement lacé, 1’argument de la preuve est fourni dans [1, cor 7.13] ol on
traite aussi d’une situation plus générale mettant en jeu les mutations de carquois avec potentiels. Dans
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le cas non-simplement lacé avec k parfait, ’argument reste le méme : sous réserve que la conjecture 4.2 -
tienne, il suit de 4.4.2 que C(g o) est une catégorie 2-Calabi-Yau possédant un objet inclinant amassé T tel
que End¢(7T") = k@, si bien qu’on a le résultat cherché en vertu du théoréme de Keller-Reiten 4.4.3. O
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Chapitre 5

Algebres inclinées amassées de représentation
finie : types A, B, C |

5.1 Mutations de carquois valués de types B,, C, et I,

5.1.1 Quelques terminologies et résultats principaux

Comme d’habitude on fixe un ensemble de points I = {1,...,n} ayant n > 1 éléments, on considére
pour cette section 1’ensemble O de tous les éarquois valués ‘sur I et dont les graphes sous-jacents sont
2-acycliques et sans boucle. Ainsi pour chaque Q € O de type I', et pour toute paire ¢,j € I = Qq,
on a Q(,1) = 0 et ['(i,5) = Q(i,7) U Q(j,%) contient au plus une fleche valuée. A, B et C dési-

gneront respectivement 1’un des graphes valués de Dynkin suivants : A, : — , B, :

1,2 2,1 - . "
e —s, et Cp i e », avec n parcourant N, ; on considere aussi le graphe valué
. 1,2
de Dynkin Fy : « —
’un des graphes valués dans {A,,, B,,, C,,} pour un certain entier fixé n.

«. Et lorsqu’aucune confusion n’est possible chaque A € {A, B, C} désignera

Nous noterons Mut(A) I’ensemble de tous les carquois valués mutation-équivalents a une orientation
quelconque de de A. De méme pour Q € ar, Mut(Q) désigne 1’ensemble de tous les carquois valués
mutation-équivalents a Q. On note Q ~ Q' pour dire que Q et Q' sont mutatioh-équivalents.

Q est dit 2-fini si pour tout Q' ~ Q, chaque aréte valuée i—idl’i;»j dans Q' vérifie I'inégalité suivante :
idjd; < 3. Dans [29] il est établi que les diagrammes 2-finis sont précisément ceux qui sont mutation-
équivalents aux diagrammes de Dynkin. De fagon équivalente, les carquois valués 2-finis sont précisément

ceux qui sont mutation-équivalents aux carquois valués de Dynkin.

Définition 5.1.1. Soit Q un carquois valué de type I', ¢ un cycle (non-orienté) dans I'. Une corde de c dans -
I" est toute aréte de I' reliant deux points non-consécutifs de c. Q est dit cycliquement orienté si tout cycle

sans corde dans I est cycliquement orienté dans Q).
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~ Envertude [6, Thm 1.2] sur la caractérisation des algebres amassées de type fini, il est bien connu que
chaque Q € Mut(A) est cycliquement orienté. |
Soit Q un carquois valué de type I'. rappelons qu’un chemin w dans Q est dit simple s’il ne contient aucun
sous-chemin cyclique propre. Nous disons qu’un chemin simple w est plein si le sous-carquois valué induit
(par les points de w) correspondant ne comporte pas d’autre fleches additionnelles ; autrement dit comme T
est 2-acyclique, deux points de w sont adjacents dans Q si et seulement s’ils sont adjacents dans w. De méme

une marche w : -2 .. am ; dans I" est dite simple si elle ne contient aucune sous-marche cyclique
propre dans I'. Introduisons maintenant les terminologies suivantes. Nous appellerons triangle dans I" (ou
dans Q) tout sous-graphe (ou sous-carquois) valué plein induit par un cycle de longueur 3 dans I (ou dans
Q), ainsi les permutations cycliques d’un 3-cycle dans Q induisent un méme triangle dans Q et dans I, et
par un léger abus de langage on assimilera parfois un 3-cycle dans Q au triangle qu’il induit. Le voisinage
d’un point k£ dans Q est le sous—cérquois valué induit de Q déterminé par k et tous ses voisins (immédiats).

Nous définissons maintenant 1’outil essentiel de cette section.

Définition 5.1.2. Soit Q un carquois valué de type I', et (A, (a,b)) I'une des trois paires suivantes :
(A, (1,1)). (B,(1,2)), (C, (2,1)).
(a) T est appelé triangle-décoré si les seuls cycles simples dans ' sont des triangles. Q est appelé
triangle-décoré dés que son graphe valué sous-jacent I est triangle-décoré.
(b) On suppose que Q est connexe. Alors Q est appelé triangle-décoré de classe A si Q est triangle-

décoré et possede les propriétés additionnelles ci-apres :

» Q est cycliquement orienté et le graphe de Dynkin Dy : :>- + ne peut étre plongé comme
sous-graphe non-valué plein dans I'.

» I' contient un point distingué r appelé racine, ayant les propriétés suivantes : toute aréte non tri-
vialement valuée dans I" est incidente a la racine et est donnée comme suit : r-2b g pour un certain
point z. La racine r a au plus deux voisins et si elle a deux voisins alors elle est sur un triangle.

(¢) L’arbre triangle-décoré de classe A est le graphe valué infini T ci-dessous. On dira qu’un sous-

figure 5.1 — L arbre triangle-décoré Ta

aphe valué IV de Tx est enraciné s’il est connexe et contient la racine de Ta, I sera dit pleinement
grap p
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enraciné s’il est enraciné et plein.

Pour chaque point z, fixé dans A, on considére le sous-ensemble Mut /20 (A) formé des carquois valués
obtenus des orientations de A par des suites de mutations évitant le point xy. Ainsi, un carquois valué Q
est dans Mut,, (A) si et seulement si Q est soit une orientation de A, soit de la forme Q = Py, (D) =
ik, © - -+ 0 g, (A) ot A est une orientation quelconque de A et k;, ...,k € Ao~ {zo} ,1 € N,. Le résultat

principal de cette section s’énonce alors comme suit.

Théoréme 5.1.1 (de structure). Soit Q un carquois valué de type I ayant n points, A l'un des graphes
valués de Dynkin suivants : A, B,, ou C,.
(1) Alors les énoncés suivants sont équivalents.
(a) Q € Mut(A).
(b) Q est un carquois valué triangle-décoré de classe A.
(c) Qest cycliqguement orienté et son graphe valué sous-jacent I' est un sous-graphe valué pleinement
enraciné de l’arbre triangle-décoré Tx de classe A.
(2) Pour chaque point zq fixé dans A on a, Mut(A) = Mut,,,(A), o Mut,,,(A) est obtenu des

orientations de A par les suites de mutations évitant le point x.

En utilisant un logiciel de calcul scientifique ("SAGE", "Maple") on peut écrire un petit programme
pour calculer la classe des mutations de toute matrice anti-symétrisable de type fini. En particulier on cal-
cule facilement tous les cérquois valués appartenant 2 Mut(FF,). Considérons I’ orientation linéaire suivante,
I-F?4 : 1—2-223 .4 du graphe valué I, alors la preuve de la proposition suivante est une tache aisée.

Proposition 5.1.2. L’ensemble Mut(F,) contient quinze carquois valués non-isomorphes parmi lesquels

huit constituent la liste de tous les carquois valués de type F, tandis que les sept autres restant sont listés

comme suit .
2. 2.
p(Fa) 15——55—=3——4 , u(Fa) I—55—3—4,
N RN
p3(F ): I—2—=4, a1 (F a): le—2—=74,
2(1,2)3 1 1,2 21,23
4 |
Haz(?ll): ﬁ’4 ’ #231(ﬁ4)1 2‘1_5— s M232(?4)1 l'ﬁ'4 g

‘ A partir des résultats ci-dessus on voit que le type de Dynkin d’une algébre inclinée amassée de repré-

sentation finie est uniquement déterminé ; le cas simplement lacé a été traité dans [13].

Proposition 5.1.3. Soit A une algébre inclinée amassée de représentation finie. Alors il existe un unique

graphe valué de Dynkin A tel que A est inclinée amassée de type A. O
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5.1.2 Preuve du théoréme de structure

Pour cette sous-section on fixe une paire (A, (a, b)) dans {(A, (1,1)), (B, (1,2)), (C,(2,1))}.

‘Lemme 5.1.4. Un carquois valué Q de type U est triangle-décoré de classe A si et seulement si Q est
cycliqguement orienté et 1" est un sous-graphe valué pleinement enraciné de 1’arbre triangle-décoré T de

classe A.

Démonstration. La suffisance se voit clairement 2 ;partir de Fig. 5.1 et de la définition5.1.2-(c). Pour la
nécessité, supposons que () est triangle-décoré de classe A. Nous avons besoin de prouver que I' est un
sous-graphe valué pleinement enraciné de Ta. Il découle clairement de la définition5.1.2-(b) que Q est
connexe et que la "racine” de I et celle de T sont caractérisées par la méme propriété. On doit seulement
se préoccuper de la forme du voisinage de chaque point k£ dans I" ayant plus de deux voisins. En vertu

de I’hypothese les seuls cycles simples dans I" sont des triangles et I" ne contient pas le graphe :>°

comme sous-graphe (non-valué) plein. Il en résulte que chaque point dans Q doit avoir au plus quatre voisins
et le voisinage de chaque point k£ € (), ayant exactement trois ou quatre voisins doit avoir la forme suivante :

J J T '
iyxkv Lyxk/\

¢ . Ce qui montre que I est un sous-graphe pleinement

: 5 ou
enraciné de Tx et compléte la preuve du lemme. O
Signalons I’observation aisée suivante : soit C: 4 5 7 un carquois valué ayant au plus deux

fieches non trivialement valuées et tel que toute valuation non triviale dans C soit égale a (1, 2) ou (2,1). Si

o
_

o ou 3 est trivialement valuée, alors 11, (C) = i<2—k«L—j; dans le cas contraire 1, (C)= i

J sl
bien que seule I’orientation de C a changé.

Proposition 5.1.5. Soient Q un carquois triangle-décoré de classe A et k € Q. Alors 11, (Q) est triangle-

décoré de classe /.

Avec les notations ci-dessus, si k£ a seulement un voisin ou si k est la racine appartenant a un triangle
non trivialement valué dans Q, alors (1, (Q) est clairement triangle-décoré de classe A. La preuve de la

proposition 5.1.5 ci-dessus est alors donnée en vertu du lemme suivant.

Lemme 5.1.6. Avec les notati_ons précédentes, on suppose que dans Q il existe un chemin de longueur deux

i—“—»k—ﬁ>j tel que o ou [ soit trivialement valué. Alors ,(Q) est triangle-décoré de classe A.

Démonstration. (i) Soit I le graphe valué sous-jacent de Q' = 1, (Q). Nous prouverons d’abord que les
seuls cycles simples dans I sont des triangles, cycliquement orientés dans Q. Pour cela, on a besoin de ‘
montrer que les seuls cycles simples dans [V contenant une nouvelle aréte crée par y, sont des triangles
cycliquement orientés. On observe en vertu du lemme5.1.4 qu’il existe dans Q au plus deux chemins pleins

de longueur deux via k.
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Supposons dans un premier temps que i—a>k—5—»j est I’'unique chemin plein de-longueur 2 via k. Alors

1, créera dans Q' une seule nouvelle fleche i——~j. Nous affirmons que le triangle cycliquement orienté
k .

R &
T: 4 5 J induit dans I ’unique cycle simple contenant -y. Soit en effet w’ = ~yw un cycle simple

dans I contenant 1’aréte i——j, avec w une marche dans Q reliant le point j au point i et tel que £(w) > 2.
On voit que w contient nécessairement o ou 3, car autrement, afSw serait un cycle simple de longueur
supérieure a 3 dans [, ce qui contredirait le fait que les seuls cycles simples dans I" sont des triangles. Mais
si une seule des deux arétes « et [ appartient a w, disons [, alors nécessairement il existe dans I" une autre
aréte k—2—s avec s € {i,7} tel que w se factorise par \. D’oll w = SAw; ol w; est une marche simple
dans T reliant le point s au point 7 et ne contenant pas «.. Mais w; étant a la fois dans Q = p,(Q') et dans
Q' = 1, (Q), il en résulte que £(w;) > 2. Si bien que Aw; o doit &tre un cycle simple de longueur supérieure
a 3 dans I', ce qui donne une contradiction comme précédemment. Par conséquent w’ contient o et 3, et
étant simple on obtient que ' coincide avec le triangle T.

Supposons maintenant que dans Q il existe exactement deux chemins pleihs de longueur deux via k;
ceci correspond 2 la situation ou k a quatre voisins. Alors en vertu du lemme 5.1.4 (et des €léments de sa

preuve), les voisinages de k dans Q) et dans Q" ont respectivement les formes suivantes :

i J ]
D Nl ;o R N o
F ixk\}t&, LT = (D) S/k\gAt.

5

11 découle de ce qui précede que tout cycle simple dans [ contenant au plus I’une des deux arétes yety
est forcément un triangle, cycliquement orienté dans QQ'. Il reste alors seulement a observer que [ ne peut
contenir un cycle simple contenant les deux nouvelles arétes v et ', En effet, supposons le contraire et soit
w = wyywsy' un cycle simple dans IV, ol w; est une marche simple entre les points s et ¢, tandis que wo est
une marche simple entre les points j et t dans Q. On a £(w;) > 2, £(wy) > 2 et la simplicité de w montre que
wy et we n’ont aucun point commun. En particulier au moins ’une des deux marches w; et w, ne contient
pas le point k, on peut donc sans perte de généralité supposer que c’est wy, alors o et A n’apparaissent pas
wy de sorte que arAw; doit étre un cycle simple dans Q de longueur supérieure & 3. Mais alors, on obtient
une contradiction au fait que les seuls cycles simples dans I sont des triangles. Donc I ne peut contenir un
cycle simple contenant 2 la fois v et 7. Ceci achéve la preuve que les seuls cycles simples possibles dans le
graphe I sont des triangles, cycliquement orientés dans Q'.

¢t est contenu dans IV, et nous affirmons

(ii) Nous supposons a présent que le graphe D : z>z
que ce sous-graphe ne saurait étre plein dans I". Supposons le contraire. En vertu de I’hypothése et de la
définition5.1.2-(b) on sait que D4 ne peut étre plongé comme un sous-graphe plein dans I

Si k # z, alors puisqu’on a aussi en vertu du volet (i) ci-haut que I'" ne contient aucun cycle simple de .
longueur supérieure a 3 et qu’en vertu de notre hypothese supplémentaire D, est plein dans 7, il en résulte
que k, peut-&tre voisin de z, est voisin d’au plus un seul point parmi les trois points z, y et t. On peut donc

supposer que k n’appartient pas au voisinages de z et de y. Alors la mutation au point £ ne change pas
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la forme des voisinages des points x et y, si bien que I' contiendra aussi la copie suivante de Iy comme

. y . T A : .
sous-graphe plein : _—=z——s ol 5 = k s’il existe une aréte entre k et z, tandis que s = ¢ dans le cas

contraire. Mais la derniére est une contradiction.

A - . . , . ‘ . .
- Dans le cas ot k = 2, Q' contiendra un sous-carquois valué plein ayant la forme suivante :  ~«

A\‘k/- ,contenant

Alors Q = 1, (Q') contiendra un sous-carquois valué plein ayant la forme suivante :

*———r9

un cycle de longueur quatre dans I et contredisant le fait que [ est triangle-décoré.
Ainsi notre affirmation est vraie, et ceci achéve la preuve du lemme. O

Lemme 5.1.7. Soit Q un carquois valué triangle-décoré de classe A € {A,, B, C,} ayant n points. Alors
Q € Mut(A). '

Démonstration. On vient juste d’établir dans la proposition 5.1.5 que 1’ensemble des carquois valués
triangles-décorés de classe A est stable par mutation. I découle alors de Fig5.1 que Q) est 2-fini. Par consé-
quent Q est mutation-équivalent a un carquois valué de Dynkin qui est encore triangle-décoré de classe A.

D’ot Q est mutation-équivalent a un carquois valué de Dynkin de type A. a

Maintenant I’équivalence des énoncés (a), (b) et (c) du théoréme de structure 5.1.1 s’obtient comme
suit : L’équivalence de (b) et (c) est donnée par le lemme5.1.4. Comme toute orientation d’un graphe valué
de Dynkin A € {A,,B,,C,} est évidemment un carquois valué triangle-décoré de classe A, I'implication
"(a) = (b)" s’obtient par une simple récurrence en appliquant la proposition 5.1.5. Finalement I’impli-
cation "(b). == (a)" est donnée par le lemme 5.1.7 ci-dessus. Ceci établit I’énoncé (1) du théoréme de
structure 5.1.1.

Il reste a établir I’énoncé (2). Pour cela, pour un carquois valué triangle-décoré Q, nous désignerons par

Nnirg(Q) le nombre de triangles dans Q (sous-carquois pleins induits par des 3-cycles).

Lemme 5.1.8. Soit Q un carquois valué quelconque. On suppose qu’il existe un entier t € N, pour lequel

Q contient un sous-carquois valué plein cycliquement orienté de la forme

, Y

N

(Ty) :c/ d\‘kl kg ky——k, »avec(c,d) € {(1,m),(m,1):m e N},
¢, :

tel qite pour chaque entier s € {1,. ..t} le voisinage de chaque point ks dans Q coincide avec le voisinage

de ks dans (T,). Alors, pour le carquois valué Q' = py, . 1, (Q) == px, © ... ik, (Q) on a la relation valide
suivante : Ny (Q) = nee(Q) — 1.

Démonstration. On procédera par récurrence sur I’entier naturel ¢. Notons d’abord que la condition imposée
sur les points k, .. ., k; montre que pour chaque s = 1, ..., {, la mutation de Q en chaque point k, modifie
uniquement le sous-carquois valué (T;). Si ¢t = 1, alors le résultat est immédiat, car dans ce cas (T,) se réduit
aun triangle cycliquement orienté et la mutation de Q au point k; modifie uniquement le sous-carquois valué
(T;) en un chemin plein de la forme x—c—’ikl—-y ou x&kp——y.
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Supposons donc le résultat vrai pour tout carquois valué Q" satisfaisant aux conditions du lemme pour
tout entier [ < ¢. Alors clairement, 1’unique triangle de (T;) est cycliquement orienté et valué de telle sorte
que, dans le carquois valué p, (Q), les points x et y ne sont plus adjacents et de plus, u, (Q) contient un

sous-carquois valué plein cycliquement orienté de la forme

. G
(Te-1) kl/c: d,\‘kz_kg _______ k,—F, -avecz € {z,y}tet(c,d) € {(1,m),(m,1) : m e N,},
tel que Ny (Q) = nurg(pr, (Q)) et pour tout s € {2,...,¢} le voisinage de ks dans u, (Q) coincide avec
le voisinage de k; dans (T,_;). Alors en vertu de I’hypothése de récurrence, on obtient que, ni,;(Q') =
Norg (b, ks (111 (Q))) = Nirg (i, (Q)) — 1 = nipe (Q) — 1. Ce qui établit le résultat annoncé. ' O

Dans le lemme suivant, nous établissons I’énoncé (2) du théoréme de structure 5.1.1.

- Lemme 5.1.9. Soit xo un point fixé dans . Alors pour tout carquois valué Q € Mut(A) non-acyclique, il

existe un entier t € N, tel que () contienne un sous-carquois valué plein cycliquement orienté de la forme

N
ay - \kl-__,%v bk, avec (e, d) € {(1,1),(1,2)(2,1)},

tel que pour chaque entier s € {1,...,t}, on ait ks # x, et le voisinage de chaque point k, dans Q coincide
avec le voisinage de ks dans (T).
Par conséquent Mut(A) = Mut/,, (A)

Démonstration. Soit Q € Mut(A) non-acyclique. En vertu de I’équivalence des énoncés (a) et (c) du
théoréme de structure 5.1.1, Q est cycliquement orienté et son graphe valué sous-jacent [' est un sous-
graphe valué fini pleinement enraciné de 1’arbre triangle-décoré Ta de classe A, et contenant au moins un
triangle. Mais alors, on voit que pour chaque point z; fixé arbitrairement dans A C T, I’arbre triangle-
décoré T, contient toujours un sous-graphe valué plein de la forme (T,) tel que tous les points &y, ..., k
soient dans Ay~ {zo}. Il découle donc que (T;) C Q et satisfait 2 la méme condition que dans T, établissant
ainsi le premier volet de notre lemme. Comme chaque carquois valué Q dans Mut(A) est triangle-décoré et
comporte nécessairement un nombre fini de triangles, le second volet de notre lemme suit de ce qui précede,

d’une application directe du lemme 5.1.8 et de la récurrence sur le nombre ny,(Q) de triangles dans Q.- O

5.2 Algebres inclinées amassées de type A € {A,,B,,C,}

Mais pour le résultat principal de ce chapitre, nous aurons besoin de calculer une famille de représentants
de tous les carquois modulés de type amassé pouvant apparaitre comme carquois modulés des algébres

inclinées amassées de type A € {A,,B,,C,}. Dans le cas des algebres inclinées amassées de type B,
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ou de type C,,, on verra qu’on a seulement besoin de deux k-surcorps E et F dont 1'un est une extension
quadratique de I’autre. La caractérisation compléte des extensions quadratiques de corps gauches apparait
dans [20], o une théorie de corps gauches et des anneaux a division est largement exposée.

Pour chaque k-surcorps L, le L-espace a gauche, le L-espace droite et le L-bimodule naturel induits par L
sont respectivement notés 1L, Ly, 1 Ly . Et pour chaque automorphisme A € Aut(L), on définit le L-bimodule
L) comme suit : 1,(Ly) = L comme L-espace a gauche, tandis qu’a droite, pour tous z € Lyeta € Lona:
z-a = zA(a). On observe immédiatement qu’on a des identifications naturelles de L-bimodules

Ty := HOl’nL(L)\,LL) Ly-1 et LR)\ = HomL(LA7LL) .
u A7 Hu(1)) v H v(1)

On obtient ainsi la paire dualisante et symétrisable de L-bimodule {Ly, Ly-1} := {Ly, Ly-1; by, b} } dont les

deux formes bilinéaires associées

Ly®L ,\-1—9*—>L etlLy 1 ®L ,\LL sont simplement ddnnées par:
ba(a @ b) = aA(byetbi(c ® d) = cA7}(d),pourtousa,b,c,d € L.

- Clairement, les deux formes bilinéaires b et b} sont trivialement symétrisable sur k, il suffit de prendre une
trace quelconque non nulle t : L——k, puis définir la seconde trace par : t' = to A~1; alors pour tous
a,beLona:t(by)(a®b) = t(a(b)) = t(A(b)a) = AL (bA1(a))) = ¢ (b3 (b ® a)).

Ensuite, on considére un quadruplet (E, F, ¢, t') formé de deux k-surcorps E et F tels que F soit une
extension de E de degré ¢ > 2, et de deux morphismes traces non-dégénérées t € Tr(E) C Homy(E, k)
et € Tr(F) C Homy(F, k) fixés. Alors pour chaque monomorphisme de corps E—2—F, on définit les
bimodules g, AF € gbimody et Fg \ € pbimodg comme suit :

'» En tant que F-espace a droite ou & gauche on a <E’\F)F = Fret F(FE,\) = gF. _

» La multiplication par les scalaires dans E est induite par A comme suit : pour tous z, € g \F, y € Fg

eta € Eona:ax = Aa)xetya=y(a). ‘

On observe immédiatement qu’on a deux identifications naturelles de bimodules :

Homp (g »F, Fr) Fga o Homp(Fg ), rF) ExF
Ut - u(1) v v(1)

On définit alors la paire dualisante et symétrisable de bimodules {g,F,Fg;bg, br} comme suit :
I’'une des deux formes bilinéaires non-dégénérées est juste la multiplication ordinaire de F donnée par,
Fg) ®r paF =0 L avec br(z ®@y) = @y = xy pour tous z € Fg, et y € g, F. Lautre
forme bilinéaire est donnée par g F Qp Fg == E avec be(a ® b)) = (@®b = @WHR1) =
p,\(ab),' pour tous ¢ € g,F et b € Fg, et ol py» € Homg(gaF,gE) est I'unique morphisme
E-linéaire a gauche induit par les traces t et t tel que t o .p,\ = ¢t. En effet, (en vertu du

lemme 3.1.4) on sait déja que les traces non-dégénérées t et t' induisent deux isomorphismes de bimo-

dules, Homg (g zF, gE)—222—~Homy (g »F, k) et Homp (g zF, Fr) de=te Homy (g zF, k). Alors partant
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de I’identification Homg (g zF, F)—=—Fg , ——u(1) précédente, I'unité 1 € Fg , correspond & ’ap-
plication F-linéaire 1 € Homp(g\F,F) tel que 1(z) = xz pour tout z € g,F, on pose alors alors
pr = (¢! o du(1), si bien que t o py(z) = t(z) pour tout z € g ,F. Par construction, les formes bi-
linéaires bg et brp sont symétrisables sur k via t et t'. En effet pour tous ¢ € g Fetb € Fg,ona:
t(be(a ® b)) = to py(ab) = t'(ab) = t'(ba) = t'(bp(b ® a)).

Dans toute la suite, pour deux k-surcorps E et F et pour tout monomorphisme (strict) de corps
o : E——F, on supposera (implicitement) dans chaque notation g F,Fg . que les morphismes traces
t € Tr(E) er t' € Tr(F) onr été fixés, permettant la construction de la paire dualisante et symétrisable de
bimodules {g .F,Fg o}

Lemme 5.2.1. Soient A\, X' € Aut(L) et o, o : E——F deux monomorphismes de corps.

(a) 1l existe un isomorphisme f : Ly—=—Ly si et seulement si I’élément ¢ = f(1) est non nul et tel
qu’on ait N (a) = ¢~ \(a)c pour tout a € L (si bien que X et N sont deux automorphismes conjugués
de L). Et si tel est le cas, l'isomorphisme dual de [ relativement aux paires dualisantes {L,Ly-1} est
donné par f* : Ly-1—=—Ly_1 avec f*(a) = a\~(c), si bien que son inverse f** : Ly -1—=—L,, 1
est déterminé par f*1(1) = A"Y(c™Y).

(b) 1l existe un isomorphisme de bimodules f : g o F—=— F si et seulement si I’élément c = f(1)
est non nul et tel qu’on ait o/ (€) = ca(e)c™! pour tout e € E (si bien que o et o' sont deux monomor-
phismes conjugués dans L). Et si tel est le cas, l'isomorphisme dual f* : Fg —=—Fg o de f relati-
vement au paires dualisantes de bimodules {g ,F,Fg o} et {goF,Fg o} est donné par f*(a) = ac,

si bien que son inverse f* ' : Fg o—=—Fg o est déterminé par f**(1) = ¢,

Démonstration. _
Enoncé (a). Supposons qu’on a un isomorphisme de bimodules f : Ly—=—L,: et vérifions que A et X
sont conjugués par ¢ = f(1). Soient @,z € L, par définition on a : z-a = zA(a) dans L,, tandis que dans
Ly on a que z-a = zX'(a). On déduit alors que : A(a)c = A(a)f(1) = f(Ma)) = f(la) = f(1)a =
¢\ (a), montrant alors que X' (a) = ¢~ 'A(a)c pour tout a € L et f est ’'unique isomorphisme F-linéaire
a gauche déterminé par f(1) = c. Pour la réciproque, si A et X’ sont deux automorphismes conjugués,
de sorte qu’il existe ¢ € L avec XN'(a) = ¢"!A(a)c pour tout a € L, alors I'isomorphisme L-linéaire a
gauche f': Ly—=—L,, déterminé par f'(1) = ¢/, doit étre d’apres ce qui précéde un isomorphisme de
L-bimodules. En effet pour la linéarité a droite, on voit que pour tous z,a € Lona: f'(z-a) = f'(z\(a)) =
zM(a) f'(1) = zX(a)d = zd (¢ Ma)d) = f'(x)X(a) = f'(z)-a. Ceci compléte le premier volet de (a).
Pour le second volet de (a) considérons les formes bilinéaires Ly ® L ,\-1LL etLy ®L )\/-—ILL
ol pour chaque v € {\, X} on a b,(a ® b) = avy(b) et pour tous a,b € L. Or I'isomorphisme dual
f*: Ly-1i—=—Ly-1 d’un isomorphisme f : Ly—=—L,: est défini par la propriété qui suit : b)(a® f*(b)) =
by (f(a) ® b) pour tous a,b € L. Ainsiona: A(f*(1)) = ba(1 ® f*(1)) = by (f(1) ®1) = cN(1) = ¢, si
bien que f*(1) = A!(c) et donc f*(a) = af*(1) = ar~(c), et par suite f* (1) = A~1(c™1).

Enoncé (b). Supposons avoir un isomorphisme de bimodule f : g o F—=—g F et posons ¢ = f(1).
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Pour tous e € E et z € F, par définition on sait que, ex = «(e)z dans g, F, tandis que dans g F on
a que ex = o'(e)z. On déduit alors les égalités qui suivent dans poF : /(e)c = e-f(1) = f(el) =
flale)) = f(Dale) = ca(e),‘montrant alors que o'(e) = ca(e)c™! pour tout ¢ € E et f est donc le
morphisme F-linéaire a droite déterminé par f(1) = c. Pour la réciproque, s’il existe ¢ € F non nul tel que
a'(e) = c'afe)d ! pour tout e € E, alors d’apres ce qui précéde 1’unique isomorphisme F-linéaire a droite
' goF——E,«F, déterminée par f'(1) = ¢/, doit étre un isomorphisme de bimodules.

Il reste vérifier que le second volet de (b) tient aussi. Pour les deux paires dualisantes de bi-

modules {g.F,Feq} et {goF,Fgo}, en utilisant les formes bilinéaires Fg, Qg g oF b LF et
Feo ®k goF % ,F avec br(zr @ y) = zy et bp(z @ y) = iy pour tous z,y € F, le dual f* de
f a la propriété suivante : bp(f*(a) ® b)) = bi(a ® f(b)) pour tous a,b € F. On obtient alors que :
f*(@) =b(f*(a) ® 1) = bp(a ® f(1)) = af(l) =ac. . O
Lemme 5.2.2. On suppose que E, F et L sont des k-surcorps et (q,q') € {(1,m),(m,1)} tels que
¢ dimy (E) = ¢dimy (F) er A € Aut(F). »

(a) Pour tous a,a’ € Aut(F), une application f : F, @ Fx——F induit un isomorphisme entre la

paire dualisante produit {F, ® F,F,-1 ® F,-1} et la paire dualisante {F,,F -1} si et seulement si
Uélément c = f(1®1) € F est nonnul tel &' (a) = ¢ oo X a))c pour tout a € F. Et si tel est le cas,
Iisomorphisme dual f* : Fy—1————F\-1 ® Fy-1 est donné par f*(a) = a(a/\)_l(é)(l ® 1) pour

~ tout a € F, si bien que son inverse f** : Fy-1 ® Foe1i—=>—F 1 est déterminé par f* 1 (1® 1) =
(@X)~He™).

(b) On suppose que o, : E——F sont deux monomorphismes de corps. Alors une appli-

_cation g :goF ®p Fx——gF induit un isomorphisme entre la paire dualisante produit
{E,QF ®r Fi,Fa-1 ® Fg o} et la paire dualisante {g,F,Fg o} si et seulement si I'élément ¢ =
g(1 ® 1) € F est non nul tel que o'(e) = c¢(A\™' o a(e))c™ pour tout e € E. Et si tel est le cas,
Iisomorphisme dual g* : Fg o—=—F\-1 ®r Fg , est donné par g*(a) = ac(l ® 1), si bien que son
inverse g* 1 1 Fy-1 ®p FE,a—;—>FE,a1 déterminé par ¢ 1(1® 1) = ¢ L.

(c) On suppose que B,B' : F———L sont deux monomorphismes de éorps. Alors une appli-
cation h:Lpg ®p Fx———Lp g induit un isomorphisme entre la paire dualisante produit
{Lrp ®r Fx,Fx-1 ®r gL} et la paire dualisante {Ly g, gL} si et seulement si I'élément ¢ =
M1 ® 1) € L est non nul tel que ' = ¢(BX)(a)c™" pour tout o € F. Et si tel est le cas, liso-
morphisme dual h* : g gL——F -1 ® 5 gL est donné par h*(x) = h*(1)xz = (1 ® 1)cz, si bien que

son inverse h*~' : Fy-1 ® p gl—>— 5L est déterminé par h* 1 (1® 1) = ¢~

Démonstration. Durant la preuve, on garde pour chacun des énoncés (a), (b), (c) les notations et hypotheses
du lemme. Rappelons aussi que pour deux k-surcorps k; et ky et pour deux k;-ky-bimodules M et N,
un isomorphisme entre deux paires dualisantes {M, M*} et {N, N*} est une paire (u, u*) induite par un
isomorphisme de bimodules u : M—=—N, avec u* : N*—=—M* le morphisme dual correspondant 2 u.

Enoncé (a). Commengons par voir qu’on a un isomorphisme canonique de bimodules
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for : Fo ® Fy—=—F 4o\ envoyant a(l ® 1) sur a. En effet par définition f,, est linéaire a gauche
etpourtout ¢ € Fona: (1®1)a = 1® Aa) = 1Aa) ® 1 = a(A(a))(1 ® 1), si bien que
farx(1 ® 1)-a = a(A(a)) = la = far(1 ® 1)-a. Ainsi, F, ® F, est canoniquement isomorphe 2 Fy,
si bien que le premier volet de (a) est une conséquence immédiate du lemme 5.2.1-(a). Le second
volet est aussi une application directe de la définition des formes bilinéaires accompagnant le produit
de paires dualisantes (voir lemme‘ 3.1.5). En effet I’une des deux formes bilin€aires attachées a la
paire dualisante produit {F, ® Fy,Fx-1 ® Fo-1} est donnée par (Fo ® Fy) ® (Fy-1 ® Fuo1)—22F
avec bop(a ® b ® . ® y) = byla ® bi(b ® z)y) = aa(bAz)y) pour tous a,b,z,y € F.
Posons f*(1) = c¢o(l ® 1), alors en utilisant aussi la forme bilinéaire F, ® F - b F at-
tachée a la paire dualisante de bimodules {Fo,Fyc-1}, on obtient les égalités qui suivent :
(aM)(c) = baa(1 ®1® f*(1)) :== b (f(1® 1) ® 1) = cd/(1) = c. Ainsi al(c) = c si bien que
co = (aX)7Y(c). Donc Fo-i——F -1 ® F,-1 est bien donné par f*(a) - a(a)7(c).

Enoncé (b). Pour le premier volet de (b), en appliquant le lemme 5.2.1-(b) il suffira d’observer qu’on a
un isomorphisme canonique de bimodules ¢ : g,oF ®p Fyx—=—p y-1,F donné par ¢((1 ® 1)-a) = a. En
effet, pour touse € Eeta € Fona:e(l1® 1)a = ale) ® la = 1 ® afe)a = (1 ® 1)-(A(a(e))a), si
bien que, ¢(e-(1 ® 1)-a) = A7 (a(e))a = e¢(1 ® 1)a. Pour le second volet de (b) il reste a vérifier qué
g* est bien donné par ¢g*(a) = ac(l ® 1). En effet pour la paire dualisante {gF ®r F\,Fy-1 ®r Fg 4},
F avec

'une des deux formes bilinéaires associées est donnée par (Fyx-1 ®r Fro) ® (5,.F &5 F))
@RbRrRY = @R b)Yy = bi(a ® bry) = ar~!(bxy) pour tous a, b,z,y € F. Posant
g*(1). = co(1 ® 1) et en utilisant aussi la forme bilinéaire Fg o ® Ea/F—>F on obtient que : ¢y =
(@) ® 11y =@ (Hx(1®1) =(1®g(l®1) = (1®c = bp(l ® ¢c) = c. Ainsi, pour tout
a € F on abien que g*(a) = ag*(1) = ac(1 ® 1), complétant alors la preuve de (b).

Enoncé (c). Pour le premier volet de (c) on commence par observer qu’on a un isomorphisme cano-

nique de bimodules ¢’ : Lg g ®¢ Fy—=—Lp g5 donné par ¢'(z(1 ® 1)) = z. En effet, pour tous z € L
eta € Fona:z(1® 1)a = z(1 ® ANa)) = z(1-Mae) ® 1) = zF(A(a))(1 ® 1), si bien que dans
Lrgy on a, ¢'(z(1 ® 1)-a) = z8(A(a)) = za = z¢'(1 @ 1)-a. Ainsi ¢’ est un isomorphisme de bi-
modules, et appliquant le lemme 5.2.1-(b) on obtient le premier volet de (c). Pour le second volet de

N

(c) il reste a vérifier que h* : g g L—=—F,-1 ® p gL est donné par h*(z) = h*(1)z = cz. Pour la
paire dualisante {Lg s ® F}, F,\ 1 ®p r gL}, 'une des deux formes bilinéaires associées est donnée par
(Lrg ®r Fi) ® (Fy1 ®p pgl)——F avec 2 ®a®@b0®y) = Q@ @by = bL(z Q@ aA(b)y) =

za(b)y pour tous x,y e L et a,b € F. Posant h*( )=(1®1 )éo = 1 ® ¢g et en utilisant aussi la forme

bilinéaire Ly g ® ¢ gL L onobtient : ¢g = A1)y = (1®1)®(1Qc)) = (1®1)®h* (1)) =
b(h(1®1)®1)=h(1l®1) =c Ainsi, pour tout x € L on a bien que 2*(z) = A*(1)z = (1 ® 1)cz,
complétant alors la preuve de (c). : O

Rappelons que par modulation 2-acyclique on entend une modulation 9t indexée sur un ensemble fini
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de points I, telle que pour'chaque paire non-ordonnée de points ¢, j € I on a au plus un bimodule non nul

attaché a la paire 1, 7.

Définition 5.2.1. I étant fixé, soient E et F deux k-surcorps et (a,b) € {(1,1),(1,2),(2,1)}. Alors on note
M, »(E, F) la famille des k-modulations symétrisables 2-acycliques 9. dont la famille (k;,t;);c1 des k-
surcorps k; et des formes traces non-dégénérées t; € Homy (k;, k) appartenant a 901 et la famille des paires
dualisantes et symétrisables de bimodules dans 91 tombent dans 1’une des trois catégories suivantes.
(A) Sia=1=balors E=F = k; pour tout ¢ € I; la paire dualisante et symétrisable de bimodules
attachée a chaque paire ¢, 7 € I est soit nulle, soit de la forme {F r F ,\'-}} avec \; ; € Aut(F).
(B) si (a,b) = (1,2) alors F-est une extension quadratique de E, il existe un point fixé r € I appelé
racine avec k, = E (c’est le k-surcorps racine de 90), et pour tout i # r on a k; = F. Pour chaque
k # r, la paire dualisante et symétrisable de bimodules attachée a la paire r, £ est soit nulle soit de
la forme {g,F Fg,} pour un monomorphisme de corps A = A, : E——F. Et pour chaque paire
4,7 € I~ {r} la paire dualisante associée est comme dans (A).
(C) Si enfin (a,b) = (2,1) alors E est une extension quadratique de F, il existe un point fixé r € I
appelé (co)racine et le k-surcorps (co)racine étant encore k, = E, tandis que pour tout ¢ # r on a
k; = F. Pour chaque k # r, la paire dualisante et symétrisable de bimodules attachée a la paire r, k
est soit nulle soit de la forme {r \E Ep ,} pour un monomorphisme de corps A = A, : F——E. Et

pour i, j € I~ {r} la paire dualisante associée est comme dans (A).

Rappelons que pour chaque paire dualisante de bimodules { M, M*} avec M € gbimodg pour deux k-
surcorps E et F, si on désigne par M ® M * %8 B et M* @ M—2%F les deux formes bilinéaires attachées

. . . p 3=3 *=bj;
a la paire {M, M*}, alors les morphismes duals correspondants sont notés E MM 2 .M @ M* et
F ¥ =31+ om =g

M* @ M. Et relativement 2 une paire arbitraire {Y,Y*} de bases mutuellement duales
ou Y est une F-base droite pour M et Y* = {y* : y € Y} est la base duale correspondante pour M*, ona:
3 =3(1) = ¥ y®y*; de méme relativement a une paire arbitraire {X, X*} de bases mutuellement duales
: yeyY

oll X est une E-base gauche pour M et X* = {z*: x € X} est la base duale correspondante pour M*, on

a:3 =3(1) = ¥ z* ® z. Pour chaque carquois modulé triangle-décoré Q avec Qy = I, on pose trg(Q)
zeX ’

I’ensemble de tous les triangles dans Q, ol ici un triangle dans Q est un sous-carquois modulé plein de Q

induit par un 3-cycle dans Q (et donc les permutations cycliques d’un 3-cycle induisent un méme triangle).

Définition 5.2.2. Soit A € {A,B, C}, alors un carquois modulé Q est amassé de classe A s’il vérifie les
conditions (cA1l) et (cA2) ci-apres. ‘ '

(cAl) La modulation de Q est dans 9, ,(E,F) pour deux k-surcorps E et F, avec (a,b) €
{(1,1),(1,2),(2,1)}, et le carquois valué sous-jacent Q de Q est dans Mut(A), c’est-a-dire Q est
triangle-décoré de classe A.

(cA2) Les triangles dans Q sont compatibles avec la mutation amassée dans le sens qu’on a les relations

suivantes : Pour tout triangle trivialement valué
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Fy-1, Fay,
FRL

ona\;; = A;; o Ay Etsi(a,b) € {(1,2),(2,1)} et Ie point (co)racine r se trouve sur un triangle de

I’une des deux formes suivantes avec k, = E,

alors selon le cas on a I’'une des deux relations : A, , = /\,Zi O Ak OU Agrr = Ar g © Ags.

Enfin, pour pour décrire tous les carquois modulés avec potentiels des algébres inclinées amassées de

type A € {A, B, C}, nous posons la définition suivante.

Définition 5.2.3. Soit A € {A,B,C}. Alors on note Qpot(A) la famille des carquois modulés avec po-
tentiels de classe A dont chaque membre (Q, m) est tel que Q soit amassé de classe A et la condition
supplémentaire (cA3) suivante soit vérifiée.

(cA3) 'Le potentiel m est donné par la somme m = 3 . m, des potentiels rigides attachés aux
aetrg(Q)
. triangles dans Q et décrits comme suit :

> Si A est trivialement valué avec Ag= {7, k, j} comme dans la condition (cA2), alors fixant un point
dans A, par exemple le pointi,onposem, =m,; =1®1®1€F,, ®F,  &®F, .

» Si A=A, est donné par le triangle modulé & gauche en (éAZ), alors fixant le point racine r €A, on
posemy, =m,, =1Q1®1€g, FQF, ®Fg),,.

> Finalefnent si A=A, est donné par le triangle modulé ‘a droite. en (cA2), alors fixant le point
(coyracine r €A, onposemy = My, = 111" +i®1® 1" € Epy,, @ Fs , ®ra, E,
o {1,i} est une F-base droite de Er », , et de Er, ), tandis que {1*,i*}1a F-base duale correspon-

dante pour F,)\S/',E avec Ay, = Arp O Ag, s

Avec les notations de la définition 5.2.3 précédente, on rappelle que J(Q, m) désigne 1’algebre jaco-

bienne associée au carquois modulé avec potentiel rigide (Q,m) € Opot(A), m = Y m, étant le
Actrg(Q)

potentiel rigide primitif sur Q décrit par la condition (cA3) et donné comme somme des potentiels rigides
associés aux triangles dans Q. .

Nous soulignons que pour le résultat principal de ce chapitre, k est un corps commutatif quelconque
non nécessairement parfait, la réduction des carquois modulés avec potentiels s’appliquera pour la famille

Qpot(A) car nous ferons des mutations évitant le point racine.

Théoréme 5.2.3. Soient A = kQJR une algébre de carquois modulé lié et A € {A,B,C}. Alors A est

inclinée amassée de type A\ si et seulement Q est triangle-décoré amassé de classe A et A= T7(Q,m) on
(Q,m) € Qpot(A). ' '
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Preuve du théoréme 5.2.3

La preuve du théoréme 5.2.3 est une conséquence directe du lemme 5.2.4 ci-dessous et du théoréme
de structure 5.1.1. En appliquant le lemme 5.2.4, voyons comment on dérive le théoreme 5.2.3. En vertu
du théoréme de structure 5.1.1, la (co)racine r étant fixée dans A (si A = A, on peut se passer de la .
racine), on sait que Mut(A) = Mut /e(A), ot Mut/(A) est I’ensemble des carquois valués obtenus par les
mutations successives des orientations de A en évitant de muter a la racine. Il s’ensuit que toutes les algebres
inclinées amassées de type A s’obtiennent a partir des algebres héréditaires de type A par des mutations
successives évitant le point racine r. Or a isomorphisme pres, il est clair que chaque algebre héréditaire
~ de type A est donnée par un carquois modulé avec potentiel acyclique (I',0) € Qpot(A). Et comme le
lemme 5.2.4 stipule que Qpot(A) est stable pour les mutations de carquois modulés avec potentiels, il en
résulte qu’a isomorphisme prés toutes les algebres inclinées amassées de type A sont exactement données
par les algébres Jacobiennes de carquois modulés avec potentiels appartenant a Qpot{A), si bien que le
théoréme 5.2.3 est vrai. On a aussi utilisé le théoréme 4.3.2 qui stipule que, si A = J(Q, m) = End¢(T)
est inclinée amassée pour un objet inclinant amassé 7" dans une catégorie amassée C, alors 1’algébre inclinée
massée 1 (A) := Ende(ui(T)) est égale i I’algébre jacobienne 7 (1(Q, m)) associée 2 la mutation du

carquois modulé avec potentiel (Q, m) (lorsque cette mutation est définie).

Lemme 5.2.4. Soir A € {A, B, C}. Alors pour tout (Q, m) € Qpot(A) et pour tout point k dans Q distinct
de la racine, la réduction des carquois modulés avec potentiel s’applique a la semi-mutation [i;(Q, m) et
le carquois modulé avec potentiel 1, (Q, m) est encore dans Qpot(A) a isomorphisme prés de carquois

modulés avec potentiels.

Démonstration. Soit (Q,m) € Qpot(A) et k un point de Q distinct de la racine, on garde a esprit les
notations des définitions 5.2.2 et 5.2.3 et aussi le fait que, si Q désigne le carquois valué sous-jacent de Q,
alors le carquois valué 11;(Q) est encore dans Mut(A), de plus il existe (a,b) € {(1,1),(1,2),(2,1)} avec
Q € M, ;(E, F) pour deux k-surcorps E et F. I = Qj étant I’ensemble des points de Q et K = Elkj, notons
B = k@, = @ ;B; le bimodule de toutes fleches valuées dans Q, (chaque paire dualisante {:Bj, B } est
_décrite par la ldjgiinition 522, et z-Bj est de dimension 1 a gauche ou a droite). On pose aussi €, = 1 — e, =
' IZ kei ol pour chaque i € I, e; est I’unité du k-surcorps k; C K.
* ’lén considere les sous-ensembles In(k) = k- = {ie€l:Q(i,k) #0} et Out(k) = k* =
{j €1: Qi(k,j) # 0}. Chaque paire de points i € In(k),j € Out(k) détermine dans Q un unique che-
min valué w; s ; : i—5k~54;5 de longueur 2 via k. Et en vertu du théoréme de structure 5.1.1, il existe au
plus quatre chemins de longueur 2 via k et, parmi ces chemins, au plus deux sont pleins. De plus, si w; i ;
n’est pas plein, alors k est sur un triangle cycliquement orienté A, x ; dans Q. On divise alors I’ensemble

In(k) x Out(k) en deux blocs disjoints I7,, et % définis comme suit :

Iy = {(i,7) € In(k) x Out(k) : kest surun triangle Ay}, et

Ty = {(i,5) € In(k) x Out(k) : wis,; est plein }.
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La décomposition correspondante pour le bimodule produit BeyB = DBey ® e, B est donnée par
BeyB=M@® M avec M = ¥ By B,etM' = 3 BB, Rappelons que trg(Q) désigne I’en-
(LI)ET GOSN ‘

semble de tous les triangles dans Q ; on pose trg(k) C trg(Q) les triangles dans Q contenant le point &, et
trg(k) = trg(Q)-trg(k), d’aprés ce qui précéde on a, trg(k) = {A;x;: (3,7) € I%k)} et on sait que

m = Z m, = Z mAz‘,kj + mavecmm = E mp.
AEtrg(Q) (i,j)el%k) aetrg(k)

Maintenant, en vue d’exprimer m en utilisant un systénie droite de fleches et un systéme gauche de fleches
pour Q, et en se rappelant que (Q, m) € Qpot(A) est décrit par la définition 5.2.3, on fixera un systéme

droite de chemins Y(x) = {y1,...,yqypour M = 3 ;BB ; en suivant les lignes ci-aprés. Une ki-base
(L.1)€lfy,
droite de Be; est donnée et notée Q,(-, k) = U :Q,(i, k) ol, pour chaque i € In(k), on sait qu’une
i€In(k) .
ki-base droite 9, (i, k) = {y(i’k),l, ... ,y(i,k),qi,k} de ; B, est formée, soit d’un seul élément (1’unité "1" du

k-surcorps qui détermine le bimodule ; B, € M, ,(E, F)"), soit de deux éléments (1, i comme dans le dernier
volet de la condition '(cA3))‘. D’autre part la forme de Q dans la définition 5.2.2 montre que k; = k; et le
bimodule ; B, est toujours de dimension 1 a droite et a gauche, et une base gauche-droite de ;. B; est donnée
par I'unité du k-surcorps déterminant le bimodule ;B ; comme en (cA3), (qu’on note indifféremment "1",

ici dans la preuve on pourra aussi noter cette unit€ "e; ; := 1" si on veut mettre en évidence le bimodule
kBj). Ainsi,
Yy = U2 RQi (6, k)rQu(k,J) = {y(i,k),t ® 1= yn®ery: (i,7) € I%k),t = 1-'-’Qi,lc}
(i,7)el
(k) A
est le systeme droite de chemins correspondant pour le bimodule
M = ¥ BuB,;etsous forme compacte onécrit Yy = {y1,.-.,¥}
(5)€l, :

Par ailleurs, pour chaque paire (i,j) € I%,c) on sait qu’il existe (en vertu du lemme 5.2.2) un

isomorphisme canonique de bimodules f;; :;B, ® ;B,—=—;B;* envoyant ;Q,(i,k) ® Q:(k,j) sur

une kj-base droite ,Q;(i,5) de ;B,* (coincidant en fait avec avec RQ,(i,k) puisque ky = k;),
et Uinverse f, = ifj_l 4B ® (B)"—=;B; de I'isomorphisme dual de f;; envoie la base duale

‘RQf(k,j)-RQ’f(i, k) = {1 D Yimypr-- 1 ® y(*i’k)yq%k} sur la base duale (Q, (J, i) = {a:(jﬂ-)’l, . ,x(j,i))qj’i}
de Q7 (J,1) avec g;; = ¢; k. Ainsi suivant la famille des paires d’isomorphismes canoniques de bimodules
mutuellement duals (f; ;, f{j)(z‘,j)eln(k)xout(k), le syseme dual Y, = {y{, . ,y;} de Yy est envoyé sur
P'union X de toutes les bases gauches ;Q, (j,7) avec (i, j) € I%k), qu’on note aussi sous forme compacte
par Xy = {x1,..., 24} avec z, correspondant a y; pour 1 < s < q.

Alors la composante m,,, . associée au triangle Ai;;w-e trg(k) s’exprime relativement aux systémes de

fleches et de chemins précédents par

q; .k
Maie; — tgl Yakt ® 1@ TG = > Ys & T,
- 1<s<gq

ys € xQu(1, k) ® {1}
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ou ici et comme déja mentionn€ on écrit indifféremment 1 = e, ; € B, pour I'unité du k-surcorps déter-

minant le bimodule B;. Avec les considérations précédentes, on a la décomposition suivante du potentiel

m.
m=mg + W avec )
q qik
M) = Zys ®rs = Z Zy(i,k),t ® er; ® T(ji € (BexB) ® B
s=1 (i,j)el?k) t=1 (].k)
m= Z my € TK(EkBEk)
A€Trg(Q) . /
Maintenant, une fois que les notations précédents ont été posées, pour la prochaine étape on veut
examiner la semi-mutation /i,(Q,m) = (jix(Q), fix(m)) = (Q,M) du carquois modulé avec potentiel

(Q, m) au point k, en suivant les lignes de la définition 3.5.1. Et en vue d’appliquer la réduction des car-
quois avec potentiels a ji,(Q, m), on construira un autre carquois modulé avec potentiel (Q', m’) tel que
(Q,m') € Qpot(A) et J(fe(Q,m)) = J(Q',m') a une p-équivalence droite prés (c’est a dire ici, un
épimorphisme 7 : k(1 (Q))——kQ' tel que ker(m) C Jy . et w(fix(m)) = m', comme I'exprime le
théoréme de réduction 3.4.4). Posons donc B := [ix(B) le bimodule des fleches valuées dans Q. Alors en
suivant les différents points de la définition 3.5.1, le carquois modulé avec potentiel (Q, #i) est décrit comme
suit :

(i) B = &, Be, ® [Be, B) & ((Beg)* ® (e, B)*) ot [ Bey B] coincide avec le bimodule Be, B avec la conven-
tion que, vus dans kQ, les éléments de Be, B sont de degré homogene 1 (pour chaque = € Be;, et chaque
y € ex B, I’élément z ® y = x-y € Beg B est encore noté [xy| lorsqu’il est vu dans E).

(ii) 7 = [m] + 3, o, comme en (i), [m] coincide avec m mais vu dans kO, si bien qu’en prenant en compte
(Lk) ona [m] = [m()] + M. Et 3, est donné par 3, = 3., 5., s Si bien que suivant un systéme droite

de fleches ;Q, pour B auquel est associé le systéme dual correspondant pour-B*, on a :

5= deamsmes = X yz]® 2" @y
f (Ber B8 BexB) YErQ1(-k),2€:Q1 (k,-)
= D [y ® ex ] ®ex; ® Y™,
(4,5)€In(k) x Out(k),y€xQ1 (4,k)
Ol e et ex; = e;jx sont tous deux égaux a l'unité du k-surcorps sous-jacent a la paire dualisante
{3Br:5By"}-

(iii) Pour chaque paire (i, j) € I—%—,;, d’apres ce qui précéde on sait que dans Q on a un unique chemin plein

, et la composante m',. de 3,

Wi 15k %4], et alors dans Q = fix(Q) on a un triangle (plein) A*= 1Y

associée est illustrée comme suit,
kg

oy 4

. s

i 4
&\‘“ N‘

*__ A% .
AT=A ki B B B.*%.B.*
[iBy®kB)] xB,;"®:B;

Jki

kj AVECWMar = 3o oninin, e m

Or en vertu du lemme 5.2.2 décrivant les isomorphismes d’un produit de paires dualisantes de bimodules
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dans Qpot(A) vers un représentant dans Qpot(A), si on note A’=A’, . le triangle modulé obtenu du tri-

angle A*= ci-dessus en remplacant la paire dualisante produit { [iBy ® B, ¥B;" ®.B k*} par son re-

] ki
présentant dans Qpot(A), disons {;B ; ,iBj'*}, alors le triangle avec potentiel (A*, m,-) est naturellement
isomorphe 2 un triangle avec potentiel (A’, m’,) € QOpot(A). Ainsi, pour le carquois valué 2-acyclique
Q' = u(Q) € Mut(A), on considere le carquois modulé Q" € Qpot(A) dont le carquois valué sous-jacent

est donné par Q' tandis que la modulation est décrite comme suit,

=kQ] = ( EB_,Bi’) @ (Ber)* @ (exB)* @ €, Be, eton a une identification

(4, J)El(k)

{iB, ® B, «B;* ®B,*} = {iB},:B;*} et (0", my.) = (a',m},) € Qpot(A) et k)
rg(Q) = U {a}..) utrg(k).
(i,5)€12

(k)

(iv) Enfin, pour chaque paire (i, ) € I, on sait que dans Q le chemin w; ; 1, n’est pas plein et k est sur un

triangle cycliquement orienté A=A, ;. ;. La semi-mutation [i;, transforme A comme suit :

o5 K g g
e < ;B B,
Hk
ki jBi* iB; kj

Ainsi, relativement aux systémes de fleches et de chemins précédemment fixés, le potentiel 2-cyclique

A=Nik

déterminé par la composante [m,, , .| de m, et le potentiel Mas, 7= B0.,8,k8,18G5, @4 B, ) provenant de 3,

et induit par le triangle A}, ; dans Q sont donnés comme suit :

9i.k 93,k
Mol = X lWawe®ers]®zgaeetma, = L [Ware ® el © v
avec Ve = €; @ Yips € RQT(K, 7)Q5 (1 k) = {1} ® Qi(5, k).

Il découle alors des points (i), (ii), (iii), (iv) et de (1.k) que le potentiel m se décompose sous forme

compacte comme suit,

q
m=[m]+3 = Zysxs—i—z [Ys]vs) + Myeq OU Myeq = M + 3, avec
s=1 s=1
(3K
w= ) mA,et;,k_ > m,., avecy, =1®y;, 1<s<g. _
A€trg(Q) (z,j)e%
. q o~
Donc la composante de degré 2 de @ est M@ = 3 [y]z, € By == & ([iBuB;]) ® ;B et
s=1 (7, J)GI

*)
clairement, la partie triviale (B, ) du carquois modulé avec potentiel (Q, ) scinde, si bien qu’on

peut appliquer le théoréme de réduction 3.4.4 pour réduire (é, m). En posant Ered = l§/§triv, (2.k) montre

. N . . . ~ « . = =< v . .
clairement qu’a un isomorphisme canonique pres, la paire dualisante {Bred, Bred} coincide avec la paire
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dualisante {B’, B} définissant le carquois modulé Q' et de plus, (E,ed, M.eq) coincide avec un carquois
modulé avec potentiel (Q', m’) € Opot(A). Par ailleurs, la p-équivalence utilisée dans le théoréme de ré-
duction 3.4.4 est I’épimorphisme 7 : k(fix(Q))——Tk(Brea) = kQ’ tel que ker(n) soit égal a I'idéal

trivial associée 2 m et donné par I = JEV = (9, m,0,,m, : 1 < s < g)etm Gy = 1. Mais clairement
o ) Tx (Bred

~ g q

(3.k) et (1.k) montrent que 9, M = z, + vs et J,,m = [y,], si bien que 3 [ys]zs + X [ys]vs € ker(m) et
h s=1 s=1

donc 7(m) =0+ myeq = m'.

On obtient donc que 1 (Q, m) = (Q', m') € Qpot(A), établissant ainsi la validité du lemme 5.2.4. O

Signalons qu’en se restreignant un peu sur des corps parfaits, les résultats de ce chapitre donnent ai-
sément la caractérisation des algebres inclinées amassées de type F, au moyen des carquois modulés avec
potentiels, cette caractérisation n’est pas incluse ici par manque d’espace et laissée comme un simple exer-

cice au lecteur.
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Conclusion

Dans cette thése nous -avons abordé plusieurs theémes et obtenu plusieurs résultats importants. Le pre-
mier donne I’existence (d’une version non-simplement lacée) des structures amassées pour les catégories
2-Calabi-Yau sur un corps commutatif quelconque k, et une premiére application réalise directement une
large classe d’algebres (et de sous-algebres) amassées non-simplement lacées de type géométrique. Il serait
intéressant de savoir ce qui se passe si on remplace le corps k par un anneau commutatif artinien k et si on
travaille sur les k-catégories C dans lesquelles I’algebre d’endomorphisme de chaqhe objet dans C est une
algebre d’ Artin. Rappelons-nous que les structures amassées dans les catégories 2Calabi-Yau, et en parti-
culier dans les catégories amassées, apparaissent comme [’une des diverses catégorifications des algébres
amassées ou plus précisément des mutations. D’ailleurs, il existe actuellement d’autres travaux en cours
pour la catégorification des algébres amassées a l'intérieur des catégories monoidales dans lesquelles le
produit tensoriel remplace les sommes directes (voir par exemple la thése de Gongalo N. Tabuada : Théo-
rie homotopique des dg-catégories). Et il s’avere que cette derniére approche permet de capturer de fagon
plus naturelle et plus fidele la combinatoire sous-jacente aux algeébres amassées. Nous aimerions, dés que
possible faire un tour de ce coté la.

Le deuxiéme théme abordé dans cette theése concerne la généralisation des carquois avec potentiels et
des mutations de carquois avec potentiels en introduisant les carquois modulés avec potentiel ainsi que leurs
mutations. Le plus important résultat a ce sujet est donné par le théoréme de réduction ou de décomposition
des carquois modulés avec potentiels : il stipule qu’ a une équivalence droite faible pres et au moins lorsqué
le corps de base est parfait, tout carquois modulé avec potentiel (Q, m), dont la partie triviale (Qyy, m®)
est non-nulle, peut étre réduit a un carquois modulé avec potentiel dont la partie triviale est nulle et cette
réduction préserve dans un certain sens les idéaux jacobiens. Il découle de ce résultat qu’a une équivalence
droite faible prés, la mutation de carquois modulés avec potentiels est une opération involutive. Ces deux
résultats généralisent ceux de [24] ou Derksen, Weyman et Zelevinsky obtiennent la réduction et la mutation
des carquois avec potentiels a une €quivalence droite preés. Bien que ’équivalence droite faible ait été suf-
fisante pour manipuler les carquois modulés avec potentiels, une question qui mérite d’&tre soigneusement
traitée est celle de savoir si pour les carquois modulés avec potentiels on peut raffiner 1’équivalence droite
faible en une équivalence droite tout court. D’autre part, dans [24] les auteurs abordent aussi I’étude des
représentations de carquois avec potentiels, nous n’avons pas traité ce volet dans cette thése et cela n’aurait
~ dailleurs pas pu tenir ici avec tous les autres sujets que nous avons traités, surtout si on tient compte des
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limitation imposées par le temps et par I’espace. Ainsi, la prochaine étape pourrait bien étre 1’étude des
représentations de carquois modulés avec potentiels.

Avec I'introduction des carquois modulés avec potentiels, nous avons également pu généraliser les ré-
sultats de [11] dont les plus importants établissent les faits suivants la description des algebres jacobiennes
de carquois modulés avec potentiels en utilisant les suites faiblement 2-presque scindées, la compatibilité
entre la mutation des carquois modulés avec potentiels la mutation des objets inclinants amassés dans les
catégories 2-Calabi-Yau ; une conséquence importante est que, au moins sur des corps parfaits, les algebres
inclinées amassées sont données comme algebres jacobiennes de carquois modulés avec potentiels. En par-
ticulier, nous avons été capables de calculer plus explicitement lés carquois modulés avec potentiels des
algebres inclinées amassées de type A, B, C; et les techniques présentées dans cette thése permettent aussi
de calculer aisément les carquois modulés avec potentiels des algeébres inclinées amassées de type IF, et des
types euclidien B et C ..., nous n’avons pas inclu le cas de F, par manque d’espace. On doit remarquer
que, méme dans le cas le plus simple d’une algebre inclinée amassée A de type A (le carquois valué Q i
est mutation-équivalent a une orientation du graphe dé Dynkin A,, pour un certain n € IN,) sur un corps k
non-algébriquement clos, le carquois modulé Q T de A doit satisfaire 2 certaines relations de compatibilité
méme si les bimodules déterminant Q T sont tous de dimension 1 sur un k-surcorps E (Définitions 5.2.3 et
Théoréme 5.2.3). Bien entendu, dans le cas simplement lacé, la caractérisation des algebres inclinées amas-
sées de types A, D, Eg, E; et Eg est obtenue d’abord dans [13] en utilisant les carquois liés, puis dans [24]
en utilisant les carquois avec potentiels.

Nous aimerions aussi mentionner que, dfi 2 un manque d’espace, nous avons été obligé de couper la
partie géométrique de cette theése, donnant une réalisation géométrique des catégories m-amassées de types
B et C comme 7-catégories complétement graduées des mailles d’un carquois modulé défini a partir des
dissections m-divisibles d’un polygone régulier, cela a été possible en faisant appel a la technique du pliage

des carquois pour partir d’une réalisation géométrique déja existante des catégories m-amassées de type A.

Perspectives 5.1 (Autour de la catégorie amassée C(g m)). Dans le cas simplement lacé, Claire Amiot a
montré (dans sa these [1]) que la catégorie amassée C(qw), associée 2 un carquois avec potentiel Jacobi-
fini, est Hom-finie 2-Calabi-Yau, et les algébres jacobiennes des carquois avec potentiels apparaissent aussi
comme algebres inclinées 2-Calabi-Yau. Sous réserve que la conjecture 5.2 ci-dessous tienne, nous avons vu
(Théoréme 4.4.2) que la catégorie amassée C(g m), associée a un carquois modul€ avec potentiel Jacobi-fini
et généralisant la construction de Claire Amiot, est également Hom-finie 2-Calabi-Yau, et les algebres jaco-
biennes des carquois modulés avec potentiels apparaissent elles aussi comme algebres inclinées 2-Calabi-
Yau. Par ailleurs, méme dans le cas simplement lacé, on ne sait pas encore (Mai-Novembre 2009) si la
catégorie C(q,w) possede toujours la fameuse structure amassée.

Ayant construit (en 4.4.2) une version non-simplement lacée de la dg-algebre de Ginzburg ([34, sec 4.2]),

nous avons posé la conjecture suivante :

Conjecture 5.2. Le cas particulier 4.4.1 duthéoréme de Bemhard Keller [50, 6.3] se généralise au contexte
des carquois modulé : pour un carquois modulé avec potentiel (Q, m) olt Q est fini et m est dans kQ, la
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dg-algebre généralisée I'(Q, m) est homologiquement lisse et 3-Calabi-Yau en tant que bimodule.

Question 5.3, (1) lorsque Q est écyclique et k non parfait, la catégorie C.(Q’O) est-elle encore exactement
équivalente a Co ? Ou encore, est-il possible d’étendre le théoreme de Keller-Reiten 4.4.3 lorsque k
n’est pas nécessairement parfait ?

(2) Si (Q, m) est jacobi-fini 2-acyclique et k € Q,, la catégorie DI'(1x(Q, m)) est-elle exactement
équivalente 2 DI'(Q, m) pour tout corps k ? Pour cette question, on peut supposer que k est parfait
pour garantir que la réduction des carquois modulés avec potentiels soit toujours possible, si bien que
I’existence de p(Q, m) est aussi garantie. |

(3) (Q,m) étant un carquois modulé avec potentiel jacobi-fini (avec Q non-acyclique), la catégorie

C(o,m) posséde-t-elle une structure amassée ?

Dans le cas simplement lacé, Keller et Yang [52] préparent déja une réponse positive a la question 5.3-
(2) et ce, dans un cadre plus général. Il sera tres intéressant de regarder la situation prenant aussi en compte
le cas non-simplement lacé, méme comme déja signalé avant on aura besoin "d’adapter” au conteste des

carquois modulés les nombreux outils existants pour la cas simplement lacé.

Perspectives 5.4 (Vers une approche non-simplement lacée i la conjecture de périodicité). Mention-
nons qu’en utilisant une catégorification de nombreux invariants de la théorie des algébres amassées par
les catégories 2-Calabi-Yau dans [44, section 8], Bernhard Keller a tout récemment prouvé la conjecture
de périodicité pour le cas simplement lacé (c’est-a-dire pour une paire (A, A’) de deux diagrammes de
Dynkin simplement lacés). On a donc ici toute une autre perspective & explorer, car il existe une version
non-simplement lacée de la conjecture de périodicité, voir [53]. Fomin-Zelevinsky ont obtenu dans [29] un
résultat partiel correspondant & une paire (A, A;) oll A n’est pas nécessairement simplement lacé. Seulement
et comme d’ailleurs mentionné tres tot dés ’introduction de cette these, plusieurs techniquesbet résultats de
catégorification de divers aspects de la théorie des algebres amassées ont ét€ donnés dans le cas simplement
lacé. Nous osons espérer qu’en fournissant dans ce travail une généralisation des potentiels, et en tenant
compte des précieux liens qui existent déja entre les catégories 2-Calabi-Yau et les algebres amassées, plu-
sieurs auteurs trouveront ici quelque motivation pour continuer la catégorification des invariants de la théorie
des algebres amassées qui nécessitent une généralisation pour inclure le cas non-simplement lacé. En effet
la version non-simplement lacée de la conjecture de périodicité est encore ouverte (Mai-Novembre 2009) !

Bertrand Nguefack’
‘Sherbrooke, 17 novembre 2009
ng.bertd@yahoo.ca
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