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Sommaire

Cette thése s’inscris dans le cadre général de la reconnaissance de formes
structurelles. Elle s’intéresse plus particuliérement & la modélisation des
formes par les graphes. L’utilisation de graphes est motivée par le double
intérét qu’apportent ces derniers pour modéliser tous les objets d’une forme
donnée et toutes les relations inter objets nécessaires pour la reconnaissance.
Un exemple typique utilisé dans cette thése est celui de la recherche d’images
par le contenu(RIPC). Cependant, les techniques présentées dans cette thése
ont un champ plus vaste que la RIPC. La représentation des images par des
graphes implique le recours & des algorithmes d’appariement de graphes afin
de comparer et de détecter la similarité entre les iinages. Par ailleurs la re-
cherche dans une base de données d’image nécessite une réorgémisation préa-
lable de la base afin de faciliter la recherche, ce qui nous conduit & faire appel

a des techniques de classification des images représentées par des graphes.

Dans un premier temps, nous proposons un nouvel algorithme pour mettre
en correspondance un graphe requéte et un graphe modeéle. L’idée de base
est de diviser le processus de recherche des correspondances en plusieurs
phases (K). A Vissue de chaque phase, 'ensemble des correspondances est
extrait, évalué et finalement comparé a celui dont le colit de correspondance
est minimal. Dans un deuxiéme temps, nous proposons un nouvel algorithme
pour identifier un représentant appelé Graphe Médian, parmi un ensemble
de graphes. Le role du graphe médian est capital pour la classification et
la réorganisation d’une base de données image utilisant les graphes pour
représenter son contenu. Finalement, nous proposons un systéme de recherche
d’images par le contenu utilisant les graphes pour représenter leur contenu
et les deux algorithmes précédemment décrits. D’une maniére générale, les
résultats présentés dans cette thése montrent I'intérét potentiel d’utiliser les

graphes pour représenter les formes. Ces résultats semblent valider le choix
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judicieux des graphes comme une solution de remplacement aux structures
de données classiques & savoir les vecteurs. De plus, on voit clairement &
travers les résultats obtenus que les algorithmes, développés dans cette thése,
pourront jouer un role primordial comme un outil de mesure de similarité

dans un espace aussi complexe que les graphes.
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Introduction

Le domaine de la reconnaissance de forme a attiré, dans les derniéres dé-
cennies, la curiosité d’une grande partie de la communauté scientifique. Plu-
sieurs travaux ont été réalisés sur le plan théorique et pratique. Ces travaux
ont conduit d’une part & I'apparition de nouvelles méthodes de reconnais-
sance et d’autre part & ’apparition de plusieurs systémes de reconnaissance

3 la fois commercial et éducatif.

On distingue deux approches utilisées en reconnaissance de forme per-
mettant de reconnaitre et d’identifier une forme appartenant & une catégorie
ou une classe : approche structurelle et I’approche statistique. La premiére
approche utilise une description liée a la nature des formes étudiées. Cette
approche permet de caractériser les objets et les relations intrinséques entre
ces objets et, ensuite, de comparer 'ensemble & l’aide des techniques dif-
férentes de celles utilisées dans les espaces métriques usuels. La deuxiéme
approche, fondée sur 1'étude statistique des mesures effectuées sur les objets
3 reconnaitre, permet, dans un premier temps, d’identifier les objets et, dans
un deuxiéme temps, de prendre une décision sur leur appartenance a une
classe bien déterminée de type "plus forte probabilité d’appartenance & une

classe'".

Dans ’approche structurelle, la représentation des données est décrite par

un ensemble de chaines, d’arbres ou de graphes. Le probléme de la reconnais-



sance est alors vu comme une mise en correspondance entre les deux formes.
Cependant, dans ’approche statistique, la représentation des mesures effec-
tuées sur les objets est décrite par un ensemble de vecteurs dans un espace
fini. Le probléme de la reconnaissance peut alors étre formulé sommairement
de la maniére suivante : étant donné un vecteur inconnu, comment trouver

la classe a laquelle on doit 'affecter ?

Une premiére comparaison entre les deux approches nous permet de dé-
gager la puissance de la premiére approche 2 représenter judicieusement les
formes en tenant compte & la fois du contenu des objets et de leurs relations
intrinséques. Cette constatation vient aussi du fait que la représentation vec-
torielle est facilement transférable en une représentation structurelle, ce qui

n’est pas vrai dans le sens contraire.

Cependant, ’approche structurelle souffre d’une part d’'un manque d’ou-
tils mathématiques puissants capables de mesurer le degré de similarité entre
les objets par rapport & ceux utilisés dans I’approche statistique et d’autre
part de la complexité élevée des algorithmes existants. Cela explique 'utilisa-
tion fréquente des méthodes statistiques dans le domaine de la reconnaissance
de formes et plus précisément dans le domaine de la recherche d’images par
le contenu. Malgré ces difficultés, nous assistons de nos jours & un regain
d’intérét pour I’approche structurelle et 'utilisation des graphes, en particu-
lier comme outil de modélisation de formes (image, caractére, scéne, parole,
etc.). Ce regain d’intérét a permis 'apparition de plusieurs travaux amélio-
rant d’une part des méthodes existantes et d’autre part le développement des

nouvelles méthodes, afin de manipuler et comparer les graphes.

Une analyse détaillée de ces différentes méthodes montre que le but ul-
time recherché est la réduction de la complexité exponentielle du probléme de
I’appariement de graphes. La complexité élevée du probléme est causée par

’explosion combinatoire des mises en correspondances possibles pour trou-



ver un appariement entre une paire de graphes. Cette complexité augmente
d’une maniére linéaire avec le nombre de paires de graphes & comparer. Cela
rend le probléme encore plus difficile & résoudre. Nous avons divisé les mé-
thodes d’appariement de graphes en deux classes (voir Figure 1). Dans la
premiére classe, nous avons regroupé des méthodes dites un-avec-un (one-
to-one). La recherche de l’appariement est réalisée en comparant une seule
paire de graphes. On vise uniquement & réduire la complexité exponentielle
engendrée par la mise en correspondances des sommets et des arétes des
deux graphes. Dans la deuxiéme classe, on trouve des méthodes dites un-
avec-plusieurs (one-to-many). On vise a réduire la complexité engendrée a
la fois par I’explosion combinatoire d’une seule comparaison d’une paire de
graphes et par 'aspect linéaire d’une séquence de comparaisons de plusieurs
paires de graphes. La littérature nous dévoile que la premiére classe a été la
cible sans équivoque des chercheurs. Bien que, le nombre de méthodes ap-
partenant 3 la deuxiéme classe soit relativement faible par rapport & celles

issues de la premiére classe, les percées accomplies sont considérables.

Techniquement parlant, les méthodes appartenant & la premiére et a la
deuxiéme classe reposent sur deux types d’approches. Une premiére approche
est basée sur une ezploration déterministe de l’espace de recherche. Une
deuxiéme approche est basée sur une ezploration non déterministe utilisant
des techniques d’optimisation stochastique. Parmi ces techniques, on peut ci-
ter les algorithmes génétiques, les réseaux de neurones, les outils algébriques,

les outils probabilistiques, etc. (voir Figure 1).
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F1G. 1: Classification des méthodes d’appariement de graphes.

Dans la deuxiéme classe, nous avons distingué trois types de méthodes.
La premiére méthode utilise une technique de décomposition des graphes en
plusieurs sous-graphes. La recherche est ensuite effectuée sur un arbre de déci-
sion préalablement construit. La deuxiéme méthode utilise des techniques de
classification. Enfin, la derniére méthode utilise les techniques d’indezation
d’une base de données. Il est important de signaler que la méthode de clas-
sification est divisée, & son tour, en deux sous-classes. La classification est
une technique qui permet de regrouper un ensemble de données dans dif-
férents groupes. Chaque groupe est identifié par un représentant. Une pre-
miére sous-classe appelée classification avec représentant et une deuxiéme

sous-classe appelée classification sans représentant. Vu la difficulté de trou-




ver un représentant, étant donné qu'’il s’agit d’une structure aussi complexe
que les graphes, la majorité des algorithmes existant appartiennent a cette
deuxiéme sous-classe. Récemment, Bunke [10] a définit un nouveau concept
appelé "graphe médian”. Le premier et le seul algorithme existant, & notre
connaissance, capable de construire le graphe médian a été proposé par Jiang,
Munger et Bunke [56].

On appelle graphe le couple G(X,Y"), ol X est un ensemble de sommets
et Y un ensemble d’arétes. Dans cette définition, aucune étiquette ou pon-
dération n’est associée aux sommets ou aux arétes. Dans le cas contraire, le
graphe deviendra un 4-uplet G(X,Y, f,g) ot f et g sont respectivement la
fonction d’assignation des étiquettes aux sommets et aux arétes. Le graphe est
appellé "graphe étiqueté". Ces deux types de graphes ont un traitement dif-
férent lors de la recherche de ’appariement. On parle d’une recherche ezacte
pour le premier cas (graphe non étiqueté) et d’une recherche inezacte dans
le deuxiéme cas (graphe étiqueté). La recherche exacte suit une loi d’exac-
titude absolue ol l'imperfection est catégoriquement rejetée. La recherche
inexacte, appelé aussi recherche approximative, autorise une tolérance re-
lative d’imperfection. Malheureusement, les différents algorithmes existant
dans la littérature ne s’appliquent pas de la méme maniére sur les deux types

de graphes.

Classe un-avec-un

Les travaux de Barrow, Popplestone et Burstall [2] [3] d’une part et de
Fischler et Enschlager [28] d’autre part, effectués au début des années 70, ont
montré 'importance de 1'utilisation des graphes pour décrire et représenter les
formes, en particulier les images. Nous allons présenter les différents méthodes

appartenant & cette classe.

Arbre de recherche



L’histoire des algorithmes d’appariement de graphes commence avec l'ap-
parition de 1’algorithme de Corneil et Gotlieb [19]. Le principe repose sur
une énumération de I’espace de recherche. De nos jours, l’algorithme de Ull-
mann [110], reste le plus performant et le plus utilisé comme algorithme de
référence. L’algorithme est basé sur une recherche arborescente avec rétro-
propagation. Le point fort de I’algorithme est ’introduction d’une procédure
de vérification et de rejet par anticipation d’éventuelles mises en correspon-
dances non compatibles. Ces deux algorithmes appartiennent a la premiére
classe dans notre classification et utilisent la premiére approche (exploration
déterministe) décrite ci-dessus. Ils visent la recherche exacte. Tout récem-
ment, un autre algorithme baptisé VF a été proposé par Cordella et ses
coéquipiers [17] [18]. L’idée de base consiste & représenter les mises en corres-
pondances par un espace d’états. Un état représente une solution partielle de
I’appariement recherché. Une transition représente une extension de I'appa-
riement partiel. Le premier algorithme pour la recherche inexacte a été déve-
loppé par Tsai et Fu [108]. Ce travail a été I'objet d’améliorations successives
par différents auteurs [26] [95] [99]. Ces algorithmes utilisent des techniques
d’éditions de graphe [6] [8]. Ces techniques sont inspirées des travaux menés
sur les chaines. Tout récemment, Bunke a établi un lien entre I’édition des
graphes et la taille du plus grand sous-graphe commun entre deux graphes.

Pour d’autres algorithmes, le lecteur est invité & consulter Conte et al. [19].
Analyse spectrale

L’utilisation massive de l’approche stochastique a véritablement com-
mencé vers la fin des années 80. Umeyama [111] a présenté un algorithme
qui repose sur une analyse des vecteurs propres des matrices d’adjacence des
deux graphes. Malgré 1’élégance de cette méthode et la rapidité avec laquelle
elle permet de trouver une solution, son champ d’application se limite & des

graphes de méme taille et similaires. Pour éviter ce probléme, Hancock et



Luo [77] ont proposé une autre méthode basée sur 'algorithme EM. D’un
autre coté, les algorithmes génétiques ont ouvert une deuxiéme voie pour la
conquéte de la complexité polynomiale. Partant d’une population donnée,
la mutation et le croisement, deux outils combinés, permettent une évolu-
tion controlée de la population vers I’appariement recherché. Une fonction
de sélection permettra ensuite d’extraire les meilleurs mises en correspon-
dances entre deux graphes. Plusieurs auteurs ont contribué & faire avancer
cette technique. Nous distinguons en particulier le travail proposé par Wang
et al. [114] ainsi que le travail de Cross et Hancock [20] [21].

Relaxation probabiliste

Le recours 3 des méthodes probabilistes date uniquement de quelques an-
nées. Une étude détaillée est décrite dans [37]. Une premiére tentative d’uti-
liser cette branche remonte & 1993 avec le travail de Kittler et Hancock [66].
C’est une méthode itérative utilisant la relaxation probabilistique. Une mé-
thode qui tient compte uniquement des relations binaires dont la fonction
d’erreur est une Gaussienne. En 1995, Christmas et al. [16] ont proposé une
modélisation Bayésienne. Cette modélisation est améliorée en deux temps
par Williams et al. en 1999 [115] et par Wilson et Hancock en 1999 [116]. Le
modéle Bayésien permet de définir des algorithmes itératifs fonctionnant sur
le gradient. Finalement, différents types de réseaux de neurones ont été ap-
pliqués pour trouver le meilleur appariement entre deux graphes [106] [107].
L’idée de base est la suivante. Un neurone représente une mise en correspon-
dance entre une paire de sommets et le poids d’une connexion représente une
mesure de compatibilité entre deux noeuds. La fonction de la minimisation
de I’énergie du réseau est définie en terme de compatibilité entre les mises en

correspondance.



Classe un-avec-plusieurs

Une autre approche de réduction de la complexité est apparue au courant
de la derniére décennie. Il ’agit d’impliquer dans le processus de recherche le
graphe requéte et ’ensemble de graphes d’une base de données. Dans ce qui

suit, nous allons présenter les différents méthodes appartenant a cette classe.
Arbre de décision

Messmer et Bunke [81] [82] [83] [84] [85] [86] ont proposé un algorithme
pour détecter le graphe ou le sous-graphe isomorphisme, basé sur la construc-
tion d’un arbre de décision. Chaque graphe appartenant & la base de données
est décomposé en plusieurs sous-graphes. Plusieurs sous-graphes identiques
seront représentés une et une seule fois dans I’arbre de décision. Le graphe re-
quéte est propagé dans I’arbre de décision pour déterminer le ou les graphes
identiques. Dans un premier temps, une extension de cette méthode a été
proposée par Shearer [102]. Au lieu de comparer un seul graphe requéte avec
un ensemble de graphes, Pauteur compare un ensemble de graphes requéte
avec les graphes de la base de données. Une autre extension a été proposée
par le méme auteur [103]. Il s’agit de détecter le plus grand sous-graphe en

commun entre un graphe requéte et une base de données de graphes.
Indexation

L’indexation consiste a calculer un code pour un graphe requéte, a exa-
miner une table d’affectation préalablement préparée et & sélectionner enfin
le ou les graphes susceptibles d’étre les plus similaires. La méthode proposée
par Sossa et Horaud [105] consiste & caractériser un graphe par un polynéme
d(zI — L(G)) avec L(G) le laplacien de la matrice d’adjacence du graphe re-
quéte. Les codes du graphe requéte sont les coefficients du polynéme. Ainsi,
la comparaison entre les coefficients du polynéme laplacien de chaque graphe

équivaut & détecter le graphe isomorphisme entre ces deux graphes. Cette mé-




thode exige que les deux graphes mis en comparaison aient la méme taille.
Seul le graphe isomorphisme est détecté. Une extension de cette méthode a
été développée par le méme auteur pour traiter des graphes qui n’ont pas le

méme nombre de sommets.
Classification avec et sans représentant

Les algorithmes appartenant  cette sous-classe permettent de réorganiser
une base de données de graphe pour faciliter la comparaison. La classification
est réalisée en séparant I’ensemble de graphes en différents groupes. Pour
cela nous avons distingué trois techniques. La premiére technique proposé
par Jiang, Munger et Bunke [56] [57] [58] [59] [61] consiste & identifier pour
chaque ensemble un représentant appelé graphe médian. Cette identification
est utilisée pour une répartition de la base de données de graphes a l'aide
d’un algorithme classique tel que k-means. La deuxiéme technique consiste &
calculer la distance entre chaque paire de graphes possibles. Le ou les graphes
ayant des distances similaires appartiendront au méme groupe. La troisiéme
technique proposé par Luo et Hancock [75] [76] consiste & projeter les graphes
dans un autre espace ol la classification est facilement détectable. Bien que
les deux derniéres techniques n’aient pas besoin d’expliciter de représentant
pour chaque groupe et qu’elles offrent une maniére simple et rapide de ré-
organiser la base de données utilisée, leur capacité & mener correctement la
classification des graphes reste a prouver. Le fait de projeter les graphes dans
un autre espace induit nécessairement des pertes d’information. Selon nous,
’identification du graphe médian est un choix judicieux et important pour
une classification réussie. Malgré, la difficulté de la tiche a trouver un re-
présentant d’un ensemble de graphes, nous avons opté pour cette technique.
Notre choix vient du fait que la maniére la plus fidéle de réaliser la répartition
est, sans aucun doute, de manipuler directement les graphes. Nous avons pro-

posé un algorithme efficace et rapide par rapport au seul algorithme existant



dans la littérature basé sur les algorithmes génétiques.

Il existe dans la littérature plusieurs applications utilisant 1’approche
structurelle. Nous allons donner dans ce qui suit une idée des plus impor-
tantes contributions dans la littérature. Une description détaillée de ces dif-
férentes applications se trouve dans [92]. Nous allons commencer par décrire
cinq applications importantes. Cette description sera suivie par une liste de
pointeurs sur d’autres applications. La premiére application utilisant I’ap-
proche structurelle a été proposée par Edwin Petrakis [91] [92]. Dans ce
travail, des images IRM ont été représentées par des graphes étiquetés. L’ap-
pariement de graphes est réalisé & Paide de lalgorithme d’Ullmann. Josep
Llados [73] [74] a présenté un autre travail intéressant qui consiste & com-
biner les techniques d’appariements de graphes et la transformée de Hough
pour la reconnaissance des figures graphiques. Le troisiéme travail a été pro-
posé par Aymeric Perchant [90] pour la reconnaissance structurelle de scénes
en utilisant le morphisme de graphes d’attributs flous. Les différentes tech-
niques présentées dans ce travail ont été appliquées a la reconnaissance de
structures anatomiques saines et pathologiques sur des images IRM. Le qua-
triéme travail a été présenté par Richard Wilson [118]. Il permet de détecter
des routes dans des images infra-rouges et des images SAR en faisant ap-
pel & I'appariement de graphes. Un dernier travail a été proposé récemment
par Kim Shearer [102] [103] pour I'indexation des vidéos. La méthode utili-
sée pour rechercher la similarité entre les images est inspirée de la méthode

proposée par Messmer [82].

Nos objectifs

Comme nons ’avons mentionné plus haut, les méthodes issues de I’ap-
proche structurelle ont été répertoriées en deux grandes familles : des mé-
thodes un-avec-un et des méthodes un-avec-plusieurs. Le recours & I’approche

structurelle constitue une deuxiéme option sérieuse pour la reconnaissance
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de formes. Cependant, I’approche souffre de I’explosion combinatoire lors de
la recherche d’une solution optimale. Cette approche a été utilisée dans plu-
sieurs domaines. Malheureusement, aucune utilisation n’a été décrite dans la

littérature pour une application de grande envergure.

Dans cet esprit, 'objectif général de la thése est de proposer des contri-
butions dans le cadre de la reconnaissance de formes structurelles. Notre
premier objectif est de développer un algorithme d’appariement de graphes
appartenant & la premiére famille, rapide et efficace. L’idée de base de I’algo-
rithme repose sur un processus de décomposition de ’espace de recherche en
plusieurs phases. Le nombre de phases est le paramétre clé de I’algorithme qui
détermine & la fois le degré d’efficacité de ’algorithme et le temps nécessaire
pour trouver une solution acceptable. En d’autres termes, c’est le facteur qui
permet de trouver une solution approximative proche de I'optimum dans un

temps raisonnable.

Notre deuxiéme objectif est de proposer une nouvelle méthode appar-
tenant 3 la deuxiéme famille décrite précédemment. Dans cette famille, on
distingue deux types de méthodes : des méthodes indirectes, permettant une
réorganisation intelligente de I’ensemble des graphes sans identification d’un
représentant pour chaque sous-ensemble ; des méthodes directes, capables de
réorganiser l'ensemble des modéles en plusieurs groupes en identifiant un

représentant pour chaque représentant.

Notre troisiéme objectif est de proposer un outil de recherche d’images
par le contenu utilisant ’approche structurelle, premiérement pour décrire et
représenter le contenu de 'image, deuxiémement pour comparer et identifier
les images en faisant appel a I’algorithme d’appariement de graphes proposé
dans ce document et troisiémement pour réorganiser une base de données
d’image afin de faciliter la recherche en faisant appel a ’algorithme du graphe

médian décrit précédemment.
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Structure du document

Cette thése s’articule en 4 chapitres qui nous permettront de présenter

les différents aspects de nos travaux.

Le premier chapitre de ce document donne quelques notions et concepts
de base de la théorie des graphes. L’accent sera mis ensuite sur la présentation

des différentes approches utilisées pour I’appariement de graphes.

Le deuxiéme chapitre présente le nouvel algorithme d’appariement de
graphes. Il sera suivi d’une analyse de sa complexité et de 'expérimentation
réalisée pour illustrer sa performance. Une comparaison avec quatre autres
méthodes est présentée afin d’évaluer sa performance en terme de capacité

d’appariement et de temps d’exécution.

Le troisiéme chapitre présente le nouvel algorithme de recherche du graphe
médian. Il est suivi d’une expérimentation et d’'une comparaison avec une
autre méthode utilisant les algorithmes génétiques afin d’illustrer son effi-
cacité a trouver une solution approximative sous-optimale dans un temps

raisonnable.

Le quatriéme chapitre présente dans un premier temps un algorithme
de classification de graphes basé sur 1’algorithme k-means et les deux algo-
rithmes décrit respectivement dans les chapitres 2 et 3. Cet algorithme de
classification est utilisé pour la recherche d’image par le contenu dans une
base de données synthétiques. Dans un deuxiéme temps, nous allons présenter

un systéme de recherche d’image par le

Enfin, la conclusion résume les différents résultats et ouvre quelques pers-

pectives sur la suite de ce travail.
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Chapitre 1

Graphes et Similarité

1.1 Introduction

L’utilisation des graphes comme un outil mathématique pour résoudre des
problémes complexes comme celui de Koenigsberg remonte au 17¢me siécle.
Plus tard, les graphes ont été utilisés par Kirchoff comme un outil de mo-
délisation de circuit électrique (lois de Kirchoff : 1854). Récemment, la com-
munauté de vision par ordinateur et de reconnaissance de formes a utilisé
les graphes comme un outil aussi de modélisation et de recherche d’image
(Barrow, Popplestone et Burstall [2] [3]). De nos jours, on assiste a un regain
d’intérét pour Dutilisation des graphes aprés qu’ils ont été abandonnés vu la
complexité et la difficulté de trouver des algorithmes efficaces et rapides pour

manipuler et utiliser les graphes.

L’intérét d’utiliser les graphes en analyse d’image se trouve certainement
dans leur puissance & modéliser les dépendances entre objets présents sur une
image et & tirer profit de la répartition spatiale de ces objets comme informa-
tion potentielle pour décrire une image. La recherche d’une image représentée

par un graphe est interprétée comme une recherche de similarité entre deux
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ensembles ou sous-ensembles d’objets appartenant chacun & une image. Le
calcul de similarité entre deux graphes d’un point de vue mathématique est
réalisé par une recherche de morphisme de graphe. On distingue trois types
de morphisme : I’isomorphisme de graphe, 'isomorphisme de sous-graphe et
le plus grand commun sous-graphe. La recherche de morphisme de graphes
est un probléme difficile. En effet, 'isomorphisme de sous-graphes et le plus
grand commun sous graphe sont deux problémes NP-Complet, tandis que
’appartenance de l'isomorphisme de graphe 4 la classe P, NP-complet ou a

une classe intermédiaire est jusqu’a présent un sujet ouvert.

La premiére classe regroupe des méthodes dites un-avec-un. Quatre mé-
thodes appartenant & cette classe seront présentées; recherche arborescente
par rétropropagation, algorithme génétique, analyse spectrale des matrices
d’adjacence et relaxation probabilistique. La deuxiéme classe regroupe des
méthodes dites un-avec-plusieurs. Les méthodes appartenant a cette classe
ont été divisées en deux sous-classes. Dans la premiére sous-classe, on trouve
des méthodes qui procédent par un calcul d’un représentant d’un ensemble
de graphes appelé graphe médian. Dans la deuxiéme sous-classe, la com-
paraison est faite en utilisant diverses techniques sans recours a un calcul
préalable du graphe médian. Etant donné que notre intérét porte sur la pre-
miére sous-classe, nous allons définir dans un premier temps le concept ré-
cemment introduit par Bunke et dans un deuxiéme temps présenter la seule
méthode existante pour le calcul du graphe médian. Finalement, en guise de
conclusion, nous résumerons le chapitre et fournirons un apercu des tendances

futures en appariement de graphes.

14



1.2 Notions de base : rappel et définitions

Dans cette section, nous présentons les principaux concepts et notions de

base en appariement de graphes et de mesures de similarité entre les graphes.

Définition 1.1 : On appelle graphe étiqueté la structure G = (S, 4, @, B)

ou

— S est un ensemble fini de sommets,

— A est un ensemble fini d’arétes,

— «: S = Lg est une fonction d’assignation d’étiquette pour les sommets,

~ B: A — L, est une fonction d’assignation d’étiquette pour les arétes.
ot Lg et L4 sont deux ensembles d’étiquettes respectivement pour les som-

mets et les arétes.

Exemple 1.1 :
G =(S 4,0
Ls ={0.4,0.3,0.5} L4 = {a,b,c}
S = {s1, 89,83} A= {(s1,52), (51, 53), (52,83) }
a(s1) =05 B(s1,82) =0
a(sy) =04  [(s1,s3) =a
a(ss) =03  B(sz,83) =c¢

Le graphe G = (S',A',a, 8 est dit un sous-graphe de G = (S, 4,, B),
G’ C @, si et seulement si on a :

-5 cs,

- A =A4An(s x 9,

~oa(s)=d(s) ses,
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-~ Ba)=pF(a) acA.
Définition 1.2 :

Ftant donné deux graphes G = (S, 4,0, 0) et G = (S',A',d/, ), une
application f : S — S’ réalise un isomorphisme de graphe entre G et G si
et seulement si :

S| = || et |A] = |A]
Vs €8, s e S, tel que f(s) =5,
V(s;,s;) € A, 3(si, 55) € A, tel que f(s;) = si, f(s5) = s;.

[’isomorphisme de graphes peut &tre aussi réalisé en intégrant les deux

fonctions d’assignation a/(c!) et 8(8).

S| =S| et |A] = |A|
Vs € S, s e S, tel que f(a(s)) =a'(s),
V(s 5;) € A, Ao, 55) € 4, tel que B(F(50), (57)) = B 5).

La notion d’isomorphisme de sous-graphe est trés proche de celle d’iso-

morphisme de graphe. C’est une fonction injective de |S| dans |S'|.

Une application f : S — S est un isomorphisme de sous-graphe entre

G et G si et seulement si :

38" C &', 34" C A, tels que la restriction de f aux graphes
G=(SA4a/p) et G =(S" 4", o, 3) est un isomorphisme de graphe.
On distingue deux types d’isomorphisme : isomorphisme de graphe
lorsque les deux graphes partagent le méme nombre de sommets et d’arétes
et l'isomorphisme de sous-graphe dans le cas contraire. Un troisiéme type
d’isomorphisme peut é&tre distingué qu’on appelle le plus grand commun sous-
graphe entre deux graphes. Ce dernier permet de trouver un isomorphisme
de graphe entre deux sous-graphes (donc de méme taille) appartenant & deux
graphes donnés. Il s’agit du sous-graphe en commun possédant le plus grand

nombre de sommets parmi tous les sous-graphes commun aux deux graphes.
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Exemple 1.2 :

G=(5A4,a8 G =(5,4,0d,8)
Ls ={04,03,05} Ly = {a,b,c} Lg ={0.4,0.3,0.5} Ly ={a,b,c}
S ={s1,50,85} S ={s1,55,5}
A={(s1,5), (51,53), (s2,53)} A" = {(51,50), (51,83), (52,5)}
afs1) =05  B(sy,s2)=b a(s) =04 B (s1,8)=c
a(sy) =04  B(s;,s3) =a o(sy) =03  [(sy,85) =b
afss) =03  B(sy,s3)=c a(s3) =05 [ (s5,835) =a
fls1)=s3 fls2) =5,  [(ss) =5,

Définition 1.3 :

Soit G et G, deux graphes étiquetés. Le plus grand commun sous-graphe
g entre G et G est un sous-graphe a la fois de G et G’ possédant le plus
grand nombre de sommets parmi tous les sous-graphes isomorphes entre G
et G
Exemple 1.3 :

G=(S4,0,0) G =(5,4,d,6)
Ls =Ly ={0.1,0.2,0.3,0.4,0.8} Ly = Ly ={a,b,c,d,e, f,g}
S = {s1, Sg, 83, S4} S = {5, 55, 53,54}

A = {(s1,52), (51, 83), (51, 83), (52, 83), (52, 84), (53, 54) }
A" ={(sy,55), (51, 53), (51, 53), (5, 83), (8, 84), (83, 5)}
a(s1)) =01 B(s1,s2) =e o (s) =08  B(sy, S5) =g
a(s) =02 fBlsi,sa) =c  a(s) =04  F(s),8) =g
a(ss) =03 B(s1,54) 0.3  B(sps)=g
afss) =04 B(s2,53) 0.1 f(sy85)=f

H
Q.
—
W

II
Q
o
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B(sz,s0) =b B (sy,8) =a
B(ss,s0) = f  B(s3,8) =c

Définition 1.4 :

On appelle une opération d’édition § une transformation d’'un sommet ou

d’une aréte d’un graphe G = (S, 4, o, ).
On définit six types d’opérations d’édition :

1. substitution de sommet : d,;(s;)

2. substitution d’aréte : ds,(si, s;)

3. suppression de sommet : 645(s;)

4. suppression d’aréte : d44(s:, S;)

5. insertion de sommet : d;5(s;)

6. insertion d’aréte : d;4(s;, 55)
Exemple 1.4 :

G=(S4,0,8) G =(5,A,d,0)
Ls = {0.4,0.3,05} Ly = {a,b,¢}  Lg ={0.4,0.3,0.5} Ly = {a,b,c}
S ={s,50,53} S = {s1,35 53}

18



A ={(s1,82), (51,83), (52,85)} A" ={(51, %), (5, 83), (52, 83)}
0.5  B(sy,s)=b a(s))=04  B(s, 5y) = ¢

a(s2) =04  B(s1,83) =a o (s,) =03  F(s,85)=b
0.3  PB(se,s3)=c o (s5) =05  B(sy, 55) =@

Substitution du sommet s; : §,4(51) = 5}

Substitution de Daréte (s1, 52) : dsa(51,82) = (81, 55)
Définition 1.5 :
On appelle une séquence d’édition A un ensemble de transformation or-

donné 4}, ..., 6,LA| transformant un graphe G en un graphe G
avec t € {ss, sa,ds, da, is,ia}
Exemple 1.5 :
A ={68},,02,,0%} avec A(G) = G
G et G' les deux graphes représentés dans I’exemple 1.4.

Définition 1.6 :

On appelle f, une fonction colit permettant d’associer pour chaque opé-
ration d’édition appartenant & A un nombre réel positif.

fe:A—=R
Exemple 1.6 :
fe(6L,) =d(0.5,0.4) = 0.1
fe(634) = D(a,b) = 1

d est la distance Euclidienne tandis que D est la différence entre ’ordre de
a et de b dans l'alphabet.
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Définition 1.7 :

Etant donné deux graphes Gy = (S1, Ay, i, B1) et Gy = (S2, Az, 02, B2),
on appelle une erreur de correction d’appariement de graphes (ecag) de Gy
a Go, la fonction bijective f : 51 — Sz ot S; C ) et Sy C So.

La fonction f peut étre interprétée comme une transformation du graphe

G4 en Gy, en appliquant une séquence d’édition A.

Le cotit d’une séquence d’édition A relatif & une ecag est défini par

A .
C(A)ecay = |z=|1 fe(8})
avec t € {ss, sa,ds, da, is,ia}.
La fonction f est une ecag optimale (ecago) si et seulement si, il n’existe

aucune autre ecag f transformant G, et G dont le colit est inférieur & celui
de f.

Exemple 1.7 :
Soient deux graphes G = (5, A, 0, 8) et G = (S, A, o, pB)

G
Avec S = {s1,50} et S = {5}, 55}
f1 est une ecag entre G et G’ telle que
fiis1— 5’1
f1:8, — 3'2
La séquence d’opération d’édition relative a f; est

A = {8}, 62,52

887 887 Ysa

Avec 6L,(s1) = s}, 62,(s2) = 53 et 63,(s1, 52) = (51, 53)

Le colt associé & f; est
C(A)h = fC((Sis) + fC(‘st) + fC(‘Sf:’a
fo(6%,) = d(0.4,0.5) = 0.1
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£.(6%) = d(0.3,0.3) = 0
fc(éga) = D(a7 b) =1
C(A)h =11

1.3 Algorithmes d’appariement de graphes

Plusieurs algorithmes d’appariement de graphes ont vu le jour, particulié-
rement dans les trente derniéres années [19]. Ces algorithmes ont été congus
selon différentes philosophies, avec des outils différents et pour des buts dif-
ferents. Notre objectif dans cette section est de détailler quelques méthodes
fameuses qui ont fait leurs preuves en donnant des résultats satisfaisants sans
pour autant aboutir & une solution générale du probléme. Une étude com-
parative est réalisée dans les chapitres 2 et 3 intégrant ces méthodes et les
méthodes développés dans le cadre de cette thése. Pour un compte rendu
plus complet, nous redirigeons le lecteur vers Hancock et Wilson [37], Mess-
mer [83] et Llados [74].

1.3.1 Méthodes un-avec-un

Le but ultime des méthodes dites un-avec-un est de réduire la complexité
de 'appariement de graphes en intégrant dans le processus uniquement deux
graphes. L’appariement de graphe est réalisé par une recherche de I'isomor-
phisme de graphe, de sous graphe ou du plus grand commun sous graphe.
Les méthodes appartenant & cette classe ont principalement utilisé deux ap-
proches : premiérement, une recherche arborescente déterministe utilisant des
techniques heuristiques pour diriger le processus de recherche vers la solution
du probléme, deuxiémement, 1'optimisation stochastique souvent employée

dans la reconnaissance de formes statistiques. Dans ce qui suit, nous allons
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détailler une méthode appartenant a la premiére approche et trois autres mé-
thodes appartenant & la deuxiéme approche. La premiére méthode est basée
sur une recherche arborescente par rétropropagation [108], une deuxiéme mé-
thode est basée sur les algorithmes génétiques [114], une troisiéme est basée
sur une analyse spectrale des matrices d’adjacence [111] et finalement une

quatriéme méthode basée sur la relaxation probabilistique [16].

Recherche arborescente par rétropropagation

La premiére méthode consiste en une recherche arborescente oli chaque
sommet de ’arbre représente un isomorphisme de sous-graphe partiel et une
aréte, son extension par une nouvelle mise en correspondance. La recherche
de I'isomorphisme est conduite par ’application d’une séquence d’opérations
d’¢dition notée A enchainée sur un graphe G dont le cofit globale noté C(A)
est minimal. Les notions d’isomorphisme de sous-graphe, opération d’édition,
et séquence d’opération ont été définies dans la section 1.2. Le but principal
est de trouver une séquence d’opérations d’édition notée A transformant un

graphe G en un graphe G’ dont le coiit C(A) est minimal.
Etant donné deux graphes G = (S, 4,0,8) et G = (', A, ¢/, #), nous

appelons appariement p un ensemble de mise en correspondance entre un
sommet s € S et un sommet s € (S’ U$) telle que chaque sommet des deux
graphes est mis en correspondance une et une seule fois dans p. Le symbole
$ représente un sommet ou une aréte imaginaire absent dans le deuxieme
graphe. Une séquence d’opérations A, est un ensemble de transformations
associé & un appariement p. Pour chaque paire de sommets (s, s') appartenant
a p, il existe une opération d’édition dans A, transformant le sommet s en

' . e , . .
s . On distingue deux scénarios possibles :

1. afs) # o'(s') : I'opération d’édition est une opération de substitution

de a(s) par a/'(s).
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2. s =$: Popération d’édition est une opération de suppression du som-
met s de G.

Pour ce qui concerne la mise en correspondance des arétes, trois scénarios
possibles peuvent étre générés suite & la mise en correspondance des som-
mets. Etant donné deux paires de sommets appartenant & p notées (s, s;)
et (so, 3'2), avec s; et sp appartenant a G et 311 et 3'2 appartenant 3 G :

1. B(s1,52) # B (s}, 8,) : I'opération d’édition est une opération de sub-

stitution de Paréte (51, s5) par (s;, y)-
2. (s1,85) € Aet (s],5) ¢ A" : I'opération d’édition est une opération de

suppression de laréte (s1, s2).

3. (s1,82) ¢ A et (s),s,) € A : lopération d’édition est une opération
d’insertion de aréte (s1,sz) dans G.

L’algorithme de recherche de l’erreur de correction d’appariement de
graphes (ecag) utilisant une recherche arborescente est formulé de la ma-
niére suivante : Une liste OUVERT est introduite afin de sauvegarder au fur
et & mesure les appariements partiels p. La liste OUVERT est initialisée par
un ensemble de mises en correspondance impliquant le premier sommet s; de
G avec tous les sommets de G'. Un mise en correspondance supplémentaire
est ajoutée 3 la liste OUVERT impliquant le sommet s; et le sommet imagi-
naire $. Chaque mise en correspondance constitue un appariement contenant
un seul élément. A partir de cette étape, un processus de recherche et de
mise & jour de la liste OUVERT est exécuté jusqu’a ce que la liste soit vide.
Le processus de recherche débute par une vérification de I’état de la liste.
11 prend fin si la liste est vide sinon I’appariement avec le colit minimal est,
dans un premier temps, examiné pour déterminer s'il forme un isomorphisme
complet ou non ; ensuite il est retiré de la liste. Deux cas possibles sont alors

envisageables :

1. L’appariement représente un isomorphisme de sous-graphe complet
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c’est-a-dire impliquant tous les sommets du premier graphe G. Dans
ce cas, son cofit est comparé a celui d’un cofit seuil initialisé au début
du processus de recherche au cofit le plus élevé possible. Le cofit seuil
est mis & jour dans le cas ou il est supérieur & celui de I’appariement

courant.

2. L’appariement n’est pas complet, il est alors mis & jour par I'insertion
d’une nouvelle mise en correspondance entre deux sommets n’appar-
tenant pas encore i P’appariement. Une fois le colit de I'appariement
calculé, il est de nouveau inséré a la liste OUVERT. Il faut noter que
’insertion de I'appariement est effectuée uniquement si son coiit est

inférieur au coftit seuil.

Le processus de recherche décrit ci-dessus permet de trouver I'erreur de
correction d’appariement de graphe optimale. Cependant, afin de trouver la
solution optimale, le processus doit effectuer O(]S||S'|'S!) mises en corres-
pondance entre les sommets. Pour chaque mise en correspondance, le pro-
cessus doit effectuer O(|S|) mises en correspondance entre les arétes. Ainsi
O(|S[?|5"|!S1) opérations sont nécessaires pour déterminer la solution opti-

male.

La progression du processus de recherche, dont nous avons rendu compte
dans la description de 1'algorithme, est basée sur le coit minimal de I’appa-
riement. La performance de I’algorithme peut étre améliorée si d’autres indi-
cateurs sont utilisés pour mieux renseigner 1'algorithme et progresser dans la
bonne voie. Ce qui réduit considérablement le temps nécessaire pour recher-
cher la solution optimale. L’algorithme de recherche A*, par le recours a la
notion du coiit future permet d’informer le processus de recherche sur 1’état
qui doit &tre développé en premier ou le chemin 4 emprunter. Une méthode
d’estimation du cofit futur efficace a été proposé par Wong [119]. L’idée de

base est d’estimer pour chaque appariement p un colt seuil. Chaque sommet
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n’appartenant pas & p est donc apparié a un sommet du deuxiéme graphe qui
lui non plus n’apparentant pas a p. Le colit de chaque opération de substitu-
tion de sommet ainsi que le cofit de chaque opération de substitution d’aréte
relative & la mise en correspondance de sommet sont calculés pour former un
colit minimum représentant un coiit seuil qui doit étre ajouté au cofit réel de
’appariement p. Il est clair que la complexité du probléme n’est pas réduite
par estimation du cotit futur. Au contraire il faut O(|S|2|S’|!51*1) opérations
pour trouver la solution optimale. Cependant, le processus de recherche sera
bien informé et se dirigera vers la solution optimale plus rapidement qu’une

recherche arborescente sans estimation du coiit futur.

Algorithme génétique

Principalement, un processus génétique peut se voir comme un processus
de recherche stochastique inspiré du monde réel. En partant d’une popu-
lation d’individus, une solution & un probléme donnée est trouvée par une
transformation de la population de départ. Par transformation, on entend
une reproduction, une mutation et un croisement des individus formant la
population. L’approche génétique a été utilisé dans plusieurs domaines tels
que le traitement d’image, la reconnaissance de formes, etc. D’'une maniére
générale, un algorithme génétique peut étre représenté par un ensemble de

parameétres :
(E,O,P,F,C,T)
ou
1. E : Encodage du probléme.
2. O : Opérateurs génétiques.
3. P : Probabilité associée & chaque opérateur.

4. F : Fonction d’évaluation.
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5. C : Condition d’arrét.
6. T : Taille de la population.

Wang et al. [114] ont proposé un algorithme basé sur 'approche géné-
tique pour résoudre le probléme de la recherche de I'ecag. L’encodage du
probléme est un paramétre clé et spécifique pour chaque probléme et néces-
site une attention particuliére. La recherche de ’ecag entre deux graphes est
un probléme de mise en correspondance entre les sommets des deux graphes
suivi d’une mise en correspondance entre les arétes. Un individu dans la po-
pulation doit refléter cette mise correspondance nécessaire a I’évaluation et
a la recherche de I’ecag. Un individu ou un chromosome représente un en-
semble de mise en correspondance entre les sommets. Bien évidement, chaque
chromosme doit former un isomorphisme entre les deux graphes. La poplua-
tion sera initialisée par un ensemble d’individu généré aléatoirement excepteé
un seul individu baptisé ” statusmatching”. Le but de cette exception est
d’éclairer le processus génétique sur le bon chemin pour trouver le plus vite

possible la meilleure solution.

On appelle le ” status” s(v) d’'un sommet appartenant a un graphe donné
G la somme de Pétiquette attribuée au sommet v avec toutes les étiquettes

des arétes rattachées au méme sommet v.
s(v) = a(v) + Ty es Bv, ’Ul) (1.1)

On appelle S(@) la liste de tous les status d’un graphe donné G et CanS(G)

la liste canonique triée telle que
CCL’I’LS(G) = {Sz‘j > 1,8; > Sj} (12)

avec s; et s; respectivement les sommets d’indice % et j.

Le status matching des deux graphes G et G’ n’est autre que la "matrice"

formée des deux vecteurs CanS(G) et CanS(H) triés par ordre des sommets.

26



Dans un probléme de recherche d’isomorphisme exact, le status matching
ainsi défini permet de trouver s’il existe ou non un isomorphisme entre les
deux graphes. Par contre, dans un probléme de recherche de I’ecag, le status
matching est en mesure d’accélérer le processus de recherche sans aucune
garantie de déboucher sur l’ecag optimale. Pour les autres paramétres, le
choix des différentes valeurs est une question purement expérimentale qui va

étre décrit dans le chapitre 2, section 2.3.

Analyse spectrale des matrices d’adjacence

L’algorithme proposé par Umeyama [111] est basé sur une approche ana-
lytique utilisant les matrices d’adjacence des deux graphes. L’idée de base de
cette méthode est de trouver I’ensemble des mises en correspondance & partir
d’une matrice de permutation P. Etant donné deux graphes G et G, la mi-
nimisation de la matrice de permutation P permet de déterminer I’ensemble

des mises en correspondance entre les graphes G et G.
J(P) =|| PAgPT — Ay || (1.3)

Ou Ag et Ay représentent respectivement les matrices d’adjacence de G et
G'. Ainsi, les deux graphes G et G' sont isomorphes si et seulement si on
a J(P) = 0 c’est-a-dire PAgPT = Ay . La minimisation de cette matrice
P conduit & trouver une solution optimale. Cependant, comme la recherche
d’une solution optimale est un probléme combinatoire, une solution approxi-
mative est alors proposée afin d’éviter ’explosion combinatoire du probléme.
L’utilisation des matrices orthogonales dans (1.3), & la place des matrices
d’adjacence Ag et Ay, permet de trouver une solution approximative au

probléme.

Ag = U(;AgUgAG/ =UgAg (UGI )T (1.4)
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~ . . .y . N !
Ot Ug et Uy, deux matrices diagonales associées respectivement & G et G,
et

Ag = diag(a;)Ag = diag(B;) (1.5)
avec o; et (B; sont respectivement les valeurs propres de Ag et Ag.

L’inconvénient majeur de cet algorithme est que son champ d’application
est réduit & des graphes de méme taille et que son efficacité est limitée a des

graphes similaires.

Relaxation probabiliste

Les algorithmes d’optimisation Bayésienne offrent une autre alternative
au probléme de 'appariement de graphes. Ce type d’algorithme permet d’at-
teindre une solution au probléme dans un temps polynomial. Cependant,
aucune garantie sur I'optimalité de la solution n’est acquise. De plus le pro-
cessus peut & un moment donné cesser d’évoluer vers la solution du probléme
(minimum local). L’optimisation consiste 4 minimiser une fonction de simila-
rité. La similarité entre deux éléments est mesurée en terme de probabilité et
non pas d’une maniére binaire comme c’est le cas pour la relaxation discréte.
[’idée de base de cette méthode est de mettre a jour la probabilité de la mise
en correspondance entre deux sommets & chaque itération. La probabilité a
litération n de la mise en correspondance entre un sommet v et un sommet w
est P"(v — w). La mise & jour des probabilités des mises en correspondance
des sommets est définie par :

PM (v — w)Qv — w)
Suey PO (u — w)Q(u — v)

Q(v — w) mesure la similarité des arétes en tenant compte de toutes les

PO (y — w) = (1.6)

arétes partant du sommet v.

Qv—w)= [[ X P (z — y)R(v,w,z,Yy) (1.7)

yEAy T€EV
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Avec A, = {u € V'|(u,w) € E'} est ensemble des arétes partant de w et R
est la fonction de compatibilité entre les mises en correspondance (v,w) et
(,9)-
R est défini par :

P(z = ylv = w)

B, w,z,y) = P(z — y)P(v — w) (18)

1.3.2 Meéthodes un-avec-plusieurs

Par opposition aux méthodes un-avec-un, les méthodes appartenant a la
deuxiéme classe incluent, dans le processus de réduction de la complexité du
probléme, un ensemble de graphes. On cherche & comparer un graphe donné
avec un ensemble de graphes. Pour cela, une des deux alternatives existantes
pour réaliser cet objectif, est de construire un représentant de ’ensemble de
graphes. Nous allons d’abord définir le concept de graphe médian, puis nous

détaillerons la seule méthode existante pour construire le graphe médian.

Graphe Médian

Le concept du graphe médian joue un role trés important dans la repré-
sentation des objets. Lorsque les objets sont représentés par un ensemble de
chaines, un probléme tel que la classification des objets, se résume a une
recherche de la chaine médiane [61]. Bunke et ses coéquipiers ont récemment
élargi le concept du médian pour les graphes. Etant donné un ensemble de
graphes S, le graphe médian est défini comme le graphe équidistant a tous
les graphes appartenant a 'ensemble S. En d’autres termes, c’est le graphe
dont la somme des distances avec tous les graphes de S est la plus faible.
Le graphe résultant de opération de recherche est appelé graphe médian
de l’ensemble si ce dernier appartient a 'ensemble S. Dans le cas contraire,

le graphe trouvé est appelé graphe médian généralisé. La difficulté de la re-
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cherche ou de la construction du graphe médian dépend premiérement de
la condition d’appartenance ou non a l’ensemble S et deuxiémement de la
nature du calcul complexe de la distance entre deux graphes. La complexité
de la construction des deux concepts est exponentielle. Cependant, la com-
plexité du graphe médian de ’ensemble est exponentielle en fonction de la
taille des graphes et polynomiale en fonction de la cardinalité de I’ensemble
S. La complexité du graphe médian généralisé est doublement exponentielle
en fonction de la taille des graphes et de la cardinalité de ’ensemble S. Afin
de rendre le processus de recherche faisable dans la pratique, des méthodes
approximatives devront étre utilisées pour atténuer la complexité élevée du

probléme.
Définition 1.8 :

Soit S un ensemble de graphes étiquetés. Soit C I’ensemble de tous les
graphes qui peuvent &tre construits a partir de 'ensemble des étiquettes Es
et F4 respectivement pour les sommets et les arétes. Sachant que S C C,
le graphe médian généralisé et le graphe médian de ’ensemble sont définis

respectivement par :

g=arg Irélél SOD(g, S) (1.9)
g
g = argmin SOD(g, S) (1.10)
ges
avec
SOD(g,S) = £ d(g, %) (1.11)

Les deux concepts minimisent la somme des distances SOD entre le
graphe médian et I’ensemble des graphes de S. La seule différence réside dans
Pespace des graphes utilisé pour la recherche. Plusieurs méthodes existent
pour le calcul de la distance entre deux graphes. Une des méthodes qui peut

étre appliquée pour le calcul de cette distance est ’algorithme proposé dans
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le chapitre II (Un nouvel algorithme pour I’appariement de graphes basé sur
la mise en correspondance des sommets). Pour d’autres méthodes le lecteur

peut consulter le travail de Shenker [96].

Algorithme génétique

Les algorithmes génétiques s’inscrivent dans le cadre des méthodes d’op-
timisation discrétes. L’idée de base est inspirée de la théorie de 1’évolution
biologique. Le recours aux algorithmes génétiques a montré qu’ils ont un po-
tentiel considérable pour résoudre des problémes dits complexes. Tel est le
cas pour I'appariement de graphes. En partant d’'une population donnée, le
processus s’engage & faire évoluer cette population vers une autre proche de
la solution du probléme. L’évolution ou la convergence de la population est
réalisée principalement par le biais de deux opérateurs appelés le croisement
et la mutation. La prise de décision sur la qualité de la population est basée

sur I’analyse d’une fonction ” fitness”.

L’unique algorithme dans la littérature pour construire le graphe médian
a été proposé par Jiang [56] [58] [59]. Le point saillant dans cet algorithme
est 1a maniére de représenter une solution donnée. En effet, un chromosome
représente les différentes mises en correspondances entre un graphe candidat
et I’ensemble des graphes appartenant 4 S. La fonction de fiteness n’est
autre que la somme des distances SOD. Chaque chromosome est un tableau
d’entiers dont la taille est égale au nombre total des sommets de tous les
graphes de S. La valeur d’un élément v dans le tableau indique l'indice d’un
sommet v d’un graphe k appartenant a S. L’élément u est un sommet du
graphe candidat. Une mise en correspondance entre le graphe candidat et le
graphe k est représentée par les deux sommets d’indices u et v. Une valeur
supérieure ou égale & 1 indique que la mise en correspondance est réalisée par

une opération de substitution. Une valeur égale & zéro indique que le sommet
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v est inséré dans le graphe candidat. La contribution du sommet u dans la

fonction SOD est donnée par :

k1 k2
; Cns (U, v°) + Zl Cna(v) (1.12)

avec cps(u,v?) est le colit de substitution du sommet u par le sommet v du
graphe i et c,q(u) est le cot de la suppression du sommet u. Le nombre total

de sommets dans tous les graphes de S est égale & ki + ks.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les concepts de base en appariement
de graphe utilisés en reconnaissance de formes. L’appariement de graphe
consiste & identifier toutes les mises en correspondance entre les sommets
d'un premier graphe (requéte) avec ceux d'un deuxiéme graphe (modéle).
L’identification est réalisée en recherchant un isomorphisme entre les deux
graphes. Nous avons distingué trois types d’isomorphisme. [’isomorphisme de

sous-graphe, l'isomorphisme de graphe et le plus grand commun sous-graphe.

L’isomorphisme dans le cas général est une fonction bijective entre les
sommets d’un premier graphe et les sommets d’un deuxiéme graphe. Cette
fonction assure non seulement la mise en correspondance entre les sommets
mais aussi la mise en correspondance entre les arétes des deux graphes quand
’on tient compte des mises en correspondance entre les sommets. Dans le cas
ol les deux graphes ont le méme nombre de sommets et arétes, I'isomorphisme
trouvé est un isomorphisme de graphe, sinon c¢’est un isomorphisme de sous-
graphe. Dans le cas ol seulement un sous ensemble de sommets d’un graphe
requéte est isomorphe & un sous ensemble de sommets d’un graphe modeéle et
qu’il est le plus grand parmi tous les sous-ensembles isomorphes & d’autres

sous-ensembles, on parle alors du plus grand commun sous-graphe.
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Nous avons regroupé les méthodes d’appariement de graphes en deux
classes : des méthodes permettant de comparer un graphe avec un autre
et des méthodes permettant de comparer un graphe avec plusieurs graphes.
Pour la premiére classe, nous avons décrit quatre méthodes que nous avons
jugées intéressantes. Pour la deuxiéme classe, nous avons tout d’abord com-
mencer par décrire le concept du graphe médian, puis nous avons détaillé la
seule méthode existante. Les méthodes présentées dans ce chapitre ont fait
'objet d’une étude comparative avec nos méthodes développées dans le cadre
de ce travail. Sans étre exhaustif, nous avons essayé de recenser les méthodes
d’appariements de graphe existant dans la littérature. Pour cela, nous avons
dressé un tableau récapitulatif qui présente, pour chaque méthode, la nature
de la solution recherchée, la complexité et un pointeur vers sa référence. La
nature de la solution donne le champ d’application de la méthode. Nous dis-
tinguons deux types de méthodes, les méthodes dites exactes et les méthodes

inexactes.
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Meéthode EI| C Ref.
Méthodes déterministe
Corneil & Gotlieb E |NP | [19]

Ullmann E |NP | [110]

Tsai & Fu I | NP | [108]
Sanfeliu & Fu I [NP| [95]
Shapiro & Haralick I |NP| [99]
Wong & You I |NP | [121]
Eshera & Fu I [NP| [26]
VF E |[NP| [17]

Scmidt et Druffel I [NP| [98]
Relaxation distcréte I | NP | [116]
Algorithme de McKay | E | NP | [79]
Node mapping I |NP| [39]

Graphe d’association E |NP| [89]

Méthodes non déterministes

Algorithme génétique I | P | [114]
Méthodes spectrales I | P | [11]]
Programmation linéaire | I | P [1]
Simulated annealing I | P | [38
EM 1 | P | [22
Relaxation probabiliste | I | P | [16]
Réseaux de neurone I | P | [106]

TAB. 1.1: Algorithmes d’appariement de graphes.
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Chapitre 2

Un nouvel algorithme pour
I’appariement de graphes basé sur
la mise en correspondance des

sommets

2.1 Introduction

Dans ce deuxiéme chapitre, nous proposons un algorithme d’appariement
de graphes. L’algorithme dévéloppé permet de trouver une solution approxi-
mative, souvent trés proche de 'optimale. L’appariement trouvé représente
un isomorphisme de graphe ou de sous-graphe entre deux graphes donnés,
en utilisant une décomposition du processus de recherche en plusieurs phases
dont le nombre est K. Le paramétre K indique le nombre maximal de phases
qui peut étre utilisé pour trouver I'isomorphisme. La valeur de K peut varier
entre 1 et le nombre de sommets dans le plus grand graphe. L’efficacité de

1’algorithme résulte de la faible valeur de K utilisée dans 1’algorithme, ce qui
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réduit d’une maniére considérable I’espace de recherche.

Dans ce chapitre, nous allons exposer en premier lieu un algorithme initial
d’appariement de graphes basé sur la mise en correspondance des sommets et
des arétes, utilisant la substitution comme outil de calcul de similarité entre
les deux graphes (Section 2.2). Nous proposons ensuite une version générale
de cet algorithme, introduisant les opérations d’insertion et de suppression
des sommets et des arétes. Dans cette version générale, nous avons intro-
duit de nouvelles techniques heuristiques dans le but d’accélérer le processus
de recherche. Ces nouvelles techniques contribuent de maniére significative
3 ’élimination des "mauvais” appariements et a guider rapidement le pro-
cessus de recherche vers la solution du probléme. Dans la section 2.3, nous
présentons les différentes expérimentations réalisées. Les expériences menées
dans le cadre de ce chapitre comportent deux volets. Premiérement, nous
montrons I'efficacité de 1’algorithme sur des graphes générés aléatoirement.
Deuxiémement, nous ferons état d’une étude comparative incluant 1’algo-
rithme développé dans ce chapitre et les quatre algorithmes décrits dans le

chapitre 1. Nous concluons enfin notre exposé dans la section 2.4.

2.2 Appariement de graphes basé sur la mise

en correspondance des sommets

~

L’appariement de graphes consiste & chercher des mises en correspon-
dance entre les sommets d’un premier graphe et les sommets d’un deuxiéme
graphe, d’une part, et des mises en correspondance entre les arétes des deux
graphes, d’autre part. Un appariement de graphes généré par application des
opérations d’édition est interprété comme une distance (ecag) entre les deux
graphes mis en correspondance. Notre but est de rechercher I’appariement

dont la distance est la plus faible. Une premiére solution consiste & minimi-
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ser cette distance en intégrant dans le processus de recherche & la fois les
mises en correspondance des sommets et les mises en correspondance des
arétes. Malheureusement, cette idée n’est pas en mesure de donner des résul-
tats méme pour des graphes de faibles tailles. Le processus de minimisation
est un probléme difficile. Le temps nécessaire pour trouver une solution croit
exponentiellement en fonction de la taille des deux graphes. Une solution

approximative s’impose pour éviter la complexité élevée du probléme.

L’idée de base de notre algorithme repose sur une séparation entre la mise
en correspondance des sommets et la mise en correspondance des arétes. Afin
de réduire I’espace de recherche, la recherche de ’appariement est réalisée
en minimisant tout d’abord le cofit des mises en correspondance des som-
mets. L’algorithme procéde par une exploration de I’espace de recherche en
plusieurs phases (K). Chaque phase est composée de plusieurs étapes. Nous
estimons que quelques phases sont nécessaires pour atteindre la minimisation
du cotit global. L’hypothése utilisée dans I’algorithme stipule que le proces-
sus de recherche est guidé par la mise en correspondance des sommets en
premier lieu, suivi d’une mise en correspondance entre les arétes des deux
graphes. Intuitivement, cette hypothése est trés raisonnable dans les appli-
cations pratiques, vu que la similarité entre deux objets en premier lieu est

une similarité entre leur contenu suivi d’une similarité spatiale des objets.

2.2.1 Algorithme de base

Etant donné deux graphes G = (S, 4,a,8) et G = (S',4',a, 8), l'al-
gorithme proposé dans ce chapitre permet de trouver 1’ecag en K phases
d’itération. Dans chaque phase, exception faite pour la premiére phase, |S]
étapes sont nécessaires pour explorer et analyser tous les appariements en
cours. Ici, on suppose que le graphe G est plus petit ou égal que G en terme

de nombre de sommets, c’est-a-dire |S| < |S'|. En utilisant une valeur trés
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grande pour K, I’algorithme est en mesure de trouver I’ecago, l’erreur de cor-
rection de l’appariement de graphes optimal. 11 faut signaler que la valeur de
K ne peut jamais dépasser en aucun cas la valeur de |S|. Cependant, I’algo-
rithme est capable de trouver de trés bons appariements (souvent optimaux)
en utilisant une valeur de K beaucoup moins grande que |S| (ex. K = 3,
K =5, etc. ). Ce qui est un avantage considérable, permettant & la fois de
ne pas explorer tout ’espace de recherche et d’introduire une flexibilité sur

la qualité du résultat attendu.

Le processus d’appariement est itératif et se déroule comme suit. Dans
la premiére phase, I’algorithme examine les appariements qui comportent les
meilleures mises en correspondance des sommets. Par "meilleur", on entend
les mises en correspondance dont la valeur est la plus faible parmi I’ensemble
des mises en correspondance. L’ensemble des mises en correspondances entre
deux graphes comporte |S| x |S'| éléments. L’appariement dont ’ecag est
minimale sera retenu. Dans la deuxiéme phase, I’algorithme examine les ap-
pariements qui comportent les deuxiémes meilleures mises en correspondance
des sommets. L’appariement dont I’ecag est minimal sera retenu et comparé
3 celui de la premiére phase. Celui dont la valeur de ’ecag est minimale sera

retenu. Ce processus de recherche est répété K fois.

Description de 1’algorithme

Formellement I’algorithme est décrit de la maniére suivante : étant donné
deux graphes G = (S, 4,0, ) et G = (S',A’,d/, 8'), une matrice P = (p;;)
de dimension |S| x |S'| est introduite. Chaque élément ou mise en corres-
pondance p;; dans P représente la similarité entre le sommet ¢ du premier
graphe et le sommet j du deuxiéme graphe. Une deuxiéme matrice binaire
B = (b;;) de dimension |S| x || est introduite afin d’identifier a chaque ins-

tant le ou les mises en correspondance les plus prometteuses qui formeront
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le ou les différents appariements. L’algorithme commence par I'initialisation
de la matrice P suivi de celle de B. Chaque élément p;; de la matrice P est
initialisé & p; = d(a(s;), @ (s;)). La matrice B est tout d’abord initialisée &
zéro, ensuite un seul élément dans chaque ligne est choisi et mis & jour & 1
selon le critére suivant : un élément mis & 1 dans B correspond & ’élément
dans la matrice P qui a la valeur la plus faible de tous les éléments de sa

ligne.

Au cours de la premiére phase, I’algorithme identifie I'unique appariement
3 partir de la matrice B. Si I'appariement forme un isomorphisme, on calcule
I'erreur engendrée par les mises en correspondance des différents sommets
a partir de la matrice P. L’erreur trouvée est additionnée & l'erreur géné-
rée A partir des mises en correspondances des arétes relatives aux mises en
correspondances des sommets.- L’appariement ainsi que son erreur seront re-
tenus. Un appariement est considéré valide si et seulement si il représente un

isomorphisme de graphes ou de sous-graphes.

Au cours de la deuxiéme phase, et de fagon similaire pour toutes les
autres phases, l'algorithme identifie les mises en correspondance possédant
les deuxiémes meilleures valeurs dans la matrice P. Pour optimiser le pro-
cessus de recherche, l'identification est réalisée en plusieurs étapes. Chaque
étape représente le traitement d’une ligne dans la matrice P. Maintenant,
pour chaque élément identifié, la valeur de son correspondant dans la ma-
trice B est mise & jour & 1. L’algorithme identifie tous les différents apparie-
ments qui peuvent &tre générés, calcule leurs erreurs respectives et compare
le meilleur appariement & celui trouvé dans la phase précédente. Dans le cas
oll aucun appariement n’a été retenu dans la premiére phase, le meilleur des

appariements valides de la deuxiéme phase sera retenu. Le méme processus

est répété | S| fois pour achever le traitement de la deuxiéme phase.

La différence entre la premiére phase et les autres phases est que dans la
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premiére phase, ’examen des différents appariements identifiés est réalisé une
fois que toutes les lignes ont été initialisées tandis que pour les autres phases,
’examen est réalisé ligne par ligne (d’ou la notion d’étape). Un appariement
est considéré comme valide et peut étre examiné si et seulement si chaque
élément, sommet ou aréte est mis en correspondance avec un et un seul
élément. Une matrice B qui a une ligne dont la valeur de tous ces éléments
est égale & zéro, ne permet pas de générer un appariement. Ce qui explique
que ’examen des appariements dans la premiére phase est réalisé une fois

que toutes les lignes ont été initialisées.

Une implémentation directe de cet algorithme ne permet pas d’éviter
la redondance des appariements. Chaque appariement généré a partir de la
matrice B dans une phase donnée sera de nouveau généré dans les phases
suivantes. Afin d’éviter ce phénoméne de redondance, nous introduisons une
procédure permettant de garder en mémoire a4 chaque étape une copie de la
matrice B notée B et d’ajuster la matrice B afin de générer uniquement de
nouveaux appariements. A la fin de I’identification et la sélection, la procé-

dure met a jour la matrice B.

Pour chaque phase (exception faite pour la premiére phase) et pour
chaque ligne de la matrice B, l’algorithme copie la matrice B dans B’ et
identifie le ou les meilleurs mises en correspondance en ignorant les mises en
correspondance qui ont été déja sélectionnées. Une fois ’élément identifié et
avant de mettre a jour sa valeur dans la matrice B, tous les éléments de la
ligne examinée seront mis & zéro. La mise & jour des éléments identifiés peut
alors avoir lieu non pas dans la matrice B uniquement mais aussi dans la
matrice B'. De cette maniére et en tout temps, la ligne examinée compor-
tera uniquement un et un seul élément & 1, tous les autres sont & 0. De ce
fait, aucun appariement sélectionné dans une phase précédente ne sera sélec-

tionné une deuxiéme fois. En pratique, nous avons besoin uniquement d’un
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tableau pour sauvegarder et restaurer les mises en correspondance déja visi-
tées. Seule la copie de la ligne en cours est suffisante pour éviter le probléme

de redondance.

Algorithme :Appariment Sommets_Base()

Entrées :
1) Deux graphes G = (S, 4,0,8) et G' = (S', 4, d/, §).
2) Le nombre de phases K.

Sortie :

1) Le meilleur appariement p.
Début

1. Initialiser P :
Pour chaque %, avec 1 <i < [S| et 1 < j < |S'| faire
Pij = d(a(si)7 o (S;))
2. Initialiser B :
Pour chaque 4,7 avec 1 <4 < |S| et 1 < j < | S| faire
bij = 0.
3. Pour Phase Courante allant de 1 jusqu’a K faire
Si (Phase_Courante == 1)
Alors
Pour chaque 7 avec 1 <1 < |S| faire
Jj=aryg 131;1;%,|Pik~
bi; = 1.
Fin Pour
p = Evaluation__Appariement(B).
Sinon

Pour chaque i avec 1 < ¢ < |S| faire
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B =B.

Pour chaque j avec 1 < j < |S'| faire
bi; = 0.

Fin Pour

j=arg min  pi.
1<k<|S' by, =0

bj=1letby=1.
p = Evaluation__ Appariement(B).
B=D
Fin Pour.
Si chaque (b;; == 1) avec 1 <i < [S|et 1 <j < |S'|
Alors Phase Courante = K.
Fin
Procédure : Evaluation-Appariement(B)
Sortie :
1) Le meilleur appariement p.
Début

Pour chaque appariement valide de B faire
1. Calculer I'ecag,.
2. Calculer 'ecag,.

3. Si ecag < ecags + ecag,
Alors ecag = ecag, + ecag,.

Mettre & jour le meilleur appariement p.

Fin
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2.2.2 Extension de l’algorithme
Description de I’algorithme

Dans sa version de base, ’algorithme d’appariement de graphe proposé
dans ce chapitre inclut uniquement la substitution pour éditer les sommets et
les arétes des deux graphes. Nous allons proposer dans cette sous-section une
extension de cet algorithme pour introduire les autres opérations d’édition
3 savoir l'insertion et la suppression. D’un autre coté, nous allons présenter
des techniques heuristiques introduites pour diriger rapidement le processus
vers la solution du probléme. Cela nous permet de réduire considérablement
le temps nécessaire pour trouver une solution. Dans la premiére partie de
cette sous-section, nous allons décrire 'introduction de ’insertion et de la
suppression pour I’édition des graphes. La deuxiéme partie sera consacrée

aux techniques heuristiques.

L’introduction de I'insertion et de la suppression des sommets et des arétes
ouvre la porte aux diverses transformations possibles d’un graphe donné en
un autre graphe sans aucune restriction sur la taille des deux graphes. Ce-
pendant, en pratique, cette introduction rend le processus de recherche plus
complexe. Etant donné deux graphes, la transformation d’un graphe en un
autre, ce qui induit un calcul de similarité ou de distance, peut étre effec-
tuée de plusieurs fagons. Nous avons opté pour une transformation qui tient
compte de la structure des deux graphes. Lorsque les deux graphes ont le
méme nombre de sommets et d’arétes, seule la substitution sera appliquée
pour transformer le premier graphe. Lorsque le premier graphe est plus pe-
tit en terme de nombre de sommets, la substitution et la suppression seront
appliquées pour transformer le deuxiéme graphe. Enfin, lorsque le premier
graphe est plus grand en terme de nombre de sommets, la substitution et

I’insertion seront appliquées pour transformer le deuxiéme graphe. Ce schéma
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de transformations recouvre les différents scénarios quant a la structure des

deux graphes.

Etant donné deux graphes G = (S, 4,q,8) et G = (5, A, a, 8). Dans
le cas ot |S| < |S'], la matrice P comporte (|S'| x |S'|) éléments. Les |S|
premiéres lignes seront initialisées en calculant la similarité entre les sommets
du premier graphe avec ceux du deuxiéme graphe. Les (|S'| — | S|) derniéres
lignes seront inutilisées par la valeur des étiquettes des sommets du deuxiéme
graphe. A partir des | S| premiéres lignes, le processus choisira les |S| sommets
du premier graphe qui seront appariés avec |S| sommets du deuxiéme graphe.
A partir des (|S'| —|S|) derniéres lignes, le processus choisira les sommets du
deuxiéme graphe qui seront supprimés. Dans le cas oi1 |S| > |S'|, la matrice P
comporte (|S| x |S|) éléments. Les |S'| premiéres colonnes seront initialisées
en calculant la similarité entre les sommets du premier graphe avec ceux
du deuxiéme graphe. Les (|S| — |S'|) derniéres colonnes seront initialisées
par la valeur des étiquettes des sommets du premier graphe. A partir des
|S'| premiéres colonnes, le processus choisira les |S'| sommets du deuxiéme
graphe qui seront appariés avec \S'| sommets du premier graphe. A partir des
(IS| — |S'|) derniéres colonnes, le processus choisira les sommets du premier

graphe qui seront supprimés.

Pour des raisons de commodité, nous allons présenter l’algorithme en
traitant le cas ou |S| < |S’|. En d’autres termes, le premier graphe est égal
au deuxiéme ou plus petit que lui pour ce qui est du nombre de sommets. Il
faut noter que pour chaque insertion (resp. suppression) d’un sommet, une
ou plusieurs autres insertions (resp. suppressions) seront suivies pour corriger
les arétes. Le coiit total de ces différentes insertions (resp. suppression) des

arétes sera additionné au colit engendré par la correction des sommets.
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Algorithme :Appariement Sommets Base Extension()

Entrées :

1) Deux graphes G = (S, 4,0, 0) et G = (S, 4, , ).
2) Le nombre de phase K.

Sortie :

1) Le meilleur appariement p.

Début
1 : Initialiser P :
Pour ¢ =1, ...,|S| faire
Pour j = 1,...,|S'| faire
pij = d(a(ss), & (s7))-
FinPour
FinPour
Pour i = |S| +1, ..., |S'| faire
Pour j = 1,..., |S'| faire
pij = abs(a/ (s;))-
FinPour
FinPour
2 : Initialiser B :
Pour 4,5 = 1,...,|S'| faire
bi; = 0.
FinPour
Pour i = 1, ..., |S'| faire
j=arg min px.

1<k<|S'|
FinPour
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3 : Phase_Courante = 1.
Tant que Phase_Courante < K faire
Si (Phase_Courante == 1)
Alors Extraction_ Evaluation__Appariement(B,0)

Sinon Pour i =1, ...,|S'| faire
B'(i,.) = B(i,.).
Pour j =1,...,|S'| faire
bi = 0.
Fin Pour

j=arg min PDik-
1<k<|S' b =0

Extraction_ Evaluation_ Appariement(B, 1).
B(i,.) = B'(i,.).
FinPour
FinSi
Phase_Courante + +.
FinTant que
Fin

L’algorithme tel qu’il a été décrit dans sa version de base consiste a ex-
traire un ou plusieurs appariements dans chaque phase et & chaque étape,
vérifier pour chaque appariement s’il réalise un isomorphisme ou non. Dans
laffirmative, I’algorithme calcule son ecag et retient celui qui posséde I’ecag
minimal. La premiére technique introduite consiste a contréler les apparie-
ments au fur et & mesure de leur construction. En partant d’un appariement
vide, une nouvelle mise en correspondance est insérée dans I'appariement &
chaque étape. Le controle de ’appariement consiste & vérifier, & chaque étape,
si Pappariement partiel forme un isomorphisme partiel ou non. Si ce n’est pas

le cas, tous les appariements futurs qui contiennent cet appariement partiel
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ne seront pas pris en compte. Dans le cas ou 'appariement partiel forme un
isomorphisme, son ecag partiel est calculée et comparée au meilleur apparie-
ment. Cet appariement partiel sera rejeté dans le cas o son ecag est plus
grande que le meilleur. De la méme maniére, tous les appariements futurs qui
contiennent cet appariement partiel ne seront plus sélectionnés. La deuxiéme
partie de cette technique compare I’ecag partiel avec ’ecag du meilleur ap-
pariement. L’algorithme ne peut bénéficier de cette deuxiéme partie unique-
ment lorsqu’il réussit & trouver le premier appariement. Cette restriction sera

allégée par la deuxiéme technique.

La premiére technique permet de controler ’évolution de la construction
de Pappariement. A chaque étape, un appariement partiel est vérifié. Une
deuxiéme technique a été introduite pour mémoriser le plus grand apparie-
ment partiel au fur et 4 mesure qu’on avance dans le processus de recherche.
Dans de rares cas, le processus de recherche est incapable de trouver
un appariement formant un isomorphisme aprés K phases. La technique
consiste a forcer la construction d’un appariement en utilisant le plus grand
appariement partiel minimisant ’erreur de correction ecag trouvée a la fin
de la phase K. Un sous-ensemble de mises en correspondance est sélectionné
pour compléter I'appariement. Cette technique peut étre aussi employée
dés la fin de la premiére phase Phase_Courante == 1. L’algorithme peut
bénéficier alors de l'apport de la premiére technique (deuxiéme partie)
dés la fin de la premiére phase. Une fois qu'un appariement a été trouvé,
l'algorithme abandonne cette deuxiéme technique. L’appariement trouvé

sera utilisé pour vérifier les appariements partiels.

Procédure : Extraction _Evaluation__ Appariement(B, a)
Début
Si (@ ==0)
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Alors Pour i = 1,...,|S'| faire
M = Extraire_ Appariement().
FinPour
Si (M est un isomorphisme)
Alors
Calculer Pecags.
Calculer ’ecag,.
ecag = ecags + ecagy.
FinSi
Sinon Pour k£ = 1, ..., Maz (Max est le nombre d’appariments possibles)
Pour i = 1,...,|S’| faire
M = Extraire_ Appariement().
Fin Pour
Pour i = 1,...,|S'| faire
Si (M(1,..,7) est un ismorphsime partiel)
Alors
Calculer 'ecag; partielle.
Si (ecays < ecag)
Alors
Calculer 'ecag, partielle.
Si (ecags + ecag, < ecag)
Alors
Si (i == |5|)
Alors
ecag = ecags + e€cags.
Sauvegarder 1’appariment M.
Fin Si
Sinon (i = |S'| + 1)
Fin Si
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Sinon ()i = |S'| +1)

FinSi
FinSi
FinPour
FinPour
FinSi
Fin

2.2.3 Complexité
Théoréme

La complexité de I’algorithme pour un nombre de phases égale a K est
de 'ordre de O(|S|2KS).

Démonstration

Etant donné deux graphes G = (S, 4,0,8) et G = (5, 4,d,5). A
Iétape i de la phase K, la ligne 7 de la matrice B contient un seul élément
a 1, les 4 — 1 premiéres lignes contiennent K éléments & 1 et les (|S| — 1)
derniéres lignes contiennent K — 1 éléments a 1. A la fin de cette étape, la
matrice B contient (i1 — (i—1)!5!) éléments égales a 1. A la fin de cette phase
K, le nombre d’appariements issu uniquement de cette phase est (K ISl — (K —
1)'S|). Le cumul du nombre d’appariements pour les K phases est K 11, La
mise en correspondance des arétes pour chaque appariement nécessite O(|S]?)

opérations. Ainsi la complexité de I’algorithme est O(|S|2K!51).

49



2.2.4 Exemple

Dans cette sous-section, nous présenterons un exemple pour détailler la
démarche adoptée pour la recherche de I'isomorphisme de sous-graphe selon
’algorithme présenté dans ce chapitre. La figure 2.1 montre deux graphes
G et G'. Le premier et le deuxiéme graphe comportent respectivement trois
et quatre sommets. Le nombre a l'intérieur du cercle représente I'étiquette
du sommet tandis que celui & I'extérieur représente 'ordre du sommet. Le
nombre a coté de chaque ligne reliant deux sommets représente 1’étiquette de
Paréte.

G=(S,4,0,8) G =(5,4,d,0)
Ls =Ly ={0.3,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9} Ly = Ly = {0.1,0.2,0.3,0.6,0.7,0.8}
S ={s1,s0,83} S = {s), 83, 55,54}
A= {(s1, s2), (51, 53), (52, s3)}

A= {(s1,55), (51, 53), (51, 83), (52, 53), (52, 54), (5, 54)}

a(s1) =0.6 B(s1,82) = 0.8 oz'(s'l) =0.7 Jis (sll, 3'2) =0.8
a(sy) =03  PB(s1,s3) =0.6 o (sy) = 0.5 B (s7,55) = 0.2
a(ss) =0.9  B(s2,83) =0.7 o/ (s5) =06  B(s},8,) =0.3
o (s,) =08  f(sy83) =0.1

B (55, 8,) = 0.7

B (s3,8,) =0.1
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0101 0 |02
04102|03]0.5
02]0403]|01

TAB. 2.1: Matrice P.

0

TAB. 2.2: Matrice B.

Afin de faciliter la compréhension de l'algorithme, nous allons utiliser
la version de base qui inclut uniquement 1'opération de substitution. L’al-
gorithme décrit plus haut comporte trois étapes. La premiére ainsi que la
deuxiéme étape concernent linitialisation des deux matrices. Le noyau de
I’algorithme est présenté dans la troisiéme étape qui fait appel a la procé-

dure Evaluation_ Appariement().

A la fin de ’étape 1, la matrice P contiendra la similarité entre les som-
mets des deux graphes. Le tableau 2.1 montre le contenu de la matrice P

aprés initialisation.

A la fin de V’étape 2, tous les éléments de la matrice B sont initialisés a
0. L’étape 3, comporte K phases. Supposons que K est égale & 3. Lors de
la premiére phase, 1’algorithme dans un premier temps initialise de nouveau
la matrice B, en affectant un seul élément & 1 pour chaque ligne. Le tableau

2.2 montre le contenu de la matrice B aprés cette initialisation.

Dans un deuxiéme temps, ’algorithme extrait & partir de cette matrice,
le seul appariement existant, soit (s1,53), (2, 53), (ss,54). Ensuite, le cofit
associé & cet appariement est calculé en regardant la matrice P, soit 0.3 (1.5

en regardant les arrétes). Le processus alors passe & la phase 2, c’est-a-dire
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0101 010

TAB. 2.3: Matrice B et B', Phase_Courante == 2, ligne == 1.

01 0{0]0

TAB. 2.4: Matrice B et B', Phase_ Courante == 2, ligne == 2.

Phase_Courante == 2. Maintenant, le traitement sera effectué en analysant
la matrice B ligne par ligne, en commencant par la ligne 1. D’abord, une copie
de la matrice B est sauvegardée dans une matrice intermédiaire B'. Ensuite,
tous les éléments de la premiére ligne seront mis & 0. Le processus cherche
alors 1’élément qui posséde la valeur la plus faible dans P et qui n’a pas été
sélectionné dans la phase précédente. Le contenu de la matrice B et B’ est

donné par le tableau 2.3.

A partir de la matrice B, l'algorithme extrait le seul appariement exis-
tant et réalisant un isomorphisme, soit (s, s1), (52, 82), (83, $4) et calcule son
cofit, soit 1.3. En comparant son cofit & celui obtenu dans la premiére phase,
ce dernier sera retenu. Le processus continue la recherche en analysant la
deuxiéme ligne de la matrice B. Le contenu de la matrice B et B' est donné
par le tableau 2.4. A partir de la matrice B, l'algorithme extrait le seul ap-
pariement existant, soit (s1,s)), (52, 53), (53, 84) et calcule son cofit, soit 1.4.
En comparant son cofit & celui obtenu dans la premiére phase, ce dernier ne
sera pas retenu. Le processus continue la recherche en analysant la troiséme
ligne de la matrice B. Le contenu de la matrice B et B’ est donné par le
tableau 2.5.
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0(0|0 1100

TAB. 2.5: Matrice B et B', Phase_ Courante == 2, ligne == 3.

2.3 Résultats expérimentaux

Nous avons expérimenté le nouvel algorithme d’appariement présenté
dans ce chapitre sur une base de graphes aléatoires. L’expérimentation est
composée de deux parties. Dans la premiére partie, nous allons montrer le
comportement de notre algorithme vis & vis de 1'algorithme de recherche ar-
borescente. Deux indicateurs illustrent la performance des deux algorithmes.
Le temps d’exécution pour trouver le meilleur appariement et le nombre de
solutions optimales atteintes. Comme il a été dit auparavant, la recherche
arborescente est une méthode optimale. Pour cela, nous avons pris dans les
deux expérimentations cette méthode comme méthode témoin sur la qualité
de la solution obtenue. La deuxiéme expérimentation est une étude compa-

rative de notre algorithme avec quatre autres méthodes.

2.3.1 Graphes aléatoires

Dans le but d’étudier le comportement de 1’algorithme dans la pratique,
nous avons réalisé une série d’expérimentations sur des graphes aléatoires.
Le choix d’une base de graphes aléatoires a été motivé par le contrdle simple
et efficace qu’offrent les graphes aléatoires. Nous avons généré 1000 paires de
graphes. Un nombre aléatoire de sommets a été généré pour chaque graphe
variant de 2 & 10. Pour chaque sommet et aréte dans un graphe, nous avons

généré un nombre réel aléatoire compris entre 0 et 1. Nous avons varié le

93



Nombre de phases | Nombre d’appariements | Temps moyen
optimal en secondes

1 609 2.14
2 827 3.69
3 940 6.14
4 971 11.04
5 1000 16.28

A¥* 1000 186.57

TAB. 2.6: Comparaison entre A* et I’algorithme proposé.

nombre de phases K de 1 4 5 dans I’algorithme. Pour chaque paire de graphes
et pour les deux algorithmes, nous avons comptabilisé le temps nécessaire
pour rechercher ’isomorphisme. A la fin de chaque test, nous avons calculé
le temps moyen nécessaire pour rechercher I'isomorphisme pour I’ensemble
des graphes. Nous avons aussi comptabilisé le nombre de paires de graphes
dont notre algorithme a réussi & trouver 'isomorphisme optimal. L’expéri-
mentation a été réalisée sur une machine SUN, Ultra 60, dont la cadence de

I'horloge des processeurs est 450 Mhz et une mémoire vive interne de 512
Mb.

Le tableau 2.6 montre la performance des deux algorithmes. Il est clair que
pour Palgorithme proposé, plus le nombre de phases augmente, plus le temps
moyen nécessaire pour rechercher I'isomorphisme augmente. On remarque
aussi 1’évolution du nombre d’appariements optimaux trouvés en fonction
du nombre de phase K. Pour cette expérimentation, 'appariement optimal
est atteint pour ’ensemble des paires de graphes pour k = 5. Cependant, le
temps nécessaire pour trouver Poptimalité pour ce cas précis K = 5 est net-
tement inférieur & celui enregistré pour A*. Le tableau 2.7 montre le temps

nécessaire en secondes pour trouver le meilleur appariement en utilisant le
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Nombre de sommets | 8 x 12 | 10 x 15 | 13 x 18
Temps en secondes 39 761 1345

TAB. 2.7: Temps nécessaire pour trouver le meilleur appariement.

nouvel algorithme avec K = 5. L’algorithme A* n’a pas été utilisé dans cette
expérience étant donné qu’il est incapable de trouver une solution optimale.
L’algorithme A* ne peut pas supporter plus de 10 sommets par graphes.
La taille de ’espace de recherche pour ce genre de probléme croit exponen-
tiellement avec la taille des graphes & apparier. Cependant, ’algorithme A*
pour l'isomorphisme exact et inexact et l’algorithme de Ullmann [110] pour
l’isomorphisme exact restent parmi les meilleurs et les plus utilisés comme

indicateurs d’optimalité de la solution trouvée.

2.3.2 Etude comparative

Dans cette section, nous présenterons une étude comparative afin de dé-
gager les points forts et faibles de notre algorithme. La comparaison inclut
I’algorithme proposé, I’algorithme basé sur la relaxation probabiliste [16], I'al-
gorithme basé sur les outils génétiques [114], I’algorithme basé sur I’analyse
spectrale des matrices d’adjacence [111] et 'algorithme basé sur la recherche
arborescente [108]. Deux indicateurs ont été pris en considération pour I’éva-
luation et la comparaison, le temps nécessaire pour trouver une solution ainsi

que le taux d’appariement optimal atteint.

Nous avons considéré ’algorithme basé sur la recherche arborescente
comme témoin d’optimalité. Cet algorithme déterministe génére une solu-
tion optimale, cependant il n’est pas en mesure de donner une solution pour
des graphes de taille 10 sommets ou plus. Cet algorithme souffre de la com-

plexité exponentielle. L’algorithme basé sur les outils génétiques a été pro-
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Paramétre Valeur
Nombre d’itérations | 200
Population 30
Selection Ordre
Valeur d’inhibition 4
Croisement PMX
Mutation SWAP

TAB. 2.8: Paramétres génétiques utilisés pour I’expérimentation.

posé par Wang et al [114]. Il permet de trouver une solution approximative.
L’algorithme nécessite I'initialisation de plusieurs paramétres. Le tableau 2.8
montre les valeurs des différents paramétres. Pour plus de détails concernant
la réalisation voir [114]. Nous avons utilisé les mémes conditions d’expéri-

mentation.

La base de données de graphes contient six ensembles. Les six ensembles
contiennent chacun 1000 paires de graphes ayant respectivement 4, 5, 6, 7,
8 et 9 sommets. Pour chaque sommet et chaque aréte, nous avons assigné
aléatoirement une étiquette 3 partir de ’ensemble des étiquettes Lg = Lg =

{1,2,...,9}. Le nouvel algorithme a été expérimenté avec K = 3.

Le tableau 2.9 montre que ’algorithme de recherche arborescente est bel
et bien un algorithme optimal. Pour le dernier ensemble dont les graphes
ont 9 sommets, cet algorithme est incapable de donner une solution. Cet al-
gorithme explore ’espace de recherche en entier pour trouver une solution.
L’étendue de I’espace de recherche croit exponentiellement en fonction de la
taille des graphes & apparier. Pour ce cas, nous avons comparé les autres al-
gorithmes entre eux et ’optimalité a été attribuée 4 celui dont ’erreur de cor-
rection, ecag est la plus faible. On remarque tout d’abord que la performance

de algorithme d’analyse spectrale  trouver une solution optimale dégrade
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Taille Nouvel | Relaxation | Algorithme | Analyse | Arbre de
d’un graphe | algorithme | probab. génétique | spectrale | recherche
4 1000 597 855 330 1000
5 1000 483 639 97 1000
6 976 311 478 43 1000
7 920 191 289 8 1000
8 865 125 199 3 1000
9 680 160 240 0 -

TAB. 2.9: Nombre d’appariements optimal atteint pour les différents algo-

rithmes.

d’une maniére significative au fur et mesure que la taille des graphes aug-
mente. Cela prouve que cette solution n’est pas intéressante lorsqu’il s’agit de
graphes non similaires. La relaxation ainsi que 'algorithme génétique offrent
une solution acceptable pour des graphes de 4 et 5 sommets. Cependant, la
performance de ces deux algorithmes diminue au fur et & mesure que la taille
des graphes augmentent. Le nouvel algorithme offre une solution trés proche
de l'optimale et ce méme pour des graphes avec 7 et 8 sommets. Les nou-
velles techniques heuristiques introduites dans la deuxiéme version de notre
algorithme ont montré leurs capacités a améliorer considérablement le taux

d’optimalité atteint.

Le tableau 2.10 montre que les algorithmes basés respectivement sur I’ana-
lyse spectrale et I’approche génétique sont trés efficaces en termes de temps
de calcul. La recherche arborescente a un temps raisonnable pour des graphes
de taille de 4, 5 et 6 sommets. Cependant, le temps nécessaire pour trouver
une solution optimale avec cet algorithme augmente d’une maniére exponen-
tielle lorsque la taille des graphes augmente. Notre algorithme nécessite peu

de temps pour trouver une solution pour des graphes de taille allant jusqu’a 8
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Taille Nouvel | Relaxation | Algorithme | Analyse | Arbre de

d’un graphe | algorithme | probab. génétique | spectrale | recherche

4 0.002 0.011 0.001 0.001 0.001

5 0.007 0.029 0.001 0.001 0.003

6 0.074 0.065 0.002 0.001 0.034

7 1.063 0.128 0.002 0.001 8.959

8 16.884 0.228 0.003 0.001 352

9 135.974 0.368 0.004 0.001 -

TAB. 2.10: Le temps d’exécution de chaque algorithme. (en secondes sur un
PC Pentium IV, 256 Mo).

sommets. Nous avons enregistré des temps trés raisonnables pour des graphes

ayant 14 sommets en introduisant les nouvelles techniques heuristiques.

Dans une étude précédente que nous avons effectuée pour comparer la per-
formance de notre algorithme avec d’autres algorithmes, nous avons généré
des paires de graphes avec différents degrés de similarité. La génération de
paires de graphes consiste & générer le premier graphe aléatoirement, ensuite
a générer le deuxiéme en introduisant un bruit sur le premier. Nous avons
utilisé cinq niveaux de bruit. Le niveau zéro consiste simplement & recopier
le premier pour générer le deuxiéme. Nous avons constaté un bon taux d’ap-
pariement pour les algorithmes basés sur P'analyse spectrale et 'approche
génétique pour des graphes de 11 et 13 sommets. L’algorithme proposé a
montré une deuxiéme fois sa supériorité en affichant des taux d’optimalité

proches de 100% dans la majorité des tests. Pour plus de détails voir [42].
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2.4 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre un nouvel algorithme d’appariement
de graphes. L’algorithme permet d’extraire I’isomorphisme de graphes ou de
sous-graphes. L’algorithme repose sur la notion d’opérateurs d’édition pour
trouver l'isomorphisme. Trois types d’opérateurs peuvent étre utilisés pour
transformer un graphe en un autre. La substitution, la suppression et I'in-
sertion. L’idée de base de notre algorithme repose sur une séparation entre
la mise en correspondance des sommets et la mise en correspondance des
arétes. L’algorithme divise le processus de recherche en plusieurs phases.
Dans chaque phase, le meilleur appariement est extrait. Ensuite, il est évalué
et finalement comparé au meilleur de tous le processus. Nous avons présenté
tous d’abord une version traitant I’opération de substitution. Une exten-
sion a été présentée généralisant 1’algorithme sur toutes les autres opérations
d’édition. L’algorithme développé offre de nouvelles techniques pour rediri-
ger rapidement le processus de recherche vers la solution du probléme. Les
expériences présentées dans ce chapitre montre la supériorité de notre algo-
rithme pour traiter le probléme d’appariement de graphes similaires ou non

similaires.
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Chapitre 3

Un nouvel algorithme de calcul

du graphe médian

3.1 Introduction

Le concept de graphe médian introduit par Jiang et al. [56] est un concept
fort important en reconnaissance de formes structurelles. Le graphe mé-
dian permet de représenter l'information essentielle et utile d'un ensemble
de graphes par un seul prototype ou représentant. Ce concept permet aussi
d’établir un lien solide entre la reconnaissance de formes structurelles et la
reconnaissance de formes statistiques. Par exemple, il permet une réutilisa-
tion des techniques et méthodes de clustering utilisées par I’approche statis-
tique dans la reconnaisance de formes structurelles. En plus, des méthodes
hybrides peuvent étre développées entre les deux approches en utilisant ce
concept adapté aux graphes. Le médian est un concept classique pour les
vecteurs ou les chaines. Cependant, les spécificités structurelles des graphes
rendent ce concept difficile 3 définir et & utiliser. Peu d’algorithmes sont dé-

veloppés pour construire ou rechercher le graphe médian d’un ensemble de
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graphes. L'algorithme de Jiang [56] fut le premier et le seul permettant de
calculer le graphe médian d’un ensemble de graphes. Nous avons jugé qu’'un

effort peut étre déployé dans cette direction.

La recherche d’un graphe médian est un processus de minimisation qui
consiste & construire un graphe dont la somme des distances avec tous les
graphes appartenant & un ensemble S est minimale. Ce processus nécessite
de chercher un sous ensemble d’étiquettes pour les sommets et les arétes
appartenant respectivement & E; et E, et d’effectuer des mises en corres-
pondance entre les sommets et les arétes du graphe médian & construire et
ceux de chacun des graphes de S. Au terme de ce processus, chaque appa-
riement entre le graphe médian et un graphe de S est un isomorphisme de
graphes ou de sous-graphes selon la taille des deux graphes. On suppose dans
ce chapitre que la taille du graphe médian est un paramétre dont la valeur est
préalablement donnée ou calculée. On désigne par M le nombre de sommets
dans le graphe médian. Le graphe médian recherché minimise la somme des
distances SOD, soit

g =argmin SOD(g, S) (3.1)
geC

SOD(g,S) = Y12, d(g, 9:) (3.2)

Dans la littérature, la distance entre deux graphes peut é&tre calculée
de deux maniéres, soit en calculant Perreur de correction d’appariement de
graphes (ecag), soit en recherchant le plus grand sous-graphe commun. Nous
avons présenté dans le chapitre 2, un algorithme permettant de calculer cette
distance en utilisant les opérations d’édition. Dans ce chapitre, nous utilise-

rons I’ecag pour calculer la distance entre deux graphes.

Jiang et al. [56] ont démontré que le nombre de sommets dans le graphe

médian ne peut pas dépasser le nombre total des sommets des graphes de S,
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soit Ng = L‘i'l |S;|. Une premiére solution consiste & vérifier tous les graphes
possibles qui peuvent étre générés séquentiellement de taille M. Le proces-
sus de vérification consiste d’abord a calculer pour chaque graphe généré la
somme des distances avec tous les graphes de S, puis a retenir le graphe qui
a la plus faible valeur de SOD. Malheureusement, cet algorithme n’est pas

applicable méme pour un ensemble S trés petit et des graphes de faible taille.

Afin d’éviter I’explosion combinatoire du probléme, nous avons adopté
une stratégie qui consiste & décomposer 1'algorithme de recherche du graphe
médian en plusieurs sous-problémes. L’idée est que chaque sous-probléme
permet de résoudre une difficulté particuliére et que son traitement est indé-
pendant des autres processus. Afin de définir les différents processus et leurs
roles, nous avons dégagé les différentes difficultés 4 surmonter pour trouver
une solution au probléme. La complexité élevée du probléme est causée, pre-
miérement par le nombre de graphes dans I’ensemble S et deuxiémement par
la taille des graphes. Ces deux facteurs influent directement sur le calcul de
SOD et la taille du graphe médian. Le temps de calcul de SOD augmente ex-
ponentiellement lorsque la taille des graphes augmente et linéairement lorsque
le nombre de graphes augmente. La taille du graphe médian augmente lorsque
la taille des graphes de S augmente. La décomposition adoptée comporte
trois processus : un premier permettant de réduire la taille de ’ensemble
d’étiquettes des sommets E,, un deuxiéme processus permettant d’estimer la
taille du graphe médian et un troisiéme permettant de calculer la distance
SOD entre un graphe médian de taille fixe M et 'ensemble des graphes de
S. Dans cette méme étape, la construction du graphe médian est réalisée. Ce
troisiéme processus constitue le noyau de 'algorithme. L’algorithme général
pour construire le graphe médian généralisé peut étre décrit de la maniere

suivante :
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Algorithme : Graphe Médian_Généralisé()
Entrées : L’ensemble des graphes S.

Sortie : Le graphe médian généralisé.
Début

1: Réduction Ensemble_Etiquettes()
2 : Cardinalité_ Graphe_Médian()
3 : Minimisation_SOD()
Fin
Dans ce qui suit, nous allons proposer en détail les trois processus cités ci-

dessus (Section 3.2). La section 3.3 décrit les résultats expérimentaux. Enfin,

une conclusion sera donnée dans la section 3.4.

3.2 Algorithme du graphe médian

3.2.1 Reéduction de ’ensemble des étiquettes

Les ensembles des étiquettes respectivement pour les sommets F; et les
arétes E, constituent le point de départ pour la construction du graphe mé-
dian. La taille de ces deux ensembles est un facteur déterminant dans la com-
plexité du probléme. Plus I’ensemble est grand plus il y a des sous-ensembles
A extraire et & évaluer pour le graphe médian. Notre but est de réduire la taille
de ces deux ensembles sans altérer la qualité de la solution & atteindre. Dans
ce qui suit, nous allons expliquer la méthode adoptée pour réduire la taille de
I’ensemble des sommets E;. Pour ’autre ensemble E,, la méme démarche est
utilisée. Notre démarche comporte deux parties, une premiére déterministe

et une seconde heuristique.

[’ensemble des étiquettes E, contient toutes les étiquettes des différents
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graphes de S. La taille de E; n’est autre que le nombre de sommets de tous les
graphes de S. Un certain nombre de ces étiquettes appartenant & E; peuvent
étre dupliquées plusieurs fois (D fois). Or si la taille du graphe médian re-
cherché est égale & M, seulement, dans le pire des cas, M étiquettes ayant la
méme valeur peuvent étre utilisées pour construire le graphe médian. Dans
le cas ot D > M, les D — M étiquettes ayant la méme valeur n’auront aucun
impact sur la solution finale. Ainsi, dans un premier temps, nous examine-
rons Uensemble E; et pour les étiquettes qui sont dupliquées plus que M
fois, D — M étiquettes seront éliminées de I’ensemble E,. Cette méthode est
une démarche simple et facile & mettre en oeuvre. Cependant, son utilisation
est conditionnée par la nature des étiquettes. Si les étiquettes ne sont pas

suffisamment dupliquées, aucune réduction n’est réalisée avec cette méthode.

Nous avons envisagé une deuxiéme technique de réduction. Elle consiste
a regrouper les étiquettes en plusieurs groupes, puis & utiliser uniquement les
centres de chaque groupe pour le reste du processus. Il existe une multitude
d’algorithmes différents pour classifier un ensemble de données. Nous avons
utilisé 1’algorithme k-means [78] pour réduire la taille de ’ensemble des éti-
quettes F,. Notre choix de k-means a été motivé par 'universalité, I'efficacité
et la puissance de cet algorithme qui permet une bonne répartition des don-
nées. Le nombre de classes a été fixé & 2M ou M est le nombre de sommets
du graphe médian. Ce choix revét évidemment un caractére expérimental. 11
s’agit d’un compromis entre la réduction de la complexité du probléme de
la recherche et le maintien de la qualité du médian calculé. Le probléme dé-
pend beaucoup de 'application. Il faut encore des études approfondies pour
trouver des régles générales. Une fois cette réduction est réalisée, le nouvel

ensemble des sommets F; sera représenté par L.
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3.2.2 Cardinalité du graphe médian

Partant du théoréme de Bunke [56] qui stipule que la cardinalité du graphe
médian est comprise entre 1 et le nombre total des sommets des graphes de
S, soit Ng = Zi‘ill |S;|, un choix judicieux de la cardinalité s'impose afin de
réduire le temps de calcul de SOD. L’approche adoptée dans cette thése pour
le calcul de SOD est 'utilisation des opérations d’édition, soit la substitution,
I'insertion et la suppression respectivement des sommets et des arétes. Etant
donnés deux graphes G = (S, 4,0,8) et G = (S, 4, 8), la distance
entre deux sommets (resp. arétes ) mis en correspondance est la distance
Euclidienne entre les deux étiquettes. Le calcul de la distance entre deux
graphes peut étre interprété comme le cotit de la transformation du graphe G
en G en utilisant les opérations d’édition. Le cotit de la transformation n’est
autre que la somme de toutes les transformations élémentaires appliquées sur
les sommets (resp. les arétes) du premier graphe. Le cotit de chaque opération

d’édition est décrit comme suit :

— Substitution de sommets : fo(8ss) = fe(u1,ve) = d(a(u1), @' (va))

— Substitution d’arétes : fo(6a) =  fel(ur, 1), (us,v2)) =
d(B(u1,v1), B (ug, v2))

— Insertion de sommets : f.(0;s) = fo(u) = a(u)

— Insertion d’ardtes : fo.(dia) = fe(u,v) = B(u,v)

— Suppression de sommets : fo(0ps) = fo(u) = a(u)

— Suppression d’arétes : f.(0p0) = fo(u,v) = B(u,v)

Le cofit d’une substitution d’un sommet u de G mis en correspondance
avec un sommet v’ de G’ est la distance Euclidienne entre les deux étiquettes
respectivement de u et de v . L'opération d’insertion est appliquée dans le
cas ol la taille du premier graphe G est inférieure & celle de G . Pour chaque
sommet de G qui n’existe pas dans G, un sommet est inséré dans G ayant la

méme étiquette et le méme nombre d’arétes que le sommet dans le deuxiéme
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graphe. Le cofit de chaque insertion inclut la valeur de I'étiquette ainsi que
la valeur de toutes les étiquettes des différentes arétes ajoutées. L’opération
de suppression est appliquée dans le cas ou la taille du premier graphe G
est supérieure a celle de G . Pour chaque sommet de G qui n’existe pas
dans G, un sommet est supprimé de G ainsi que toutes les arétes qui lui
sont rattachées. Le colit de chaque suppression inclut la valeur absolue de
’étiquette du sommet supprimé ainsi la valeur absolue de toutes étiquettes

des différentes arétes supprimées.

Notre but est de minimiser le codt de la transformation de G en G .
D’aprés 'analyse des cofits des différentes opérations d’édition proposée ci-
dessus, la substitution offre un cott relativement faible par rapport & l’inser-
tion et la suppression, ce qui nous améne & dire que la meilleure cardinalité
minimisant SOD est obtenue si le nombre d’insertions et de suppressions
dans la séquence de transformation est trés bas. Donc, deux graphes ayant le
méme nombre de sommets et d’arétes n’ont besoin ni d’insertion ni de sup-
pression. Or, les graphes dans S n’ont pas forcément la méme taille. Dans ces
conditions et pour utiliser le moins possible d’insertions et de suppressions, la
cardinalité du graphe médian doit étre aussi proche que possible que les car-
dinalités des différents graphes dans S. Nous avons opté pour une cardinalité
égale 3 la moyenne de toutes les cardinalités des graphes de S. Notre hypo-
thése est partiellement validée expérimentalement dans la section 3.3.1. Ng
est le nombre de sommets dans tous les graphes de I’ensemble S. Le choix de
M peut étre aussi donner par l'utilisateur ou par une autre technique capable
de mieux approximer la cardinalité du graphe médian. Un travail théorique
futur peut approfondir ce choix purement expérimental.

M = & Ns (3.3)
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3.2.3 Minimisation de SOD

Le probléme de minimisation de SOD(g, S) pour obtenir le graphe médian
g est trés complexe. Les difficultés sont causées par les facteurs suivants :

1. Un grand espace de recherche pour les sommets du g et un autre grand
espace pour les arétes du g (en pratique ce dernier peut-étre beaucoup
plus grand que le premier).

2. Le graphe g doit étre apparié a chacun des graphes de S pour permettre
le calcul de la distance d(g, g;). En soi, c’est un processus complexe dont
nous avons discuté précédemment.

3. Il n’y a pas d’indice pour permettre d’évaluer explicitement si une éti-
quette est meilleure qu’une autre pour construire g puisque la "qualité"
d’une étiquette n’est pas forcément déterminée par la présence de cette
étiquette dans chaque graphe g; de S.

En d’autres termes, le calcul du graphe médian implique la recherche des

étiquettes pour les sommets et les arétes, et l'intégration de ces étiquettes
pour former le graphe médian. La principale difficulté résulte du fait que les

deux parties (la recherche et I'intégration) sont intiment liées.

Les observations suivantes nous permettent de voir le probléme d’une
autre perspective et nous présenterons des voies pour simplifier le processus
de recherche et d’intégration. La distance, entre le graphe médian g et le

graphe g;, d(g, g;) peut étre décomposée comme suit :

d(g,9:) = ds(9, 9:) + da(9, 9:) (3.4)
ol d,(7,9;) est la distance entre g et g; relative aux sommets, tandis que
d.(7, g:) est la distance entre 7 et g; relative aux arétes. La somme des dis-
tances SOD(g, S) devient alors

SoD(g, 8) = X do(g, 9:) + T2 du(7, 9:) (3.5)
SOD(g, S) = SOD(g, S) + SOD,(3, S) (3.6)
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Ici, SOD,(g,S) = ZL‘?_.'I ds(7, g;) représente la partie de SOD engendrée
par les distances entre les sommets du g et ceux de chaque graphe g; de
S. Par ailleurs, SOD,(g,S) = Eﬁll d.(7, ;) représente la partie de SOD
engendrée par les distances entre les arétes du g et ceux de chaque graphe
g; de S. La séparation de SOD en SOD, et SOD, nous permet de consta-
ter que la minimisation de SOD peut se faire en deux phases. La premiere
phase consiste & chercher un sous ensemble de sommets dont chaque élément
doit &tre mis en correspondance avec un sommet de g;(¢ = 1,..,|S]). Cet
appariement entre les sommets du (potentiel) g et g; impose également des
mises correspondances entre les arétes de g et les différentes arétes de g; de
S. Par conséquent, la deuxiéme phase de la minimisation consiste seulement
A trouver les étiquettes appropriées pour les arétes de g afin que SOD, soit
minimisée.

La démarche adoptée pour minimiser SOD en 2 phases permet de forma-
liser le probléme en un probléme de recherche dans un espace d’états dont
chaque élément est un sous-ensemble de M étiquettes provenant de l’en-
semble des étiquettes L,. L’ensemble d’états est représenté par LM, Alors
que la recherche des étiquettes pour les arétes joue un réle secondaire et la
partie de l'intégration se fait naturellement. Cependant, il faut remarquer
que pour trouver la solution optimale, 'exploration de ’espace d’état LM
tout entier demeure nécessaire. Une solution approximative s’impose pour
éviter explosion combinatoire. Nous avons adopté une approche similaire
a celle utilisée dans ’algorithme d’appariement de graphes présenté dans le
chapitre 2. L’approche consiste & minimiser d’abord SOD;, et ensuite mi-
nimiser SOD,. Bien que cette approche ne garantisse pas que le g obtenu
soit le minima de SOD, elle a I’avantage de réduire de fagon significative
la complexité de I'algorithme. Comme pour I'algorithme d’appariement de
graphes, cette approche repose aussi sur une hypothése similaire (implicite)

que le graphe médian doit, avant tout, étre en moyenne similaire & tous les
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graphes de S en ce qui concerne les sommets.

Pour minimiser SO D,, commengons & examiner plus en détail ’expression

SOD,(7,5) = ¥, d,(g, g;) ou dy(7, g;) est calculée comme suit
ds(§7 gz) = qu\/‘; ds (§k7 sfi(sk)) + Cs(ga gz) (37)

Le calcul de la distance entre deux graphes est effectué par application des
opérations d’édition. Dans le cas o les deux graphes ont le méme nombre de
sommets, seule la substitution est utilisée. Dans le cas ol le premier graphe
est plus grand que le deuxiéme en terme de nombre de sommets, la sub-
stitution et Iinsertion seront utilisées. Finalement, dans le cas oil le premier
graphe est plus petit que le deuxiéme, la substitution et la suppression seront
utilisées de telle sorte que le processus de transformation opére toujours sur le
deuxiéme graphe. C’est-a-dire que lors d’une substitution, 'opération d’édi-
tion transforme le sommet du deuxiéme graphe en changeant la valeur de son
étiquette. Pour la suppression, opération d’édition transforme le deuxiéme
graphe en supprimant le sommet en question et toutes les arétes partant
de ce sommet. Pour l'insertion, I’opération d’édition transforme le deuxiéme
graphe en insérant le sommet manquant par rapport au premier graphe ainsi
que toutes les arétes manquantes partant du sommet dans le premier graphe.
Dans notre cas précis, seul le graphe g; est transformé. La premiere partie
de 1’équation ci-dessus, le terme d (S, S;(s,)) calcule la similarité entre un
sommet S de g et le sommet mis en correspondance dans le graphe g;. Ce
dernier est noté sy,(s,) avec fi(.) la fonction qui retourne la correspondance
d’un sommet s dans un graphe g;. Le deuxiéme terme C,(7, g;) donne le cotit
associé & la suppression (resp. insertion) d’un ou plusieurs sommets dans g;.
Le nombre de sommets supprimés (resp. insérés) est la différence entre le

nombre de sommets dans les deux graphes.

SODS (57 S) = Eiﬂl [Z%_—l ds (gkn Sf,;(sk)) + CS (y-) gl)] (3’8)
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SODS(gv S) = Z%—-l leﬂl ds(glw ng(sk)) + les:'ll Os(g; gz') (39)
SOD,(7,5) = ©M, S8 d,(8k, 5100)) + Cs(3, S) (3.10)

En réalité, le terme C(g, S) est une somme des différents cotits associés
a la suppression des sommets du graphe g; qui n’ont pas été mis en corres-
pondance avec un sommet de g. Chaque sommet supprimé d’un g; contribue
par sa propre étiquette dans le cofit total C,. Dans le cas ol des insertions
ont été effectuées lors de la transformation, chaque sommet non apparié de
g contribue par sa propre étiquette au cott total C,. Ainsi, le terme C;(g, S)

peut s’écrire de la maniére suivante :
C(@,91) = T ™ dy(d 56) + Thty " a5k, @) (3.11)

Avec ¢ un sommet imaginaire inséré dans le graphe dont la taille est
la plus faible afin de calculer le cofit associé aux différentes opérations de

suppression ou d’insertion.

Les discussions ci-dessous nous permettent de voir le processus de mi-
nimisation de SOD, comme la répartition de I’ensemble des sommets des
différents graphes g; en plusieurs groupes. La répartition est décrite comme
suit :
— Les sommets appariés 4 un sommet 5 du graphe médian g formeront
un groupe noté Ry avec k = 1, .., M. Chaque élément d’un méme groupe
Ry, provient d’un et un seul graphe g; de S.

— L’ensemble des sommets qui n’ont pas été appariés avec aucun sommet
3, formeront un groupe noté K.

Ainsi, on aurait M + 1 groupes de sommets. Pour le groupe Ry, la contri-
bution & la somme des distances SOD, n’est autre que le deuxiéme terme
de I’équation (3.10), tandis que la contribution des autres groupes est sim-
plement la somme des distances par rapport au sommet S, c’est-a-dire le

premier terme de la méme équation. Ces remarques sont trés importantes
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car elles suggérent le processus suivant pour extraire des candidats pour g

afin de minimiser SOD; :

1. Extraire M groupes d’étiquettes (sommets) & partir de I’ensemble de
graphes S de telle sorte que 1) chaque groupe contienne au plus un som-
met provenant d’un graphe quelconque g; ; 2) chaque groupe contienne
au plus M éléments; Si le graphe g; est plus petit que g alors un ou
plusieurs sommets de ce dernier ne seront pas mis en correspondance
avec un sommet de g;; 3) les éléments de chaque groupe doivent étre
les plus similaires possibles; 4) les étiquettes qui n’appartiennent a
aucun groupe (R, ..., Ryr) doivent avoir les étiquettes les plus petites

possibles.

2. Pour chaque groupe, sélectionner une étiquette représentative (on a
intentionnellement choisi de ne pas préciser ’ensemble pour ce choix) et

déterminer la contribution de cette étiquette a la somme des distances

SOD;,. Si un groupe contient moins de |S| éléments, alors déterminer la
contribution des sommets qui devront étre insérés dans chaque graphe

Vil < M.

gi ou
3. Calculer la contribution de chaque sommet qui doit étre supprimé en
regardant le premier groupe Ry. Pour chaque paire de sommets de g,
définir un ensemble d’arétes. Chaque aréte provient d’un et un seul
graphe g;. Prendre une décision quant & l'insertion ou non d’une aréte
entre deux sommets de g. Associer une étiquette & partir de L, a chaque

aréte insérée en minimisant la somme des distances SOD,.

4. Trouver des techniques afin que les tiches du point 1 et point 2 puissent
atre effectuées afin de générer des groupes Ry, qui ont le plus de chance

de résulter en un g qui minimise SOD.

Nous avons concu un algorithme de recherche médian en cherchant a

partitionner les sommets des graphes de I’ensemble S selon les directives /
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contraintes énumeérées ci-dessus. L’assise de notre algorithme est la généra-
tion des candidats provisoires les plus probables qui pourraient devenir des
candidats du graphe médian. Ici, un candidat provisoire (CP) est un sous-
ensemble de M étiquettes (de L,) qui a été apparié & au moins un graphe
de S. Le terme "provisoire" est utilisé ici dans le sens que le candidat n’est
pas encore apparié & tous les graphes de S. Un candidat provisoire est généré
a partir de L, toujours selon la meilleure similarité (distance possible) qu’il
permet par rapport 4 un graphe de S (voir paragraphe suivant pour plus de
détails). Notre algorithme est congu de telle sorte qu'un candidat provisoire
ne peut étre généré qu'une seule fois par rapport & un graphe de S. Par
conséquent, si le méme candidat provisoire est généré |S| fois, le candidat
aurait été apparié & tous les graphes de S (en ce qui concerne les sommets
pour étre plus précis). C’est & ce moment que le candidat provisoire devient
un candidat médian et la minimisation de SOD; peut étre effectuée pour

permettre d’évaluer la qualité du candidat, c’est-a-dire la distance SOD.

La génération d’un candidat provisoire selon la similarité est effectuée en
suivant une approche inspirant de notre algorithme d’appariement de graphes
(chapitre 2). L'idée repose sur l'exploitation d’une (grande) matrice de simi-
larité P de taille | L,| x |L,|, ou L, représente ’ensemble de tous les sommets
- étiquettes des graphes de S. La matrice P peut étre vu aussi comme une

matrice de blocs

P =(PM, p@ _ pUsh) (3.12)

ot chaque bloc P® correspond & une matrice de similarité composée de L,

2

et les sommets du graphe g;(cette matrice est de taille |L,| X |g;|). L’élément
pt, de P est la similarité entre Pétiquette I de L, et 1’étiquette c de g;.

P, = d(ef“", ef)avecl = 1,2, ..., |Ls|etc=1,2,..., |gi] (3.13)
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La matrice P est initialisée au début de 1’algorithme. Le fil conducteur
au plus bas niveau est ’examen successif des plus petits éléments de la ma-
trice P. Nous avons besoin d’une autre matrice binaire B qui enregistre les
résultats de ce parcours et qui fournit des entrées a I’extraction des candidats
provisoires. La matrice B a exactement la méme taille que P et est organisée

de la méme maniére, c’est-a-dire en |S| blocs

B = (BW,B®  Bsh) (3.14)

La matrice B est initialisée & zéro partout. Un élément de pi, est "marqué"
si pi, est le plus petit élément de P qui n’est pas encore été "marqué". Pour
marquer un élément de P, 1'élément correspondant de B est affecté a 1.
L’extraction d’un candidat provisoire peut commencer dés que un des bloc

de B (ex. B®) contient suffisamment de 1.

Avant d’entrer dans les détails, il est utile de constater que si certains
éléments d’un B® deviennent 1 au fur et & mesure que ’algorithme avance,
c’est parce que ces éléments correspondent aux meilleurs mises en correspon-
dance entre les étiquettes de L, et les étiquettes de g;. Par conséquent, les
premiers candidats provisoires extraits de B gont les meilleurs candidats
provisoires par rapport & g;. Les conditions suivantes sont nécessaires pour

permettre une extraction de candidats provisoires :

1. Silg;| > M, ilfaut que B () ait au moins M éléments & 1 qui se trouvent
sur différentes lignes et différents colonnes (Pour assurer que le candidat

provisoire forme un isomorphisme).

2. Si|g| < M, il faut que B ait au moins |g;| éléments & 1 qui se trouvent

sur différents lignes et différents colonnes.
Sous la condition 1, on peut extraire des candidats provisoires (au moins
un), un sous ensemble de M éléments de L, appariés respectivement aux dif-

férents sommets de g;. Tous les sommets non appariés de g; sont considérés
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appariés & ¢. Sous la condition 2, on peut extraire des candidats provisoires
(au moins un), un sous ensemble de |g;| éléments de L,, appariés respecti-
vement aux différents sommets de g;. Par convention, ce candidat provisoire
(lg;| < M) peut étre confondu & n’importe quel candidat provisoire qui I'in-

clut dans le processus de génération d’un candidat de graphe médian.

11 est facile de comprendre qu’une des deux conditions ci-dessus sera sa-
tisfaite pour un i quelconque au fur et & mesure que les éléments de P seront
marqués. Il est facile aussi de comprendre qu’une fois une des deux conditions
est satisfaite pour une matrice B®), elle reste satisfaite. Donc, un mécanisme
est nécessaire pour éviter I’extraction répétée d’un méme candidat provi-
soire par rapport 4 g;. Ceci est détaillé dans I’algorithme. On peut remarquer
maintenant que la 1% fois qu’un méme candidat provisoire est généré deux
fois par rapport & g; et g2, ce candidat provisoire serait un bon candidat de

choix pour le médian de {g;1, gi}. En généralisant ce raisonnement, la 1ére

fois qu'un méme candidat est généré |S| fois (pour chacun des graphes de S),
il devient un bon candidat pour le médian de S. En fait, ce candidat réalise

une bonne réparation des sommets des différents graphes de S.

Algorithme : Minimisation SOD()
Entrées :

1 : L’ensemble des graphes S.

2 : La taille du graphe médian M.
Sorties :

1: Un graphe médian généralisé.

2 : L’ensemble des mises en correspondance.

3 : La somme des distances : SOD.

Début
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1 : Initialisation de P et B :
Pour ¢ =1, ...,|L,| faire
Pour j = 1, ..., |E;| faire
pi; = d(Ls (1), Es(3))-

bi; = 0.
FinPour
FinPour
2: f=1.
3 : Répéter
(1,0) =9 e B et mo P
b = 1.

J = Graphe_ Associe(c).
nep = Caleul _Nombre_Candidats_provisoires(B, j).
Pour k =1, ..., npc faire
Extrait un candidat provisoire C'P.
ds(CP, g;) = 2% popi),ope(i) + Cs(CP, g;).
Si (CP ¢ F)
Alors Insérer CP dans F.
Former un nouvel ensemble R¢(Ry, ..., Raz).
f++.
Sinon Si g; # Ry.Liste — Graphes
Alors Mettre a jour 'ensemble R(Ry, ..., Raz).

Fin Si
Fin Si
Si (|Ra| == [S])
Alors Pour t =1, ..., |S|
Calculer d,(CP, g;).
Fin Pour.

SOD&(Cpa S) = lei]l ds(CPv gi)'
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SOD,(CP,8) = 222, du(CP, ).
SOD(CP,S) = SOD4(CP,S) + SOD4(CP,S).
Mettre & jour le meilleur médian.
Fin Si
Fin Pour
Valider la condition d’arrét.
Jusqu’a Condition = VRAI

Fin

La premiére étape de I’algorithme consiste & initialiser les deux matrices
P et B. Le nombre de lignes dans les deux matrices correspond au nombre
d’éléments dans ’ensemble d’étiquettes L;. Le nombre de colonnes corres-
pond dans les deux matrices au nombre d’éléments dans I'ensemble E;. Dans
I'implémentation, le nombre de colonnes est plus grand que |E;|. En fait, dans
chaque graphe appartenant 4 S dont le nombre de sommets est inférieur au
nombre de sommets du graphe médian recherché M, on ajoute un nombre de
colonnes égal 4 la différence entre les deux tailles. La deuxiéme étape consiste
simplement & initialiser la variable f qui permet de comptabiliser le nombre

total de candidat provisoire extrait.

La troisiéme étape, noyau de 1’algorithme, consiste & extraire des can-
didats provisoires, évaluer leurs distances et retenir le graphe médian mini-
misant la distance SOD. Le processus commence par sélectionner un élé-
ment de P. Un élément est une mise en correspondance entre deux som-
mets. Cet élément n’a jamais été sélectionné auparavant (b;; = 0). Pour
ne pas le sélectionner dans des étapes subséquentes, la valeur de by) doit
passer & 1. La procédure Graphe_ Associé détermine I'indice j du graphe
associé & cet élément. La valeur de j varie entre 1 et |S|. La procédure Cal-

cul_ Nombre_ Candidats_provisoires détermine a partir de la matrice B le
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nombre de candidats provisoires pouvant étre extrait. Il faut rappeler qu'un

candidat provisoire est un sous-ensemble de M éléments de L,.

Maintenant, pour chaque candidat provisoire, le processus sauvegarde
les différentes mises en correspondance du candidat dans une structure de
données temporaires CP. Cette structure est un tableau de M éléments.
Chaque élément est composé de deux champs pour contenir les indices [ et
c. Le calcul de la distance des sommets entre ce candidat provisoire et le
graphe associé de S d’indice j est réalisé en regardant la matrice P. Le terme
Cs(CP, g;) est calculé et additionné a la distance d;(CP, g;). Ce terme est
égal & zéro si M = |g;|. Nous avons introduit une deuxiéme structure F.
L’ensemble F permet de renseigner le processus sur extraction ou non d’un
candidat dans les itérations précédentes. Si le candidat provisoire C'Py est
généré pour la premiére fois alors il inséré dans F. Un nouvel ensemble ¥,

est cré pour contenir les informations relatives & ce candidat provisoire :

1. Un élément est inséré a la liste R;.Liste_ Graphes pour indiquer I'in-

dice du graphe associé g;.

2. Les différentes mises en correspondances. Chaque mise en correspon-

dance est inésrée dans un groupe Rj.
3. La distance partielle d,(CPy, g;).

Dans le cas, ou le candidat provisoire appartient a F’, I'algorithme met a
jour I'ensemble R. La mise & jour consiste & insérer un élément dans la liste
R;.Liste_Graphes et une mise en correspondance pour chaque groupe Ry
et la distance dy(CP, g;).

Lorsque un groupe Ry, d’un candidat provisoire contient |S| éléments, son
candidat provisoire est apparié a tous les graphes de S. On peut alors calcu-
ler 1a distance engendrée par la mise en correspondance des arétes d,(CP, g;)
avec 1 < j < |S| et calculer la somme des distance SOD(CPy, S). Le can-

didat provisoire est déclaré graphe médian potentiel. La condition d’arrét
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de I’algorithme peut étre validé simplement par la sélection de tous les élé-
ments de P. Cette condition d’arrét n’est pas suffisante pour éviter I’explosion
combinatoire du probléme. Nous avons développé d’autres techniques pour
prédire d’avance le moment opportun pour aréter le processus de recherche.
Par exemple, lorsqu’un premier graphe médian est détecté, ’arrét du pro-
cessus est une solution approximative acceptable qui peut donner de bonnes

solutions au probléme dans la plupart du temps.

La complexité de la recherche du graphe médian dépend du nombre de
graphes de S, de la taille des graphes |V;| et de la taille du graphe médian
M. A partir de ’ensemble d’étiquettes L,, le processus de recherche consiste
3 extraire M étiquettes. Ensuite chaque sous-ensemble doit étre apparié in-
dividuellement avec tous les graphes g; de S. Le nombre de sous-ensembles
est égal & C’i"f . Le nombre d’itérations nécessaires pour apparier le graphe
médian avec un graphe g; de taille |V;| est M!%|. Donc, le nombre d’itéra-
tions totale pour les différents graphes de S est C x zii'l MYl La taille de
I’ensemble d’étiquettes |L;| est égal & 2 x M. Le nombre de sous-ensembles

1

devient alors @ et le nombre d’itérations totales égal a (217.) X ZLﬂl Ml

3.3 Résultats expérimentaux

Nous avons expérimenté ’algorithme de recherche du graphe médian pré-
senté dans ce chapitre sur une base de graphes aléatoires. Afin de démontrer
'efficacité de I’algorithme, nous avons conduit trois expérimentations. La
premiére concerne I’hypothése adoptée sur la cardinalité du graphe médian
choisi. La deuxiéme concerne la performance de ’algorithme en termes de
temps de recherche. Finalement, la troisiéme est une étude comparative avec

I’algorithme de recherche du graphe médian proposé par Jiang [56] [58] [59)].
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3.3.1 Cardinalité du graphe médian

Dans le but de justifier expérimentalement le choix adopté dans ce tra-
vail concernant la cardinalité du graphe médian, nous avons généré 10 en-
sembles de graphes contenant respectivement 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45 et
50 graphes. Chaque graphe contient un nombre de sommets générés aléatoi-
rement. Ce nombre varie entre 3 et 8. Pour chaque sommet et aréte, nous
avons choisi une étiquette aléatoirement & partir de {0.1,0.2,...,0.9}. Pour
chaque ensemble de graphe, nous avons varié la cardinalité du graphe médian
de 3 4 8 avec un pas de 1. Pour chaque ensemble de graphes et pour chaque
cardinalité particuliére, nous comptabilisons la valeur cumulative de SOD
pour Pensemble des graphes. A la fin des différents tests, nous calculons la
moyenne de SOD. Le tableau 3.1 montre la valeur moyenne de chaque SOD
trouvée. A partir de ce tableau, on remarque qu’il y a une forte corréla-
tion entre la valeur moyenne du nombre de sommets et le minima du SOD.
En fait, dans la majorité des cas, la valeur minimale de SOD est réalisée
pour une cardinalité égale & la moyenne du nombre de sommets dans chaque
ensemble. Dans le tableau 3.1, la premiére colonne décrit la cardinalité du
graphe médian utilisée. Nous avons affiché entre parenthéses en deuxiéme
ligne, la moyenne du nombre de sommets pour chaque ensemble, précédé par
le nombre de graphes dans chaque ensemble. La valeur 7.4 représente la va-
leur de la somme des distances SOD obtenue avec un graphe médian de taille
3 et un ensemble de graphes contenant 5 graphes. La moyenne des sommets
de tous les graphes dans cette ensemble est 4.8. Dans la méme colonne le

meilleur résultat (6.2) a été enregistré par un graphe médian de taille 5.
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Nombre de graphes dans chaque ensemble

(Nombre moyen de sommets par graphe)

Taille| 5 | 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50
48) ] (@ | (M | (6) | 6) | (6) |(42) ] (43) ] (41| (3)

74 | 125|284 | 321 | 39 | 51.5 | 36.3 | 48.7 | 49.7 | 58.2

6.4 | 12 | 25.3 | 26.3 | 36.2 | 51.2 | 33.1 | 48.8 | 49.1 | 55.8

6.2 | 124 |19.8 | 25.2 | 34.1 | 473 | 38.2 | 56.7 | 55.3 | 63.1

15 | 21.2 | 24.1 | 31.2 | 42.1 | 423 | 77 bdv T

94 | 19 (303 | 29 | 344 | 56.1 | 523 | 98 20 <l

(|| O x| W
-3
[\

9.7 [193 | 29.7 | 33.3 | 38.7 | 7.2 | 66.3 | 126.3 | 98.7 | 134.1

TAB. 3.1: Taux d’appariement optimal.

3.3.2 Performance de I’algorithme en termes de temps

de recherche

Dans les algorithmes de recherche combinatoire, le temps nécessaire pour
effectuer la recherche du graphe médian est trés important. Il est impératif
qu’un tel algorithme puisse répondre dans un temps raisonnable acceptable
par 'utilisateur. Dans cette expérience, nous avons généré six ensembles de
graphe comportant respectivement 10, 20, 30, 40 et 50 graphes. Pour chaque
graphe nous avons généré aléatoirement les parameétres suivants :

— Un nombre de sommets compris entre 3 et 8.

— Pour chaque sommet et aréte, une étiquette prise a partir de

$0:1-0:2.:, 0.9

Pour chaque ensemble, nous avons varié la cardinalité du graphe médian
a rechercher entre 3 et 8. Nous avons fixé le nombre de classes pour la clas-
sification de I’ensemble des étiquettes L, & 2 x M, avec M la cardinalité du

graphe médian (section 3.2.2).
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Nombre de graphes dans chaque ensemble
Taille 10 15 20 30 40 50
3 0.063 0.109 0.125 0.156 0.219 0.390
4 0.172 0.219 0.250 0.375 1.078 1.453
5 2.344 3.891 5.532 8.703 | 11.750 | 14.750
6 11.953 | 18.250 | 28.547 | 40.360 | 54.594 | 72.422
7 49.313 | 76.281 | 104.891 | 149.766 | 221.156 | 272.313
8 202.843 | 441.578 | 616.266 | 896.255 | 1226 1542

TAB. 3.2: Temps en secondes nécessaire pour rechercher le graphe médian.
(sur un PC Pentium IV, 256 Mo)

A partir de le tableau 3.2, nous pouvons observé que le temps nécessaire
pour rechercher le graphe médian croit linéairement en fonction du nombre
de graphes de S et croit d’'une maniére exponentielle en fonction de la taille
du graphe médian. Il est clair qu’a partir de ce tableau le temps nécessaire
pour rechercher le graphe médian avec une cardinalité égal & la moyenne des
cardinalités des graphes dans I’ensemble est nettement inférieur & celui d’une

cardinalité trés grande.

3.3.3 Etude comparative avec I’algorithme de Jiang

Dans cette sous-section, nous allons exposer les résultats obtenus en com-
parant notre algorithme de recherche du graphe médian avec ceux obtenus
avec ’algorithme de Jiang utilisant 'approche génétique. Ce dernier algo-
rithme a été décrit dans le premier chapitre section 1.3.2. Pour cela, nous
avons conduit sept tests utilisant respectivement des bases de 5, 10, 15, 20,
30, 40 et 50 graphes. Le nombre de sommets dans chaque graphe a été fixé

a 5. Le nombre de classes dans P’algorithme de k-means est fixé au double
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Nombre de graphes dans
chaque ensemble
5 10 | 15 | 20 30 40 50
Nouvel SOD,| 29 | 74 |10.2 (124 | 204 | 284 | 36.5
SOD, | 10.3 | 22.8 | 35.1 | 47 | 70.1 | 96.2 | 120.1
algorithme | SOD | 13.2 | 30.2 | 45.3 | 59.4 | 90.5 | 124.6 | 156.6
Algorithme | SOD, | 4.9 | 12.6 | 17.8 | 23.8 | 37.3 | 49.2 | 61.2
SOD, | 11.83.| 23 |32 .47.8 .69.2:| 983 | 125.2
génétique | SOD | 16.2 | 35.6 | 49.8 | 71.6 | 106.5 | 147.5 | 186.4

TAB. 3.3: Valeur de la somme des distances SOD calculée avec le nouvel

algorithme et celui de I’algorithme génétique de Jiang.

Nombre de graphes dans

chaque ensemble

9 10 15 20 30 | 40 90
Nouvel algorithme | 3.350 | 7.310 | 10.110 | 13.840 | 20.8 | 35.4 | 59.840
Algorithme génétique | 3.070 | 8.120 | 14.660 | 22.680 | 38.2 | 51.6 | 81.3

TAB. 3.4: Temps en secondes nécessaire pour la recherche du graphe médian.

de la taille de chaque graphe c’est-a-dire 10 classes. Pour chaque sommet

et aréte, nous avons affecté une étiquette prise aléatoirement & partir de

{0.1,0.2,...,0.9}. Concernant I’algorithme de Jiang, nous avons fixé les para-

métres génétiques suivants dans les quatre expériences comme suit :

— Nombre de populations : 40

— Probabilité de croisements : 0.9

— Probabilité de mutations : 0.1

— Nombre d’itérations : 100
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Les tableaux 3.3 et 3.4 montrent respectivement la valeur de SOD pour
chaque test et le temps en secondes nécessaire pour trouver le meilleur graphe
médian. A la lumiére de ces résultats, nous observons que notre algorithme
présente une SOD plus faible que celle obtenue & 1’aide de I’algorithme de
Jiang. Cette différence est linéairement croissante en fonction du nombre de
graphes utilisés. D’un autre coté, le nouvel algorithme présente un temps
d’exécution plus faible que ’algorithme de Jiang. Le temps d’exécution réa-
lisé par le nouvel algorithme & partir du quatriéme test (nombre de graphes
est supérieur ou égal & 20) est nettement inférieur que celui réalisé a l'aide
de I’algorithme de Jiang. Ceci dit, les deux algorithmes affichent en général
de meilleures performances avec une supériorité dans certains cas pour notre
algorithme. Cette supériorité est due a ’approche déterministe de notre algo-
rithme. La performance de notre algorithme peut étre améliorée en utilisant
un autre outil de filtrage des meilleures étiquettes que I’algorithme k-means,
et en améliorant la technique de recherche du graphe médian. Pour I’algo-
rithme de Jiang, les paramétres génétiques jouent un roéle trés important
dans la performance du processus de recherche. Un meilleur choix de ces

paramétres peut aussi améliorer sa performance d’une maniere considérable.

3.4 Conclusion

Pour conclure ce chapitre, nous avons proposé un algorithme de recherche
du graphe médian d’un ensemble de graphes S. C’est un concept proche du
barycentre de graphe. On recherche le graphe qui est équidistant de tous les
graphes appartenant & ’ensemble S. Ce graphe n’appartient pas forcément

A cet ensemble.

La recherche du graphe médian est un probléme complexe. Une solution

approximative s’impose. Notre algorithme présente trois étapes pour trouver
pp p g p P
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le graphe médian généralisé. La premiére étape transforme ’ensemble des
étiquettes de départ F; et E,. A Yissue de cette étape, seules les étiquettes
potentiellement candidates seront retenues. La deuxiéme étape permet de
définir la structure idéale du graphe médian en termes de nombre de sommets.
La troisiéme étape constitue le noyau de notre algorithme. Elle permet de
construire le graphe médian en affectant une étiquette a chaque sommet et
aréte. Le graphe médian cherche a minimiser la somme des distances SOD.
Toutes les mises en correspondance entre les sommets et les arétes du graphe
médian et les sommets et les arétes des différents graphes de S sont générées

dans cette méme étape.

Le nouvel algorithme a fait ’objet d’une étude comparative avec celui pro-
posé par Jiang [56] utilisant les algorithmes génétiques. Les deux algorithmes
ont un comportement similaire en terme de rapidité pour des ensembles de
petites tailles. Toutefois, le nouvel algorithme est beaucoup plus rapide pour
des ensembles dépassant une trentaine de graphes. Notre algorithme montre
aussi une supériorité pour trouver un graphe médian proche de I'optimal par

rapport au deuxiéme algorithme.
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Chapitre 4

Reconnaissance de formes et

appariement de graphes

4.1 Introduction

Plusieurs travaux ont été effectués dans le passé, utilisant les graphes pour
la modélisation et la reconnaissance de formes. Ces travaux ont touché plu-
sieurs domaines tels que la reconnaissance de caractére [94], la reconnaissance
des objets 3D [32] [120], I'interprétation des diagrammes schématiques [69], 1a
détection des routes & partir des images radar [118], I’analyse des image IRM
et la reconnaissance des tumeurs [90] [91] [92], la reconnaissance des compo-
santes d’un plan d’architecte [73] [74], 'appariement de séquences vidéo [102],
la reconnaissance des visages [71], etc. Cette grande diversité d’applications
montre le potentiel des graphes pour la modélisation et la recherche dans
les bases de données. Cependant, aucun systéme commercial ou éducatif de
grande envergure utilisant les graphes n’a encore vu le jour. La principale rai-
son selon nous est le manque de vulgarisation des algorithmes de recherche et

de manipulation de graphes. Le mariage entre la reconnaissance de formes et
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les outils de modélisation et de manipulation des graphes est un domaine en
pleine effervescence. De plus en plus, on voit apparaitre des workshops spé-
cialisés (GbR et SSPR) qui s’intéressent davantage & ce mariage dont I'effort

est sans aucun doute bénéfique pour les deux partenaires.

Dans ce qui suit, nous allons présenter dans un premier temps un algo-
rithme de classification d’un ensemble de graphes. L’algorithme développé
est une adaptation de 1'algorithme k-means pour les graphes. Pour valider
I’algorithme expérimentalement, nous avons construit une base de données
d’images. Chaque image représente la lettre F' légérement modifiée par rap-
port 4 une image de référence. Dans un deuxiéme temps, nous allons présenter
une application de recherche d’image dans une base d’images synthétiques.
Des expérimentations ont été effectuées pour comparer des images et pour
regrouper ’ensemble des images dans plusieurs groupes en utilisant respecti-
vement 1’algorithme d’appariement de graphes proposé dans le chapitre 2 et
I’algorithme de classification de graphes présenté dans ce chapitre. Nous pro-
posons en dernier lieu, une application de recherche d’images par le contenu

pour des images réelles.

4.2 Classification de graphes

Les graphes sont des structures de données puissantes pour décrire des
objets ainsi que les relations entre ces objets. Une telle structure de don-
née permet de représenter plus adéquatement le contenu des objets et la
répartition spatiale des objets. Une collection de formes représentées par des
graphes nécessite une classification préalable. Cette classification permet de
séparer les formes en plusieurs groupes qui partagent les mémes caractéris-
tiques. Une telle classification permet de réduire le temps de recherche d’une

forme particuliére. Elle permet. de réduire le nombre de formes candidates
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pour sélectionner le ou les formes les plus similaires. Dans ce contexte nous
avons développé une variante de ’algorithme k-means pour les graphes basée
sur I’algorithme d’appariement de graphes et I’algorithme du graphe médian
décrit respectivement dans le chapitre 2 et 3. L’algorithme k-means développé
permet de regrouper un ensemble de graphes en k groupes. La distance entre
deux graphes est calculée en utilisant ’algorithme d’appariement de graphes.
La construction du représentant (centre) de chaque groupe est réalisée a I’aide

de l'algorithme du graphe médian.

Algorithme : k_means_graphe()

Entrées :
1) S : L’ensemble des graphes.
2) k : Le nombre de classe.
Sorties :
1) Les différents classes Ci, Cy, ..., Cy.

2) Les différents centres gy, gy, ---, G-

Début

1. Choisir aléatoirement k graphes g; décrivant les différents centres ini-

tiales.

2. Répeter
Répartir les différents graphes selon les g;.
Calculer les nouveaux graphes médians g;.
Jusqu’a aucun changement dans g; (1 <14 < k).
Fin
Pour valider I’algorithme ci-dessus, nous avons construit une base de don-

nées de 100 images. Chaque image représente la lettre F'. La lettre F' est for-
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mée de trois segments. Deux segments horizontaux et un troisiéme segment
vertical. Chaque image est modélisée par un graphe. Le nombre de sommets
dans chaque graphe n’est autre que le nombre de terminaisons de toutes les
lignes. En d’autres termes, le nombre de sommet est égal a cing. Dans le cas
ol il y a une intersection entre le segment vertical et le deuxiéme segment
horizontal, un sommet supplémentaire est ajouté au graphe pour décrire ce
point d’intersection. Une aréte dans le graphe représente un segment ou demi-
segment dans I’image. Chaque sommet est représenté par les coordonnées z
et y du point de terminaison qu’il représente. Chaque aréte est représentée
par 0 ou 1 pour décrire la présence ou non du segment dans l'image. Pour
décrire la similarité et mesurer la distance entre deux sommets, la distance
Euclidienne est utilisée entre les deux points représentés par les deux som-
mets mis en correspondance. Le cofit de la suppression ou de I'insertion d’un

sommet ou d’une aréte est une constante.

Nous avons utilisé la version de 'algorithme k-means décrite plus haut
pour séparer les images en plusieurs classes. Nous avons fixé le nombre de
classes & 3. Le nombre de phases (K) dans l'algorithme d’appariement de
graphes est fixé a4 5. La figure 4.1 (premiére rangée) montre des images ap-
partenant & la premiére classe. Les cinq images appartenant a cette classe
présentent une intersection au méme niveau (deuxiéme intersection). De plus,
tous les segments ont approximativement la méme longueur. La figure 4.1
(deuxiéme rangée) montre des images appartenant a la deuxiéme classe.
Toutes les images appartenant a cette classe ont un deuxiéme segment ho-
rizontal court qui ne traverse pas le segment vertical. En d’autres termes,
tous les graphes qui représentent ces images ont cinq sommets. La figure 4.1
(troisiéme rangée) montre des images appartenant a la troisiéme classe. Le

deuxiéme segment horizontal a pratiquement la méme longueur dans toutes
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F1G. 4.1: Classification d’un ensemble d’images représentant la lettre F' dans

trois classes.
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les images et ils sont tous au méme niveau par rapport au premier segment

horizontal.

4.3 Recherche d’images synthétiques

Dans cette section, nous allons présenter une application de recherche
d’image par le contenu. La base de données comporte des images synthé-
tiques générées d’une maniére semi-aléatoire. Les détails de la construction de
la base de données, la modélisation des images par des graphes, la recherche
d’images par le contenu ainsi que 1’organisation de la base de données seront
exposées dans les sous sections qui suivent. La recherche d’images est effec-
tuée en faisant appel 4 1’algorithme d’appariement présenté dans le chapitre
2. L’organisation de la base de données est réalisée en faisant appel a la fois
a l’algorithme d’appariement de graphes et 1’algorithme de graphe médian.
L’organisation de la base de données est un processus de classification des

images en plusieurs groupes d’images selon un ou plusieurs criteres.

4.3.1 Construction de la base de données

L’objectif principal est de valider les deux algorithmes décrits respecti-
vement dans le chapitre 2 et 3. Nous avons rapporté dans ces chapitres une
premiére évaluation avec des graphes générés aléatoirement. Dans cette sec-
tion, nous allons étendre notre évaluation a des données formant des images
synthétiques. Le but de cette évaluation est d'une part de faire un pas vers le
cas réel (image du monde réel) et d’autre part étendre le champ d’application
de l’algorithme & plusieurs étiquettes par sommet ou aréte. Cette extension,
permettra 3 I'utilisateur d’interroger le systéme de reconnaissance selon plu-

sieurs critéres en combinant les différents caractéristiques des objets et des
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FIG. 4.2: Image de la base de données.

relations entre objets. Notre tiche en premier lieu est donc de construire
une base d’images synthétiques, pour cela nous avons adopté les hypothéses

suivantes.
1. Chaque image comportera au moins 2 objets et au plus 4 objets.

2. Un objet n’est autre qu’une forme géométrique réguliére : carré, tri-

angle, losange ou un cercle.

3. La forme, la couleur, la taille et ’emplacement sont les caractéristiques

de base d’un objet.

En plus, le nombre d’images dans la base de données a été fixé préala-
blement & 1000 et il n’y a pas de superposition entre les objets d’une méme
image. La construction d’une telle base de données d’image vise premiere-
ment & bien distinguer la ou les images qui sont visuellement trés proches et
deuxiémement 4 faciliter la modélisation des images par des graphes, ce qui

constitue le sujet de la sous-section suivante.

4.3.2 Modélisation des images par des graphes

L’étape de la modélisation des images par des graphes est une des plus
importantes dans un processus de recherche d’image par le contenu. La pre-
miére tache consiste 4 définir les caractéristiques pertinentes a extraire de

I'image. Une deuxiéme tache consiste & définir la structure du graphe mo-
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1 | Haut - Gauche
2 Haut

3 | Haut - Droite
4 Gauche

5 Droite
6

i

8

Bas - Gauche
Bas

Bas - Droite

TAB. 4.1: Tableau de correspondance.

délisant I’image en question. L’image telle que décrite dans la section pré-
cédente est une collection d’objets réguliers non superposés. Chaque objet
dans I'image est décrit par la forme, la couleur et la taille. La structure
du graphe modélisant une image permettra d’obtenir une représentation fi-
déle de I'image en question. Chaque sommet dans un graphe représentera un
objet dans une image. Chaque aréte reliant deux sommets dans un graphe
représentera une relation entre deux objets dans une image. Un sommet est
décrit par trois étiquettes représentant respectivement la forme, la couleur
et la taille de ’objet. Une aréte est décrite par deux étiquettes représentant
respectivement la distance entre les deux objets et la position relative. Nous
avons utilisé la distance de Hausdorff [53] pour calculer la distance entre deux
objets. La position relative entre deux objets est déterminée selon le tableau

de correspondance ci-dessous. (tableau 4.1).

La position relative entre deux objets sera donnée en fonction de ’empla-
cement d’un objet par rapport a I'autre. Pour localiser ’emplacement d’un
objet, nous avons subdivisé I'image en 4 zones. Ensuite, nous avons affecté
un indice de zone pour chaque objet. Un objet appartient & une zone parti-

culiére si et seulement si, la plus grande partie des ses pixels appartenant
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cette zone. Finalement, la position relative est attribuée suivant 'indice de

chaque objet.

4.3.3 Recherche d’images par le contenu

L’algorithme d’appariement de graphes décrit dans le chapitre 2 permet
de rechercher l'isomorphisme de graphes ou de sous-graphes existant entre
deux graphes. L’algorithme a été décrit pour des graphes comportant une éti-
quette par sommet et par aréte. Une premiére tache donc consiste a adapter
’algorithme 3 plusieurs étiquettes par sommet ou par aréte. D’autre part,
nous avons utilisé dans ’algorithme de base la distance Euclidienne pour
mesurer la similarité entre deux étiquettes, ce qui induit une similarité glo-
bale entre les deux graphes. Or, dans notre cas précis, ce type de distance
n’est pas applicable pour certains types d’attributs (exemple la forme). Une
deuxiéme adaptation est donc nécessaire pour calculer I’erreur globale entre

deux graphes.

L’erreur globale ou 'erreur de correction notée ecag est composée de
Ierreur engendrée par I’appariement des sommets noté ecag, et de I'erreur

engendrée par I’appariement des arétes noté ecags.

ecag = Yiv) ecag, + Liv) ecagy (4.1)

Avec |V| la taille du graphe le plus petit entre les deux graphes.

L’appariement des sommets consiste & mesurer le degré de similarité ou
la distance entre les valeurs des étiquettes forme, taille et couleur, noté res-
pectivement ecagsy,ecags: et ecagsc.. Nous avons introduit pour chaque terme
de cette derniére équation un paramétre pour controler son usage lors de la

définition de la requéte.
ecags = aecagss + Becagss + yecagse (4.2)
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L’erreur engendrée par la forme ecagss prend la valeur 1 si les deux ob-
jets(appartenant & deux images différentes) mis en correspondance n’ont pas
la méme forme et 0 dans le cas contraire. L’erreur engendrée par la taille

ecags est décrite de la maniére suivante

ecags = Li-T5| (4.3)

T1+T>

Ou T; et T, sont la taille respectivement du premier et deuxiéme objet mis

en correspondance.

L’erreur engendrée par la couleur ecag;,. est décrite de la maniére suivante

s \/(011_012)2+(Cu1_Cu2)2+(c-ul_cv2)2
Sl \/(Cll+Clz)2+(c‘u,l+Cu2)2+(c-u1+c'v2)2 (44)

ol Cj1, Cyui, Cy1, Cla, Cua et Cyy sont respectivement les bandes L, U et
V du premier et deuxiéme objet mis en correspondance.

N

D’autre part, l’appariement des arétes consiste & mesurer le degré de
similarité ou la distance entre les valeurs des étiquettes distance et position

relative entre deux objets, appelé respectivement ecagqq et ecagqyp.

ecag, = 0ecagyq + €ecagap (4.5)

L’erreur engendrée par la position relative de deux arétes ecagq, prend la
valeur 1 si les deux arétes des deux graphes mis en correspondance n’ont pas

la méme valeur et 0 dans le cas contraire.

L’erreur engendrée par la distance ecag,q est décrite de la maniére sui-

vante

€Cagod = gi;gzl (4.6)

Ou D; et D, sont respectivement la distance entre deux objets de la méme

image concernant la premiére et la deuxiéme image.
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F1G. 4.3: Recherche d’images selon la forme; L’image requéte et les quatre

images les plus semblables.

Les différents paramétres introduits dans les équations 4.2 et 4.5 offrent a
1’'usager une grande flexibilité pour décrire sa requéte selon ses besoins. Cette
flexibilité permet & I'usager d’introduire un ou plusieurs caractéristiques et

un degré d’importance pour chaque caractéristique.

Recherche d’images selon la forme

Dans cette premiére expérience, la recherche est effectuée selon la forme
des objets. On cherche des images dans la base de données qui ont exactement
un carré, un losange et un cercle. La valeur attribuée au paramétre o est 1,
tous les autres paramétres sont nuls. La figure 4.3 illustre 'image requéte
et le résultat de la recherche. Les quatre images résultats sont semblables &

I'image requéte. L’erreur relative a ces images est nulle.

Recherche d’image selon la taille

Dans cette deuxiéme expérience, la recherche est effectuée selon la taille
des objets. On cherche des images de la base de données qui ont quatre
objets. La valeur attribuée au parameétre 3 est 1, tous les autres parametres
sont nuls. L’image requéte illustrée par la premiére image de la figure 4.4
comporte quatre grands objets. Les quatre images résultats présentent des

objets ayant la méme grosseur que les objets dans I'image requéte.
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FI1G. 4.4: Recherche d’images selon la taille; L’image requéte et les quatre

images les plus semblables.

‘.@.

FI1G. 4.5: Recherche d’images selon la couleur; L’image requéte et les quatre

images les plus semblables.

Recherche d’images selon la couleur

Dans cette troisiéme expérience, la recherche est effectuée selon la cou-
leur des objets. La valeur attribuée au paramétre 7y est 1, tous les autres
paramétres sont nuls. La figure 4.5 illustre I'image requéte et quatre images
résultats. Les trois premiéres images résultats ont approximativement les
mémes couleurs que 'image requéte tandis que la quatriéme image présente
un objet (le triangle) dont la couleur est trés différente de celles dans I'image
requéte. On voit dans cet exemple, que les cinq images ne partagent pas les

mémes types d’objets.

Recherche d’images selon la position relative

Dans cette quatriéme expérience, la recherche est effectuée selon la posi-
tion relative des objets. On cherche des images de la base de données qui ont

trois objets. Le premier objet se trouve dans le coin haut droit de I'image.
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F1G. 4.6: Recherche d’images selon la position relative; L’image requéte et

les quatre images les plus semblables.

Le deuxiéme objet se trouve en dessous du premier et le troisiéme se trouve
dans le coin bas gauche de I'image. La valeur attribuée au paramétre € est 1,
tous les autres paramétres sont nuls. Les quatre images résultats présentent la
méme disposition des objets. Les images résultats ne partagent pas forcément

la méme forme des objets.

Recherche d’images selon la forme et la position relative

Dans cette cinquiéme expérience, la recherche est effectuée selon la forme
et la position relative des objets. On cherche des images de la base de données
qui ont trois objets et ayant la méme disposition que 'image requéte. La
valeur attribuée au paramétre « et € est 0.5, tous les autres parameétres sont
nuls. Les quatre images résultats présentent la méme disposition des objets
ainsi la méme forme d’objets que I'image requéte. Il faut noter qu’a partir
d’un certain rang des images résultats, les images ont tendances a perdre de

précision concernant ou bien la position relative ou bien la forme.

4.3.4 Organisation de la base de données

Dans cette sous-section, nous rapportons les résultats obtenus & partir de
la classification de la base de données décrite plus haut en plusieurs classes

selon de nombreux critéres. L’algorithme de classification utilisé a été décrit

97



FIG. 4.7: Recherche d’images selon la distance; L’image requéte et les quatre

images les plus semblables.

dans la section 4.2. Cet algorithme utilise pour calculer la distance entre deux
graphes P’algorithme présenté dans le chapitre 2 et pour recalculer les centres
des différentes classes (médians) P’algorithme présenté dans le chapitre 3.
Pour cela, nous avons fixé le nombre de classes & 3, le nombre de phases dans

l’algorithme d’appariement de graphes & 5.

Classification selon la forme

Dans cette premiére expérience le critére choisi pour répartir les diffé-
rentes images en 5 classes est la forme. Les figures 4.8 et 4.9 montrent res-
pectivement le médian de la classe et quatre images appartenant a la classe 1
et 2. La classe 1 comporte des images qui ont quatre objets (un triangle, un
carré, un losange et un cercle). Cette classe comporte aussi des images qui ont
trois et quatre objets. Cependant, les images appartenant a cette classe ont
au moins trois objets semblables & I'image du médian. La quatriéme image de
la classe 2 comporte un objet de moins par rapport au médian. Cependant,

elle comporte trois objets (triangle, cercle et losange) semblables au médian.

98



F1G. 4.8: Répartition selon la forme; Le médian de la premiére classe ainsi

que quatre images de la méme classe.
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F1G. 4.9: Répartition selon la forme; Le médian de la deuziéme classe ainsi

que quatre images de la méme classe.

Classification selon la forme et la position relative

La deuxiéme expérience montre 'efficacité de I’algorithme & bien répartir

les différentes images selon deux critéres & savoir la forme et la position re-

lative des objets. Les figures 4.10 et 4.11 montrent le médian de la classe et

quatre images appartenant respectivement a la classe 1 et 2. Les différentes

images de la premiére et la deuxiéme classe partagent les mémes caractéris-

tiques. La grosseur ainsi que la couleur n’ont pas été respecté pour la clas-

sification. Outre ces images la classe 1 et 2 comportent d’autres images qui

n’ont pas nécessairement exactement la méme formes d’objets cependant ils

partagent la méme position relative. Le deuxiéme scénarios est aussi possible.
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F1G. 4.10: Répartition selon la forme et la position relative ; Le médian de la

premiére classe ainsi que quatre images de la méme classe.

.

F1G. 4.11: Répartition selon la forme et la position relative; Le médian de la

deuziéme classe ainsi que quatre images de la méme classe.

Temps de recherche séquentielle et 4 ’aide des clusters

Plus la base de données est grande plus le temps de recherche est impor-
tant. Il est donc impérativement de trouver le moyen de réduire ce temps
de recherche et rendre le processus de recherche faisable dans un temps rai-
sonnable. La classification décrite ci-dessus permet de réduire le temps de
recherche en réduisant le nombre de comparaisons possibles. Par conséquent,
une recherche exhaustive sera évitée et remplacé par une recherche intel-
ligente sans perte significative de la qualité des résultats trouvés. Afin de
mieux voir I'impact direct de la recherche a travers les classes par rapport a
une recherche exhaustive nous avons mené deux expérimentations. Dans la
premiére, nous avons mené une recherche exhaustive permettant de trouver
les images les plus semblables 4 une image requéte. Une deuxiéme expéri-
mentation a été conduite dans le méme but et avec la méme image requéte

mais en utilisant les classes et les médians préalablement recherchés.
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FIG. 4.12: Résultat de la recherche de 'image requéte (la premiére) selon la

forme et la position relative.

La figure 4.12 montre le résultat de la premiére expérimentation, I'image
requéte et les quatre images les plus semblables. Le critére de la classification
et de la recherche exhaustive est la forme et la position relative. Les quatre
images les plus semblables appartiennent & la méme classe illustrée dans la
figure 4.11. Ce résultat montre que le processus de classification a bien séparé

les différentes images de la base de données.

Nous avons mené une deuxiéme expérimentation qui permet de rechercher
la méme image requéte en utilisant les classes. Dans un premier temps, nous
avons comparé l'image requéte avec les différents médians des différentes
classes au nombre de 8. Nous avons conclu que le médian de la deuxiéme
classe est le plus proche de notre image requéte. Ensuite, nous avons mené
une recherche exhaustive restreinte aux images de cette deuxiéme classe. Les
quatre images les plus semblables & notre image requéte sont les mémes que
celles obtenus en utilisant la recherche exhaustive. Nous avons aussi comp-
tabilisé le temps de recherche nécessaire pour trouver les quatre premiéres
images les plus semblables & P’aide d’une recherche exhaustive et en utilisant
les classes et les médians des différentes classes. Le temps nécessaire pour
trouver les images les plus similaires est de 0.28 secondes en utilisant les
classes. Cependant, 2 secondes sont nécessaires pour trouver les images les
plus semblables avec une recherche exhaustive. Le gain en temps de calcul
est trés significatif. D’autres tests ont été effectué sur des graphes aléatoires
figurent dans [44].
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4.4 Recherche d’images réelles

Dans la section précédente, nous avons présenté une application permet-
tant de modéliser, de rechercher et d’organiser une base d’images synthé-
tiques & l’aide des graphes. Dans cette section, nous allons présenter une
deuxiéme application permettant de modéliser et de rechercher des images
réelles. Le systéme de reconnaissance d’images par le contenu décrit dans
cette section comporte deux parties (Figure 4.13). L’objectif de cette section
est non pas de construire un systéme de recherche d’images par le contenu
robuste et efficace mais plutdt une application, traitant des images réelles,
faisant appel & la modélisation structurelle des images et aux algorithmes
développés dans cette thése. Le systéme congu est divisé en deux parties. La
premiére partie (Segmentation) comporte quatre processus : un algorithme
de classification de pixels de I'image, un algorithme de détection des régions
dominantes de 'image, un algorithme de fusion des régions et un algorithme
de construction des graphes. La deuxiéme partie est consacrée 3 la recherche
d’images requéte dans la base de données d’images en faisant appel a l’al-
gorithme d’appariement de graphes. Dans ce qui suit, nous allons présenter
les quatre algorithmes pour réaliser la segmentation et la modélisation des
images par les graphes. Des expérimentations ont été conduites pour mettre
en évidence la performance de I’algorithme d’appariement de graphes basé

sur les sommets pour la recherche d’images par le contenu.

En partant d’une image réelle, la premiére partie de notre systéme consiste
A automatiser le processus de modélisation et de construction du graphe cor-
respondant. Ce processus nécessite une méthode de segmentation. Il existe
une multitude de méthodes de segmentation. Cependant, pour des raisons

de commodité, nous avons opté pour le développement d’un algorithme de
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Image Image requéte  Base de données

Classification des pixels

Détection des régions connexes Appariement
Fusion des régions Images résultats
Graphe
Segmentation Appariement

FI1G. 4.13: Systéme de recherche d’images par le contenu.

segmentation. La construction de graphe est alors facile 4 automatiser. La
premiére tache de notre algorithme de segmentation consiste a classifier les
différents pixels de I'image en plusieurs classes. Cette étape a été réalisée
en faisant appel a l'algorithme FCM. A la base de cette classification, la
détection des régions connexes est effectuée. Cette détection est réalisée en
deux temps. Tous d’abord 'algorithme cherche toutes les régions connexes de
I'image. Puis, I’algorithme fusionne les petites régions avec des régions (do-
minantes) préalablement sélectionnées selon leurs tailles. La derniére étape

consiste & construire le graphe correspondant.

4.4.1 Classification des pixels

Dans cette sous-section, nous étudions briévement 1’algorithme de clas-
sification des pixels utilisé. Cet algorithme a été développé par Sun et
Wang [105]. 11 est basé sur lalgorithme C-moyenne flou (FCM) utilisant
la stratégie "Trial-and-error" pour déterminer le nombre de classes pour un

ensemble de données.

Le C-moyenne flou (FCM) :
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Cet algorithme a été inventé en 1973. Plusieurs travaux ont été réalisés
proposant d’autres définitions pour la norme utilisée et d’autres prototypes
en ce qui concerne le centre des classes. De nos jours, le FCM est le plus
utilisé pour la classification floue dans les applications de reconnaissance et

de recherche des données. Le FCM de base consiste & minimiser
Min(Jm(U,V; X)) = Thoy S ulpllar — vl 4 (4.7)

Avec

X = {z1,,%,} 'ensemble de données;

n le nombre de données;

C est le nombre de classes;

V = {v1,,vc} les centres des classes;

U = (uir)coxn est la matrice définissant la classe de membership;

m est un parameétre appelé le flou.

Dans ce qui suit, nous introduisons un algorithme efficace pour détermi-
ner le nombre de classes. Dans 1’algorithme FCM, le nombre de classe est un
paramétre clé donné par 'utilisateur. Dans la pratique, la détermination du
nombre de classes est la premiére tache a réaliser. Cette tache est un pro-
bléme trés difficile et complexe pour la classification des données. Pour cela,
nous faisons appel A une stratégie simple et efficace appelé "Trial-and-error".
L’idée de base de I’algorithme utilisant cette stratégie consiste a réaliser la
classification pour plusieurs valeurs de C, puis a évaluer chaque résultat a
’aide de la fonction index Vd(c) et finalement & choisir le nombre optimal de
classes. Dans chaque étape, I’algorithme répartit 1’ensemble des données en
c classes, avec Cpin < ¢ < Crag- 1l évalue ensuite le résultat avec un index

de validité et finalement divise la "mauvaise" classe en deux classes.
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4.4.2 Détection et fusion des régions

Une fois que la classification des pixels est terminée, chaque pixel aura
une étiquette qui indique le numéro de sa classe d’appartenance. Le but de
cette étape est de déterminer les régions connexes qui seront utilisées lors
de la modélisation et la recherche d’image. La détection est réalisée en trois
phases. La premiére phase consiste a déterminer toutes les régions connexes
de I'image. Les pixels de chaque région connexe ont une couleur similaire.
En d’autres termes, les pixels de chaque région appartiennent & la méme
classe suivant la classification faite lors de ’étape précédente. La deuxiéme
phase consiste & déterminer les régions dominantes pour chaque représentant
d’une classe. Une région dominante est une région possédant le plus grand
nombre de pixels parmi toutes les régions relatives & une classe donnée. N
la fin de cette deuxiéme phase, le nombre de régions dominantes détecté est
égal au nombre de classes. La derniére phase consiste & choisir parmi les
régions restantes, celles qui peuvent &tre considérées comme intéressante de
point de vue du nombre de pixels. Les régions sélectionnées seront considérées
aussi comme dominantes. Une région sélectionnée doit satisfaire 1’équation

4.8 pour étre considérée comme dominantes.

ng > (nac) (4.8)

Avec n, est le nombre de pixels de la région candidate pour obtenir une
place parmi les dominantes, n4 est le nombre de pixels de la région dominante
relative & cette région candidate (les deux régions appartiennent a la méme
classe). Le paramétre o controle le nombre de régions candidates pour une

place parmi les dominantes.

Pour fusionner les régions restantes (r;) avec les régions dominantes. Le
critére de fusion est la couleur. Une région (r;) est fusionnée avec une région

dominante (ry) si et seulement si I’équation ci-dessous est satisfaite. Le pa-
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ramétre N et D indiquent respectivement le nombre de régions & fusionner et

le nombre de résgions dominantes.

ri=arg min (R; — Ry)*+ (G — G4)* + (B; — By)?) (4.9)

1€EN, d€D

4.4.3 Modélisation par des graphes

La modélisation des images est réalisée de la maniére suivante. Chaque
région de I'image est représentée par un sommet du graphe et la relation
spatiale entre deux régions est matérialisée par une aréte. Chaque sommet
est représenté par quatre étiquettes. Les trois premiéres étiquettes décrivent
les composantes RGB de la région. La quatriéme étiquette décrit la taille de
la région. Chaque aréte est décrite par deux étiquettes, la distance entre les
deux régions correspondantes et la position relative. Cette derniére étiquette
est assigniée manuellement pour le moment. Il est clair qu’il est possible
d’inclure d’autres caractéristiques pour décrire les régions (ex. texture). La
figure 4.14 décrit une image de la base de données et la méme image une fois
segmentée. La figure 4.15 montre le graphe correspondant. Les trois premiers
nombres dans le grand cercle décrivent la valeur des trois composantes RGB
de la région tandis que le dernier nombre indique la taille de la région. Le
nombre 3 coté de chaque ligne (aréte) indique la distance entre les deux

régions modélisées par les deux sommets reliés par cette aréte.

4.4.4 Expérimentation

La base d’images utilisée dans I’expérience contient 100 images. Chaque
image a été segmentée en plusieurs régions. Ensuite, chaque image a été
modélisée par un graphe. Chaque graphe contient entre 3 et 20 sommets. Les
étiquettes décrivant un sommet sont respectivement la taille et la couleur de

la région correspondante. L’étiquette décrivant une aréte est la distance entre
1Y q
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FIG. 4.14: Image de la base de données et son image segmentée.

F1G. 4.15: Le graphe correspondant & l’image de la figure 4.14.
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FI1G. 4.16: Segmentation de l’image.

F1G. 4.17: Image requéte.

les deux régions reliant les deux sommets reliés par cette aréte. La figure 4.16
décrit le résultat de la segmentation. La figure 4.18 illustre le résultat de la
recherche d’une image requéte illustrée par la figure 4.17. La premiére et la
deuxiéme image résultat sont trés semblables & 'image requéte. Cependant,
la troisiéme ne ressemble pas 4 I'image requéte mais par contre, elle partage

la méme couleur avec I'image requéte.

Fi1G. 4.18: Résultats de la recherche.
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4.5 Conclusion

Nous avons présenté deux applications de recherche d’images par le
contenu utilisant les graphes pour la modélisation et la représentation des
données. Pour mesurer la similarité entre les images, I’algorithme d’appa-
riement de graphes basé sur les sommets décrit dans le chapitre 2 a été
utilisé. Pour la classification des images, nous avons développé une version
de I'algorithme k-means appliquée aux graphes. Cette version utilise les deux
algorithmes présentés dans le chapitre 2 et 3. La premiére application porte
sur la recherche d’image par le contenu dans une base d’images synthétiques.
Les résultats obtenus montrent que I'approche structurelle (graphe) est une
autre approche fiable et donne d’aussi bons résultats en RIPC que 'approche

‘statistique.

La deuxiéme application exposée dans ce chapitre, permet d’introduire
les graphes dans le paradigme de la recherche d’image réelle par le contenu.
Pour cela, nous avons développé un algorithme de segmentation d’image en
plusieurs régions. L’algorithme comporte essentiellement trois étapes. La pre-
miére étape consiste & identifier les couleurs dominantes en appliquant un
algorithme de classification flou (FCM). La deuxiéme étape consiste & identi-
fier toutes les régions connexes et a élire des régions dominantes. La troisiéme
étape consiste a fusionner les petites régions avec les régions dominantes les

plus proche.

Les applications proposées dans ce chapitre et celles citées dans la section
4.1 témoignent de la féconde contribution des graphes & la reconnaissance de
formes. Un travail futur peut étre entamé, qui approfondira I’aspect spécifique

de chaque application.
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Conclusion

Cette thése s'inscrit dans le cadre général de la reconnaissance de formes
structurelles. Elle s'intéresse plus particuliérement & la modélisation des
formes par les graphes. Un graphe est un ensemble de sommets et d’arétes ol
chaque sommet ou arréte est caractérisé par un ensemble d’étiquettes. Trois
axes de recherche ont formé 1’épine dorsale de la thése : 'appariement de
graphes, la recherche d’un graphe médian représentant un groupe de graphes
pour la classification d’un ensemble de graphes et le développement d’un

systéme de recherche d’images par le contenu.

L’appariement de graphes est un probléme de mise en correspondance des
sommets de deux graphes qui tient compte des mises en correspondance des
arétes. C’est un probléme NP-complet. Nous avons proposé un algorithme
pour rechercher le meilleur appariement entre deux graphes. Tous les algo-
rithmes d’appariement de graphes partagent le méme probléme d’explosion
combinatoire de ’espace de recherche. Pour atténuer cette complexité, des
solutions polynomiales ont été développées. Quant & 'optimalité, aucune ga-
rantie n’est acquise. Nous avons tenté de trouver une solution au probléme
permettant de trouver des bons appariements sans explorer tout ’espace de

recherche.

Le graphe médian est un nouveau concept en reconnaissance de formes

structurelles. C’est un concept trés important & pour objectif la représenta-
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tion d’un groupe de graphes par un seul représentant. La recherche du graphe
médian est une tache difficile et trés cotiteuse en temps de calcul. A notre
connaissance un seul algorithme existe dans la littérature. L'importance de
ce concept réside dans son éventuelle utilisation comme un pont entre 'ap-

proche structurelle et 'approche statistiques.

La recherche d’images par le contenu est un domaine en pleine expansion.
Les systémes existant utilisent souvent ’approche statistique. Notre objectif
était de développer une application dans laquelle la modélisation du contenu
des images est réalisée & 1’aide des graphes. Cette application nécessiste aussi
les algorithmes d’appariement de graphes et du graphe médian décrits dans
cette thése. L'utilisation des graphes pour représenter le contenu d’une image
présente plusieurs avantages. Un des avantages est la simplicité de définir des
requétes combinant en méme temps le contenu des objets & rechercher et les

relations des objets.

Contributions principales

Les contributions principales de notre travail peuvent donc se résumer

suivant ces trois axes :

Nouwel algorithme d’appariement de graphes :

L’algorithme d’appariement de graphes développé [39] [46] permet de
trouver l'isomorphisme de graphes ou de sous-graphes. L'idée de base de
lalgorithme est la séparation du processus de recherche des mises en corres-
pondance des sommets et des arétes. L’algorithme permet alors de trouver
une solution proche de 'optimal dans un temps raisonnable et d’éviter
la complexité élevée du probléme. L’algorithme a montré sa performance

par rapport 4 d’autres méthodes. Son point fort réside dans la maniere de
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trouver la solution contrdlée par un seul paramétre K. L’algorithme est
indépendant des données (similaires ou non), ce qui ouvre la porte & son

utilisation dans plusieurs domaines en reconnaissance de formes.

Nouwvel algorithme de recherche du graphe médian :

Le concept de graphe médian est trés important en reconnaissance de
formes. Représenter un groupe de graphes par un seul candidat est une
tache difficile qui n’a pas été explorée suffisamment dans le passé. Nous
avons développé [42] [45] [47] un algorithme pour réaliser cette tache. Nous
avons converti le probléme de la recherche du graphe médian en un probléme
d’optimisation. Nous avons proposé une solution heuristique pratique qui
permet de controler la complexité élevée du probléme. Une utilisation
immeédiate de notre algorithme dans la classification [44] d’un ensemble de
graphes permet une meilleure répartition de cet ensemble. Cette répartition
tire profit de 'aptitude du graphe médian  représenter fidélement un groupe

de graphes.

Appariement de graphes et reconnaissance de formes :

Nous avons développé [40] [48] une application pour la recherche d’images
par le contenu. Des images synthétiques ont été utilisées et modélisées par des
graphes. L’algorithme d’appariement de graphes a été appliqué pour chercher
le ou les images les plus similaires & une image requéte. Nous avons enregis-
tré des résultats satisfaisants. L’usager a le choix d’inclure plusieurs carac-
téristiques en une seule requéte. De plus, des caractéristiques décrivant les
objets et les relations inter-objets peuvent étre combinées dans une seule re-
quéte. Nous avons aussi développé [41] [43] une application pour la recherche
d’images réelles. Cette application est une tentative pour une modélisation

et représentation automatique du contenu d’une image réelle par un graphe.
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Perspectives

Les perspectives ouvertes par notre travail sont nombreuses car chaque
contribution présentée dans ce document peut étre enrichie indépendamment.
D’une maniére générale, I’approche structurelle, en particulier les graphes, est

un axe de recherche ouvert, qui mérite une attention plus approfondie.

La premiére perspective concerne 1’algorithme d’appariement de graphe
proposé. L’algorithme recherche le meilleur appariement en comparant les
sommets dans un premier temps, ensuite les arétes. L’algorithme sélectionne
les mises en correspondance suivant leur degré de similarité. On peut en-
visager d’inclure 'approche de relaxation probabilistique pour choisir les
meilleures mises en correspondance. L’algorithme gardera la méme technique

de recherche en profitant du choix judicieux de ’approche Bayésienne.

Concernant 1'algorithme de graphe médian, une premiére perspective pou-
vant &tre envisagée qui consiste & trouver un moyen rapide et efficace pour
déterminer le nombre optimal de sommets et d’arétes dans un graphe médian.
Une deuxiéme perspective consiste & améliorer la construction du graphe
médian selon les sommets. Une idée similaire & la premiére perspective est

d’inclure dans le choix des mises en correspondance I’approche Bayésienne.

Une autre perspective consiste 4 développer un outil de génération auto-
matique de graphe. Cet outil aura comme tiche I’extraction d’un ou plusieurs
graphes & partir des documents web ou des documents XML. Peu d’outils
existent de nos jours permettant une telle génération. Cet outil opére en

amont de nos algorithmes développés dans le cadre de ce travail.
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