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SOMMAIRE

Dans cette thése nous proposons une méthode de décomposition basée sur le Lagran-
gien augmenté séparable (Separable Augmented Lagrangian Algorithm ou SALA dans la
littérature anglophone). L’algorithme que nous proposons s’appuie sur une réécriture du
domaine réalisable ot la matrice des contraintes est multipliée par une matrice symétrique
définie positive. Nous obtenons ainsi un algorithme globalement convergent que nous
nommons Lagrangien augmenté séparable avec parametres multiples (en anglais Sepa-
rable Augmented Lagrangian Algorithm with multiple parameters ou SALAMP). Des
résultats de convergence ont été obtenus avec des hypotheses faibles de convexité de
'objectif en présence de contraintes linéaires. Apres I’étude de convergence, nous avons
appliqué dans un premier temps SALAMP au probleme monotropique. 11 décompose ce
dernier en une suite de problémes dont chacune des fonctions objectif s’écrit comme un
Lagrangien paramétrisé et qui bénificierait beaucoup d’une implémentation en paralléle.
Aprés les problémes monotropiques, nous nous sommes intéressés 4 une de leurs instances
4 savoir le probleme de multiflot de colit minimum non linéaire et convexe. L’algorithme
SALAMP décompose ce dernier en sous-problémes unidimensionnels suivant les arcs du
réseau (que nous avons résolus dans le cas du probléme de routage des données par l'al-
gorithme combiné bissection-Newton) et en problémes de recherche de plus court chemin
suivant les différents flots (résolus dans le cas du routage des données dans les réseaux
de communication par 'algorithme de Djisktra).

La derniére partie de cette thése est consacrée a I’analyse numérique de Palgorithme SA-
LAMP. C’est ainsi que nous l’avons appliqué au probleme de routage dans les réseaux
de données ot nous avons tour & tour proposé des formules empiriques pour le choix des
paramétres mais aussi des heuristiques pour leur mise a jour . Nous avons ainsi obtenu
des résultats trés satisfaisants et par ailleurs meilleurs (en terme de nombre d’itérations
et de temps d’éxecution) que ceux donnés dans la littérature.

Rappelons que la thése débute par une présentation des problemes de flots simples, puis
des problémes de multiflot et de leurs principaux algorithmes de résolution. Ensuite un
bref rappel de la méthode de Lagrange classique est donné avant de présenter 1’algorithme
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SALA et un bref survol des méthodes de type Lagrangien augmenté séparable (telles que
celle de Peacemann-Rachford et celle de Douglas-Rachford pour ne citer que celles-ci) et
leurs principaux résultats de convergence.

Rappelons que les contributions majeures dans cette these sont de deux ordres. Dans
un premier temps nous avons proposé un algorithme globalement convergent sous des
hypotheses plus faibles que celles trouvées dans la littérature pour des algorithmes de
la méme classe c’est a dire de type Lagrangien augmenté. D’autre part nous avons pro-
posé des formules empiriques et heuristiques donnant sur le plan numérique des résultats
meilleurs que ceux donnés par la méthode de décomposition proximale.
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Notations et définitions

Dans cette theése, nous employons les notations et définitions suivantes, qui ne sont pas
sytématiquement rappelées:

e 7 désigne un espace de Hilbert réel,

e R est ’ensemble des réels,

e Nous utilisons (-, -) pour désigner le produit scalaire sur R* (ou sur #) et || - || la norme
Euclidienne,

e I désigne l'opérateur identité, mais aussi la matrice identité,

e H est une matrice définie positive,

e ||z||z est la norme définie par ||z||g = (z,Hz).

e M7 est la matrice transposée de M,

e T est un opérateur maximal monotone.

On note aussi:

e ¢ Iindice des suites générées par les algorithmes, mais aussi le numéro des itérations
des différents algorithmes,

e ) est un parametre d’échelle associé au terme proximal,

e )\, est un parametre associé & I'arc j d’un réseau,

e )\, est un parameétre associé & la commodité k circulant dans le réseau,

e A est une matrice symétrique définie positive. Elle sera prise diagonale dans certains

XV




cas.
e Si f:R" — R est une application convexe, 8f(z) désigne le sous-différentiel de f en
.

e Si f est de classe C1, le gradient de f en x est le vecteur colonne

Vi) = [ 4, M) Qﬂﬂ]T

ozt ! ) Bz ? ' Op

e Si g: R — R™, on notera Vg(z) la matrice jacobienne (m x n) définie par

Vy(z) = [v91($)> e, Vg (@), Vgm(z)]

xvi




INTRODUCTION

L’intérét pour les problémes d’optimisation de grande taille s’est développé dans les vingt
cing derniéres années et continue aujourd’hui de connaitre une ascension fulgurante. Ceci
est dii d’une part & lapproche systémique pour modéliser des systémes réels de plus en
plus complexes, et d’autre part & ’accroissement de la puissance de calcul des micro-
processeurs et les récentes possibilités de multiplier leur potentiel avec des architectures

paralléles qui semblent repousser les limites du traitement pratique de ces modeles.

Les méthodes de décomposition sont des candidats naturels pour la résolution des pro-
blemes d’optimisation de grande taille (voir [63] pour le cas linéaire), en effet elles
décomposent le probléme en sous-problémes plus simples. La réduction de la taille du
probléme original n’est pas la seule motivation pour la décomposition en sous-problemes,
parmi tant d’autres nous pouvons citer:

e La décomposition hétérogéne des modeles lorsque la juxtaposition de certaines parties
du modele rend difficile son traitement numérique (comme dans un modele mixte avec
des variables continues et discrétes).

e La décentralisation de la prise de décision telle que la procédure de décomposition
permet de traiter des sous-systémes autonomes qui sont capables de calculer leur propre

part dans la solution globale sans avoir besoin d’un niveau de décision centralisé.




e La parallélisation des calculs suivant les différents processeurs.

Dans cette thése nous nous intéressons particuliérement & une méthode de décomposition :
la méthode du Lagrangien augmenté séparable. Dans ’étude de l'algorithme du La-
grangien augmenté séparable (en anglais Separable Augmented Lagrangian Algorithm,
SALA), nous 'appliquerons & une famille de problemes de grande taille: celle des problemes
séparables & objectif convexe et différentiable en présence de contraintes de couplage.
L’optimisation des grands réseaux (réseaux de transport, réseaux de télécommunication
ou de téléinformatique, etc.) est un domaine propice ou surviennent de tels problémes.
Parmi les probléemes d’optimisation des réseaux, nous nous intéresserons aux problemes
de multiflot de cofit minimum avec une fonction coiit convexe. Ce probleme se rencontre
lorsque plusieurs produits utilisent un méme réseau et les cofits associés aux arcs du

réseau sont convexes.

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour résoudre de tels problemes et celui qui sert de
référence est la méthode de déviation de flot [25]. Cette derniere est trés efficace mais tres
lente lorsqu’une grande précision est requise. A. Ouorou dans [69] propose une version
de la méthode de décomposition proximale avec facteur d’échelle qui s’avere compétitif
par rapport 3 la méthode de déviation de flot. Dans [60] Mahey et al. proposent une
implémentation de cette méthode plus efficace que la déviation de flot si le réseau n’est
pas congestionné avec une précision de 0.1% & l’optimalité. Par contre avec une précision
de 1% dans un réseau congestionné la méthode de déviation de flot est plus efficace.
Signalons avant de continuer que la méthode de décomposition proximale avec facteur
d’échelle est une instance du Lagrangien augmenté séparable au cas convexe ot le facteur
d’échelle coincide avec le parametres de pénalité (voir [37]). Puisque nous travaillons avec

des problémes convexes, nous utiliserons par moment les termes décomposition proximale




ou Lagrangien augmenté séparable qui veulent dire exactement la méme chose dans ce
cas particulier. Il est & noter que la convergence de la décomposition proximale peut étre
améliorée tout en jouant sur le facteur d’échelle comme le suggére A. Ouorou dans [69].
En effet la suite primale générée par 'algorithme dépend de ce facteur d’échelle alors que
la suite duale dépend de ’inverse de celui-ci. Il se pose ainsi un probleéme d’ajustement de
ce facteur car une valeur assez grande ou assez petite du facteur d’échelle fera converger
I'une des suites rapidement et 'autre trés lentement (Nous verrons dans le chapitre 2
I’influence de ce facteur sur la vitesse de convergence de I’algorithme de décomposition
proximale). Notons que dans [69] et [70] 'auteur suggere de prendre le facteur d’échelle
égal & 1 (choix unitaire).

Un choix possible de ce facteur est présenté dans [69] qui s’avere compétitif par rapport
au choix unitaire pour les problemes de flots & coiit quadratique. Mais il se trouve que
ce choix se ramene au choix d’un paramétre dont l'intervalle de variation est plus res-
treint que celui du facteur d’échelle et par ailleurs toutes les valeurs de cet intervalle ne
donnent pas de meilleurs résultats que le choix unitaire. Cette technique a été timide-
ment appliquée au probléme de multiflot qui nous concerne ici. En fait nous trouvons son
application sur un petit exemple dans [69], ce qui ne permet pas d’étre catégorique sur
son utilisation.

Une tentative de mise & jour du facteur d’échelle est présentée dans [59]. Cette mise a
jour basée sur la mesure des taux de convergence des suites primales et duales s’est avérée

tres intéressante sur des problémes quadratiques de petite taille.

L’objectif dans cette theése est d’améliorer la convergence de cette méthode, et cette
amélioration passe par une meilleure gestion du facteur d’échelle.

Pour cela nous proposons une extension de ’algorithme SALA en introduisant plusieurs
parameétres pour mieux gérer les différentes suites générées par l’algorithme.

Ce travail se présentera comme suit.




e Dans le premier chapitre, nous donnons quelques notions sur les graphes et les flots.
Nous y présentons aussi les principaux problemes liés aux flots simples ainsi que quelques
unes des principales méthodes de résolution .

e I’6tude du probléeme de multiflot de cofit minimum & cofit convexe et non linéaire sera
I’objet du chapitre 2. Nous présentons dans ce dernier deux formulations de ce probléme
et y exposons brievement les méthodes de déviation de flot et de décomposition proxi-
male. Des résultats numériques avec la décomposition proximale seront présentés avec
différentes valeurs du facteur d’échelle pour faire ressortir 'importance de ce dernier sur
la convergence de l’algorithme.

e Le chapitre 3 traite de la méthode du Lagrangien augmenté séparable (SALA). Un
rappel portant sur la méthode classique de Lagrange et sur la méthode de pénalité qua-
dratique est donné tout au début de ce chapitre. Dans la deuxieme partie de ce chapitre,
nous présentons la méthode du Lagrangien augmenté et enfin nous exposons 'algorithme
SALA et ses principaux résultats de convergence. Ce chapitre servira en fait d’introduc-
tion au chapitre 5.

e Dans le chapitre 4, nous faisons un rapide survol des différentes méthodes de type
Lagrangien augmenté séparable et de leurs principaux résultats de convergence. A cet
effet nous examinons entre autres la méthode des directions alternées et ses différentes
variantes, la méthode de Douglas-Rachford et celle de Peacemann-Rachford.

e Dans la chapitre 5 nous proposons une extension du Lagrangien augmenté séparable
faisant intervenir plusieurs parametres. Cette extension est motivée par le besoin d’avoir
d’avantage d’emprise sur les suites engendrées par I'algorithme SALA afin d’accroitre
leur vitesse de convergence et ainsi augmenter 'efficacité de I'algorithme. L’analyse de
convergence a révélé que notre algorithme possede les propriétés de convergence globale.
Nous donnons & la fin de ce chapitre quelques résultats numériques du Lagrangien aug-
menté avec parametres multiples et une bréve comparaison de ces résultats avec ceux

obtenus avec la décomposition proximale.




e Une étude numérique du Lagrangien augmenté séparable avec plusieurs parametres est
présentée dans le chapitre 6. Dans ce chapitre nous proposons des formules empiriques
pour choisir les parametres. Dans ces formules les parametres sont fixés et les résultats
obtenus sont meilleurs que ceux donnés dans la littérature. Des techniques de mise a jour
des parametres améliorant les résultats donnés par les formules empiriques sont aussi

présentées dans ce chapitre.




Chapitre 1

NOTION DE GRAPHE ET DE
FLOT

Dans ce chapitre nous introduisons les concepts de base sur les graphes et flot dont on
aura besoin dans la suite de cette thése. Nous présenterons par la suite le probleme de
flot de colit minimum et ses cas particuliers (probléme du plus court chemin, probleme

du flot maximum). Pour plus d’information voir [1, 33].

1.1 Graphe et Notations

1.1.1 Définitions

e Un graphe orienté G = (X, U) est déterminé par la donnée:

a) d’un ensemble X dont les éléments sont appelés sommets ou neeuds;

b) d'un ensemble U dont les éléments j € U sont des couples ordonnés de sommets
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appelés arcs.

e On dit que le gaphe G = (X,U) est d’ordre m si m = |X| (m est le nombre de som-
mets). On supposera les sommets numérotés de 1 & m.

e Si j = (i,k) est un arc de G, alors 7 est dite extrémité initiale de j et k leztrémité finale
de j,

e Si les extrémités de I’arc j sont confondues, on dit que j est une boucle.

Dans I’étude de certaines propriétés des graphes, il arrive que l'orientation des arcs ne
joue aucun role; dans ce cas on dit que le graphe est non orienté et les éléments de U
sont appelés arétes. Mais notons que I’étude d’un graphe non orienté peut se ramener a
cellle d’un graphe orienté en découplant chaque aréte en deux arcs de sens opposés
Dans cette thése nous considérons des graphes orientés.

On associe le plus souvent 4 un graphe une représentation graphique dans laquelle les
sommets sont représentés par des points ou des cercles (portant I’étiquette du sommet
en leur intérieur) et les arcs par des segments de courbe simple munis d’une orientation
permettant de différentier Pextrémité initiale et Pextrémité finale (cf. figure 1.1),

o Le demi-degré estérieur du sommet 4, noté d&(i) ( d*(:) s'il n’y a pas d’ambiguité) est
le nombre d’arcs ayant ¢ comme extrémité initiale.

o Le demi-degré intérieur du sommet 4, noté dg(é) ( d~ (i) s’il n'y a pas d’ambiguité) est
le nombre d’arcs ayant ¢ comme extrémité finale.

e Le degré du sommet 4, noté dg (i) (d(z) s'il n’y a pas d’ambiguité) est le nombre d’arcs

ayant ¢ comme extrémité, on a d(i) = d* (i) +d~ (7).

Exemple 1.1 On considére le graphe orienté G = (X,U) dont la représentation gra-
phique est donnée ci-dessous. X = {1,2,3,4} et U ={1,2,3,4,5}
En reprenant l’exemple 1.1 ci-dessus, nous obtenons:

1) =2 d*@)=1;, d"(1)=0; d~(3)=2 et d(3)=3
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F1G. 1.1 — Graphe orienté

Pour tout A C X, nous posons

wt(A) = I’ensemble des arcs ayant leur extrémité initiale dans A et leur extrémité finale
dans X \ A.

w™(A) = ’ensemble des arcs ayant leur extrémité finale dans A et leur extrémité initiale
dans X \ A.

Remarque

i) w (A) =wt(X\A).
ii) Si A= {i}, on note w*(z) au lieu de w* ({i}).
iii) dt(i) = |wT ()] et d () = |w (@)l

e Une chaine dans G est une suite d’arcs 71,72, - - - ,Jp telle que chaque arc 5;, 2 < I < p—1,
ait une extrémité commune avec 1’arc j;_1. Une chaine joignant le sommet s au sommet
¢ a pour extrémité initiale s, extrémité initiale du premier arc, et pour extrémité finale ¢

lextrémité finale du dernier arc.

e Une chaine est dite simple lorsqu’elle ne comporte pas plusieurs fois un méme arc dans
la suite qui la constitue et élémentaire si tous les sommets sont de degré 2 au plus. Sur

la figure 1.1 ci-dessus, les arcs {2,3} forment une chaine simple mais non élémentaire car
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le sommet 2 est de degré 3.

e Lorsque les extrémités d’une chaine coincident, on dit qu’on a un cycle. Le cycle est
dit élémentaire s'il ne contient strictement aucun autre cycle. Dans ’exemple 1, les arcs

{1,2,3} forment un cycle élémentaire.

e Un chemin est une chaine dont les arcs sont orientés dans le méme sens. Lorsque tous
les sommets sont de degré 2 au plus, on dit que le chemin est élémentaire. Sur la figure

1.1 les arcs {1,3,6} forment un chemin.

e Un circust est un chemin dont les extrémités coincident. Lorsque le circuit ne contient

strictement aucun autre circuit, on dit qu’il est élémentaire.

e Un graphe G est dit conneze lorsque pour tout couple (i,k) de sommets il existe une

chaine joignant 7 et k.
e Un arbre est un graphe connexe sans cycle.

e Un sommet s d’un graphe G est une racine s'il existe un chemin de s a ¢ pour tout
sommet ¢ de G. Un graphe G est une arborescence de racine s si GG est un arbre et si de

plus s est une racine.

1.1.2 Matrices associées a un graphe

Comme nous travaillons avec des graphes orientés, nous nous intéresserons uniquement
3 la matrice d’incidence sommets-arcs. Pour les autres types de matrice nous renvoyons
le lecteur & I'ouvrage de Gondran et Minoux [33].

Soit G = (X,U) un graphe orienté tel que |X| = m et |U| = n. La matrice d’incidence
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sommets-arcs du graphe G est la matrice, m x n, M = (m;;) définie par:

1 si 4 est sommet initial de ’arc j
m;; =< —1 siiest sommet final de larc j
0 sinon

Exemple 1.2 Considérons le graphe de ’exemple 1.1, la matrice sommets-arcs associée

est donnée par:

1 1 0 0 O
-1 0 1 1 0
M= 0 -1 -1 0 1

Proposition 1.1 [33]
La matrice d’incidence sommets-arcs M d’un graphe G = (X, U) est totalement unimo-

dulaire (toute sous matrice carrée réguliére extraite de M a son déterminant égal a 1 ou
-1 )

Lorsque dans un graphe nous associons une fonction coiit (capacités ou colits) aux som-

mets ou aux arcs, nous dirons que nous avons un réseau.

1.2 Notion de Flot

Le courant électrique continu parcourant un réseau de dipéles est certainement un des
meilleurs exemples illustrant la notion de flot dans un graphe. Mais aujourd’hui I'intérét
de cette notion vient du fait qu’elle fournit un modeéle général applicable & un grand
nombre de problémes concrets, d’ott 'importance et la variété de ses applications:

problemes de transport (routiers, aériens, ferroviaires), structuration et dimensionnement
optimaux des réseaux de communication, problemes de gestion de stocks, d’ordonnance-
ment, d’affectation, sans oublier son intérét considérable dans les mathématiques combi-

natoires.
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1.2.1 Définitions

Soit G = (X,U) un graphe connexe dont les arcs j sont numérotés de 1 & n.

e Un flot dans G est un vecteur z = (z1,%s,...,2n) € R* tel qu’en tout sommet ¢ € X de

G, la premiére loi de Kirchhoff (loi de conservation aux nceuds) soit vérifée, c’est a dire:
DT I
jewt(@) jew (i)

Pour j € U, le réel z; est appelé quantité de flot ou flux sur I'arc j.

Posons R; = Z Tj — Z z; tel que ZR,:O.
JjEwt(3) JEW () 1=1

* Si R; > 0, le sommet ¢ est une source.
* Si R; < 0, le sommet ¢ est un puits.

% Si R =0, on parle de circulation (R = (Ry,Ry,...,Rm) € R™)

e Le vecteur z € R™ est un flot entre les sommets s et ¢ de valeur 7 si s est la seule source

et ¢ le seul puits c’est a dire

0 si i1#£s,t
Ri: r si 1=3S
—r si 1=t

e Une circulation est donc tout vecteur z € R™ tel que Mz = 0 ou M est la matrice

d’incidence sommets-arcs.

1.2.2 Sur les problémes de flot

Dans cette section nous traiterons des problémes les plus populaires parmi les problemes

de flot. Nous présenterons quelques algorithmes de résolution et pour plus de détails nous
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référons le lecteur a [1, 33].

Le probléme du flot maximum

a)

Position du probleme

Etant donné un graphe G = (X, U) ol chaque arc j € U est muni d’un nombre
c; > 0 appelé capacité de l’arc j. 1l s’agit de trouver la valeur maximale du flot
qu’on peut envoyer d’un sommet s € X (dit source) a un sommet ¢ € X (appelé
puits) tout en respectant les contraintes de capacités (c’est & dire la valeur du flot
sur chaque arc doit étre inférieure ou égale & la capacité de 1'arc).

Ce probléme se rencontre dans plusieurs domaines surtout dans les problemes de

transport et ceux d’affectation.

Capacité d’une coupe

On appelle coupe séparant s et t, un ensemble d’arcs de la forme w¥(A) ol A C X
tel que s € Aett ¢ A.

On définit la capacité de la coupe wt(A) comme la somme des capacités des arcs
qui la constituent c’est & dire

> G

jewt(A)

Lemme 1.1 [33]

La valeur mazimale d’un flot de s & t compatible avec les capacités c; n’excéde jamais la

capacité d’une coupe séparant s et t.

Corollaire 1.1 [33]

Si un flot z et une coupe wt(A) sont tels que la valeur zo du flot est égale d la capacité

de la coupe, alors g est un flot mazimum de s a t, et wT(A) est une coupe de capacité
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minimale séparant s et t.

Corollaire 1.2 [33]
Une condition nécessaire et suffisante pour que le probléme du flot mazimum de s a t
dans G posséde une solution de valeur finie est qu’il n'eziste pas de chemin de capacité

infinie entre s et t.

Dans toute la suite, nous considérerons cette condition vérifiée. Signalons que le probléme
du flot maximum et le probléme de la coupe minimale sont des problemes duaux. C’est

ainsi qu’on a le résultat suivant.

Théoréme 1.1 [33]
La valeur mazimale d’un flot de s a t dans G = (X,U) muni des capacité c; (j € U) est

égale a la capacité d’une coupe de capacité minimale séparant s et t.

L’algorithme que nous présenterons pour la résolution du probleme de flot maximum
dfi & Ford et Fulkerson (1956) utilise la notion de graphe d’écart que nous définirons
ci-dessous. Pour I’étude de la convergence et de la complexité de ’algorithme se reférer a
[33]. Signalons simplement que si les capacités sur les arcs sont entieres, le flot maximum

de s &t a ses composantes entieres (théoréme des valeurs entieres).

Soit & = (1,%2,...,7,) un flot entre s et ¢t dans G = (X,U) compatible avec les contraintes

de capacité 0 <z; <c¢;, V 1 <7< n.

e Le graphe d’écart associé & « est le graphe G(z) = (X, U(z)) ayant le méme ensemble
de sommets que G et dont 'ensemble des arcs, U(z), est constitué de la facon suivante:
4 chaque arc j = (i,k) € U, on associe au plus deux arcs de G(z)

it =(i,k) siz; <cj;  §7 = (k) siz; > 0.

On montre ainsi qu'un flot z de s & ¢t dans G est minimal si et seulement si il n’existe
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pas de chemin de s & ¢ dans G(z).

Algorithme 1.1 ( Ford-Fulkerson)

Etape O: Initialisation
Choisir z° un flot compatible avec les contraintes de capacite.

( exemple z° = (0,0...,0))
Etape 1: - itération k
Rechercher un chemin minimum 7% de s 4 ¢ dans G(z*)
Etape 2: test d’optimalité |

SI 7 n’existe pas ARRET (Le flot z* est maximum )

SINON aller a I’étape 3

Etape 3: mise & jour

Déterminer ¢* la capacité résiduelle du chemin 7% (minimum des capacités

résiduelles des arcs du chemin )

Poser zFt! = (gft! o5+t | 2k+1) tel que

z* Y
J o — € sijTenh

k+1_{xz+€k S.lj—'_E'ﬂ-k
J

zht!t = 2f + ¢* Faire k +— k + 1 puis retourner & I'étape 1

Remarque

.k g 2k )
ek:{cj zh sioah <

. 5l xF = .
Tj Sl Tj =Cj

ou e;? est la capacité résiduelle sur ’arc j & l'itération k.
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Probléme de flot & cout minimum

On considére un graphe connexe G = (X,U) et a chaque arc j € U, on associe:
e un intervalle réel [b;,c;]
e un nombre a; représentant le cotit de passage d'une unité de flot sur l'arc j.
Ainsi pour un flot z dans G, le colit total associé est

(a,z) = Y a;a;

jeu
Le probléme qui se pose est de trouver un flot z vérifiant les contraintes de capacité:
bj < z; <c¢j, Vj €U et tel que le colit total a.x soit minimal.
De facon équivalente il s’agit de résoudre le programme linéaire
min (a,z) = Zajxj
jEU
sa Mz =20

b<z<c

oll M est la matrice d’incidence sommets-arcs, a = (a;)jev € R* ,

b = (bj)jev €R" et ¢ = (¢j)jev €ER"

Ce probléme se rencontre dans plusieurs domaines: agriculture, communication, trans-
port, etc. Il contient plusieurs cas particuliers, parmi lesquels les problemes du flot maxi-
mum, du plus court chemin entre deux sommets, du transport et celui d’affectation.
Plusieurs algorithmes ont été proposés pour résoudre le probleme de flot & colit minimum
parmi lesquels on peut citer une version de la méthode du simplexe et I’algorithme des
arcs non conformes (Fulkerson 1961). Nous ne présenterons pas ces algorithmes mais pour

plus d’information nous renvoyons le lecteur & Pouvrage de Gondran et Minoux [33].

Signalons que dans certains cas, le colit associé & chaque arc j est une fonction f; non

linéaire du flot z; qui le traverse. On a alors un probléme de flot de cofit minimum & cott
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non linéaire. Plusieurs méthodes de résolution sont présentées dans la littérature dans
les cas ot les fonctions f; sont convexes. C’est ainsi que dans le cas quadratique Minoux
propose une extension de la méthode des arcs non conformes [64]. Dans le cas ol les
fonctions f; sont strictement convexes, Hossein et al. proposent dans [40] une extension
de la méthode de relaxation.

Pour le cas ou les fonctions f; sont concaves, des méthodes de résolution sont présentées
dans [65, 84]. Ce sont des modeles qu’on rencontre dans le domaine des transports et des

télécommunications.

Probléme du plus court chemin
Le probléme du plus court chemin se rencontre soit directement, soit comme sous-
probléme dans de nombreuses applications (voir [33]). On les rencontre dans les problemes

de tournées, de gestion de stocks, d’optimisation des réseaux de télécommunication, etc.

Définition du probléme

Considérons un graphe G = (X,U) et associons & chaque arc j € U un nombre réel /;
(" longueur de larc” j), on dit ainsi que G est valué par les longueurs ;.
Le probléme du plus court chemin entre deux sommets i et ¢ sera de trouver un chemin

entre 7 et ¢ dont la longueur totale est minimale.

Remarquons que la ”longueur de arc ” j peut s'interpréter aussi comme un coit de
transport sur 'arc j, comme des dépenses de construction de I’arc j, comme le temps

nécessaire pour parcourir I’arc j, etc, d’out les nombreuses applications de ce probleme.

Une condition nécessaire d’existence d’un plus court chemin est qu’il ne doit pas exister
de circuit de cotit (" longueur ”) négatif.

Les algorithmes de résolution sont différents suivant les propriétés du graphe et suivant le
probléme considéré (plus court chemin d’un sommet & un autre, d'un sommet & tous les

autres ou entre tous les couples de sommets). Nous présenterons I’algorithme de Moore-
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Djikstra pour la recherche du plus court chemin du sommet 1 aux autres dans un graphe

dont les " longueurs ” sont positives.

Algorithme 1.2 (Moore-Djikstra)

Etape 0 Initialisation
S =1{23,.,m}; (1) =0

W(Z) _ { ly; si (1,2) cU

+00 sinon
Etape 1
Déterminer k€ S tel que =(k) = minn()
i€S
Poser S +— S\ {k}
SI |S|=0 FIN

SINON aller a I’étape 2

Etape 2

Pour tout i€ S tel que (k;i)eU
puis retour a l’étape 1

La valeur 7(i),(i € S) donne la longueur minimale des chemins de 1 & 4, soumis a la

condition que tous les sommets excepté 7 sont dans S = X \ S

Dans certaines situations les modéles présentés dans ce chapitre s’averent insuffisants et

nécessitent donc des extensions, ce qui sera I’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

PROBLEME DE MULTIFLOT A
COUT CONVEXE

Le chapitre précédent a été consacré aux problémes de flots simples et nous avons sou-
ligné leur importance dans les applications pratiques. Cependant dans un certain nombre
de problemes, ce modéle s’avere insuffisant et demande certaines extensions a savoir:

e les problemes de flot avec multiplicateurs qui permettent de modéliser des situations
dans lesquelles il n’y a pas de conservation du flux sur les arcs ou sur les sommets (voir
[33]);

e ct les problemes de multiflots permettant de tenir compte de la juxtaposition de plu-
sieurs flots indépendants sur un méme graphe. Par conséquent ils constituent un modele
naturel des réseaux de communication: réseau téléphonique ou d’ordinateurs, réseaux

routiers, ferroviaires, aériens (voir [33]).

Dans ce chapitre nous nous intéresserons aux problemes de multiflot de colit minimum

convexe. Notons que les méthodes de résolution sont nombreuses et variées. Dans ce
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chapitre nous nous intéressons seulement & deux de ces méthodes:
e la méthode de déviation de flot,

e la méthode de décomposition proximale.

2.1 Définition d’un multiflot et formulation du

probléeme de multiflot de colit minimum

Considérons un graphe G = (X,U) orienté, sur lequel circulent indépendamment K flots
simples z1,T2, -+ ,Xx & composantes non négatives.
Pour k = 1,2, -+ ,K, zy = (1), j € U est un flot simple entre une source sy € X et
un puits ¢, € X de valeur r c’est & dire qu'il vérifie My = riby o M est la matrice
d’incidence sommets-arcs du graphe G et by un m-vecteur a composantes toutes nulles
sauf bs, et by, qui valent respectivement +1 et —1.

Le vecteur zo = (xo;) défini par

K
1170]'2 E Qﬁkj
k=1

est appelé multiflot de valeur r1,r9, - -+ ,rx. La valeur totale de z° est
K
T = Z Tk
k=1

Les mémes types de problémes rencontrés avec les flots simples se retrouvent avec les
multiflots : probléeme de multiflot maximum, probléme de mutiflot compatible, probleme
de multiflot de colit minimum. Cependant il n’existe pas de méthode directe comme
dans le cas des flots simples pour résoudre ces probléemes de multiflot. Tres souvent des
techniques de programmation linéaire seront utilisées pour résoudre ces problemes et ceci

est dii en fait & la structure de ces problémes. En effet dans certaines applications, il arrive
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que les composantes des différents flots soient astreintes a ne prendre que des valeurs
entitres: il en résulte alors des programmes linéaires en nombres entiers (généralement
de grande taille) pour lesquels on ne connait pas actuellement de méthode de résolution
exacte. En plus de ces difficultés il s’y ajoute que le théoréme des valeurs entieres et celui
du flot maximum et de la coupe minimale (voir chapitre 1) ne se généralisent pas au
multiflot sauf pour certains cas particuliers. Remarquons que pour plusieurs probléemes
pratiques (réseaux de communication par exemple), la solution continue constitue une
bonne approximation de la solution entiére d’olt une étude de plus en plus poussée des
problémes de multiflot en nombres fractionnaires ou réels.

Dans ce chapitre nous nous limiterons au probleme de multiflot de colit minimum convexe,

c’est ainsi que nous donnerons deux formulations de ce probleme.

2.1.1 Formulation sommets-arcs du probleme de multiflot de

coiit minimum convexe

A chaque arc j de G, on associe un réel ¢; appelé capacité de I’arc et une fonction réelle
f; convexe semi-continue inférieurement (s.c.i).

Le probléme de multiflot de colit minimum revient & trouver un multiflot zo = (z0s);
vérifiant: 0 < zo; < ¢j, Vj € U et tel que

n

Z fi(zo;) soit minimum
=1

Il s’agit donc de résoudre le probléeme (M.C.M) suivant
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0S£l70j<0j VieU

oll zo; est la valeur du flot aggrégé sur chaque arc j, zx; la valeur du flot £ sur l'arc j, rg
la valeur de la demande pour chaque flot k et enfin ¢; est la capacité sur chaque arc j.

Cette formulation faisant intervenir la matrice sommets-arcs M est dite formulation
sommets-arcs du probléme de multiflot de cotit minimum. D’autres formulations existent

comme celle faisant intervenir la matrice arcs-chemins.

2.1.2 Formulation arcs-chemins du probleme de multiflot de

colit minimum convexe

Soit Nj le nombre de chemins élémentaires distincts du sommet source s; au sommet
puits ¢; dans G = (X,U), et soit ch® la liste de ces chemins notés ch} pour p = 1,...,Ny
(ch¥ est le p® chemin de la liste).

Désignons par m,(j) le vecteur caractéristique de ch’; :

1 si je chk
0 sinon

Tep(J) = {

Enfin soit 24, la quantité de flot k circulant sur le chemin ch¥, alors la nouvelle formulation

du probléme de multiflot de colit minimum s’écrit
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min Z fj (xoj)
Jj=1

K Ng

5. Zzﬁkp(j)xkp =z Vj=1,---n

k=1 p=1

2.2 Exemple de probleme de multiflot : routage des

données dans les réseaux de communication

Un réseau de communication est formé d’un ensemble de noeuds qui sont intercon-
nectés pour leur permettre d’échanger des informations. Dans cette section nous nous
intéresserons plus précisément aux réseaux de données (réseaux de communication) ol

les nceuds représentent des serveurs, des routeurs, des concentrateurs etc.

Dans le cadre de l'optimisation des réseaux de télécommunication, un des problemes que
l’on cherche & résoudre est le routage des données. Nous nous intéresserons dans la suite
de cette thése & ce probléme. Notons que nous avons deux méthodes de transport des
données dans ces réseaux (voir [81]):

e le mode datagramme ou U'information est divisée en paquets et il y a une décision pour
chaque paquet.

e le mode circuit virtuel olt tous les paquets appartenant & une méme information sont

envoyés sur un méme chemin.
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Dans les réseaux de paquets, les messages sont décomposés en paquets de taille fixée ou
bornée. L’objectif est de transporter les paquets de leur source vers leurs destinataires. Le
transfert d’un paquet nécessite parfois de traverser de nombreux routeurs intermédiaires
situés sur le chemin entre I'émetteur (la source) et le récepteur (destination). L’un des
roles du réseau (la couche réseau en fait) est le choix du chemin approprié (par exemple
de celui qui évite de surcharger certaines lignes de communication lorsque d’autres lignes
sont libres), d’ott 'intérét d’un algorithme performant pour trouver les chemins appropriés
et ainsi fournir une bonne qualité de service. Pour plus de détails sur le choix des chemins
voir [83]. La qualité de service que nous étudierons ici est le critere de performance le
plus utilisé dans la littérature, c’est & dire le délai moyen de transit des paquets. Ce délai
( appelé aussi durée de traversée) est calculé en prenant en compte:

e le délai d’attente en entrée, qui est une fonction de la taille de la file d’attente d’entrée
a l'instant d’arrivée du message,

e le temps de traitement par la fonction de commutation (nceud).

e le délai d’attente en sortie, qui est fonction de la taille de la file d’attente en sortie &
I’instant de sortie de la fonction de commutation,

e La durée d’émission du message sur la voie de sortie.

Pour une étude plus détaillée de ces délais voir [78].

L’évaluation de cette fonction délai moyen utilise les différentes durées ci-haut citées et
la théorie des files d’attente [44, 45]; Pexpression de cette fonction due & Kleinrock (cf.

[46, 69, 8]) est

1 x;
D=— d
)\ch—xj

n

=1
ot z; est le flot aggrégé sur chaque arc du réseau, et c; la capacité sur chaque arc j du
réseau. On suppose que la loi des arrivées aux nceuds est une loi de Poisson de taux Ag
pour le k® paquet partant du noeud s; au noeud ¢ et ainsi A = > Ag

La formulation sommets-arcs du probléme de routage (SA) dans les réseaux de données
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s’écrit alors

min E
1 G “’3703
5.0 :on-:g Tk Vi=1,---n
k=1

M.’Bk:’/‘kbk; szl,,K

OS$0j<Cj Vi=1,-n

0<uay VEk, j

ou o, est le flot de données aggrégé pour chaque arc j, zx; le flot sur I'arc j pour chaque
communication k et ry la demande (valeur du flot) pour chaque communication entre
une source sy et un puits t; avec K le nombre total de communications. by est un vecteur
de R™ de composantes toutes nulles sauf b, et by, qui valent respectivement +1 et —1,
M étant la matrice sommets-arcs du réseau. Nous nous intéresserons dans la suite de
cette thése & la formulation arcs-chemins du probléme de multiflot parce que donnant
des résultats plus intéressants avec 1’algorithme de décomposition proximale avec facteur
d’échelle. La formulation arcs-chemins du probléme de routage (AC) dans un réseau de

données s’écrit alors

min S
1 G

_xoj
K Ng

(AC) S.0 ZZ’ITICP {Ekp = Toj v ] — 1,...,n
k=1 p=1

Nj,
Y mp=m ¥ k=1,.,K
p=1
0 <z <4 YV i=1,..,n

0_<_.’13kp Vk,p
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2.3 Méthodes de résolution

Une revue de la littérature concernant les problémes de multiflot de colit minimum a été
présentée dans [69] et [70]. Il existe diverses méthodes de résolution parmi lesquelles nous
pouvons citer, celle basée sur la méthode de Newton projeté (cf. [7]) ou celles basées sur
la méthode des plans coupants [32] ou des points intérieurs [79]. On trouve aussi parmi
ces méthodes la méthode de déviation de flot basée sur la méthode de Frank-Wolfe et
la méthode de décomposition proximale induite de 1’algorithme du point proximal. Une
étude numérique de certaines de ces méthodes est présentée dans [70].

Dans cette section nous présentons deux des méthodes:

e La méthode de déviation de flot.

e La méthode de décomposition proximale.

2.3.1 Meéthode de déviation de flot

Cette méthode primale est une adaptation & la structure des problemes de multiflots
de la méthode de Frank-Wolfe (Voir [69]). Disons seulement & propos de cette derniere

qu’elle résoud un probleme de la forme

min f(z)
Az =b

x>0

ou f est une fonction convexe différentiable sur R*, A une matrice m x n et b € R™.

C’est une méthode itérative qui & chaque itération ¢ résoud un probleme de la forme

min{ f(z!) + Vf(z?)(y — z*)}
Ay=b (2.1)
y20
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Le prochain point z'** est obtenu en se déplagant dans la direction de (y**! —z*) & partir
de z*, ot y**! est solution du probléme (2.1) ci-dessus.

Signalons que la méthode de déviation de flot est trés efficace lorsque le nombre de flots est
tres élevé et que 1’on ne s’intéresse pas aux supports des flots individuels. L’inconvénient

est qu’elle est lente lorsqu’une grande précision est requise.

Algorithme de déviation de flot

Etape 0: Initialisation
Trouver une solution initiale réalisable z°
Choisir €>0
Poser t=0
Etape 1: Résolution des sous-problemes

Poser ¢ = 0

Pour chaque flot k, déterminer un plus court chemin entre s; et ¢, (ol les

. Py / . .
arcs sont munis des coiits f;(z;;)) et faire passer le flot sur ce chemin

Y3, + 7y silarc j appartient & ce chemin
0 .
y), sinon

Poser y?t = {
Etape 2: Calcul du pas
a; = arg min f(z; + oy — 1))
a€[0,1]
Etape 3: Déviation de flot
Tep1 = (1 — o) my + oy
Etape 4: Borne supérieure
Calculer la borne inférieure B = f(z:) + V f(z:) (y: — 24)
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Etape 5: Test d’arrét

SI [f(xt+1) - B] < € FIN

SINON faire t «— ¢ + 1, puis aller & ’étape 1

Remarque:

Pour la détermination d’une solution initiale voir [25].

2.3.2 Meéthode de décomposition proximale

Cette méthode est utilisée pour résoudre des problemes de la forme:
Trouver (z,y) € A x AL telque y € Tz (2.2)

ol A est un sous-espace vectoriel d’un Hilbert # de dimension finie et 7" un opérateur

maximal monotone (pour la définition voir chapitre 4 ou [74] pour plus de détails).

Définition 2.1 Soit 7" un opérateur maximal monotone défini dans un espace de Hilbert
H. On dit que (u,0) € H X H est la décomposition prozimale de (z,y) € H x H (ou de
z=ugx+vy) sur le graphe de T'si z +y = u + v et (u,v) € Gr(T)

ot Gr(T) est le graphe de T

Remarque: La décomposition proximale de z = = + y sur le graphe de T' est unique a

cause de la maximalité de T et on a:
u=(I+T)""(z+y)

v=I-I+T) Ne+y)=T+TH (z+y)

Nous présentons maintenant la méthode de décomposition proximale sous sa forme ori-

ginale.
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Algorithme de décomposition proximale

Etape 0: Initialisation

Choisir  (2%,y°) € Ax B

Poser t =0
Etape 1: Décomposition proximale
ut=(I+T) (=" +¢")
ot = ot 4yt — ut
Etape 2: | Test d’arrét
SI (u'w') € Ax B FIN
SINON aller a I’étape 3
Etape 3: Projection et mise & jour
Poser o't =Y, ¢t =}

puis t +— t + 1 et retour & ’étape 2

Remarque:
e u, (respectivement vg) est la projection de u € H (respectivement de v € H) sur A

(respectivement sur B) et B = A™.

e La méthode de décomposition proximale alterne une décomposition sur le graphe de T'

et une projection sur le sous-espace A et son orthogonal B.

Notons que de nombreux problémes d’optimisation convexe peuvent se mettre sous la
forme du probléme (2.2) ci-dessus o T est représenté par le sous différentiel de I'objectif
f qui est convexe séparable propre et A est donné par le couplage de différents sous-

systéme ( voir [69]).
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Dans sa thése [69], A. Ouorou utilise une version modifiée de la décomposition proximale
pour résoudre le probléeme de multiflot de colit minimum & critere convexe. Dans cette
version il introduit un facteur d’échelle au niveau de I’étape proximale. Ainsi 1’étape

proximale s’écrit alors

ut = (I 4 XT)7 2" + M)t = Z(z + ¢ — o)

> =

Dans [58] Mahey mentionne que la performance de la décomposition proximale modifiée
est tres sensible & la variation du facteur d’échelle A > 0. C’est ainsi que dans le cas ol
Iobjectif f est fortement convexe avec des sous-gradients Lipschitzien, on a le résultat

suivant

Théoréme 2.1 [58]
Si f est fortement conveze de module p et a un sous-différentiel lipschitzien de rapport
L, alors la convergence de la suite {(z%,\y*)} générée par la version de la décomposition

prozimale avec facteur d’échelle est linéaire avec un tauz égal a /1 — (1723\%—)2

Nous présentons maintenant la méthode de décomposition proximale avec facteur d’échelle.
Pour fixer les idées notons que la version utilisée est obtenue en appliquant la décomposition
proximale au dual du probléme monotropique. En effet c’est cette version appliquée a la
formulation arcs-chemins du probléme de routage reformulée en un probléme monotro-
pique qui s’avere compétitif par rapport & la méthode de déviation de flot. Pour de plus

amples détails se reférer & [69].
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Algorithme de Décomposition Proximale appliqué a la formu-

lation arcs-chemins du probléeme de routage

Etape 0
Choisir A > 0, € >0, e > 0.

Lancer la procédure Initialisation.

Etape 1

Pour chaque arc j = 1,...,n, déterminer

1 . Al g o, (P
zpy = arg min {f;(zo;) — zzoj + 5 (25 — 2(po; + W)mm-)}

0<z05<c;
Etape 2

Pour k=1,.K Calculer o= min E Fi(zbh)
1<p<Ng
jechk

Soit £ la longueur du plus court chemin (avec les cotits (f}(z{!'));) entre s; et

te.
SI B8 < a, Ny< Np+1 (Introduction d’un plus court chemin).

Pour p = 1,...,N;, déterminer

1 1 (o) ri(p’)
1 _ ¢ - (7t_ t k _ J

jechk jechk
Etape 3 Test d’arrét

filahy) — 28 st xp; >0

Poser o;(z",2") =

min(ff(zf;) — 25, 0)  si 25, =0

(X jeen 2)— 2y stz >0
et oxp(zh,2h) =
min((Zjechg, zj) -7z 0) st a:'}cp =0
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SI max(max |o;(z¢,2")], mkax|akp(xt,zt)|) <€
J )
et max(max |r;(z")], ml?x|rk(mt)|) <e STOP
]

SINON aller & I’étape 4

Etape 4 mise a jour

A
2 = 2 Wn () k= LK

Pt =p a4+ (1 - p)p’

t <t + 1 puis retour & létape 1

Notons que d(7) est le nombre de chemins utilisant I’arc j et p est un facteur de relaxation
pour améliorer la convergence de l'algorithme, z; est la variable duale associée a l'arc j,
Zy, la variable duale associée au flot k. po; est un vecteur obtenu a partir de la mise
en ceuvre de I’algorithme (voir [69]) dont initialisation est donnée dans la procédure
d’initialisation ci-dessous. De plus ch’; représente le p° chemin de la communication &

entre s et ¢, d’ou

ch’;i est le nombre d’arcs composant ce chemin. De plus nous avons

K N

ri(@) =Y mp(i) T — Toj

K
’f'k(ﬂi) =T — kap
p=1

Nous donnons ci-dessous la procédure d’initialisation :
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Procédure d’initialisation

Etape 0

Poser cout; = fj(0) V j et p°=0

Etape 1
Pour £t =1,....K
Chercher le plus court chemin entre s, et ¢; en utilisant les cofits (cout;);
Faire Ny=1 , p) =7k , ng :pgj + i
SI pgj < ¢j, cout; = f]/'(pgj)

SINON  cout; = Infini
Etape 2

Poser 2 =cout; Vj et

Zp=Y 4 Vk

jech}
Signalons que l’algorithme est trés sensible au choix de A car ce dernier influe sur la
vitesse de convergence des suites duales et primales. En effet une valeur assez grande
de )\ fera converger tres rapidement la suite primale alors que la suite duale convergera
trés lentement ou méme pire divergera (voir [69]) et une valeur assez petite de A fera
apparaitre ’effet contraire. C’est & cet effet que des techniques pour trouver une valeur
de compromis ont été proposées dans [69, 59].
Comme nous le signalions dans I'introduction, dans [69] A. Ouorou propose une technique
pour le choix de A treés intéressante pour les problemes de flots quadratiques ot qui dans

le cas particulier de notre probleme de routage donne
A=146 I%in]chkp| avec >0
P

32




Selon cette technique on choisit d’abord A = 1 et lorsqu’on décide ’arrét de la recherche
des plus courts chemins, on prend A comme ci-dessus mentionné. Mais en fait ce choix de
A ne fait que déplacer le probléme & un niveau moindre. En effet ceci revient & trouver
une bonne valeur de 6. Dans [69], ’auteur présente des résultats numériques sur un petit
probleme ou 6 choisi entre 0.1 et 0.6 donne des résultats assez satisfaisants. Mais le
probléme reste entier car d’une part toutes les valeurs de # comprises entre 0.1 et 0.6
ne donnent pas de meilleurs résultats que le choix unitaire (A = 1) et d’autre part les
résultats présentés dans [69] sont effectués sur des problémes de treés petites tailles. Dans
la littérature [69, 70], les études comparatives entre la décomposition proximale avec
facteur et d’autres algorithmes sont faites avec A = 1 car donnant dans la majorité des
cas de meilleurs résultats. C’est ce constat qui fait que I’algorithme que nous proposerons
dans cette theése et qui peut étre vu comme une version modifiée de la décomposition
proximale sera comparé avec ce dernier ou A sera choisi égal & 1.

Dans [59] une technique basée sur le taux de convergence des suites primales et duales
est proposée. Cette technique suggere d’ajuster & chaque itération le paramétre d’échelle
A afin de garder le méme taux de convergence pour les suites primales et duales. Mais
cette technique n’est appliquée qu’a de petits problémes quadratiques et & notre avis
n’est pas appliquable au probleme qui nous concerne ici (le probléme de multiflot de cofit
minimum) car nécessitant la connaissance de I’expression des taux de convergence des

suites.

Nous présentons maintenant quelques résultats numériques faisant ressortir I'importance

de A sur ’algorithme de décomposition proximale avec facteur d’échelle.
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2.3.3 Résultats numériques de la décomposition proximale sur

le probleme de routage

Dans cette section nous présenterons quelques résultats numériques obtenus avec 1’al-
gorithme de décomposition proximale. Les tests ont été effectués sur un graphe de 19
sommets et de 68 arcs que nous nommons R19.

Signalons que 'algorithme est codé en C et que la solution initiale est prise égale & zéro.
Ce code nous a été fourni par I’équipe du professeur P. Mahey de 'Institut Supérieur d’In-
formatique, de Modélisation et de leur Application (I.S.I.M.A, Université Blaise Pascal,
Clermont-Ferrand, France). Les tests ont été effectués au Laboratoire d’Optimisation de
I’Université de Sherbrooke sur une station Sun SPARC 4 connecté & un serveur arlequin

RS8.

La premiére série de tests que nous avons faite montre la sensibilté de I’algorithme au
facteur d’échelle )\, voir tableau 2.1. On suppose ici que toutes les demandes sont égales
et valent 70, de méme que les capacités qui valent 250 et qu’on a K = 5 (nombre de

commodités).

A 0.01 0.02 0.03 0.04 0.06 0.06 0.07 0.08 0.09 1 2

Temps
CPU(sec.) || 0.27 0.39 0.73 099 1.27 1.58 1.94 220 250 30.00 60.07

Nombre
Itérations || 193 282 512 702 918 1138 1364 1586 1810 21853 43903

TAB. 2.1 — Temps CPU et nombre d’itérations en fonction de A avec ry = 70

Les résultats ci-dessus montrent la dépendance du nombre d’itérations et du temps CPU

par rapport & la valeur du facteur d’échelle . Nous constatons que pour A égal a 0.01 ou
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0.02, on a de trés bons résultats alors que pour A valant 0.03 ou 0.05, les résultats obtenus
sont plus ou moins satisfaisants. Par contre & partir de A = 0.06 le nombre d’itérations
commence & augmenter rapidement. Les tests faits avec A plus grand que 2 donnent des
résultats de plus en plus mauvais (c’est & dire avec un nombre d’itérations et un temps
CPU plus grands) comme nous pouvons le constater sur le tableau 2.1 avec A égal 1 ou
2.

Remarquons aussi qu'une bonne valeur du facteur d’échelle pour un probléme donné ne

I’est pas pour un autre probléme (voir la valeur 2 pour les tableaux 2.1 et 2.2).

A 0.0110.02|0.06 007 1 2
Temps CPU(sec.) || 0.25 | 0.25 | 0.27 | 0.27 | 0.32 | 0.32
Nombre Itérations || 189 | 188 | 198 | 198 | 232 | 233

TAB. 2.2 — Temps CPU et nombre d’itérations en fonction de A avec r, = 50

Ici nous avons posé K = 5, les demandes 7, valent 50 et les capacités ¢ valent 250. Notons
que les différents tests effectués pour différentes valeurs des données donnent des résultats
semblables du point de vue de I’évolution du temps CPU et du nombre d’itérations. Nous
n’avons pas donné ici les résultats pour A compris entre 0.03 et 0.05 car ils sont identiques

au cas ou A = 0.02.

Il découle de ces tests numériques que ’algorithme de décomposition proximale (D.P)
est tres sensible au facteur d’échelle, d’ou 'intérét de son étude car sa valeur n’est pas
connue a priori.

Dans la littérature nous rencontrons plusieurs algorithmes ayant le méme comportement
que la D.P (c’est & dire fortement sensible au facteur d’échelle appelé facteur de pénalité
dans certains cas), nous en présenterons quelques uns au chapitre 4. Pour accélérer leur
convergence, hormis les techniques citées plus haut dans ce chapitre, certains auteurs

proposent l'introduction d’une suite de parameétres variant suivant les itérations tandis
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que d’autres préconisent une pluralité de ces parametres. Dans cette thése nous avons
opté pour I'utilisation de plusieurs parametres pouvant varier suivant les itérations. C’est
dans ce sens que nous proposons dans le chapitre 5 une nouvelle approche basée sur le

Lagrangien augmenté séparable.
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Chapitre 3

METHODE DU LAGRANGIEN
AUGMENTE SEPARABLE

Ce chapitre sera consacré & la méthode du Lagrangien augmenté séparable. Nous com-
mencerons d’abord par un bref rappel sur la méthode de pénalité quadratique et sur la
méthode du Lagrangien classique. Ensuite nous présenterons la méthode du Lagrangien
augmenté et ses principaux résultats, et enfin nous parlerons de I’algorithme du Lagran-
gien augmenté séparable (Separable Augmented Lagrangian Algorithm, SALA). Notons

que dans ce chapitre nous travaillons avec des problemes sujets & des contraintes d’égalité.

3.1 Bref rappel sur les méthodes de pénalité et La-

grangienne

Les méthodes que nous présentons ici sont basées sur la transformation d’un probleme de

minimisation avec contraintes d’égalité en une suite de problemes sans contrainte. Cette
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transformation est possible grace & l'utilisation de fonctions appropriées, la fonction de
pénalité et la fonction de Lagrange (suivant la méthode utilisée). Nous présentons ci-apres

la méthode de pénalité puis celle basée sur le Lagrangien.

3.1.1 Mséthodes de pénalité

Nous nous intéressons ici & la méthode de pénalité quadratique qui appartient & la famille
des méthodes de pénalité extérieure. C’est I'une des plus anciennes méthodes de pénalités,
elle fiit proposé par Courant [13] pour résoudre des problemes de la forme

min f(z)
(3.1)

on f:R*" >R ¢g:R*—>R"

La méthode consiste & considérer la fonction suivante dite fonction de pénalité quadratique
A 2
Pz = f(@) + 5]

oll \, appelé parameétre de pénalité, est un réel positif.

Elle procéde de la maniére suivante

e Choisir une suite de parametres \; positifs et tendant vers oo

e Déterminer 7! le minimum de P(z,)\;), pour tout ¢ > 0. On s’attend & ce que la suite
z! converge vers z* une solution de (3.1). Mais trés souvent on se contente d’un résultat

plus faible
lim f(z") = f(z").

t—ro0

Aprés Courant d’autres chercheurs se sont intéressés & cette méthode. C’est ainsi que

d’autres méthodes de pénalité extérieure furent proposées. De nouvelles familles de méthodes

de pénalité verront aussi le jour comme la pénalisation intérieure pour les problemes avec
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contraintes d’inégalité et la pénalisation mixte (ou pénalisation intérieure extérieure) pour
les problémes avec contraintes d’égalité et d’inégalité. Pour de plus amples détails voir
I'ouvrage de Fiacco et McCormick [21] qui est une référence dans ce domaine. Et plus
récemment nous avons les travaux de Karmarkar [43] qui ont relancé I’intérét pour les
méthodes de points intérieurs, ceux de Kort et Bertsekas [49] et enfin ceux de Dussault
et ses collaborateurs [3, 4, 14, 15] pour ne citer que ceux-ci.

Le probléme majeur de ces méthodes fiit le mauvais conditionnement, c’est & dire que
lorsque \; tend vers co le rapport de la plus grande valeur propre sur la plus petite valeur
propre du hessien de P()\,z) tend vers oo ce qui rend difficile la résolution du probléme.
Murray fiit le premier & soulever I'instabilité numérique de ces méthodes due au mau-
vais conditionnement [67], ce qui a valu a ces méthodes d’étre délaissées pour un bon
bout de temps. Mais Broyden et Attia dans [10] puis Gould dans [34] ont montré que le
mauvais conditionnement n’était qu’apparent. Ils proposérent ainsi des techniques pour
contourner le mauvais conditionnement. Dussault dans [15] analyse une famille abstraite
d’algorithmes de pénalité, dont la pénalité logarithmique est un cas particulier, et in-
troduit une technique basée sur la connaissance des contraintes actives pour contourner
le mauvais conditionnement. Pour plus d’information sur les méthodes de pénalisation,
nous renvoyons le lecteur aux références citées ci-haut ainsi qu’a [37] et & ses références.

Nous allons présenter dans la partie subséquente la méthode du Lagrangien classique.

3.1.2 Meéthodes Lagrangiennes

Nous abordons dans cette partie une autre méthode de minimisation sans contrainte
appelée méthode Lagrangienne. Pour cela nous considérons le probleme (3.1) ci-dessus.

La méthode consiste & déterminer les points stationnaires de la fonction L(,:) suivante
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dite fonction Lagrangienne (ou Lagrangien) associée au probleme (3.1)

L(z,u) = f(z) + (u, g(z))

ol u € R™ est appelé multiplicateur de Lagrange (ou variable duale).

Les points stationnaires de L(:,-) sont caractérisés par le sytéme a n + m équations
V(@) + (uh, V()
VL(zu)= = 0. (3.2)
g(z)

La méthode consiste ainsi & résoudre itérativement le systeme (3.2). Nous énongons a
présent un des résultats les plus populaires concernant cette méthode: Si z* est une
solution de (3.1) et les fonctions f et g sont continiiment différentiables et que la matrice
Jacobienne des contraintes Vg(z) est de plein rang, alors il existe un vecteur u* € R™ tel
que le couple (z*,u*) soit solution du systéme (3.2). Le couple (z*,u*) est ainsi un point
stationnaire de L(-,) et est aussi appelé point selle (point-col) de L(-,). Notons que les
multiplicateurs de Lagrange u coincident avec les variables du probléme dual de (3.1), ce
qui fait de cette méthode une méthode primale-duale.
Dans le cas convexe, les solutions optimales peuvent étre trouvées en un point selle du
Lagrangien (souvent difficile & trouver). Par contre dans le cas non convexe, les solutions
du probleéme dual fournissent des bornes inférieures de la valeur optimale du primal (3.1).
Cette méthode trés attrayante dans le cas convexe présente quelques difficultés dans le
cas non convexe. En plus de la difficulté de trouver le vecteur u* (la non différentiabilté
de la fonction duale rend sa maximisation difficile), il existe des problémes admettant
des solutions et qui n’ont pas de point selle. De méme tout point stationnaire de L(-, u*)
n’est pas forcément réalisable et de plus n’est pas nécessairement une solution de (3.1).
Avec les résultats de Everett [20], plusieurs chercheurs se sont intéressés & cette méthode.
Fletcher dans [22] s’intéressa au cas strictement convexe et proposa une approche dont

la méthode primale-duale d’Uzawa [2] est une instance.
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Pour bénéficier de I’avantage des méthodes de pénalisation et Lagrangienne, une autre
méthode sera proposée & savoir la méthode du Lagrangien augmenté (ou méthode des

multiplicateurs). Cette nouvelle approche sera présentée dans la partie subséquente.

3.2 Meéthode du Lagrangien augmenté

C’est une méthode hybride entre la méthode du Lagrangien et la méthode de pénalité
(voir [5]). Elle bénéficie des avantages de ces deux méthodes.
Nous nous intéresserons au Lagrangien augmenté pour les problemes avec contrainte

d’égalité. Nous considérons toujours le probléeme (3.1).

La méthode du Lagrangien augmenté résoud une suite de sous-problemes sans contrainte

de la forme

min L 4(z,u,)) = f(z) + (u”, g(z)) + -;—Hg(a:)ll2

zeX

ou u ER™ et A > 0.

La fonction L4(.,.,.) est appelée Lagrangien augmenté associé au probléme (3.1). Remar-
quons que lorsque u = 0, on retrouve la fonction de pénalité quadratique et lorsque A = 0,

on retrouve la fonction de Lagrange classique.

Cette méthode du Lagrangien augmenté fiit proposée indépendamment par Hestenes
(1969) et Powell (1969) pour éliminer en partie les difficultés liées & la méthode de pénalité
(pour obtenir un point réalisable, il faut faire tendre A vers +oo, d’ou la pénalisation
de f devient mal-conditionnée) et celles liées & la dualité lagrangienne (si la suite des
uy converge vers 'optimum du dual u*, les solutions successives x; ne convergent pas
forcément vers une solution primale). Cette fonction Lagrangien augmenté fiit généralisée

par Rockafellar en 1973 ([77]) aux problémes avec contraintes d’inégalités, voir [63].
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La méthode du Lagrangien augmenté consiste & résoudre une suite de sous-problemes de

la forme

(Py) min L a(z,ug,Ar)

olt {us}; est une suite dans R™ et {)\;} est une suite de parametres positifs.

D’autres types de Lagrangien augmenté furent proposés, par exemple la méthode des
multiplicateurs de Nakayama et ses associés [68] et celle de Pierre et Lowe [72] pour ne
citer que ceux-ci.

L’utilisation d’un Lagrangien augmenté peut étre vue comme une amélioration des mé-
thodes de pénalités qui évite d’avoir & utiliser des coefficients de pénalité trop grands
(ce qui permet de contourner le mauvais conditionnement). Par ailleurs les Lagrangiens
augmentés ont un intérét beaucoup plus fondamental encore car ils permettent d’étendre
la théorie de la dualité & des probléemes non convexes ([63},chap. 4).

Les méthodes de Lagrangien augmenté ont été longuement étudiées par Bertsekas. Dans
[6] il présente une approche de type pénalité, une autre basée sur la minimisation inexacte
du Lagrangien augmenté et discute sur les aspects numériques et plus particulierement
du choix des différents parametres. Pour le choix de ces derniers, Bertsekas dans [6]
suggere de choisir ug proche de u* pour obtenir une convergence. Pour le choix de la suite
{\¢}4, il propose de choisir Ay si nécessaire par expérimentation et d’utiliser la relation

de récurrence A1 = BA; out B € [5,10]. Pour plus de détails voir [6].

Avant de terminer notre présentation sur la méthode des multiplicateurs, nous donnons

le résultat suivant et pour sa démonstration nous renvoyons le lecteur & [5].

Proposition 3.1 [5]

Soit X un scalaire positif tel que V2 L4 z* u*,\) soit définie positive. Il existe alors des
T
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réels &, € et M tels que:
(a) Pour tout (u,\) € D, D C R™* défini par:
D={(u)):|lu—u] <or X< A}

le probléme min{L4(z,u,\) : ||z — z*|| < €} a une unique solution x(u,\). La
fonction z(.,.) est contindment différentiable dans Vintérieur de D et pour tout

(u,A) € D on a:
[lu — w]]

o) — o) < 1=
(b) Pour tout (u,\) € D, on a

i) - ) < =20
ot U(u,A\) = u + Ag(z(u,N))
(c) Pour tout (u,\) € D, la matrice V2, L4(z(u,\),u,\) est définie positive et la matrice

Vg(z(u,\)) est de plein rang m.

Remarque:

Cette proposition montre que si la suite {u;}; est bornée et le parametre \; suffisamment
grand & partir d’un certain rang alors la minimisation de L(.,us,As) admet un minimum
local z; = z(uy, A;) trés proche de z* et on a u; — u*, 2z — z*. De plus le taux
de convergence de {||lz; — z*||}+ et celui de {||u; — u*||}; sont linéaires et superlinéaires

lorsque A\; — 00

Nous avons voulu tout au début de ce chapitre parler brievement de la méthode du
Lagrangien augmenté en guise de préparation pour la suite. Nous n’ignorons pas que
parler des méthodes des multiplicateurs dépasse largement le cadre d’un chapitre tant
les travaux sur celles-ci sont nombreux et intéressants, raison pour laquelle nous avons

préféré en donner une synthése rapide concise et pas trop technique. Cette syntheése ne
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pouvait se faire sans pour autant rappeler les méthodes de pénalisation et Lagrangiennes,

c’est ce qui a motivé la premiére partie de ce chapitre.

3.3 Méthode du Lagrangien augmenté séparable

Nous présentons I’algorithme du Lagrangien augmenté séparable qui est une méthode
de décomposition basée sur le Lagrangien augmenté pour les problemes de grande taille
séparables convexes ou non. Nous présentons cet algorithme seulement a titre d’introduc-
tion au chapitre 5. En effet dans ce dernier nous proposons une extension de 1’algorithme
SALA. Notons que dans le cas convexe le Lagrangien augmenté séparable coincide avec
la, décomposition proximale, voir [37]. Pour étudier cette méthode, nous considérons le ‘

probleme (P.S.) suivant

mianj(:vj)
j=1

Zgj(%') =0

ol fj : R% - R, g; : R% = R™, 1 < j < n; toutes les fonctions sont supposées de

classe C%. V 1< j <n, S; est un sous-ensemble de R* non vide, fermé et borné.

En introduisant le vecteur d’allocation de ressource y = (y1,y2, -+ ,¥n) OU y; € R™, pour

tout j ,1 < j < n, nous obtenons le probléeme équivalent (P.F.) suivant:

min Z fi(z;)
j=1
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gi(z;)) +y; =0 Vjl<j<n
n

Dy =0

=1

En relaxant les n contraintes du type g;(z;)+y; = 0, nous construisons le lagrangien aug-
menté associé au probléeme (P.E.). Ainsi résoudre (P.E.) revient & résoudre le probleme

(3.3) suivant:

min {Z Fi(s) + (ugy gi(z5) +y5) + % Z 19;(z;) + %H2}

S.Q T; € Sj (3.3)

n
> vi="0
=1

La résolution du probléeme (3.3) se fait en deux phases. On minimise d’une part par
rapport aux variables z; telles que z; € S; et les y; fixés et d’autre part par rapport aux
y € (R™)™ tels que Y. y; = 0 et cette fois-ci les z; fixés. En résumé il sagit de résoudre

les problemes suivants:

min {f(05) + (uf () 495 )+ laste) + 17| (5.4)

;€S

S e
min {Z Fi (@5 + (uf, gi(2i™) +yy) + _23 > llgi(aht) + yjllz} (3.5)
j=1 le

n
.G Z Y; = 0.
j=1
avec la mise & jour des variables duales donnée par
u}“ = uﬁ + )\t(gj($;+l) + y;“) Vi=1,--+n.
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ot 2 et yi™! sont respectivement des solutions optimales de (3.4) et (3.6).

Pour résoudre (3.5), nous relaxons la contrainte en contruisant le lagrangien associé. Ce
qui revient & résoudre le probléme suivant:

n n
. A
min > {Fi(a5) + (ul, gi(25™) +ys) + gt'llgj(xﬁﬂ) +yllP+Hut D y o (36)
j=1 j=1

ol ! est le multiplicateur associé & la contrainte Y y; = 0. Ce qui équivaut & résoudre
le probléme

. A
min {0 (25" )+ s (a57) + P+ 10 37)

Yj
Ainsi les conditions de K.K.T s’écrivent

uf + M(g;(=5) +yi) + =0

Mt-{-—l + U;

=yt = —g;(=f) - "

J

n
or E Yt =0
Jj=1

alors on a

1 n
=== (egi(af) + )

=1
En remplagant y;f+1 par sa valeur dans I’expression de u_’;“, la formule de mise & jour des

variables duales devient

/’l’t+1 + 'U;;
At

u;.“ = uf+ X (gj(x§+l) — gj(:v;"'l) —

- u';-“ R
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d’olt u; est indépendant de j. Ainsi nous posons u; = u et la formule de mise & jour des

variables duales s’écrit alors:
)\ n
t+1 3 i t+1
u =+ — E gj(xj )
n ‘=

Partant de 1’expression de y§+1 et en remplacant u**! par sa valeur on obtient la formule

de mise & jour des vecteurs d’allocations qui s’écrit alors

1
= gy () + - - )

1 n
=4 = =g @ + 1D 9i(a")
=1

Algorithme du Lagrangien Augmenté Séparable (SALA)

Etape 1 Initialisation

Choisir u® € R™; ¢ € (R™)™ tel que > y;?:();
B>1 Ap>0et €>0

Etape 2 Résolution des sous-problémes

Pour j=1,---,n déterminer

_ A
:v;'H € arg min {fj(:vj) + (u, g;(z;) + yj) + ’5”%‘(%) + yﬁilz}

z;€S;

Etape 3 test d’arrét
Calculer  r'*!' = "g;(zi*")
j=1
SI || <e STOP

SINON aller a ’étape 4
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Etape 4 mise a jour

Wttt = oyt + M pitl
n
1 .
W= g4, 1< <n
Aiy1 = [BA; puis retour & I'étape 2

Une étude plus approfondie de cet algorithme est présentée dans [37] avec d’intéressants
résultats numériques. Notons que dans [37], Hamdi montre & partir de ses expériences
numériques la sensibilité de I’algorithme au parametre de pénalité A\ et aussi a sa valeur

initiale.

3.3.1 Analyse de convergence

Dans cette section, nous procédons & I’étude de la convergence des suites {z%}¢, {3t} et

{u'}; engendrées par l’algorithme (SALA).

Théoréme 3.1 [36]

Soit x* un minimum local isolé de (P.S.) avec f; et g; de classe C* pour tout j =1,--+ n.
Supposons que les vecteurs {Vg;(z;)h<j<n sont linéairement indépendants et de plus
x* satisfait auz conditions suffisantes d’optimalité du second ordre. Alors l’algorithme

converge vers un minimum local de (P.S.).

Remarque

e La démonstration de ce théoréme repose sur ’hypothése que tous les termes de la
suite{z'}; appartiennent au voisinage de ’optimum local z*.

e La convergence reste valable lorsque les sous-problemes de 1’étape 2 sont résolus de

maniére approximative.
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Dans ce chapitre nous avons présenté l'algorithme SALA en guise d’introduction au
chapitre 5 ol une extension de ce dernier sera présenté. Mais avant nous ferons une revue
de la littérature concernant les méthodes de type SALA pour ainsi situer notre approche
par rapport & ces dernieres. Ceci sera 1'objet du prochain chapitre oli nous examinerons

brievement ces méthodes ainsi que leurs principaux résultats de convergence.
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Chapitre 4

REVUE DES METHODES DE
TYPE LAGRANGIEN
AUGMENTE SEPARABLE

Dans ce chapitre nous présentons une bréve revue de la littérature concernant les méthodes
de type Lagrangien augmenté séparable. La littérature est assez abondante mais nous
présenterons seulement les méthodes les plus populaires. Nous classons ces méthodes en
deux groupes:

e le premier groupe renferme des méthodes induites des méthodes de décomposition des
opérateurs monotones (qui sont des méthodes utilisées pour la recherche d’un zéro d’un
opérateur monotone maximal),

e et le deuxiéme regroupe des methodes induites de la méthode des directions alternées
(Alternating directions Method, ADI) qui elle découle de la théorie des opérateurs maxi-
maux monotones.

Bien que la méthode ADI découle de la théorie des opérateurs maximaux monotones,
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nous avons voulu présenté dans le deuxieme groupe des méthodes de type Lagrangien
augmenté qui peuvent étre vues comme des extensions de la méthodes ADL

L’objectif dans ce chapitre est de donner une vue synthétique des différentes techniques
conduisant & des algorithmes de type Lagrangien augmenté séparable. Nous applique-
rons ces différents algorithmes & une classe de problémes de grande taille séparables a
savoir celle des problémes monotropiques afin de comparer leur structure. Pour chacune
des méthodes nous donnerons les principaux résultats de convergence. Signalons que les
algorithmes qui nous concernent ici ont une structure de Lagrangien augmenté mais ont
été congus pour des problemes convexes.

Ce chapitre prépare le prochain chapitre ot nous proposerons une nouvelle méthode de
type SALA. Cette derniére représente la contribution majeure dans cette these.

Un rappel de quelques outils mathématiques est nécessaire pour faciliter la lecture de

certains passages.

4.1 Quelques résultats préliminaires

Dans cette section nous exposons les résultats dont nous aurons besoin dans la suite de
ce chapitre. Ces différents résultats vont porter sur I’analyse convexe (voir [75] pour plus

d’information) et sur la théorie des opérateurs monotones (pour plus de détails voir [9]).

4.1.1 Rappels d’analyse convexe

Les principaux résultats que nous présentons dans cette sous section peuvent étre trouvés

dans [75]. Nous nous situons dans ’espace Euclidien R™ ou le produit scalaire est noté
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par (-,-) et || - || la norme qui lui est associée.

Définition 4.1 Un sous-ensemble C de R™ est dit conveze si (1 — M)z 4+ Ay € C pour
tout z € C, y € C et 0 < A < 1. Un résultat important sur les ensembles convexes est

qu’une intersection quelconque d’ensembles convexes est convexe.

Définition 4.2 Soit f : R* —] — 0o, + 00]. On appelle épigraphe de f, I’ensemble
epi(f) = {(z,0) € R"™ /f(z) < a}.

Définition 4.3 On dit que f est convezesi f(Az+ (1 —A)y) < Af(z)+(1—A)f(y) pour
tout z,y e R" et 0 < A < 1.

Si I'inégalité est strite on dira que f est stritement conveze. De cette définition il en
découle les résultats suivants:

e s0it f : R" —] — 00, + o0]. f est convexe si et seulement si
Fumi+ X+ + Apm) < Mf(@1) + Aaf(22) + 0 4 A f (@)

m
ot Ay >0, V1<i<m et » A=1

i=1
e Si f et g sont deux fonctions convexes et A un réel positif, alors A\f et f 4 g sont

convexes.

Définition 4.4 Une fonction f est dite fortement convere de module o > 0 si pour

A €]0,1[ et pour tout z,y € R* on a

FOw+ (1= X)) < M)+ (1= Nf(@) — 50M1 =Nz = P

Définition 4.5 On appelle fonction conjuguée d’une fonction f, la fonction notée f*

définie par

£ =swp ({9, 3) - F@)

52




Définition 4.6 Soit f définie sur S C R™. On dira que f est semi-continue inférieurement

(s.c.i) au point z € S si

lim f(z) < f(2)

t—r00

t

pour toute suite {z'};, dans S telle que z* converge vers z et que la limite de f(z")

existe dans [—oo, oo] lorsque ¢ tend vers co. L’importance des fonctions semi-continues

inférieurement dans I’étude des fonctions convexes apparait dans le théoreme suivant:

Théoréme 4.1 [75]
Soit f une fonction définie de R & valeurs dans | — 0o, oo]. Les conditions suivantes sont

équivalentes:

i) [ est semi-continue inférieurement sur R*;
i) {zx € R* /f(z) < a} (appelé section de f) est fermé pour tout o € R;

ii) épighaphe de f est un ensemble fermé de R

Définition 4.7 f est une fonction propre si son domaine, c’est & dire

dom(f) = {z € R* /f(z) < oo}, est non vide.
Définition 4.8 On appelle sous-gradient de f en x tout vecteur y € R tel que
fla+d) = f(z)+{y,d)  VdeR"

L’ensemble des sous-gradients de f en z est appelé sous-différentiel de f en x et est noté
f(z), Ac’est un ensemble convexe et fermé. Dans le cas ou il est non vide, on dira que f
est sous-différentiable en x.

Un résultat immédiat de cette définition faisant ressortir son importance dans les problemes
d’optimisation convexe et non différentiable est le suivant

flz*) = né]il{% f(z) sietseulementsi 0 € Of(z")
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4.1.2 Sur les opérateurs monotones

Nous donnons dans ce sous paragraphe un bref rappel de quelques définitions et résultats
sur la théorie des opérateurs monotones. Pour une étude détaillée, nous renvoyons le
lecteur & I'ouvrage de H. Brézis [9].

Considérons un espace de Hilbert réel # de dimension finie dont le produit scalaire est

noté par (-,-) et || - || la norme qui lui est associée.

Définition 4.9 Soit T un opérateur défini dans H. On dit 7" est un opérateur multivoque
si pour tout z € H, T désigne une partie (éventuellement vide) de H. Dans le cas ou
Tz contient au plus un élément on dira que 1 est univoque.

Lorsque Tz = {y} nous noterons alors Tz = y. De ces définitions découlent les notions de
graphe, de domaine et d’image d’un opérateur dont nous donnons les notations ci-dessous
e Le domaine de T noté dom(T) est ’ensemble dom(T) = {z € H / Tz # 0}.

e Le graphe de T noté Gr(T) et I'ensemble Gr(T) = {(z,y) € H x H /y € Tz}

e L’image de T notée im(T) est 'ensemble im(T) ={y € H/Iz € H tel que y € Tz}.
Notons que l'opérateur T—! est 'opérateur dont le graphe est symétrique & celui de T
cest adire ye Tz < =zeTy.

L’ensemble des opérateurs est ordonné par l'inclusion des graphes c’est & dire que si T

et T sont deux opérateurs alors T C T" <= Tz C T'z pour tout z € H.

Définition 4.10 Un opérateur T est dit monotonesi V z1, 1o € dom(T) et V y; € Ty,
Vys € Tzy (Y1 — Y2, ©1 — T2) > 0.
[’ensemble des opérateurs monotones de H est inductif pour I'inclusion des graphes, ce

qui justifie la définition suivante.

Définition 4.11 Un opérateur T' de H est mazimal monotone s’il est maximal dans

I’ensemble des opérateurs monotones. Ce qui veut dire en d’autres termes que son graphe
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n’est contenu dans aucun autre graphe d’opérateur monotone, c’est a dire que si 7" est
un opérateur monotone de H alors Gr(T') C Gr(T') = T = T'. Le théoréme suivant

nous donne un exemple d’opérateur maximal monotone.

Théoréme 4.2 i f : R —] — 00, + 0] est conveze, l'opérateur df est monotone. Si
de plus f est s.c.i et propre, Of est mazimal monotone.
Soit T un opérateur maximal monotone, alors les opérateurs \T' (A > 0), T, et T+d

(d € H) sont maximaux monotones.

Définition 4.12 Soit 7" un opérateur et soit A un réel. On appelle résolvante de T

(associée & la constante \), 'opérateur Jyy = (I + AT)™! olt I est 'opérateur identité.

Théoréme 4.3 [9)]

Soit T' un opérateur de H. Il y a équivalence entre les trois propriétés suivantes:

i) T est mazimal monotone,
i) T est monotone et im(I +T) =H,

i) pour tout A > 0, (I + MT)~! est une contraction définie sur H tout entier.

Il découle de ce résultat que tout opérateur 7' maximal monotone a sa résolvante as-
sociée & A > 0 (quelconque) qui est une contraction, donc admet un unique point fixe
z. L’existence de ce point fixe pour la résultante implique que 0 € T'z. C’est ce dernier
résultat qu’exploite P’algorithme du point proximal (que nous présentons dans la partie
subséquente) pour trouver le zéro d’un opérateur maximal monotone.

Dans le paragraphe suivant nous présentons une famille d’algorithmes inspirée de 1’algo-

rithme du point proximal que nous appliquerons aux problemes monotropiques.

Nous considérons dans la suite de ce chapitre le probléme monotropique (P.M.) défini
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comme suit:

(P.M.) s.a Ax=b

ot les fonctions f; : R* — R sont convexes propres et semi-continues inférieurement
(s.c.i), A est une matrice (m x n), z € R*, o, 8 € R, et b € R™ Nous supposons que
toutes les colonnes de la matrice A sont non nulles et nous posons A; la j¢ colonne de la
matrice A.

Dans la section subséquente nous présentons des méthodes d’optimisation induites des
méthodes de recherche d’un zéro d’un opérateur monotone. Ces méthodes peuvent étre

vues comme des variantes de la méthode du point proximal.

4.2 Sur lextension a 'optimisation des méthodes de

décomposition pour les opérateurs monotones

Dans ce paragraphe nous nous intéressons & la méthode Double-Backward Method (DBM)
que nous nommons la méthode du double renvoi, & la méthode Forward-Backward Method
(FBM) que nous appelons la méthode du va et vient, & la méthode de Peaceman-Rachtord
et & la méthode de Douglas-Rachford [16, 17]. Nous parlerons aussi de la méthode de
décomposition proximale (DP) [69]. Toutes ces méthodes sont des cas particuliers de la
méthode du point proximal que nous présentons dans la partie subséquente et la plupart
d’entre elles peuvent étre trouvées dans [17].

Contrairement & Eckstein dans sa thése [17], nous ne nous limiterons pas & la présentation

de ces méthodes et de leurs principaux résultats mais nous les appliquerons au probleme
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monotropique. En fait c’est cette application au probléme monotropique pour fin de

comparaison qui représente la nouveauté dans cette partie.

4.2.1 La méthode du point proximal

C’est un algorithme pour trouver les zéros d’'un opérateur monotone, c’est & dire pour

résoudre un probleme de la forme
Trouver z € H telque 0 € Tz; ouT est un opérateur monotone maximal (4.1)

Le théoréme 4.3 et la remarque que nous en avons tirée nous permettent de dire que tout
zéro de T' est un point fixe de sa résolvante.
Pour résoudre le probléme (4.1), 'algorithme du point proximal suggere de partir d’un

point 2° quelconque et d’utiliser la procédure itérative suivante
o = Jypat = (I + \T) o (4.2)

Cet algorithme a été largement étudié par Martinet [61, 62] et Rockafellar [74].
Martinet a prouvé la convergence de l’algorithme dans les cas suivants:

e )\ est constant et 7' est le sous-différentiel d’une fonction dont les sections sont com-
pactes.

e ) est constant et 7' est le cone normal d’un sous-ensemble borné de .

Rockafellar quant & lui a obtenu des résultats plus généraux. En effet il montra que la
suite engendrée par (4.2) avec A\ pouvant varier suivant ¢ converge vers un zéro de T et
cela méme si le processus (4.2) est approximatif.

Nous présentons & présent ’algorithme du point proximal.

Algorithme du Point Proximal (APP)

Etape 0: Initialisation
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Choisir z°, et Ao > 0

Etape 1: Itération ¢

Déterminer z'*! e (I + \T) 'zt

Etape 2: Test d’arrét

SI 0e Txt*t STOP
SINON aller a I’étape 3.

Etape 3: mise & jour
Poser t <+— t + 1 puis retour a ’étape 2.

Dans le cas ou T = Of, avec f convexe et propre, la procédure (4.2) devient

1
t41 : t|12
g = argmin { f(z) + 5P\ )\Hm — 2| } (4.3)

Notons que le terme prozimal a été introduit pour la premiére fois par Moreau dans [66]
pour désigner I'unique solution de (4.3) (car lorsque la fonction considérée est I'indicatrice
d’une partie convexe C, alors 1'unique solution représente le point le plus proche de ce
convexe C) et la fonction fr(y) = f(z) + 55|z — y||® est par ailleurs appelée régularisée
de Moreau-Yoshida.

Plusieurs travaux ont été consacrés a l’algorithme du point proximal, comme ceux de
Rockafellar [76], de Lemaire [50, 51, 52]. Et plus récemment, on a des travaux portant
sur des extensions de APP comme ceux de Poliquin et Rockafellar [73], de Lemaréchal et
Sagastizabal [53, 54], de Kamimura et Takahashi [42] et enfin les travaux de Humes Jr. et
Da Silva [41] et de Da Silva et al. [80] pour ne citer que ceux-ci. Pour plus de détails sur
’algorithme APP, le lecteur pourra consulter la thése de A. Hamdi [37] ou la référence
est plus exhaustive. |

Dans les parties subséquentes nous examinerons quelques cas particuliers de APP qui

conduisent & des algorithmes de type Lagrangien augmenté.
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4.2.2 La méthode Double-Backward Method DBM

C’est une méthode itérative pour la recherche d’un zéro d’un opérateur monotone maxi-
mal T de la forme T' = T7 4+ T5 ou 17 et T, sont de méme nature que 7'. Le probleme

s’écrit alors
Trouver z€H telque 0€ Tz = (T1+T2)x (4.4)

ou H est une espace de Hilbert.

Le schéma itératif est donné par la relation suivante
ot = Lun anat = T+ M) NI+ M) et Ve >o0. (4.5)

{A¢}+ est une suite de réels positifs. Nous remarquons qu’ici la méthode du point proximal
a été appliquée sur les opérateurs 17 et T, respectivement. Cette méthode peut ainsi étre
vue comme une variante de I’algorithme du point proximal. Pour plus d’information sur

la méthode DBM, nous renvoyons le lecteur & la thése de J. Eckstein [17].

Théoréme 4.4 [71]
Soit H un espace de Hilbert réel et soient T, T} et Ty des opérateurs mazimauz monotones
tels que T =Ty + Tj. De plus soit {z*}° C H, {2'}° C K, et {\}° C]0,00[ des suites

vérifiant les conditions suivantes

$t+1 = (I—f— /\th)_l(I -+ )\tTl)_lflit Vit Z 0

L (e
Z;:O A]

[%s}

Z /\t = 00
t=0

%]
Z )‘t2 < o0
t=0
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Alors si ZerT = (0, (ot ZerT est ’ensemble des zéro de T), ||2t|| — oo et si ZerT # 0,

{2*} converge faiblement vers un zéro de T

La convergence obtenue est appelée convergence ergodique ou convergence en moyenne.
11 découle de ce théoreme comme le note Eckstein dans [17], pour que la convergence
ait lieu, il faut que la suite {)\;}; converge vers 0. Ce type de convergence n’est pas
trés intéressante en pratique & cause des difficultés numériques pour calculer z* pour de
grandes valeurs de ¢.

Nous présentons maintenant la méthode DBM pour résoudre un probleme d’optimisation.

Méthode DBM pour 'optimisation

La méthode est utilisée pour résoudre un probleme de la forme

min{f(z) + g(M=)} (46)

ot f:R"* =] —o00,+00], g:R™ —] — 00, + 00| sont des fonctions propres, convexes et
fermées et M est une matrice m X n
Le résultat ci-aprés présente ’adaptation de la méthode DBM pour résoudre un probleme

d’optimisation de la forme 4.6.

Théoréme 4.5 [17]

Considérons un probléme de la forme (4.6).

i) Etant donné T € dom(f), ’étape d’enwoi ' € (I — NOf)T sur l'opérateur Of peut

étre déterminée par la procédure suivante

Choisir y € 0f(7)

!

T =T -y
i) Etant donné T € dom(g o M), alors Uétape d’enwoi ©’ € (I — Xd[g o M])T sur
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Vopérateur 0[g o M| peut étre déterminée par
Choisir y € 0g(M7T)
o =T — AM"y.

) Etant donné T € R*, alors Uétape prozimale &' € (I + \0f)™'T sur l'opérateur Of

est déterminée par
o = argmin{f(z) + 5~ | — 7P’}
w) Etant donnéT € R™, alors I’étape prozimale ' = (I+\8[go M])™'T sur l'opérateur
0lg o M]) peut étre déterminée par
¢ = axgmin { (M) + 5 lo — 7 )

Pour la preuve nous renvoyons le lecteur & la référence [17].
Avant de donner I’algorithme DBM pour l'optimisation, nous présentons d’abord le dual

de (4.6). En réécrivant le probleme (4.6) nous obtenons

min{f(z) + g(y)}
s.a Mz=y (4.7)
zeR", yeR"

Le dual de (4.7) s’écrit alors

()

ou  h(u) = inf{f(z)+g(y) + (v, Mz —y)}
= inf{f(2) + (v, Mz)} +inf{g(y) — (u, v)}
= —f*(-MTu) - g*(u).
Ainsi le probléme dual devient

max{—f*(—M ") — g*(u)}

ueR”™
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ou de maniere équivalente

min {f*(—M "u) + g*(u)}. (4.8)

u€R™
Nous énongons maintenant un résultat dont on aura besoin dans la suite de cette partie

et dont la preuve peut étre trouvée dans [17].

Théoréme 4.6 [17]

Considérons un probléme de la forme (4.6).

i) Soit w € dg. Alors l'étape d’envoi u' = (I — \0g*)u sur 'opérateur 0g* peut étre
déterminée par la procédure suivante
Soit 6 € R™
Choisir 7 € argmin{ g(y) — (@, y —0) }
v

u=T—\J

i) Soit w € dom(df* o (—MT)) c’est & dire —M "u € im(0f).
Alors Iétape d’envoi u' = (I — NO[f* o (—MT")])@ sur lopérateur d[f* o (—M )]
peut étre déterminée par
Soit p € R™
Choisir 7 € argmin{f(z) + (u, Mz — )}
v =T+ AMz.
ii) Soit w € R™. Alors ’étape prozimale v = (I + \0g*)™*w sur lopérateur 8g* est
déterminée par la procédure suivante
Soit 6, v € R™
_ : _ A
g = argmin{g(y) — (@— v,y = 0) + Slly — v|I*}

!

=T —\J

IS
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De plus, 7 € dg*(u').
w) Soit w € R™ et supposons que M est de plein rang colonne. Alors I’étape prozimale
u' = (I +XO[f* o (—M")]))" u sur l'opérateur O[f* o (—M T)]) peut étre déterminée

par

Soit n, ¢ € R™
A
E:argmwin{f(w)-l—(ﬂ-i—/\n, M$—¢>‘|"2'“Mx"77|12}

u' =u+ AMT.
De plus (T, — M ') € 0f et —M7z € 9[f* o (—M")]u/.

Nous présentons maintenant 1’algorithme DBM pour 'optimisation.
Posons T = Of et Ty = d[g o M] dans le schéma itératif (4.5). En utilisant les parties
4i1) et 1v) du théoréme 4.5, nous obtenons ’algorithme primal dont le schema itératif est
le suivant

Choisir z° € R"

Yy = argn;in{f(:c) + 5%—;”93 — 2%}

21 = argmin{g(M2) + 5lla — P},
Nous ne nous intéresserons pas a cet algorithme car n’étant pas de type lagrangien aug-
menté. Nous nous intéressons a une autre variante de la méthode DBM. Dans celle-ci on
utilise le schéma (4.5) non pas au probléme (4.6) mais & son dual. Et pour cela nous posons
Ty = 0[f* o (=M T)] et Tp = 8g*, ot la matrice M est supposée &tre de plein rang. Etant
donné (u!, y') € Og*, alors I'étape proximale sur T} en uf, v* = (I+\0[f*o (=M T)])~tu?
peut étre déterminée en utilisant la partie iv) du théoréme 4.6 avec n = y* et ¢ = 0. On

obtient ainsi

o — argmin { f(z) + ( ut + Atyt? Mz )+ %“MCE — yt||2}

it = ut—l-)\tM:cH'l.
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En considérant la partie 4ii) du théoréme 4.6 avec v = Mz et § = 0, I’étape proximale
sur Ty en vf, u*t' = (I + \;0¢*) "1t s'écrit alors
: A
y™*! = argmin { g(y) — (" = AM"y ) + M gl }

uttl = gttt gttt

En combinant les deux opérations et en éliminant la suite {v’} , nous obtenons ainsi
Palgorithme dual suivant
. A
2 = argmin{f(z) — (v + My’ Ma) + || Mz — |}
. A
y'* = argmin{g(y) — (u'y’) + FlMa" -y}
ut—l—l — ut + )\t(M.’I)t+l . yt+1).

C’est ce dernier que nous appliquerons au programme monotropique (PM). Pour cela

nous réécrivons (PM) sous la forme du probléme (4.6).

Méthode DBM dual pour le programme monotropique
Considérons le probléme monotropique (PM). Avant de réécrire (PM) sous la forme

(4.6), nous donnons les définitions suivantes:

Définition 4.13 Etant donné le probleme (PM), le degré de la contrainte i noté d(i)

est le nombre d’éléments non nuls de la ligne ¢ de A.

Notons que lorsque A est une matrice d’incidence arcs-sommets d'un graphe ou réseau
alors cette définition correspond au degré du sommet <.

Soit maintenant a; la lignei de A, 1 <i<met Ajlacolonnejde A, 1<j<n

Définition 4.14 Le surplus ou résidu 6;(z) de la contrainte 7 du systéeme Az = b par
rapport & z, est b; — (a;,x)

Posons D; un ensemble d’entiers vérifiant pour tout 1 <: < m
{j/lgjSn>aij7é0}gDig{1a"')n} et dl:lDil
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et soit D={(i,7)/ 1<i<m,je€D;}

Posons . _
> filzg)  sia; <z < B
f(z) =
400 sinon
0 sizeCl
et g(z) =
+00 sinon
ot C={z€R™/Y 2z;=bV1<i<m, z;=0V(ij) € D}
Jj=1
(diag(ay))
A (d’iag.(aQ))
(diag(am))
ou diag(a;) est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont a;1,a4, "+ ,Gin.

Ainsi nous avons
0 si Az =05
9(Mz) = { 400 sinon

ce qui permet d’écrire (PM) sous la forme (4.6).

En appliquant DBM, la minimisation par rapport & z donne n sous-problémes de la forme

m
. A
x?‘” =arg min filzy) — ( E uiia; + )\tyfjaij) z; + Et E (asz; — yfj)2

a; <z;<f;
§ STj 5P i—1 i/j€D;

et la minimisation par rapport & y donne m sous-problémes de la forme

n

. A .
yfﬂ = arg __min {—(uf, vi) + —-23 Z(aijx§.+l _ ’yij)z} Vi=1,---,m

j=1Yij=bi =1
Pour résoudre ce probléme, nous associons un multiplicateur w!™! & la contrainte
) 1
" yis = b;. D'aprés les conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker, pour tout 7
j=1Yij b )

et j tel que j € D; on a

b )\t(aijx;+l - y,-j) - wz”l =0 Vj S Di,
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ainsi nous obtenons
t+1

u Wy . .
ai]x”l + —'7/\— si je€D;
41 _ t
yz] -
0 sinon.
Puisque E y“rl = b;, nous obtenons
j=1
t+1
o, U Wi _
E QijTij +>\— = b
JED; ¢
t+1
Uy d;
E ath“—i— 3 +)\—wa+1 = b
feD: ¢ t

De la nous tirons ’expression de w

A Ui
t+1 _ 1t A Z t+1 ) _ Z 24
w; = 7 b; Qij T by

jEDz jEDi
= wfﬂ = — | Mdi( t+1 E u
JED;

Puisque u*™! = u? + M\ (M z!! — y**1) on a pour tout (4,j) € D

1 _ t+1
U’z;— - + At(am j - yzg )
t+1
u + w;
ot t+1 L
= uj + )\t(aijxj = Qi T; )\—)
t
_ t+1
= —w
Nous voyons donc que ut"'l est indépendant de j, nous pouvons ainsi le prendre égal a
—p™". En revenant & Pexpression de u/f" nous obtenons
A
1t t t+1
d;
et 'expression de ytJrl devient
gttt .o
a2ttt + 285 sij e D;
77 d;
t+1
yz]

0 sinon.
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En remplagant yfj par son expression dans 1’expression des n sous-problemes, ces sous-

problémes s’écrivent alors

el 4|2 i
:1:;*1 =arg min < fi(z;)+ (4;, p)z; + M[x? — 4(zh + & J
a;<z; <B; 2 z/JGD
L’algorithme ainsi obtenu s’écrit
Algorithme 4.1
Etape 1 Initialisation
Choisir p® € R™, Ay > 0.
Etape 2 Itération ¢
Pour tout j=1,--- ,n Calculer
Al 4417 aq
t+1 o A t143g 2 _ t m
zit = argajgiliﬁj [i(z;) + (A, p')z; + 5 27 — 4(z ”2 Z
i/ JED;
Pour tout i=1,.--.- ,m Calculer
b1t M S (gt
:u'z Iu’z + d Z(m )
Etape 3 test d’arrét

Si test d’arrét vérifié Stop. Sinon mise a jour de );

L’algorithme ainsi obtenu décompose le probléeme monotropique en 7 sous-problemes
unidimensionnels, avec une mise a jour tres simple des vecteurs duaux. Notons que 'ajout
des vecteurs y; n’a nullement compliqué le probleme; au contraire il nous a permis de
décomposer le probleme en sous-problemes plus simples a résoudre. En fait on s’est

débarrassé de ces vecteurs qui ainsi ne vont pas intervenir dans I’algorithme.
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4.2.3 La méthode Forward-Backward Method FBM

La méthode FBM est une variante de la méthode DBM. Elle est congue pour résoudre

des problémes de la forme (4.4) et utilise le shéma itératif suivant
.’Et+1 € J)\th (I — /\tTl).'Et == (I + )\tTQ)_l(.'IIt — /\tTlet) Vit Z 0. (49)

Pour de plus amples détails voir [17, 56].
Une condition nécessaire et suffisante pour que z soit un zéro de 'opérateur 17 + T3 est

qu'il soit un point fixe de Jytq, (I — AT7) ot A > 0. En effet
0e Tla: + TQI
& r— NNz ex+ Mo

s r=I+\L) [ - X))z

De ce résultat nous tirons un critére d’arrét. Ainsi I’algorithme s’arréte lorsqu’on a z* =

.’Et+1 .

Théoréme 4.7 [71]
Soit H un espace de Hilbert réel et soient T, T} et Ty des opérateurs mazimauz monotones
tels que T = Ty + Ty. De plus soient {z*}° C M, {y*}° CH, {2'}° CH, et {\}5° C

10,00 des suites vérifiant les conditions suivantes
gt = (I+ M) Mzt = Ay?)  VE>0

y' € Tiz' et est bornée

Zt — (Z;:O /\ij_i—l)
z?:o )\.7

i /\t =0
t=0
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Z )\t2 < o0

t=0
Alors si ZerT =0, ||28|| — oo et si ZerT # 0, {2'} converge faiblement vers un zéro de
T.

Nous avons ici aussi une convergence ergodique comme dans la méthode DBM et de plus
il peut étre trés difficile en pratique d’assurer que la suite {y'} soit bornée. Par contre
lorsque T, ' est fortement monotone alors la situation devient beaucoup plus simple
comme 1’a montré Gabay dans [27]. Plus récemment Tseng dans [82] améliore le résultat
de Gabay pour permettre des tailles de pas variables. Ainsi Tseng établit que lorsque
Zer(Ty + Ty) # 0 et Ty est fortement monotone de module «, alors la suite des z*
engendrée par (4.9) converge vers un zéro de 11 + T
avec 0 < %Izlg)\t < st1>11(;>/\t <2«
Nous appliquons maintenant I’algorithme (4.9) au probléme d’optimisation de la forme

(4.6).

Méthode FBM pour 'optimisation
Elle est utilisée pour des problémes de la forme (4.6). En considérant 77 et T, comme
précédemment et en utilisant les parties ¢) et iv) du théoréme 4.5, nous obtenons ’algo-

rithme primal suivant
Choisir y* € 8f(z")

o1 = axgmin{g(Mz) + 5 |lo — (2 = A M) ")
z t

En prenant maintenant 77 = d[g o M| et T = 9f, et en utilisant z) et ¢43) du théoréme

4.5 on a l’algorithme suivant
Choisir y* € 8g(Mz?)
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! = argmin{f(z) + %I]x ~ (a" = MM Ty)[1?}
T t

Pour les mémes raisons que dans le cas de la méthode DBM mentionnées ci-haut, nous ne
nous intéresserons pas a ces deux algorithmes. Nous nous intéresserons plutét a I’appli-
cation de FBM au probléme dual de (4.6). C’est ainsi qu’en posant 73 = O[f* o (—M )]
et Ty = Og* et en utilisant 17) et 174) du théoréme 4.6 avec ¢ = 0, v = Mz**! et § = 0,

nous obtenons l'algorithme suivant

Choisir 2™ € argmin{ f(z) + (u’,Mz) }

. A
Y™+ = argmin{g(y) - (u'y) + §||M #H — g%}

uttt =yt + N (Mgt — ),

Proposition 4.1 [17]

Supposons que nous avons un programme dual conveze de la forme (4.6) qui posséde
un couple de Karush-Kuhn-Tucker. Supposons aussi que f est fortement monotone de
module « > 0, et M est de plein rang colonne. Alors pour tout u® € R™ les suites {ut}
et {z'} données par lalgorithme ci-dessus avec la condition

2
0<inf ) < M < ——r
SE S S pT)

convergent respectivement vers une solution du dual et ['unique solution de (4.6).

p(MT M) est le rayon spectral de M T M.

Nous donnons & présent ’algorithme FBM dual pour le probléme monotropique

Méthode FBM dual pour le programme monotropique
Nous considérons comme précédemment la réécriture du probléme (PM) sous la forme
(4.6). En suivant la méme démarche que dans la méthode DBM pour le programme

monotropique nous obtenons I’algorithme suivant:
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Algorithme 4.2

Etape 1 Initialisation

Choisir p® € R™, )y > 0.
Etape 2 Itération ¢

Pour tout j=1,.--,n Calculer
t+1 i () — A
z; Eargajg%ﬂj{fg(%) (Aj, 1"z}
Pour tout :=1,.---,m Calculer

At
it = g+ o)

Etape 3 test d’arrét

Si test d’arrét vérifié Stop. Sinon mise a jour de ); et Faire ¢t +— ¢+ 1.

Ici aussi nous obtenons une décomposition du probléme monotropique en sous-problémes
unidimensionnels plus simples a résoudre. Mais nous remarquons que ’algorithme dual
FBM appliqué au probleme monotropique se rameéne & la minimisation du Lagrangien
classique associé aux sous-problemes. Il est & noter que nous avons la méme formule de
mise a jour des variables duales que 'algorithme 4.1, mais les sous-problémes obtenus

sont différents.

4.2.4 La méthode de Peaceman-Rachford

C’est une méthode destinée & résoudre le probléeme (4.4). Son schéma itératif est donné
par

o e (I + MNTo) I — M) (I + X)) NI — \To) it Vit>0.
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Méthode de Peaceman-Rachford pour 'optimisation
On considere toujours le probléme (4.6) et Ty = 8f, T, = 8[g o M]. En appliquant i) et

iv) du théoreme 4.5 , nous obtenons l’algorithme primal suivant
) 1
y™* = argmin{f(z) + —2-5\;”:1: — (" = A0N)[1M)}

) 1
wtt = arg min{g(Mz) + 53\';“15 — (29" = w' + A0N)|1%}

— _1_(2yt-|—l _ ottt w?)

t+1
b y

Pour les mémes raisons mentionnées ci-haut nous ne nous intéresserons pas a cette version
primale de la méthode de Peaceman-Rachford. Nous examinerons plutot [’algorithme dual
obtenu en appliquant #71) et iv) du théoréme 4.6 avec ¢ = 0, n = \yy’, v = Mz™, 0 =0
et T = vt — \(2 Mz — \y'). Les principales étapes de 1'algorithme sont alors les

suivantes

. A
Zt+l — argmzln{f(:p) + (ut,M:U> + "QE”MCC - yt”2}
o = b A (Mot — o)

_ A
y* = argmin{g(y) — (o) + S IMa" -y}

ut-l—l — ,Ut+1 + )\t(M{Et-H . yt'i—l)_

Cet algorithme fut proposé par Gabay dans [27] et fut analysé par Glowinski et Le Tallec
dans [29]. Notons que cet algorithme minimise le Lagrangien augmenté par rapport &
z puis par rapport & y contrairement & la méthode des multiplicateurs qui minimise
par rapport aux deux variables simultannément. Nous remarquons aussi que les sous-
problémes en z et y n’utilisent pas le méme vecteur dual comme dans le cas de la méthode

de Douglas-Rachford (voir ci-dessous) mais ces variables duales sont liées I'une a l’autre.

Théoréme 4.8 [17]

Fizons X\ > 0 et supposons que Ay = A\, V't > 0. Considérons le programme conveze de la
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forme (4.6), admettant un couple de Kuhn-Tucker. Si l'une des conditions suivantes est

vérifiée

i) fest strictement convexe, Of est Lipschitzien, et M est une matrice carré inversible,

ii) g est strictement conveze, Og est Lipschitzien et M est de plein rang colonne,

alors pour tout point initial (u®,y°) € R™ x R, les suites {z'} et {u'} générées par Ual-
gorithme de Peaceman-Rachford convergent respectivement vers des solutions de (4.6) et

de son dual.

Nous appliquons maintenant la méthode de Peaceman-Rachford au probleme monotro-

pique. Nous obtenons ’algorithme suivant

Méthode de Peaceman-Rachford pour le programme monotropique
Ici aussi la démarche est identique & celle présentée pour la méthode dual DBM pour le
programme monotropique. Pour cette raison nous ne donnerons pas le détail des calculs,

notons que l’algorithme obtenu est le suivant

Algorithme 4.3

Etape 1 Initialisation

Choisir p? € R™, \° > 0.
Etape 2 Itération ¢

Pour tout j=1,.-- ,n Calculer

zi! = arg  min o, Ui (@)= (4 p)est M4 = (2] 2z +”TJ“12—( > aii(vitu)las)}

a; <zi< 2
j <&5 < i/j€D;

Pour tout i=1,-.- ,m déterminer

vl +,u‘?

o = i+ oo} - 2f) - 5
t—1
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Pour tout i =1, ---,m Calculer

2\
pE = o ) + ()

Etape 3 test d’arrét

Si test d’arrét vérifié Stop. Sinon mise a jour de A\; t Faire t +— ¢ + 1.

L’algorithme ainsi obtenu est assez proche de l’algorithme 4.1. En effet les sous-problemes
des algorithmes 4.1 et 4.3 différent par leurs derniers termes et ceci est di au fait que
dans l'algorithme de Peaceman-Rachford le sous-probléme en z et celui en y utilisent
des variables duales différentes. En éliminant 1'une des variables, nous obtenons une
formule de mise & jour différente de celle de I'algorithme 4.1 par un terme dépendant
de la solution de l’itération précédente. Il est & noter aussi que cet algorithme garde en
mémoire a chaque itération ¢ les solutions et la valeur du parametre \;_; de l'itération
précédente ¢t — 1. Ce qui par rapport aux algorithmes précédents demande plus d’espace

mémoire.

4.2.5 La méthode de Douglas-Rachford

C’est une méthode congue pour résoudre un probléme de la forme (4.4). Elle fut motivée
originalement par I’analyse des puissantes séries obtenues par discrétisation de 1’équation

de la chaleur, et est basée sur le schéma, itératif suivant
o e (I 4+ M) I + M) 7HI = M) + M Thlat Vi>0.

Comme pour les méthodes que nous venons de présenter, nous appliquons la méthode de
Douglas-Rachford au probléme (4.6) puis & son dual. Posons T} = 9f et Ty = d[g o M].

En appliquant les points i1%) et 1v) du théoréme 4.5, nous obtenons ’agorithme primal
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suivant:
. 1
Yyl = argmin{ f(z) + =——|ly — (w’ — \:b"[|*}
K) 2)\1}

) 1
w™ = argmin{g(Mz) + e = (¥ + A%}

_ btl(ytﬂ _ wt+1).

t+1
b y

Pour les mémes raisons soulevées dans les sous sections précédentes, nous nous intéresserons
a ’algorithme dual qui est obtenu en utilisant 4i7) et 1v) du théoréme 4.6 avec n = ¢*, ¢ =
0,9 =0 et v = Mz'". Nous obtenons ainsi I’algorithme suivant oit 73 = 9[f* o (—M )]

et Tz = ag*
:L't-'—l = argmin{f(:l?) + <ut)M$> + %”M"L‘ - ytHZ}

_ A
Yyl = argnbm{g(y) — (u'y) + é“Mth - ylI”}

ut+1 — Ut+)\t(MiUt+1 __yt-l—l).

La méthode ainsi obtenue est identique & la méthode des directions alternées (ADI) que
nous présenterons plus tard dans ce chapitre. Cette ressemblance fut découverte par
Gabay et présentée dans [27]. Nous donnons ci-aprés un résultat de convergence dont la

preuve peut étre trouvée dans [17].

Proposition 4.2 [17]

Considérons un programme conveze de la forme (4.6) possédant un couple de Kuhn-
Tucker. Supposons que la suite {\;} est constante positive, et M est de plein rang. Alors
pour tout point initial (u’,y°) € R™ xR™, les suites {z'} et {ut} générées par 'algorithme
ci-dessus convergent respectivement vers des solutions du primal et du dual. De plus

converge vers Mz*, ou z* est la limite de {z'}.

Méthode de Douglas Rachford pour le programme monotropique

Pour les mémes raisons déja mentionnées, nous ne donnerons pas le détail des opérations.

75




En appliquant I'algorithme dual de Douglas-Rachford, nous obtenons l’algorithme sui-

vant que Eckstein dans [17, 18] appelle méthode de I’étape alternée.

Algorithme 4.4

Etape 1 Initialisation

Choisir p® € R™, )y > 0.
Etape 2 Itération

Pour tout j=1,--- ,n Calculer

Ml 447
2

ERDERG L

it =arg min  {f;(z;) — (4;, p)z; + 5

J aj<z; <

Pour tout i=1,---,m Calculer

+ )\t
Etape 3 test d’arrét

Si test d’arrét vérifié Stop. Sinon mise a jour de \; et Faire ¢ +— ¢+ 1.

L’algorithme obtenu est trés proche de ’algorithme 4.1. La seule différence réside dans
le dernier terme des sous-problémes unidimensionnels (moyennant le signe du terme la-
grangien) ol il est multiplié par 2 dans I’algorithme 4.4 et par 4 dans l’algorithme 4.1.
Et ceci découle du terme Lagrangien du sous-probléme en z qui est fonction de y dans la
méthode DBM. Il est & noter aussi qu'on a les mémes sous-problémes en y* et la méme

formule de mise & jour des variables pour la méthode DBM et celle de Douglas-Rachford.
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4.2.6 Algorithme de décomposition proximale pour le probleme

monotropique(ADPPM)

Nous ne reviendrons pas sur la structure originale de cet algorithme (voir chapitre 2 et
[69]). Dans sa these [69], A. Ouorou applique l'algorithme DP & la forme duale du pro-
gramme monotropique et obtient un algorithme efficace lorsqu’il est appliqué au probléme
de routage dans les réseaux de données. Nous ne verrons pas en détails les différentes
étapes de cette application, pour plus de détails nous renvoyons le lecteur & [69]. Notons
que Eckstein dans [17, 16] (voir aussi sous section ci-dessus) obtient un algorithme iden-
tique en appliquant la méthode généralisée des directions alternées au probléme primal
(PM). Cette coincidence entre les deux méthodes est due au fait que ce sont toutes
les deux des cas particuliers de la méthode de Douglas-Rachford [17]. Nous donnons

maintenant I’agorithme ADPPM comme présenté dans [69)].

Algorithme 4.5

Etape 1 Initialisation

Choisir u° € R™, p° € R™, A > 0.

Etape 2 Itération ¢

Pour tout j =1, --- ,n Calculer

. All 442 1 a6 (p")
t+1 () — (ut. ANz, 70 142 — o(pt 2 D,
= a8 i, Uales) = (0 Ay + T =2 2 =)

Pour tout :=1,.-- ;m Calculer

’U;$+1 = uf -+ %51 (It—H)

Déterminer

P = pat + (1 - p)p’

7




Etape 3 test d’arrét
Si test d’arrét vérifié Stop. Sinon Faire ¢t +— t +1

Remarque:

p est un facteur de relaxation pour accélérer la convergence.

Pour p = 1, nous obtenons exactement 1’algorithme 4.4 comme nous le signalions plus
t0t moyennant qu’ici nous avons A constant alors que dans ’algorithme 4.4 ce dernier

varie suivant les itérations.

Théoréme 4.9 [69]
Les suites {z'}: et {u'}s générées par algorithme (ADPPM) ci-dessus convergent res-
pectivement vers une solution du probléme (PM) et une solution optimale du dual de

(PM).

Nous remarquons que toutes les méthodes présentées dans cette partie sont des variantes
I'une de 'autre. Elles peuvent étre vues comme des extensions de ’algorithme du point
proximal (APP). La méthode DBM semble étre la moins efficace d’une part & cause des
difficultés que nous mentionnions et d’autre part & cause de la faiblesse de son résultat
de convergence. Il en est de méme pour la méthode FBM qui a aussi une convergence
ergodique. Rappelons qu’avec les trois méthodes, & savoir la méthode de Peaceman-
-Rachford, celle de Douglas-Rachford et celle de décomposition proximale avec facteur
d’échelle, nous obtenons les mémes résultats de convergence avec des conditions assez
proches. Nous reviendrons a la fin de ce chapitre sur les différents résultats de convergence
afin de situer nos résultats par rapport & ces derniers.

Dans la partie subséquente nous présentons d’autres méthodes de type SALA qui sont

en fait des extensions de la méthode des directions alternées.
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4.3 Extensions de la méthode des directions alternées

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a d’autres méthodes de type Lagrangien aug-
menté qui sont construites & partir de la méthode des directions alternées ADI. Nous
présenterons d’abord la méthode des directions alternées, puis les différentes extensions
qui en découlent comme celles de Kontogiorgis [47, 48] et celle de Eckstein dans [18]. Nous

concluerons sur la méthode SALA que nous avons présenté dans le chapitre précédent.

4.3.1 Méthode des directions alternées

La méthode des directions alternées fut proposée en premier par Glowinski et Marroco
[30] et par Gabay et Mercier [26] pour résoudre les problémes d’inégalités variationnelles,

c’est a dire des problémes de la forme
Trouver z* € S tel que f(z*)' (2 —2*) >0, Vze S

ou S C R™ non vide fermé et convexe et f est définie de R™ dans lui méme.

C’est une méthode trés attrayante pour les problémes de grande taille car elle permet
de les décomposer en sous-problémes de taille plus petite. Pour plus de détails le lecteur
peut se reférer aux références [23, 31, 28]. Signalons que d’autres chercheurs se sont
intéréssés & cette méthode, c’est ainsi que Zhou dans [39] proposa une version modifiée
de ADI pour les programmes quadratiques convexes ou la fonction f dans le probléme
d’inégalité variationnelle ci-dessus est définie comme suit: f(z) = Hz + ¢ ou H est une
matrice symmeétrique semi-définie positive et ¢ € R™. Plus récemment encore Han dans
[38] propose une autre version modifiée de la méthode ADI pour résoudre les problémes
d’inégalités variationnelles non linéaires monotones. D’autres travaux furent publiés ou

la méthode ADI est appliquée au programme convexe comme dans [19, 39] pour ne citer
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que ceux-ci. Nous nous intéressons dans la suite a cette application de ADI aux problémes

de minimisation.

Nous appliquons la démarche utilisée dans [47] pour présenter la méthode ADI pour la
minimisation. Pour cela nous considérons le probléeme suivant

min Gl(x) + Gz(’y)
(4.10)
Az 4+ b= By

ot Gy :R* — RJ{oo} et Gy :R* — RY{oo}, sont fermées propres et convexes,

A est une matrice d’ordre (m X n), B est une matrice d’ordre (m X n) et b € R™.

La méthode ADI est basée sur le Lagrangien augmenté associé au probleme (4.10), en
alternant les minimisations par rapport & z et a y. Elle peut ainsi étre considérée comme

une modification de type Gauss-Seidel de la méthode du Lagrangien augmenté.

Résoudre (4.10) revient & résoudre le probléme (4.11) suivant:

A
min L(z,y,u,\) = G1(z) + G2(y) + (u, Az + b — By) + §|[Aas +b— By|?. (4.11)

T,y

Mais comme || Az +b— By||> n’est pas séparable par rapport & = et & y, alors on minimise
le Lagrangien augmenté séparément par rapport a x puis par rapport & y. Ainsi on aura

a résoudre a chaque itération ¢ les deux sous-problemes suivants

min{Gh(¢) + (', z) + S|z + b~ By'|) (4.12)
min{Ga(y) — (o, By) + 5[ As +b— By|) (4.13)
Yy

La formule de mise & jour de la variable duale est la méme que celle de la méthode du

Lagrangien augmenté classique et est donnée par
ut-l—l — ,ut + )\(Ail?t+1 + b— Byt+1)
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olt ' est la solution du probléme (4.12) et y*+* celle de (4.13). Nous remarquons ici la
meéme structure obtenue avec la méthode duale de Douglas-Rachford pour I'optimisation
(voir section précédente), comme nous le signalions plus t6t. Pour cette raison nous ne

donnerons pas la structure de la méthode ADI pour le probleme monotropique.

On trouve plusieurs versions de cet algorithme dans la littérature. Dans [23, 28] une va-
riante basée sur un facteur d’échelle lié au multiplicateur u a été largement étudiée. On
peut aussi trouver d’autres versions dans [12, 16] qui sont basées sur la minimisation in-
exacte. Cette derniére appelée méthode généralisée des directions alternées sera présentée

dans la section subséquente.

4.3.2 Meéthode généralisée de ’étape alternée

C’est un algorithme basé sur la méthode généralisée des directions alternées (generalized
alternating direction method,GADI) qui est une extension de la méthode des directions
alternées (ADI). Eckstein dans [18] présente la méthode généralisée de I’étape alternée en
appliquant la méthode GADI au probléme dual du probléme monotropique. A la méme
année, en 1992 M. Fukushima présente dans [24] une approche assez similaire en appli-
quant la méthode ADI au dual d’un probléme plus général & savoir le probleme (P.S.)
présenté dans le chapitre 3 (section 3.2). Mais il obtient plutét une méthode de type
pénalité quadratique qu'une méthode de type SALA. Sous I’hypothese de convexité de
I’objectif et des contraintes, Fukushima établit la convergence globale sous la condition
que les problemes primal et dual admettent chacun au moins une solution et que ’en-
semble des solutions du primal soit borné. Avant de présenter la méthode généralisée de
’étape alternée comme présentée dans [18], nous présentons d’abord la méthode GADI.

La méthode GADI est basée sur la minimisation inexacte des sous-problémes de la
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méthode ADI. Nous avons ainsi la structure suivante:

I#*+" ~ argmin{Gi(a) + (o, Az) + 3|z +b— By|?}] < e

. A
ly™" — argmin{Ga(y) — (', By) + 5 llpAs’™ + 5~ (L= p) By} < &

't = ul + A(p Azt 4+ b — (1 — p) By' — ')

(4.14)

(4.15)
(4.16)

C’est cette version basée sur la minimisation inexacte que Eckstein dans [18] applique

au probléme monotropique, ce qui donne l'algorithme suivant dit méthode généralisée de

I’étape alternée. Notons seulement que la minimisation par rapport & y se fait de maniére

exacte.

Algorithme 4.6

Etape 1 Initialisation

Choisir u® e R™, p® € R™, A > 0, po > 0.
Etape 2 Itération ¢

Pour tout j=1,..-. ,n Calculer az:tJrl I’unique €;-solution optimale de

, M| A2 a;:0,
min < fiz;) — (u', Aj)z; + ”23“ (5 — 200 + >,

a;<z; <f; “ J”zwep

/\Pt 8i(x t+1)

Pour tout i=1,---,m Calculer u/™ =uf+ = )
(2

Déterminer p™*! = p’ + (1 — p;)p*

Etape 3 test d’arrét

Si test d’arrét vérifié Stop. Sinon Faire ¢t +— ¢t +1

Remarque

L’algorithme ainsi obtenu est quasi-identique a celui obtenu & partir de 1’algorithme DP.

82




On a exatement les mémes sous-problémes & résoudre a l'étape 1, seulement avec ce
dernier on se contente de la minimisation inexacte. L’autre différence réside dans le fait
qu’ici on considere une suite de facteurs de relaxation alors que dans l’algorithme 4.5

celui-ci reste constant durant toute les itérations.

Théoréme 4.10 [18]
Supposons qu’aucune des colonnes de A n’est entiérement nulle, et les suites {e; }+ C [0,00)

et {p:}: sont telles que

oo
Zet<oo 0 <infp; <supp; <2
121 t>1
t=0 Z
Alors, si (PM) est réalisable et admet une solution optimale, la suite {z'}; générée par

Ualgorithme (4.6) converge vers une solution optimale z*, et {u'}; converge vers une

solution optimale du dual de (PM)

4.3.3 La méthode ADI a pénalité variable, une premiere ap-

proche

Dans ce paragraphe nous présentons une extension de 'algorithme ADI faisant interve-
nir plusieurs parametres que nous appelons méthode des directions alternées a pénalité
variable. Pour plus de détails voir [47, 48, 55]. S. Kontogiorgis dans [48] en introduisant
une matrice H symétrique définie positive dans 1’écriture des problemes (4.12) et (4.13),

obtient des sous problémes de la forme

min Gy (z) + (u’, Az) + %((Ax +b— By'), H(Az + b — By')) (4.17)

min Gy(y) — (u’, By) + —;-((Aacl”rl +b— By), H(Az"™" + b — By)) (4.18)
y
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et la formule de mise a jour des variables duales s’écrit
utt! = ot + HY(Azt + b — By

ol z*! et y'*! sont respectivement des solutions des problémes (4.17) et (4.18). On

obtient alors ’algorithme suivant

Algorithme 4.7

Etape 0 Initialisation

Choisir u% € R™, ¢° € R*, H° symétrique définie positive
Etape 1 itération t

Déterminer
"t = arg min{G (z) + (u’, Az) + %((Aa: +b— By'), H(Az + b — By'))}

1
y™ = argmin{Gs(y) — (u', By) + 5((A2"" + b — By), H'(Az""" +b - By))}
Etape 2 Test d’arrét

Si Test vérifié STOP
SINON aller & I’étape 3

Etape 3 mise & jour

mise & jour de H®, puis retour & I’étape 1.

Dans [48], S. Kontogiorgis présente trois variantes trés efficace de l'algorithme (4.7)
pour les problemes blocs angulaires diagonals en exploitant au mieux la structure de

ces problemes. Ces variantes sont basées sur trois écritures différentes du probléme bloc
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angulaire diagonal sous la forme du probléme (4.1). Le principal résultat de convergence

est basé sur les hypothéses suivantes:
H 4.1 Le Lagrangien associé au probléme (4.10) admet un point selle.

H 4.2 Les problemes (4.17) et (4.18) admettent des solutions.

Théoréme 4.11 [48, 55]
Supposons les hypothéses H 4.1 et H 4.2 vérifiées, et soit {z',yt,ut} une suite générée
par Valgorithme 4.7. Soit H* une suite de matrices symétriques définies positives et ulti-

mement fizées. On a:

i) {(Az*,By")} converge et la limite vérifie les contraintes de (4.10)
i) {(G1(2*),G2(y"))} converge vers la valeur optimale de Uobjectif de (4.10)
ii) {u'} converge vers un mutiplicateur dual optimal de (4.10)

w) Toutes les solutions des sous-problémes (4.17) et (4.18) telles que ut, Azt+!, et Byt
soient fizés & leurs valeurs limites et H® une matrice symétrique définie positive,

sont optimales pour (4.10).

Dans ses tests numériques Kontogiorgis utilise une matrice H diagonale définie positive,
comme il le présente dans [55].
Nous appliquons maintenant ’algorithme 4.7 au probléme monotropique, pour cela nous

écrivons ce dernier sous la forme du probléme (4.10).

Posons A; la j¢ colonne de la matrice A alors on a
n
Az = Z ijj
J=1

"\ b
éb—Ax—Z(ﬁ—Ajmj)

Jj=1
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En introduisant les vecteurs d’allocation de ressources y; ,V j =1, -+ ,n, nous obtenons

le probléeme équivalent suivant:

min Z fj (.’L‘J)
j=1

\ b .
8.G —Aja:j—i—g—{—yj:() Vi=1--n
ozjga:jgﬁj Vj:].,"',’l’b
> v =0
=1
Posons A = diag{Ay, -+ ,An} ol A; = diag{—a1;, — asj, -+, — ami};

b= (%7 v 7%) S (Rm)n et Y = (yh e ’y”) € (Rm)",

X =(X1,X3, ,Xn) € (R™)" ot X; = (z,7;, ,7;) € R™. De plus nous posons

_ Sy filzg) st oy <a;<B; Vi=1,--n
Gl(X)z

oo sinon

O Si Z;I:}yJ:O

Go(Y) =
o0 sinon

Ainsi le probléme (P.M) s’écrit alors
AX+b+Y =0
d’otr la forme du probléme (4.10). En considérant la matrice diagonale bloc Af, d’ordre n
telle que Al = diag{A?,...,A*}, o A* = diag{)i,...,\t } et le vecteur
U= (u1,.,up) € R™)"otu; € R™ Vj=1, - ,n, et en appliquant Palgorithme 4.7,

les sous-problémes s’écrivent alors

m

. 1 i

:1:3-“ =arg min_{fj(z;) - E ubag Ty + = E Mlazas — 2a:;(5 + v)z;]}
REEES i=1 2 ieb, d
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et les formules de mise & jour sont données par

pL b;
u;§+1 _ “f"j (amm;-kl _nﬁ) Vi=1,.-
j=1
)\t
t 5( ) Vi=1,:
1
y;fl = ayT t+1_d_z t+1 Vi=1,

©,m.

En remplacant ?J;i par son expression dans le sous-probleme & minimiser, nous obtenons

g™t =arg min {f;(z;)— (v’ A-)x-—l—w[x2-—2(xt~+
J aj<z; < Y 1% 9 g J
ot At = diag(y/ X, -+ ,4/AE)
Algorithme 4.8
Etape 0 Initialisation
Choisir A° définie positive, et u® € R™
Etape 1 Résolution des sous-problemes

Pour tout j =1,....n

t+1 t “AtAj“z 2 t
ot —arg | min, {f(s;)—(u', Ajba+ s -lod—2(ai+
ot At = diag(\/ X, -+ 3/ )

Etape 2 Test d’arrét

1

1242

1

)

i/j€D; ¢

Si test d’arrét vérifié¢ STOP

SINON aller a I’étape 3

Etape 3 mise a jour

Mise & jour de la matrice
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P\
uftt =yl + jdi(xt+1) Vi=1--,m
7

retour a ’étape 1

Signalons que nous retrouvons la méthode ADI (ou la méthode de Douglas-Rachford)
lorsque ); est indépendant de 7. L’introduction de plusieurs facteurs d’échelle est due au
besoin d’améliorer la convergence de la méthode car celle-ci est trés sensible a ce facteur.
De plus cette pluralité du facteur d’échelle permet d’exploiter au mieux la structure

séparable du probleme et se préte mieux au calcul parallele.

4.3.4 La méthode ADI a pénalité variable, une seconde ap-

proche

Cette deuxiéme version se place dans le méme sillage que celle que nous avons présentée
ci-haut. Ici aussi S. Kontogiorgis [47] introduit une matrice H symétrique définie positive
comme précédemment mais cette fois-ci la matrice sera en plus introduite dans le terme

Lagrangien. Les sous-problémes (4.12) et (4.13) s’écrivent alors

1
mmin{Gl(m) + (u', H'Az) + 5”1433 +b — By'||%¢} (4.19)

1
min {Gs(y) — (v, H'By) + 5[|4z"" + b — By|[:} (4.20)
et la formule de mise & jour s’écrit
ut—l—-l — ut _|_ (Afl;t+1 + b _ Byt+1>

ot z'*! et y*™! sont respectivement les solutions de (4.19) et de (4.20). On obtient ainsi

I’algorithme ci-dessous

Algorithme 4.9 [47]
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Etape 0 Initialisation

Choisir u°, 1% H° définie positive
Etape 1 itération t
Résoudre
min{Ga(z) + (o', H'Ag) + ]| Az +b — By'[[})
min{Gh(y) ~ (u', H'By) + | A" + b~ Byl[})
E‘tape 2 Test d’arrét

Si Test vérifié STOP
SINON aller a I’étape 3

Etape 3 mise & jour
utt = ut + (At + b — Byttt

mise & jour de H?, puis retour & 1’étape 1.

Nous reviendrons sur la mise & jour des matrices H* et sur le test d’arrét. Mais avant cela

nous donnerons le principal résultat de convergence basé sur les hypotheses suivantes:
H 4.3 Le Lagrangien associé au probléme (4.10) admet un point selle.
H 4.4 Les problemes (4.19) et (4.20) admettent des solutions.

H 4.5 Les valeurs propres des matrices H' sont uniformément bornées loin de 0 sauf

pour un nombre fini d’itérations, les valeurs propres de (H* — H'™) sont non négatives.

Théoréme 4.12 [47]

Supposons les hypothéses H 4.3 ¢ H 4.5 vérifiées. Alors pour toutes suites des itérés
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{ztyt,ut, H'} générées par l’algorithme on a:

i) {(Az*,By")} converge et la limite vérifie les contraintes de (4.10)
i) {(G1(2"),G2(y"))} converge vers une valeur optimale de ’objectif de (4.10)
i) {H''} converge vers un mutiplicateur dual de (4.10)

) Toutes les solutions des sous-problemes ({.19) et (4.20) telles que H'u®, Azt et

By*t! soient fizés o leurs valeurs limites, sont optimales pour (4.10).

Pour la mise & jour des matrices H?, Kontogiorgis et ses associés proposent dans [47] la

procédure suivante

Procédure de mise a jour de la matrice H®

Etape 0 Initialisation

Choisir L > 0 et H? telle que L < A\;(H?)
Etape 1 itération t

Construire E* une matrice carrée d’ordre m telle que
0<NEHY < AHY-L Vi=1..m

Poser H't!'= Ht - E?

Notons que A;(H?) représente la plus petite valeur propre de H?, et les \;(E?)

V ¢ =1,...,m sont les valeurs propres de E?.
Remarques:
1) H* — H* est semi-définie positive
2) H''! est symétrique définie positive et L < \;(H™) V i=1,.,m
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Le critere d’arrét est donné par le résultat suivant:

Théoréme 4.13 [47]
Supposons les hypothéses H 4.2 ¢ H 4.5 vérifides. Si (ztytut) et (ztF1,y+ utl) sont

telles que (u',By) = (u!t1,By!*?) alors (z*1,y" ! utt) est un point selle du probléme

(4.10).

En transformant le probléme (P.M) sous la forme du probleéme (4.10) comme ci-dessus et
en remplagant la matrice H par une matrice A diagonale définie positive, nous obtenons

I’algorithme suivant:

Algorithme 4.10

Etape 0 Initialisation

Choisir A°  définie positive et u° € R™

Etape 1 Résolution des sous-problemes

Pour tout j =1,...,n

A4 1 Mg, i6;(zt)
41 __ : AN At t AN, ” J 2_2 t _ 11y .
Z; argajgsg%ﬂj{fj(%) (A", J>my+—2 [mg (x]—i———HAtAjH?‘ ,;/EZD‘ ] )51}

Etape 2 Test d’arrét

Si test d’arrét vérifié STOP
SINON aller a I’étape 3

Etape 3 mise a jour
Lancer procédure de mise & jour de A’

ultt :u’g—}—al—éi(ztﬂ) Vi=1,---,m

retour a l'étape 1
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L’algorithme ainsi obtenu est identique a l’algorithme 4.8 moyennant le terme Lagrangien
qui est ici pénalisé. C’est un résultat auquel on pouvait s’attendre vu la construction des

deux méthodes qui ne different que par leur terme dual.

4.3.5 Algorithme SALA pour le programme monotropique

Dans le chapitre 3 nous avons présenté ’algorithme SALA appliqué & un probléme
séparable quelconque. Son application au probléeme monotropique ne sera pas présentée
car donnant le méme algorithme que I’algorithme de décomposition proximale (comme
on peut le noter dans [37, 69]) moyennant le facteur de ralaxation.

Nous ne saurons terminer cette analyse sans faire allusion aux différentes versions mo-
difiées proposées par A. Hamdi dans [35, 37]. En effet dans [35] Hamdi et al. proposent
deux versions modifiées de SALA; une premiére basée sur une minimisation inexacte des
sous-problemes de 1’étape 1 de SALA et une seconde dite méthode diagonale des Multi-
plicateurs ou ces derniéres sont remplacées soit par une étape de Newton ou soit par une
étape Quasi-Newton. Dans [37] on peut aussi trouver une version modifiée dite SALA
accéléré ou a chaque sous-probléeme de 1’étape 1 de SALA on a associé un parameétre A
différent. Toutes ces variantes ont pour dénominateur commun leur sensibilité au facteur
A, mais ont un comportement satisfaisant sur des problémes de taille moyenne convexes
ou non. F. Boyer dans sa these [8] arrive & la conclusion que la méthode SALA n’est pas
aussi performante sur les problémes non convexes de trés grande taille contrairement a

sa restriction (méthode de décomposition proximale) aux problémes convexes [69)].

Dans ce chapitre nous avons examiné des méthodes de type Lagrangien augmenté séparable
dans lesquelles on a utilisé soit un parametre de pénalité ou un facteur d’échelle, soit une
suite de parametres de relaxation. Certaines méthodes combinent 1'utilisation de facteur

d’échelle et de parameétres de relaxation (décomposition proximale et méthode généralisée
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des directions alternées par exemple). Nous constatons que hormis ces différents pa-
rametres, ces méthodes different seulement par I’expression du dernier terme des sous-
probléemes a minimiser & chaque itération. Notons qu’il est possible dans certains cas
de passer d’une méthode & une autre en fixant certains parametres. Avant de clore ce
chapitre, rappelons que les différents résultats de convergencé obtenus (hormis celui er-
godigue de la méthode DBM qui n’est pas intéressant) sont basés soit sur I'existence
d’un couple de Kuhn-Tucker (ce qui asure 'existence de solutions optimales) et sur la
convexité ou stricte convexité (pour assurer l'unicité de la solution) du probléme, soit
sur la convexité et le fait que les suites de parametres soient bornées ou fixes. Le ta-
bleau ci-dessous rappelle les différents résultats de convergence des algorithmes présentés
dans ce chapitre pour des problémes convexes sujet & des contraintes linéaires ou la ma-
trice des contraintes est de plein rang colonne. Les résultats qui nous paraissent les plus
intéressants sont ceux donnés par les méthodes ADIVP (version 1) et ADIVP (version 2).
En effet avec ces derniéres la convergence globale est obtenue en relaxant I’hypotheése de
stricte convexit et en présence de matrice de parameétres. Dans le prochain chapitre nous
proposerons une nouvelle approche assez proche des versions de ADVIP, nous obtenons
ainsi un algorithme globalement convergent avec des hypotheéses plus faibles. En effet
contrairement aux versions ADVIP ou la suite des matrices des parameétres définies posi-
tives est soit ultimement fixée soit décroissante et uniformément bornée, nous considérons
une suite convergente.

Remarque: Dans le tableau ci-dessous ADIPV (version 1) et ADIPV (version 2) désigne
respectivement la premiere et deuxieme approche de la méthode des directions alternées

présentées plus tot dans cette partie.
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Convergence des méthodes de type SALA

Méthodes | Hypothéses de convergence | Type de convergence
DBM Objectif convexe, s.c.i et Convergence ergodigue
propre, restriction sur la
suite A\; > 0
FBM Objectif convexe et forte- Convergence globale.

ment monotone de module
o, existence d’un couple de
Kuhn-Tucker, suite des pa-
rametres \; > 0 bornée

Peaceman-Rachford

Objectif strictement
convexe avec différentiel
lipschitz, facteur d’échelle
A+ > 0 constant, exis-
tence d'un couple d’un
Kuhn-Tucker

Convergence globale.

Douglas-Rachford

Existence  d’un  couple
de Kuhn-Tucker, facteur
d’échelle \; > 0 constant,
convexité de 1’objectif.

Convergence globale.

D.P

L’objectif f est fortement
convexe, facteur d’échelle
et facteur de relaxation
constant.

Convergence globale et linéaire.

Etape alternée

Minimisation inexacte
avec la série des seuils
convergente, suite des fac-
teurs de relaxation bornée,
convexité, facteur d’échelle
Ay > 0.

Convergence globale.

ADIPV (version 1)

Existence point selle, ob-
jectif convexe, matrices des
parametres H' symétriques
définies positive ultimement
fixées.

Convergence globale.

ADIPV (version 2)

Existence de point selle,
objectif convexe, valeurs
propres des matrices H*®
sont uniformément bornées
gloignées de 0, (H' — H*)
semi-définie positive.

Convergence globale.
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Dans ce chapitre nous avons présenté des algorithmes qui peuvent étre interprétés comme
des variantes de ’algorithme SALA. Ces algorithmes bien qu’ayant une structure sem-
blable au Lagrangien augmenté ont été concus pour des problemes convexes.

Le but de ce chapitre était de présenter différentes approches de résolution de programme
mathématique débouchant sur des algorithmes de types Lagrangien augmenté afin de
pouvoir situer notre approche par rapport & celles-ci. Le fait majeur dans ce chapitre
réside dans la présentation cote a cote de toutes ces méthodes appliquées & une méme
famille de problémes afin de comparer leur structure. Dans le prochain chapitre nous
proposons une extension de ’algorithme SALA faisant appel & utilisation de plusieurs
parametres, cette derniére constitue la contribution majeure de cette these. Notons que
l’analyse de convergence a révélé que notre algorithme possede les propriétés de conver-
gence globale. Sous des hypotheses plus faibles nous avons obtenu des résultats de conver-

gence identiques & ceux de Kontogiorgis (théoréme 4.12).
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Chapitre 5

METHODE DU LAGRANGIEN
AUGMENTE SEPARABLE AVEC
PARAMETRES MULTIPLES

Dans ce chapitre nous proposons une extension du Lagrangien augmenté séparable en
faisant intervenir plusieurs parametres. Notre algorithme est basé sur une réécriture du
domaine réalisable en pondérant chacune des fonctions des contraintes. Cette pondération
s’effectue en multipliant la matrice des contraintes par une matrice diagonale définie posi-
tive. Nous débuterons ce chapitre par la présentation de notre approche qui sera construite
& partir du probléeme (P) séparable sujet & des contraintes de couplage. Cette nouvelle
approche que nous appelons Lagrangien augmenté séparable avec parametres multiples
(SALAMP) sera ensuite appliquée aux probléemes monotropiques. Mais au préalable nous
montrerons que dans le cas convexe l'algorithme ainsi obtenu possede les propriétés de
convergence globale. Une adaptation de notre algorithme aux problemes de multiflot de

colit minimum convexe sera présentée et enfin nous effectuerons des tests numériques sur
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le probléme de routage des données dans les réseaux de communication.

5.1 Lagrangien Augmenté Séparable avec parametres

multiples

Dans cette section nous présentons 1’algorithme du Lagrangien Augmenté Séparable avec

plusieurs paramétres. Pour cela nous considérons le probléeme (P) suivant:
n
min E fi(z;)
Jj=1

(P) s Zgj(%') =0

CEJ'ESJ'

ou fj :R%¥ — R, g¢g;:R% — R™ et S; est un fermé borné de R™

Soit A = diag{M1,Ase,* ,Am} une matrice diagonale telle que les A\; > 0 sont assez
éloignés de 0, Vi=1,2,--- m.

Ainsi (P) est équivalent au probléeme (P’) suivant:
minz fi(z;)
j=1
(P)  sa Y Agi(z;) =0
j=1

SDjESj

En considérant les vecteurs d’allocations de ressources y; € R™ tels que Ag;(z;)+y; =0,

le probléme (P') équivaut alors au probléme (P.E.) suivant:
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mll’lz fj(mj)
=1
(P.E.) s Agj(z;) +y; =0

n
> =0
=1

Q?jESj

L’algorithme SALA (cf. chapitre 3) appliqué au probléeme (PFE) revient & résoudre

1
ijnelg {fi(ws) + (uj, A'g;(w;) + Y5 + §I|Atgj(:cj) + y;Hz} (5.1)
1 n
mmz ul, A'g; (25H) + y5) 5 Z ||Atgj(:v§+1) + y;? (5.2)

J=1
S.G Zyj =0
j=1

et la formule de mise a jour des variables duales est donnée par

uftt = b + (Alg; (z5) + ¢t (5.3)

t+1 et t+1

ou T y; "' sont respectivement les solutions optimales de (5.1) et (5.2).

Revenons maintenant & la minimisation par rapport a y

mmZu Atgj i ) +y;) + Z”Atgy t+l)+%”2

j =1

S.G EH: y; =0
j=1

Résoudre ce probléme revient & résoudre le Lagrangien classique associé au probleme

quadratique-linéaire

1 n n
man(%,/\t!Ja( ) ) + -2‘2 1A g; () + ys1” + (w, Y v5)-
j=1

Jj=1 Jj=1
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ol w est le multiplicateur associé & la contrainte. Ce qui équivaut & résoudre les n sous-

problemes suivants:
min{(uj, Ag;(z5™) + ;) + %ll/\tgj(r?“) + g5l + (w, 50}
Soit ytJr1 une solution optimale de ce probléme, les conditions de K.K.T. entrainent
ut + (Atg;(z t+1) +yt+1) + it = 0.
Ainsi on a

yﬁ“ —Atg, (a:j*l) — (wtt + u;) (5.4)

or Z 1 =0, on obtient donc =-= Z i) 4 ub).

En remplacant y“‘l par sa valeur dans (5.3), la formule de mise & jour des variables duales
devient
W =+ N (af) — Algy(af) — (w4 )

= ut+1 wt-l-l

d’ou u; est constante pour une itération donnée. Ainsi nous posons u; = u et la formule

de mise a jour des variables duales s’écrit alors:

1 n
uth =t ) A5t

j=1
En remplagant w'*! par sa valeur dans (5.4), on obtient la formule de mise & jour des

vecteurs d’allocations qui s’écrit alors
i = Ay () + ()

= yt+1 A t+1 Z At g, t+1
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Algorithme SALA avec parametres multiples

Etape 0 Initialisation

Choisir A° matrice diagonale telle que \;° >0, €> 0,

y° € (R™)™ tel que Zy;?:o, W #0, t=0

Jj=1
Etape 1
Pour j=1,..,n déterminer
: 1
o = arg min {f;(z;) + (u', A'g;(z;) +3) + S 1A%g;(w;) + wj*}
E‘tape 2 test d’arrét

n
Posons 7“”1:5 g5 (%)
=1

SI ||r'*'||<e STOP

SINON aller a I’étape 3

Etape 3 mise & jour
t+1 ¢ Lt 4
u = u' 4+ —=A'r
n
1
y;’l'l = —Atgj(x;*'l)—{—gl\.trt“

t <— t + 1, puis retour a I’étape 1

NB: Nous reviendrons dans la partie numérique sur la mise & jour des matrices A.

Dans la partie subséquente nous procéderons & l’analyse de convergence de la méthode

SALAPM.
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5.1.1 Analyse de convergence

Dans ce paragraphe nous étudions la convergence de la méthode SALAPM. Nous utilisons
dans nos démonstrations une démarche semblable & celle de S. Kontogiorgis dans [48].
Avant de passer & ’étude de convergence, nous énongons d’abord les hypotheses sur
lesquelles reposent nos résultats.

Hypotheses:

H 5.1 Le probléme (P.E) admet un point selle pour A fixé & A* (matrice diagonale

définie positive).
H 5.2 La suite A* converge vers A*.
H 5.3 Les sous-problémes (5.1) et (5.2) admettent des solutions

H 5.4 Les fonctions g; sont affines et les sous ensembles S; sont convexes pour tout

j=1,---,n.
H 5.5 Les fonctions f; sont convexes.

Remarque:

Le théoréme 5.1 ci-dessous donne des résultats semblables a ceux de S. Kontogiorgis en
Poccurence les théoremes 4.11 et 4.12 (chapitre 4) avec des hypotheses sur la matrice des
parametres plus faibles. En effet dans notre démarche nous avons seulement besoin que
la suite matricielle soit convergente vers une matrice assez éloignée de zéro contrairement
aux théorémes 4.11 et 4.12 ou des hypotheses plus fortes sont requises. Dans le théoreme
4.11, Pauteur requiert que la suite matricielle soit ultimement fixée alors que le théoreme
4.12 requiert que cette suite matricielle H® ait ses valeurs propres uniformément bornées
loin de zéro et de plus les valeurs propres de (H® — H**') doivent &tre non négatives. La

différence entre notre démarche et celle de Kantogiorgis réside dans la maniére d’intro-
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duire notre matrice des parametres. En effet elle nous a permis de contourner la difficulté
résidant dans la relation 5.16 (preuve du lemme 5.3) qui est la clé de toute la preuve. Par
contre Kontogiorgis avec sa démarche était obligé de faire des hypotheses supplémentaires
plus fortes que les nétres pour contourner la difficulté présentée par la relation 5.16 (pour

plus de détails le lecteur peut consulter les références [47] et [48]).

Théoréme 5.1 Supposons les hypothéses H 5.1 4 H 5.5 vérifides. Soit {xf,ytu'}; la

suite générée par 'algorithme SALAPM. On a alors les résultats suivants:

i) la suite {(g;(%),y5)}s converge et la limite vérifie les contraintes du probleme (P.E),
de plus la limite de {37;_; g;(x%)}+ tend vers 0.
i) La suite {3 7_; f;(x})}; converge vers une valeur optimale du probléme (P).
ii) La suite {u'}; converge vers une valeur optimale du multiplicateur (dual) du probléme
(P.E)

iv) Tous les minimums des sous-problémes (5.1) et (5.2) dans lesquels uf, g;(z%) et y;

sont fizés a leurs valeurs limites sont optimauz pour le probléme (P.E).

Avant de passer & la preuve de ce résultat nous donnons une suite de Lemmes dont on
aura besoin pour la preuve du théoréme 5.1. Les preuves des lemmes seront présentées a

la fin de cette section.

Lemme 5.1 [11]
Soit X un sous ensemble convere de R™. Supposons que J : X —> R est de la forme

J=Ji+ Jy, ou Jy et J, sont convezes et Jo est différentiable sur X. Alors  est un

minimum de J si et seulement si
Ji(z) = Ji(Z) + (VJg(fz)T,x -%) >0 VzelX.

A partir du Lagrangien augmenté associé aux sous-problémes en z;, nous construisons
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deux fonctions et utilisons le résultat ci-dessus pour établir le lemme suivant.

Lemme 5.2 Soit {z%,ytu’)} une suite générée par SALAPM. Sous les hypothéses du

théoréme 5.1, nous avons la relation suivante:

n

n
>0 )+ 3 sl - ) <0
J=1 J=1

ot T = AY(A*)™" et (z},y},u}) est un point selle de (P.E) pour A = A*.

Nous utiliserons le lemme 5.2 pour obtenir le résultat suivant. En utilisant la norme Eucli-
dienne, nous transformons 'inégalité précédente et obtenons ainsi une suite décroissante

et bornée. Ce résultat permet de prouver le lemme suivant.
Lemme 5.3 Supposons les hypothéses du lemme 5.2 vérifiées, alors les suites {g;(z%)},
{9t} et {u'} sont bornées.

Du Lemme 5.3 nous déduisons le résultat suivant.

Lemme 5.4 Sous les mémes hypothéses que le théoréme (5.1) avec {(x},y,u’)}; la suite

générée par SALAPM, on a les résultats suivants:

i) {utt —ut} — 0, {y_’;"'1 —yi} — 0, {Atgj(:v;“) + 9k} — 0.

i) La suite {Y7_; f;(x%)}s converge vers une valeur optimale du probléme (P).

Le résultat en 7) est immédiat et découle de la suite décroissante et bornée obtenue dans
la preuve du Lemme 5.3. Le résultat i4) découle d’inégalités obtenues dans la preuve du

Lemme 5.3. Ces résultats permettent d’établir le lemme suivant.

Lemme 5.5 Soit {(z%,y},u’)}; une suite engendrée par Ualgorithme SALAPM. Sous les

hypothéses du théoréme (5.1) nous avons les résultats suivants:

i) les suites {g;(z5)}s, {yi}t et {u'}s sont convergentes,
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i) la limite de {u'}s est un multiplicateur dual optimal pour le probléme (P.E).

Ce dernier résultat permet de prouver que sous certaines conditions, les suites primales
et d’allocations des ressources convergent vers leurs valeurs optimales. Le lemme suivant

établit ce résultat.

o-

Lemme 5.6 Soit &; une solution du sous-probléme (5.1) lorsque u® et y% sont fizés

41
J

o-

leurs valeurs limites et soit §; une solution de (5.2) lorsque u® et g;(z;™) sont firés

leurs valeurs limites. Alors (Z;,7;) est une solution optimale du probléme (P.E).
Nous présentons maintenant la preuve du Théoreme 5.1.

Preuve du théoreme 5.1
La partie i) découle des lemmes (5.4) et(5.5) alors que la partie i7) découle du Lemme
(5.4). La partie i11) est prouvée par le Lemme (5.5) alors que le Lemme (5.6) prouve la

partie v).

Théoréme 5.2 Sous les hypothéses H 5.1 - H 5.5 avec A et A* symétriques et définies
positives, les résultats du théoréme 5.1 restent vérifiés.

La preuve de ce théoreme sera donnée apres celles des Lemmes ci-dessus.
Nous donnons & présent les preuves des Lemmes utilisés dans la preuve du théoréeme 5.1

Preuve du lemme 5.2
Posons Jy(z;) = fi(z;) et Jo(z;) = (u, Alg;(zy)) + 5[|1Ag5(z;) + yil?, V= € S5
Ainsi Ji(z;) et Jo(z;) sont convexes car f;(z;) convexe et g;(z;) affine d’apres H 5.4. En
appliquant le Lemme 5.1, on obtient
fi@s) = Fi(z5h) + ((uf + Alg; (a5T) + 9" AV g; (a5), (2 — 25T1)) >0 Va; €8,

n

S ((utAtg (ah) o), AV (2t (25 —a))) < Y filmy) =) fialt) V€8,
i—1 =1

j=1
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Puisque g;(z;) est affine alors Vg;(z ’S“Ll)(ar;tfrl z;) = g;(z5™) — g;(z;). De plus d’apres

les formules de mise & jour on a uft! — it = uf + Alg;(zitt)

n

Z<ut+1 (y;+1 v, At (gj(mj»“) g; OL‘J ) < ny ;) Z fj(xz‘_l—l)‘ (5.5)
7j=1

j=1

Puisque (z},y},u}) est un point selle de (P.E) pour A = A* alors on a

A*gi(z}) +y; =0 Zyg =0

et ng <Zf3 T; +Z uj, (Agj(z;) +y;)) Vax; €85; ety;tel que Zyj-—O

Jj=1 j=1 Jj=1

Puisque z™' € S; et Zytﬂ =0 alorson a
=1

ny <ng A +Z ul, (Alg;(zth) + yith))

ce qui devient d’apres la formule de mise & jour des variables duales

ng <Zfﬂ t+1 +Z J) bttt ’U,t)> (5.6)

En outre I'inégalité (5.5) est vraie pour tout z; € S; en particulier pour z; = 3. Ainsi

(5.5) devient

n 1 n

Do = (1 = y), A9 (05 — g5 (@) < D fi(al) = Do filar ). (57)

j=1 j=1 j=1
A (g5(z t+1) - 91(33;)) A gi(z t+1) + ?JtH t+l Atgj( *)
Puisque A’g;(z}) = —A*(A*)~'y}, nous posons I = A*(A*)~'. L’équation ci-dessus de-
vient alors
A(gi(25) — gi(25)) = (A'gi(ai™) +45) — (5™ — T';)

(=) = (5 = T')) (5.8)

105




En réécrivant (5.7) nous obtenons

n

Z ((utH, uttl — ut) ( t+1’ y§+1

j=1

I‘ty ) —

< ij(xg) -

)
Nous avons
=1

en particulier pour y; = Ptyj on a
n

Z <ut+1’ [Ft

i=1

> Filalth.
Jj=1

t+1 t+1

yﬂ yg, (u _ ut) ( t+1

= T')))

(5.9)

Do [y =y = 0 \-/yy/Zyg—o Zyt“-—o (5.10)

En additionnant (5.6), (5.9) et en tenant compte de (5.11) nous obtenons

n

S 05,0 ) {1 -

j=1

D’apres (5.10) on a:

Ainsi d’apres (5.12) nous obtenons

n
Z(ut+1 *

J=1

ce qui complete la preuve.
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yj: U

—yH) =0 (5.11)
—uf) + (Yt =k yt T <0
(5.12)
—y) =0 (5.13)
+Z<yt“ vl it = Thy) <0, (5.14)




Preuve du lemme 5.3
Posons 4% = u® —u} et §f = y! — y; dans (5.14), nous avons alors

n

> (@5, gt - +Z( i — g5 95 +Z gt — gt (I=Thy) < 0. (5.15)

=1
Nous avons d'une part 2 (25t 22! —al) = ||af™ —af|* +||a%" ||* — ||af )|
et d'autre part 2 (97", 977 —07) = 197 g1 HIg P N5 1>

Deplus  — g7 =g 1" (T=T")y;11* < (9577 =35, ([-T")yj).

Ainsi (5.15) implique
Z lagt — a2 +Z 1977~ 95017 — Z 1977 = G317 (T = Tys|* <

n n

> (@ + 1g517] = D [iag™ 11> + g5 1?] (5.16)

Puisque I'* tend vers I car A! converge vers A* alors la matrice (I — I'*) converge vers 0.
De plus I'* est une matrice diagonale définie positive car A’ et A* le sont et I'* = AP(A*)~!
Ainsi & partir d’un certain rang ¢, (I — I') peut étre prise égale & la matrice diagonale

diag(e, - - - ,€;,) ot chacune des suites ¢’ converge vers 0.

Posons €' = max{( )2} nous aurons alors ||(I-I*)ys|]* < €|ly;|? V>t

Ainsi (5.16) implique
Zn““ AtnuZHAm g - Zettrt“ Il ;1

Ll + 1907] = > Has 1> + 1gs ] vt (5.17)

J=1 J=1




on a ainsi Z a5t — al||* + Z elly;l?) 11957 — 95017

n n

ST+ 17 = S [t + gt Ve (5.18)

j=1 J=1
Puisque € converge vers 0, alors & partir d'un certain rang ¢ > ¢ on a le membre de
3

gauche de P'inégalite (5.18) qui devient positif.

n
Posons af =Y [[|a4|1> + [|g]’] , mous avoms alors 0 < a'—a**" Vi>1
=1
ainsi la suite {a’}; est une suite minorée et décroissante V¢ > #, donc convergente. Il s’en
suit alors que a* — a’*! tend vers 0 et par conséquent le terme de gauche de I'inégalité

(5.29) tend vers 0. Il s'en suit alors que [|§5! —

J%|| converge vers 0.
Puisque que la suite {a’} est convergente donc les suites {@%}; et {§%}; sont bornées et
par conséquent les suites {u’}; et {y}}; sont aussi bornées. Partant de (5.8) et du résultat

ci-dessus nous obtenons que la suite {g;(z%)}; est bornée.

Preuve du lemme 5.4
Dans la preuve du lemme (5.3), nous avons montré que la suite [|§*" — §t|| converge vers

0, d’ou d’apres (5.16) nous avons

{Z ” an Atllz} 0.

Par conséquent nous avons

{ut —u't — 0 et {yi —yi} —0.

Puisque d’aprés les formules de mise & jour '™ —u! = Alg,(z Hl)—l-y;prl nous en déduisons

que {A’g;(z5™) 4+ i} — 0 d’ott la partie (3).

En passant & la limite sur (5.6) nous obtenons

S 5() < limint 3 f(atH) (5.19)
Jj=1 g=1
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En additionnant les relations (5.9) et (5.11) nous obtenons

n

S (@t -y — (g g, (= ) — - ) < D0 A= i),
j=1 j=1

J=1

En passant a la limite et tenant compte des résultats ci-dessus nous avons
1] n
liinsupz filith) < Z fi(@3). (5.20)
j=1 j=1
Par conséquent d’aprés (5.19) et (5.20) on a

litmz £ = f(a5).
7j=1 j=1

Preuve du lemme 5.5
D’aprés le lemme (5.3) les suites {y}}; et {u'}; sont bornées, il en découle alors qu’elles
possedent des points d’accumulations.
Soit 4 un point d’accumulation de {ut}y, il existe alors {u'?}, une sous suite de {u'},
convergent vers 4.
D’apres le lemme (5.3) la suite {g;(z%)} est bornée, alors {gj(:c;-p )} est aussi bornée.
Soit a; un point d’accumulation de {g; (a:;p )}, il existe alors {gj(:c;” ')} une sous-suite de
{gj(x;-” )}p convergent vers c;.
Comme {y}}; est bornée, sa sous suite {y;” '}; est aussi bornée. Ainsi pour tout point

d’accumulation ¢; de {y;” '} nous avons
1 n
7, = —Noy + EA* Z o
—

c’est a dire que yt~p 1, converge vers §;. Il existe ainsi un ensemble d’indices D tel que la
7 g yJ
suite {(g;(z%),u?,y$)}4, d € D, converge vers (a;,i,3;).

Nous allons montrer maintenant que 4 est un vecteur optimal dual pour le probleme
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(P.E).
En additionnant (5.5), (5.6) et (5.10), nous obtenons

ij +Z t+1 Atgj( t+1 _|_yt+1 Z( t+1 yJ,At gj( t+1) gj(fl?j)» <
j=1

j=1

n

Zf] T +Z uy, u Loq?) Z(ut“, Agi(z))+y; Vz; €85 et y; tel queZyj =0

i=1 j=1
En partlcuher pour d € D on

n

ij )+ 3o, Mgyt + o) - S - ok A — i) <
j=1

j=1

n n n n
Z fj($j)+Z<U;, ud+1—ud>+2(ud+1, Agi(z;)+y;) Vx; €S;et y;tel quez y; =0
=1 =1

j=1 j=1
En passant a la limite on obtient

n
ij ) < zf] T +Z 4, AN*gi(z;) +vy;) Vz; €8 ety telqueZyj=0
j=1

Nous en déduisons alors que tout point d’accumulation de la suite u® est un vecteur dual
optimal du probléme (P.E). Pour conclure il suffit de montrer que u* admet un seul point
d’accumulation. Pour cela nous montrerons que le point d’accumulation (4,7;) de {uf,y%},
est unique.

Supposons que la suite {(u’,y%)} admet un autre point d’accumulation (a,7;), il existe
alors un ensemble d’indices infini K pour lequel

{Argi(af)} — —7;, {v*} — T et lim {Z fa‘(fﬂf)} = ij(fv

keEK

et de plus 7 est un vecteur dual optimal du probléeme (P.E).

Puisque @ est un vecteur dual optimal alors

S AE) € S HE D A + 4 (521

j=1




En remplagant z; par ¥ dans (5.5) nous obtenons

T

Z<Ut+1 Atg;(at)) = 3 X (Yt — b, Algi(at)y + > fi(shh) < > fi(h)
j=1

j=1 j=1
n

+ D {ut Ng; () = D — ) Mg (@),

j=1

en outre (5.10) implique que

SO, g — ) > 0.

En additionnant (5.21), (5.22) et (5.23) nous obtenons

ij +E t+1 gj( e +yt+1 ZfJ k)+z t+1 Atg]

+Z( L — gk, A (gi(25T) — g5(25)))

(5.22)

(5.23)

)+ v

En passant a la limite lorsque k tend vers 400, nous obtenons apres simplification

n n

Sttt =, Mgy + i) < D (W A=A +T) +

=1 i=1

Z( T yh A (g5 (=5 + (A7)

En utilisant les formules de mise & jour et le fait que > ;U; = 0 nous obtenons

n n

Z(ut—!—l — 7, uttl — ut> < Z<y;:+1 y§, wttl — oyt — t+1 + At(A*) >

i=1 i=1

Puisque Z y§ =0, 1'équation ci — dessus devient alors
j=1

n

St -7 +Z Byt oyt T <0, obt T = AY(A")

j=1
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Cette derniére est identique & I'inégalité (5.14) et en appliquant le méme processus que

dans la preuve du lemme 5.3 nous obtenons que la suite

n n
bt = {Z |lut —@||* + Z Hy;t - gj”?} est convergente.
j=1 7=1

Ainsi toutes ses sous suites convergent vers la méme limite. Puisque {yf} — Y, et
{uF} — W alors la suite {b'} converge vers 0. De méme on aura {y¢} — 7, et {u’} = 7,

donc y; = §; et T = 4.
Preuve du lemme 5.6
Supposons que {u'} — i, et {yf} — 7, alors {A’g;(z%)} — —7;. De plus supposons
que g;j(z%) — z; alors A*z; = —; d'ott z; = —(A*) 7.
Puisque Z; est une solution de
: N 1 .
min { (o) + (8, Moy(@) + S 'as(e) + 17
J J
alorson aVz; €5
. X . 1 N s . 1 N
F5(&5) + (8, N'g;(&))) + SN g5(35) + 9l1° < filmg) + (8 A'gj(z))) + Sl1A%g5(w)) + 51°

v

d’ou on a pour z; = z;

1 . . R 1 .
Fi(&5) + (0, A'g;(Z;)) + '2'[|At9j(33j) + 95117 < fi(2h) + (@, Alg;(ah)) + 5”—’\t91(33§) + g5
(5.24)

Puisque 7, est une solution de
N 1 ~1n
min {0, 1) + 511 = A°) 9+

n
S. 3 E Y;
Jj=1
nous avons

N— 1 N A 1 *\—1 -
(i, G) 45 1= A W) G451 < (@ yi)F5I=AA) T g4yl% Yy tel que Yy =0

J=1
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ainsi pour y; = y% on aura
~ o~ 1~ trax\—1xn 112 L 1t trAxY\—1n 112
(@, 5) + 51155 = AA) T4 < (@ yh) + Sl — A5 (5.25)
En additionnant (5.24) et (5.25) nous obtenons
- N AN PSTE TP PP P
Fi(5) + (8 A'g;(#;) +G5) + Sl1A°95(&5) + Gl° + 51195 — A (A7) 7 gl1° <

A~ 1 A 1 * —_— A~
£(@5) + (@, A'gj(w5) + y) + SlIA'g5(z5) + BilI” + Sl — A“(AT) gl
Ainsi en sommant suivant j I’équation ci-dessus devient

n

S 53E) + D0, Ngy() + 7+ 5 D IN'gy(35) + 351 + ZH% NP <

j=1

n ) 1 n L
> fila Z 7)) +9) + 5 legg o) + Gl + 5 D Iy — AN g

En passant a la limite lorsque ¢ tend vers 400 on obtient

n
ij +Z @, A"g;(Z;) + 9;) + Z”A*QJ )+ 9511°+
j=1

7j=1

1 ) A n .
'F'Z“E:Hyj—yjll2 < > fila)) (5.26)
=1 j=1

D’autre part comme (z,y},%) est un couple primal-dual optimal pour le probleme (P.E),

pour A = A* alors
ij( ny ;) + (4, A*g;(Z;) + F5)- (5.27)
Jj=1

En additionnant (5.26) et (5.27) nous obtenons

_Z 1A% g;(E5) + 951° + Z 19 — 9;11” <

=1
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Par conséquent nous avons A*g;(Z;) + J; = 0 et §; — §; = 0 donc

A*gi(Z;) + 7, =0 et Y §=0 (5.28)
j=1
ce qui prouve que (Z;, ;) est réalisable pour le probléme (P.E). En combinant (5.26),

(5.27) et (5.28) nous en déduisons que
S filas) =) fi(E)
j=1 J=1

Preuve du théoréme 5.2

La preuve est similaire & celle du théoreme 5.1. La seule différence réside dans la trans-
formation effectuée & partir de la relation (5.16) pour obtenir la relation (5.17).

Puisque A’ et A* ne sont pas diagonales mais définies positives et assez éloignées de zéro,
nous avons alors I'* définie positive mais non diagonale. Ainsi (I — I'¥) = (¢;) est une
matrice carré d’ordre n telle que eﬁj — 0 lorsque t tend vers oco. Dans ce cas il suffit
de poser € = max; ;{|€};|}, le reste de la preuve reste le méme ainsi que pour les autres
lemmes.

Ainsi (5.16) implique

n n n
SO flaktt =gl ) gt = g = e g = gl )l <

n n

> [asl +1g517] = D last > + g5 )2) vexi (5.29)

=1

.

j=1

Nous obtenons ainsi la relation (5.17) et le reste de la preuve reste identique & celle du

théoréme 5.1.
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5.1.2 Application de SALAMP au probleme monotropique

Considérons le probléme monotropique (P.M.) suivant
n
minz fi(z;)
j=1
(P.M.) sa Az =0b
a<z<f
ol A est une matrice (m X n) de vecteurs colonnes non nuls, b un vecteur de R™, o et
3 sont des vecteurs de R™. De plus les fonctions f; : R —] — 00, + oo sont fermées,

propres et convexes.

Posons A; la j¢ colonne de la matrice A alors on a

Ar = i ijj
j=1

" b
ﬁb*A.’L‘—Z(E—AjZ‘j)

j=1

Posons g;(z;) = 2 — A;z;, ainsi le probléme (PM) s’écrit alors

min Z e
=1

n
5.4 Zgj(xj) =0
j=1
Qj S Z; S /6]' VJ = 1a"'an

Comme dans le chapitre 4, nous posons D; un ensemble d’entiers tels que pour tout i ,

1 <i<m, on ait
{]/1 SJ Snﬂ'ij 7‘40} gDz (_: {1, 7n} avec dz: IDzI
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En appliquant SALAMP au probléme monotropique (P.M.) alors les sous-problémes de

I’étape 1 s’écrivent ainsi:

m
b; 1 b;
1 o L 1 ¢0i e N
i = arg%gggﬁj f;(%)‘*E“i(}\idi /\ialeJ—iji)_{_z./ZG:D ()"idi Ai@iiTj + Yj;)
1= /g€y

Abb;
= arg mln fi(z5) Zu fai; T + Z ——a 37 )\aw%(; +y§‘i)]

a;<z;< i/jeDs
t tz Atbs t
= argajgalériﬂj filzy) — (ub, A*A) s + Z ———a m — Mag;z;( czi + Y5:)]
- i/j€D; '

Formules de mise a jour
Les formules de mise & jour des différentes variables pour le probléme monotropique

s’obtiennent de la méme maniere que précedemment vu dans le chapitre 4. Elles s’écrivent

alors
)\t
ultt = ul + 7 St Voi=1,...,m
i+1 i t+1 )‘t t+1
y_jj——— )\(——— xj+) dé( +)
s : bi 1y =1
ou (z7) (a——a”:cj ) Vi=1,..,m
=1 "

5.1.3 Application au probléeme de mutiflot de cotit minimum

Dans cette section nous présentons I’algorithme SALAMP appliqué au probleme de mul-
tiflot de colit minimum. Nous considérons la formulation arcs-chemins de ce probleme
(voir probléeme (AC), chapitre 2) que nous reformulons sous forme monotropique.

Le probléme de multiflot de cofit minimum formulé sous forme monotropique s’écrit

n+nK

min Z fj (CEJ)
j=1
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(FMAC) 5.0 Az =10
0<zp;<¢c; Vi=1..n

ngkp v kap

ol A est la matrice d’ordre (n+ K) X (n + Zle Ny,) suivante

I —mMy —T9 <+ —TK
A=l0 0 w -+ 0
0 O 0 - wg

avec Ty la matrice d’ordre n X Ny dont la p° colonne 7, est
7]{ = (Wkp(l)77Tkp(2)7"'77rkp(n))

wy = (1,1,..,1) e RM VEk=12.K,
v’ = (0,0,...,0,r1,79,...,7x) € RPE et

T _
- = (3301,5802,---,$0n,$11,3312,---,931N1,$21,CC22,---,$2N2,---,$K1,93K2,---,$KNK)

oy di(mog) st j=1.m
f](a:]) - { 0 3'[: j:l{;p’ k:].,...,K, pzlyaNk

Posons

U = (Ul,’U,z,...,UmUl,UQ,...,UK)
A= diag{)\l,/\z,...,)\n,)\'l, 12,..., IK}
Yy = (yjl>yj27'"ayjnalfjl)l/;'Za"')Y}K) v .7 = 1,2,...,TL

W ,0 m ) )

K
Yrp = (Zhy 2hp 9%k 12k 12y ,...,Z,Ep)) Vk=1,..Ketp=1,.,Ng

Nous avons & présent tous les ingrédients pour appliquer la version monotropique de

l'algorithme SALAPM. En appliquant cette derniere & notre probleme (FMAC), les
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sous-problémes unidimensionnels de I’étape 1 de 'algorithme s’écrivent alors

£2
:vf,;rl = arg ogra%léc,' {cbj(xoj) )\ ut Toj + é;—.—asojz — )\;-mojy;j} .V ji=1.2,..
AL?
= arg 0<I£)§Iicj {¢j($0j) — A(uf + y5)zo; + ——;—xof} o Vi=12,.
et les problemes suivants

n )\t2

zpt! = arg mm{ Z)\ —4p () Thp — Ny Ul gy + Z LT (5)Thp
j=1

/\’ 22 L Gt N e
Z A Zk‘; xkp Ak .’L'k,p( Nk +ka )}

= o+l = arg mln {[ MU + Z)\ wimhp(5) + Z)\t g)z(’)

7=1
n )\tQ

Aptr
A;ct(lN;k' + Zl(clz,)t)]x Tk + Z ———7Tkp mk:p}

Ainsi la solution sera donnée par la projection de B sur l'intervalle [0,0c0[ ol

— 1 t it . t )\;ct’/‘]c
B=—3 ~[NSUE — Zx\tquz’ )Tap(3) + N (
N X X e () ] Ni
k
+24)")]
Ainsi zjh" = max(0,B)
En posant
K N
5; () = ZZW@ xz;l - x&“l Vi=1-n
k=1 p=1
5k($t+l) = 'I"k—ZfEH_l Vk:].,'",K
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alors les formules de mise a jour s’écrivent

t+1_u+)\§6(t+l) \V/]
J nj
1t

U — Ut 4 ?v,f (@) Yk

2\t
= Xl )V

)\t
2D = A (j)zh ! + 5 ;@) VE, p

/t Nk
Z(k)t+1 =Y t gl k me VE p

o n; désigne le nombre de chemins utilisant I’arc j.
Le test d’arrét sera basé sur les conditions d’optimalité de KKT. Ainsi pour tout couple
(z*,u*) solution du probléme (FMAC) (en tenant compte de la réécriture du domaine

réalisable) nous avons

¢5(wp;) = Ajuj st mg; >0

@5 (xg;) = Ajuj 8@ 3 =0

NURE = zn:wkp(j))\;u; si z}, >0
j:1
MU < Zwkp 7 8t Tp, =0
=1
J §i(z*)=0 V j
Sp(z*)=0 V k
0<zp;<¢; V j
0<z, V 4k




Il découle de ces conditions que

Si gl =0 NeUp <> mip() ) ()

j=1
n
Si x>0 NUR =) mip()o)(asy)-
i=1
Ainsi & Poptimum, pour chaque flot k, tous les chemins élémentaires actifs entre une

paire source destination relativement aux cotits ¢;(x5;) sont des plus courts chemins et

A 7 \ !
leur coflit commun est égal & A\ Uy.

Posons .
d’;(%og’) — Aju; sizo; >0
oj(z,u,A) =
min (¢} (zo5) — Ajuz, 0) i 205 =0
(Z?:l Trp () Njue5) — AUk 8t gp > 0
O-kp(m>u’>A) =

min (27, mip () Ast5) — MUk, 0) sizy =0

On fixe les seuils de tolérances €; et €5 et on arrétera l’algorithme lorsque

ma (000, g A1) ) < e
J 14

et max <max)(5j(mt)[, max |6k(:1:t)l> <€
J
Nous présentons maintenant ’algorithme SALA avec parametres multiples pour notre

probléme de multiflot de cofit minimum. Pour la mise & jour des matrices A, nous y

reviendrons plus tard.

Algorithme SALAMP

Etape 0 Initialisation
Choisir ¢ > 0, u’ € R™,

n K
Choisir y; et yy, tel que Z yj + Z Yp =0
j=1 k=1
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Etape 1 Résolution des sous-problemes

Pour j =1, ,n, déterminer
t2
141 : t(,t t J 2
Ty, = arg min (z05) — A3(u; + Y;)%o; + ——o;” §;
05 g0_<_$0j<cj{¢J( OJ) g( 2 ?JJ) 05 o T0j };

Pour k=1,.-- \K

Déterminer § la longueur du plus court chemin entre s; et {; avec gb;(xf)jl)

le coiit associé a ’arc j

SI fB<a Poser N, = Ny+1 (Introduction d’un nouveau chemin),
puis introduire un vecteur d’allocation des ressources (z,(fzsz et Z,i’;@k) associé au

nouveau chemin.

Pour p=1, -+ ,Ng

1 - :
1 1 tyrt t(,t (4t y
it = max(0,— ~[Ne Uk — E A5 (5 + 2 )map () +
r /\;ct +Z?=1>‘§‘27Tkp(9) j=1 Y "
T 4 Zm)
k Nk: kp

Etape 2 Test d’arrét
SI test vérifié STOP

SINON aller & I’étape 3

Etape 3 mise a jour
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t

A
4+ t+1 :
ust =yl +nJ53( otV

Ui = U+ 2
it = Mk + n—f@(mtﬂ) V3
/\
l(ci))tﬂ —/\37% (])CUE;I‘I‘;L;dj(«Tt-I-I) Yk p

/t Ny
k)t+1 t
2 = Nt - 2 th“ Vk, p

Pour ne pas avoir & introduire & chaque itération des vecteurs d’allocation des ressources,
nous utiliserons la formule de mise & jour de ces derniers afin de les éliminer. Ce simple
fait fera diminuer le nombre de variables & manipuler.

Nous avons & chaque itération & minimiser les n fonctions suivantes:

t2

5 (mo;) — A(uh + y5)zo; + %5’3012

t—1

AL
5 #‘% (CEEJ)

J

or = X lag, +

Ainsi les n sous-problémes unidimensionnels vont s’écrire alors
min {¢;(zo;) — Nufzo /\J [/\t:v — 2\ (g + ig—)xo]}
0<zg;<c; J I J ] 05 J 07 T4 I

! en remplacant

De maniére analogue, nous déterminerons la nouvelle expression de
k)t . o
dans son expression ci-dessus z(’ )t t Zy, (k) par leurs valeurs respectives. Ainsi nous obte-

nons

1 _
= max{0,

- —[OENTH DY AN T e (5) 2t
/\ﬁct2 + D i1 A;zwkp(j) Jz;l P
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1 t—1

Mg ) sz g 1)
t t t t N\ Tk k p kp tyt—1
UL - E Thp () Noug) + Ay ( N § :)\ A Ty (J n; 1}

C’est ainsi que l'algorithme SALAMP appliqué a la formulatmn arcs-chemin de notre

probléme de multiflot de colit minimum formulé sous forme monotropique devient

Algorithme SALAMP

Etape 0 Initialisation

Choisir ¢ > 0

Etape 1 Résolution des sous-problemes
Pour j =1, ,n, déterminer
AL 8;(zt
o' = arg | min {¢j($01) Numo; + [Ny — 2257 (a; + JT(Z‘ ))$0j]}~
i J

Pour k=1,--- K

= min g Tk (z
1<p< Ny, 4 p(J OJ

Déterminer 3 la longueur du plus court chemin entre s; et t; avec ¢(zf!?)

le couit associé a l’arc j
SI B<a Poser N,=N;+1 (Introduction d’un nouveau chemin)
Pour p=1,--- Ny

t+1 _
zy, = max{0,

1 tyst—1 - ty t—1 N
(A X+ D) NN T () 2hpt
AMQ"‘Z; 1/\32 p(,) k Nk ; J g 7 kp

it )\/t 1 Ve gt t
)‘/tUIc Zﬁkp )\t t )\;Ct()‘}cv:k Zp 1 kp Z)\t)\t 1 517(: )]}
J

Etape 2 Test d’arrét
ST test vérifié STOP
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SINON aller a ’étape 3

Etape 3 mise & jour
t+1_u +)\§(5( tH) Y
4 n;
j
t+1 __ 77t )\/t t+1
Ut = UL+ ZE 5, (2") Vk
Ny

Dans la partie subséquente nous comparons notre approche avec I’algorithme SALA.

5.2 Comparaison avec SALA

Dans cette section nous procédons & la comparaison de SALAMP et SALA. Nous com-
parons les deux algorithmes appliqués au probleme de multiflot. Dans le chapitre 2 nous
avons présenté une version de SALA appliqué au probleme de multiflot.

A Titération t avec le facteur de relaxation p = 1 les sous-problemes de SALA s’écrivent

)\ d; (m )
t+1 _ 2

1 t _ .
N S ) Ok~ 2l +

(S ()2,

1 + Zj:l Tkp (-7) =1 T

et la mise & jour des variables duales est donnée par les expressions suivantes

1 _ ¢
Tt = max{0,zy, +

A )
;"'l—u +nj5( H"l) Vj

A

6, (2") VEk
7, O )
Par contre en posant X! = A} = X pour tout 1 < j <n1 <k < K, et ¢ > 0, nous

Ut-!—l — Uk

obtenons une version simplifiée de SALAMP ou les sous-problemes s’écrivent

1 _ 1)t A2 o, 952
zof = arg 0<rmrglic ¢;(wo;) — Nuzmos + 7[%" — 2(wg; + n; YZos] ¢ -
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1
1+ Z?:l Tip(J

1 _ t
zy, = max{0,zy, + Y

7 (Ut - Zmp(j)up +

L k(@) o~ ()
1'*'2?:17%,(3')( Nj, M;Wkp(j) n; )}

La formule de mise & jour des variables duales est identique a celle de I’algorithme SALA.
Notons qu’on a une différence au niveau des sous-problémes unidimensionnels & résoudre
pour les deux algorithmes & chaque itération ¢, par contre les sous-problémes en zy, sont
identiques. En effet dans les sous-problémes unidimensionnels de SALA le parametre
d’échelle n’intervient que dans le dernier terme alors que dans SALAMP celui-ci est en
plus multiplié par la variable duale. Pour systématiser nous dirons que cette version
de SALAMP (avec tous les parametres égaux et constants) est bien différente de SALA
mais pourrait étre vue comme une version de SALA. Cette version simplifiée de SALAMP

coincide avec SALA lorsque \' =\ = 1.

Dans la section subséquente nous donnerons des résultats numériques de SALAMP
appliqué au probléme de routage dans les réseaux de données. Nous comparerons les
résultats obtenus avec ceux obtenus avec la décomposition proximale DP ou le facteur

d’échelle vaut 1.

5.3 Résultats numériques avec le probleme de rou-

tage

Les tests sont effectués sur un réseau ayant 19 sommets et 68 arcs que nous nommons R19.
Tous les problémes unidimensionnels sont résolus par ’algorithme combiné bissection-
Newton. Il est évident que I'on profiterait mieux de cet algorithme en exploitant sa

structure parallele, mais il a été codé en mode séquentiel. L’algorithme SALAMP est
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implémenté en C++ et les tests sont effectués sur une station Sun SPARC 4 connectée
sur un serveur arlequin RS8. Nous considérons que le nombre de commodités K = 25, les
demandes 7 sont toutes égales, de méme que les capacités c;, et la tolérance €; = €; =
1073, Pour ces premiers tests nous considérons seulement deux familles de valeurs, c’est
& dire que nous prenons tous les \; égaux et les X} égaux avec les A; et les \; pouvant

étre différents.

Tps CPU (en sec.) Nombre d’itération Valeur optimale
A=1
)\J;C =1 32.69 379 7.402175
A =08
A, =1.2 28.05 326 7.402276
A, =12 20.45 239 7.402148
X, = 0.2
= 1.2 14.79 172 7.401 891
N = 1.2
A, =05 17.89 429 7.401436
Aj=0.2
A, =038 9.42 110 7.401730

TAB. 5.1 — Sensibilité de SALAPM aux parametres A; et A

Rappelons que pour A\; = Aj, = 1 pour tout 1 < j < netl <k < K lalgorithme SA-
LAMP coincide avec la méthode décomposition proximale avec A = 1 et p = 1. Et c’est
cette derniére qui s’est avérée compétitive par rapport a la méthode de déviation de flot
(voir [69]). Sur le tableau 5.1, nous voyons que notre stratégie d’affecter & chaque arc j
du réseau et & chaque commodité k respectivement un parametre \; et A} semble donner
des résultats assez intéressants. Nos tests prouvent qu’avec cette approche, nous avons
plusieurs combinaisons possibles pour le choix des parametres pour lesquelles SALAMP

est plus efficace que SALA avec A = 1 comme suggéré dans la littérature ([69, 70]). Le
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tableau 5.1 illustre ce résultat. Notons qu’il existe des combinaisons pour lesquelles SALA
avec A = 1 est meilleur que SALAMP comme l'illustre le tableau 5.2. La question natu-
relle qui se pose est, comment trouver dans ce contexe les combinaisons pour lesquelles
SALAMP sera plus efficace que SALA? Nous tenterons de répondre a cette question dans

le prochain chapitre.

K =10 K=20
Temps CPU(sec.) Nbre itér. | Tps CPU(sec.)  Nbre itér.

| =1 XN=1 ]| 2.02 59 | 6.47 84 |
[N=12 N =12] 260 75 | 12.08 165 |
[N =12 N, =14] 2.77 80 | 14.65 189 |
| =08 N =1 | 1.63 48 | 3.33 43 |
[}, =06 X\, =08] 1.41 42 | 530 69 |
[, =02 X, =02 12.31 376 | 56.06 739 |

\j=14 N, =14 325 94 18.16 235

;=02 N =038 6.89 210 36.52 480

TAB. 5.2 — Sensibilité des parametres aux données du probleme

Le tableau 5.2 en plus de confirmer ce que nous disions plus t6t montre que les valeurs
A\j = 0.6 et A, = 0.8 perdent leur statut de meilleures valeurs rien qu’en changant le
nombre de flots K (ici K passe de 10 & 20). De ce résultat nous en déduisons la sensibilité
des parametres aux données du probleéme. Cette sensibilté sera étudiée beaucoup plus en

détails dans le prochain chapitre.

Dans ce chapitre nous avons proposé un algorithme de type SALA globalement convergent
qui lorsque les parameétres sont choisis adéquatement pourrait s’averer compétitif par rap-
port & la méthode de décomposition proximale (nous y reviendrons dans le chapitre 6).
En effet les expériences numériques ont montré que suivant les valeurs des paramétres
nous pouvons obtenir un algorithme tres efficace.

Dans le prochain chapitre nous tenterons de proposer un choix bénéfique pour les différents
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parameétres en étudiant plus en détails le comportement numérique de ’algorithme.
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Chapitre 6

ANALYSE NUMERIQUE DE LA
METHODE SALAMP

Dans ce chapitre nous procédons & I’analyse numérique de ’algorithme SALAMP. Dans
le chapitre précédent nous avons vu que le choix des parametres dépend des données du
probléme. C’est ainsi que nous considérons dans cette étude deux types de réseaux: un
réseau uniforme et un réseau non uniforme. Dans ce chapitre nous donnerons une étude
approfondie de I'impact des différents parameétres sur I’algorithme afin d’en déduire une
manidre de les gérer au mieux. Pour mieux comprendre I'impact de ces parametres, nous
commencerons notre étude en considérant un réseau uniforme c’est & dire un réseau ou
les demandes sont uniformes de méme que les capacités sur les arcs. Nous proposerons
une maniére de choisir les paramétres suivants les données du probleme. Nos tests sont
effectués sur le réseau R19 ou le nombre de commodités K vaut 20. Nous comparerons
notre approche avec la décomposition proximale ol le parametre A égal & 1 donne souvent
des résultats satisfaisants, comme suggéré par certains auteurs [69, 70]. Nous terminerons

ce chapitre en appliquant nos résultats sur d’autres problémes tests.
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6.1 Etude des parametres pour un réseau uniforme

Dans le chapitre précédent nous avons vu que 'algorithme SALAMP était sensible aux
parametres \; et A'y. Dans cette section nous examinerons cette sensiblité afin de proposer

une bonne approximation de ces derniers.

6.1.1 Impact des parameétres sur le nombre d’itérations

Le fait que les demandes soient uniformes de méme que les capacités sur les arcs nous
pousse & choisir les parameétres ); associés aux arcs égaux et les parametres )}, associés
aux commodités également égaux. En fixant \; = 0.03 pour tout j et en faisant varier
le parametre A}, nous déterminons ainsi la meilleure valeur de )A;, lorsque ); est fixé
4 0.03. La figure (6.1) et le tableau 6.1 ci-dessous illustre bien la variation du nombre
d’itérations en fonction de ;. Nous présentons dans le tableau 6.1 la partie la plus
importante car fournissant la meilleure valeur de \'gx. Mais notons qu’entre 0.009 et 0.01
le nombre d’itérations diminue et qu’a partir de la meilleure valeur de X'y (N = 0.23) le
nombre d’itérations augmente. Ceci peut étre observé sur la figure (6.1) ou en abscisse

nous représentons le logarithme du parameétre )’y et en ordonnée le nombre d’itérations.

En modifiant les données du probléme, nous observons une variation du nombre d’itérations
par rapport & )\ identique au tableau 6.1. Notons que 'intervalle dans lequel on a les
meilleures valeurs varie suivant les données du probléme. En fixant A’y et en faisant varier
cette fois-ci le parametre A;, nous obtenons des résultats similaires & ceux donnés dans
la figure (6.1) et par le tableau 6.1 comme nous pouvons le noter sur le tableau 6.2 et la

figure (6.2). Notons ici que le parametre X'y est fixé & 0.03

En suivant le processus décrit ci-haut (c’est a dire fixer \; et faire varier X'x)et en chan-
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| Xi | Temps CPU (sec.) | Nombre d’itérations

0.009 231.00 3024
0.01 188.42 2473
0.02 54.85 | 720
0.20 22.08 288
0.21 22.05 286
0.22 21.89 286
0.23 21.97 285
0.24 22.70 296
0.25 23.69 310
0.26 25.00 326
0.27 26.03 339
0.28 27.16 354
0.29 28.12 366
0.30 29.27 379

TAB. 6.1 — Sensibilité au parametre N’y avec A; fixé

3400
3000
2600 7
2200
1800 7
1400 7
1000

600 7

200 T T T T T T T T
-5 -4 -3 -2 -1 0

F1G. 6.1 — Nombre d’itérations en fonction de X'y avec \; fixé
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| ); | Temps CPU (sec.) | Nombre d’itérations |

0.05 23.14 303
0.06 21.65 283
0.07 20.20 264
0.08 18.87 247
0.09 17.21 225
0.10 15.22 200
0.11 17.08 223
0.12 19.01 249
0.13 20.76 271
0.14 24.39 318
0.19 53.05 691

TAB. 6.2 — Sensibilité au parametre \; avec N’y fixé

3000

2600

1800 7
1400

1000

200 T T M T T T T T T T T T T T

F1G. 6.2 — Nombre d’itérations en fonction de A; avec X'y fixé
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geant la valeur de ); chaque fois que nous obtenons la meilleure valeur de M\, nous
obtenons ainsi, aprés un certain nombre de tests, les valeurs optimales de \; et N,
comme l’illustre le tableau 6.3. Dans ce dernier nous remarquons que les parametres

optimaux sont \; = 0.11 et X' = 0.08.

A; | meilleur V' | Temps CPU (sec.) | Nombre d’itérations
0.02 0.29 173.80 2093
0.03 0.23 78.80 947
0.04 0.37 45.28 546
0.05 0.29 30.33 365
0.06 0.21 21.97 264
0.07 0.18 17.13 205
0.08 0.14 14.98 174
0.09 0.11 13.27 159
0.10 0.09 11.52 139
0.11 0.08 11.32 137
0.12 0.08 12.23 148
0.13 0.08 12.87 156
0.14 0.10 13.34 161
0.15 0.10 13.18 159
0.16 0.10 14.69 178
0.17 0.11 14.75 178
0.18 0.11 16.27 196
0.19 0.12 15.43 185
0.20 0.17 18.19 218

TAB. 6.3 — Détermination des parametres optimaux

Il ressort de ces tests (comme nous le constatons sur le tableau 6.3) qu'il est préférable de
choisir \; # N. En effet pour ), fixé, la valeur optimale de X'y associée différe de celle de
A; . Mais on remarque qu’au voisinage des valeurs optimales \; et X, sont assez proches.
Notons que le meilleur résultat pour A; = )i est obtenu lorsqu’ils sont égaux a 0.10 avec
147 itérations et 12.23 secondes. Nous remarquons que les résultats optimaux dans les

deux cas de figures différent de peu, mais il est & noter lorsque le réseau est assez chargg,
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il serait préférable de choisir \; # A’y comme nous le verrons ci-dessous avec I’étude des
lignes de niveau des itérations.

Pour compléter notre étude nous examinons & présent les lignes de niveaux du nombre
d’itérations en fonction des parametres A’ et \;. Nous considérons toujours notre réseau
R19 avec un nombre de commodités égal & 20. De plus nous supposons ici que les ca-
pacités sur les arcs valent 1250, en faisant varier la charge du réseau nous obtenons les
figures (6.3), (6.4) et (6.5), ol les demandes valent respectivement 50, 500 et 700. No-
tons que nous utilisons une échelle logarithmique pour les figures (6.3), (6.4) et (6.5) ou
nous avons en abscisse le paramétre )y et en ordonné le parametre ;. Ces dernieres
donnent plus d’informations sur le choix des paramétres que les figures (6.1) et (6.2).
En effet pour un réseau chargé ou non, en fixant un type de parametres nous obtenons
des courbes semblables aux figures (6.1) et (6.2) alors que les figures (6.3), (6.4) et (6.5)
ci-dessous nous donnent des renseignements supplémentaires. En fait sur ces derniéres
nous remarquons que lorsque le réseau n’est pas assez chargé, nous avons deux bonnes
régions pour le choix des parameétres (voir figure (6.3)). Par contre lorsqu’on augmente
progressivement la charge du réseau (on augmente ici la demande), le réseau devient de
plus en plus congestionné et on perd progressivement une des fégions comme nous le
constatons sur les figures (6.4) et (6.5). Il en découle alors un choix plus difficile pour les
parameétres. Ainsi il devient clair que le choix unitaire (A\; = X'y = 1) peut dans certains
cas étre catastrophique. De cette constatation nous en déduisons qu'’il est préférable de
choisir les parameétres de telle sorte qu'ils puissent suivre ce phénomene de retrécissement,
donc un choix dépendant des données du probleme.

Remarquons qu’en faisant une coupe suivant ’axe des abscisses ou suivant celui des
ordonnées sur les figures ci-dessous, nous obtenons des courbes semblables a celles des
figures (6.1) et (6.2). Il découle de ces tests que lorsque le réseau est non congestionné,
on peut se permettre de choisir des valeurs supérieures & 1 ou strictement inférieures &

1 comme D’illustre bien la figure (6.3). Une autre constation que nous avons faite est que

134




le choix A\; < Ny donnait de bons résultats. Notons que le choix \; = Ny colincide avec
des points sur la premiére bissectrice, ainsi graphiquement nous remarquons que cette
droite (la premiére bissectrice) passe dans la région optimale lorsque le réseau n’est pas
assez chargé (voir figure (6.3)). En outre lorsqu’on augmente la charge du réseau la région
optimale dévie et tend ainsi & ne plus contenir la premiére bissectrice (voir figures (6.4)
et (6.5)). Dans les réseaux pas trés chargés, on peut choisir X'y deux fois plus grand que
A; et méme plus dans certains cas. Par contre les tests ont montré que lorsque le réseau
est plus chargé les parameétres choisis inférieurs & 1 avec \; légerement inférieur & N
donnaient de meilleurs résultats. Ce dernier résultat peut se voir sur les figures (6.3),
(6.4)et (6.5) ci-dessous. Nous suggérons ainsi de choisir les parametres A; et X' tels que
Aj = 0Ny avec 1 < 0 < 2. Ainsi lorsque le réseau est congestionné il serait préférable de
choisir \; # Ny que de les prendre égaux, alors que dans le cas non congestionné pour
'un ou Pautre des choix, les résultats sont sensiblement les mémes (voir tableau 6.3 ol
les deux types de parameétres égaux & 0.10 donnent un aussi bon résultat que le choix

optimal).
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-6.21 ~5.47 4,72 -3.97 -3.22 =247 =172 -097 ~0.22 0.53 1.28

F1G. 6.3 — Lignes de niveau du nombre d’itérations ou 7 = 50

113
0.16
-0.80
=177 7
=273 7

~3.69

-5.62 ]

-7.55

-8.52 T T T T T T y T T T T T T T T T v T
-9.21 -8.22 =123 -6.24 -5.25 -4.26 ~3.27 -2.28 -1.29 -0.30 0.69

FiG. 6.4 — Lignes de niveau du nombre d’itérations ol r, = 500
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L13
0.16 7
~0.80
~1.77 7
-2.73

=3.69

—4.66 7
-5.62
-6.59 7

~7.55 7

-8.52 T T T T T T T T T ¥ T T N T T T T T
~9.21 -8.22 -7.23 -6.24 -5.25 -4.26 -3.27 —2.28 ~1.29 -0.30 0.69

FiG. 6.5 — Lignes de niveau du nombre d’itérations ou r = 700

6.1.2 Choix des parametres

Dans cette section nous proposons une formule empirique pour le choix des parametres
Aj et X4, Dans le chapitre précédent nous avons montré que lorsque dans SALA nous
choisissons le parametre A égal & 1 et dans SALAMP \; = X'y = 1, nous obtenons le méme
algorithme. Le choix A = 1 étant le plus suggéré dans la littérature, nous comparerons
ainsi les résultats donnés par notre formule empirique et ceux donnés par le choix unitaire
(A; = X', = 1). Pour ne pas alourdir la présentation nous donnons les résultats obtenus
sur dix problémes tests. Les tests sont effectués sur une station de travail Sun Sparc 4
connectée au serveur vega Sun Fire 880.

Nous donnons dans le tableau 6.5 suivant dix problemes tests générés par le réseau R19
et par quatre autres réseaux qui nous ont été fournis par le Docteur Adam Ouotrou
chercheur & France Télécom (Issy des Moulineaux, France). Ces problémes sont générés

aléatoirement en jouant sur le nombre de flots K, les capacités c; et les demandes ry.
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Nous donnons ci-apres les caractéristiques des différents réseaux.

| Réseau | Nombre de noeuds | Nombre d’arcs |

R19 19 68

R21 21 68

R60 60 280
R100 100 600
R800 100 800

TAB. 6.4 — Caractéristiques des réseaux tests

[ Problémes || Pbl [ Pb2 | Pb3 | Pb4 [ Pb5 [ Pb6 | Pb7 | Pb8 [ Pb9 | Pbl0 |
[ Réseaux [ R19 [ R19 | R21 | R21 [ R60 | R60 | R100 [ R100 | R800 | RS8O0 |

[ K ] 25 [ 30 [240 [420 [ 50 [ 100 | 30 [ 130 | 20 | 100 |
| ¢; [ 7341]1347]1433 | 1344 [ 10 [ 1345 ] 2648 [ 8967.35 | 1250 | 7843 |
[, J1937][ 153 ] 1 | 40 | 1 | 36 [264.8] 1550 [ 250 | 52.20 |

TAB. 6.5 — Problémes tests

De nos tests nous tirons la formule empirique suivante :

i= K.ry et Ak = Xj' (6.1)

DO W

En utilisant la relation (6.1) nous obtenons les résultats donnés par les tableaux 6.6 et
6.7.

Remarque: Dans les tableauz ci-dessous, (*) indique qu’un nombre élevé d’itérations
et/ou de temps d’exécution est requis (on prend comme seuil 5000 itérations et pour le

temps CPU 2 heures.)

Dans la quasi-totalité des tests effectués, le choix empirique (relation 6.1) semble étre
bénéfique. Nous avons rencontré seulement deux cas ou le choix unitaire est meilleur
que celui que nous suggérons. Le premier cas se rencontre lorsque les capacités sont trés

grandes par rapport aux demandes et de plus le nombre de commodités n’est pas assez
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| Choix des paramétres ||

Probléme Pbl

Tps CPU (sec.)

Nbre d’itér.

Valeur optimale

Choix unitaire 38.89 771 29.268
Choix empirique 20.50 417 30.375
| [ Probléme Pb2 [
Tps CPU (sec.) Nbre d’itér. Valeur optimale
Choix unitaire 31.34 629 10.654
Choix empirique 17.14 346 10.689

| |

Probléme Pb3

|

Tps CPU (sec.)

Nbre d’itér.

Valeur optimale

Choix unitaire

410.59

1036

0.448

Choix empirique

317.49

778

0.448

Probléme Pb4

|

Tps CPU (sec.)

Nbre d’itér.

Valeur optimale

Choix unitaire

()

Choix empirique

1685.98

2262

69.191

Probléme Pbb

|

Tps CPU (sec.)

Nbre d’itér.

Valeur optimale

Choix unitaire 484.76 552 23.175
Choix empirique 1448.68 1618 23.173
Probleme Pb6
Tps CPU (sec.) Nbre d’itér. Valeur optimale
Choix unitaire 3675.99 2077 11.380
Choix empirique 2323.98 1308 11.506

Probléme Pb7

Tps CPU (sec.)

Nbre d’itér.

Valeur optimale

Choix unitaire 4313.09 1979 16.195
Choix empirique 2195.49 989 16.193
[ | Probléme Pb8 |
Tps CPU (sec.) Nbre d’itér. Valeur optimale
Choix unitaire (*)
Choix empirique (*) 2004 0.846

TAB. 6.6 — Résultats avec la formule empirique




[ [ Probleme Pb9 |

Tps CPU (sec.) Nbre d’itér. Valeur optimale
Choix unitaire 2316.99 1262 20.792
Choix empirique | 835.79 451 20.611
| | Probléme Pb10 [
Tps CPU (sec.) Nbre d’itér. Valeur optimale
Choix unitaire (*) 3235 2.701
Choix empirique (*) 1636 2.701

TAB. 6.7 — Résultats avec la formule empirique (suite)

important (comme l'illustre le tableau 6.8). Le deuxiéme cas se rencontre lorsque les
valeurs des données sont assez petites (exemple probleme Pbb5). En effet sur les cing
réseaux lorsque nous posons la demande 7, = 1 et en choisissant la capacité variant
jusqu’a 10, les tests montrent qu’il est préférable d’utiliser le choix unitaire, par contre
~ en faisant varier la demande et choisir la capacité plus grande jusqu’a concurrence de
10, le choix empirique semble étre plus approprié. Nous n’avons pas pu expliquer ce

phénomeéne, mais le choix semble ici étre sensible & ’ordre de grandeur des données.

| K=5 [ Temps CPU (sec.) | Nombre d’itérations |
Choix empirique 2.22 218
Choix unitaire 1.72 172

| K=20 | | |
Choix empirique 15.42 431
Choix unitaire 11.42 333

| K=60 | | |
Choix empirique 58.41 588
Choix unitaire 58.65 577

| K=240 | | |
Choix empirique 317.43 778
Choix unitaire 410.59 1036

TAB. 6.8 — ¢; = 1000
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Il est & noter aussi que lorsqu’on augmente la charge du réseau, le choix empirique reste
meilleur mais le résultat n’est pas souvent aussi attrayant (voir tableau 6.9). C’est pour
cette raison que nous proposons dans la partie subséquente une heuristique pour améliorer
ce résultat. Les résultats présentés par le tableau 6.9 sont effectués sur le probleme P1
de la partie subséquente. Nous remarquons dans cette derniére que I’heuristique améliore

considérablement le résultat obtenu par la formule empirique.

Temps CPU (sec.) Nbre d’itér. Valeur optimale
Choix unitaire 203.97 5000 45.474
Choix empirique 156.34 3792 39.383
%\, = 0.0036
N = 0.0052 17.08 418 38.723

TAB. 6.9 — Résultats avec la formule empirique sur un réseau congestionné.

Le tableau 6.9 confirme ce que nous disions plus t6t et qui s’est vérifié dans tous nos
tests. Nous voyons ici que notre formule empirique emporte sur le choix unitaire (apres
5000 itérations, nous avons une solution réalisable mais non optimale) mais le résultat
obtenu avec la formule empirique n’est pas aussi satisfaisant. Ceci peut se voir rien qu’en

comparant avec la derniére ligne du tableau 6.9 ci-dessus.

6.1.3 Mise a jour des parametres

Dans cette section nous proposons une heuristique pour la mise & jour de la matrice
A. Nous avons vu que dans le cas d’un réseau assez chargé la formule empirique (6.1)
ne donne pas d’aussi bons résultats, bien que ces derniers soient meilleurs que ceux
donnés par le choix unitaire. Dans cette partie nous utiliserons d’autres problemes tests
engendrés toujours par les réseaux présentés dans le tableau 6.4. Nous choisissons d’autres

problémes dans le but d’avoir des réseaux plus chargés pour faire ressortir I'impact de
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notre heuristique. Cette heuristique utilise comme valeurs initiales celles données par la
formule empirique et procéde comme suit: nous faisons varier les paramétres \; et Xy &
toutes les 10 itérations pour les 100 premieres itérations. Entre 100 et 200 itérations les
parametres seront constants alors qu’entre 200 et 300 itérations, nous les ferons varier
a toutes les 20 itérations. Et enfin au delda de 300 itérations ces derniers vont rester
constants. Les relations (6.2) et (6.3) ci-dessous donnent de maniére concise la mise &

jour des parametres
((61\% si 0<¢<100, ¢=0mod(10)

AL si 100 <t <200
At = (6.2)
foA5 si 200 <t < 300, t=0mod(20)

t .
| )\j sinon.

(6,)% si 0<t<100, ¢=0mod(10)

Nt osi 100 < ¢ < 200
PUARES. (6.3)
)% si 200 <t < 300, t=0mod(20)

t .
[ A} sinon.

Nous prenons comme valeur initiale des parametres les valeurs données par la formule
empirique (6.1) alors que 6; et 62 sont choisis tels que % < 0, <6y < 1. Notons que le
fait de faire décroitre tres souvent les parametres fait qu5on obtient tres rapidement une
solution optimale non réalisable. Ceci s’explique par le fait que dans le test d’arrét, le
test d’optimalité dépend de maniére explicite des parametres ce qui n’est pas le cas du
test de réalisabilité. En outre en laissant fixe les parametres nous avons remarqué que
tres souvent la réalisabilité était satisfaite alors que I'optimalité faisait défaut. Ce qui a

ingpiré notre technique de mise a jour.
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Nous donnons ci-aprés des résultats montrant I'impact des coefficients 6; et 6, sur 1’al-

gorithme SALAMP.

6, | 62 | Nombre d’itérations | Temps CPU (sec.)
07109 684 25.88
07| 1 636 24.80
081 1 636 24.75

TAB. 6.10 — Impact des coeflicients 6, et 6;.

Le tableau 6.10 illustre I’influence des coeflicients 07 et 65 sur le comportement de I’algo-
rithme SALAMP. Rappelons que le probléme test est le méme que celui du tableau 6.9.
En comparant les résultats obtenus avec notre heuristique et ceux donnés par les deux
premieres lignes du tableau 6.9 (c’est & dire le choix des parametres souvent utilisé dans
la littérature et le choix donné par notre formule empirique), nous remarquons qu’avec
I’heuristique nous avons un gain notable aussi bien sur le temps CPU que sur le nombre
d’itérations. En effet avec la formule empirique (6.1), la solution optimale est atteinte
au bout de 156.34 secondes et en 3792 itérations (tableau 6.9 alors qu’avec 'heuristique
cette derniére est atteinte au bout de 25.88 secondes avec 684 itérations (tableau 6.10)).

Nous donnons a présent quelques uns des résultats obtenus avec notre heuristique.

[ Probléemes [ P1 [ P2 [ P3 | P4 | P5 [ P6 | P7 | P8 | P9 | P10 |

Réseaux | R19 | R19 | R21 | R21 | R21 | R60 | R60 | R60 | R100 | R100
C; 1250 | 7341 | 1344 | 1344 | 1344 | 1344 | 1345 | 1345 | 2400 | 2400
Tk 500 | 2500 | 40 40 | 100 | 36 | 360 | 360 | 107 | 107
K 20 25 | 100 | 400 | 175 | 20 | 100 | 18 20 50

TAB. 6.11 — Problémes tests.

Le tableau 6.12 donne les résultats obtenus par ’heuristique sur les problemes présentés

dans le tableau 6.11. Dans tous les tests le choix suggéré par la relation empirique 6.1
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Pemporte sur le choix unitaire, cause pour laquelle nous comparerons les résultats du

tableau 6.12 qu’avec ceux obtenus par la relation (6.1) et présentés dans le tableau 6.13.

[ Problémes | 6; | 6, | Temps CPU (sec.) | Nbre d’itérations |

P1 0.7 109 25.88 684
P2 0.6 109 59.68 1235
P3 0.7 109 79.21 479
P4 09 |1 1472.00 2205
P5 09 | 1 882.87 2952
P6 067 1 427.68 1070
p7 098 1 1515.20 873
P8 07 | 1 336.79 949
P9 09 |1 648.75 519
P10 08 |1 2400.20 742

TAB. 6.12 — Résultats avec I’heuristique.

| Problemes || Temps CPU (sec.) | Nbre d’itérations |

P1 156.34 3792
P2 896.53 18237
P3 2142.75 12296
P4 1947.46 2748
P5 1165.18 3833
P6 2375.52 6192
p7 2323.98 1308
P8 3890.78 11298
P9 1225.39 949

P10 6981.13 2118

TAB. 6.13 — Résultats avec la formule empirique.

11 ressort de cette étude que l'utilisation des formules (6.2) et (6.3) (de 'heuristique en
d’autres termes) semble donner une nette amélioration de ’algorithme SALAMP par
rapport & l'utilisation de (6.1), comme nous pouvons le constater avec les tableaux 6.12
et 6.13. Le probléeme majeur de cette heuristique est le choix des meilleurs coefficients 6

et 0. Mais il est a noter que le choix % < #; < 05 <1 semble étre bénéfique.
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Jusqu’a présent nous avons travaillé seulement avec des réseaux uniformes. Cette étude
avait été dictée par le besoin de mieux appréhender comment agissent nos différents pa-
rametres sur 'algorithme afin de pouvoir les gérer au mieux. Dans la section subséquente

nous nous intéresserons aux réseaux non uniformes.

6.2 Cas d’un réseau non uniforme

Dans cette section nous considérons des réseaux non uniformes (c’est a dire avec des ca-
pacités et demandes non uniformes). Du fait de cette nouvelle donne (la non uniformité
du réseau) et de la structure de l'algorithme, nous avons jugé nécessaire de choisir les
parametres A\; non uniformes de méme que les X' afin d’accroitre l'efficacité de ’algo-
rithme. La pluralité des parameétres rend difficile leur choix. Néanmoins nous avons pu
trouver une maniere assez efficace de les choisir, dans ce choix les A; sont pris distincts
alors que les A’y sont pris tous égaux. Ceci est dii au fait que nous n’avons pas pu trouver
une manieére de choisir ces derniers distincts mais nous pensons que si un tel choix venait
a étre effectué, cela améliorerait I'efficacité de I'algorithme. Le choix que nous proposons
est le suivant:

G

K
Posons D = Zrk et N\ = D’

k=1
pour les X'y nous proposons les choix suivants §max;{};}, 8min;{)\;} fmoy,;{)\;} (o
moy designe la moyenne) avec § > 0. Nous donnons dans le tableau 6.14 ci-dessous les
résultats obtenus sur le réseau R19 avec § = % Ici nous avons choisi § = % car donnant
des meilleurs résultats dans la majeure partie de nos tests bien qu’on puisse trouver dans
certains cas d’autres valeurs meilleures que 2. Il est & noter que le choix N = 3 min;{);}
ne donne pas toujours le meilleur résultat. Il est impossible de dire quel est le meilleur

choix pour A}, parmi les trois possibilités présentées dans le tableau 6.14 car ce choix est
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1 N [ Temps CPU (sec.) | Nombre d’itérations | Valeur optimale |

2 max;{\;} 133.27 2389 34.626
= min;{\;} 75.19 1421 34.624
smoy,{)\;} 107.32 1934 34.629

TAB. 6.14 — Choix pour \; avec § = 2

sensible aux données du probléme. Par contre ces différents choix donnent de meilleurs

résultats que le choix unitaire comme l’illustre le tableau 6.15 ci-dessous.

| Temps CPU (sec.) | Nombre d’itérations | Valeur optimale |
Choix unitaire || 3600.00 [ 64585 | 34.617 ]

TAB. 6.15 — Résultat avec le choix unitaire

Bien que ces choix semblent efficaces, nous avons trouvé un meilleur choix pour les
différents parametres. Pour cette raison nous nous intéresserons qu’a ce choix dans la
suite de cette thése. Dans ce dernier, nous proposons de prendre tous les A; égaux de
méme que les X' avec \; # Aj. Le tableau 6.16 ci-dessous illustre bien que ce choix donne

de meilleurs résultats que ceux donnés dans les tableaux 6.14 et 6.15.

| ;| Nk || Temps CPU (sec.) | Nombre d’itérations | Valeur optimale |
| magdal | 2y | 38.84 | 691 | 34626 |

TAB. 6.16 — Meilleur choix pour les parametres

Comme nous le disions plus t6t, nous considérons les A; uniforme de méme que les \'j.
Pour cette raison nous examinons comme dans le cas non uniforme I'impact des pa-
rametres sur le nombre d’itérations et sur le temps CPU. En effet prenant les parametres
Aj (respectivement \'y) fixés et en faisant varier les A’ (respectivement );), nous obte-

nons des résultats identiques au cas uniforme (figure 6.1 et tableau 6.1), (respectivement
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figure 6.2 et tableau 6.2). Le tableau 6.17 illustre ce résultat, nous fixons 'y = 0.2,
Vi=1-",n.

Aj 0.08 | 0.09 | 0.11 | 0.13 | 0.15 | 0.17 | 0.18 | 0.2 0.3

Temps CPU (sec.) | 30.89 | 31.67 | 28.51 | 27.11 | 26.16 | 32.49 | 33.57 | 36.31 | 51.38

Nbre d’itérations | 582 | 597 | 536 | 509 | 496 | 613 | 633 | 691 | 968

TAB. 6.17 — Nombre d’itérations et temps CPU en fonction de )\; dans un réseau non
uniforme.

Dans la partie subséquente, nous proposons une formule empirique pour un choix efficace

des parametres.

6.2.1 Choix empirique des parametres

Des expériences numériques effectuées, nous déduisons le choix empirique suivant :

20 — min{c; } ot ol = max{c;}

Aj = 0,z1
;=7 € [z0,z1] avec D D

(6.4)

A'kz—g'y Vik=1-- K

Nous donnons ci-apres les résultats obtenus sur le réseau R19. Les tableaux 6.18 et 6.19
montrent que le choix de \; dans l'intervalle ci-dessus est fonction de la charge du réseau
(nous faisons ici varier la demande totale). Mais il est & noter que toutes les valeurs de
'intervalle ne donnent pas de meilleurs résultats que le choix unitaire (voir tableau 6.23
ou pour les problémes N4, N6 et N8 le choix \; = z0 ne donne pas un bon résultat). Par
contre dans nos tests nous avons pu a chaque fois trouver des valeurs meilleures que le
choix unitaire ce qui laisse croire qu’en utilisant des parameétres variant dans cet intervalle

nous pourrons améliorer les résultats. Nous reviendrons dans la partie subséquente sur
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l'utilisation de parameétres variables. Puisque < est compris entre z0 et x1, alors nous

pouvons P’écrire sous la forme v = (1 — a)z0 + ozl ot 0 < a < 1.

o | 0 [017]023[045 ] 052 [ 0.84 | 093 | 1 |

Tps CPU (sec) | 17.15 | 36.00 | 58.88 | 69.83 | 105.55 | 205.07 | 224.43 | 268.65
Nbre d’itér. 325 | 687 | 749 | 1672 | 2006 | 3896 | 4231 | 5092

TAB. 6.18 — Nombre d’itérations en fonction de o avec D = 538.

| o | 0 o017 ][ 023045 | 052] 084 | 093 | 1 |
Temps CPU (sec) | 73.59 | 28.02 [ 39.12 | 54.41 | 60.00 | 120.98 | 155.16 | 167.29
Nbre d’itérations | 1253 | 483 | 518 | 948 | 1083 | 2119 | 2707 | 2908

TAB. 6.19 — Nombre d’itérations en fonction de o avec D = 879.

Sur les tableaux 6.18 et 6.19 ci-dessus, nous remarquons que le choix de A; est sensible &
la charge du réseau et de plus les choix proposés ci-haut donnent de meilleurs résultats
que le choix unitaire. En effet le nombre d’itérations obtenu dépasse 6000 itérations.
Nous avons pu identifier un cas ou le choix unitaire semble meilleur que nos formules
empiriques. Ce cas se rencontre lorsque les capacités sur les arcs ne sont pas trés grandes
devant les demandes et que le nombre de flots circulant dans le réseau n’est pas assez
élevé. Les tableaux 6.20 et 6.21 (ou nous représentons le nombre d’itérations) illustrent
bien ce résultat. Notons sur ces derniers que les capacités sont égales avec différentes
valeurs pour les demandes; ainsi notre intervalle de choix se réduit a un seul élément et

ainsi notre la relation (6.4) se raméne a la relation (6.1).

K 5 10 20 | 35 | 50
Choix empirique (6.4) | 5710 | 1652 | 507 | 164 | 589
Choix unitaire 1469 | 1717 | 1586 | 827 | 1407

TAB. 6.20 — Réseau R60: ¢; = 5 maxry.
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K 5 10 | 20 45 80 | 100
Choix empirique (6.4) | 146 | 294 | 370 | 665 | 853 | 950
Choix unitaire 192 | 636 | 620 | 1320 | 1660 | 1687

TAB. 6.21 — Réseau R100: ¢; = 20 max ry.

Dans le tableau 6.23, nous présentons quelques résultats obtenus avec la formule empi-

rique (6.4). Mais avant nous donnons ci-apres les caractéristiques des problémes tests.

Problemes | N1 | N2 | N3 | N4 | Nb N6 N7 N8
Réseaux | R19 | R19 | R60 | R60 | R100 | R100 | R100 | R100
K 25 | 30 | 80 | 100 | 70 124 45 80

TAB. 6.22 — Probléemes tests

X NiI | N2 | N3 | N4 | N5 | N6 | N7 | N8
mine 3147 | 306 |3672| (*) |3810°] (¥) [1398| (%)
moy{e} 1400 | 2626 | 404 | 802 | 396 | 2210 | 424 | 529
ey 687 | 6472 | 3661 | 479 | 4061 | 5031 | 6229 | 2864

| Choix unitaire | 17668 | 13949 | 1626 | 1891 | 1556 | 2954 | 1394 | 1966 |

TAB. 6.23 — Nombre d’itérations: choix empirique versus choix unitaire

Nous remarquons sur le tableau 6.23 que le choix empirique ’emporte sur le choix unitaire.
Bien qu’il existe quelques valeurs appartenant & l'intervalle [20,z1] ne donnant pas de
meilleurs résultats que le choix empirique, nous avons pu a chaque fois trouver des valeurs
dans cet intervalle donnant des résultats meilleurs que le choix empirique. A partir de
ce résultat nous en déduisons qu'’il est préférable de faire varier le parametre \; dans cet
intervalle. Dans la partie subséquente, nous proposerons une technique de mise a jour

des parametres assez proche de celle donnée dans la section précédente.
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6.2.2 Mise a jour des parameétres pour un réseau non uniforme

Dans cette partie, nous proposons une heuristique pour la mise & jour des parametres.

Cette heuristique est basée sur la formule suivante:

BX: si 0<t<100 et ¢=0mod(10)
PVARES (6.5)

)\g sinon

BNE si 0<t<100, et t=0mod(10)
N = (6.6)
N sinon

olt 1 < < 1.4, A0 =Z0% e \) = 200,

Le tableau 6.24 illustre la sensibilité de I’algorithme SALAMP au coefficient 3. Nous re-
marquons aussi que lorsque ce dernier est choisi comme indiqué ci-dessus, nous améliorons
considérablement les résultats donnés par la formule empirique. Le tableau 6.25 ci-dessous
illustre les résultats obtenus avec I’heuristique (6.5 et 6.6) sur les huit problémes ci-dessus
(tableau 6.22).

Le principal probléme dans les relations (6.5) et (6.6) est de trouver le meilleur choix
pour 3. Dans certains cas choisir ce dernier égal & 1 (comme pour le probléme N1), ce

qui revient & utiliser la formule empirique, ’emporte sur I’heuristique. Nous suggérons

ainsi de choisir 4 dans l'intervalle [1,1.2].

B 1.02 1103 1.05}107(1.09| 11|12 1.3
Nombre d’itérations | 873 | 702 | 464 | 413 | 435 | 462 | 550 | 1332

TAB. 6.24 — Nombre d’itérations par rapport (3 sur le probleme N7
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problemes N1 | N2 | N3 | N4 | N5 | N6 | N7 | N8
B 1.07 101 |112| 12 |116| 1.3 |1.07|1.13
Nombre d’itérations | 925 | 639 | 340 | 390 | 517 | 892 | 413 | 489

TAB. 6.25 — Résultats avec I’heuristique avec différentes valeurs de

Dans cette derniere partie nous comparons les nombres d’itérations obtenus suivant
différents choix des parametres. Pour fixer les idées donnons quelques explications par
rapport aux différents termes utilisés pour nommer ces choix.

e Nous entendons par choix optimal uniforme le choix optimal (en nombre d’itérations)
lorsqu’on prend A; = A.

e Nous entendons par choix optimal non uniforme le choix optimal (en nombre d’itérations)
lorsque A; # Ay et les \; égaux entre eux de méme que les \.

Notons que dans les deux cas ci-dessus les valeurs optimales ne sont pas connues a priori.
En fait ces valeurs sont déterminées apres maintes expériences. Nous voyons qu’un tel
choix n’est pas pratique, cause pour laquelle nous proposons une heuristique pour le choix

et la mise & jour des parametres.

It—unit.
It—heur.

La figure 6.6 ci-dessous représente le logarithme népérien du ratio { } sur différents
problémes, ou It-unit. et It-heur. désignent respectivement le nombre d’itérations donné
par le choix unitaire et celui obtenu par ’heuristique. L’histogramme (figure 6.6) montre

que dans la quasi-totalité des tests I’heuristique ’emporte sur le choix unitaire. En effet

It—unit.
It—heur.

nous observons que la valeur de In{ } est positive (qui se traduit graphiquement
par des segments de droites verticaux au dessus de 0) sur presque tous les tests , ce qui
prouve que I'heuristique se comporte mieux que le choix unitaire. Il existe quelques rares
exemples pour lesquels I’écart entre les nombres d’itérations donnés respectivement par

’heuristique et le choix unitaire est pas trés petit (ordonnée 26 et 27 par exemple) voire

méme négligeable (ordonnée 28 par exemple). Signalons que nous utilisons ici § = 1.12
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car ce choix semble bénéfique.

‘

-1

-2 T T T T T T T T T T T T

F1G. 6.6 — Comparaison des nombres d’itérations donnés par le choiz unitaire et I’heuristique

(ot B = 1.12). L’histogramme représente le ln{%} (ot It-unit. et It-heur. représentent
respectivement les nombres d’itérations donnés par le choiz optimal uniforme et Uheuristique).

Le fait que le ln{%,f—:}l‘%‘%} soit souwvent positif monitre la performance de I’heuristique par rapport

au choiz unitaire.

Nous comparons a présent les nombres d’itérations donnés respectivement par le choix

optimal uniforme et le choix optimal non uniforme. La figure 6.7 représente le logarithme

It—unif.

fimunir OU It-unif et It-nunif représentent respectivement le nombre

népérien du ratio
d’itérations donné par le choix uniforme optimal et celui donné par le choix optimal non
uniforme. Nous remarquons que le choix uniforme I’emporte sur celui non uniforme, ce qui

illustre bien que notre stratégie de choisir les parametres différents est bénéfique. En effet

It—unif.

i €St presque toujours positif sauf pour quelques rares

la figure 6.7 montre que In
cas ol ce dernier est négligeable voire méme nul, ce qui signifie que dans ces cas les deux
choix sont équivalents. Puisque ces valeurs optimales ne sont pas connues a priori nous

nous contenterons d’utiliser I’heuristique avec [ choisi comme précédemment annoncé.
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Sur la figure 6.8, nous comparons les nombres d’itérations donnés respectivement par le
choix optimal non uniforme et par ’heuristique. Comme précédemment nous comparons
le logarithme du rapport #=22U- Rappelons que I’heuristique utilise deux valeurs pour les
parametres comme dans le cas du choix non uniforme. Mais avec I’heuristique ces derniers
sont mis a jour au cours des itérations. Par conséquent 1'heuristique est une instance du
choix non uniforme et le résultat auquel nous pouvons nous attendre que la valeur de
In ﬁ“—__—fﬁ% sera toujours positive (comme le montre la figure 6.8) car nous choisissons les
valeurs optimales pour le choix non uniforme. L’objectif ici est de mesurer ’efficacité
de I’heuristique par rapport au choix optimal. Nous remarquons sur la figure 6.7 que le
nombre d’itérations donné par le choix non uniforme optimal réduit en moyenne de deux
tiers le nombre d’itérations donné par ’heuristique. De ce dernier résultat et du fait que

'heuristique soit largement meilleure que le choix unitaire (suggéré par la littérature),

nous en déduisons ainsi que le choix suggéré par I’heuristique est satisfaisant.
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Fia. 6.7 — Comparaison des nombres d’itérations donnés par le choiz optimal uniforme et
le choiz optimal non uniforme. L’histogramme représente le ln{IItt:n‘:lIglff} (o0 It-unif. et It-
nunif. représentent respectivement les nombres d’itérations donnés par le choiz optimal uniforme
et le choiz optimal non uniforme). Le fait que le ln{ét_‘lﬁﬁff"} soit souvent positif prouve la

performance du choiz optimal non uniforme sur celui optimal uniforme.
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Fia. 6.8 — Comparaison des nombres d’itérations donnés par le choiz optimal non uniforme

et Uheuristique. L’histogramme représente le ln{IItt:I}ll‘fI‘l’irf} (ot It-heur et It-nunif représentent

respectivement les nombres d’itérations donnés par Uheuristique et le choiz optimal non uni-

forme). Le fait que le ln{%fl%%} soit souvent positif prouve la performance du choiz optimal

non uniforme sur l’heuristique.
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Dans ce chapitre nous avons procédé a une analyse numérique approfondie de ’algorithme
SALAMP. Cette analyse s’est faite en étudiant I’impact des parametres sur la convergence
de lalgorithme. De cette étude nous en avons tiré des formules empiriques pour choisir
les parametres mais aussi des heuristiques pour leur mise & jour. Les choix que nous
avons suggérés se sont avérés meilleurs que le choix unitaire qui était souvent utilisé dans
la littérature (voir [69, 70]). Notons que le résultat obtenu avec I'heuristique peut étre
amélioré si un bon estimé du coefficient 3 est connu ou de meilleurs estimés pour les

valeurs initiales pour les parametres \; et A, sont trouvés.
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CONCLUSION

Dans cette thése nous avons proposé une nouvelle approche de décomposition basée sur la
méthode du Lagrangien augmenté séparable (communément appelée Separable Augmen-
ted Lagrangian Algorithm ou SALA dans la littérature anglophone). L’algorithme que
nous avons proposé peut étre vu comme une extension du Lagrangien augmenté séparable,
il s’appuie sur une réécriture du domaine réalisable en pondérant chacune des lignes des
contraintes. Cette pondération s’est faite en multipliant la matrice des contraintes par une
matrice A symétrique définie positive (rappelons que dans nos expériences numériques
A est choisie diagonale). La méthode ainsi obtenue est appelée SALA avec paramétres
multiples notée SALAMP (Separable Augmented Lagrangian Algorithm with Multiple
Parameters). L’étude de convergence de P’algorithme a révélé que notre méthode possede
les propriétés de convergence globale. Apres avoir procédé a I’étude de convergence, nous
avons appliqué notre algorithme au probléme monotropique qu’il décompose en sous-
problémes unidimensionnels. Appliqué au probléme de multiflot de colit minimum non
linéaire et convexe, l'algorithme SALAMP décompose le probleme en sous-problémes
unidimensionnels suivant les arcs du réseau, que nous avons résolus par l'algorithme
combiné bissection-Newton, et en problemes de recherche de plus courts chemins suivant
les différents flots, résolus par I’algorithme de Djikstra.

Dans la derniére partie de cette thése, nous avons procédé & ’analyse numérique de
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lalgorithme SALAMP. C’est ainsi que nous avons appliqué SALAMP au probleme de
routage dans les réseaux de données ou la fonction & minimiser est le délai moyen de
transit des données, donnée par la fonction de Kleinrock. L’étude numérique a révélé
la sensibilité de l'algorithme aux parametres qui eux mémes dépendent des données
du probleme. C’est ainsi que nous avons proposé des choix possibles des paramétres
(dépendant des données du probleme) donnant des résultats meilleurs que ceux présentés
par la littérature. Nous avons ensuite proposé des heuristiques pour la mise a jour des
parametres qui se sont montrées tres intéressantes. En effet 'utilisation de parametres
variant suivant les itérations a amélioré de beaucoup les résultats obtenus par les formules
empiriques.

Les futurs travaux sur la méthode SALAMP devraient porter sur:

e I'analyse de convergence pour des problemes avec contraintes non linéaires,

e 'analyse de convergence lorsque les sous-problemes en z; sont résolus de maniere ap-
proximative, c’est & dire se contenter de solutions € — optimales ou € > 0. L’analyse de
convergence lorsque la suite A? est simplement contenue dans un compact, et non plus
convergente pourrait étre intéressante,

e 'examen de son comportement sur d’autres types de problémes comme le probléme de
transport,

e une implémentation en parallele. I’algorithme SALAMP de par sa structure gagnerait
beaucoup d’une implémentation en parallele. En effet avec une implémentation synchrone
ol chaque processeur aura a traiter un sous-probléme avec un niveau centralisé pour ef-
fectuer le test d’arrét et gérer I’étape de mise a jour, on gagnerait beaucoup sur le temps
de calcul. L’étude d’une implémentation asynchrone pourrait aussi étre intéressante ou
le niveau centralisé sera sollicité & chaque fois qu’un processeur aura fini de traiter un

sous-probléme, ce qui ressemble a une technique de type Gauss-Seidel.
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