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SOMMAIRE

Dans cette these nous proposons une methode de decomposition basee sur Ie Lagran-
gien augmente separable (Separable Augmented Lagrangian Algorithm ou SALA dans la
litterature anglophone). L'algorithme que nous proposons s'appuie sur une reecriture du
domaine realisable ou la matrice des contraintes est multipliee par une matrice symetrique
definie positive. Nous obtenons ainsi un algorithme globalement convergent que nous
nommons Lagrangien augmente separable avec parametres multiples (en anglais Sepa-
rable Augmented Lagrangian Algorithm with multiple parameters ou SALAMP). Des
resultats de convergence ont ete obtenus avec des hypotheses faibles de convexite de
1'objectif en presence de contraintes lineaires. Apres 1'etude de convergence, nous avons
applique dans un premier temps SALAMP au probleme monotropique. II decompose ce
dernier en une suite de problemes dont chacune des fonctions objectif s'ecrit comme un
Lagrangien parametrise et qui benificierait beaucoup d'une implementation en parallele.
Apres les problemes monotropiques, nous nous sommes interesses a une de leurs instances
a savoir Ie probleme de multiflot de cout minimum non lineaire et convexe. L'algorithme
SALAMP decompose ce dernier en sous-problemes unidimensionnels suivant les arcs du
reseau (que nous avons resolus dans Ie cas du probleme de routage des donnees par Pal-
gorithme combine bissection-Newton) et en problemes de recherche de plus court chemin
suivant les differents flots (resolus dans Ie cas du routage des donnees dans les reseaux
de communication par 1'algorithme de Djisktra).
La derniere partie de cette these est consacree a 1'analyse numerique de 1'algorithme SA-
LAMP. C'est ainsi que nous Pavons applique au probleme de routage dans les reseaux
de donnees ou nous avons tour a tour propose des formules empiriques pour Ie choix des
parametres mais aussi des heuristiques pour leur mise a jour . Nous avons ainsi obtenu
des resultats tres satisfaisants et par ailleurs meilleurs (en terme de nombre d'iterations
et de temps d'execution) que ceux donnes dans la litter ature.
Rappelons que la these debate par une presentation des problemes de flots simples, puis
des problemes de multiflot et de leurs principaux algorithmes de resolution. Ensuite un
bref rappel de la methode de Lagrange classique est donne avant de presenter 1'algorithme
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SALA et un bref survol des methodes de type Lagrangien augmente separable (telles que
celle de Peacemann-Rachford et celle de Douglas-Rachford pour ne citer que celles-ci) et
leurs principaux resultats de convergence.
Rappelons que les contributions majeures dans cette these sont de deux ordres. Dans
un premier temps nous avons propose un algorithme globalement convergent sous des
hypotheses plus faibles que celles trouvees dans la litterature pour des algorithmes de
la meme classe c'est a dire de type Lagrangien augmente. D'autre part nous avons pro-
pose des formules empiriques et heuristiques donnant sur Ie plan numerique des resultats
meilleurs que ceux donnes par la methode de decomposition proximale.
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Notations et definitions

Dans cette these, nous employons les notations et definitions suivantes, qui ne sont pas

sytematiquement rappelees:

• "H designe un espace de Hilbert reel,

• M est V ensemble des reels,

• Nous utilisons {•, •} pour designer Ie produit scalaire sur Mn (ou sur /H) et || • || la norme

Euclidienne,

• I designe 1'operateur identite, mais aussi la matrice identite,

• H est une matrice definie positive,

• \\x \\s est la norme definie par \\x \\s = {x,Hx).

• MT est la matrice transposee de M,

• T est un operateur maximal monotone.

On note aussi:

• t 1'indice des suites generees par les algorithmes, mais aussi Ie numero des iterations

des difFerents algorithmes,

• A est un parametre d'echelle associe au terme proximal,

• \j est un parametre associe a Parc j d'un reseau,

• \k est un parametre associe a la commodite k circulant dans Ie reseau,

• A est une matrice symetrique definie positive. Elle sera prise diagonale dans certains

XV



cas.

• Si/ : Rn —> R est une application convexe, Qf(x) designe Ie sous-differentiel de / en

X.

• Si f est de classe C , Ie gradient de / en x est Ie vecteur colonne

9fW ^ ^ ^ Qf[x} ^ ^ ^ Qf(x]
~9xz '' ' ' ' ~9xi ' ' ' ' '^Sn

• Si g : Mn —> Mm, on notera V^(aj) la matrice jacobienne (m x n) definie par

^7g(x) = [^gi(x),'' • ,Vgj(x),' • • ,V^(a;)]
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INTRODUCTION

L'interet pour les problemes d'optimisation de grande taille s'est developpe dans les vingt

cinq dernieres annees et continue aujourd'hui de connaitre une ascension fulgurante. Ceci

est du d'une part a 1'approche systemique pour modeliser des systemes reels de plus en

plus complexes, et d'autre part a 1'accroissement de la puissance de calcul des micro-

processeurs et les recentes possibilites de multiplier leur potentiel avec des architectures

paralleles qui semblent repousser les limites du traitement pratique de ces modeles.

Les methodes de decomposition sont des candidats naturels pour la resolution des pro-

blemes d'optimisation de grande taille (voir [63] pour Ie cas lineaire), en effet elles

decomposent Ie probleme en sous-problemes plus simples. La reduction de la taille du

probleme original n'est pas la seule motivation pour la decomposition en sous-problemes,

parmi tant d'autres nous pouvons citer:

• La decomposition heterogene des modeles lorsque la juxtaposition de certaines parties

du modele rend difficile son traitement numerique (comme dans un modele mixte avec

des variables continues et discretes).

• La decentralisation de la prise de decision telle que la procedure de decomposition

permet de trailer des sous-systemes autonomes qui sont capables de calculer leur propre

part dans la solution globale sans avoir besoin d'un niveau de decision centralise.



• La parallelisation des calculs suivant les differents processeurs.

Dans cette these nous nous interessons particulierement a une methode de decomposition:

la methode du Lagrangien augmente separable. Dans 1'etude de 1'algorithme du La-

grangien augmente separable (en anglais Separable Augmented Lagrangian Algorithm,

SALA), nous 1'appliquerons a une famille de problemes de grande taille: celle des problemes

separables a objectif convexe et difFerentiable en presence de contraintes de couplage.

L'optimisation des grands reseaux (reseaux de transport, reseaux de telecommunication

ou de teleinformatique, etc.) est un domaine propice ou surviennent de tels problemes.

Parmi les problemes d'optimisation des reseaux, nous nous interesserons aux problemes

de multiflot de cout minimum avec une fonction cout convexe. Ce probleme se rencontre

lorsque plusieurs produits utilisent un meme reseau et les couts associes aux arcs du

reseau sont convexes.

Plusieurs algorithmes ont ete proposes pour resoudre de tels problemes et celui qui sert de

reference est la methode de deviation de flot [25]. Cette derniere est tres efficace mats tres

lente lorsqu'une grande precision est requise. A. Ouorou dans [69] propose une version

de la methode de decomposition proximale avec facteur d'echelle qui s'avere competitif

par rapport a la methode de deviation de flot. Dans [60] Mahey et al. proposent une

implementation de cette methode plus efficace que la deviation de flot si Ie reseau n'est

pas congestionne avec une precision de 0.1% a 1'optimalite. Par contre avec une precision

de 1% dans un reseau congestionne la methode de deviation de flot est plus efficace.

Signalons avant de continuer que la methode de decomposition proximale avec facteur

d'echelle est une instance du Lagrangien augmente separable au cas convexe ou Ie facteur

d'echelle coincide avec Ie parametres de penalite (voir [37]). Puisque nous travaillons avec

des problemes convexes, nous utiliserons par moment les termes decomposition proximale



ou Lagrangien augmente separable qui veulent dire exactement la meme chose dans ce

cas particulier. II est a noter que la convergence de la decomposition proximale peut etre

amelioree tout en jouant sur Ie facteur d'echelle comme Ie suggere A. Ouorou dans [69].

En efFet la suite primale generee par 1'algorithme depend de ce facteur d'echelle alors que

la suite duale depend de 1'inverse de celui-ci. II se pose ainsi un probleme d'ajustement de

ce facteur car une valeur assez grande ou assez petite du facteur d'echelle fera converger

1'une des suites rapidement et 1'autre tres lentement (Nous verrons dans Ie chapitre 2

1'influence de ce facteur sur la vitesse de convergence de 1'algorithme de decomposition

proximale). Notons que dans [69] et [70] 1'auteur suggere de prendre Ie facteur d'echelle

egal a 1 (choix unitaire).

Un choix possible de ce facteur est presente dans [69] qui s'avere competitif par rapport

au choix unitaire pour les problemes de flots a cout quadratique. Mais il se trouve que

ce choix se ramene au choix d'un parametre dont 1'intervalle de variation est plus res-

treint que celui du facteur d'echelle et par ailleurs toutes les valeurs de cet intervalle ne

donnent pas de meilleurs resultats que Ie choix unitaire. Cette technique a ete timide-

ment appliquee au probleme de multiflot qui nous concerne ici. En fait nous trouvons son

application sur un petit exemple dans [69], ce qui ne permet pas d'etre categorique sur

son utilisation.

Une tentative de mise a jour du facteur d'echelle est presentee dans [59]. Cette mise a

jour basee sur la mesure des taux de convergence des suites primales et duales s'est averee

tres interessante sur des problemes quadratiques de petite taille.

L'objectif dans cette these est d'ameliorer la convergence de cette methode, et cette

amelioration passe par une meilleure gestion du facteur d'echelle.

Pour cela nous proposons une extension de 1'algorithme SALA en introduisant plusieurs

parametres pour mieux gerer les differentes suites generees par 1'algorithme.

Ce travail se presentera comme suit.



• Dans Ie premier chapitre, nous donnons quelques notions sur les graphes et les flots.

Nous y presentons aussi les principaux problemes lies aux flots simples ainsi que quelques

unes des principales methodes de resolution .

• L'etude du probleme de multiflot de cout minimum a cout convexe et non lineaire sera

1'objet du chapitre 2. Nous presentons dans ce dernier deux formulations de ce probleme

et y exposons brievement les methodes de deviation de flot et de decomposition proxi-

male. Des resultats numeriques avec la decomposition proximale seront presentes avec

differentes valeurs du facteur d'echelle pour faire ressortir 1'importance de ce dernier sur

la convergence de Palgorithme.

• Le chapitre 3 traite de la methode du Lagrangien augmente separable (SALA). Un

rappel portant sur la methode classique de Lagrange et sur la methode de penalite qua-

dratique est donne tout au debut de ce chapitre. Dans la deuxieme partie de ce chapitre,

nous presentons la methode du Lagrangien augmente et enfin nous exposons 1'algorithme

SALA et ses principaux resultats de convergence. Ce chapitre servira en fait d'introduc-

tion au chapitre 5.

• Dans Ie chapitre 4, nous faisons un rapide survol des differentes methodes de type

Lagrangien augmente separable et de leurs principaux resultats de convergence. A cet

efFet nous examinons entre autres la methode des directions alternees et ses diflferentes

variantes, la methode de Douglas-Rachford et celle de Peacemann-Rachford.

• Dans la chapitre 5 nous proposons une extension du Lagrangien augmente separable

faisant inter venir plusieurs parametres. Cette extension est motivee par Ie besoin d'avoir

d'avantage d'emprise sur les suites engendrees par 1'algorithme SALA afin d'accroitre

leur vitesse de convergence et ainsi augmenter PefHcacite de 1'algorithme. L'analyse de

convergence a revele que notre algorithme possede les proprietes de convergence globale.

Nous donnons a la fin de ce chapitre quelques resultats numeriques du Lagrangien aug-

mente avec parametres multiples et une breve comparaison de ces resultats avec ceux

obtenus avec la decomposition proximale.



• Une etude numerique du Lagrangien augmente separable avec plusieurs parametres est

presentee dans Ie chapitre 6. Dans ce chapitre nous proposons des formules empiriques

pour choisir les parametres. Dans ces formules les parametres sont fixes et les resultats

obtenus sont meilleurs que ceux donnes dans la litterature. Des techniques de mise a jour

des parametres ameliorant les resultats donnes par les formules empiriques sont aussi

presentees dans ce chapitre.



Chapitre 1

NOTION DE GRAPHE ET DE

FLOT

Dans ce chapitre nous introduisons les concepts de base sur les graphes et flot dont on

aura besoin dans la suite de cette these. Nous presenterons par la suite Ie probleme de

flot de cout minimum et ses cas particuliers (probleme du plus court chemin, probleme

du flot maximum). Pour plus d'information voir [1, 33].

1.1 Graphe et Notations

1.1.1 Definitions

• Un graphe oriente G = (X, £7) est determine par la donnee:

a) d'un ensemble X dont les elements sont appeles sommets ou noeuds\

b) d'un ensemble U dont les elements j G U sont des couples ordonnes de sommets

6



appeles arcs.

• On dit que Ie gaphe G = (X, U) est d'ordre m si m = \X\ (m est Ie nombre de som-

mets). On supposera les sommets numerotes de 1 a m.

• Si j = (i,k) est un arc de G, alors i est dite extremite initiale de j et /•; I'extremite finale

de j,

• Si les extremites de P arc j sont confondues, on dit que j est une boucle.

Dans 1'etude de certaines proprietes des graphes, il arrive que Porientation des arcs ne

joue aucun role; dans ce cas on dit que Ie graphe est non oriente et les elements de U

sont appeles aretes. Mais notons que 1'etude d'un graphe non oriente peut se ramener a

cellle d'un graphe oriente en decouplant chaque arete en deux arcs de sens opposes

Dans cette these nous considerons des graphes orientes.

On associe Ie plus souvent a un graphe une representation graphique dans laquelle les

sommets sont representes par des points ou des cercles (portant 1'etiquette du sommet

en leur interieur) et les arcs par des segments de courbe simple munis d'une orientation

permettant de differentier 1'extremite initiale et 1'extremite finale (cf. figure 1.1).

• Le demi-degre exterieur du sommet z, note d^(i) ( d+(i) s'il n'y a pas d'ambigu'i'te) est

Ie nombre d'arcs ayant i comme extremite initiale.

• Le demi-degre interieur du sommet i, note d^i) ( d~(i) s'il n'y a pas d'ambigmte) est

Ie nombre d'arcs ayant i comme extremite finale.

• Le degre du sommet %, note do (i) (d(i) s'il n'y a pas d'ambigmte) est Ie nombre d'arcs

ayant i comme extremite, on a d(i) = d+(i) + d~(i).

Exemple 1.1 On considere Ie graphe oriente G = (X, U) dont la representation gra-

phique est donnee ci-dessous. X = {1,2,3,4} et U = {1,2,3,4,5}

En reprenant Pexemple 1.1 ci-dessus, nous obtenons:

d+(l)=2; d+(3)=l; ^-(1)=0; ri-(3)=2et rf(3) = 3

7



FIG. 1.1 - Graphe oriente

Pour tout A C X, nous posons

a;+(A) = 1'ensemble des arcs ayant leur extremite initiale dans A et leur extremite finale

dans X \ A.

U)~(A) = 1'ensemble des arcs ayant leur extremite finale dans A et leur extremite initiale

dans X \ A.

Remarque

i) CJ-(A)=^+(X\A).

ii) Si A = {%}, on note Lj+(i) au lieu de aj+ ({i}).

iii) d+(z) = \(^+(i)\ et d-(z) = \uj~(i)\.

• Une chame dans G est une suite d'arcs ^i,j2; • • • Jp telle que chaque arc j;, 2 < I < p—1,

ait une extremite commune avec 1'arc ji-\. Une chaine joignant Ie sommet s au sommet

t a pour extremite initiate s, extremite initiale du premier arc, et pour extremite finale t

Pextremite finale du dernier arc.

• Une chaine est dite simple lorsqu'elle ne comporte pas plusieurs fois un meme arc dans

la suite qui la constitue et elementaire si tous les sommets sont de degre 2 au plus. Sur

la figure 1.1 ci-dessus, les arcs {2,3} forment une chaine simple mais non elementaire car



Ie sommet 2 est de degre 3.

• Lorsque les extremites d'une chaine comcident, on dit qu'on a un cycle. Le cycle est

dit elementaire s'il ne contient strictement aucun autre cycle. Dans Pexemple 1, les arcs

{1,2,3} forment un cycle elementaire.

• Un chemin est une chaine dont les arcs sont orientes dans Ie meme sens. Lorsque tous

les sommets sont de degre 2 au plus, on dit que Ie chemin est elementaire. Sur la figure

1.1 les arcs {1,3,5} forment un chemin.

• Un circuit est un chemin dont les extremites coincident. Lorsque Ie circuit ne contient

strictement aucun autre circuit, on dit qu'il est elementaire.

• Un graphe G est dit connexe lorsque pour tout couple (i,k) de sommets il existe une

chaine joignant i et k.

• Un arbre est un graphe connexe sans cycle.

• Un sommet s d'un graphe G est une racine s'il existe un chemin de s a t pour tout

sommet t de G. Un graphe G est une arborescence de racine s si G? est un arbre et si de

plus s est une racine.

1.1.2 Matrices associees a un graphe

Comme nous travaillons avec des graphes orientes, nous nous interesserons uniquement

a la matrice d'incidence sommets-arcs. Pour les autres types de matrice nous renvoyons

Ie lecteur a Pouvrage de Gondran et Minoux [33].

Soit G = (X^U) un graphe oriente tel que \X\ = m et \U\ = n. La matrice d'incidence
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sommets-arcs du graphe G est la matrice, mx n, M = (m^-) definie par:

1 si i est sommet initial de 1'arc j
mi j = { —1 si i est sommet final de 1'arc j

0 sinon

Exemple 1.2 Considerons Ie graphe de Pexemple 1.1, la matrice sommets-arcs associee

est donnee par:

M=
( \ 1 00 0 \
-10110
0-1-10 1

\ 0 0 0 -I -I )

Proposition 1.1 [33]

La matrice d'incidence sommets-arcs M d'un graphe G = (X, U) est totalement unimo-

dulaire (toute sous matrice carree reguliere extraite de M a son determinant egal a 1 ou

-1^

Lorsque dans un graphe nous associons une fonction cout (capacites ou couts) aux som-

mets ou aux arcs, nous dirons que nous avons un reseau.

1.2 Notion de Flat

Le courant electrique continu parcourant un reseau de dipoles est certainement un des

meilleurs exemples illustrant la notion de flot dans un graphe. Mais aujourd'hui 1'interet

de cette notion vient du fait qu'elle fournit un modele general applicable a un grand

nombre de problemes concrets, d'ou 1'importance et la variete de ses applications:

problemes de transport (routiers, aeriens, ferroviaires), structuration et dimensionnement

optimaux des reseaux de communication, problemes de gestion de stocks, d'ordonnance-

ment, d'affectation, sans oublier son interet considerable dans les mathematiques combi-

natoires.
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1.2.1 Definitions

Soit G = (X, £7) un graphe connexe dont les arcs j sont numerotes de 1 a n.

• Un flot dans G est un vecteur x = (a;i,a;2,...,rEn) € Mn tel qu'en tout sommet i G X de

G, la premiere loi de Kirchhoff (lot de conservation aux noeuds) soit verifee, c'est a dire:

E xj= E
j'ea»+(i) j'e^-(z)

Xj

Pour j € U, Ie reel Xj est appele quantite de flot ou flux sur 1'arc j.

m
Posons Ri = ^ ^ Xj — ^ a;j tel que ^ Ri=Q.

JEm+{i) J^~(.i') z=l

7*c Si Ri > 0, Ie sommet i est une source.

~k Si Ri < 0, Ie sommet i est un puits.

^ Si R= 0, on parle de circulation (J% = (R^,R'z,...,Rm) e Rm)

• Le vecteur x G Rn est un flot entre les sommets s et t de valeur r si s est la seule source

et t Ie seul puits c'est a dire

0 si i ^ s,t
Ri = { r si i = s

—r si i = t

• Une circulation est done tout vecteur x € Rn tel que Mx = 0 ou M est la matrice

d'incidence sommets-arcs.

1.2.2 Sur les problemes de flat

Dans cette section nous traiterons des problemes les plus populaires parmi les problemes

de flot. Nous presenterons quelques algorithmes de resolution et pour plus de details nous
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referons Ie lecteur a [1, 33].

Le probleme du flot maximum

a) Position du probleme

Etant donne un graphe G = (X, U) ou chaque arc j G U est muni d'un nombre

Cj > 0 appele capacite de I'arc j. II s'agit de trouver la valeur maximale du flot

qu'on peut envoyer d'un sommet s G X (dit source) a un sommet t € X (appele

puits) tout en respectant les contraintes de capacites (c'est a dire la valeur du flot

sur chaque arc doit etre inferieure ou egale a la capacite de 1'arc).

Ce probleme se rencontre dans plusieurs domaines surtout dans les problemes de

transport et ceux d'affectation.

b) Capacite d'une coupe

On appelle coupe separant s et t, un ensemble d'arcs de la forme CJ+(A) ou A C X

tel que s € A et t ^ A.

On definit la capacite de la coupe UJ+(A) comme la somme des capacites des arcs

qui la constituent c'est a dire

y^ c-i
/ ^

J'ea;+(A)

Lemme 1.1 [33]

La valeur maximale d'un flot de s at compatible avec les capacites cj n'excede jamais la

capacite d'une coupe separant s et t.

Corollaire 1.1 [33]

Si un flot x et une coupe (^+(A) sont tels que la valeur XQ du flot est egale a la capacite

de la coupe, alors XQ est un flot maximum de s at, et u+(A) est une coupe de capacite
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minimale separant s ett.

Corollaire 1.2 [33]

Une condition necessaire et suffisante pour que Ie probleme du flot maximum de s d t

dans G possede une solution de valeur finie est qu'il n'existe pas de chemin de capacite

infinie entre s et t.

Dans toute la suite, nous considererons cette condition verifiee. Signalons que Ie probleme

du flot maximum et Ie probleme de la coupe minimale sont des problemes duaux. C'est

ainsi qu'on a Ie resultat suivant.

Theoreme 1.1 [33]

La valeur maximale d'un flot de s at dans G = (X,U) muni des capacite cj (j G U) est

egale d la capacite d une coupe de capacite minimale separant s et t.

L'algorithme que nous presenterons pour la resolution du probleme de flot maximum

du a Ford et Fulkerson (1956) utilise la notion de graphe d'ecart que nous definirons

ci-dessous. Pour 1'etude de la convergence et de la complexite de Palgorithme se referer a

[33]. Signalons simplement que si les capacites sur les arcs sont entieres, Ie flot maximum

de s at a ses composantes entieres (theoreme des valeurs entieres).

Soit x = (rz;i,a;2,...,^n) un flot entre s et t dans G = (X,U) compatible avec les contraintes

de capacite 0 <Xj < Cj, V 1 < j < n.

• Le graphe d'ecart associe a x est Ie graphe G(x) = (X, U(x)) ayant Ie meme ensemble

de sommets que G et dont 1'ensemble des arcs, U(x), est constitue de la facon suivante:

a chaque arc j = (i,k) G U, on associe au plus deux arcs de G(x)

j+ = (i^k) si rr, < Cj; j- = (/>;,t) si Xj > 0.

On montre ainsi qu'un flot x de s a. t dans G est minimal si et seulement si il n'existe
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pas de chemin de s a t dans G(x).

Algorithme 1.1 ( Ford-Fulkerson)
^

Etape 0: Initialisation

Choisir x° un flot compatible avec les contraintes de capacite.

( exemple x° = (0,0...,0))
^

Etape 1: iteration k

Rechercher un chemin minimum TTA; de s a. t dans G(xk)
^

Etape 2 : test d'optimalite

SI TT n'existe pas ARRET (Le flot xk est maximum )

SINON aller a Petape 3
/

Etape 3 : mise a jour

Determiner ek la capacite residuelle du chernin 7Tk (minimum des capacites

residuelles des arcs du chemin )

Poser xk+1 = (a;w,^+l,...,^+1) tel que

xk + ek si j'+ C 7TA;

xkj - ek si j~ E 7Tk
.k+1 _
'3 I TK. — f:R ffi i~

x^+l = X]Q + ek Faire k ^ — k +1 puis retourner a 1'etape 1

Remarque

^k ^ \ C3 ~ X3 sl x\ < °3
^ [ Xj si a;j = Cj

ou €j est la capacite residuelle sur Fare j a Piteration k.
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Probleme de flat a cout minimum

On considere un graphe connexe G = {X,U) et a chaque arc j C U, on associe:

• un intervalle reel [&j,Cj]

• un nombre aj representant Ie cout de passage d'une unite de flot sur 1'arc j.

Ainsi pour un flot x dans G, Ie cout total associe est

(a,x) = ^a3x3
jeu

Le probleme qui se pose est de trouver un flot x verifiant les contraintes de capacite:

bj < Xj < Cj, \/j G U et tel que Ie cout total a.x soit minimal.

De facon equivalente il s'agit de resoudre Ie programme lineaire

min (a, x} = Y ajXj
jeu

s.a Mx = 0

b < x < c

ou M est la matrice d'incidence sommets-arcs, a = (aj)j^u € M" ,

b = (bj)j^u €Rn et c = (cj)^u C Mn

Ce probleme se rencontre dans plusieurs domaines: agriculture, communication, trans-

port, etc. II contient plusieurs cas particuliers, parmi lesquels les problemes du flot maxi-

mum, du plus court chemin entre deux sommets, du transport et celui d'affectation.

Plusieurs algorithmes out ete proposes pour resoudre Ie probleme de flot a cout minimum

parmi lesquels on peut citer une version de la methode du simplexe et 1'algorithme des

arcs non conformes (Fulkerson 1961). Nous ne presenterons pas ces algorithmes mais pour

plus d'information nous renvoyons Ie lecteur a 1'ouvrage de Gondran et Minoux [33].

Signalons que dans certains cas, Ie cout associe a chaque arc j est une fonction fj non

lineaire du flot Xj qui Ie traverse. On a alors un probleme de flot de cout minimum a cout
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non lineaire. Plusieurs methodes de resolution sont presentees dans la litterature dans

les cas ou les fonctions fj sont convexes. C'est ainsi que dans Ie cas quadratique Minoux

propose une extension de la methode des arcs non conformes [64]. Dans Ie cas ou les

fonctions fj sont strictement convexes, Hossein et al. proposent dans [40] une extension

de la methode de relaxation.

Pour Ie cas ou les fonctions fj sont concaves, des methodes de resolution sont presentees

dans [65, 84]. Ce sont des modeles qu'on rencontre dans Ie domaine des transports et des

telecommunications.

Probleme du plus court chemin

Le probleme du plus court chemin se rencontre soit directement, soit comme sous-

probleme dans de nombreuses applications (voir [33]). On les rencontre dans les problemes

de tournees, de gestion de stocks, d'optimisation des reseaux de telecommunication, etc.

Definition du probleme

Considerons un graphe G = (X, U) et associons a chaque arc j G U un nombre reel lj

(^longueur de I'arc " j"), on dit ainsi que G est value par les longueurs lj.

Le probleme du plus court chemin entre deux sommets i et t sera de trouver un chemin

entre i et t dont la longueur totale est minimale.

Remarquons que la longueur de I arc " j peut s'interpreter aussi comme un cout de

transport sur 1'arc j, comme des depenses de construction de Parc j, comme Ie temps

necessaire pour parcourir Parc j, etc, d'ou les nombreuses applications de ce probleme.

Une condition necessaire d'existence d'un plus court chemin est qu'il ne doit pas exister

de circuit de cout ("longueur ") negatif.

Les algorithmes de resolution sont differents suivant les proprietes du graphe et suivant Ie

probleme considere (plus court chemin d'un sommet a un autre, d'un sommet a tous les

autres ou entre tous les couples de sommets). Nous presenterons 1'algorithme de Moore-
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Djikstra pour la recherche du plus court chemin du sommet 1 aux autres dans un graphe

dont les " longueurs " sont positives.

Algorithme 1.2 (Moore-Djikstra)
^

Etape 0 Initialisation

S = {2,3,. ,m}; TT(I) = 0

lu si (1,%) € £/

Etape 1

7T[l] =
+QO smon

Determiner k E S tel que 7r(k) = mm7r(%)
iES

Poser ~S^—~S\{k}

SI \S\ = 0 FIN

SINON aller a 1'etape 2

Etape 2

Pour tout ie S tel que (k,i) € ?7

FAIRE 7r(i) < — mm(7r(z),7T(k) + Iki)

puts retour a 1'etape 1

La valeur 7r(%),(% G S) donne la longueur minimale des chemins de 1 a %, soumis a la

condition que tous les sommets excepte i sont dans S = X \ S

Dans certaines situations les modeles presentes dans ce chapitre s'averent insufiisants et

necessitent done des extensions, ce qui sera 1'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

PROBLEME DE MULTIFLOT A

COUT CONVEXE

Le chapitre precedent a ete consacre aux problemes de flots simples et nous avons sou-

ligne leur importance dans les applications pratiques. Cependant dans un certain nombre

de problemes, ce modele s'avere insufHsant et demande certaines extensions a savoir:

• les problemes de flot avec multiplicateurs qui permettent de modeliser des situations

dans lesquelles il n'y a pas de conservation du flux sur les arcs ou sur les sommets (voir

[33]);
• et les problemes de multiflots permettant de tenir compte de la juxtaposition de plu-

sieurs flots independants sur un meme graphe. Par consequent ils constituent un modele

naturel des reseaux de communication: reseau telephonique ou d'ordinateurs, reseaux

routiers, ferroviaires, aeriens (voir [33]).

Dans ce chapitre nous nous interesserons aux problemes de multiflot de cout minimum

convexe. Notons que les methodes de resolution sont nombreuses et variees. Dans ce
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chapitre nous nous interessons seulement a deux de ces methodes :

• la methode de deviation de flot,

• la methods de decomposition proximale.

2.1 Definition d?un multiflot et formulation du

probleme de multiflot de cout minirnum

Considerons un graphe G = (X^U) oriente, sur lequel circulent independamment K flots

simples X]_,x^, • • • ,XK a- composantes non negatives.

Pour k = 1,2, • •• ,K, Xk = (xkj), j ^ U est un flot simple entre une source Sk € X et

un puits tk € X de valeur r^ c?est a dire qu'il verifie Mxk = rkbk ou M est la matrice

d'incidence sommets-arcs du graphe G et bk un m-vecteur a composantes toutes nulles

sauf &s et bt qui valent respectivement +1 et —1.

Le vecteur XQ = (xQj) defini par
K

v^
X0j = / ^ a;A;j

k=l

est appele multiflot de valeur ri,^; • • • ^- La valeur totale de x est

K

r=^n
k=l

Les memes types de problemes rencontres avec les flots simples se retrouvent avec les

multiflots: probleme de multiflot maximum, probleme de mutiflot compatible, probleme

de multiflot de cout minimum. Cependant il n'existe pas de methode directe comme

dans Ie cas des flots simples pour resoudre ces problemes de multiflot. Tres souvent des

techniques de programmation lineaire seront utilisees pour resoudre ces problemes et ceci

est du en fait a la structure de ces problemes. En efFet dans certaines applications, il arrive
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que les composantes des differents flots soient astreintes a ne prendre que des valeurs

entieres: il en resulte alors des programmes lineaires en nombres entiers (generalement

de grande taille) pour lesquels on ne connait pas actuellement de methode de resolution

exacte. En plus de ces difficultes il s'y ajoute que Ie theoreme des valeurs entieres et celui

du flot maximum et de la coup e minimale (voir chapitre 1) ne se generalisent pas au

multiflot sauf pour certains cas particuliers. Remarquons que pour plusieurs problemes

pratiques (reseaux de communication par exemple), la solution continue constitue une

bonne approximation de la solution entiere d'ou une etude de plus en plus poussee des

problemes de multiflot en nombres fractionnaires ou reels.

Dans ce chapitre nous nous limiterons au probleme de multiflot de cout minimum convexe,

c'est ainsi que nous donnerons deux formulations de ce probleme.

2.1.1 Formulation sommets-arcs du probleme de multiflot de

cout minimum convexe

A chaque arc j de G, on associe un reel cj appele capacite de I'arc et une fonction reelle

fj convexe semi-continue inferieurement (s.c.i).

Le probleme de multiflot de cout minimum revient a trouver un multiflot XQ = (xoj)j

verifiant: 0 < XQJ < cj, \/j G U et tel que

n

fj(xQj) soit minimum
.7=1

II s'agit done de resoudre Ie probleme (M.C.M) suivant
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mm/(a;) =^fj(xoj)
J=l

K

s.a XQJ = ^Xkj V j € U
k=l

Mxk = rkbk 1 <k < K

0 < XQJ < Cj Vj e U

Xkj > 0 V/c, V^-

ou XQJ est la valeur du flot aggrege sur chaque arc j, x^j la valeur du flat k sur Parc j, r^

la valeur de la demande pour chaque flot k et enfin Cj est la capacite sur chaque arc j.

Cette formulation faisant intervenir la matrice sommets-arcs M est dite formulation

sommets-arcs du probleme de multiflot de cout minimum. D'autres formulations existent

comme celle faisant inter venir la matrice arcs-chemins.

2.1.2 Formulation arcs-chemins du probleme de multiflot de

cout minimum convexe

Soit Nk Ie nombre de chemins elementaires distincts du sommet source s^ au sommet

puits tk dans G = (X^U)^ et soit c/i^ la liste de ces chemins notes chfp pour p = 1,...,A^;

(ch]p est Ie pe chemin de la liste).

Designons par 7Tkp(j) Ie vecteur caracteristique de ch^:

1 si j e chk,
7rfcp^=1 0 sinon

Enfin soit x hp la quantite de flot k circulant sur Ie chemin ch}p, alors la nouvelle formulation

du probleme de multiflot de cout minimum s ecrit
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s.a ^ ^ ^kp[3)Xkp=xoj Vj=l,---,n

mini^A'(2;oj)
.7=1

K Nk

^^7rkp(J)Xkp =
k=l p=l

Nk

^ Xkp =rk V
p=l

0 ^ XQJ < Cj

0 < Xkp

XQJ

k

v

v

Vj=l,

1,---,K

j = 1,... ,n

k\ V p

2.2 Exemple de probleme de multiflot: routage des

donnees dans les reseaux de communication

Un reseau de communication est forme d'un ensemble de noeuds qui sont intercon-

nectes pour leur permettre d'echanger des informations. Dans cette section nous nous

interesserons plus precisement aux reseaux de donnees (reseaux de communication) ou

les noeuds representent des serveurs, des routeurs, des concentrateurs etc.

Dans Ie cadre de Poptimisation des reseaux de telecommunication, un des problemes que

Ron cherche a resoudre est Ie routage des donnees. Nous nous interesserons dans la suite

de cette these a ce probleme. Notons que nous avons deux methodes de transport des

donnees dans ces reseaux (voir [81]):

• Ie mode datagramme ou 1'information est divisee en paquets et il y a une decision pour

chaque paquet.

• Ie mode circuit virtuel ou tous les paquets appartenant a une meme information sont

envoy es sur un meme chemin.
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Dans les reseaux de paquets, les messages sont decomposes en paquets de taille fixee ou

bornee. L'objectif est de transporter les paquets de leur source vers leurs destinataires. Le

transfer! d'un paquet necessite parfois de traverser de nombreux routeurs intermediaires

situes sur Ie chemin entre 1'emetteur (la source) et Ie recepteur (destination). L'un des

roles du reseau (la couche reseau en fait) est Ie choix du chemin approprie (par exemple

de celui qui evite de surcharger certaines lignes de communication lorsque d'autres lignes

sont libres), d'ou 1'interet d'un algorithme performant pour trouver les chemins appropries

et ainsi fournir une bonne qualite de service. Pour plus de details sur Ie choix des chemins

voir [83]. La qualite de service que nous etudierons ici est Ie critere de performance Ie

plus utilise dans la litterature, c'est a dire Ie delai moyen de transit des paquets. Ce delai

( appele aussi duree de traversee) est calcule en prenant en compte:

• Ie delai d'attente en entree, qui est une fonction de la taille de la file d'attente d'entree

a Pinstant d'arrivee du message,

• Ie temps de traitement par la fonction de commutation (noeud).

• Ie delai d'attente en sortie, qui est fonction de la taille de la file d'attente en sortie a

Pinstant de sortie de la fonction de commutation,

• La duree d'emission du message sur la voie de sortie.

Pour une etude plus detaillee de ces delais voir [78].

L'evaluation de cette fonction delai moyen utilise les differentes durees ci-haut citees et

la theorie des files d'attente [44, 45]; Pexpression de cette fonction due a Kleinrock (cf.

[46, 69, 8]) est
n

D=l-^-x^
J==l

ou Xj est Ie flot aggrege sur chaque arc du reseau, et Cj la capacite sur chaque arc j du

reseau. On suppose que la loi des arrivees aux noeuds est une loi de Poisson de taux \k

pour Ie ke paquet partant du noeud Sk au nceud tk et ainsi A = ^ \k

La formulation sommets-arcs du probleme de routage (SA) dans les reseaux de donnees
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s'ecrit alors
n

XQJmm
^1 C3 ~ X03

K
s.a XQj=^Xkj; Vj'=l,---,n

fc=l

Mxk =Tkh\ \/k=l,"- ,K

0 < XQJ < Cj V j" = 1, • • • ,n

0 < Xkj V/c, j

ou XQJ est Ie flot de donnees aggrege pour chaque arc j, x^j Ie flot sur 1'arc j pour chaque

communication k et Tk la demande (valeur du flot) pour chaque communication entre

une source s^ et un puits tk avec K Ie nombre total de communications. 6/c est un vecteur

de R" de composantes toutes nulles sauf bg^ et b^ qui valent respectivement +1 et —1,

M etant la matrice sommets-arcs du reseau. Nous nous interesserons dans la suite de

cette these a la formulation arcs-chemins du probleme de multiflot parce que donnant

des resultats plus inter essants avec 1'algorithme de decomposition proximale avec facteur

d'echelle. La formulation arcs-chemins du probleme de routage (AC) dans un reseau de

donnees s'ecrit alors

n
XQJmm

J^[ C3 ~ XOJ

K Nk

(A.C) S.a ^^7Tkp(J)Xkp = XQJ V J = 1,...,72
k=l p=l

Nk

Y^Xkp =rk V k= 1,...,K
p=l

0 < XQJ < Cj V j = l,...,n

0 < Xkp V k, p
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2.3 Methodes de resolution

Une revue de la litterature concernant les problemes de multiflot de cout minimum a ete

presentee dans [69] et [70] . II existe diverses methodes de resolution parmi lesquelles nous

pouvons citer, celle basee sur la methode de Newton projete (cf. [7]) ou celles basees sur

la methode des plans coupants [32] ou des points interieurs [79]. On trouve aussi parmi

ces methodes la methode de deviation de flot basee sur la methode de Frank-Wolfe et

la methode de decomposition proximale induite de 1'algorithme du point proximal. Une

etude numerique de certaines de ces methodes est presentee dans [70].

Dans cette section nous presentons deux des methodes:

• La methode de deviation de flot.

• La methode de decomposition proximale.

2.3.1 Methode de deviation de flot

Cette methode primale est une adaptation a la structure des problemes de multiflots

de la methode de Frank-Wolfe (Voir [69]). Disons seulement a propos de cette derniere

qu'elle resoud un probleme de la forme

min/(a;)

Ax = b

x>0

ou / est une fonction convexe differentiable sur ]Rn A une matrice m x n et & € Rm.

C'est une methode iterative qui a chaque iteration t resoud un probleme de la forme

f mm{f(xt)^Vf(xt)(y-xt)}

Ay = b (2.1)

y>o
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Le prochain point xt+l est obtenu en se deplaQant dans la direction de (yt+ — xt) a partir

de xt, ou yt+l est solution du probleme (2.1) ci-dessus.

Signalons que la methode de deviation de flot est tres efiicace lorsque Ie nombre de flots est

tres eleve et que 1'on ne s'interesse pas aux supports des flats individuels. L'inconvenient

est qu'elle est lente lorsqu'une grande precision est requise.

Algorithme de deviation de flot

Etape 0: Initialisation

Trouver une solution initiale realisable a;0

Choisir e > 0

Poser t = 0

^

Etape 1: Resolution des sous-problemes

Poser yt = 0

Pour chaque flot k, determiner un plus court chemin entre Sk et ^ (ou les

arcs sont munis des couts fj{xjt)) et faire passer Ie flat sur ce chemin

0 _ J Vjt + Tfc Sl 1'arc j appartient a ce chemin
y if.= "^ _.n _;.

y^ sinon
ft

Etape 2 : Calcul du pas

at == arg mm^ /(^ + Oi(yf - Xt))
ae[o,i]

Et ape 3 : Deviation de flot

Xt+i = (1 - at)Xt+ oitVt

^

Et ape 4 : Borne super ieure

Calculer la borne inferieure B = f(xt) + V/(^)(^ — Xt)
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^

Et ape 5 : Test d'arret

SI [/(^+i) - B] < e FIN

SINON faire t ^— t + 1, puis aller a 1'etape 1

Remarque:

Pour la determination d'une solution initiale voir [25].

2.3.2 Methode de decomposition proximale

Cette methode est utilisee pour resoudre des problemes de la forme:

Trouver (x,y) C A x A-L tel que y eTx (2.2)

ou A est un sous-espace vectoriel d'un Hilbert /K de dimension finie et T un operateur

maximal monotone (pour la definition voir chapitre 4 ou [74] pour plus de details).

Definition 2.1 Soit T un operateur maximal monotone defini dans un espace de Hilbert

H. On dit que (u,v) ^ H x /H est la decomposition proximale de (re,?/) G ^ x H (ou de

z = x+y) sur Ie graphe deT si x -\-y = u-\-v et (u,v) e Gr{T)

ou Gr(T) est Ie graphe de T

Remarque : La decomposition proximale de z = x + y sur Ie graphe de T est unique a

cause de la maximalite de T et on a:

u=(I+T)-l(x+y)

v = (J - (J + T)-l)(a; +?/) = (J + T-l)-l(rz; + ?/)

Nous presentons maintenant la methode de decomposition proximale sous sa forme ori-

ginale.
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Algorithme de decomposition proximale

Etape 0: Initialisation

Choisir (x°,y0) € A x B

Poser t = 0

Etape 1: Decomposition proximale

ut=(I+T)-l(xt+yt)

Etape 2:

Etape 3:

vt = xt Jryt - ut

Test d'arret

SI (u\vt) e A x B FIN

SINON aller a 1'etape 3

Projection et mise a jour

Poser xt+l = u\, yt+l = VB

puts t ^ — t + 1 et retour a 1 etape 2

Remarque:

• UA (respectivement vp) est la projection de u € "H (respectivement de v G /H) sur A

(respectivement sur B) et B = A±.

• La methode de decomposition proximale alterne une decomposition sur Ie graphe de T

et une projection sur Ie sous-espace A et son orthogonal B.

Notons que de nombreux problemes d'optimisation convexe peuvent se mettre sous la

forme du probleme (2.2) ci-dessus ou T est represente par Ie sous differentiel de Pobjectif

/ qui est convexe separable propre et A est donne par Ie couplage de differents sous-

systeme ( voir [69]).
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Dans sa these [69], A. Ouorou utilise une version modifiee de la decomposition proximale

pour resoudre Ie probleme de multiflot de cout minimum a critere convexe. Dans cette

version il introduit un facteur d'echelle au niveau de 1'etape proximale. Ainsi 1'etape

proximale s'ecrit alors

ut = (I + \T)-l(xt + Xyt)vt = ^-(rc* + yt - ut)

Dans 58] Mahey mentionne que la performance de la decomposition proximale modifiee

est tres sensible a la variation du facteur d'echelle A > 0. C'est ainsi que dans Ie cas ou

Fobjectif / est fortement convexe avec des sous-gradients Lipschitzien, on a Ie resultat

suivant

Theoreme 2.1 [58]

Si f est fortement convexe de module p et a un sous-differentiel Hpschitzien de rapport

L, alors la convergence de la suite {(xt,\yt)} generee par la version de la decomposition

proximate avec facteur d'echelle est lineaire avec un taux egal a \/1 — ^'2xpr^

Nous presentons maintenant la methode de decomposition proximale avec facteur d'echelle.

Pour fixer les idees notons que la version utilisee est obtenue en appliquant la decomposition

proximale au dual du probleme monotropique. En efFet c'est cette version appliquee a la

formulation arcs-chemins du probleme de routage reformulee en un probleme monotro-

pique qui s'avere competitif par rapport a la methode de deviation de flot. Pour de plus

amples details se referer a [69].
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Algorithme de Decomposition Proximale applique a la formu-

lation arcs-chemins du probleme de routage

Etape 0

Choisir A > 0, ei > 0, e^ > 0.

Lancer la procedure Initialisation.

Etape 1

Pour chaque arc j = l,...,?z, determiner

\ f^f)t\
4T == ar§o<mo!-nc,^^rc0^ - ^rz;OJ + i{-Qj ~(l(ptQj + d(i}^x03^

Etape 2

Pour k = 1....K Calculer a =
Kp<Nk

Pour k=l,...K Calculer a = mm ^ /j/(^1)
jech^

Soit P la longueur du plus court chemin (avec les couts (f'j{xt^ ))j) entre s^ et

tk.

SI (3 < a, Nk ^— Nk + 1 (Introduction d'un plus court chemin).

Pour p = 1,...,A^;, determiner

xt+l = max<f0. oL + —l——(Zt - V ^ + x _.,f^(pt) - V F^L^ = max{0, ^ + ^^(Zl - ^ ^ + IT^(^ - ^ ^P)^

Etape 3 Test d'arret

f'j(xtoj) - z} si xtoj >0
Poser o-j (xt, zt) =

min(^/(^) - z}, 0) si x^ = 0

(E,ed4 ^) - ^ si xt"P > °
et akp(x\zt) =

min((E,6c^) - ZL o) si xip=Q
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SI max(max|o-j(a; ,z )|, max \o~kp(x \z )|) < ei
3 ' " ' ' " k,p

et max(max|rj(a;)|, max|r-fc(a;)|) < e2 STOP
3 • - ' •• k

SINON aller a Petape 4
ft

Etape 4 mise a jour

zw = ^ + W)ri(xw) VJ=l--n

ZW=Zt+^(x^) Vk=l,...,K

pt+l = p xt+l + (1 - p)pt

t -f— tjr 1 puis retour a let ape 1

Notons que d(j) est Ie nombre de chemins utilisant 1'arc j et p est un facteur de relaxation

pour ameliorer la convergence de 1'algorithme, Zj est la variable duale associee a 1'arc j,

Zk la variable duale associee au flot k. poj est un vecteur obtenu a partir de la mise

en oeuvre de 1'algorithme (voir [69]) dont 1'initialisation est donnee dans la procedure

d'initialisation ci-dessous. De plus ch^ represente Ie pe chemin de la communication k

entre Sk et tk d'ou \ch^\ est Ie nombre d'arcs composant ce chemin. De plus nous avons

K Nk

rj(x) = ^ ^ 7Tkp(J)Xkp - XQJ
k=l p=l

Tk(x) =Tk - )_^Xkp
p=l

Nous donnons ci-dessous la procedure d'initialisation:
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Procedure d'initialisation

Etape 0

Poser coutj = ^/(0) Vj et p° = 0

Etape 1

Pour k = 1,...,K

Chercher Ie plus court chemin entre s^ et ^ en utilisant les couts (coutj)j

Faire A^ = 1 , p°^ = ^ , rf, = pg, +rfi

SI rf,<c,, cout,=f'^)

SINON coutj = Infini

Etape 2

Poser zQj = coutj V j et

z°,= Y, z°, \/k
z_^

J'e^i

Signalons que Palgorithme est tres sensible au choix de A car ce dernier influe sur la

vitesse de convergence des suites duales et primales. En effet une valeur assez grande

de A fera converger tres rapidement la suite primale alors que la suite duale convergera

tres lentement ou meme pire divergera (voir [69]) et une valeur assez petite de A fera

apparaitre 1'effet contraire. C'est a cet effet que des techniques pour trouver une valeur

de compromis out ete proposees dans [69, 59].

Comme nous Ie signalions dans 1'introduction, dans [69] A. Ouorou propose une technique

pour Ie choix de A tres interessante pour les problemes de flots quadratiques et qui dans

Ie cas particulier de notre probleme de routage donne

A = 0 min |c/^p| avec 6 > 0
k,p
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Selon cette technique on choisit d'abord A = 1 et lorsqu'on decide Parret de la recherche

des plus courts chemins, on prend A comme ci-dessus mentionne. Mais en fait ce choix de

A ne fait que deplacer Ie probleme a un niveau moindre. En efFet ceci revient a trouver

une bonne valeur de 0. Dans [69], Pauteur presente des resultats numeriques sur un petit

probleme ou 0 choisi entre 0.1 et 0.6 donne des resultats assez satisfaisants. Mais Ie

probleme reste entier car d'une part toutes les valeurs de 0 comprises entre 0.1 et 0.6

ne donnent pas de meilleurs resultats que Ie choix unitaire (A = 1) et d'autre part les

resultats presentes dans [69] sont efFectues sur des problemes de tres petites tailles. Dans

la litterature [69, 70], les etudes comparatives entre la decomposition proximale avec

facteur et d'autres algorithmes sont faites avec A = 1 car donnant dans la majorite des

cas de meilleurs resultats. C'est ce constat qui fait que 1'algorithme que nous proposerons

dans cette these et qui peut etre vu comme une version modifiee de la decomposition

proximale sera compare avec ce dernier ou A sera choisi egala 1.

Dans [59] une technique basee sur Ie taux de convergence des suites primales et duales

est proposee. Cette technique suggere d'ajuster a chaque iteration Ie parametre d'echelle

A afin de garder Ie meme taux de convergence pour les suites primales et duales. Mais

cette technique n'est appliquee qu'a de petits problemes quadratiques et a notre avis

n'est pas appliquable au probleme qui nous concerne ici (Ie probleme de multiflot de cout

minimum) car necessitant la connaissance de 1'expression des taux de convergence des

suites.

Nous presentons maintenant quelques resultats numeriques faisant ressortir 1'importance

de A sur Palgorithme de decomposition proximale avec facteur d'echelle.
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2.3.3 Resultats numeriques de la decomposition proxirnale sur

Ie probleme de routage

Dans cette section nous presenterons quelques resultats numeriques obtenus avec 1'al-

gorithme de decomposition proximale. Les tests out ete effectues sur un graphe de 19

sommets et de 68 arcs que nous nommons R19.

Signalons que Palgorithme est code en C et que la solution initiale est prise egale a zero.

Ce code nous a ete fourni par Pequipe du professeur P. Mahey de PInstitut Superieur d'ln-

formatique, de Modelisation et de leur Application (I.S.I.M.A, Universite Blaise Pascal,

Clermont-Ferrand, France). Les tests out ete effectues au Laboratoire d'Optimisation de

I'Universite de Sherbrooke sur une station Sun SPARC 4 connecte a un serveur arlequin

RS8.

La premiere serie de tests que nous avons faite montre la sensibilte de 1'algorithme au

facteur d'echelle A, voir tableau 2.1. On suppose ici que toutes les demandes sont egales

et valent 70, de meme que les capacites qui valent 250 et qu'on a K = 5 (nombre de

commodites).

A
Temps

CPU(sec.)
Nombre

Iterations

0.01

0.27

193

0.02

0.39

282

0.03

0.73

512

0.04

0.99

702

0.05

1.27

918

0.06

1.58

1138

0.07

1.94

1364

0.08

2.20

1586

0.09

2.50

1810

1

30.00

21853

2

60.07

43903

TAB. 2.1 - Temps CPU et nombre d'iterations en fonction de A avec r^ == 70

Les resultats ci-dessus montrent la dependance du nombre d'iterations et du temps CPU

par rapport a la valeur du facteur d'echelle A. Nous constatons que pour A egal a 0.01 ou
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0.02, on a de tres bons resultats alors que pour A valant 0.03 ou 0.05, les resultats obtenus

sont plus ou moins satisfaisants. Par contre a partir de A = 0.06 Ie nombre d'iterations

commence a augmenter rapidement. Les tests faits avec A plus grand que 2 donnent des

resultats de plus en plus mauvais (c'est a dire avec un nombre d'iterations et un temps

CPU plus grands) comme nous pouvons Ie constater sur Ie tableau 2.1 avec A egal 1 ou

2.

Remarquons aussi qu'une bonne valeur du facteur d'echelle pour un probleme donne ne

Pest pas pour un autre probleme (voir la valeur 2 pour les tableaux 2.1 et 2.2).

A
Temps CPU(sec.)
Nombre Iterations

0.01
0.25
189

0.02
0.25
188

0.06
0.27
198

0.07
0.27
198

1
0.32
232

2
0.32
233

TAB. 2.2 - Temps CPU et nombre d'iterations en fonction de \ avec 7^ = 50

Ici nous avons pose K = 5, les demandes r^ valent 50 et les capacites c valent 250. Notons

que les difFerents tests effectues pour difFerentes valeurs des donnees donnent des resultats

semblables du point de vue de revolution du temps CPU et du nombre d'iterations. Nous

n'avons pas donne ici les resultats pour A compris entre 0.03 et 0.05 car Us sont identiques

au cas ou A = 0.02.

II decoule de ces tests numeriques que 1'algorithme de decomposition proximale (D.P)

est tres sensible au facteur d'echelle, d'ou Pinteret de son etude car sa valeur n'est pas

connue a pnon.

Dans la litterature nous rencontrons plusieurs algorithmes ayant Ie meme comportement

que la D.P (c'est a dire fortement sensible au facteur d'echelle appele facteur de penalite

dans certains cas), nous en presenterons quelques uns au chapitre 4. Pour accelerer leur

convergence, hormis les techniques citees plus haut dans ce chapitre, certains auteurs

proposent 1'introduction d'une suite de parametres variant suivant les iterations tandis
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que d'autres preconisent une pluralite de ces parametres. Dans cette these nous avons

opte pour 1 utilisation de plusieurs parametres pouvant varier suivant les iterations. C'est

dans ce sens que nous proposons dans Ie chapitre 5 une nouvelle approche basee sur Ie

Lagrangien augmente separable.
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Chapitre 3

METHODE DU LAGRANGIEN
AUGMENTE SEPARABLE

Ce chapitre sera consacre a la methode du Lagrangien augmente separable. Nous com-

mencerons d'abord par un bref rappel sur la methode de penalite quadratique et sur la

methode du Lagrangien classique. Ensuite nous presenterons la methode du Lagrangien

augmente et ses principaux resultats, et enfin nous parlerons de 1'algorithme du Lagran-

gien augmente separable (Separable Augmented Lagrangian Algorithm, SALA). Notons

que dans ce chapitre nous travaillons avec des problemes sujets a des contraintes d'egalite.

3.1 Bref rappel sur les methodes de penalite et La-

grangienne

Les methodes que nous presentons ici sont basees sur la transformation d'un probleme de

minimisation avec contraintes d'egalite en une suite de problemes sans contrainte. Cette
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transformation est possible grace a 1'utilisation de fonctions appropriees, la fonction de

penalite et la fonction de Lagrange (suivant la methode utilisee) . Nous presentons ci-apres

la methode de penalite puis celle basee sur Ie Lagrangien.

3.1.1 Methodes de penalite

Nous nous interessons ici a la methode de penalite quadratique qui appartient a la famille

des methodes de penalite exterieure. C'est 1'une des plus anciennes methodes de penalites,

elle fut propose par Courant [13] pour resoudre des problemes de la forme

miuf(x)
(3.1)

s.a g(x) = 0

ou / : Mn -» M, ^ : Rn -^Wn

La methode consiste a considerer la fonction suivante dite fonction de penalite quadratique

P(x,\)=f(x)+^\\g(x)\\2

ou A, appele parametre de penalite, est un reel positif.

Elle procede de la maniere suivante

• Choisir une suite de parametres \t positifs et tendant vers oo

• Determiner xt Ie minimum de P(x,\t), pour tout t > 0. On s'attend a ce que la suite

x converge vers x* une solution de (3.1). Mais tres souvent on se contente d'un resultat

plus faible

limf(xt)^f(xr).
t—^ 00

Apres Courant d'autres chercheurs se sont interesses a cette methode. C'est ainsi que

d'autres methodes de penalite exterieure furent proposees. De nouvelles families de methodes

de penalite verront aussi Ie jour comme la penalisation interieure pour les problemes avec
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contraintes d'inegalite et la penalisation mixte (ou penalisation interieure exterieure) pour

les problemes avec contraintes d'egalite et d'inegalite. Pour de plus amples details voir

Pouvrage de Fiacco et McCormick [21] qui est une reference dans ce domaine. Et plus

recemment nous avons les travaux de Karmarkar [43] qui out relance 1'interet pour les

methodes de points interieurs, ceux de Kort et Bertsekas [49] et enfin ceux de Dussault

et ses collaborateurs [3, 4, 14, 15] pour ne citer que ceux-ci.

Le probleme majeur de ces methodes fut Ie mauvais conditionnement, c'est a dire que

lorsque \t tend vers oo Ie rapport de la plus grande valeur propre sur la plus petite valeur

propre du hessien de P(\t,x) tend vers oo ce qui rend difiicile la resolution du probleme.

Murray fut Ie premier a soulever 1'instabilite numerique de ces methodes due au mau-

vais conditionnement [67 , ce qui a valu a ces methodes d'etre delaissees pour un bon

bout de temps. Mais Broyden et Attia dans [10] puis Gould dans [34] out montre que Ie

mauvais conditionnement n'etait qu'apparent. Us proposerent ainsi des techniques pour

contourner Ie mauvais conditionnement. Dussault dans [15] analyse une famille abstraite

d'algorithmes de penalite, dont la penalite logarithmique est un cas particulier, et in-

troduit une technique basee sur la connaissance des contraintes actives pour contourner

Ie mauvais conditionnement. Pour plus d'information sur les methodes de penalisation,

nous renvoyons Ie lecteur aux references citees ci-haut ainsi qu'a [37] et a ses references.

Nous allons presenter dans la partie subsequente la methode du Lagrangien classique.

3.1.2 Methodes Lagrangiennes

Nous abordons dans cette partie une autre methode de minimisation sans contrainte

appelee methode Lagrangienne. Pour cela nous considerons Ie probleme (3.1) ci-dessus.

La methode consiste a determiner les points stationnaires de la fonction L(',') suivante

39



dite fonction Lagrangienne (ou Lagrangien) associee au probleme (3.1)

L(x,u) = f(x)+(u,g(x))

ou u € Wn est appele multiplicateur de Lagrange (ou variable duale).

Les points stationnaires de L(-,') sont caracterises par Ie syteme a n + m equations

^f(x)+{uT,Vg(x))
VL(rc,u) = < ^ = 0. (3.2)

9(x)

La methode consiste ainsi a resoudre iterativement Ie systeme (3.2). Nous enongons a

present un des resultats les plus populaires concernant cette methode: Si x* est une

solution de (3.1) et les fonctions / et g sont continument differentiables et que la matrice

Jacobienne des contraintes V^ (x) est de plein rang, alors il existe un vecteur u* C Mm tel

que Ie couple (a;*,u*) soit solution du systeme (3.2). Le couple (x*,u*) est ainsi un point

stationnaire de L(-,-) et est aussi appele point selle (point-col) de L(-,-). Notons que les

multiplicateurs de Lagrange u coi'ncident avec les variables du probleme dual de (3.1), ce

qui fait de cette methode une methode primale-duale.

Dans Ie cas convexe, les solutions optimales peuvent etre trouvees en un point selle du

Lagrangien (souvent difficile a trouver). Par centre dans Ie cas non convexe, les solutions

du probleme dual fournissent des bornes inferieures de la valeur optimale du primal (3.1).

Cette methode tres attrayante dans Ie cas convexe presente quelques difficultes dans Ie

cas non convexe. En plus de la difficulte de trouver Ie vecteur u* (la non difFerentiabilte

de la fonction duale rend sa maximisation difHcile), il existe des problemes admettant

des solutions et qui n'ont pas de point selle. De meme tout point stationnaire de L(-,u*)

n'est pas forcement realisable et de plus n'est pas necessairement une solution de (3.1).

Avec les resultats de Everett 20], plusieurs chercheurs se sont interesses a cette methode.

Fletcher dans [22] s'interessa au cas strictement convexe et proposa une approche dont

la methode primale-duale d'Uzawa [2] est une instance.
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Pour beneficier de 1'avantage des methodes de penalisation et Lagrangienne, une autre

methode sera proposee a savoir la methode du Lagrangien augmente (ou methode des

multiplicateurs). Cette nouvelle approche sera presentee dans la partie subsequente.

3.2 Methode du Lagrangien augmente

C'est une methode hybride entre la methode du Lagrangien et la methode de penalite

(voir [5]). Elle beneficie des avantages de ces deux methodes.

Nous nous interesserons au Lagrangien augmente pour les problemes avec contrainte

d'egalite. Nous considerons toujours Ie probleme (3.1).

La methode du Lagrangien augmente resoud une suite de sous-problemes sans contrainte

de la forme

mmLA(x,u,\) = f(x) + (uT,g(x)) + ^\\g(x)\\2
x€X

ou u e Rm et A > 0.

La fonction LA (.,.,.) est appelee Lagrangien augmente associe au probleme (3.1). Remar-

quons que lorsque u = 0, on retrouve la fonction de penalite quadratique et lorsque A = 0,

on retrouve la fonction de Lagrange classique.

Cette methode du Lagrangien augmente fut proposee independamment par Hestenes

(1969) et Powell (1969) pour eliminer en partie les difficultes liees a la methode de penalite

(pour obtenir un point realisable, il faut faire tendre A vers +00, d'ou la penalisation

de / devient mal-conditionnee) et celles liees a la dualite lagrangienne (si la suite des

Uk converge vers Poptimum du dual n*, les solutions successives Xk ne convergent pas

forcement vers une solution primale) . Cette fonction Lagrangien augmente fut generalisee

par Rockafellar en 1973 ([77]) aux problemes avec contraintes d'inegalites, voir [63].
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La methode du Lagrangien augmente consiste a resoudre une suite de sous-problemes de

la forme

(PA) mm LA (x, Ut, \t)
x^X

ou {ut}t est une suite dans Mm et {\t} est une suite de parametres positifs.

D'autres types de Lagrangien augmente furent proposes, par exemple la methode des

multiplicateurs de Nakayama et ses associes [68] et celle de Pierre et Lowe [72] pour ne

citer que ceux-ci.

L'utilisation d'un Lagrangien augmente peut etre vue comme une amelioration des me-

thodes de penalites qui evite d'avoir a utiliser des coefficients de penalite trop grands

(ce qui permet de contourner Ie mauvais conditionnement). Par ailleurs les Lagrangiens

augmentes out un interet beaucoup plus fondamental encore car ils permettent d'etendre

la theorie de la dualite a des problemes non convexes ([63],chap. 4).

Les methodes de Lagrangien augmente ont ete longuement etudiees par Bertsekas. Dans

[6] il presente une approche de type penalite, une autre basee sur la minimisation inexacte

du Lagrangien augmente et discute sur les aspects numeriques et plus particulierement

du choix des differents parametres. Pour Ie choix de ces derniers, Bertsekas dans [6]

suggere de choisir UQ proche de u* pour obtenir une convergence. Pour Ie choix de la suite

{Af}t, il propose de choisir Ao si necessaire par experimentation et d'utiliser la relation

de recurrence \t+i = P^t ou (3 C [5,10]. Pour plus de details voir [6].

Avant de terminer notre presentation sur la methode des multiplicateurs, nous donnons

Ie resultat suivant et pour sa demonstration nous renvoyons Ie lecteur a [5].

Proposition 3.1 [5]

Soit X un scalaire positif tel que V^LA(^*,U*,A) soit definie positive. II existe alors des
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reels S, e et M tels que:

(a) Pour tout (u,\) € D, D C Rm+l defini par:

D = {(u,A) : ||u - n*|| < 6\ \< X}

Ie probleme min{LA(^,^,A) : ||a; — x*\\ < e} a une unique solution x(u,\). La

fonction x(.,.) est continument differentiable dans I'interieur de D et pour tout

(u,A) ^ D on a:
\u- u*\

\x(u,\) - x*\\ < M1 A
(b) Pour tout (n,A) € D, on a

|u(u,A) -u*|| < M' A

ou u(u,\) = u + A^(rc(u,A))

(c) Pour tout (u,A) € D, la matrice V^LA(^(U,A),U,A) e5^ definie positive et la matrice

Vg(x(u,\)) est de plein rang m.

Remarque:

Cette proposition montre que si la suite {u*}* est bornee et Ie parametre \t suffisamment

grand a partir d'un certain rang alors la minimisation de LA(.,i4,/\t) admet un minimum

local Xt = x(uf, \t) tres proche de x* et on a Uf —^ u*, Xf —> x*. De plus Ie taux

de convergence de {\\Xf — x*\\}t et celui de {\\Uf — u*\\}t sont lineaires et superlineaires

lorsque \t —^ oo

Nous avons voulu tout au debut de ce chapitre parler brievement de la methode du

Lagrangien augmente en guise de preparation pour la suite. Nous n'ignorons pas que

parler des methodes des multiplicateurs depasse largement Ie cadre d'un chapitre tant

les travaux sur celles-ci sont nombreux et interessants, raison pour laquelle nous avons

prefere en donner une synthese rapide concise et pas trop technique. Cette synthese ne
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pouvait se faire sans pour autant rappeler les methodes de penalisation et Lagrangiennes,

c'est ce qui a motive la premiere partie de ce chapitre.

3.3 Methode du Lagrangien augmente separable

Nous presentons 1'algorithme du Lagrangien augmente separable qui est une methode

de decomposition basee sur Ie Lagrangien augmente pour les problemes de grande taille

separables convexes ou non. Nous presentons cet algorithme seulement a titre d'introduc-

tion au chapitre 5. En effet dans ce dernier nous proposons une extension de Palgorithme

SALA. Notons que dans Ie cas convexe Ie Lagrangien augmente separable coincide avec

la decomposition proximale, voir [37]. Pour etudier cette methode, nous considerons Ie

probleme (P. S.) suivant

n
v^mm^fj(xj)
,7=1

(P.S.) s.a Xj € Sj V j Kj <n

n

^9j(xj) =0
J=l

ou fj : Rn3 —)• M, ^ : -Rn-' —)• Rm, 1 ^ ^" < n\ toutes les fonctions sont supposees de

classe C . V 1 < j < n, Sj est un sous-ensemble de R""' non vide, ferme et borne.

En introduisant Ie vecteur d'allocation de ressource y = {yi,y-2, • • • ,2/n) ou Vj ^ ~^m, pour

tout j ,1 < j <n, nous obtenons Ie probleme equivalent (P.E.) suivant:

n
v—-\

mm^fj(xj)
J=l
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(P.E.) s.a Xj C Sj \f j 1 <j <n

gj(xj)^yj =0 V j Kj <n

n

E%=°
J=l

En relaxant les n contraintes du type gj(xj) -\-yj = 0, nous construisons Ie lagrangien aug-

mente associe au probleme (P.E.). Ainsi resoudre (P.E.) revient a resoudre Ie probleme

(3.3) suivant:

n \ n

min \ Y^ 1AX3) + ( UV 9j(Xj) + ^ ) + ^ ^ ||^(^) + ^||2
.3=1 ~ J=l

s.a Xj G Sj (3.3)
n

E%=°
J=l

La resolution du probleme (3.3) se fait en deux phases. On minimise d'une part par

rapport aux variables xj telles que Xj G Sj et les yj fixes et d'autre part par rapport aux

y G (Rm)n tels que ^Vj = 0 et cette fois-ci les xj fixes. En resume il sagit de resoudre

les problemes suivants:

min { /,(^,) + <u;, ^(a;,) + y} ) + ^lb(^) + ^U2 ^ . (3.4)
XjkzSj

min j ^ /,(^+1) + {u}, g,(xw) +y,)+ ^ \\g,(xw) + y,f \ (3.5)
.J=l ~ 3=1

n

s.a J^yj=0.
J=l

avec la mise a jour des variables duales donnee par

uw = u} + \t(g,(xw) + y^) Vj=l, ,71.
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ou x+ et yj+ sont respectivement des solutions optimales de (3.4) et (3.6).

Pour resoudre (3.5), nous relaxons la contrainte en contruisant Ie lagrangien associe. Ce

qui revient a resoudre Ie probleme suivant:

mm ^{/,(^1) + < ut,, 9,(^1} + V,) + ^II^F1) + Wll2} + ^+1 E W (3-6)
y ^ - ^ ^ ^ ^, —

3=1 J=l

ou /jt+l est Ie multiplicateur associe a la contrainte ^ yj =0. Ce qui equivaut a resoudre

Ie probleme

mm {{^, g,(xw) + y,) + ^\\g,(xw) + y,\\2 + A<t+l%} (3.7)

Ainsi les conditions de K.K.T s'ecrivent

"5 + >t(g^w) +vw) + ^ = o

^yw=-s^w)
it^ -4- iit.

/*+1 = -n.(^t+1} - ^ ' ^ -t- UJ{xj"'~~^

or ^VjE</rl=o
J=l

alors on a

^l=-^E(w:crl)+u?)
J=l

En remplagant ytj+l par sa valeur dans 1'expression de ut+l, la formule de mise a jour des

variables duales devient

U3 =^+X,(g,(^l)-g,(xw)->^v^

^ uW ^ _^m
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d'ou Uj est independant de j. Ainsi nous posons Uj = u et la formule de mise a jour des

variables duales s'ecrit alors:

JL^t
u" l="t+^E^r1)

J=l

Partant de 1'expression de ytjr et en remplacant /2t+l par sa valeur on obtient la formule

de mise a jour des vecteurs d'allocations qui s'ecrit alors

,*+1 - -n.(^\ M JL^+1 _ o,t}/j — ~yj\^j )
<t

^^=-,,(^)+^3,(^1)
J'=l

Algorithme du Lagrangien Augmente Separable (SALA)
/

Etape 1 Initialisation

Choisir u° C Rm; y° € (Rm)n tel que ^,^° = 0;

/3>1 Ao>0et e>0
^

Etape 2 Resolution des sous-problemes

Pour j = !,•• • , n determiner

xw € argmin ^ /,(a;,) + (u\ ^,) + ^ ) + ^H^fe) + ^||2
Xjk:Sj

Etape 3 test d'arret

n

Calculer rt+l = ^9j(xw)
J=l

SI ||rt+l||<e STOP

SINON aller a 1'etape 4
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Etape 4 mise a jour

ut+l = ut+x^rt+l
n

yW = -fe(^+l) + 1 rt+l, Kj<n

A^-i = /?A( puis retour a l/etape 2

Une etude plus approfondie de cet algorithme est presentee dans [37] avec d'interessants

resultats numeriques. Notons que dans 37], Hamdi montre a partir de ses experiences

numeriques la sensibilite de 1'algorithme au parametre de penalite A et aussi a sa valeur

initiale.

3.3.1 Analyse de convergence

Dans cette section, nous procedons a Petude de la convergence des suites {xj}t, {Vj}t et

{ut}t engendrees par Palgorithme (SALA).

Theoreme 3.1 [36]

Soit x* un minimum local isole de (P.S.) avec fj et gj de classe C pour tout j = 1, • • • ,n.

Supposons que les vecteurs {^9j(xj)}i<j<n sont lineairement independants et de plus

x* satisfait aux conditions suffisantes d optimalite du second ordre. Alors I'algorithme

converge vers un minimum local de (P.S.).

Remarque

• La demonstration de ce theoreme repose sur Phypothese que tous les termes de la

svLiie{x }t appartiennent au voisinage de 1'optimum local x*.

• La convergence reste valable lorsque les sous-problemes de 1'etape 2 sont resolus de

maniere approximative.
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Dans ce chapitre nous avons presente 1'algorithme SALA en guise d'introduction au

chapitre 5 ou une extension de ce dernier sera presente. Mais avant nous ferons une revue

de la litterature concernant les methodes de type SALA pour ainsi situer notre approche

par rapport a ces dernieres. Ceci sera 1'objet du prochain chapitre ou nous examinerons

brievement ces methodes ainsi que leurs principaux resultats de convergence.
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Chapitre 4

REVUE DES METHODES DE

TYPE LAGRANGIEN

AUGMENTE SEPARABLE

Dans ce chapitre nous presentons une breve revue de la litterature concernant les methodes

de type Lagrangien augmente separable. La litterature est assez abondante mais nous

presenterons seulement les methodes les plus populaires. Nous classons ces methodes en

deux group es:

• Ie premier groupe renferme des methodes induites des methodes de decomposition des

operateurs monotones (qui sont des methodes utilisees pour la recherche d'un zero d'un

operateur monotone maximal),

• et Ie deuxieme regroupe des methodes induites de la methode des directions alternees

(Alternating directions Method, ADI) qui elle decoule de la theorie des operateurs maxi-

maux monotones.

Bien que la methode ADI decoule de la theorie des operateurs maximaux monotones,
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nous avons voulu presente dans Ie deuxieme groupe des methodes de type Lagrangien

augmente qui peuvent etre vues comme des extensions de la methodes ADI.

L'objectif dans ce chapitre est de donner une vue synthetique des differentes techniques

conduisant a des algorithmes de type Lagrangien augmente separable. Nous applique-

rons ces differents algorithmes a une classe de problemes de grande taille separables a

savoir celle des problemes monotropiques afin de comparer leur structure. Pour chacune

des methodes nous donnerons les principaux resultats de convergence. Signalons que les

algorithmes qui nous concernent ici out une structure de Lagrangien augmente mais ont

ete congus pour des problemes convexes.

Ce chapitre prepare Ie prochain chapitre ou nous proposerons une nouvelle methode de

type SALA. Cette derniere represente la contribution majeure dans cette these.

Un rappel de quelques outils mathematiques est necessaire pour faciliter la lecture de

certains passages.

4.1 Quelques resultats preliminaires

Dans cette section nous exposons les resultats dont nous aurons besoin dans la suite de

ce chapitre. Ces differents resultats vont porter sur I5 analyse convexe (voir [75] pour plus

d'information) et sur la theorie des operateurs monotones (pour plus de details voir [9]).

4.1.1 Rappels d'analyse convexe

Les principaux resultats que nous presentons dans cette sous section peuvent etre trouves

dans [75]. Nous nous situons dans 1'espace Euclidien M" ou Ie produit scalaire est note
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par {•,•} et | • | la norme qui lui est associee.

Definition 4.1 Un sous-ensemble C de R" est dit convexe si (1 — A)rr + \y € C' pour

tout 2;GC',^/CC7etO<A<l.Un resultat important sur les ensembles convexes est

qu'une intersection quelconque d'ensembles convexes est convexe.

Definition 4.2 Soit / : Rn —>] — oo, +00 . On appelle epigraphe de /, Pensemble

epi(f)={(x,a)eRn+l/f(x)<a}.

Definition 4.3 On dit que / est convexe si /(Arc + (1 — X)y) < \f(x) + (1 — ^)f(y) pour

tout x,y eRn et 0 < A < 1.

Si Pinegalite est strife on dira que / est stritement convexe. De cette definition il en

decoule les result ats suivants:

• soit / : Mn —>] — oo, + oo]. / est convexe si et seulement si

f(\lXi + X-^X'2 + • • •+ \mXm) < >lf(xi) + \2f(x2) + • • • + \mf(Xm)

m
ou \i > 0, VI <i <m et V A, = 1.

1=1

• Si / et g sont deux fonctions convexes et A un reel positif, alors \f et f +g sont

convexes.

Definition 4.4 Une fonction / est dite fortement convexe de module a > 0 si pour

A €]0,1[ et pour tout x,y EWl on a

f(\x + (1 - A)y) < \f(x) + (1 - A)/(y) - laA(l - A)HI; - 2/||2

Definition 4.5 On appelle fonction conjuguee d'une fonction /, la fonction notee /*

definie par

f(y)= sup {(y,x) - f(x)}
x
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Definition 4.6 Soit / definie sur S C Rn. On dira que / est semi-continue inferieurement

(s.c.i) au point x C S si

lim_ f(xt) < f(x)
t — >00

pour toute suite {xt}t dans 5' telle que xt converge vers x et que la limite de f(xt)

existe dans [—00, oo] lorsque t tend vers oo. L'importance des fonctions semi-continues

inferieurement dans Petude des fonctions convexes apparait dans Ie theoreme suivant:

Theoreme 4.1 [75]

Soit f une fonction definie de Rn d valeurs dans —oo, oo]. Les conditions suivantes sont

equivalentes:

i) f est semi-continue inferieurement sur R";

ii) {x C Wl I f(x) < a} (appele section de f) est ferme pour tout a € M;

in) I'epighaphe de f est un ensemble ferme de Rn+l.

Definition 4.7 / est une fonction propre si son domaine, c'est a dire

dom(f) = {x € Mn //(^c) < 00}, est non vide.

Definition 4.8 On appelle sous-gradient de / en x tout vecteur y € M" tel que

f(x + d) > f(x)+(y,d) VdcMn.

L'ensemble des sous-gradients de / en x est appele sous-differentiel de / en x et est note

9f (x), c'est un ensemble convexe et ferme. Dans Ie cas ou il est non vide, on dira que /

est sous-differentiable en x.

Un resultat immediat de cette definition faisant ressortir son importance dans les problemes

d'optimisation convexe et non difFerentiable est Ie suivant

f(x*) = mm f(x) si et seulement si 0 C Qf{x*)
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4.1.2 Sur les operateurs monotones

Nous donnons dans ce sous paragraphe un bref rappel de quelques definitions et resultats

sur la theorie des operateurs monotones. Pour une etude detaillee, nous renvoyons Ie

lecteur a 1'ouvrage de H. Brezis [9].

Considerons un espace de Hilbert reel H de dimension finie dont Ie produit scalaire est

note par {•, •} et || • la norme qui lui est associee.

Definition 4.9 Soit T un operateur defini dans H. On dit T est un operateur multivoque

si pour tout x € /H, Tx designe une partie (eventuellement vide) de /H. Dans Ie cas ou

Tx contient au plus un element on dira que T est univoque.

Lorsque Tx = {y} nous noterons alors Tx = ?/. De ces definitions decoulent les notions de

graphe, de domaine et d'image d'un operateur dont nous donnons les notations ci-dessous

• Le domaine de T note dom(T) est 1'ensemble dom(T) = {x C H / Tx ^ 0}.

• Le graphe de T note Gr(T) et Pensemble Gr(T) = {(x,y) e/H x/H/y e Tx}.

• L'image de T notee im(T) est Pensemble im(T) = {y € Ti /3 x ^/H tel que ?/ C Ta;}.

Notons que 1'operateur T~l est Poperateur dont Ie graphe est symetrique a celui de T

c'est a dire y C T-lx <===^ x € T?/.

L'ensemble des operateurs est ordonne par 1'inclusion des graphes c'est a dire que si T

et T sont deux operateurs alors T C T ^===^ Tx C T'x pour tout x € /H.

Definition 4.10 Un operateur T est dit monotone si V X-L, x^ G dom(T) et V y\ G Ta;i,

V y2 € Trz;2 <2/i - 2/2, a^i - ^2} > 0.

L'ensemble des operateurs monotones de /H est inductif pour 1'inclusion des graphes, ce

qui justifie la definition suivante.

Definition 4.11 Un operateur T de H est maximal monotone s'il est maximal dans

P ensemble des operateurs monotones. Ce qui veut dire en d'autres termes que son graphe
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n'est contenu dans aucun autre graphe d'operateur monotone, c'est a dire que si T' est

un operateur monotone de /H alors Gr(T) C Gr(T') ==^ T = T'. Le theoreme suivant

nous donne un exemple d operateur maximal monotone.

Theoreme 4.2 Si f : R —)•] — oo, +0x3] est convexe, I'operateur Qf est monotone. Si

de plus f est s.c.i et propre, Qf est maximal monotone.

Soit T un operateur maximal monotone, alors les operateurs AT (A > 0), T~ , et T+rf

(d € /H) sont maximaux monotones.

Definition 4.12 Soit T un operateur et soit A un reel. On appelle resolvante de T

(associee a la constante A), 1'operateur J\T = (I + AT) ou J est 1'operateur identite.

Theoreme 4.3 [9]

Soit T un operateur de /H. II y a equivalence entre les trois proprietes suivantes:

i) T est maximal monotone,

ii) T est monotone et im(I + T) = /H,

Hi) pour tout X > 0, (J + XT)-1 est une contraction definie sur /H tout entier.

II decoule de ce resultat que tout operateur T maximal monotone a sa resolvante as-

sociee a A > 0 (quelconque) qui est une contraction, done admet un unique point fixe

x. L'existence de ce point fixe pour la resultante implique que 0 € Tx. C'est ce dernier

resultat qu'exploite 1'algorithme du point proximal (que nous presentons dans la partie

subsequente) pour trouver Ie zero d'un operateur maximal monotone.

Dans Ie paragraphe suivant nous presentons une famille d'algorithmes inspiree de 1'algo-

rithme du point proximal que nous appliquerons aux problemes monotropiques.

Nous considerons dans la suite de ce chapitre Ie probleme monotropique (P.M.) defini
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comme suit:

n
v—-\

mm^fj(x3)
J=l

(P.M.) s.a Ax = b

a< x <f3

ou les fonctions fj : Rn —> R sont convexes propres et semi-continues inferieurement

(s.c.i), A est une matrice (m x n), x € Em, o;,/? € M", et & eMm Nous supposons que

toutes les colonnes de la matrice A sont non nulles et nous posons Aj la je colonne de la

matrice A.

Dans la section subsequente nous presentons des methodes d'optimisation induites des

methodes de recherche d'un zero d'un operateur monotone. Ces methodes peuvent etre

vues comme des variantes de la methode du point proximal.

4.2 Sur Pextension a l?optimisation des methodes de

decomposition pour les operateurs monotones

Dans ce paragraphe nous nous interessons a la methode Double-Backward Method (DBM)

que nous nommons la methode du double renvoi, a la methode Forward-Backward Method

(FBM) que nous appelons la methode du va et vient, a la methode de Peaceman-Rachford

et a la methode de Douglas-Rachford [16, 17]. Nous parlerons aussi de la methode de

decomposition proximale (DP) [69]. Toutes ces methodes sont des cas particuliers de la

methode du point proximal que nous presentons dans la partie subsequente et la plupart

d'entre elles peuvent etre trouvees dans [17].

Contrairement a Eckstein dans sa these [17], nous ne nous limiterons pas a la presentation

de ces methodes et de leurs prmcipaux resultats mais nous les appliquerons au probleme
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monotropique. En fait c'est cette application au probleme monotropique pour fin de

comparaison qui represente la nouveaute dans cette partie.

4.2.1 La methode du point proximal

C'est un algorithme pour trouver les zeros d'un operateur monotone, c'est a dire pour

resoudre un probleme de la forme

Trouver x C T-L tel que 0 C Trc ; ou T est un operateur monotone maximal (4.1)

Le theoreme 4.3 et la remarque que nous en avons tiree nous permettent de dire que tout

zero de T est un point fixe de sa resolvante.

Pour resoudre Ie probleme (4.1), 1'algorithme du point proximal suggere de partir d'un

point x° quelconque et d'utiliser la procedure iterative suivante

xt+l = JAT^ = (-^ + AT)-1^ (4.2)

Get algorithme a ete largement etudie par Martinet 61, 62] et Rockafellar [74 .

Martinet a prouve la convergence de Palgorithme dans les cas suivants:

• A est constant et T est Ie sous-difFerentiel d'une fonction dont les sections sont com-

pactes.

• A est constant et T est Ie cone normal d'un sous-ensemble borne de 'H.

Rockafellar quant a lui a obtenu des resultats plus generaux. En effet il montra que la

suite engendree par (4.2) avec A pouvant varier suivant t converge vers un zero de T et

cela meme si Ie processus (4.2) est approximatif.

Nous presentons a present Palgorithme du point proximal.

Algorithme du Point Proximal (APP)
^

Et ape 0: Initialisation
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Choisir re0, et Ao > 0

Etape 1: Iteration t

Determiner xt+l € (I + \tT)~lxt

Etape 2: Test d'arret

SI OeTxw STOP

SINON aller a 1'etape 3.
^

Etape 3: mise a jour

Poser t < — t + 1 puis retour a 1'etape 2.

Dans Ie cas ou T = 9f, avec / convexe et propre, la procedure (4.2) devient

xt+l=al^{f(x)+^x-xt\\2} (4-3)

Notons que Ie terme proximal a ete introduit pour la premiere fois par Moreau dans [66]

pour designer Funique solution de (4.3) (car lorsque la fonction consideree est 1'indicatrice

d'une partie convexe C, alors 1'unique solution represente Ie point Ie plus proche de ce

convexe C) et la fonction f\(y) = f(x) + -^\\x — y\\2 est par ailleurs appelee regularisee

de Moreau-Yoshida.

Plusieurs travaux ont ete consacres a 1'algorithme du point proximal, comme ceux de

Rockafellar [76], de Lemaire [50, 51, 52]. Et plus recemment, on a des travaux portant

sur des extensions de APP comme ceux de Poliquin et Rockafellar [73], de Lemarechal et

Sagastizabal [53, 54], de Kamimura et Takahashi [42] et enfin les travaux de Humes Jr. et

Da Silva [41] et de Da Silva et al. [80] pour ne citer que ceux-ci. Pour plus de details sur

Palgorithme APP, Ie lecteur pourra consulter la these de A. Hamdi [37] ou la reference

est plus exhaustive.

Dans les parties subsequentes nous examinerons quelques cas particuliers de APP qui

conduisent a des algorithmes de type Lagrangien augmente.
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4.2.2 La methode Double-Backward Method DBM

C'est une methode iterative pour la recherche d'un zero d'un operateur monotone maxi-

mal T de la forme T = Ti + Tz ou Ti et Ts sont de meme nature que T. Le probleme

s'ecrit alors

Trouver x C U tel que 0 eTx= (Ti + T^x (4.4)

ou K est une espace de Hilbert.

Le schema iteratif est donne par la relation suivante

xt+l = J^Jwxt = (J + A^)-^ + \W-lxt \ft>0. (4.5)

{\t}t est une suite de reels positifs. Nous remarquons qu'ici la methode du point proximal

a ete appliquee sur les operateurs Ti et T^ respectivement. Cette methode peut ainsi etre

vue comme une variante de 1'algorithme du point proximal. Pour plus d'information sur

la methode DBM, nous renvoyons Ie lecteur a la these de J. Eckstein [17].

Theoreme 4.4 [71]

Soit /H un espace de Hilbert reel et soient T, Ti et T^ des operateurs maximaux monotones

tels que T =T^+T^. De plus soit {xt}w C H, {zt}w C H, et {\t}f C]0,oo[ des suites

verifiant les conditions suivantes

xw = (I + A<T2)-1^ + >tTi)-lxt V ^ > 0

fV* _ \.T.3-^ ={^A3XJ' ~' Vt>0
V^E \ .
2^j=0 A3

00

EA.=
t=0

^Af=oo

^ \t2 < 00
t=Q
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Alors si ZerT = 0, (oil Ze'rT est I'ensemble des zero de T), \\z \\ -4- oo et si ZerT ^ 0,

{zt} converge faiblement vers un zero de T.

La convergence obtenue est appelee convergence ergodique ou convergence en moyenne.

II decoule de ce theoreme comme Ie note Eckstein dans [17], pour que la convergence

ait lieu, il faut que la suite {\t}t converge vers 0. Ce type de convergence n'est pas

tres interessante en pratique a cause des difHcultes numeriques pour calculer z pour de

grandes valeurs de t.

Nous presentons maintenant la methode DBM pour resoudre un probleme d'optimisation.

Methode DBM pour Poptimisation

La methode est utilisee pour resoudre un probleme de la forme

mm{f(x)+g(Mx)} (4.6)

ou / : Rn —^] — oo, + oo], g : Rm —^] — oo, + oo] sont des fonctions propres, convexes et

fermees et M est une matrice m x n

Le resultat ci-apres presente 1'adaptation de la methode DBM pour resoudre un probleme

d'optimisation de la forme 4.6.

Theoreme 4.5 [17]

Considerons un probleme de la forme (4-6).

i) Etant donnex € dom(f), I'etape d'envoi x' € (I — \9f)x sur I'operateur 9f peut

etre determinee par la procedure suivante

Choisir y C 9f(x)

x = x — \y

ii) Etant donne x € dom(g o M), alors I'etape d'envoi x' E {I — \9[g o M})x sur
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I'operateur Q[g o M] peut etre determinee par

Choisir y G Qg{Mx}

x' = x - \MTy.

iii) Etant donne x € Wl, alors Vetape proximale x' 6 (I + \9f) ~x sur I'operateur Qf

est determinee par

x' = argmin{/(rz;) + ~^\\x — 'x\\ }
x 2

iv) Etant donnex € Mn, alors I'etape proximale x' = (I + \9[g o M])~lx sur I'operateur

9[g o M ) peu^ etre determinee par

x' = argmin { g(Mx) + -^\\x — x\\ }.
x 2

Pour la preuve nous renvoyons Ie lecteur a la reference [17].

Avant de donner 1'algorithme DBM pour 1'optimisation, nous presentons d'abord Ie dual

de (4.6). En reecrivant Ie probleme (4.6) nous obtenons

mm{f(x)+g(y)}
s. a Mx = y (4.7)

xeRn, y^Rn

Le dual de (4.7) s'ecrit alors

max/i('u]

ou h(u) = mf{f<ix)+g(y)+(u,Mx-y}}
x,y

= M{f(x) + (u, Mx)} + mi{g(y) - (u, T/)}
x y

= -r(-M^u)-g'(u).

Ainsi Ie probleme dual devient

m^{-f(-MTu)-g<(u)}
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ou de maniere equivalente

mm{/*(-MTu)+ff-(u)}. (4.8)

Nous enongons maintenant un resultat dont on aura besoin dans la suite de cette partie

et dont la preuve peut etre trouvee dans [17].

Theoreme 4.6 [17]

Considerons un probleme de la forme (4-6).

i) Soit u C 9g. Alors I'etape d'envoi u' = (I — \9g*)u sur I'operateur 9g* peut etre

determinee par la procedure suivante

Soit 6eRm

Choisir y E argmin{ g(y) — (u,y —0} }
y

u' = u — \y

ii) Soit u e dom(9f* o (-MT)) c'est d dire -M~vu € im(9f).

Alors Vetape d'envoi u' = (I — \9[f* o (—MT)])u sur Voperateur 9[f* o (-M)]

peut etre determinee par

>m
p,

Choisir rr € argmin{/(a;) + (u, Mx — p)}
x

u' =u-}-\Mx.

Hi) Soit u G ]Rm. Alors Vetape proximale u' = (J + \9g*)~lu sur I'operateur 9g* est

determinee par la procedure suivante

Soit 6>, v e Rm

y = aTgmm{g(y) - {u-\v, y- 0) + ^||?/ - ^||2}
y

u = u— \y
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De plus, y € 9g*(u').

iv) Soitu € Mm e^ supposons que M. est de plein rang colonne. Alors I'etape proximale

u' = (J + A5[/* o (—MT)])~lu sur I'operateur 9[f* o (—MT)]) peut etre determinee

par

Soit 77, cf) €

12x = argmin { f(x) + (u+A?7, Mx - (f)) + ^||Mrc - 77||^ }
x

u' = u + AM^.

De plus (x, - M^u') C Qf et -Mxe Q[f* o (-M~v)]ut.

Nous presentons maintenant 1'algorithme DBM pour 1'optimisation.

Posons TI = 9f et T^ = 5[^ o M] dans Ie schema iteratif (4.5). En utilisant les parties

iii) et w) du theoreme 4.5, nous obtenons 1'algorithme primal dont Ie schema iteratifest

Ie suivant

Choisir x° G Mn

yt+l = argmm{/(rc) + ^||a; - xt\\2}
x

xt+l = &igmm{g(Mx) + ^||a; - yt+l\\2}.
y

Nous ne nous interesserons pas a cet algorithme car n'etant pas de type lagrangien aug-

mente. Nous nous interessons a une autre variante de la methode DBM. Dans celle-ci on

utilise Ie schema (4.5) non pas au probleme (4.6) mais a son dual. Et pour cela nous posons

T^ = 9[f* o (—MT)] et Tz = ^9*, ou la matrice M est supposee etre de plein rang. Etant

donne (ut, yt) C 9g*, alors 1'etape proximale sur Ti en ut, vt = (J+A^[/*o(—MT)])-lu*

peut etre determinee en utilisant la partie w) du theoreme 4.6 avec 77 = yt et (f) = 0. On

obtient ainsi

xw = &Tgmm{f(x)+(ut-^\ty\Mx)+)^\\Mx-yt\\2}
^ L^\/'\ "<^/ 2

vt+1 _= ut+\tMxt+l.
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En considerant la partie in) du theoreme 4.6 avec v = Mxt+ et 0 = 0, 1'etape proximale

sur T-2 en vt, ut+l = (J+ \tQg*) vt s'ecrit alors

yt+l = ^g^{g(y)-{vt+l-\tMxw,y)+^-\\Mxw-y\\2}
y

ut+l = vt+l-\tyt+l

En combinant les deux operations et en eliminant la suite {vt} , nous obtenons ainsi

1'algorithme dual suivant

A.
xt+l = &igmm{f(x)-(ut+\tyt,Mx)+/^\\Mx-yt\\2}

x

yt+l = ^gmm{g(y)-(ut,yt)+^\\Mxt+l-y\\2}
x ~Z

um = ut+\t(Mxt+l-yt+l).

C'est ce dernier que nous appliquerons au programme monotropique (PM). Pour cela

nous reecrivons (PM) sous la forme du probleme (4.6).

Methode DBM dual pour Ie programme monotropique

Considerons Ie probleme monotropique (PM). Avant de reecrire (PM) sous la forme

(4.6), nous donnons les definitions suivantes:

Definition 4.13 Etant donne Ie probleme (PM), Ie degre de la contrainte i note d(i)

est Ie nombre d'elements non mils de la ligne i de A.

Notons que lorsque A est une matrice d'incidence arcs-sommets d'un graphe ou reseau

alors cette definition correspond au degre du sommet i.

Soit maintenant ai la ligne i de A, 1 < % <, m ei Aj la colonne j de A, 1 < j <n

Definition 4.14 Le surplus ou residu 8z(x) de la contrainte i du systeme Ax == b par

rapport a re, est bi — (o^, x}

Posons Di un ensemble d'entiers verifiant pour tout 1 < % < m

07 1 <J < n, a,ij 7^ 0} C D, C {!,... ,n} et ^ = \D,\
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Posons

et soit D = {(%, j)/ 1 < % <m,j € A}

E^l^'(^) sla3 <X3 <PJ
w=

et g(z) =

+oo smon

0 si z € C

+oo smon

ouu C = {z C Rmn/y^ =6 VI < % < m, ^ = 0 V (%J) G P}
z_/
J=l

M=
(diag(ai))
(diag(a-2))

g(Mx) =

(diag(a,m))
ou diag(a,i) est la matrice diagonale dont les elements diagonaux sont 0^,0^, - - • ,am.

Ainsi nous avons
0 si Ax = b

+oo smon

ce qui permet d'ecrire (PM) sous la forme (4.6).

En appliquant DBM, la minimisation par rapport a x donne n sous-problemes de la forme

xw = arg^ min^ { fj(xj) - [ ^u^ + A^.a^ ) Xj + ^ ^ (a^- - ^.)2
a,<.,</?, ^"- -• ^^ — -—y" z z/^D/

et la minimisation par rapport a y donne m sous-problemes de la forme

A,
yw = arg ^mm_ <j -{u\, y,) + ^ ^;(a,,^+1 - ^,)2 ^ V z = 1, ,m

E^=i^=b. 3=1

Pour resoudre ce probleme, nous associons un multiplicateur w^+l a la contrainte

Y^j=\yij = ^- D'apres les conditions d'optimalite de Karush-Kuhn-Tucker, pour tout i

et j tel que j € D^ on a

-^, - \t(a,jXW - yi,) - ww =0 V j C A,
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ainsi nous obtenons

a..xt+l + u^+ww si ^ ^ £>.ai3x~3' ~ + '" \t' sl 3 ^ ui

lij

0 sinon.

n

Puisque ^ \y^ = bi, nous obtenons
J=l

y-L^+i i uv+ww} ^ ^
7 ^ ^ u'zj^^ -r —^~— j — ui
J^Di \ t

V la..xt+l + -13— \ + ckwt+l = b..^ [ai3x^ + ~^)+ \w^ = ""

De la nous tirons 1'expression de w.,*+!
I

*+1 = xt. t th.- V^ n. .^+1 ^ - \^ ^
i'~ = ~dA\oi~ ^aijxj'~ ] ~ 2^T.

M \\ J^i ' / ^ ^ .

*+1 = -1 f \^.f^t+l\ - \~^ -,/*.i'~ = ~T. | ^°z^"^ - Z^uzj | •
^ \ ^

Puisque ut+l = ut + \t(Mxt+l - yt+l) on a pour tout (ij) € £>

"^ = <• + At(a,,^+l - y^1)zj ^13 < "t\wrj-^j »ij

,t.. _1- '?;1*+1

= u\, + At(a.,4" - a,,^1 - u^w'")

,*+!-w;

Nous voyons done que ut^ est independant de j, nous pouvons ainsi Ie prendre egal a

—IJtj+. En revenant a Pexpression de u^~ nous obtenons

/4+1 = ^ + ^^t+l)
k

et V expression de yt^~ devient

a,,4" + s-^ si j e A

0 sinon.
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En remplagant y^ par son expression dans 1'expression des n sous-problemes, ces sous-

problemes s'ecrivent alors

^ = arg^mn^ \ /,(.,) + (A,, /^, + Atll^[.,2 - 4(^. + ^ E a83MC-))^]
aj^j^pj j ^ - " II^H- -J^-^ U,

L'algorithme ainsi obtenu s'ecrit

Algorithme 4.1
^

Etape 1 Initialisation

Choisir/^0 eMm, Ao > 0.
^

Etape 2 Iteration t

Pour tout j =1,- - • ,n Calculer

^ = arg _ min, \ /,(.,) + (A,, /^, + A^[^ - 4(^. + ^ >: °^t))^,]l3\^3) • \^3^ 1^3 ' r> L^j -EV^' ' H4.||2 Z-/ /7. ^^
OCJ<^XJ<^Pj I ^, - " ||^iJ'||~ ../'"""""n. u'l

'l I 31^1Ji

Pour tout i=1, • •• ,m Calculer

^ =14+ J.5t(xt+l)

Etape 3 test d'arret

Si test d'arret verifie Stop. Sinon mise a jour de \t

L'algorithme ainsi obtenu decompose Ie probleme monotropique en n sous-problemes

unidimensionnels, avec une mise a jour tres simple des vecteurs duaux. Notons que 1'ajout

des vecteurs yj n'a nullement complique Ie probleme; au contraire il nous a permis de

decomposer Ie probleme en sous-problemes plus simples a resoudre. En fait on s'est

debarrasse de ces vecteurs qui ainsi ne vont pas inter venir dans 1'algorithme.
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4.2.3 La methode Forward-Backward Method FBM

La methode FBM est une variante de la methode DBM. Elle est congue pour resoudre

des problemes de la forme (4.4) et utilise Ie shema iteratif suivant

xt+l e JA^(J - \tT,)xt =(!+ \tT2)~l(xt - \tT,xt) V t > 0. (4.9)

Pour de plus amples details voir 17, 56].

Une condition necessaire et suffisante pour que x soit un zero de 1'operateur Ti + T^ est

qu'il soit un point fixe de J\tT^{I — ^/?i) ou A > 0. En efFet

0 C T^x + T22;

^ x - \T^x C x + XT^x

^ x=(I+\T^)-l(I-\T^)x

De ce resultat nous tirons un critere d'arret. Ainsi 1'algorithme s'arrete lorsqu'on a xt =

xt+1.

Theoreme 4.7 [71]

Soit H un espace de Hilbert reel et soient T, Ti et T^ des operateurs maximaux monotones

tels que T = Ti + Ts. De plus soient {xt}^° C U, {yt}w C U, {zt}w C U, et {AJTO C

]0,oo[ des suites verifiant les conditions suivantes

xw = (I + A^)-1^ - \tyt) V ^ > 0

yt e T^xt et est bornee

(^t _ \.r.3-
,t=\^^x_l Vt>0

Sj=0 X3
00

^ \t =00
t=0
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00

V^ ^ 2^ Atz < oo
t=0

Alors si ZerT = 0, ||2;*|| -^ oo et si ZerT ^ 0, {z } converge faiblement vers un zero de

T.

Nous avons ici aussi une convergence ergodique comme dans la methode DBM et de plus

il peut etre tres difficile en pratique d'assurer que la suite {yt} soit bornee. Par contre

lorsque T-[~l est fortement monotone alors la situation devient beaucoup plus simple

comme Pa montre Gabay dans [27]. Plus recemment Tseng dans [82] ameliore Ie resultat

de Gabay pour permettre des tallies de pas variables. Ainsi Tseng etablit que lorsque

Zer(Ti + Ts) 7^ 0 et T-i~ est fortement monotone de module a, alors la suite des xt

engendree par (4.9) converge vers un zero de Ti + T-z

avec 0 < inf A( < sup \t < 2 a
*>0 " - *>0

Nous appliquons maintenant 1'algorithme (4.9) au probleme d'optimisation de la forme

(4.6).

IVtethode FBM pour Poptimisation

Elle est utilisee pour des problemes de la forme (4.6). En considerant Ti et T^ comme

precedemment et en utilisant les parties i) et iv) du theoreme 4.5, nous obtenons 1'algo-

rithme primal suivant

Choisir yt C 9f(xt)

xt+l = aigmm{g(Mx) + 7^—1| re - (xt - \tMyt)\\2}
x ' ZAt

En prenant maintenant Ti = 9[g o M] et T^ = 9f, et en utilisant ii) et m) du theoreme

4.5 on a 1'algorithme suivant

Choisir yt C Qg(Mxt)
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1
xw = ^gmm{f(x) + ^\]x - (xt - \M' yt}\\i}

x " ' ' ZAt

Pour les memes raisons que dans Ie cas de la methode DBM mentionnees ci-haut, nous ne

nous interesserons pas a ces deux algorithmes. Nous nous interesserons plutot a 1'appli-

cation de FBM au probleme dual de (4.6). C'est ainsi qu'en posant Ti = 9[f* o (—MT)]

et T^ = 9g* et en utilisant ii) et m) du theoreme 4.6 avec (f) = 0, z^ = M2;*+l et 6 = 0,

nous obtenons Palgorithme suivant

Choisir xt+l G argmin{ f(x) + (u\Mx) }
x

yt+l = argmm{5(i/) - {ut,y} + ^\\Mxw - y\\2}
y

uw=ut+\t(Mxt+l-yt+l).

Proposition 4.1 [17]

Supposons que nous avons un programme dual convexe de la forme (4.6) qui possede

un couple de Karush-Kuhn-Tucker. Supposons aussi que f est fortement monotone de

module a > 0, et M est de plein rang colonne. Alors pour tout u G Mm les suites {ut}

et {x } donnees par I'algorithme ci-dessus avec la condition

2a
0 < inf \t < sup \t <t>0 ''" ~ ^ ''" ' p(MTM)

convergent respectivement vers une solution du dual et I'unique solution de (4-6).

p(M^M) est Ie rayon spectral de MTM.

Nous donnons a present 1'algorithme FBM dual pour Ie probleme monotropique

Methode FBM dual pour Ie programme monotropique

Nous considerons comme precedemment la reecriture du probleme (PM) sous la forme

(4.6). En suivant la meme demarche que dans la methode DBM pour Ie programme

monotropique nous obtenons 1'algorithme suivant:
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Algorithme 4.2
^

Etape 1 Initialisation

Choisir//) <E Rm, Ao > 0.
^

Etape 2 Iteration t

Pour tout j = I,'- • ,n Calculer

xw C arg^ min^ {^(^.) - {Aj.,^}^}
aj <^xj <^Pj

Pour tout i=1, • •• ,m Calculer

/4+1 = A + ^.(^t+l)

^

Etape 3 test d'arret

Si test d'arret verifie Stop. Sinon mise a jour de \t et Faire t < — t + 1.

Ici aussi nous obtenons une decomposition du probleme monotropique en sous-problemes

unidimensionnels plus simples a resoudre. Mais nous remarquons que 1'algorithme dual

FBM applique au probleme monotropique se ramene a la minimisation du Lagrangien

classique associe aux sous-problemes. II est a noter que nous avons la meme formule de

mise a jour des variables duales que Palgorithme 4.1, mais les sous-problemes obtenus

sont differents.

4.2.4 La methode de Peaceman-Rachford

C'est une methods destinee a resoudre Ie probleme (4.4). Son schema iteratif est donne

par

Xt+l G (J + \tT2}~\I - W(I + A*Ti)-l(J - A^'V V t > 0.
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Methode de Peaceman-Rachford pour Poptimisation

On considere toujours Ie probleme (4.6) et T\ = 9f, T<z = 9[g o M]. En appliquant Hi) et

iv) du theoreme 4.5 , nous obtenons 1'algorithme primal suivant

yt+1 = argmm{/(^)+^U^-(wt-At6t)U2)}
x -ZAt

wt+l = &Tgmm{g{Mx) + ^-||a; - (2yt+l - wt + A^)||2}
x ZAf

bt+l = bt+^(2yt+l-wt+l-wt)
\t

Pour les memes raisons mentionnees ci-haut nous ne nous interesserons pas a cette version

primale de la methode de Peaceman-Rachford. Nous examinerons plutot 1'algorithme dual

obtenu en appliquant Hi) et iv) du theoreme 4.6 avec (f> = 0, r] = A^ , ^ = M.r*+ , 0=0

et u = vt+l — \t(^Mxt+l - \tVt)- Les principales etapes de 1'algorithme sont alors les

suivantes

xt+l = &Tgmm{f(x)+(u\Mx)+)^\\Mx-yt\\<2}
x 2

vw = ut + \t(Mxt+l - yt)

yt+l = ^gmm{g(y)-(vt+l,y)+^\\Mxw-y\\2}
y

uw = vt+l + \t(Mxt+l - yt

Get algorithme fut propose par Gabay dans [27] et fut analyse par Glowinski et Le Tallec

dans 29]. Notons que cet algorithme minimise Ie Lagrangien augmente par rapport a

x puis par rapport a y contrairement a la methode des multiplicateurs qui minimise

par rapport aux deux variables simultannement. Nous remarquons aussi que les sous-

problemes en x et y n'utilisent pas Ie meme vecteur dual comme dans Ie cas de la methode

de Douglas-Rachford (voir ci-dessous) mais ces variables duales sont liees 1'une a 1'autre.

Theoreme 4.8 [17]

Fixons X > 0 et supposons que A( = A, V^ > 0. Considerons Ie programme convexe de la
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forme (4-6), admettant un couple de Kuhn- Tucker. Si I'une des conditions suivantes est

verifiee

i) f est strictement convexe, 9f est Lipschitzien, et M est une matrice carre inversible,

ii) g est strictement convexe, 9g est Lipschitzien et M est de plein rang colonne,

alors pour tout point initial (u°,y°) G Rm x R, les suites {xt} et {ut} generees par I'al-

gorithme de Peaceman-Rachford convergent respectivement vers des solutions de (4-6) et

de son dual.

Nous appliquons maintenant la methode de Peaceman-Rachford au probleme monotro-

pique. Nous obtenons Palgorithme suivant

Methode de Peaceman-Rachford pour Ie programme raonotropique

Ici aussi la demarche est identique a celle presentee pour la methode dual DBM pour Ie

programme monotropique. Pour cette raison nous ne donnerons pas Ie detail des calculs,

notons que 1'algorithme obtenu est Ie suivant

Algorithme 4.3
^

Etape 1 Initialisation

Choisir//) € Mm, A0 > 0.
/

Etape 2 Iteration t

Pour tout j'' = 1, • • • ,n Calculer

xw=^g_min^{f,(x,)-(A,,^)x,+x^^(x]-2[xt,+^-^—( ^ a^+^x,)}
aj^xj^Pj ^ " " \\JL±j\\~^t-l ^.^

Pour tout i=1, • • • ,m determiner

^l=^+At(a.,(^+1-^)-^̂•+^1
ij P'i ~t~ •At(,atAa;7 — xj

-1
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Pour tout i= 1, •• • ,m Calculer

^1=^+2^?(^1)+5.(^))
'I

^

Etape 3 test d'arret

Si test d'arret verifie Stop. Sinon raise a jour de \f t Faire t ^ — t + 1.

L'algorithme ainsi obtenu est assez proche de Palgorithme 4.1. En effet les sous-problemes

des algorithmes 4.1 et 4.3 different par leurs derniers termes et ceci est du au fait que

dans 1'algorithme de Peaceman-Rachford Ie sous-probleme en x et celui en y utilisent

des variables duales difFerentes. En eliminant 1'une des variables, nous obtenons une

formule de mise a jour differente de celle de 1'algorithme 4.1 par un terme dependant

de la solution de 1'iteration precedente. II est a noter aussi que cet algorithme garde en

memoire a chaque iteration t les solutions et la valeur du parametre A^-i de Piteration

precedente t — 1. Ce qui par rapport aux algorithmes precedents demande plus d'espace

memoire.

4.2.5 La methode de Douglas-Rachford

C'est une methode congue pour resoudre un probleme de la forme (4.4). Elle fut motivee

originalement par 1'analyse des puissantes series obtenues par discretisation de 1'equation

de la chaleur, et est basee sur Ie schema iteratif suivant

xw e (I + A^)"1^ + >tTi)-l(I - \tT2) + \tT2\xt \/t>0.

Comme pour les methodes que nous venons de presenter, nous appliquons la methode de

Douglas-Rachford au probleme (4.6) puis a son dual. Posons Ti = Of et T^ = 9[g oM],

En appliquant les points Hi) et iv) du theoreme 4.5, nous obtenons 1'agorithme primal
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suivant:

yw = argmin{/^)+^U,/-(wt-Atfet||2}
y ~ 'ZAt

wt+l = ^gmm{g(Mx) + ^\\x - (yt+l + A^)||2}
x ZAf

bt+l = bt^(yt+l-wt+1).
\t

Pour les memes raisons soulevees dans les sous sections precedentes, nous nous interesserons

a Palgorithme dual qui est obtenu en utilisant Hi) et iv) du theoreme 4.6 avec 77 = y , (j) =

0, 0=0 et v = Mxt+ . Nous obtenons ainsi Falgorithme suivant ou Ti = <9[/* o (—MT)]

et Ts = 9g\

xt+l = &Tgmm{f(x)+(u\Mx)+)^\\Mx-yt\\2}
3; 2

yt+l = ^g^{g(y)-(ut,y)+^\\Mxt+l-y\\2}

ut+1 _= ut+\t(Mxt+l-yt+l).

La methode ainsi obtenue est identique a la methode des directions alternees (ADI) que

nous presenterons plus tard dans ce chapitre. Cette ressemblance fut decouverte par

Gabay et presentee dans [27]. Nous donnons ci-apres un resultat de convergence dont la

preuve peut etre trouvee dans [17].

Proposition 4.2 [17]

Considerons un programme convexe de la forme (4-6) possedant un couple de Kuhn-

Tucker. Supposons que la suite {\t} est constante positive, et M est de plein rang. Alors

pour tout point initial (u ,y°) € Mm xWn, les suites {xt} et {ut} generees par I'algorithme

ci-dessus convergent respectivement vers des solutions du primal et du dual. De plus y

converge vers Mx*, ou x* est la limite de {x }.

Methode de Douglas Rachford pour Ie programme monotropique

Pour les memes raisons deja mentionnees, nous ne donnerons pas Ie detail des operations.

75



En appliquant 1'algorithme dual de Douglas-Rachford, nous obtenons Palgorithme sui-

vant que Eckstein dans [17, 18] appelle methode de I'etape alternee.

Algorithme 4.4
^

Etape 1 Initialisation

Choisir^0 € ]Rm, \o > 0.
/

Etape 2 Iteration t

Pour tout j =!,••• ,n Calculer

^ = arg^minj/^) - (A,, ^)x, + xt^(x] - 2[x} + ^( E avs^c-lW
aj^xj^Pj ^ " ~ ||^1J'||~ ../'—"7i ai

VJfc-L'i

Pour tout i =!,••• ,m Calculer

.t, ^^+1 = ^+r24,fa;*+^bi ~ Pi ~T Tui^ )
li

Etape 3 test d'arret

Si test d'arret verifie Stop. Sinon mise a jour de \t et Faire t ^— t +1.

L'algorithme obtenu est tres proche de 1'algorithme 4.1. La seule difference reside dans

Ie dernier terme des sous-problemes unidimensionnels (moyennant Ie signe du terme la-

grangien) ou il est multiplie par 2 dans 1'algorithme 4.4 et par 4 dans 1'algorithme 4.1.

Et ceci decoule du terme Lagrangien du sous-probleme en x qui est fonction de y dans la

methode DBM. II est a noter aussi qu'on a les memes sous-problemes en yt et la meme

formule de mise a jour des variables pour la methode DBM et celle de Douglas-Rachford.
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4.2.6 Algorithme de decomposition proximale pour Ie probleme

monotropique(ADPPM)

Nous ne reviendrons pas sur la structure originale de cet algorithme (voir chapitre 2 et

[69]). Dans sa these [69], A. Ouorou applique Palgorithme DP a la forme duale du pro-

gramme monotropique et obtient un algorithme efficace lorsqu'il est applique au probleme

de routage dans les reseaux de donnees. Nous ne verrons pas en details les differentes

etapes de cette application, pour plus de details nous renvoyons Ie lecteur a [69]. Notons

que Eckstein dans [17, 16] (voir aussi sous section ci-dessus) obtient un algorithme iden-

tique en appliquant la methode generalisee des directions alternees au probleme primal

(PM). Cette coincidence entre les deux methodes est due au fait que ce sont toutes

les deux des cas particuliers de la methode de Douglas-Rachford [17]. Nous donnons

maintenant Pagorithme ADPPM comme presente dans [69].

Algorithme 4.5
^

Etape 1 Initialisation

Choisir u° € Mm, p0 C Rm, A > 0.
^

Etape 2 Iteration t

Pour tout j'' =1, • • • ,n Calculer

,t+l _ ^ rr min !f.(rr.\-l^t A \ -r. I AIIA^II M o^ | 1 \^ a^W_\^. ,-}x^ = ^sa,m^<P{l]{x3) ~ { "'• Aj)xj + ~T~^ ~ 2W + p^2 ^ ~d—^
t/Jb-L'i

Pour tout i=1, • • • ,m Calculer

uw = u\ + ^(xt+l)
n

Determiner

pt+l = pxt + (1 - p)pt



Etape 3 test d'arret

Si test d'arret verifie Stop. Sinon Faire t i — t + 1

Remarque:

p est un facteur de relaxation pour accelerer la convergence.

Pour p = 1, nous obtenons exactement 1'algorithme 4.4 comme nous Ie signalions plus

tot moyennant qu'ici nous avons A constant alors que dans Palgorithme 4.4 ce dernier

varie suivant les iterations.

Theoreme 4.9 [69]

Les suites {xt}t et {u}t generees par I'algorithme (ADPPM) ci-dessus convergent res-

pectivement vers une solution du probleme (PM) et une solution optimale du dual de

(PM).

Nous remarquons que toutes les methodes presentees dans cette partie sont des variantes

1'une de 1'autre. Elles peuvent etre vues comme des extensions de 1'algorithme du point

proximal (APP). La methode DBM semble etre la moins efiicace d'une part a cause des

difHcultes que nous mentionnions et d'autre part a cause de la faiblesse de son resultat

de convergence. II en est de meme pour la methode FBM qui a aussi une convergence

ergodique. Rappelons qu'avec les trois methodes, a savoir la methode de Peaceman-

Rachford, celle de Douglas-Rachford et celle de decomposition proximale avec facteur

d'echelle, nous obtenons les memes resultats de convergence avec des conditions assez

proches. Nous reviendrons a la fin de ce chapitre sur les differents resultats de convergence

afin de situer nos resultats par rapport a ces derniers.

Dans la partie subsequente nous presentons d'autres methodes de type SALA qui sont

en fait des extensions de la methode des directions alternees.
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4.3 Extensions de la methode des directions alternees

Dans ce paragraphe nous nous interessons a d'autres methodes de type Lagrangien aug-

mente qui sont construites a partir de la methode des directions alternees ADI. Nous

presenterons d'abord la methode des directions alternees, puis les differentes extensions

qui en decoulent comme celles de Kontogiorgis [47, 48] et celle de Eckstein dans [18]. Nous

concluerons sur la methode SALA que nous avons presente dans Ie chapitre precedent.

4.3.1 Methode des directions alternees

La methods des directions alternees fut proposee en premier par Glowinski et Marroco

[30] et par Gabay et Mercier [26] pour resoudre les problemes d'inegalites variationnelles,

c'est a dire des problemes de la forme

Trouver x* e S tel que f(x*)'T(z - x") > 0, V ^ € 5'

ou S C Rn non vide ferme et convexe et / est definie de Rn dans lui meme.

C'est une methode tres attrayante pour les problemes de grande taille car elle permet

de les decomposer en sous-problemes de taille plus petite. Pour plus de details Ie lecteur

peut se referer aux references [23, 31, 28]. Signalons que d'autres chercheurs se sont

interesses a cette methode, c'est ainsi que Zhou dans 39] proposa une version modifiee

de ADI pour les programmes quadratiques convexes ou la fonction / dans Ie probleme

d'inegalite variationnelle ci-dessus est definie comme suit: f(x) = H x + c ou H est une

matrice symmetrique semi-definie positive et c € W1. Plus recemment encore Han dans

[38] propose une autre version modifiee de la methode ADI pour resoudre les problemes

d'inegalites variationnelles non lineaires monotones. D'autres travaux furent publies ou

la methode ADI est appliquee au programme convexe comme dans [19, 39] pour ne citer
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que ceux-ci. Nous nous interessons dans la suite a cette application de ADI aux problemes

de minimisation.

Nous appliquons la demarche utilisee dans [47] pour presenter la methode ADI pour la

minimisation. Pour cela nous considerons Ie probleme suivant

mmG^(x)+G'2(y)
(4.10)

Ax-^-b= By

ou G'i : R" —> ]R|j{oo} et G-z : ^n —)• M|j{oo}, sont fermees propres et convexes,

A est une matrice d'ordre (m x n), B est une matrice d'ordre (mx n) et & C ]Rm.

La methode ADI est basee sur Ie Lagrangien augmente associe au probleme (4.10), en

alternant les minimisations par rapport a re et a y. Elle peut ainsi etre consideree comme

une modification de type Gauss-Seidel de la methode du Lagrangien augmente.

Resoudre (4.10) revient a resoudre Ie probleme (4.11) suivant:

min LA(X,V,U,X) = G^(x) + G^y) + (u, Arc + b - By) + -^UAa; + b - By\\2. (4.11)
x,y /^' / / -\ / • -\^/ .• ^, • ^

Mais comme ||A2;+6—B?/||2 n'est pas separable par rapport ax ei a y, alors on minimise

Ie Lagrangien augmente separement par rapport a x puis par rapport a y. Ainsi on aura

a resoudre a chaque iteration t les deux sous-problemes suivants

mm{Gi(x) + (ut,Ax) + ^\\Ax + b - Bytf} (4.12)
a; 2

min{G'2Q/) - (u\By) + ^|A^+1 + b - By\\2} (4.13)
y

La formule de mise a jour de la variable duale est la meme que celle de la methode du

Lagrangien augmente classique et est donnee par

ut+l = ut + A(Aa;*+1 + 6 - B?/w)
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ou xt+l esi la solution du probleme (4.12) et yt+l celle de (4.13). Nous remarquons id la

meme structure obtenue avec la methode duale de Douglas-Rachford pour Poptimisation

(voir section precedente), comme nous Ie signalions plus tot. Pour cette raison nous ne

donnerons pas la structure de la methode ADI pour Ie probleme monotropique.

On trouve plusieurs versions de cet algorithme dans la litterature. Dans [23, 28] une va-

riante basee sur un facteur d echelle lie au multiplicateur u a ete largement etudiee. On

peut aussi trouver d'autres versions dans [12, 16] qui sont basees sur la minimisation in-

exacte. Cette derniere appelee methode generalisee des directions alternees sera presentee

dans la section subsequente.

4.3.2 ]VIethode generalisee de 1'etape alternee

C'est un algorithme base sur la methode generalisee des directions alternees (generalized

alternating direction method,GADI) qui est une extension de la methode des directions

alternees (ADI). Eckstein dans [18 presente la methode generalisee de 1'etape alternee en

appliquant la methode GADI au probleme dual du probleme monotropique. A la meme

annee, en 1992 M. Fukushima presente dans [24 une approche assez similaire en appli-

quant la methode ADI au dual d'un probleme plus general a savoir Ie probleme (P. S.)

presente dans Ie chapitre 3 (section 3.2). Mais il obtient plutot une methode de type

penalite quadratique qu'une methode de type SALA. Sous Phypothese de convexite de

Pobjectif et des contraintes, Fukushima etablit la convergence globale sous la condition

que les problemes primal et dual admettent chacun au moins une solution et que 1'en-

semble des solutions du primal soit borne. Avant de presenter la methode generalisee de

1'etape alternee comme presentee dans [18], nous presentons d'abord la methode GADI.

La methode GADI est basee sur la minimisation inexacte des sous-problemes de la
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methode ADI. Nous avons ainsi la structure suivante:

\\xt+l - ^Tgmm{G,(x) + (u\ Ax) + ^\\Ax + b - Byt\\2}\\ < a (4.14)
x

\\yw - argmin{G'2(z/) - {u\ By} + ^\\ptAxt+l +b - (1 - pt)By\\2}\\ $ C, (4.15)
y

ut+l = ut + A(^+l +6 - (1 - ^)B^ - ^+1) (4.16)

C'est cette version basee sur la minimisation inexacte que Eckstein dans [18] applique

au probleme monotropique, ce qui donne 1'algorithme suivant dit methode generalisee de

1 etape alternee. Notons seulement que la minimisation par rapport a y se fait de maniere

exacte.

Algorithme 4.6
^

Etape 1 Initialisation

Choisir u° e Mm, p° € Mm, A > 0, po > 0.
^

Etape 2 Iteration t

Pour tout j =1, • • • ,n Calculer a;m Punique 6(-solution optimale de

min I f.(x^ (ut.A.}x. I X^Aj^ \x2 <2(ut I „ 1... N^ aij8i^p\x.}a,g"^, \ wj) ~ ^"' ^3)xj + —2—^ ~ z^- + p^2 Z^ " ^ ' )xji

Pour tout i = 1,... ,m Calculer z^4-1 = u^ + -^(a;*+l)
'i

Determiner pt+ = pixt + (1 - pt)pt

f

Etape 3 test d'arret

Si test d'arret verifie Stop. Sinon Faire t < — t + 1

Remarque

L'algorithme ainsi obtenu est quasi-identique a celui obtenu a partir de 1'algorithme DP.
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On a exatement les memes sous-problemes a resoudre a 1'etape 1, seulement avec ce

dernier on se contente de la minimisation inexacte. L'autre difference reside dans Ie fait

qu'ici on considere une suite de facteurs de relaxation alors que dans 1'algorithme 4.5

celui-ci reste constant durant toute les iterations.

Theoreme 4.10 [18]

Supposons qu'aucune des colonnes de A n'est entierement nulle, et les suites {et}t C [0,oo)

et {pt}t sont telles que

00

Of < oo 0 < mt pi < sup pi < 2
t>lt=0 "~~ ^

Alors, si (PM) est realisable et admet une solution optimale, la suite {x t}t generee par

I'algorithme (4.6) converge vers une solution optimale x*, et {ut}t converge vers une

solution optimale du dual de (PM)

4.3.3 La methode ADI a penalite variable, une premiere ap-

proche

Dans ce paragraphe nous presentons une extension de Palgorithme ADI faisant interve-

nir plusieurs parametres que nous appelons methode des directions alternees a penalite

variable. Pour plus de details voir [47, 48, 55]. S. Kontogiorgis dans [48] en introduisant

une matrice H symetrique definie positive dans Fecriture des problemes (4.12) et (4.13),

obtient des sous problemes de la forme

min Gz(x) + (u\ Ax) + \{(Ax + 6 - Byt), Ht(Ax + 6 - Byt)) (4.17)
x

min G^y) - (u\ By} + ^((Axt+l + b - By), Ht(Axt+l + b - By)) (4.18)
y
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et la formule de mise a jour des variables duales s'ecrit

ut+l = ut + U*(A^+1 + & - B2/+1)

ou xt+l et yt+l sont respectivement des solutions des problemes (4.17) et (4.18). On

obtient alors 1'algorithme suivant

Algorithme 4.7
/

Etape 0 Initialisation

Choisir u° € Rm, 2,° C Rn, ^'0 symetrique definie positive
^

Etape 1 iteration t

Determiner

a;*+1 = argmin{Gi(2;) + (u*, Ax) + ^((Aa; + & - Byt), Ht(Ax + & - Byt))}
x

yt+l = argmin{G'2(i/) - (u<;By) + ^{(Axt+l + b - By), Ht(Axt+l + b - By))}
y

Etape 2 Test d'arret

Si Test verifie STOP

SINON aller a Fetape 3
/

Et ape 3 mise a jour

ut+l = ut + ^(Aa;*4-1 + 6 - B^+l)

mise a jour de H , puis retour a 1'etape 1.

Dans [48], S. Kontogiorgis presente trois variantes tres efficace de 1'algorithme (4.7)

pour les problemes blocs angulaires diagonals en exploitant au mieux la structure de

ces problemes. Ces variantes sont basees sur trois ecritures difFerentes du probleme bloc
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angulaire diagonal sous la forme du probleme (4.1). Le principal resultat de convergence

est base sur les hypotheses suivantes:

H 4.1 Le Lagrangien associe au probleme (4.10) admet un point selle.

H 4.2 Les problemes (4.17) et (4.18) admettent des solutions.

Theoreme 4.11 [48, 55]

Supposons les hypotheses H 4.1 et H 4.2 verifiees, et soit {x ,yt,u} une suite generee

par I'algorithme 4.7. Soit Ht une suite de matrices symetriques definies positives et ulti-

mement fixees. On a:

i) {(Axt, Byt)} converge et la limite verifie les contraintes de (^..10)

ii) {(G-]_(x),G2 (yt))} converge vers la valeur optimale de I'objectif de (4-10)

iii) {ut} converge vers un mutiplicateur dual optimal de (4-10)

iv) Toutes les solutions des sous-problemes (^..17) et (4-18) telles que ut, Axt+ , et Byt

soient fixes d leurs valeurs limites et Ht une matrice symetrique definie positive,

sont optimales pour (^..10).

Dans ses tests numeriques Kontogiorgis utilise une matrice H diagonale definie positive,

comme il Ie presente dans [55].

Nous appliquons maintenant 1'algorithme 4.7 au probleme monotropique, pour cela nous

ecrivons ce dernier sous la forme du probleme (4.10).

Posons Aj la je colonne de la matrice A alors on a

n

iX i
/ ^1

J=l

n

==^ b- Ax = y^c- - A,x,\z—i^n ^^3'
J=l
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En introduisant les vecteurs d'allocation de ressources yj ,V j = 1, • • • ,n, nous obtenons

Ie probleme equivalent suivant:

n

min Z^'(a;j)
.7=1

s.a — AjXj + — +Vj = 0 V j = 1,- • • ,n

oij < Xj < /3j V j = 1, • • • ,n
n

y^ y-, = o
^_^
J=l

Posons A = diag{A^, - • • ,An} ou Aj = diag{—a\j^ — asj, • •• , — a'mj}\

b ... b\ r- f~Ks>m \n ^4. ~\r _ /„, ... „, \ r- /~\o>m \ n= tS' " ' ^) e (,K"1;" et V = ^i, • • • ,?/nJ e (K'"/",

X = (Xi,J^2, • • • A) e (Rm)n; ou Xj = (xj.Xj, - • - ,Xj) e Rm. De plus nous posons

E^i/jte) si aj<Xj<f3j Vj=l,---,n
G,(X) =

oo sinon

o si E?=i%=o
G2(Y) =

co smon

Ainsi Ie probleme (P.M) s'ecrit alors

min G^(X)+G^Y)

AZ+6+F=0

d'ou la forme du probleme (4.10). En considerant la matrice diagonale bloc A^ d'ordre n

telle que A^ = d%a^{A*,...,A*}, ou A* = c?m^{A^,...,A^} et Ie vecteur

U = (>ui,...,Un) ^ (]Rm)n ou Uj e Rm V j = 1, • • • ,n, et en appliquant 1'algorithme 4.7,

les sous-problemes s'ecrivent alors

m
xw = arg^minj/,(:z;,) - ^u\a^Xj + ^ ^ Wjx] - 2a,,(^- + y^)xj]}

•a,<^,</3,-- - ^ v " " '2i^Di ^ VJ " J'di



et les formules de mise a jour sont donnees par

^ "
uw = ^-^Da^+1-^ V,=l,...,m

"i ~^
J=l

= ui+^-8i(xt+1) Vz=l,...,m
k

^ = a,,<l-^-^>,<" Vt=l,...,m.1]Z — -ZJ-j

ui7^.

En remplacant yt,, par son expression dans Ie sous-probleme a minimiser, nous obtenons1]l

^+l=arg min, {/,(a;,)-{^,A,)rz;,+IIAAJII[^-2(^.+,,^1 „ y" AIa^!l)^.]}^ ~^a;<x^u3^3j ^'^/^1 2 L^' "^JI||A*A,||2^ ^ ^Jj

ouA*=diag(v/Al,--- VA*J

Algorithme 4.8
/

Etape 0 Initialisation

Choisir A° definie positive, et u° G Rm
^

Etape 1 Resolution des sous-problemes

Pour tout j = 1,.,.,n

rt+1 = a.rcr Tnm ^^.^.^_/,,t A_\-r: I IIAAjll ^2 o^t | 1 V^ A|azjjz(^_l ^ ^xy~=a,Tg^mm^-[j~j[Xj)—\u~^j)Xj-^- — ^——[x~j—~z.\x~^-^-^-^ ^ "^ —)xj\
aj<Xj<Pj'"'" J/ ' ' " ' 2 L J ' J ||A*AJ|2 ,/^-^ ^

i/3^Di

ouAt=diag(v/Al,--- ,y/A*J

Etape 2 Test d'arret

Si test d'arret verifie STOP

SINON aller a 1'etape 3
ft

Etape 3 mise a jour

Mise a jour de la matrice A
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u^l=^+^4(^+1) V z=l,...,m
''i

retour a Pet ape 1

Signalons que nous retrouvons la methode ADI (ou la methode de Douglas-Rachford)

lorsque \i est independant de i. L'introduction de plusieurs facteurs d'echelle est due au

besoin d'ameliorer la convergence de la methode car celle-ci est tres sensible a ce facteur.

De plus cette pluralite du facteur d'echelle permet d'exploiter au mieux la structure

separable du probleme et se prete mieux au calcul parallele.

4.3.4 La methode ADI a penalite variable, une seconde ap-

proche

Cette deuxieme version se place dans Ie meme sillage que celle que nous avons presentee

ci-haut. Ici aussi S. Kontogiorgis [47] introduit une matrice H symetrique definie positive

comme precedemment mats cette fois-ci la matrice sera en plus introduite dans Ie terme

Lagrangien. Les sous-problemes (4.12) et (4.13) s'ecrivent alors

mm{G^(x) + (u\ HtAx) + \\\Ax + 6 - B^||^} (4.19)
x

win{G,(y) - (ut, HfBy) + \\\Axw + b - By\\y} (4.20)
y

et la formule de mise a jour s'ecrit

ut+l = ut + (Aa;w + b - Byt+l)

ou xt+ et yt+l sont respectivement les solutions de (4.19) et de (4.20). On obtient ainsi

Palgorithme ci-dessous

Algorithme 4.9 [47]



Etape 0 Initialisation

Choisir u°, y°, H° definie positive
^

Etape 1 iteration t

Resoudre
1

min{G(i(a;) + (u\ HtAx) + ^\\Ax + b - Byt\\2^}
a; 2

mm{G-2(2/) - (ut, HtBy) + ^\\Axt+l + b - By\\y}
y

Etape 2 Test d'arret

Si Test verifie STOP

SINON aller a Petape 3

Et ape 3 mise a jour

ut+l = ut + (Aa;*+1 + 6 - B2/m)

mise a jour de H , puis retour a Fetape 1.

Nous reviendrons sur la mise a jour des matrices H et sur Ie test d'arret. IVtais avant cela

nous donnerons Ie principal resultat de convergence base sur les hypotheses suivantes:

H 4.3 Le Lagrangien associe au probleme (4.10) admet un point selle.

H 4.4 Les problemes (4.19) et (4.20) admettent des solutions.

H 4.5 Les valeurs propres des matrices Ht sont uniformement bornees loin de 0 sauf

pour un nombre fini d'iterations, les valeurs propres de (Ht — Ht+l) sont non negatives.

Theoreme 4.12 [47]

Supposons les hypotheses H 4.3 a H 4.5 verifiees. Alors pour toutes suites des iteres
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{xt ,yt ,ut ,Ht} generees par I'algorithme on a:

i) {(Ax ,Byt)} converge et la limite verifie les contraintes de (4-10)

a) {(G?i (x ),G'2 (y))} converge vers une valeur optimale de I'objectif de (^..10)

Hi) {Htut} converge vers un mutiplicateur dual de (4-^0)

iv) Toutes les solutions des sous-problemes (4-19) et (4-20) telles que Htut, Axt+\ et

Byt+ soient fixes a leurs valeurs limites, sont optimales pour (4.10).

Pour la mise a jour des matrices Ht, Kontogiorgis et ses associes proposent dans [47] la

procedure suivante

Procedure de raise a jour de la matrice Ht
^

Etape 0 Initialisation

Choisir L> 0 et H° telle que L < \s(H°)
^

Etape 1 iteration t

Construire Et une matrice carree d'ordre m telle que

0<\i(Et) <\,(Ht)-L V%=l,...,m

Poser Ht+1 = Ht - Et

Notons que \s(Ht) represente la plus petite valeur propre de Ht, et les \i(Et)

V i = l,...,m sont les valeurs propres de i?*.

Remarques:

1) Ht — Ht+l est semi-definie positive

2) H +1 est symetrique definie positive et L < \i(Ht+1) V i = l,..,m
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Le critere d'arret est donne par Ie resultat suivant:

Theoreme 4.13 [47]

Supposons les hypotheses H 4.2 d H 4.5 verifiees. Si (xt,yt,ut) et (xt+l,yt^~l,ut+ ) sont

telles que (ut,Byt) = (ut+l,Byt+l) alors (xt+l ,yt+l ,ut+l) est un point selle du probleme

(4.10).

En transformant Ie probleme (P.M) sous la forme du probleme (4.10) comme ci-dessus et

en remplagant la matrice H par une matrice A diagonale definie positive, nous obtenons

Palgorithme suivant:

Algorithme 4.10
^

Etape 0 Initialisation

Choisir A° definie positive et u° C Rm
^

Etape 1 Resolution des sous-problemes

Pour tout j = l,...,n

^l=arg^m^{/,(.,)-<AV,A,}.,+^^[.,2-2(^.+^^ E AIai$('-))^]}
i/CDi

^ -- "&a,<^^, LJJ^J/ v' ' ' "J/WJ ' 2 L^ "^J ' HA*A,||2 ,^. d,

Etape 2 Test d'arret

Si test d'arret verifie STOP

SINON aller a Petape 3
^

Et ape 3 mise a jour

Lancer procedure de mise a jour de A*

uw = u\+ ^6i(xt+l) Vz=l,... ,m
''i

retour a Pet ape 1
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L'algorithme ainsi obtenu est identique a 1'algorithme 4.8 moyennant Ie terme Lagrangien

qui est ici penalise. C'est un resultat auquel on pouvait s'attendre vu la construction des

deux methodes qui ne different que par leur terme dual.

4.3.5 Algorithme SALA pour Ie programme monotropique

Dans Ie chapitre 3 nous avons presente 1'algorithme SALA applique a un probleme

separable quelconque. Son application au probleme monotropique ne sera pas presentee

car dormant Ie meme algorithme que 1'algorithme de decomposition proximale (comme

on peut Ie noter dans [37, 69]) moyennant Ie facteur de ralaxation.

Nous ne saurons terminer cette analyse sans faire allusion aux differentes versions mo-

difiees proposees par A. Hamdi dans [35, 37]. En efFet dans [35] Hamdi et al. proposent

deux versions modifiees de SALA; une premiere basee sur une minimisation inexacte des

sous-problemes de Petape 1 de SALA et une seconde dite methode diagonale des IVtulti-

plicateurs ou ces dernieres sont remplacees soit par une etape de Newton ou soit par une

etape Quasi-Newton. Dans [37] on peut aussi trouver une version modifiee dite SALA

accelere ou a chaque sous-probleme de 1'etape 1 de SALA on a associe un parametre A

different. Toutes ces variantes out pour denominateur commun leur sensibilite au facteur

A, mais out un comportement satisfaisant sur des problemes de taille moyenne convexes

ou non. F. Boyer dans sa these [8] arrive a la conclusion que la methode SALA n'est pas

aussi performante sur les problemes non convexes de tres grande taille contrairement a

sa restriction (methode de decomposition proximale) aux problemes convexes [69].

Dans ce chapitre nous avons examine des methodes de type Lagrangien augmente separable

dans lesquelles on a utilise soit un parametre de penalite ou un facteur d'echelle, soit une

suite de parametres de relaxation. Certaines methodes combinent 1'utilisation de facteur

d'echelle et de parametres de relaxation (decomposition proximale et methode generalisee
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des directions alternees par exemple). Nous constatons que hormis ces difFerents pa-

rametres, ces methodes different seulement par 1'expression du dernier terme des sous-

problemes a minimiser a chaque iteration. Notons qu'il est possible dans certains cas

de passer d'une methode a une autre en fixant certains parametres. Avant de clore ce

chapitre, rappelons que les difFerents resultats de convergence obtenus (hormis celui er-

godigue de la methode DBM qui n'est pas interessant) sont bases soit sur 1'existence

d'un couple de Kuhn-Tucker (ce qui asure Pexistence de solutions optimales) et sur la

convexite ou stricte convexite (pour assurer 1'unicite de la solution) du probleme, soit

sur la convexite et Ie fait que les suites de parametres soient bornees ou fixes. Le ta-

bleau ci-dessous rappelle les differents resultats de convergence des algorithmes presentes

dans ce chapitre pour des problemes convexes sujet a des contraintes lineaires ou la ma-

trice des contraintes est de plein rang colonne. Les resultats qui nous paraissent les plus

interessants sont ceux donnes par les methodes ADIVP (version 1) et ADIVP (version 2).

En efFet avec ces dernieres la convergence globale est obtenue en relaxant 1'hypothese de

stride convexit et en presence de matrice de parametres. Dans Ie prochain chapitre nous

proposerons une nouvelle approche assez proche des versions de ADVIP, nous obtenons

ainsi un algorithme globalement convergent avec des hypotheses plus faibles. En effet

contrairement aux versions ADVIP ou la suite des matrices des parametres definies posi-

tives est soit ultimement fixee soit decroissante et uniformement bornee, nous considerons

une suite convergente.

Remarque: Dans Ie tableau ci-dessous ADIPV (version 1) et ADIPV (version 2) designe

respectivement la premiere et deuxieme approche de la methode des directions alternees

presentees plus tot dans cette partie.
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Convergence des methodes de type SALA
Methodes

DBM

FBM

Peaceman-Rachford

Douglas-Rachford

D.P

Et ape alternee

ADIPV (version 1)

ADIPV (version 2)

Hypotheses de convergence

Objectif convexe, s.c.i et
propre, restriction sur la
suite \t > 0
Objectif convexe et forte-
ment monotone de module
o/, existence d'un couple de

Kuhn-Tucker, suite des pa-

rametres A( > 0 bornee
Objectif strictement
convexe avec differentiel
lipschitz, facteur d'echelle
\t > 0 constant, exis-
tence d'un couple d'un
Kuhn-Tucker
Existence d'un couple
de Kuhn-Tucker, facteur
d'echelle \t > 0 constant,
convexite de Pobjectif.
L'objectif / est fortement
convexe, facteur d'echelle
et facteur de relaxation
constant.
Minimisation inexacte
avec la serie des seuils
convergente, suite des fac-

teurs de relaxation bornee,
convexite, facteur d'echelle
A<>0.
Existence point selle, ob-
jectif convexe, matrices des
parametres H symetriques
definies positive ultimement
fixees.

Existence de point selle,
objectif convexe, valeurs
propres des matrices Ht
sont uniformement bornees
eloignees de 0, (Ht - Ht+l)
semi-definie positive.

Type de convergence

Convergence ergodigue

Convergence globale.

Convergence globale.

Convergence globale.

Convergence globale et lineaire.

Convergence globale.

Convergence globale.

Convergence globale.
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Dans ce chapitre nous avons presente des algorithmes qui peuvent etre interpretes comme

des variantes de Palgorithme SALA. Ces algorithmes bien qu'ayant une structure sem-

blable au Lagrangien augmente ont ete con^us pour des problemes convexes.

Le but de ce chapitre etait de presenter differentes approches de resolution de programme

mathematique debouchant sur des algorithmes de types Lagrangien augmente afin de

pouvoir situer notre approche par rapport a celles-ci. Le fait majeur dans ce chapitre

reside dans la presentation cote a cote de toutes ces methodes appliquees a une meme

famille de problemes afin de comparer leur structure. Dans Ie prochain chapitre nous

proposons une extension de 1'algorithme SALA faisant appel a Putilisation de plusieurs

parametres, cette derniere constitue la contribution majeure de cette these. Notons que

P analyse de convergence a revele que notre algorithme possede les proprietes de conver-

gence globale. Sous des hypotheses plus faibles nous avons obtenu des resultats de conver-

gence identiques a ceux de Kontogiorgis (theoreme 4.12).
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Chapitre 5

METHODE DU LAGRANGIEN
AUGMENTE SEPARABLE AVEC
PARAMETRES MULTIPLES

Dans ce chapitre nous proposons une extension du Lagrangien augmente separable en

faisant inter venir plusieurs parametres. Notre algorithme est base sur une reecriture du

domaine realisable en ponderant chacune des fonctions des contraintes. Cette ponderation

s'effectue en multipliant la matrice des contraintes par une matrice diagonale definie posi-

tive. Nous debuterons ce chapitre par la presentation de notre approche qui sera construite

a partir du probleme (P) separable sujet a des contraintes de couplage. Cette nouvelle

approche que nous appelons Lagrangien augmente separable avec parametres multiples

(SALAMP) sera ensuite appliquee aux problemes monotropiques. Mais au prealable nous

montrerons que dans Ie cas convexe 1'algorithme ainsi obtenu possede les proprietes de

convergence globale. Une adaptation de notre algorithme aux problemes de multiflot de

cout minimum convexe sera presentee et enfin nous efFectuerons des tests numeriques sur
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Ie probleme de routage des donnees dans les reseaux de communication.

5.1 Lagrangien Augmente Separable avec parametres

multiples

Dans cette section nous presentons Palgorithme du Lagrangien Augmente Separable avec

plusieurs parametres. Pour cela nous considerons Ie probleme (P) suivant:

n

mm^fAxj)
J=l
n

(P) s.a ^gj(x,) = 0
J=l

Xj € Sj

OU fj : V — > R, gj : V — > Rm et Sj est un ferme borne de ?

Soit A = diag{\i,\'z, - • • ,Am} une matrice diagonale telle que les \j > 0 sont assez

eloignes de 0, V % = 1,2, ••• ,m.

Ainsi (P) est equivalent au probleme (P/) suivant:

n

mm^fj(x3)
J=l

n

(P') s.a ^hg,(x,) = 0
J=l

xj e Sj

En considerant les vecteurs d'allocations de ressources yj € Mm tels que Agj(xj) +^' = 0,

Ie probleme (P/) equivaut alors au probleme (P.E.) suivant:
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mm^fj(xj)
J=l

(P.E.) s.a Agj{xj)+yj=0
n

E%=°
J=l

Xj € Sj

L'algorithme SALA (cf. chapitre 3) applique au probleme (PE) revient a resoudre

mm{fj(xj) + (u^Atg,(xj) + 2/J) + ^||A^,(rz;,) + ^||2} (5.1)
xj^Sj

n -, n

min^<u5- AW) + to) + ^ E IIAtfe(^+l) + %112 (5.2)
j=l j=l

n

s.a ^^.=0
J=l

et la formule de mise a jour des variables duales est donnee par

uw^ut,+(Atg,(xw)+yw) (5.3)

ou xtj+l et yy~ sont respectivement les solutions optimales de (5.1) et (5.2).

Revenons maintenant a la minimisation par rapport a y

min]>>5, A^(^+l) + %> + 11, ||Atff,(^+l) + %U2
J=l ~ J=l

n

5.a > ?7i = 0/ ^
J=l

Resoudre ce probleme revient a resoudre Ie Lagrangien classique associe au probleme

quadratique-lineaire

n -, n n

mmE<^ AW) + ») + ^ E ilAt%(:cw) + %ll2 + <w' E%)'
j=l 3=1 j=l
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ou w est Ie multiplicateur associe a la contrainte. Ce qui equivaut a resoudre les n sous-

problemes suivants:

min{(n5, A^,(^+l) + ?/,) + ^|A^(^+1) + ^||2 + (w, y,)}.
V]

Soit ^+1 une solution optimale de ce probleme, les conditions de K.K.T. entrainent

ut,+(Atg,(xw)+yw)+ww=0.

Ainsi on a

2/J+l=-AtS,(^+l)-(wt+l+^.) (5.4)

n -, n

or ^ yw = 0, on obtient done wt+l =-^ ^(A^(^.+l) + up.
^ J n^

En remplagant ^+1 par sa valeur dans (5.3), la formule de mise a jour des variables duales

devient

uw == u^ + Atg,(xw) - Atg,(xw) - (wt+l + ut,)

uw = -wt+l

d'ou Uj est constante pour une iteration donnee. Ainsi nous posons Uj = u et la formule

de mise a jour des variables duales s'ecrit alors:

^l=ut+^At^+l)u"
nz-/

J=l

En remplagant wt+l par sa valeur dans (5.4), on obtient la formule de mise a jour des

vecteurs d'allocations qui s'ecrit alors

y^ = -Atg,(xw) + (ut+l - ut)

y,t+l=-At<^.+l)+lEAW)
Tb

.7=1
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Algorithme SALA avec parametres multiples
^

Etape 0 Initialisation

Choisir A° matrice diagonale telle que \i > 0, e > 0,

y° e(Rm)n telque ^^°=0, u° ^ 0, ^=0
J=l

Etape 1

Pour j = l,...,n determiner

xw = argmin{/,(rz;,) + (u\Atg,(xj) + y1j) + ^||A^,(r!;,) + ^||2}
XjkzOj

f

Etape 2 test d'arret

n

Posons rw=Y^gj(xw)
J=l

SI ||r*+l|| < e STOP

SINON aller a 1'etape 3
^

Etape 3 mise a jour

ut+l = U*+IAV+I
n

,t+l —= -A^,(^+1)+^A^+1
n

t ^ — t + 1, puis retour a 1'etape 1

NB: Nous reviendrons dans la partie numerique sur la mise a jour des matrices A.

Dans la partie subsequente nous procederons a 1'analyse de convergence de la methode

SALAPM.
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5.1.1 Analyse de convergence

Dans ce paragraphe nous etudions la convergence de la methode SALAPIVL Nous utilisons

dans nos demonstrations une demarche semblable a celle de S. Kontogiorgis dans [48].

Avant de passer a 1'etude de convergence, nous enongons d'abord les hypotheses sur

lesquelles reposent nos resultats.

Hypotheses:

H 5.1 Le probleme (P.E) admet un point selle pour A fixe a A* (matrice diagonale

definie positive).

H 5.2 La suite A* converge vers A*.

H 5.3 Les sous-problemes (5.1) et (5.2) admettent des solutions

H 5.4 Les fonctions gj sont affines et les sous ensembles Sj sont convexes pour tout

j = 1, • • • ,n.

H 5.5 Les fonctions fj sont convexes.

Remarque:

Le theoreme 5.1 ci-dessous donne des resultats semblables a ceux de S. Kontogiorgis en

Poccurence les theoremes 4.11 et 4.12 (chapitre 4) avec des hypotheses sur la matrice des

parametres plus faibles. En efFet dans notre demarche nous avons seulement besoin que

la suite matricielle soit convergente vers une matrice assez eloignee de zero contrairement

aux theoremes 4.11 et 4.12 ou des hypotheses plus fortes sont requises. Dans Ie theoreme

4.11, Pauteur requiert que la suite matricielle soit ultimement fixee alors que Ie theoreme

4.12 requiert que cette suite matricielle H ait ses valeurs propres uniformement bornees

loin de zero et de plus les valeurs propres de (Ht — Ht+l) doivent etre non negatives. La

difference entre notre demarche et celle de Kantogiorgis reside dans la maniere d intro-
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duire notre matrice des parametres. En effet elle nous a permis de contourner la difficulte

residant dans la relation 5.16 (preuve du lemme 5.3) qui est la de de toute la preuve. Par

contre Kontogiorgis avec sa demarche etait oblige de faire des hypotheses supplement air es

plus fortes que les notres pour contourner la difficulte presentee par la relation 5.16 (pour

plus de details Ie lecteur peut consulter les references [47] et [48]).

Theoreme 5.1 Supposons les hypotheses H 5.1 a H 5.5 verifiees. Soit {xt^yt^u}t la,

suite generee par Valgorithme SALAPM. On a alors les resultats suivants:

i) la suite {(9j(xj),ytj)}t converge et la limite verifie les contraintes du probleme (P.E),

de plus la Hmite de {Y^j=-^gj(Xj)}t tend vers 0.

ii) La suite {S^=i fj(xj)}t converge vers une valeur optimale du probleme (P).

Hi) La suite {ut}t converge vers une valeur optimale du multiplicateur (dual) duprobleme

(P.E)

iv) Tous les minimums des sous-problemes (5.1) et (5.2) dans lesquels u , gj(xj) et y^

sont fixes a leurs valeurs limites sont optimaux pour Ie probleme (P-E).

Avant de passer a la preuve de ce resultat nous donnons une suite de Lemmes dont on

aura besoin pour la preuve du theoreme 5.1. Les preuves des lemmes seront presentees a

la fin de cette section.

Lemme 5.1 [11]

Soit X un sous ensemble convexe de Mn. Supposons que J : X — > M est de la forme

J = Ji + J2; o^ <^i e^ Js 5on^ convexes et J^ est differentiable sur X. Alors x est un

minimum de J si et seulement si

Ji(x)-J^(x)+(^J2(x)T,x-x) > 0 V re eX.

A partir du Lagrangien augmente associe aux sous-problemes en xj, nous construisons
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deux fonctions et utilisons Ie resultat ci-dessus pour etablir Ie lemme suivant.

Lemme 5.2 Soit {xtj,y^ut)} une suite generee par SALAPM. Sous les hypotheses du

theoreme 5.1, nous avons la relation suivante:
n

^>t+l - u,*, ut+l - ut} + ^{y^ - yt,, yw - Fty',) < 0
3=1 .7=1

ou Ft = A*(A*)-1 et (x*y, y^, u*j) est un point selle de (P.E) pour A = A*.

Nous utiliserons Ie lemme 5.2 pour obtenir Ie resultat suivant. En utilisant la norme Eucli-

dienne, nous transformons 1'inegalite precedente et obtenons ainsi une suite decroissante

et bornee. Ce resultat permet de prouver Ie lemme suivant.

Lemme 5.3 Supposons les hypotheses du lemme 5.2 verifiees, alors les suites {gj(xtj)},

{ytj} et {ut} sont bornees.

Du Lemme 5.3 nous deduisons Ie resultat suivant.

Lemme 5.4 Sous les memes hypotheses que Ie theoreme (5.1) avec {(xtj,ytj,ut)}t la suite

generee par SALAPM, on a les resultats suivants:

i) [ut+l - ut} -^ 0, {yw - y,t} -^ 0, {^g,(xw) + y]} -^ 0.

ii) La suite {^Li fj(xj)}t converge vers une valeur optimale du probleme (P).

Le resultat en %) est immediat et decoule de la suite decroissante et bornee obtenue dans

la preuve du Lemme 5.3. Le resultat ii) decoule d'inegalites obtenues dans la preuve du

Lemme 5.3. Ces resultats permettent d'etablir Ie lemme suivant.

Lemme 5.5 Soit {(xtj,ytj,ut)}t une suite engendree par I'algorithme SALAPM. Sous les

hypotheses du theoreme (5.1) nous avons les resultats suivants:

i) les suites {gj(xtj)}t, {ytj}t et {ut}t sont convergentes,
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it) la limite de {ut}t est un multiplicateur dual optimal pour Ie probleme (P.E).

Ce dernier resultat permet de prouver que sous certaines conditions, les suites primales

et d'allocations des ressources convergent vers leurs valeurs optimales. Le lemme suivant

etablit ce result at.

Lemme 5.6 Soit Xj une solution du sous-probleme (5.1) lorsque ut et ytj sont fixes a

leurs valeurs limites et soit yj une solution de (5.2) lorsque ut et gj(x+ ) sont fixes a

leurs valeurs limites. Alors (x^yj) est une solution optimale du probleme (P-E).

Nous presentons maintenant la preuve du Theoreme 5.1.

Preuve du theoreme 5.1

La partie i) decoule des lemmes (5.4) et(5.5) alors que la partie ii) decoule du Lemme

(5.4). La partie Hi) est prouvee par Ie Lemme (5.5) alors que Ie Lemme (5.6) prouve la

partie iv).

Theoreme 5.2 Sous les hypotheses H 5.1 - H 5.5 avec A et A* symetriques et definies

positives, les resultats du theoreme 5.1 restent verifies.

La preuve de ce theoreme sera donnee apres celles des Lemmes ci-dessus.

Nous donnons a present les preuves des Lemmes utilises dans la preuve du theoreme 5.1

Preuve du lemme 5.2

Posons Ji(xj) = fj(xj) et J^Xj) = {u\Atgj(xj)) + j||A^(a;j) + ^||2, \/ Xj ^ Sj.

Ainsi Ji{xj) et ^(^j) sont convexes car fj(xj) convexe et gj(xj) affine d'apres H 5.4. En

appliquant Ie Lemme 5.1, on obtient

fj^,) - W) + <("' + Atff,(^+l) + yt)AtVg,(^+1), (^ - ^+1)) > 0 V ^, £ 5,

^((ut+Atg,(xw)+yt), AtV<,,(^l)(^1-^,)} $ E /.(^)-E S^ v ^ € ^
J=l J=l J=l
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Puisque gj(xj) est affine alors Vpj(^.+l)(^.+ - xj) = gj(x^+ ) — gj(xj). De plus d'apres

les formules de mise a jour on a ut+l — y^+ = ut + Atgj(xt+ )

E<"t+l - (vw - vt)' Af Wl) - s,^))} < E 1^ - E W)- (5-5)
j=l j=l 3=1

Puisque (x^,y^,u*j) est un point selle de (P.E) pour A = A* alors on a

A'^)+y;=0 ; ^y]=0
J==l

et ^ fj(x]) < ^ fj(xj) + ^(^*, (A^-(^) + yj)) V 2;j C ^. et ^ tel que ^ ^ = 0.
j=l j=l j=l j=l

n

Puisque xtjrl G Sj et ^ ^+1 = 0 alors on a
J=l

;W < ^fA^) +E<^"- (AtS,(^+l) +!/,<+1))
3=1 J=l

ce qui devient d'apres la formule de mise a jour des variables duales

n

E f^xt,) ^ E W) + E<".*' ("t+l -ut))- (5-6)y,?z. _^
j=l j=l j=l

En outre Pinegalite (5.5) est vraie pour tout Xj € Sj en particulier pour xj = x*j. Ainsi

(5.5) devient

n
V^t+1 _ (yt+1
/ ^
j=l j=l j=l

;<^1 - (yj+1 - yp, A\g,(xw) - g,(x]))) ^ ^ /,(^) - ^ /,(^+1). (5.7)

At(ff,(^+l) - 9,^)) = At5,(^+l) + yw - yw - Atff,(^).

Puisque Atgj(x*j) = —A*(A*)-IT/J, nous posons F* = A*(A*)-1. L'equation ci-dessus de-

vient alors

At(g,(xy1) - g,(x',)) = (Atg,(xw) + yw) - (yw - Fty',)

= (ut+l -ut) - (yw -Tty]) (5.8)
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En reecrivant (5.7) nous obtenons

^ «ut+l, »t+l - u() - {ut+\ yw - rty;} - (yw - yt,, (ut+l - ut) - (yw - F^)))
/ ^
J=l

<E/^)-EW)- (5-9)
3=1 3=1

Nous avons J^(ut+\ [y, - yw]) =0 V ?/, / ^, = 0 car ^ ^+1 = 0 (5.10)
3=1 J=l 3=1

en particulier pour yj = Tty*j on a

^>t+l,[rt2/;-2/J+l]}=0 (5.11)
J=l

En additionnant (5.6), (5.9) et en tenant compte de (5.11) nous obtenons

^[<ut+l - u,*, ut+1 - ut) - (yw - yt,, ut+1 - ut) + (y^1 - yt,, yw - Tty^} < 0
J=l

(5.12)

D'apres (5.10) on a:

^>W - u(, s/J - yw} = 0 (5.13)
J=l

Ainsi d'apres (5.12) nous obtenons

n n

^>t+l - uf,, ut+l - ut) + J^{yw - yt,,yyl - Ftyt,} ^ 0, (5.14)
3=1 J-l

ce qui complete la preuve.
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Preuve du lemme 5.3

Posons utj = ut — u^ et ytj = y^ - y*j dans (5.14), nous avons alors

(uw, uw - U1,} + ^{yw - y}, yw} + ^(yw - yt,, (I - Ft)y;) < 0. (5.15)
j=l j==l

Nous avons d'une part 2 (uw, uw - ut,) = 11 uw - ut, 112 + \\uw \\2 - \ut\\2

et d'autre part 2 (^+1, y^-y^ = \\y^-y^+\\y^f-\\y^.

De plus -\\y^-y^\\(I-^)y'^ < (y^-y}, {I-Tt)y]).

Ainsi (5.15) implique

n n n

y n"w - "?n2 + y u^+l - ^ii2 - y. ii'/r1 - ^ii211^ - rf)'/;n2 <
z—^
J=l

/_^1 llyj
J=l

/ ^ H.7J

J=l

n

E [K
J=l

n

W + ii'/jn2] - E [
J=l

u",t+1 +\\yw\\2] (5.16)

Puisque Ft tend vers I car A* converge vers A* alors la matrice (J — rt) converge vers 0.

De plus Ft est une matrice diagonale definie positive car A* et A* Ie sont et ft = A*(A*)-1.

Ainsi a partir d'un certain rang Z, (I — Ft) peut etre prise egale a la matrice diagonale

diag(e^, • • • ,e^) ou chacune des suites e^- converge vers 0.

Posons et = max{(e^.)2} nous aurons alors ||(J-r*)^||2 < et\\y^
3

Ainsi (5.16) implique

\ft>t.

E
J-l

ut+l - n*112 + \" 11?^+1 - iit\\2 -\'€t \\yt+l - yt\\2 11?7*112 <Aj -u'jll ^Z^ ll^' -^ ll -Z^C 11^' ~ y3 II 11^'II -^
3=1 3=1

E[Ku2+^T] -EOCT+n'/ni2] v^?/ ^
J=l J=l

(5.17)
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on a ainsi ^ \\uw - u^ + ^(1 - et\\yf,\\-i) \\yw - y^ <
j=l J=l

n n

E[llu5ll2+ll!/Jll2]-E[lluwll2+im vt>t (5-18)
3=1 J=l

Puisque et converge vers 0, alors a partir cTun certain rang t > t on a Ie membre de

gauche de Finegalite (5.18) qui devient positif.
n

Posons at = ^ [||^.||2 + ||^||2] , nous avons alors 0 < at-at+l \ft>t
J=l

ainsi la suite {a}t est une suite minoree et decroissante \/t > t, done convergente. II s'en

suit alors que at — at+ tend vers 0 et par consequent Ie terme de gauche de 1'inegalite

(5.29) tend vers 0. II s'en suit alors que ||^+ — y^\\ converge vers 0.

Puisque que la suite {at} est convergente done les suites {uj}t et {^}< sont bornees et

par consequent les suites {ut}t et {ytj}t sont aussi bornees. Partant de (5.8) et du resultat

ci-dessus nous obtenons que la suite {9j(xtj)}t est bornee.

Preuve du lemme 5.4

Dans la preuve du lemme (5.3), nous avons montre que la suite \\yj — ytj\\ converge vers

0, d'ou d'apres (5.16) nous avons

^U^-^^o.
J=l

Par consequent nous avons

{Ut+l-ut}-^0 et {y^-y^—,Q.

Puisque d'apres les formules de mise a jour ut+l—ut = Atgj(xt+ )+^+ , nous en deduisons

que {Atgj(xt^1) + y^+1} — > 0 d'ou la partie (%).

En passant a la limite sur (5.6) nous obtenons
n n

^f,(x',) < liminf^/,(^+1) (5.19)
3=1 J=l
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En additionnant les relations (5.9) et (5.11) nous obtenons

^ «.t+1, n^ - ut) - {y^ - y}, (^ - ut) - (^1 - ,/,*)» $ ^ /,(^)-E /.(^+1).
j=l j=l j==l

En passant a la limite et tenant compte des resultats ci-dessus nous avons

n n

limsup^/,(^+l) < ^f,(x',). (5.20)
3=1 3=1

Par consequent d'apres (5.19) et (5.20) on a

limEW) = E^').
.7=1 J=l

Preuve du lemme 5.5

D'apres Ie lemme (5.3) les suites {yj}t et {u t}t sont bornees, il en decoule alors qu'elles

possedent des points d'accumulations.

Soit u un point d'accumulation de {ut}t, il existe alors {up}p une sous suite de {u }t

convergent vers u.

D'apres Ie lemme (5.3) la suite {fi'j(^)} es^ bornee, alors {gj(x/)} est aussi bornee.

Soit aj un point d'accumulation de {gj(Xjp)}, il existe alors {gj(x/l)}i une sous-suite de

{gj(x/)}p convergent vers aj.

Comme {yj}t est bornee, sa sous suite {yjl}t est aussi bornee. Ainsi pour tout point

d'accumulation yj de {yjl}i nous avons

-^
-A*o;, + —A* ^ a,

"3 ' n' z-^1^3

f=l

c'est a dire que {yjl}i converge vers yj. II existe ainsi un ensemble d'indices D tel que la

suite {(gj(x<J),ud,yf)}d, de D, converge vers (aj,u,yj).

Nous aliens montrer maintenant que u est un vecteur optimal dual pour Ie probleme



(P.E).

En additionnant (5.5), (5.6) et (5.10), nous obtenons

n n n

E f^) + E<"m AW) + yw} - &t+l - ^ Atto(^+l) - ft'te))) <
j=l j=l j=l

n n n n

Y, fAxj)+^(u^ ut+l-ut)+^(ut+\ Atgj(xj)+y, V Xj c 5', et y, tel que ^ ^ = 0
j=l j=l j=l j=l

En particulier pour d C D on

n n n
Y-^<E f^) + E<"d+l, Atff,(^+1) + y^1) - ^+1 - yd,, At(ff,(^+l) - ff,(^,))} <
j=l j=l j=l

n
\-^s

; fA^)+Y,(^. ud+l-ud)+J^(ud+\ ^gj(xj)+yj) V x, € S, ei y, tel que Y^Vj=0
3=1 J-l

En passant a la limite on obtient

2-^
j=l j=l j-=l j=l

^ fj(x]) < ^ ^(a;j) + ^(u, A*gj(xj) + ^•} V Xj G ^ et ^ tel que ^ ^ = 0
j=l j=l j=l j=l

Nous en deduisons alors que tout point d'accumulation de la suite ut est un vecteur dual

optimal du probleme (P.E). Pour conclure il suffit de montrer que ut admet un seul point

d'accumulation. Pour cela nous montrerons que Ie point d'accumulation (u,yj) de {u ,yj}t

est unique.

Supposons que la suite {(ut^j)} admet un autre point d'accumulation (u,^-), il existe

alors un ensemble d'indices infini K pour lequel

n 1 n

{Akg,(xk,)} -^ -y,, {uk} -^ u et ^ ^/,(^) ^ = ^/,(^')
. J=l ) 3=1

et de plus u est un vecteur dual optimal du probleme (P.E).

Puisque u est un vecteur dual optimal alors

n n n

E W) < E ^(^+1) + E<"' AW) + 2/F1)- (5'2i)
j=l j=l j=l
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En remplagant Xj par xkj dans (5.5) nous obtenons

^(ut+1, Atff,(^1)) - ^<^+1 - yj, Afff,(^1) + ^ /,(^1) ^ ^ /,(^)
j=l j==l j=l j=l

+ ^(ut+l, Atg,(^)} - ^y - y}, Atff,(^)), (5.22)
3=1 3=1

en outre (5.10) implique que

^>t+l,^-i/J+l) > 0. (5.23)
J=l

En additionnant (5.21), (5.22) et (5.23) nous obtenons

E W) + E<"t+l - "' AW) + 2/r1) < E A'(^) + E<ut+l. AW + ^)
j=l j=l j==l j=l

+^(yw-yt,^t(9^w)-9,{^))}
J=l

En passant a la limite lorsque k tend vers +00, nous obtenons apres simplification

n n

^>t+l - u, Atg,(xw) + yw) < ^>w, At(-A*)-ly, + y,} +
J=l 3=1

^(^l-,,t,Al(ff,(^l)+(A*)-ly,)).
J=l

En utilisant les formules de mise a jour et Ie fait que ^. yj = 0 nous obtenons

^>t+1 - u, u^ - ut) < ^(yw-yt,,ut+l-ut-yw+At(A')-ly,).
J=l J=l

n

Puisque ^ ^ ^ = 0, I'equation ci — dessus devient alors
3=^

^>t+l - u, ut+l - ut) + ^{y^ - y}, yw - F'y,} ^ 0, ou Ft = At(A*)-1.
J=l 3=1
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Cette derniere est identique a 1'inegalite (5.14) et en appliquant Ie meme processus que

dans la preuve du lemme 5.3 nous obtenons que la suite

n n

bt = ^ Y^ ||u* - n||2 + y^ ||^ - ?7J12 \ est convergente.
z. _j 11 ~ ~n ' / ^i

. J=l J=l

Ainsi toutes ses sous suites convergent vers la meme limite. Puisque {y^} — > y^ et

{uk} — > u alors la suite {bt} converge vers 0. De meme on aura {y'j} — > y^ et {ud} —^ u,

done yj = yj et u = u.

Preuve du lemme 5.6

Supposons que {ut} — > u, et {ytj} — > y^ alors {Atgj(xtj)} — > —yj. De plus supposons

que gj(xtj) — > zj alors K*Zj = —yj d'ou Zj = —(A*)-l^.

Puisque Xj est une solution de

min <; f,(xj) + (u, A^,(a;,)} + ^|A^(^) + ^|
Xj^Sj

alors on a V xj € Sj

f,(x,) + (u, Atg,(xj)) + ^\\Atg,(xj) + V2 < /,(^-) + (u, Atg,(xj)) + ^|A^,(rz;,) + y,\\2

d'ou on a pour x^ = xt,3 = xj

fj(x,) + (u, A^'fe)} + ^|A^,(^) + §,||2 < /,(^.) + (u, A^,(a;;.)) + ^|A^(^) + fell2
(5.24)

Puisque yj est une solution de

min <j (u, ?/,) + ^11 - At(A*)-1^, + 2/,||2

s. a V^ y,
^_^
J=l

nous avons

1,, ,.n 1,, ,,o . . V"-

(^}+^ll-At(A*)-l^+y2 < <u,?/,)+^|-A*(A*)-^,+^,H2; V^-telque >J^-=0
'==1
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ainsi pour yj = ytj on aura

<", v,} + \\\y, - At(A*)-lV2 < {u, 2/J) + ^V, - At(A*)-l%||2. (5.25)

En additionnant (5.24) et (5.25) nous obtenons

f,{x,) + (u, Atg,(x,) + y,) + ^||A^,(a;,) + ^.U2 + ^\\yj - At(A*)-lfe||2 <

f,(xt,) + {u, Atg,(x^) + y]) + ^Ats,(^.) + y,\\2 + \\\y} - At(A*)-ly,||2.'^1 i \"'? "*• yjV^j/ ' yjl ' oll""-yJVJ^ ' yJll ' ollyJ
Zi

Ainsi en sommant suivant j 1'equation ci-dessus devient

n n -, n -. n

E f^)+ E<u' A^fe) + v^ + !> E llA^fe) + fell2 + i, E 11^ - A*(A*)-l^ll2 ^
j=l j=l j=l j=l

n n -, n i n

E f^ + E<"> At%'(^) + v^ + ^ E \\At9,(^ + v,\\2 + ^ E 11^ - At(A*)-l%ll
J=l J=l J=l J=l

En passant a la limite lorsque t tend vers +00 on obtient

n n -, n

Z; fA^j) + Z;(^ A*^,(£,) + y,) + ^ HA*p,(^,) + ^n2+
j=l j=l j=l

+^E 11%-fell2 ^ E^*) (5.26)
J=l 3=1

D'autre part comme (x^y^u) est un couple primal-dual optimal pour Ie probleme (P-E),

pour A = A* alors

n n

^ f,(^) < E ^-fe) + <"• A*ft'(^) + %)• (5-27)
3=1 J=l

En additionnant (5.26) et (5.27) nous obtenons

1 v"^,, . . 1 ^n

7>EiiA^)+^ii2+^]Di^-^ii2< °-
j=l - j=l
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Par consequent nous avons A*gj(xj) + yj = 0 et yj — yj = 0 done

n

A^,(^,)+^=0 et Y,yj=0 (5.28)
J=l

ce qui prouve que (xj, yj) est realisable pour Ie probleme [P.E). En combinant (5.26),

(5.27) et (5.28) nous en deduisons que

E^)=E/^')
3=1 3=1

Preuve du theoreme 5.2

La preuve est similaire a celle du theoreme 5.1. La seule difference reside dans la trans-

formation efFectuee a partir de la relation (5.16) pour obtenir la relation (5.17).

Puisque A* et A* ne sont pas diagonales mais definies positives et assez eloignees de zero,

nous avons alors f definie positive mais non diagonale. Ainsi (I — rt) = (e^.) est une

matrice carre d'ordre n telle que eJ- —> 0 lorsque t tend vers co. Dans ce cas il suffit

de poser e* = max^'{|e^|}, Ie reste de la preuve reste Ie meme ainsi que pour les autres

lemmes.

Ainsi (5.16) implique

\^U,/,t+l_nt.U2Z^\\u~j'~ ~u~j\ 2 + E \\vw - W - E ^ W - vW Kll2 ^
3=1 j=l j=l

n n

EW+n^-EOCT+im vt>?- (5-29)
3=1 3=1

Nous obtenons ainsi la relation (5.17) et Ie reste de la preuve reste identique a celle du

theoreme 5.1.
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5.1.2 Application de SALAMP au probleme monotropique

Considerons Ie probleme monotropique (P.M.) suivant

n

mmy.fj(x3)
n

E
J=l

(P.M.) s.a Ax=b

a<x <(3

ou A est une matrice (m x n) de vecteurs colonnes non nuls, b un vecteur de Rm, a et

/? sont des vecteurs de M". De plus les fonctions fj : R —>] — oo, + oo[ sont fermees,

propres et convexes.

Posons Aj la je colonne de la matrice A alors on a

n

X n
/ ^J

J=l

n

^ b- Ax = ^(^ - A,Xj)
J=l

_ b

~n

Posons gj(xj) = ^ — AjXj, ainsi Ie probleme (PM) s'ecrit alors

n

mm^,fAxj)
J=l

n

s.a ^gy(xj)=0
J=l

Oj < Xj < Pj \/ j = l,...,n

Comme dans Ie chapitre 4, nous posons D^ un ensemble d'entiers tels que pour tout i ,

1 < i < m, on ait

{j/1 < J ^ n^dij -^ 0} C Di C {1, • • • ,n} avec di = ID^I
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En appliquant SALAMP au probleme monotropique (P.M.) alors les sous-problemes de

Pet ape 1 s'ecrivent ainsi:

m
xw = arg ^mm_ ^ f,(x,) + ^ u.t(A^ - ^a,,x, + s/J,) + ^ ^ (A^ - A^a.,^ + y^)2

^•<^<^ ^ "• •-• ^ -• -^ - •• " J- ^^^~ '^

m ^ ^
= arg.,.min.. {f^ -Y.,uy^x3 + s [-^-a?A2 - ^%-^(-^ + ytji)]

a^x^p^ [ ^T i/J^bi L ~ ~ ui

\t2 \tf).
= arg ^ min^ <j ,,(2;,) - (u\ AtA,)xj + ^ l-^^x] - \\a^x,(/^- + ^)]

o'j<Xj</3j I—' -' • •" - _.f—^~ 'Z VJ J ~ " "' di
i/J^Di

Formules de raise a jour

Les formules de mise a jour des differentes variables pour Ie probleme monotropique

s'obtiennent de la meme maniere que precedemment vu dans Ie chapitre 4. Elles s'ecrivent

alors

uw=ut,+)J-Si(xt+l) V z=l,.,m
k

jt+l = -\t(bl - a^xt+1} + xtL6.(xt+1}^ji ~ ~^i\T ~ uij^j ) ~T~ ~^~ui'

n

ou 5t(xt+l) = Y^(^-a,,xw) V i = l,...,m
^ ui

5.1.3 Application au probleme de mutiflot de cout rninimum

Dans cette section nous presentons 1'algorithme SALAMP applique au probleme de mul-

tiflot de cout minimum. Nous considerons la formulation arcs-chemins de ce probleme

(voir probleme (AC), chapitre 2) que nous reformulons sous forme monotropique.

Le probleme de multiflot de cout minimum formule sous forme monotropique s'ecrit

n-\-nK

min ]C ^'(^')
J=l
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(FMAC) s.a Ax = b

0 < XQJ < Cj V j = l,...,n

0 < Xkp V k, p

ou A est la matrice d'ordre (n + K) x (n + ^^i ^) suivante

A=

( I -TTi -7T2

0 wi 0
0 0 W2

-^K ^
0
0

\0 0 0 • • • WK )

avec TTk la matrice d'ordre n x Nk dont la pe colonne Tr/cp est

nk = (^(i)^p(2),...,^p(n))

Wfc=(l,l,.,l)€R^ V/c=l,2,.,^,

bT = (0,0,.,0,n,r2,...,^) e Rn+^ et

XT = (rcoi ,rco2,... ,^0n ,^11 ,^12,... ,^l^i ,^21 ,^22,... ,^2^2 ? • • • ^XK1 ^Kcl ,-•• ,XKNK )

(f)j(xoj) si j=l,...,n
•rAX3) = \ " "0 si 'j=kp, k=l,...^K, p=l,.,7V,

U = (ui,U2,...^nAA,...?)

A = ^a^{Ai,A2,...,An,A/i,A/2,...,A^}

Vj = (yjl,yj2,---,yjn,Yjl,Yj2,--,YjK) V .7 = 1,2,...,n

,(1) ^(2) ^(n) ^(l) ^(2) ^{K)^
'^kp ^kp ^•••^kp ^kp ^kp ^•••^kp

Posons

,(i) ^(2) >) 9r(1) z(2) 7,W\ V ^. - 1 ?<- p-^ D =
Vkp = {zkp^zkp^-^zkp ^kv^kv^'-^kp' ') v R = 1;---^ 67;?= l,...^Vfc

Nous avons a present tous les ingredients pour appliquer la version monotropique de

1'algorithme SALAPM. En appliquant cette derniere a notre probleme (F MAC), les
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sous-problemes unidimensionnels de 1'etape 1 de 1'algorithme s'ecrivent alors

A*2
-^+1 — OTTT -m^n J A\ .( rf» .\ _ '\^/)i*/T--._L ^ ^ .2 _ '\^^-_.f)i^<T = arg^min,. <j ^•(a;0j) - \t,utjXQj + ^-rco/ - A^oj^j ^ ; V ^' = 1,2,...,

)j <^ t;j
n

(2

arg^min^ { ^(xoj) - \}{u} + y^XQj + -^-xoj2 } ; V ^ = 1,2,...,n
)j <- Cj

et les problemes suivants

n n \t2

xtk+P1 = arg mm{- ^ >tjUtj(-^kpU))Xkp - >'ktUtkXkp + ^ -^-^kpU)4p
J=l J=l

L/*2 n .. \'t.

+^l. - E -^w^p - ^'^(^ + -€)t)}
7^

x^ = arg mm {[-A'^ + ^ A;.u;.^^0) + ^ A$^(j)^t.
3=1 3=1

^(^ + <)t)]^ + (^- + E ^-^a))^}

Ainsi la solution sera donnee par la projection de B sur 1'intervalle [0,oo[ ou

n ^, t.

^ tTTt - \~^ \t(',it -i- ^t\'7T. (i\ -L \'t{A'k rk
^ \t^,
-3=1 A3

B = ..„ _ .„ —-Ktutk - y" >w + ^)^kp(j) + A,*(^A'*'2 + E;=i Af^pO)L^ "'- ^^v"3 r ^ '"*pv' " "k v^

+<")]
Ainsi rc^1 = max(0,B)

En p os ant

K Nk

5^t+l) = EE^OS1-^1 Vj=l,...,n
k=l p=l

Nk

8,(xt+l) = rk-Y^xy V k=l,---,K
p=l
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alors les formules de mise a jour s'ecrivent

ut^=ut,+^-S,(xw) \/j
n,

"3
n3
./*

Ut+l=Ul+^S^1) Vfc
/fc
I*

/*+1 = \t.'rt+1 ^ l^^..r^+^ v iy 33 ^ = A3x0'3 " + ^~°3 ^x"~) v ^
n-,-

^t+l =-AW)4:1 + ?^t+l) Vfe,p
n
,tt Nk

-1 - \{t^t+l _ ^k V^t+1
'Jkp = Ak xkp~ ~ ~j^~ Z^xkp~ v K^ p

"^

ou rij designs Ie nombre de chemins utilisant 1'arc j.

Le test d'arret sera base sur les conditions d'optimalite de KKT. Ainsi pour tout couple

(a;*,u*) solution du probleme (F MAC) (en tenant compte de la reecriture du domaine

realisable) nous avons

^.(a^)=A^ si x^>0

^;,)>A>,* si ^,=0
n

?=1^0')^* si x^>0
J=l

n

\','Ut<Y,^p(j)W si x^=0
J=l

J,OT*)=O V j

6k(x*)=0 V k

0 < x^ < Cj V j

0<^, V j,k.
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II decoule de ces conditions que
n

Sz x^ = 0 A';^* < ^kpWjW
J=l

n

Si x'^>0 \';U^^^(j)^(x;,).
^•=1

Ainsi a 1'optimum, pour chaque flot k, tous les chemins elementaires actifs entre une

paire source destination relativement aux couts ^(rc^-) sont des plus courts chemins et

leur cout commun est egal a ^^U^.

Posons
(f)'j(xQj) - XjUj si XQJ > 0

(7j(a;,n,A) =
min ((^.(rccy) — Aj'Uj, 0) si XQJ = 0

(E^=i 7rkpU)>jUj) - X'^Uk si Xkp > 0

akp(x,u,A) =
min ( (S?=l 7Tkp(J)^jUj) - X'^Uk, 0 ) si Xkp = 0

On fixe les seuils de tolerances e\ et 63 et on arretera Palgorithme lorsque

max ( max\o'j(xt,u ,A*)|, max 10-^(2;*,^,A*) | ) < ei
\ j ' " ' ' " kp

et max ( max |Jj (a; )|, max\6k(x )| ) < €3
\ 3 • " "• k

Nous presentons maintenant 1'algorithme SALA avec parametres multiples pour notre

probleme de multiflot de cout minimum. Pour la mise a jour des matrices A, nous y

reviendrons plus tard.

Algorithme SALAMP
^

Etape 0 Initialisation

ChoisirOO, u° e Rm,

n K

Choisir y] et y°^ tel que ^ ^0 + ^ T/^ = 0
J=l fc=l
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Etape 1 Resolution des sous-problemes

Pour j = !,•• • ,n, determiner

^,2
45"1 = argn/miIL.{(^(^) - A^^' + ytj)xoj + -^-a^oj2};

Pour k = 1, • • • ,K

a = imm.. S^7r^0")^(4^1)
^<P<Nk t-

J=l

Determiner /3 la longueur du plus court chemin entre Sk et tk avec (j)'j(x^ )

Ie cout associe a 1'arc j

SI P < a Poser N^ = N^ + 1 (Introduction cPun nouveau chemin),

(zul etZW'"kNk c(/ ^kNf, -puis introduire un vecteur d'allocation des ressources (z^ et Z^) associe au

nouveau chemin.

Pour p= 1, • • • ,Nk

n
t+l _ ^.^/n _^_!\'trrt _ V^ \t^,t ^ jj)^;S1 = max(°.,,t2,^ ,._ /,[A^ - ^ A$(^. + 4^)^0')+

'^+T^=ixy7vkp(jY '" '" ^

Nk

Etape 2 Test d'arret

SI test verifie STOP

SINON aller a 1'etape 3
^

Etape 3 mise a jour

^tfxk'rk i ^(fc)^
vfc ^~AT~ + ^^'
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u;+l=u;.+^,(^+1) \lj
n3

[/m=^+^^t+l) Vfe

/*+l = \t^t+l ^ ^l^,(Tt+1} V -iy 33 ~ = A3x0j ~ + ^~°3 ^x"~) v 3
IJ3

e+l = -ww + ^,(XM) vfc. p
b3

,lt Nk
^k)t+l ^ ^ t^+1 _ ^k_ V^ ^+1
^kp = Ak xkp~ ~ "TV" Z^xkp~ V ^, P

p=l

Pour ne pas avoir a introduire a chaque iteration des vecteurs d'allocation des ressources,

nous utiliserons la formule de mise a jour de ces derniers afin de les eliminer. Ce simple

fait fera diminuer Ie nombre de variables a manipuler.

Nous avons a chaque iteration a minimiser les n fonctions suivantes:

-xl.
2

^-l
AL

rij

Ainsi les n sous-problemes unidimensionnels vont s'ecrire alors

^ Qt
mm_{^(xQ,) - X^XQj + '-^[^ - 2A5.-1(4, + ^-)xoj]}.
)j <^cj ^i ~ I li i}

De maniere analogue, nous determinerons la nouvelle expression de xt^ , en remplagant

dans son expression ci-dessus z^ et Z^ par leurs valeurs respectives. Ainsi nous obte-

nons

4;1 = max{0,^ ^ ^^ ^_ ,^t^t~1 + E ^/^t-l^U)) 4.+
'^+T^=ixT7vkpUy " '" ^
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x\

n ^ *„ \tt-^-\^Nk ^t n ^ /_^
^'trrt \~^^_ ^\\t^,t\ i \itf^krk ^k Z^p=l^kp^ V^ \t \t-l^. ^°J*xlkuk - ^^kpWW) + Afcl'(-^ - -^—7^ '"") - ^XLjxiT^kpU)-L^-

j^I ~ - lyk lyk ~j^ ~ "'3

C'est ainsi que 1'algorithme SALAMP applique a la formulation arcs-chemin de notre

probleme de multiflot de cout minimum formule sous forme monotropique devient

Algorithme SALAMP
ft

Etape 0 Initialisation

Choisir e > 0
^

Etape 1 Resolution des sous-problemes

Pour j'' = 1, • • • ,n, deterrainer

xt^ = argn.min.. {^(^') - xt3u}x^ + ^< - 2A5-1(4, + 63^-}-)^]}
y <~~cj i - - ^i " ~ ~ - 'iij

Pour k=l,--' ,K
n

a=i<m^E7r^y)^^1)
.7=1

Determiner (3 la longueur du plus court chemin entre Sk et ^ avec ^(x^ )

Ie cout associe a 1'arc j

SI (3 < a Poser Nk = Njy + 1 (Introduction d'un nouveau chemin)

Pour p = 1, • • • ,Nk

Jn_

x^ = max{0,^ ^ ^_ ^[(W-1 + ^ A/A,t-1^0-)) 4p+
'^ir+E^r^oo^'" " ^

n \/^ \/*-IV^-^A ^.t n ^ f^'
^*7-?-*_V^^. fn\\tn,t\ _L \ltfA'krk Ak Z^p=lidjkp^ _ ^ \t\t-l^ (^°3^x_x'kul - ^7TkpU)^jut,) + x'k('-1^- - -1 — ^-x '") - ^WrKkp[J)—

J^[ lyk ^k 7=1 j

Etape 2 Test d'arret

SI test verifie STOP
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SINON aller a Petape 3
^

Et ape 3 mise a jour

uw = ut, + ^8,(xt+l) Vj
nj

UW=Ul+^S^) Vfc

Dans la partie subsequente nous comparons notre approche avec Palgorithme SALA.

5.2 Comparaison avec SALA

Dans cette section nous procedons a la comparaison de SALAMP et SALA. Nous com-

parons les deux algorithmes appliques au probleme de multiflot. Dans Ie chapitre 2 nous

avons presente une version de SALA applique au probleme de multiflot.

A Piteration t avec Ie facteur de relaxation p = 1 les sous-problemes de SALA s'ecrivent

^ = arg^miIL.<! ^•(a;o,) - U}XQ, + ^ - 2(4, + u-3^-l)xQj] } .
)j'<Cj I ^ ?T>i

X0'j

1 .__. ^n-

;gl = max{0,4^ + Y7T^Y^—7^(^ - ^kp(j)ut,)
^j=li[kp\J}} ~^[

,8k(xt) ^^ f^8Axtl>
^kp{3)——}\-l+Z^W N, yfv' n,

et la mise a jour des variables duales est donnee par les expressions suivantes

A
u =ut,+^S,{xw} Vj'3 ^3 n

U^=Ul+-^S^) Vfc
^

Par contre en posant A^. = X^ = A' pour tout l<j<n,l<k<K,eit>0, nous

obtenons une version simplifiee de SALAMP ou les sous-problemes s'ecrivent

\12 - . /L(^
.m _ ^n. ^,i^ J^A^ ^ \/,,*^. i /l r^.2 o^t i U3\^ )\^ iXQ'j~ = ar6^mlIL. 1 (?)Aa;Oj; - AUyXQj + ^-[2;0j - z[x0j + "^ Ja;OjJ ^ .

.cj [ Z TA-y
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1 .__. v^
4^ = max{0,4p + ^7TTv^-^7^Y(^ - Y^^pU)^) +

z^-=i l[kp\jn ~jZ[J=J

1 ^kW ^^^(xt)^
^kp[V-,—)^1+E^i^y N, yvl n,

La formule de mise a jour des variables duales est identique a celle de 1'algorithme SALA.

Notons qu'on a une difference au niveau des sous-problemes unidimensionnels a resoudre

pour les deux algorithmes a chaque iteration t, par contre les sous-problemes en Xkp sont

identiques. En effet dans les sous-problemes unidimensionnels de SALA Ie parametre

d'echelle n'inter vient que dans Ie dernier terme alors que dans SALAMP celui-ci est en

plus multiplie par la variable duale. Pour systematiser nous dirons que cette version

de SALAMP (avec tous les parametres egaux et constants) est bien difFerente de SALA

mais pourrait etre vue comme une version de SALA. Cette version simplifiee de SALAMP

coincide avec SALA lorsque A = A = 1.

Dans la section subsequente nous donnerons des resultats numeriques de SALAMP

applique au probleme de routage dans les reseaux de donnees. Nous comparerons les

resultats obtenus avec ceux obtenus avec la decomposition proximale DP ou Ie facteur

d'echelle vaut 1.

5.3 Resultats numeriques avec Ie probleme de rou-

tage

Les tests sont effectues sur un reseau ayant 19 sommets et 68 arcs que nous nommons R19.

Tous les problemes unidimensionnels sont resolus par Falgorithme combine bissection-

Newton. II est evident que Ron profiterait mieux de cet algorithme en exploitant sa

structure parallele, mais il a ete code en mode sequentiel. L'algorithme SALAMP est
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implemente en C++ et les tests sont effectues sur une station Sun SPARC 4 connectee

sur un serveur arlequin RS8. Nous considerons que Ie nombre de commodites K = 25, les

demandes Tk sont toutes egales, de meme que les capacites Cj, et la tolerance ei = €3 =

10~3. Pour ces premiers tests nous considerons seulement deux families de valeurs, c'est

a dire que nous prenons tous les \j egaux et les X'^ egaux avec les Xj et les X'^ pouvant

etre differents.

\j=l
^=1

\j = 0.8
/

vfc =1-

\j = 0.6
A, = 1.2

\j = 0.2
A, = 1.2

Xj = 1.2
A» = 0.5

\j = 0.2

X, = 0.8

Tps CPU (en sec.)

32.69

28.05

20.45

14.79

17.89

9.42

Nombre d'iteration

379

326

239

172

429

110

Valeur optimale

7.402175

7.402276

7.402148

7.401 891

7.401436

7.401730

TAB. 5.1 - Sensibilite de SALAPM aux parametres Aj et \k

Rappelons que pour \j = X^ = 1 pour tout l<j<neil<k<K 1'algorithme SA-

LAMP coincide avec la methode decomposition proximale avec A = 1 ei p = 1. Et c'est

cette derniere qui s'est averee competitive par rapport a la methode de deviation de flot

(voir [69]). Sur Ie tableau 5.1, nous voyons que notre strategic d'affecter a chaque arc j

du reseau et a chaque commodite k respectivement un parametre \j et A^ semble donner

des resultats assez interessants. Nos tests prouvent qu'avec cette approche, nous avons

plusieurs combinaisons possibles pour Ie choix des parametres pour lesquelles SALAMP

est plus efficace que SALA avec A = 1 comme suggere dans la litterature ([69, 70]). Le

126



tableau 5.1 illustre ce resultat. Notons qu'il existe des combinaisons pour lesquelles SALA

avec A = 1 est meilleur que SALAMP comme 1'illustre Ie tableau 5.2. La question natu-

relle qui se pose est, comment trouver dans ce contexe les combinaisons pour lesquelles

SALAMP sera plus efficace que SALA? Nous tenterons de repondre a cette question dans

Ie pro chain chapitre.

A:
A3
AEsAE
AE
AE
AE

=1

1.2

1.2

0.8

0.6

0.2

1.4

0.2

"AT=T

X, = 1.2

>'k = 1.4

-^T
A, = 0.8

Aj, = 0.2
>'k = 1.4

A, = 0.8

K
Temps CPU(sec,

2.02

2.60

2.77

1.63

1.41

12.31

3.25
6.89

10
,) Nbre iter.

59
75
80
48
42
376
94
210

K=
Tps CPU(sec.)

6.47

12.08

14.65
3.33

5.30

56.06

18.16
36.52

20
Nbre iter.

84
155
189
43
69
739
235
480

TAB. 5.2 - Sensibilite des parametres aux donnees du probleme

Le tableau 5.2 en plus de confirmer ce que nous disions plus tot montre que les valeurs

\j = 0.6 et \^ = 0.8 perdent leur statut de meilleures valeurs rien qu'en changant Ie

nombre de flots K (id K passe de 10 a 20). De ce resultat nous en deduisons la sensibilite

des parametres aux donnees du probleme. Cette sensibilte sera etudiee beaucoup plus en

details dans Ie prochain chapitre.

Dans ce chapitre nous avons propose un algorithme de type SALA globalement convergent

qui lorsque les parametres sont choisis adequatement pourrait s'averer competitif par rap-

port a la methode de decomposition proximale (nous y reviendrons dans Ie chapitre 6).

En effet les experiences numeriques out montre que suivant les valeurs des parametres

nous pouvons obtenir un algorithme tres efiicace.

Dans Ie prochain chapitre nous tenterons de proposer un choix benefique pour les differents
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parametres en etudiant plus en details Ie comportement numerique de 1'algorithme.
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Chapitre 6

ANALYSE NUMERIQUE DE LA

METHODE SALAMP

Dans ce chapitre nous procedons a 1'analyse numerique de 1'algorithme SALAMP. Dans

Ie chapitre precedent nous avons vu que Ie choix des parametres depend des donnees du

probleme. C'est ainsi que nous considerons dans cette etude deux types de reseaux: un

reseau uniforme et un reseau non uniforme. Dans ce chapitre nous donnerons une etude

approfondie de 1'impact des difFerents parametres sur Palgorithme afin d'en deduire une

maniere de les gerer au mieux. Pour mieux comprendre 1'impact de ces parametres, nous

commencerons notre etude en consider ant un reseau uniforme c'est a dire un reseau ou

les demandes sont uniformes de meme que les capacites sur les arcs. Nous proposerons

une maniere de choisir les parametres suivants les donnees du probleme. Nos tests sont

effectues sur Ie reseau R19 ou Ie nombre de commodites K vaut 20. Nous comparerons

notre approche avec la decomposition proximale ou Ie parametre A egal a 1 donne souvent

des resultats satisfaisants, comme suggere par certains auteurs [69, 70]. Nous terminerons

ce chapitre en appliquant nos resultats sur d'autres problemes tests.
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6.1 Etude des parametres pour un reseau uniforme

Dans Ie chapitre precedent nous avons vu que Palgorithme SALAMP etait sensible aux

parametres \j et \ k. Dans cette section nous examinerons cette sensiblite afin de proposer

une bonne approximation de ces derniers.

6.1.1 Impact des parametres sur Ie nombre d'iterations

Le fait que les demandes soient uniformes de meme que les capacites sur les arcs nous

pousse a choisir les parametres \j associes aux arcs egaux et les parametres X'^ associes

aux commodites egalement egaux. En fixant \j =0.03 pour tout j et en faisant varier

Ie parametre Aj^, nous determinons ainsi la meilleure valeur de A^ lorsque \j est fixe

a 0.03. La figure (6.1) et Ie tableau 6.1 ci-dessous illustre bien la variation du nombre

d'iterations en fonction de Xj^. Nous presentons dans Ie tableau 6.1 la partie la plus

importante car fournissant la meilleure valeur de A k. M.a.is notons qu'entre 0.009 et 0.01

Ie nombre d'iterations diminue et qu'a partir de la meilleure valeur de X'k (\'k = 0.23) Ie

nombre d'iterations augmente. Ceci peut etre observe sur la figure (6.1) ou en abscisse

nous representons Ie logarithme du parametre A ^ et en ordonnee Ie nombre d'iterations.

En modifiant les donnees du probleme, nous observons une variation du nombre d'iterations

par rapport a X'k identique au tableau 6.1. Notons que 1'intervalle dans lequel on a les

meilleures valeurs varie suivant les donnees du probleme. En fixant A \ et en faisant varier

cette fois-ci Ie parametre Aj, nous obtenons des resultats similaires a ceux donnes dans

la figure (6.1) et par Ie tableau 6.1 comme nous pouvons Ie noter sur Ie tableau 6.2 et la

figure (6.2). Notons id que Ie parametre A \ est fixe a 0.03

En suivant Ie processus decrit ci-haut (c'est a dire fixer Xj et faire varier A /fc)et en chan-
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~FL
0.009
0.01
0.02
0.20
0.21
0.22
0.23
0.24
0.25
0.26
0.27
0.28
0.29
0.30

Temps CPU (sec.)
231.00
188.42
54.85
22.08
22.05
21.89
21.97
22.70
23.69
25.00
26.03
27.16
28.12
29.27

Nombre d'iterations

3024
2473
720
288
286
286
285
296
310
326
339
354
366
379

TAB. 6.1 - Sensibilite au parametre A \ avec \j fixe

FIG. 6.1 - Nombre d'iterations en fonction de A \ avec A, fixe

131



A:
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.10
0.11
0.12
0.13
0.14
0.19

Temps CPU (sec.)
23.14
21.65
20.20
18.87
17.21
15.22
17.08
19.01
20.76
24.39
53.05

Nombre d'iterations

303
283
264
247
225
200
223
249
271
318
691

TAB. 6.2 - Sensibilite au parametre Xj avec A k fixe

-4.7 -4.3 -1.9 -1.5

FIG. 6.2 - Nombre d'iterations en fonction de A, avec A /e fixe
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geant la valeur de \j chaque fois que nous obtenons la meilleure valeur de A k, nous

obtenons ainsi, apres un certain nombre de tests, les valeurs optimales de \j et A k,

comme 1'illustre Ie tableau 6.3. Dans ce dernier nous remarquons que les parametres

optimaux sont Xj = 0.11 et X'k = 0.08.

A:
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.10
0.11
0.12
0.13
0.14
0.15
0.16
0.17
0.18
0.19
0.20

meilleur \ k
0.29
0.23
0.37
0.29
0.21
0.18
0.14
0.11
0.09
0.08
0.08
0.08
0.10
0.10
0.10
0.11
0.11
0.12
0.17

Temps CPU (sec.)
173.80
78.80
45.28
30.33
21.97
17.13
14.98
13.27
11.52
11.32
12.23
12.87
13.34
13.18
14.69
14.75
16.27
15.43
18.19

Nombre d'iterations
2093
947
546
365
264
205
174
159
139
137
148
156
161
159
178
178
196
185
218

TAB. 6.3 - Determination des parametres optimaux

II ressort de ces tests (comme nous Ie constatons sur Ie tableau 6.3) qu'il est preferable de

choisir \j / A k. En efFet pour Aj fixe, la valeur optimale de \'k associee differe de celle de

\j . Mais on remarque qu'au voisinage des valeurs optimales Xj et \^ sont assez proches.

Notons que Ie meilleur resultat pour \j = A \ est obtenu lorsqu'ils sont egaux a 0.10 avec

147 iterations et 12.23 secondes. Nous remarquons que les resultats optimaux dans les

deux cas de figures different de peu, mais il est a noter lorsque Ie reseau est assez charge,
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il serait preferable de choisir Aj -f- \k comme nous Ie verrons ci-dessous avec 1'etude des

lignes de niveau des iterations.

Pour completer notre etude nous examinons a present les lignes de niveaux du nombre

d'iterations en fonction des parametres A k et Xj. Nous considerons toujours notre reseau

R19 avec un nombre de commodites egal a 20. De plus nous supposons ici que les ca-

pacites sur les arcs valent 1250, en faisant varier la charge du reseau nous obtenons les

figures (6.3), (6.4) et (6.5), ou les demandes valent respectivement 50, 500 et 700. No-

tons que nous utilisons une echelle logarithmique pour les figures (6.3), (6.4) et (6.5) ou

nous avons en abscisse Ie parametre A \ et en ordonne Ie parametre Xj. Ces dernieres

donnent plus d'informations sur Ie choix des parametres que les figures (6.1) et (6.2).

En efFet pour un reseau charge ou non, en fixant un type de parametres nous obtenons

des courbes semblables aux figures (6.1) et (6.2) alors que les figures (6.3), (6.4) et (6.5)

ci-dessous nous donnent des renseignements supplement air es. En fait sur ces dernieres

nous remarquons que lorsque Ie reseau n'est pas assez charge, nous avons deux bonnes

regions pour Ie choix des parametres (voir figure (6.3)). Par contre lorsqu'on augmente

progressivement la charge du reseau (on augmente ici la demande), Ie reseau devient de

plus en plus congestionne et on perd progressivement une des regions comme nous Ie

constatons sur les figures (6.4) et (6.5). II en decoule alors un choix plus difficile pour les

parametres. Ainsi il devient clair que Ie choix unitaire (Aj = \'k = 1) peut dans certains

cas etre catastrophique. De cette constatation nous en deduisons qu'il est preferable de

choisir les parametres de telle sorte qu'ils puissent suivre ce phenomene de retrecissement,

done un choix dependant des donnees du probleme.

Remarquons qu'en faisant une coupe suivant 1'axe des abscisses ou suivant celui des

ordonnees sur les figures ci-dessous, nous obtenons des courbes semblables a celles des

figures (6.1) et (6.2). II decoule de ces tests que lorsque Ie reseau est non congestionne,

on peut se permettre de choisir des valeurs superieures a 1 ou strictement inferieures a

1 comme Pillustre bien la figure (6.3). Une autre constation que nous avons faite est que
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Ie choix Xj < X'k donnait de bons resultats. Notons que Ie choix \j = A \ coi'incide avec

des points sur la premiere bissectrice, ainsi graphiquement nous remarquons que cette

droite (la premiere bissectrice) passe dans la region optimale lorsque Ie reseau n'est pas

assez charge (voir figure (6.3)). En outre lorsqu'on augmente la charge du reseau la region

optimale devie et tend ainsi a ne plus contenir la premiere bissectrice (voir figures (6.4)

et (6.5)). Dans les reseaux pas tres charges, on peut choisir A k deux fois plus grand que

\j et meme plus dans certains cas. Par contre les tests out montre que lorsque Ie reseau

est plus charge les parametres choisis inferieurs a 1 avec \j legerement inferieur a \ k

donnaient de meilleurs resultats. Ce dernier resultat peut se voir sur les figures (6.3),

(6.4)et (6.5) ci-dessous. Nous suggerons ainsi de choisir les parametres Xj et X'k tels que

Xj = 0\'k avec 1 < 9 < 2. Ainsi lorsque Ie reseau est congestionne il serait preferable de

choisir \j -^ \'k que de les prendre egaux, alors que dans Ie cas non congestionne pour

P un ou Fautre des choix, les result ats sont sensiblement les memes (voir tableau 6.3 ou

les deux types de parametres egaux a 0.10 donnent un aussi bon resultat que Ie choix

optimal).
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-6.21 -5.47 -4.72 -3.97 -3.22 -2.47 -1.72 -0.97 -0.22 0.53 1.28

FIG. 6.3 - Lignes de niveau du nombre d'iterations ou rjy = 50

-9.21 -8.22 -7.23 -6.24 -5.25 -4.26 -3.27 -2.28 -1.29 -0.30 0.69

FIG. 6.4 - Lignes de niveau du nombre d'iterations ou rk = 500

136



1.13

0.16

-0.80 -|

-1.77 -1

-2.73

-3.69 -|

-4.66 -|

-5.62 -|

-6.59 -1

-7.55

-8.52 -1—'—I—' — I—• — \ — ' — [—' — I—'—I—I—]—'—I—r
-9.21 -8.22 -7,23 -6.24 -5.25 -4.26 -3.27 -2.28 -1.29 -0.30 0.69

FIG. 6.5 - Lignes de niveau du nombre d'iterations ou rfc = 700

6.1.2 Choix des parametres

Dans cette section nous proposons une formule empirique pour Ie choix des parametres

Xj et A k. Dans Ie chapitre precedent nous avons montre que lorsque dans SALA nous

choisissons Ie parametre A egal a 1 et dans SALAMP \j = A^ = 1, nous obtenons Ie meme

algorithme. Le choix A = 1 etant Ie plus suggere dans la litterature, nous comparerons

ainsi les resultats donnes par notre formule empirique et ceux donnes par Ie choix unitaire

(\j = X'k = 1). Pour ne pas alourdir la presentation nous donnons les resultats obtenus

sur dix problemes tests. Les tests sont effectues sur une station de travail Sun Spare 4

connectee au serveur vega Sun Fire 880.

Nous donnons dans Ie tableau 6.5 suivant dix problemes tests generes par Ie reseau R19

et par quatre autres reseaux qui nous ont ete fournis par Ie Docteur Adam Ouorou

chercheur a France Telecom (Issy des Moulineaux, France). Ces problemes sont generes

aleatoirement en jouant sur Ie nombre de flats K, les capacites cj et les demandes Tk.
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Nous donnons ci-apres les caracteristiques des differents reseaux.

Reseau

R19
R21
R60

R100
R800

Nombre de noeuds

19
21
60
100
100

Nombre d'arcs

68
68
280
600
800

TAB. 6.4 - Caracteristiques des reseaux tests

Problemes

Reseaux

K

_£L
rk

^bT
R19
25

7341
1937

Pb2
R19
30

1347
153

Pb3
R21
240
1433

1

Pb4
R21
420
1344
40

Pb5
R60
50
10
1

Pb6
R60
100

1345
36

Pb7
R100

30
2648
264.8

Pb8
R100
130

8967.35
15.50

Pb9
R800

20
1250
250

PblO
R800
100

7843
52.20

TAB. 6.5 - Problemes tests

De nos tests nous tirons la formule empirique suivante:

Cn-3_
Aj=K^

3
et \'k = ^ Aj. (6.1)

En utilisant la relation (6.1) nous obtenons les resultats donnes par les tableaux 6.6 et

6.7.

Remarque: Dans les tableaux ci-dessous, (*) indique qu'un nombre eleve d'iterations

et/ou de temps d'execution est requis (on prend comme seuil 5000 iterations et pour Ie

temps CPU 2 heures.)

Dans la quasi-totalite des tests efFectues, Ie choix empirique (relation 6.1) semble etre

benefique. Nous avons rencontre seulement deux cas ou Ie choix unitaire est meilleur

que celui que nous suggerons. Le premier cas se rencontre lorsque les capacites sont tres

grandes par rapport aux demandes et de plus Ie nombre de commodites n'est pas assez
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Choix des parametres

Choix unit air e
Choix empirique

Choix unit air e
Choix empirique

Choix unit air e
Choix empirique

Choix unit air e
Choix empirique

Choix unitaire
Choix empirique

Choix unitaire
Choix empirique

Choix unitaire
Choix empirique

Choix unit air e
Choix empirique

Tps CPU
38.89
20.50

Tps CPU
31.34

17.14

Tps CPU
410.59

317.49

Tps CPU
J

1685.98

Tps CPU
484.76

1448.68

Tps CPU
3675.99

2323.98

Tps CPU
4313.09

2195.49

Tps CPU
3TT

(sec.)

(sec.)

(sec.)

(sec.)
!L

(sec.)

(sec.)

(sec.)

(sec.)
!L

Probleme Pbl
Nbre d'iter.

771
417

Probleme Pb2
Nbre d'iter.

629
346

Probleme Pb3
Nbre d'iter.

1036
778

Probleme Pb4
Nbre d'iter.

2262
Probleme Pb5

Nbre d'iter.
552

1618
Probleme Pb6

Nbre d'iter.
2077

1308
Probleme Pb7

Nbre d'iter.
1979
989

Probleme Pb8
Nbre d'iter.

2004

Valeur optimale
29.268

30.375

Valeur optimale
10.654
10.689

Valeur optimale
0.448
0.448

Valeur optimale

69.191

Valeur optimale
23.175

23.173

Valeur optimale
11.380
11.506

Valeur optimale
16.195
16.193

Valeur optimale

0.846

TAB. 6.6 - Resultats avec la formule empirique
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Choix unit air e
Choix empirique

Choix unitaire
Choix empirique

Tps CPU
2316.99
835.79

Tps CPU
TT

J!L

(sec.

(sec.

L

L

Probleme Pb9
Nbre d'iter.

1262
451

Probleme PblO
Nbre d'iter.

3235
1636

Valeur

Valeur

optimale
20.792
20.611

optimale
2.701
2.701

TAB. 6.7 - Resultats avec la formule empirique (suite)

important (comme 1'illustre Ie tableau 6.8). Le deuxieme cas se rencontre lorsque les

valeurs des donnees sont assez petites (exemple probleme Pb5). En efFet sur les cinq

reseaux lorsque nous posons la demande r^ = 1 et en choisissant la capacite variant

jusqu a 10, les tests montrent qu'il est preferable d'utiliser Ie choix unitaire, par centre

en faisant varier la demande et choisir la capacite plus grande jusqu'a concurrence de

10, Ie choix empirique semble etre plus approprie. Nous n'avons pas pu expliquer ce

phenomene, mais Ie choix semble ici etre sensible a 1'ordre de grandeur des donnees.

K = 5
Choix empirique
Choix unitaire

K = 20
Choix empirique
Choix unitaire

K = 60
Choix empirique
Choix unitaire

Temps CPU (sec.)
2.22
1.72

15.42
11.42

58.41
58.65

K = 240
Choix empirique
Choix unitaire

317.43
410.59

Nombre d'iterations

218
172

431
333

588
577

778
1036

TAB. 6.8 - ci = lOOOr-fc
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II est a noter aussi que lorsqu'on augmente la charge du reseau, Ie choix empirique reste

meilleur mais Ie resultat n'est pas souvent aussi attrayant (voir tableau 6.9). C'est pour

cette raison que nous proposons dans la partie subsequente une heuristique pour ameliorer

ce resultat. Les resultats presentes par Ie tableau 6.9 sont efFectues sur Ie probleme Pl

de la partie subsequente. Nous remarquons dans cette derniere que 1'heuristique ameliore

considerablement Ie resultat obtenu par la formule empirique.

Choix unit air e
Choix
"^
\'k-

empinque

0.0036
0.0052

Temps
203
156

17.

~CPV
.97

.34

08

(sec.) Nbre d'iter.
5000
3792

418

Valeur optimale
45.474
39.383

38.723

TAB. 6.9 - Resultats avec la formule empirique sur un reseau congestionne.

Le tableau 6.9 confirme ce que nous disions plus tot et qui s'est verifie dans tous nos

tests. Nous voyons id que notre formule empirique 1'emporte sur Ie choix unitaire (apres

5000 iterations, nous avons une solution realisable mais non optimale) mais Ie resultat

obtenu avec la formule empirique n'est pas aussi satisfaisant. Ceci peut se voir rien qu'en

comparant avec la derniere ligne du tableau 6.9 ci-dessus.

6.1.3 Mise a jour des parametres

Dans cette section nous proposons une heuristique pour la mise a jour de la matrice

A. Nous avons vu que dans Ie cas d'un reseau assez charge la forrnule empirique (6.1)

ne donne pas d'aussi bons resultats, bien que ces derniers soient meilleurs que ceux

donnes par Ie choix unitaire. Dans cette partie nous utiliserons d'autres problemes tests

engendres toujours par les reseaux presentes dans Ie tableau 6.4. Nous choisissons d'autres

problemes dans Ie but d'avoir des reseaux plus charges pour faire ressortir Pimpact de
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notre heuristique. Cette heuristique utilise comme valeurs initiales celles donnees par la

formule empirique et precede comme suit: nous faisons varier les parametres Xj ei X k a

toutes les 10 iterations pour les 100 premieres iterations. Entre 100 et 200 iterations les

parametres seront constants alors qu'entre 200 et 300 iterations, nous les ferons varier

a toutes les 20 iterations. Et enfin au dela de 300 iterations ces derniers vont rester

constants. Les relations (6.2) et (6.3) ci-dessous donnent de maniere concise la mise a

jour des parametres

6>iA5 si 0 < t < 100, t = 0 mod(10)

^+1 = ^
A; si 100 < t < 200

02\t, si 200 < t < 300, t =. 0 mod(20)

\tj sinon.

(6.2)

A
jt+1 <

Oi\'\ si 0 < t < 100, t = 0 mod(10)

\'\ si 100 < t < 200

e^\ si 200 < t < 300, t = 0 mod(20)

A/ smon.

(6.3)

Nous prenons comme valeur initiale des parametres les valeurs donnees par la formule

empirique (6.1) alors que ^i et ^2 sont choisis tels que j < ^i < 02 ^ 1- Notons que Ie

fait de faire decroitre tres souvent les parametres fait qu'on obtient tres rapidement une

solution optimale non realisable. Ceci s'explique par Ie fait que dans Ie test d'arret, Ie

test d'optimalite depend de maniere explicite des parametres ce qui n'est pas Ie cas du

test de realisabilite. En outre en laissant fixe les parametres nous avons remarque que

tres souvent la realisabilite etait satisfaite alors que Foptimalite faisait defaut. Ce qui a

inspire notre technique de mise a jour.
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Nous donnons ci-apres des resultats montrant 1'impact des coefiicients Q\ et Q^ sur 1'al-

gorithme SALAMP.

~K_
^.7
0.7
0.8

~02

0.9

1
1

Nombre d'iterations
684
636
636

Temps CPU (sec.)
25.88
24.80
24.75

TAB. 6.10 - Impact des coefHcients Q\ et Q^.

Le tableau 6.10 illustre Pinfluence des coefficients 0\ et 0^ sur Ie comportement de Palgo-

rithme SALAMP. Rappelons que Ie probleme test est Ie meme que celui du tableau 6.9.

En comparant les resultats obtenus avec notre heuristique et ceux donnes par les deux

premieres lignes du tableau 6.9 (c'est a dire Ie choix des parametres souvent utilise dans

la litterature et Ie choix donne par notre formule empirique), nous remarquons qu'avec

Pheuristique nous avons un gain notable aussi bien sur Ie temps CPU que sur Ie nombre

d'iterations. En efiet avec la formule empirique (6.1), la solution optimale est atteinte

au bout de 156.34 secondes et en 3792 iterations (tableau 6.9 alors qu'avec 1'heuristique

cette derniere est atteinte au bout de 25.88 secondes avec 684 iterations (tableau 6.10)).

Nous donnons a present quelques uns des resultats obtenus avec notre heuristique.

Problemes

Reseaux

_CL
rk
K

Pl
R19
1250
500
20

P2
R19
7341
2500

25

P3
R21
1344
40
100

P4
R21
1344
40
400

P5
R21
1344
100
175

P6
R60
1344

36
20

P7
R60
1345
360
100

P8
R60
1345
360
18

P9
R100
2400
107
20

P10
R100
2400
107
50

TAB. 6.11 - Problemes tests.

Le tableau 6.12 donne les resultats obtenus par 1'heuristique sur les problemes presentes

dans Ie tableau 6.11. Dans tous les tests Ie choix suggere par la relation empirique 6.1
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Pemporte sur Ie choix unitaire, cause pour laquelle nous comparerons les resultats du

tableau 6.12 qu'avec ceux obtenus par la relation (6.1) et presentes dans Ie tableau 6.13.

Problemes

Pl
P2
P3
P4
P5
P6

~w
P8w

P10

~0T

0.7
0.6

0.7
0.9

0.9

0.67
0.98
0.7
0.9
0.8

~02~

0.9

0.9

0.9

1
1
1
1
1
1
1

Temps CPU (sec.)
25.88
59.68
79.21

1472.00
882.87
427.68
1515.20
336.79
648.75
2400.20

Nbre d'iterations

684
1235
479
2205
2952
1070
873
949
519
742

TAB. 6.12 - Result ats avec Pheuristique.

Problemes

Pl
P2

T3
P4
P5

T6~

P7
P8
P9
P10

Temps CPU (sec.)
156.34
896.53

2142.75
1947.46
1165.18
2375.52
2323.98
3890.78
1225.39
6981.13

Nbre d'iterations

3792
18237
12296
2748
3833
6192
1308
11298
949
2118

TAB. 6.13 - Result ats avec la formule empirique.

II ressort de cette etude que Putilisation des formules (6.2) et (6.3) (de 1'heuristique en

d'autres termes) semble donner une nette amelioration de 1'algorithme SALAMP par

rapport a Putilisation de (6.1), comme nous pouvons Ie constater avec les tableaux 6.12

et 6.13. Le probleme majeur de cette heuristique est Ie choix des meilleurs coefficients Q\

et 0-2. Mais il est a noter que Ie choix j ^ ^i < 0^ < 1 semble etre benefique.
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Jusqu'a present nous avons travaille seulement avec des reseaux uniformes. Cette etude

avait ete dictee par Ie besoin de mieux apprehender comment agissent nos differents pa-

rametres sur 1'algorithme afin de pouvoir les gerer au mieux. Dans la section subsequente

nous nous interesserons aux reseaux non uniformes.

6.2 Gas d?un reseau non uniforme

Dans cette section nous considerons des reseaux non uniformes (c'est a dire avec des ca-

pacites et demandes non uniformes) . Du fait de cette nouvelle donne (la non uniformite

du reseau) et de la structure de 1'algorithme, nous avons juge necessaire de choisir les

parametres \j non uniformes de meme que les X k afin d'accroitre 1'efficacite de 1'algo-

rithme. La pluralite des parametres rend difficile leur choix. Neanmoins nous avons pu

trouver une maniere assez efHcace de les choisir, dans ce choix les \j sont pris distincts

alors que les A \ sont pris tous egaux. Ceci est du au fait que nous n'avons pas pu trouver

une maniere de choisir ces derniers distincts mais nous pensons que si un tel choix venait

a etre effectue, cela ameliorerait 1'efficacite de Palgorithme. Le choix que nous proposons

est Ie suivant:

K
Posons D = y\fc et \j = -^,

A;=l

pour les X'k nous proposons les choix suivants /?max^{A^}, /3min^{A^} /0moy^{Aj} (ou

moy designe la moyenne) avec f3 > 0. Nous donnons dans Ie tableau 6.14 ci-dessous les

resultats obtenus sur Ie reseau R19 avec f3 = j. Id nous avons choisi /? = j car donnant

des meilleurs resultats dans la majeure partie de nos tests bien qu'on puisse trouver dans

certains cas d'autres valeurs meilleures que j. II est a noter que Ie choix \'k = j miny{Aj}

ne donne pas toujours Ie meilleur resultat. II est impossible de dire quel est Ie meilleur

choix pour A^ parmi les trois possibilites presentees dans Ie tableau 6.14 car ce choix est
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^k
|max^{X,}
Jmin^{Aj}
Jmoy,{AJ

Temps CPU
133.27
75.19
107.32

(sec.L Nombre d'iterations

2389
1421
1934

Valeur

34
34
34

optimale

.626

.624

.629

TAB. 6.14 - Choix pour \k avec (3 = j

sensible aux donnees du probleme. Par contre ces differents choix donnent de meilleurs

resultats que Ie choix unitaire comme 1'illustre Ie tableau 6.15 ci-dessous.

Choix unit air e

Temps CPU (sec.)
3600.00

Nombre d'iterations

64585
Valeur optimale

34.617

TAB. 6.15 - Result at avec Ie choix unit air e

Bien que ces choix semblent efHcaces, nous avons trouve un meilleur choix pour les

differents parametres. Pour cette raison nous nous interesserons qu'a ce choix dans la

suite de cette these. Dans ce dernier, nous proposons de prendre tous les \j egaux de

meme que les A k avec \j ^ \^. Le tableau 6.16 ci-dessous illustre bien que ce choix donne

de meilleurs resultats que ceux donnes dans les tableaux 6.14 et 6.15.

A:
mmj{Cj

J2_
I

:vr
3\.2/\7

Temps CPU

38.84

(secI Nombre d'iterations

691
Valeur

34
optimale

.626

TAB. 6.16 - ]V[eilleur choix pour les parametres

Comme nous Ie disions plus tot, nous considerons les Aj uniforme de meme que les \'k-

Pour cette raison nous examinons comme dans Ie cas non uniforme 1'impact des pa-

rametres sur Ie nombre d'iterations et sur Ie temps CPU. En effet prenant les parametres

\j (respectivement X'k) fixes et en faisant varier les \'k (respectivement A^'), nous obte-

nons des resultats identiques au cas uniforme (figure 6.1 et tableau 6.1), (respectivement
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figure 6.2 et tableau 6.2). Le tableau 6.17 illustre ce resultat, nous fixons X'k = 0.2,

V j =1,-" ,n.

A:
Temps CPU (sec.)
Nbre d'iterations

0.08
30.89
582

0.09
31.67
597

0.11
28.51
536

0.13
27.11
509

0.15
26.16
496

0.17
32.49
613

0.18
33.57
633

0.2

36.31
691

0.3

51.38
968

TAB. 6.17 - Nombre d'iterations et temps CPU en fonction de Xj dans un reseau non
uniforme.

Dans la partie subsequente, nous proposons une formule empirique pour un choix ef&cace

des parametres.

6.2.1 Choix empirique des parametres

Des experiences numeriques effectuees, nous deduisons Ie choix empirique suivant :

min-j c,\ . , max-j c,
\j = -y e [a;o, rcl] avec rrO = ^^^J et xl = ^""^^-

D D
(6.4)

>'k = ^ 1k= 1,... ,K

Nous donnons ci-apres les resultats obtenus sur Ie reseau R19. Les tableaux 6.18 et 6.19

montrent que Ie choix de \j dans Fmtervalle ci-dessus est fonction de la charge du reseau

(nous faisons ici varier la demande totale). Mais il est a noter que toutes les valeurs de

1'inter valle ne donnent pas de meilleurs resultats que Ie choix unitaire (voir tableau 6.23

ou pour les problemes N4, N6 et N8 Ie choix Xj = xO ne donne pas un bon resultat). Par

centre dans nos tests nous avons pu a chaque fois trouver des valeurs meilleures que Ie

choix unitaire ce qui laisse croire qu'en utilisant des parametres variant dans cet intervalle

nous pourrons ameliorer les resultats. Nous reviendrons dans la partie subsequente sur
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Putilisation de parametres variables. Puisque 7 est compris entre xO et xl, alors nous

pouvons 1'ecrire sous la forme 7 = (1 — a)x0 + a xl ou 0 < a < 1.

a
Tps CPU (sec)

Nbre d'iter.

0
17.15
325

0.17

36.00
687

0.23

58.88
749

0.45

69.83
1672

0.52

105.55
2006

0.84

205.07
3896

0.93

224.43
4231

1
268.65
5092

TAB. 6.18 - Nombre d'iterations en fonction de a avec D = 538.

a
Temps CPU (sec)
Nbre d'iterations

0
73.59
1253

0.17

28.02
483

0.23

39.12
518

0.45

54.41
948

0.52

60.00
1083

0.84

120.98
2119

0.93

155.16
2707

1
167.29
2908

TAB. 6.19 - Nombre d'iterations en fonction de a avec D = 879.

Sur les tableaux 6.18 et 6.19 ci-dessus, nous remarquons que Ie choix de \j est sensible a

la charge du reseau et de plus les choix proposes ci-haut donnent de meilleurs resultats

que Ie choix unitaire. En efFet Ie nombre d'iterations obtenu depasse 6000 iterations.

Nous avons pu identifier un cas ou Ie choix unitaire semble meilleur que nos formules

empiriques. Ce cas se rencontre lorsque les capacites sur les arcs ne sont pas tres grandes

devant les demandes et que Ie nombre de flots circulant dans Ie reseau n'est pas assez

eleve. Les tableaux 6.20 et 6.21 (ou nous representons Ie nombre d'iterations) illustrent

bien ce resultat. Notons sur ces derniers que les capacites sont egales avec difFerentes

valeurs pour les demandes; ainsi notre inter valle de choix se reduit a un seul element et

ainsi notre la relation (6.4) se ramene a la relation (6.1).

K
Choix empirique (6.4)

Choix unitaire

5
5710
1469

10
1652
1717

20
507
1586

35
164
827

50
589
1407

TAB. 6.20 - Reseau R60: c, = 5 max Tk.
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K
Choix empirique (6.4)

Choix unit air e

5
146
192

10
294
636

20
370
620

45
665
1320

80
853
1660

100
950
1687

TAB. 6.21 - Reseau R100 : Cj = 20maxr^.

Dans Ie tableau 6.23, nous presentons quelques resultats obtenus avec la formule empi-

rique (6.4). Mais avant nous donnons ci-apres les caracteristiques des problemes tests.

Problemes
Reseaux

K

N1
^U9

25

N2
R19
30

N3
R60
80

N4
R60
100

N5
R100

70

N6
R100
124

N7
R100

45

N8
R100

80

TAB. 6.22 - Problemes tests

smm Cj
_Q_

moy{Cj}
J2_

max Ci
Jl_

Choix unit air e

N1
3147
1400
687

17668

N2
306
2626
6472
13949

N3
3672
404
3661
1626

N4
~K
802
479
1891

N5
3810
396
4061
1556

N6

TL
2210
5031
2954

N7
1398
424
6229
1394

N8

_^_
529
2864
1966

TAB. 6.23 - Nombre d'iterations : choix empirique versus choix unitaire

Nous remarquons sur Ie tableau 6.23 que Ie choix empirique 1'emporte sur Ie choix unitaire.

Bien qu'il existe quelques valeurs appartenant a Pintervalle [a;0,a;l] ne donnant pas de

meilleurs resultats que Ie choix empirique, nous avons pu a chaque fois trouver des valeurs

dans cet inter valle donnant des resultats meilleurs que Ie choix empirique. A partir de

ce resultat nous en deduisons qu'il est preferable de faire varier Ie parametre \j dans cet

inter valle. Dans la partie subsequente, nous proposerons une technique de mise a jour

des parametres assez proche de celle donnee dans la section precedente.
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6.2.2 Mise a jour des parametres pour un reseau non uniforme

Dans cette partie, nous proposons une heuristique pour la mise a jour des parametres.

Cette heuristique est basee sur la formule suivante:

^=
P\t, si 0<t< 100 et t = 0 mod(10)

\j sinon
(6.5)

,lt+l
k =

f3X'tk si 0 < t < 100, et t == 0 mod(10)
(6.6)

\' smon

mincJ ^+ \'° — 3\0
\j = -^- GL Afc = 3^.oul < ,3 < 1.4, A° =

Le tableau 6.24 illustre la sensibilite de 1'algorithme SALAMP au coefEcient (5. Nous re-

marquons aussi que lorsque ce dernier est choisi comme indique ci-dessus, nous ameliorons

considerablement les resultats donnes par la formule empirique. Le tableau 6.25 ci-dessous

illustre les resultats obtenus avec I'heuristique (6.5 et 6.6) sur les huit problemes ci-dessus

(tableau 6.22).

Le principal probleme dans les relations (6.5) et (6.6) est de trouver Ie meilleur choix

pour (3. Dans certains cas choisir ce dernier egal a 1 (comme pour Ie probleme N1), ce

qui revient a utiliser la formule empirique, 1'emporte sur Fheuristique. Nous suggerons

ainsi de choisir /3 dans 1'intervalle [1,1.2].

j:
Nombre d'iterations

1.02
873

1.03
702

1.05
464

1.07
413

1.09
435

1.1

462
1.2

550
1.3

1332

TAB. 6.24 - Nombre d'iterations par rapport f3 sur Ie probleme N7

150



problemes

A
Nombre d'iterations

N1
1.07
925

N2
1.01
639

N3
1.12
340

N4
1.2

390

N5
1.16
517

N6
1.3

892

N7
1.07
413

N8
1.13
489

TAB. 6.25 - Resultats avec 1'heuristique avec differentes valeurs de /?

Dans cette derniere partie nous comparons les nombres d'iterations obtenus suivant

difFerents choix des parametres. Pour fixer les idees donnons quelques explications par

rapport aux differents termes utilises pour nommer ces choix.

• Nous entendons par choix optimal uniforme Ie choix optimal (en nombre d'iterations)

lorsqu'on prend \j = \k.

• Nous entendons par choix optimal non uniforme Ie choix optimal (en nombre d'iterations)

lorsque \j ^ \k et les \j egaux entre eux de meme que les \k-

Notons que dans les deux cas ci-dessus les valeurs optimales ne sont pas connues a priori.

En fait ces valeurs sont determinees apres maintes experiences. Nous voyons qu'un tel

choix n'est pas pratique, cause pour laquelle nous proposons une heuristique pour Ie choix

et la mise a jour des parametres.

La figure 6.6 ci-dessous represente Ie logarithme neperien du ratio {jjr^^} sur difFerents

problemes, ou It-unit. et It-heur. designent respectivement Ie nombre d'iterations donne

par Ie choix unitaire et celui obtenu par 1'heuristique. L'histogramme (figure 6.6) montre

que dans la quasi-totalite des tests 1'heuristique 1'emporte sur Ie choix unitaire. En efFet

nous observons que la valeur de ln{^^nlt'} est positive (qui se traduit graphiquement

par des segments de droites verticaux au dessus de 0) sur presque tous les tests , ce qui

prouve que 1'heuristique se comporte mieux que Ie choix unitaire. II existe quelques rares

exemples pour lesquels 1'ecart entre les nombres d'iterations donnes respectivement par

Pheuristique et Ie choix unitaire est pas tres petit (ordonnee 26 et 27 par exemple) voire

meme negligeable (ordonnee 28 par exemple). Signalons que nous utilisons ici ,3 = 1.12
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car ce choix semble benefique.

FIG. 6.6 - Comparaison des nombres d'iterations donnes par Ie choix unitaire et I'heuristique

(ou f3 = 1.12, L 'histogramme represente Ie ln{ ^Z^^.' } (ou It-unit. et It-heur. representent
respectivement les nombres d'iterations donnes par Ie choix optimal uniforme et I'heuristique).

Le fait que Ie ln{ ^Z]!^^ } soit souvent positif montre la performance de I'heuristique par rapport
au choix unitaire.

Nous comparons a present les nombres d'iterations donnes respectivement par Ie choix

optimal uniforme et Ie choix optimal non uniforme. La figure 6.7 represente Ie logarithme

neperien du ratio ^t_-^.f ou It-unif et It-nunif representent respectivement Ie nombre

d'iterations donne par Ie choix uniforme optimal et celui donne par Ie choix optimal non

uniforme. Nous remarquons que Ie choix uniforme Femporte sur celui non uniforme, ce qui

illustre bien que notre strategie de choisir les parametres differents est benefique. En effet

la figure 6.7 montre que In ^J^imf est presque toujours positif sauf pour quelques rares

cas ou ce dernier est negligeable voire meme nul, ce qui signifie que dans ces cas les deux

choix sont equivalents. Puisque ces valeurs optimales ne sont pas connues a priori nous

nous contenterons d'utiliser 1'heuristique avec /3 choisi comme precedemment annonce.
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Sur la figure 6.8, nous comparons les nombres d'iterations donnes respectivement par Ie

choix optimal non uniforme et par 1'heuristique. Comme precedemment nous comparons

Ie logarithme du rapport ^^S, • R-aPPelons (lue 1'heuristique utilise deux valeurs pour les

parametres comme dans Ie cas du choix non uniforme. Mais avec Pheuristique ces derniers

sont mis a jour au cours des iterations. Par consequent 1'heuristique est une instance du

choix non uniforme et Ie result at auquel nous pouvons nous attendre que la valeur de

In j^^Sf. sera toujours positive (comme Ie montre la figure 6.8) car nous choisissons les

valeurs optimales pour Ie choix non uniforme. L'objectif ici est de mesurer 1'efficacite

de 1'heuristique par rapport au choix optimal. Nous remarquons sur la figure 6.7 que Ie

nombre d'iterations donne par Ie choix non uniforme optimal reduit en moyenne de deux

tiers Ie nombre d'iterations donne par 1'heuristique. De ce dernier resultat et du fait que

1'heuristique soit largement meilleure que Ie choix unitaire (suggere par la litterature),

nous en deduisons ainsi que Ie choix suggere par 1'heuristique est satisfaisant.
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FIG. 6.7 — Comparaison des nombres d'iterations donnes par Ie choix optimal uniforme et

Ie choix optimal non uniforme. L'histogramme represente Ie ln{^t_-^^ } (ou It-unif. et It-
nunif. representent respectivement les nombres d'iterations donnes par Ie choix optimal uniforme

et Ie choix optimal non uniforme). Le fait que Ie ln{^t_~^^ } soit souvent positif prouve la
performance du choix optimal non uniforme sur celui optimal uniforme.
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FIG. 6.8 - Comparaison des nombres d 'iterations donnes par Ie choix optimal non uniforme

et I'heuristique. L'histogramme represente Ie ln{ ^Z^^} (ou It-heur et It-nunif representent
respectivement les nombres d'iterations donnes par I'heuristique et Ie choix optimal non uni-

forme). Le fait que Ie ln{ i^ni^ff} s0^ souvent positif prouve la performance du choix optimal
non uniforme sur I heuristique.
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Dans ce chapitre nous avons procede a une analyse numerique approfondie de 1 algorithme

SALAMP. Cette analyse s'est faite en etudiant 1'impact des parametres sur la convergence

de Palgorithme. De cette etude nous en avons tire des formules empiriques pour choisir

les parametres mais aussi des heuristiques pour leur mise a jour. Les choix que nous

avons suggeres se sont averes meilleurs que Ie choix unitaire qui etait souvent utilise dans

la litterature (voir [69, 70]). Notons que Ie resultat obtenu avec 1'heuristique peut etre

ameliore si un bon estime du coefficient /3 est connu ou de meilleurs estimes pour les

valeurs initiales pour les parametres Aj et \k sont trouves.
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CONCLUSION

Dans cette these nous avons propose une nouvelle approche de decomposition basee sur la

methode du Lagrangien augmente separable (communement appelee Separable Augmen-

ted Lagrangian Algorithm ou SALA dans la litterature anglophone). L'algorithme que

nous avons propose peut etre vu comme une extension du Lagrangien augmente separable,

il s'appuie sur une reecriture du domaine realisable en ponderant chacune des lignes des

contraintes. Cette ponderation s'est faite en multipliant la matrice des contraintes par une

matrice A symetrique definie positive (rappelons que dans nos experiences numeriques

A est choisie diagonale). La methode ainsi obtenue est appelee SALA avec parametres

multiples notee SALAMP (Separable Augmented Lagrangian Algorithm with Multiple

Parameters). L'etude de convergence de Palgorithme a revele que notre methode possede

les proprietes de convergence globale. Apres avoir procede a 1'etude de convergence, nous

avons applique notre algorithme au probleme monotropique qu'il decompose en sous-

problemes unidimensionnels. Applique au probleme de multiflot de cout minimum non

lineaire et convexe, 1'algorithme SALAMP decompose Ie probleme en sous-problemes

unidimensionnels suivant les arcs du reseau, que nous avons resolus par 1'algorithme

combine bissection-Newton, et en problemes de recherche de plus courts chemins suivant

les difFerents flots, resolus par 1'algorithme de Djikstra.

Dans la derniere partie de cette these, nous avons procede a 1'analyse numerique de
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Palgorithme SALAMP. C'est ainsi que nous avons applique SALAMP au probleme de

routage dans les reseaux de donnees ou la fonction a minimiser est Ie delai moyen de

transit des donnees, donnee par la fonction de Kleinrock. L'etude numerique a revele

la sensibilite de 1'algorithme aux parametres qui eux memes dependent des donnees

du probleme. C'est ainsi que nous avons propose des choix possibles des parametres

(dependant des donnees du probleme) donnant des resultats meilleurs que ceux presentes

par la litterature. Nous avons ensuite propose des heuristiques pour la mise a jour des

parametres qui se sont montrees tres interessantes. En efFet 1'utilisation de parametres

variant suivant les iterations a ameliore de beaucoup les resultats obtenus par les formules

empinques.

Les futurs travaux sur la methode SALAMP devraient porter sur :

• 1' analyse de convergence pour des problemes avec contraintes non lineaires,

• P analyse de convergence lorsque les sous-problemes en Xj sont resolus de maniere ap-

proximative, c'est a dire se contenter de solutions e — optimales ou e > 0. L'analyse de

convergence lorsque la suite A* est simplement contenue dans un compact, et non plus

convergente pourrait etre interessante,

• Fexamen de son comportement sur d'autres types de problemes comme Ie probleme de

transport,

• une implementation en parallele. L'algorithme SALAMP de par sa structure gagnerait

beaucoup d'une implementation en parallele. En effet avec une implementation synchrone

ou chaque processeur aura a trailer un sous-probleme avec un niveau centralise pour ef-

fectuer Ie test d'arret et gerer 1'etape de mise a jour, on gagnerait beaucoup sur Ie temps

de calcul. L'etude d'une implementation asynchrone pourrait aussi etre interessante ou

Ie niveau centralise sera sollicite a chaque fois qu'un processeur aura fini de trailer un

sous-probleme, ce qui ressemble a une technique de type Gauss-Seidel.
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