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SOMMAIRE

Le present document propose, aussi bien en contexte multiperiodique qu'en temps continu,

une solution fermee au probleme sans contrainte de moyenne-variance («mean-variance»)

lorsque Ie portefeuille de 1 investisseur est constitue d'une seule action et d'une seule obli-

gation et que des conditions plutot generales sont imposees a ces titres. Dans un premier

temps, nous rappelons les principaux resultats associes au probleme de moyenne-variance

original et nous illustrons que ces resultats sont inadequats lorsqu'il s'agit de la gestion a

long terme d'un portefeuille (par exemple la gestion des regimes de pension). Par la suite,

a 1 aide de proprietes de conditionnement probabiliste, nous construisons une solution ex-

plicite au probleme multiperiodique et nous obtenons en prime un modele d'evaluation des

actifs financiers dit MEDAF («capital asset pricing model (CAPM)») multiperiodique

generalise. Nous developpons egalement des exemples de modelisation des actifs qui

reduisent Ie nombre de parametres a estimer pour la solution optimale tout en augmen-

tant PefHcacite des calculs en temps reel. Enfin, suivant deux approches distinctes, soit

1'approche martingale et 1'approche par controle stochastique, nous etablissons une solu-

tion au probleme de moyenne-variance en temps continu. En nous inspirant des modeles

multiperiodiques, nous proposons une modelisation generale des actifs qui inclut notam-

ment Ie celebre modele de Black-Scholes.
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INTRODUCTION

II y a un demi-siecle, la gestion de portefeuille etait a un carrefour avec la publication

de 1'article de H. M. Markowitz [23 . II a ete Ie pionnier du premier traitement rigoureux

du dilemme de 1'investisseur, a savoir comment atteindre de plus grands profits tout en

minimisant Ie risque. Pour son approche de moyenne-variance dans la selection de por-

tefeuilles, H. M^arkowitz a re§u Ie Prix Nobel d'economie en 1990 (partage avec M;. H.

Miller et W. Sharpe). Depuis ce temps, 1'analyse de moyenne-variance demeure un sujet

qui genere beaucoup d'interet parmi les chercheurs et les praticiens. Dans un premier

temps, des solutions analytiques a periode simple ont ete developpees par Ivlarkowitz [23]

et IVterton [25] (Prix Nobel d'economie en 1997 partage avec M. S. Scholes), ce qui a

mene naturellement au modele original d'evaluation des actifs financiers. Des recherches

reliees au cas dynamique multiperiodique out ete faites principalement par Tobin 38],

Mossin [29], Samuelson [34], Fama [9], Hakansson [12] [16], Stevens [37], Markowitz [24],

Elton et Gruber [8], Schweizer [35] et Pliska [32]. Une revue historique detaillee de ceci et

des autres contributions sur Ie sujet peut etre retrouvee dans Steinbach [36], qui contient

egalement une tres volumineuse bibliographie de plus de 200 references. Pour la version

continue du probleme, Ie lecteur pourrait consulter Pliska 31], Richardson [33], Merton

[26], Duffie et Richardson [7], Karatzas et Shreve [18], Korn et Korn [20] et Lim et Zhou

[22].

Avec les progres technologiques des dernieres annees, Ie developpement des algorithmes

exploitant les nombreuses decouvertes en mathematiques financieres est en pleine expan-

sion. II nous suffit de consulter les articles sur les sites Web d'industries financieres telles



que http ://www.derivativesstrategy.com [1] et http ://www.financial-planning.com [28

pour en mesurer la portee. Dans cet esprit, Ie present document se propose de developper

des outils d'aide a la prise de decision financiere bases sur 1'analyse de moyenne-variance

de la gestion de portefeuilles.

Le premier chapitre se veut une breve revue des principaux resultats relies au probleme

original de moyenne-variance. Nous soulignons egalement que les strategies developpees

dans un tel contexte sont inappropriees lorsqu'il s'agit de la gestion a long terme d'un

portefeuille.

Dans Ie deuxieme chapitre, nous definissons Ie contexte multiperiodique, soit un cadre

pour la gestion dynamique d'un portefeuille. Nous proposons dans un premier temps d'in-

clure une dependance temporelle dans la modelisation de la prime de risque ainsi qu une

dependance avec des variables exogenes telles que des facteurs economiques. Ces variables

beneficieraient de la propriete d'ameliorer la capacite d'estimation des rendements fu-

turs (voir Breen, Glosten et Jagannathan [3] et Person et Harvey [10]). Par la suite,

nous construisons par recurrence une solution au probleme de moyenne-variance mul-

tiperiodique en exploitant la propriete telescopique de 1'esperance conditionnelle. L'ap-

proche lagrangienne d'optimisation dans un espace L2 approprie est a la base de notre

resultat principal enonce sous la forme du theoreme 2.2.8. Nous completons ce chapitre

en ciblant une classe de modeles pour la representation de la prime de risque. Les criteres

retenus pour 1'elaboration de cette classe comprennent la complexite reduite de 1'estima-

tion statistique des parametres ainsi que la precision et 1'efficacite des calculs numeriques

en temps reel.

Le dernier chapitre aborde Ie probleme de moyenne-variance en temps continu. Nous

developpons une classe generale de modeles, sous la forme d'equations diflFerentielles sto-

chastiques, pour representer la prime de risque en nous inspirant directement des modeles

etablis en contexte multiperiodique. Dans un premier temps, nous etablissons 1'existence

d une solution generate au probleme en faisant appel a la representation des martin-

gales de carre integrable. Nous parvenons par la suite a expliciter la strategic optimale



dans Ie cas des marches de coef&cients constants. Enfin, nous resolvons Ie probleme de

moyenne-variance par une tout autre methode. Nous reduisons Ie probleme d optimisa-

tion stochastique a un probleme d'optimisation deterministe d'une equation aux derivees

partielles evoluant dans Ie temps, equation dite de Hamilton-Jacobi-Bellman. A Paide

d une parametrisation temporelle bien choisie et sous 1 hypothese des marches de coeffi-

dents constants, nous retrouvons la meme strategie optimale telle que rencontree dans la

resolution par 1'approche martingale. Notre cheminement est inspire de Richardson [33

mats la classe etudiee ici est considerablement enrichie. Nous concluons Ie chapitre en

proposant une derniere alternative de resolution, soit de transposer en temps continu les

differents resultats cles obtenus en contexte multiperiodique.



CHAPITRE 1

PROBLEME DE
MOYENNE-VARIANCE
CLASSIQUE

Dans ce chapitre, nous presentons sans demonstration Ie probleme de base resolu par

Markowitz en [23].

Considerons Ie contexte ou un petit investisseur detient un portefeuille constitue d'un

titre risque et d'un titre sans risque dans un marche sans friction (marche sans cout de

transaction). Nous utilisons Ie terme «petit investisseur» dans Ie sens que la composition

du portefeuille detenu par cet investisseur a n'importe quel instant n'affecte pas les prix

futurs du marche. Soit Po et Pi la valeur unitaire du titre risque a 1'instant initial t = 0

et a 1'echeance t = 1 respectivement, BQ et Bi la valeur unitaire du titre sans risque a

1'instant t = 0 et t = 1 respectivement et XQ et Xi la valeur totale du portefeuille a

Pinstant t = 0 et t = 1. Soit VQ la valeur totale des parts du titre risque detenues juste

avant Finstant t = 1, R = plp^°- Ie rendement du titre risque a 1'instant t = 1, r = BIQ^Q

Ie taux d'interet (presume connu a 1'avance) du titre sans risque a Pinstant t = 1, alors

la variation de gains entre 1 instant t = 0 et t = 1 peut s'exprimer en terme de la prime



de risque («risk premium») R — r a Pinstant t = 1, comme suit :

PI-PO\ , f^r ..\f^~BOXl - XQ = VQ ( ~'^ -u ) + (XQ -
"0 j \ -DO

= VoR + (Xo - vo)r

= Vo(R-r)-^-rXo

Soit uj = j^- la proportion ou ponderation du portefeuille allouee au titre risque juste

avant 1'instant t = 1, nous pouvons exprimer Ie rendement R du portefeuille a 1'instant

t = 1 par

R=x^x^=^(R-r)+r^^R-r)+r
-0 ^-0

Si LJ > 1, nous sommes en presence d'une strategie de levier (emprunt sur Ie marche des

litres sans risques dans Ie but d'acquerir des titres risques) et siu ^ 0, ceci constitue

une strategie de ventes a decouvert.

Toutes les variables aleatoires dans ce document sont censees etre construites sur un

espace de probabilite commun (f2,^,P).

Denotons 1'esperance et la variance du rendement du titre risque, respectivement par

I! == E(-R) et cr2 = VAR(i?). Les enonces classiques suivants, sans leur demonstration,

constituent des cas particuliers de resultats generaux qui seront verifies ulterieurement

dans cette these.

Proposition 1.0.1 Soit une certaine constante Jl > r donnee, alors la strategie u = ^—-,

minimise la variance VAR R sous la contrainte E (R) = /1 , sa valeur minimale etant

donnee par VAM (R) = (^^ a2.

Proposition 1.0.2 Soit une certaine constante 5-^0 donnee, la strategie uj = £, maxi-

mise 1'esperance E (R) sous la contrainte VAR (R) = a , sa valeur maximale etant

donnee par E ( R) = £ (^ - r) + r

Corollaire 1.0.3 Soit une certaine constante /I > r donnee, la strategie uj = V—L, mi-

nimise la variance VAR R sous la contrainte E [R] > Jl , sa valeur minimale etant

donnee par VAR (R) = (^) ^2.



Corollaire 1.0.4 Soit P un portefeuille avec ponderation uj = ^— solution du probleme

de moyenne- variance; pour tout autre portefeuille Q nous avons

E(EQ) - r = (3 (^(Rp) -r) (1.1)

ou
COW(RP,RQ\

ft = _..^/^/ (1.2)
VAR ( Rp

Considerons maintenant k titres risques de rendements .R1, i = 1.. .k , et cjl, % = l...fc,

les ponderations des titres risques associees au portefeuille tous construits sur un espace

de probabilite commun (^,^:",P). En posant LJ = [<^]^k, ^ = [E(.RZ)]^ ^ 1 = [1}^.^

et S = [E (Ri — r) (Rj — r)]j^ ^ nous obtenons la version multivariee du theoreme de

]V[arkowitz suivante.

Proposition 1.0.5 Soit une certaine constante fl> r donnee, la strategie

UJ = V^L (fl — Ir) S-l, minimise la variance VAR (-R) sous ia contrainte E (-R) = /i ,

sa valeur minimale etant donnee par VAR ( R^ = (Jl— r) [^ —l] ou

r = (p, — lr) S (/^ — ^r) est un scalaire.

Une strategie autofinancee telle que P(Xo = 0) = let P(Xi > 0) > 0 est dite une

opportunite d'arbitrage. On dira qu un marche est viable s'il n'existe pas d'opportu-

nite d'arbitrage. On appelle une mesure de probabilite P* de risque neutre une mesure

equivalente a P telle que E* (R) = r avec E* (•) = J^ • riP*. Les propositions suivantes

sont tirees de Pliska [32].

Proposition 1.0.6 Un marche est viable si et seulement si il existe une mesure de risque

neutre P*.

On dit qu'une richesse finale x est simulable ou atteignable s'il existe une strategie auto-

fmancee telle que X\= x. On dira qu'un marche viable est complet si toutes les valeurs

sont simulables.



Proposition 1.0.7 Un marche viable est complet si et seulement si il existe une unique

mesure de risque neutre P .

Proposition 1.0.8 Soit un modele de marche viable et complet, une certaine constante

,7 > r donnee et L = ^ la derivee de Radon-Nikodym de la mesure risque neutre

P* par rapport a la mesure P, Ie rendement R = ^*c^_~jr — E^rf^i-^ minimise la va-

riance VAR R sous la contrainte ¥.(R] = Jl, sa valeur mmima,le etant donnee par

V?(i?)=^i.

Le probleme de moyenne-variance classique est un probleme statique en ce sens que 1'on

suppose qu aucun mouvement du marche ne se produit entre Ie debut et la fin de la

periode. Mats, dans les faits, la gestion de portefeuille s'effectue sur un certain horizon

pendant lequel les mouvements de portefeuilles sont frequents. Regardons Ie probleme

suivant sur un horizon de deux periodes : supposons que les rendements R^ et R^ du

titre risque a chaque instant suivent un modele binomial avec comme etats possibles

S = (0.10,0.05) avec lot de probabilite

P (^1=0.10) = P (^ =0.10) =0.60

P (Ei =0.05) = P (^2 = 0.05) = 0.40

et que Ie taux periodique en vigueur pour Ie titre sans risque est r = 0.06. L'investis-

seur vise un rendement cumule espere de son portefeuille sur deux periodes d'au moins

E ( (1 -\- Ri) (1 + ^2) ) = 1.072 (correspondant a un rendement periodique de 0.07 ap-

plique deux fois successivement) et il recherche simultanement une strategic qui mini-

mise la variance VAR ( (l+7?i) (1+^2) ) du rendement global. Une premiere approche

consisterait a appliquer successivement Ie resultat du probleme de moyenne-variance au

debut de chaque periode ce qui nous offrirait la strategic fixe suivante :

0.07-0.06
U1=U2= 0.08-0.06 =a5°



Nous obtenons immediatement

E^l+Ei) (1+^2)) = E('l+^i)E(l+^2)
= E2(i+i?i)

1.072

d autre part

VAR((l+Ei) (1+^2)) - E((l+^i) E(l 4-^2) ) -E2((l+Ei) (1+^2))
= E (l + R^ ^(l + ^2) - E2 (l + Pi) E2 (l + ^2)
= E2 (l +R^ -E4 (l +^i)
= (0.60 x 1.082 + 0.40 x 1.0552)2 - 1.074

0.0003434925

Comparons maintenant cette strategie avec la strategie dynamique suivante :

cji = 0.65

0.15 si Rz= 0.10
2 = 1 0.75 si Ei =0.05

Tout d'abord

E ( (1 + J?i) (1 4-^2 ) ) = 0.36 x 1.086 x 1.066 + 0.24 x 1.086 x 1.0585

+0.24 x 1.0535 x 1.09 + 0.16 x 1.0535 x 1.0525

1.1456558

> 1.072

d un autre cote

VAM^l+^i) (1+^2)) = E((l+^i)E(l+^2) )-IE2((l+^i) (1+^2))
= 0.36 x 1.0862 x 1.0662 + 0.24 x 1.0862 x 1.05852

+0.24 x 1.05352 x 1.092 + 0.16 x 1.05352 x 1.05252

-1.14565582

0.0002745487

< 0.0003434925
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Get exemple illustre bien a quel point la solution classique n'est plus performante dans un

contexte de minimisation de la variance du rendement a long terme avec un rendement

a long terme espere predetermine par 1 investisseur. Le chapitre suivant nous devoilera la

strategic optimale a suivre dans un tel contexte multiperiodique.
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CHAPITRE 2

PROBLEME DE
MOYENNE-VARIANCE
MULTIPERIODIQUE

2.1 Contexte multiperiodique

Plagons nous de nouveau dans un contexte ou un petit investisseur detient un portefeuille

constitue d'un titre risque et d'un titre sans risque, dans un marche sans friction. Soit

n la date d'echeance, pour k = 0,... ,n, Pfc designe la valeur unitaire du titre risque a

1 instant k, Bk represente la valeur unitaire du titre sans risque a 1 instant k et Xk la

valeur totale du portefeuille a 1'instant k. Soit z'fe_i indiquant la valeur totale des parts

du titre risque detenues immediatement avant 1 instant k, Rk = ~p. Ie rendement du

titre risque a 1'instant k et r = p ~1 Ie taux d'interet (que nous supposons constant

et connu au depart) du titre sans risque a 1'instant k, la variation de gains entre 1'instant

k — 1 et k peut alors s'exprimer comme suit, en terme de la prime de risque Rk — r a

1'instant k :

Pk-Pk-i\ i i^ „. ^fBk-Bk-i
s_l = 'Ufc_i ( —^—— j 4- (Afc_i - Vk-i,

Pk-1 ) ' v"'~' "?~" Y Bk-i

= Vk-iRk + ?-i - Vk-i)r

= Vk-i(Rk -r)-^-rXk-i

12



Soit Uk = ^~L la proportion ou ponderation du portefeuille allouee au titre risque

immediatement avant 1'instant k, nous pouvons exprimer Ie rendement Rk du portefeuille

a 1 instant k par :

Xk — Xk-i Vk-i
Rk = ~~" ^ --n/-" = -^—{Rk - r) -\-r = uJk{Rk -r)-\-r

.k-1 -Afc-1

Si uJk > I; nous sommes en presence d'une strategic de levier et si CL'/,; < 0 ceci correspond

a une strategic de ventes a decouvert. Remarquons egalement que, dans Ie contexte

multiperiodique, Ie rendement cumule du portefeuille entre un instant donne k et une

date d'echeance n peut s'exprimer par n7=fe+i(l + Ri) — 1 •

Toutes les variables aleatoires dans ce document sont censees etre construites

sur un espace de probabilite commun (n,.F,P) et toutes les autres a-algebres

defmies ulterieurement seront contenues dans J: '.

Considerons F^ la cr-algebre engendree par {Pi, 0 <i ^ fc}, ^ la a-algebre engendree par

des variables exogenes appelees signaux {Si^O < i < k} et Hk = ^k^ Gk '• la plus petite

cr-algebre contenant a la fois ^ et Gk- D'ou Hk constitue toute 1'information disponible

pour 1'agent, en matiere d'historique, jusqu a 1'instant k, des prix du titre risque, de

meme que des indicateurs economiques des fluctuations du marche. Par consequent, Uk

est considere comme 7^-i-mesurable, ce qui signifie que la fraction de la richesse allouee

au titre risque est determinee juste avant 1'instant k et se base sur 1'information donnee

jusqu a 1'instant k — 1.

2.2 Resolution par conditionnement

L'objectif principal du probleme consiste a developper une strategie qui, etant donne

un rendement cumule espere E ( n^Li(l + Ri) ) du portefeuille a 1'echeance n, minimise

la variance de ce rendement global. Pour les lemmes et theoremes suivants, definissons

^^0 a^ == 0 et r[te0Q/z = 1 pour les sommes et produits sur des ensembles vides. De plus,

13



etablissons recursivement pour i = n — l,n— 2,...,2,1,0:

E2 [Rn - r|^_i]
T"-1 = E [(^ - r)2 |M»_i]' ^•1

E2[(i-E;;w^)W+i-^)l^.]
:E[(l-E;^)?+i-r)2|W.]

A noter que les ri sont deterministes si et seulement si les rapports ^r/n ^Ci ^e sont.

Nous allons demontrer qu'un portefeuille avec des ponderations associees au titre risque

definies pour k = 1,..., n par

l+r)+ A" . -'I EJ(1 -s=-ilT') (Rk ~ rwk-l\
a"i=-^+^+2(l+r)^IlK(l+%)^E[l;l-E^^?-.)21^-l] ^3

lorsque n^_fL(l + Ri) > 0 recelent toutes les proprietes voulues pour constituer une

solution optimale au probleme de moyenne-variance multiperiodique sans contrainte, si

nous effectuons un choix judicieux de la constante \n. Les motivations pour Ie choix de

(2.3) apparaissent dans la preuve de la proposition 2.2.8.

Remarque 2.2.1 Dans (2.1) et (2.2) la forme 0/0 doit etre lue comme 0.

Pour tout Ie reste du chapitre, nous faisons Phypothese generale que 1'esperance

du carre de Rj est finie pour tout j, ce qui garantira la finitude presque sure

de toutes les esperances conditionnelles dans les definitions de (2.2), (2.3) et

(2.13).

Tout d'abord, nous aliens exhiber des conditions suf&santes garantissant 1'integrite de la

definition des parametres T/e et LJk (de meme que celle du An optimal decrit explicitement

en (2.13) ci-dessous).

Lemme 2.2.2 Selon les conventions ci-dessus et pour tout i € {0,1,..., n — 2}, nous

avons presque surement :

0 < r, < E
n-1

1- ^T-,1^.
3=i+l

14
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Demonstration : Nous utiliserons une induction inversee sur k. La propriete est aisement

verifiee dans Ie cas initial (pour k =• n — 1), soit :

E2[(^-r)|^_i]
0 < Tn-1 = E [(}?:-.)^;::] 5: 1 (2'5)

Supposons que 1'inegalite est verifiee pour k = 1, soit :

O^r, < E [l- Y^^ T.IM,] < 1 (2.6)

par consequent, pour etablir la premiere inegalite 0 < T;_i nous devons simplement

demontrer que Ie denominateur de T;_i est positif. A partir de la seconde inegalite dans

(2.6), nous obtenons :

T' ^ E[l-E^T.i^]
,n—l

=^.0 ^ E[l-^r.|^] (2.7)

.0 ^ E[l-^T,|^]?-r)2

0 < E E 1 - ^^ n\/H^ (Ri - r)2 |^-i

•o < E[(i-E^lTQw-r)2i^-i]

Verifions maintenant la seconde inegalite T;_i ^ E [l — Y^^i ri\/^-i-i} • A partir de 1'equation

(2.7), nous pouvons ecrire r;_i comme suit :

E2[(i-ESl^.)W-^)l^-i]
Tl-1 =

E[(i-ESl^)W-^)W-i]
E2[E(l-ESl^)?-r)|Wi-i]

E[(l-EL-/T.)W-r)2|^-i]

E2 [(E (1 - EK1 T.l^))l/2 (E (i - ES1 T.l^))l/2 (-Ri - ^l^-i]

E [(i - E^.) W - r)2 l^-i]
En appliquant 1'inegalite de Cauchy-Schwarz au numerateur, nous avons :

E [E (1 - ES1 ^) l^i-i] E [(1 - ES1 ^.1^) W - ^)2 l^-i]
n-i <

E [(1 - ES1 T.) (Pl - rf l^-i]
iEH- ESl^.l^-i]E[(i-ESl^)W - ^)2 l^-i]

iE[(i-ESlT.)W-^)21^-i]

E[l-El7rii^]
15



Enfin, nous demontrons la troisieme inegalite E [l — Y^Zi T~i\/Hi-i] < 1. En utilisant a

la fois les premiere et troisieme inegalites dans (2.6), nous obtenons :

>n—l . 1 r / / ^—,,n—lE [i - E17 T.i^'-] = E [(E (1 - E::,l, T.i^) -r') 1^]
= E [E (l - ^;^ T,|^) |^i_i] - E h|?<,_i]

^ E[]E(l-E^T.^)i^-i]
< 1.

D

Lemme 2.2.3 Sous Fhypothese E [ro] > 0, les parametres apparaissant dans les formules

(2.2), (2.3) et (2.13) sont bien definis.

Demonstration : La condition entraine immediatement Ie fait que la formule (2.13)

est bien definie pour tout {\n '• n= 1,2,...}. Nous devons a present demontrer qu'un

denominateur nul en (2.2) implique un numerateur nul a la fois dans (2.2) et (2.3), ce

qui entrainera que les formules (2.2), (2.3) et (2.13) seront done toutes bien definies. En

appliquant 1'inegalite de Cauchy-Schwarz a une forme separee du numerateur de r^ dans

(2.2), nous avons :

,n—l0 ^ E2[(l-^;^T,)(Ji,+i-r)|^]
^ E [(1 - EJ:^T.) iw.] •E [(1 - S^,T.) (^i - r)21^.]

en utilisant Ie lemme 2.2.2 pour etablir la non-negativite des termes sous les radicaux.

En consequence, si Ie membre de droite est mil, Ie membre de gauche 1'est egalement. D

Les trois lemmes cles suivants donnent explicitement des expressions pour 1 esperance

conditionnelle, la variance conditionnelle et la covariance conditionnelle du rendement

total du portefeuille d'un instant donne jusqu'a une date d'echeance determinee.

16



Lemme 2.2.4 Soit \n un nombre reel. Alors pour tout k = l,...,n les ponderations

associees au portefeuille optimal, donnees par (2.3), satisfont :

E[n^(l+i,)|^_i] = (l+r)"-'i+lE[l-^;^T.|^-i]

-A—1E [y""-l . T.l^t-il (2.8)
2iitil(i+^rLZ^==fc-1'11

sur les trajectoires telles que n^il(l + Ri) > 0.

Demonstration : (Par induction inversee). La propriete est aisement verifiee pour k = n

en utilisant les formules (2.2) et (2.3). Remarquons que, par la propriete telescopique :

E [n^_i(l + Ri)\Hk-2\ = E [(1 + ^-i)E [n^(i + Ri)\nk-i] 1^-2]

A present, supposons que la propriete est verifiee pour k = I, avec ponderations GJ;, ..., Un

definies par (2.3). D'apres 1'hypothese d'induction, nous etablissons sur 1'ensemble des

trajectoires telles que 11^(1 + Rz) > 0 :

E|n^_i(i+^)|^_2|

= (1 + r)"-i+l E ((I + R^) (l - ^;^ r.) |^_.)

-,55T^'i(^.r'""-)
= (l+r)n-i+2E(l-^:;;_^.|^)

+ (1 + r)"-!+l a;,_iE ( (l - ^;^ T.) (fi,_i - r) l^,^)

-.^f^-^
En substituant la valeur de cj;_i dans la derniere equation, nous deduisons :

E[^_,(1+R.)\-H^] = (l+'-)"-i+2E(l-^';^T.|^)

:^^(E:1_^).211^(1+jy
D

17



Lemme 2.2.5 Soit \n un nombre reel. Pour tout k = 1, ..., n les ponderations associees

au portefeuille optimal, donnees par (2.3), satisfont

,n—l
E[n^(l+i?.)2|^_i] = (l+r)2("-'i+l)E[l-^;^r.|^-ij

+—^-4ny (1+^)2
+-^—T-:E | > "; ; ^ T,|^_i | (2.9)

T^-IH ^ R.\2^ L^=fe-l "1

sur les trajectoires telles que H^ (1 + Ri) > 0.

Demonstration : (Par induction inversee). La propriete est aisement verifiee pour k = n,

tout comme Ie cas initial figurant dans la demonstration precedente. Remarquons que

nous obtenons par la propriete telescopique :

E|n^_i(i+^)2|^_2|

= E [(i + i^_i)2E [n^(i + Ri)2\nk-i] 1^-2].

Supposons maintenant que la propriete est verifiee pour k = l^ avec cj;, ...,ujn definis par

(2.3), par 1'hypothese d'induction, nous determinons, sur Pensemble des trajectoires telles

quen^(l+^) >0:

E 11^(1+iy2|^_,

= (1 + r)2(-i+1' E ((1 + R^f (l - ^:;^ r.) |M,_.)
A2 _ /x—\n—l

+-3—--:E (T';7 , T,|^_2'
4n^(i+jy2^z^=;-1'1'

= (l+r)2("-i+2'E(l-^:;^r.|^)

+2 (1 + r)2(-'+l)+1 ^_iE ((l - ^;;^ r.) (Ii,_, - r) |?<,_,)

+ (1 + r)2'»-l+l> ^_,E ( (l - ^:^ r.) ?_i - rf \H^)
A2 _ /v—\n-l

+-=T-^—f-:E fy"rfl7 . 7-z |^-2'
411^(1+^)2^z^-iltl

18



En substituant la valeur de a;;_.i dans la derniere equation, nous deduisons

E|n^_i(i+^)2|^_2|

= (l+.)2<"-^)E(l-^r.|^)

+„, ^ ^E fy""-l „ r,\n,_,
411^(1+iy^ ^-^-2"'

D

Lemme 2.2.6 Soit \n un nombre reel, pour tout k = 1, ...,n et tout portefeuille arbi-

traire Q les ponder ations associees au portefeuille optimal P, donneespar (2.3), satisfont :

E[n^(i+^f)(i+^)|^_i]
An \ ^ L V^"-1= (1 + r)2("-^l I _—A_n_ _ ) E [ 1 _ y-"-; ^ ^|^_^

,2(i+r)"-^ny(i+o^ "^~ ^^-i"1"'"-1

+^+^n-^E[l-^_^\-H^]
A. E 11^(1+i?Q)|74_i] (2.10)m^(i+RP)~

sur ies trajectoires telles que n^=i(l + Rp) > 0.

Demonstration : Soit 7^ la variable aleatoire 'H{-\ -mesurable correspondant a la

ponderation du portefeuille arbitraire Q allouee au titre risque juste avant 1'instant i.

Cette fois encore, la demonstration necessite une induction inversee. Cependant, Ie cas

initial k = n s avere plus complexe et nous en detaillons ci-dessous la demonstration. En

effet, on a :

E|(l+^)(l+^)|^_i|
= E [((1 + r) +a;, (Rn - r)) ((1 + r) + 7n (Rn - r)) |^n-i]

= (l+r)2+(l+r)a;nE[^-r-|^n-i]

+ (1 + r) 7nE [Rn - r\Un^\ + c^JE [(Rn - r)2 |^_i] .
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En substituant la valeur de ujn dans la derniere equation, nous deduisons sur 1'ensemble

des trajectoires telles que D^(1 + Rp) > 0 :

l(l+^)(l+^)l?<»_ll

= (l+^_(l+r)((l+.)+__,An _1^E[^"-';^n71^E[^-r|^_i]
2n^(l + Rp) ]^[(Rn- r)2 \Hn^} ^ ^ '^n~

+(l+r-)7nE[^n-r-|^n-l]

\n \ E[Rn-r\H^} \^^r, ^21+7n [- [(1 + r) + ^^W)) W:r)2i\^]) E [(Rn ~ r)2 IHn-l]

= (1 + r)2 - (1 +r) ((1 + r) + _^ , ^ } r»_i + (1 + r) 7^ [^ - r|^_i]
li=i [ -i- + -^i

-^[(l+r)+^^W))E[Rn-r^-l]

=(l+r)2-(l+r)((l+r)+2n;.^))rn-1

, " ^E [7n (^, - r) |^_i]
2Tl^(l+RP)~

= (1 + r)2 (1 - r»_0 - (1 + r) ^^—^r^

^n

)2 fi _ ^_^ - fl + r) —-^-
2n^l(i+i?f)

^E[(l +/$)- (I +r)|^n-i]211^(1+^f)-

l)+(l+r)
2n^(i + RP)(1 + r)2 (1 - r^) + (1 + r) ^_,A; , 5,, (1 - rn-.)

^—^-Efl+.R^_i
2n^l(i+^f)-

=(1 + r) ((1 + r) + ^w1)(1 - Tn-l) - ^W]E [1 + fin^n-1] •
Afin de poursuivre la demonstration, nous devons constamment utiliser la propriete

telescopique, notamment pour tout I = 1, ...,n :

E[nsL,_i(i+iif)(i+it,c)|K,_2]

E [(i + i?f_i)(i + i?_i)E (n?,,(i + i?f)(i + A?)|^_i) |K^] .

Supposons a present que la propriete (2.10) est verifiee pour k = I, avec ^, ...,cjn definis

par (2.3), par hypothese d'induction nous obtenons pour 1'ensemble des trajectoires telles
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quenU(l+Ef)>0:

E

E

[^,_,(1 + Rp)(l + RQ)\-H^~\

I (1 + Rf_,)(l + RQ_,) (1 + r)2<"-"+l ( (1 +r)+
A.

2(l+r)n-in^(l+.Rf)

xE[l-^;^T.|M|_l]|W,_2]

-E ^i^ ^P)E [(1 + •Kp-i)(1 + ^-i)H^(l + ^)l^-i] 1^-

= (1 + .)2("-!^ E [(1 + itf_,)(i + ^-i) (1 - El-,l_iT.) 1^-^]

+(1 + rr~l+l^^W)E [(1 + R^) ^ ~E:i1-1") ^

-.^W)^='-l(l+RQW1-^

Par ailleurs, pour 1'esperance dans Ie premier terme apres la derniere egalite, lorsque nc

ecrivons R^_^ — r = 7;_i (Ri-i — r), nous obtenons :

E [(i + i?f_i)(i + fi?_i) (i - El~,l_iT.) 1^"]

= E [((1 + r) + ^_i ?_i - r)) ((1 + r) + 7^-1 W-i - r)) (l - ^_^ T.) 1^-2]

= (l+'-)2E[l-^;^T.|^_2]

.(1+r) I (l+r)+' 2(1 + r)"-i+inH(l + Rp) ) i-2

+ (1 + r) 7,-iE [W_i - r) (l - ^;^ r.) IM,^]

- ((1 + r) + 2(1. .)-^ . ~nr)) ^ [(1 - ^.7t) (Rt-1 -r) [nt-

= (l+^\1-^-^-^-^^^
,^,_,^ _,E ffi - y""-,1 . T.) ffi + RQ_,~} - (1 + r)~} \H^}-2(i + r)n-;+lnti(i + -RfF [v ~ z^i=l-1 'li} ux ^ "z-l; ~ ^ 'r' ^ 1/ l'z-2J

En substituant la valeur de uji-\ dans la derniere equation, nous deduisons pour 1'ensemble
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des trajectoires telles que 11^(1 + -Rf) > 0 :
,n—l

= (l+r)2E[l-^;;;_^.|^|

+2(l+r)"-'ni;i(l+^)E [1 ~ E::^ T'IKi-2]

-^-^^E [(1 - s:^.) (^ - ~^) ^]

=(1 + r) ((1 + r) + 2(1.^-^(1^)) E [1 - ^:- T>IKi-2]

-^-^.iQE K1 - S:1.Tt) (1 + ~R^ '^] •

=(1 + r)2(n-l+l) ((1 + r} ((1 + r) + ,i.,-^(i^))E [1 - ^ -l"-2]

-(1 + r)2(n-i+l) (.(1 . rr-^. ~^ [(l - S:1^) (l + ^) ^)

+(1 + rrt+l^^E [(1 + ^-1) (x - ^:-T<) l^'-2]

-2nE^nE[II?=i-l(l+^^-2]'

D'ou, toujours pour 1'ensemble des trajectoires telles que n^(l + Rp) > 0, il s'ensuit

que :

E[H^_,(1+RP)(1+RQ)\-H^

- (1. „«-"« (,1 . , . ,,,^,_,^,^,) B [I - E::_,.IX,-,]

-2iiHt7oE[n-l(l+^lK-2]-
D

Remarque 2.2.7 A partir des lemmes 2.2.4, 2.2.5 et 2.2.6, nous pouvons etablir que

' (n^(i + RP), n^(i + ^?)l^-i)

(l+r)n-fc+l+ :)E(l-E^7-.i^-i)211^(1+I?f)^
x ((1 + r)"-k+l - E (n^(l + i?)|^_i)) (2.11)
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et

n^(i+^f) |?4-i

(1+r)n-k+1 +
A.

2ng(i+j?f) ) E[I:::LTil^]
x(l-EE:LT<iKfc-1]) (2-12)

pour toutes les valeurs de k = 1,2,.. ,n et toutes les trajectoires telles que n^(l+-Ri) >

0.

Nous sommes dorenavant en mesure de proposer une solution au probleme classique

multiperiodique de Markowitz lorsque 1 investisseur detient un portefeuille constitue d'un

titre sans risque avec un taux d interet constant et un titre risque.

Theoreme 2.2.8 Denotons par c > 0, la cible du rendement total. Supposons que les

ponderations ujk, k = 1, ...,n du portefeuille apparaissant dans (2.3) sont telles que la

condition du lemme 2.2.3 et E |H^i(l -}-Rz)\ = 1 + c > (1 + r)n sont satisfaites. Les

ponderations definies en posant :

X.. =2
(1 + r)n - (1 + c)

<n—lEMr.)
(1+r)' (2.13)

dans (2.3) mmimisent la variance VAR n^(l+^z) , sur Pensemble des trajectoires

telles que n^Li(l + Ri) > 0, et sa valeur mmimale etant donnee par :

n^(i+J?,)|=((i+r)n-(i+c)): -1 (2.14)
E£,IE(T.)

Demonstration : Minimisons E F^Li(l + Ri) sous la contrainte E n?=i(l + Ri) =

1+c et Ie resultat suivra. Notons par L Pespace des variables aleatoires de carre integrable

sur (Q,^,P). Soit F : ^(Uo) x ...L2(74_i) x R ^ R defini par :

F(^,..,^,A,)=E|n^(l+^)| +A,(E|n^(l+E,)| -(1+c)).
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D'emblee, la definition de la fonctionnelle F revele que, en tant qu'esperance d'une forme

quadratique en ^ pour toute valeur i, il s'agit d'une fonctionnelle continue diflerentiable

au sens de Gateaux sur son espace de definition des fonctions de carre integrable (voir

page 32 de Clarke [5]). Par consequent, elle est egalement strictement differentiable et

la version de Clarke de la regle des multiplicateurs de Lagrange (son theoreme 6.1.1 en

page 228) s'applique a notre probleme d'optimisation. Ainsi, pour chaque k == 1, ...,n, la

solution doit satisfaire :

9F{^,...^n,\n)
0 =

9iL},

9
9^k

E (n^(i + ^)2) + A, (E (n^(i + ^)) - (i + c))]

((n^(i + j;.)2) + A^ ((a^(i + ^,)) - (i + c))E

= E ((211^(1 + R.) + \n) ^ (n?^(i + R,^

= E ((211^(1 + %) + \,) (n^i,.^(i + ^.)) (% - r)) .

Les candidats pour Ie maximum doivent repondre a cette propriete de point critique. Voici

a present 1'idee maitresse de la demonstration. Des solutions possibles a ces equations sont

obtenues lorsque 1 esperance conditionnelle est egale a zero. Dans ce cas, nous observons

que

E ((211^(1 + R,) + A^ (n^i,^(i + fi.)) (% - r) |^-i)
= 2 (ntil(i + ^)2) E ((i + ^) n^i(i + ^)2 (Rk - r) \Hk-i)

+AJI^(I + ^)E ((n^+i(i + Ri)) (Rk - r) \Hk-i)

= 2 (ntil(i + -%)2) [E (((1 + r) + ^ ? - r)) n^+i(i + ^)2 ? - r) |^-i)]

+A,ntil(i + -^)E ((n^+i(i + ^)) (^ - r) |^-i)
0.

Dans 1'expression precedente, a moins que Xk = 0 (ce qui signifierait la ruine de 1'in-

vestisseur) et en isolant Uk qui est T-^-i-mesurable, nous obtenons sur 1'ensemble des
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trajectoires telles que II?=i(l + Ri) > 0 :

-2(1 + r)nfcl(l + ^)E I ? - ^?=fc+i(1 + Ri?\Hk-i
^k =

2n^(i + ^)E [? - r)2n^+i(i + ^)2|^-i

AnE | (Rk - r)H^k+i^ + RiWk-i
rfc-1,211^(1 + ^)E | (^ - r)2n^+i(l + ^)2|^-

(2.15)

Nous allons demontrer par induction inversee que ces ponderations ujk sont de la forme

(2.3). Pour Ie cas initial k = n, la demonstration apparait triviale. Supposons ensuite

que 1'equation (2.3) est verifiee pour k = I + 1,1 + 2,...,?z . Selon les lemmes 2.2.4 et

2.2.5, Ie numerateur de (2.15), avec k = Z, peut s'exprimer comme pour 1'ensemble des

trajectoires telles que n^I(l +-%) > 0 :

-2(1 + r)nfct(l + jyE [(R, - r)E (n^(l + R^\Ui) \Hi-i]

-AJE [(Ri - r)E (n^+i(l + Ri)\Ui) |^-i]

= -2(1 + r)lfcli(l + ^)E [(^ - r) ((1 + r)2(n-° E [l - ^ T,|^] ) |^_i]

-2(l+r)nH(l+^)E W - r)
X: ,n—l^^E[E:;^JI^

-A^E ?-r)((l+r)"-iE[l-^lT.|^]- ^n

2nUi+^)̂ [E:TT.i^])i^
^2(n-0-2(1 + r-)nH(i + Pi) (1 + rY[n-i) E | (^ -r) (1

-\n (1 + r)"-' E [(R, - r) (l - ^ r.) |^_i]

n-1E:: Ti ^-1-1

-(1+r).
A2

2n^(i+^)
-E

(Ri - r) v^n-i

(1 + Ri)2 ^-^i=l ^-]

+•
X:

211^(1+^)
-E

(Ri - r) v^"-i

(1 + Pi)
y"
^-^i=l

n\n1-1

r;-l= -211^(1+E,)(l+r)2(n-Q (l+r)+ A.

211^(1 +^)(l+r) n—l

+-
A2

2n^(i+^)
a;;E

xE[?-r)(l-^lr.)l^_i]
W-r)2^n-i^
(1 + Ri)2 ^^
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et Ie denominateur comme :

. + ^)E (^ - r)2E (n^+i(i + ^)2|^) |^-i

I + R.)TE, [(Rt - r)2 ((1 + r)2("-'> E [l - ^ T,|^] ) |^_

+211^(1 + ^)E | (^ - r)2 ( _ xn ^ ^E \Yn
xl=1^ ' ^ I v^( ') \4nl^(i + i?,)2^ L^-.=

Ti —
12<"-i' E [(R, - r)2E [l - ^ r.\H,] \H,J2ntli(l+^)(l+r)2(n

-l==l\- . -~u \- • • / — p---- • / — ^- ^_^/i=l

![^E [£:>.] "-I
n — 1

^2
vn

-E+—__Z3-
211^(1+^)-

211^(1+^)(1+^):

+——^——E2H^(1+^)-

(1+w
r)2<-"E[?-r)2(l-^;;;T.)l^]

W-^!E:,1^-
.+iW^^ "211^1(1 -i-Rz) I (1 + Ri)2 i=

formules pour Ie numerateur et Ie denominateur dans (2.15),

trajectoires telles que ntl(l + -%) > 0 :obtenons pour 1 ensemble des trajectoires telles que

-)2(l-E:lr.)i^:

nous

^ (2^(1 + E,) (1 + r)2(n-° E [? - r)2

1^-SE::,1^-\(l+Ri)2^i=l ll1+^
A;

-E

^n^(i+^) [(i+^):

-2^:1(1 +^)(l+r)2(n-Z) (l+r)+ An

211^(1+.R.)(l+r)n—l

+-
\:

2^:1(1 +R,)
^E

xE [(A, - r) (l - Y^^ T,) |%_i]
(-RL^rn~1 ^J
(1+^)2^^

^ (211^(1 + ft,) (1 + r)2'"-') E [(R, - r)2 (l - ^ r.) \H^} )

= -2n^(i + Ri) (i + r)2(n-° f (1 + r) + ^3——^
n—l211^(1 + R.) (1 + r)"

xE [(Jf, - r) (l - ^7 r.) |^_i]

ce qui est precisement (2.15) avec k = I. La preuve par induction est a present terminee. Le

vecteur {ujk} etant un point critique du probleme variationnel, 11 nous faut demontrer qu'il
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constitue un point de maximum global. Selon la propriete telescopique, nous etablissons :

i+c=E[E(ii^(i+iy|^o)]

en utilisant Ie lemme 2.2.4, la contrainte mene a

,n—l A.1+c = E|(l+.)"E[l-^^o]-^E[^l^o]|

=(^)"E[I-E::.]-^[E::.].
En isolant An, nous obtenons (2.13). De plus, pour ces ponderations uj^ et selon la pro-

priete telescopique, nous avons :

VAR (11^(1+E,))

= E[n^(i+^)]'-(E[a^(i+it.)])'
= E [E (n^(i + Ri)2\Ho)] - (1 + c)2.

En utilisant maintenant Ie lemme 2.2.5, nous avons :

VAR (nLi(i + ^))

= E((l+.)2»E[l-^^o] +^E[^;;^o]) -(1+c)-

= (^)2n^-E:>0+^(E:>.)-(l+c)2
et en substituant la valeur de \n nous obtenons :

(n^(i+^.)]

= (^)2n^-E:::^
-(1+c)2

= ((l+r)"-(l+c))2

(1 + r)n - (1 + c)
n-1E ELo' Ti

-(1+r)' E( 1-1

<i=0

-1
LMEL-O^]

Enfin, nous aliens demontrer que les ponderations ujk associees au portefeuille P de

moyenne fixe E[II^i(l + ^f)] = 1 + c forment des solutions optimales. En effet, nous

etablissons par la suite que :

cov (n^(i + RP), n^(i + ^Q)) = VAR (n^i(i + RP))
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est verifie pour tout autre portefeuille Q avec une meme esperance E[n^i(l+J?^)] = 1+c.

Par 1'inegalite de Cauchy-Schwartz, ceci impliquera :

VAR (n^i(i + i?f)) ^ ^/VAR (n^i(i + ^f)) VAK (n?,i(i + i?°)).

En utilisant tout d'abord la propriete telescopique, nous remarquons :

cov (n^(i + RP), n^(i + ^Q) ]

= E (n^(i + i?f)n^(i + RQ)) - E (n^(i + i?f)) E (n?,i(i + RQ))
= E(n^(i+i?f)(i+^))-(i+c)2

= E (E (n^(i + Jif)(i + A?)^o)} - (i + c)2 .

A present, en appliquant Ie lemme 2.2.6, nous deduisons :

cov (n^(i + Ef), n^(i + EQ))

= E ((1 + .)- ((1 + .) + ^-^) E (l - S:: r.\n.))

-E ^E (n^(l + ^)|^o) ) - (l+c);

= (1 + r)2n E (l - ^ r.) + ^ ((1 + r)n - (1 + c) - (1 + .)" E (^ r.
-(1+c)2.

Et en substituant la valeur de An,, nous avons :

cov (n?=i(i + Rp), n^i(i + ^Q)

= (^)2"^-E::r.)

+((l.£-o^c)-(l+r)")((l+r)"-(l+c)-(l+r)nE(E::°lTt))
- (1 + c)2

= ((l+r)"-(l+c))2
.IE(E£o1^.)

-1

= VAR^(1+<)J.

Ainsi la strategic {iJk} nous fournit un extremum global. D



Corollaire 2.2.9 Dans Ie theoreme (2.2.8), si nous elargissons la famille des portefeuilles

a ceiie satisfaisant E n^(l + Ri) > 1 + c > (1 + r) , la solution optimale demeure la

meme.

Demonstration : La validite de 1'enonce decoule immediatement du fait que la variance

est une fonction croissante de c. n

Ce qui suit permet d'etablir que la solution au probleme multiperiodique de moyenne-

variance mene a une extension naturelle du modele classique d evaluation des actifs fi-

nanciers (MEDAF) dans un contexte multiperiodique.

Corollaire 2.2.10 Soit P, un portefeuille avec ponderations ujk, k = 1, ..., n satisfaisant

les conditions du theoreme 2.2,8, nous obtenons pour tout autre portefeuille Q :

E [n^(i + RQ)] - (i + r)n = A. (E [n^(i + Rp)] - (1 + r)") (2.16)

ou
cov (n^(i + RP\ ivud + RQ) ]

^ = — \.yi./__','.' '^A —'—• (2.17)
VAR(JI^(1+OJ

Demonstration : D'apres la remarque 2.2.7, nous deduisons :

cov (n^(i + ^f),n^(i + RQWk-i)

(n?=fc(i+^f)l^-ij

(1 + ^)"-^i _ E (n^(i + i^)|^_i)

((1 + r)"~k+l + inE^fy) E E^-i r^-A

et 11 s'ensuit que :

E(n^(i+^)l^-i)-(i+^)"-fc+l

(n^(i+Jtf),n?^(i+J??)|^_i)

n^(i+^f)|^_

,n—fc+l xn ^ \ E rv"-1x I (1 + r}n~w + ^_,;m. ^ ] E | > ;;; : , r.|^_2n^l(i+^f)^"L^z=fc-i
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En utilisant la proposition 2.2.8 avec k = 1, nous etablissons finalement :

E (n^(i + i?.°)) - (i + r)"

= -A.((i^)n^)M&]

- -^:(^^-^r)).K
= A,f^cL(l+r)n'lEfr-l-j= /3n l-E[c^rJE ^fco T'J
= A,((l+c)-(l+r)")

= A. (E(lI^(l+.Rf))-(l+,-)").

D

Remarque 2.2.11 Lorsque n = 1 nous retrouvons Ie MEDAF (periode simple) classique

(voir par exemple Pliska [32] enonce precedemment sous la forme du corollaire 1.0.4).

Pour conclure cette section, nous attirons 1'attention du lecteur en soulignant qu'il est

possible d obtenir des formes plus generates des lemmes 2.2.2, 2.2.3, 2.2.4 et 2.2.5 du

theoreme 2.2.8 et des corollaires 2.2.9 et 2.2.10 en substituant Ie taux d interet fixe r par

un taux d'interet variable deterministe ^.

2.3 Exemples

Dans cette section, nous aliens presenter plusieurs classes riches regroupant des modeli-

sations pour la prime de risque (Rn — r) du titre risque a 1'instant n. Differents modeles

ont ete selectionnes dans Ie but de satisfaire certains criteres de base, notamment la

simplicite d'utilisation, 1'efficacite numerique et la facilite d'interpretation. Tous offrent

une representation symbolique simplifiee pour les valeurs optimales des parametres Tfe,

ujk et \k defmissant la solution au portefeuille de moyenne-variance multiperiodique,

donnee par les equations (2.2), (2.3) et (2.13). Plusieurs modeles s'avereront offrir des
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implementations algorithmiques avec souplesse tout au long du processus de calcul, as-

surant ainsi des resultats precis en temps reel, meme lorsque 1'estimation de parametres

est requise. Enfin, ces modeles faciliteront 1 interpretation des resultats dans un contexte

financier.

Exemple 2.3.1 Le premier exemple constitue une classe tres generale de modeles mo-

tives par des impulsions du marche multiplicatives et independantes (appelee desormais

la classe IMMI). Pour decrire cette classe, nous devons d'abord faire appel a une suite de

variables aleatoires independantes {^k '• k > 1}, ou ^n represente les fluctuations aleatoires

(Ie bruit) de la partie significative du marche a 1 'instant n. Tout ce que nous requerons de

la suite {^ '• k > 1} c'est qu'elle soit adaptee a la Sltration {H^ : k > 1}, ceci signifie sim-

plement que ^ est Hk-mesurable pour chaque k > 1 et qu'elle est independante de tout Ie

passe du marche. En d'autres mots, ^ est non seulement mdependante de^i,^, • • •, ^k-i

mais de tout T~ik-i- P^s precisement, nous supposons que (Rn — r) est donne par ^fn-i,

une variable aleatoire a valeurs reelles /Hn_i-mesurable qui est perturbee par des impul-

sions de marche ^n(^n) a valeurs reelles, sous la forme multiplicative suivante : pour tout

n >_ 1, nous avons

Rn-r=^n(Q-^n-l. (2.18)

Id, ^n represente une application mesurable a valeurs reelles, arbitraire pour lins-

tant mais essentielle pour la nature des fluctuations du marche pour Ie titre risque

en question. Par opposition, Ie choix de ^n_i est laisse libre et nous prenons notre

modele de prevision prefere pour Ie comportement moyen de la prime de risque pour ce

litre. Par exemple, toute fonction mesurable donnant lieu a une variable aleatoire ^/n-i

sons la forme ^n-i ==: ^n-i(^i; ^2; • • •; ^n-i; -RI) -^2; • • •; -Rn-i) conviendra. Des exemples

specifiques sont fournis ci-dessous. En fait, nous allons voir que VErn-i ^o, aucun lien avec

la determination de deux des families de parametres ({ri} et {\i}) et que son influence

n'est perceptible que dans la determination de la troisieme famille (les ponderations uji

elles-memes), comme nous pouvons Ie voir clairement dans la formule (2.13) pour \ et

dans la formule simplifiee subsequente (2.21) pour T^. Cette information s'averera impor-
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tante lorsque nous discuterons des procedures d'estimation dans des contextes pratiques

iire 1'exemple suivant pour les details. Cette classe IM.M.l est caracterisee par Ie fait

que la source de bruit agit en compressant ou en dilatant Ie signal, plutot qu'en Ie trans-

latant, comme les modeles additifs Ie font, nous assurant ainsi, par Ie biais d'un effet

d echelle, que les fluctuations du rendement excedentaire autour de sa moyenne sont

heteroscedastiques dans tous les cas, sauf les cas speciaux les plus triviaux. Une autre

observation a faire au sujet de la classe IM.MI dans 1'ensemble, est qu'en combinant son

equation (2.18) et en la deGnissant avec nos hypotheses, a la fois sur Ie bruit du marche

et sur Ie modele de prediction, ceci implique

E [Rn - r\Hn-i] = E (^n (Q) • ^n-1. (2.19)

Cette representation simple, pour la valeur moyenne au pas suivant du rendement exceden-

taire, nous permet de voir immediatement que de simples restrictions sur Ie bruit et sur Ie

modele en question assureront en effet quelques tres bonnes caracteristiques. Lorsqu'un

marche «bull» est attendu pour Ie titre risque, la sequence {Rn — r} devrait former une

sous-martingale et les conditions suffisantes pour que cela se produise sont que les deux

suites {E (<^n (i^n))} et {^rn-i} demeurent strictement positives a tout instant. Lorsqu'un

marche «bear» se presente, {Rn — r} devrait former plutot une sur-martingale et, pour

ceci, il est su&sant pour la suite {E (<E>n (^n))} de demeurer strictement positive a tout mo-

ment tandis que que la suite {^n-i} demeure strictement negative. Notons qu'une bonne

modelisation suggere la positivite stricte de la suite des bruits moyens {E (<&n (^n))} dans

toutes circonstances, sans quoi, a un certain instant n, notre modele de prevision ^n-i

aurait une (tres indesirable) moyenne de signe oppose a celui de sa cible attendue Rn — r.

Commengons avec Fexpression pour TI dans (2.2). L'independance des impulsions trans-

forme tous ces parametres aleatoires en constantes et reduit les valeurs successives (pour

i = n — l,n— 2,... ,2,1,0^) a

E2[(^-r)|^_i]_E2$^n)
T"-1 = E[(^-r)2|^_i]= E<1?^)' ^
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E ^+lte+l)Ti = l^-^iCS' (2'21)

-0 = ^-^) ^f- W
L'esperance dans (2.13) pour An peut etre retiree dans la classe JMMJ; les ponderations

optimales uj^ associees au titre risque dans (2.3) se reduisent maintenan.t a

An \ ?(60
uk = - [(l+r) + 2(1 + .)-nK(l + R.)) €i^y (2'23)

Le lecteur remarquera que, bien que certaines simplifications aient ete obtenues pour les

parametres de definition dans (2.2), (2.3) et (2.13) en utilisant la classe generate IMMJ,

Je, nombre de parametres a estimer demeure trop eleve pour les besoins pratiques. La,

sous-classe SIM.M.I definie dans ce qui suit corrigera cette lacune.

Exemple 2.3.2 Lorsque Ie bruit catalyseur de la classe IM.M.I prend la forme {^(^k) '•

k > 1}, avec une seule fonction ^ et une suite {^ : k> 1} que Ron suppose a present etre

non seulement independante, mais egalement identiquement distribuee, nous obtenons

ce que nous appellerons une classe IMMI stationnaire (en abrege, la classe SIJVtMI ).

(Attention, la suite des primes de risque {Rk — r : k ^ 1} ue formera pas, en general,

un processus stochastique stationnaire, mais seulement la suite des impulsions de marche

{^(^) : A; > 1} presentera cette propriete puisqu'elle y est intrinsequement construite).

En raison de ces restrictions, les parametres {r^ : i =0,1,... ,n— 1} apparaissant dans

(2.2) forment mamtenant les premiers termes d'une progression geometrique. Si nous

notons

—.=^g.
nous avons clairement Tn-2 = P (1 — p) et, de fagon plus generale,

Ti = p (1 - /))n~z-l for i = 0,1, 2,..., n - 1. (2.25)

De plus, 1 'expression (2.13) devient

'(l+r)n-(l+c)
An =2

i - (i - pY
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II s'ensuit qu'avec une selection issue de la classe 5IMMJ , a 1 'instant k — 1 precedant Ie

reinvestissement, les deux parametres \k et r^ sont des fonctions completement connues

de 1 'unique parametre mconnu p G [0,1 qui doit etre estime par une certaine fonction 'pn

tiree des donnees {c,r,Jr?i,..., Rk-i}- -Par exemple, nous pourrions choisir Pestimateur

du moment (asymptotiquement sans biais) donne a 1 'instant n par

E^i $ te)]2
pn = "E^i ^ te)'

Les ponderations optimales du portefeuille ujk peuvent maintenant s'ecrire sous la forme

'fc = - ((1 +r)+ 2(1 + .)"-^(1 + ^.)) ^WY (2-27)

une fonction connue de p, E<& (<^i) e^ ^fe-i- -^e calcul des ponderations optimales peut

par consequent s accomplir explicitement avec 1 estimation de seulement deux parametres

soit p et E^> (<^i), une -fois que ies veritables signaux du marche {^/j : j < k}, pour tous

les instants precedents, ont ete extraits des donnees perturbees {Rj : j < k}. De plus

amples informations se retrouvent dans les cas speciaux ci-dessous. Une autre particu-

larite interessante de la classe SIMM^I est que 1'heteroscedacite y demeure integree, tout

comme la classe plus large JMMJ, bie-a que les impulsions du marche soient clairement

homoscedastiques dans la classe S1M.M.I . L'explication tient au fait que la nature multi-

plicative de (2.18) rend la variance de Rn non constante dans tous les cas, sauf pour les

exemples les plus triviaux tels que Ie modele de Cox-Rubinstein que nous verrons bientot.

Nous sommes a present en mesure d'etudier un certain nombre de modeles provenant de

la classe SIMMI, possedant les trois proprietes desirees enoncees au debut de la presente

section.

Exemple 2.3.3 Le modele de Cox-Rubinstein appartient a la classe SIMMI. En effet,

prenons simplement ^>(^fc) == ^ — r + CT^A; favec E^ = 0 et Ei^j = 1^ et; ^k identiquement

egal a un, pour toutes les valeurs k > 0. Le modele de Cox-Rubinstein est decrit par

Rn — r = IJL— r+ o-^n, ies primes de risque elles-memes etant mamtenant independantes
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et identiquement distribuees d'un instant a 1'autre. La solution optimale est toujours

donneepar (2.23), avec (2.24), (2.25) et (2.26), mais (2.23) se reduit a

^k=- |(1+^)+—, _xn . . —^vl ,^-r ,,, (2.28)
2(l+r)"-felfcl(l+i?.)^ (^+^-r)2)

avec p = (/^ — r) /(o-2 + (/z — r) ). L 'estimation. des parametres se limite id a celle des

premier et deuxieme moments /J, et a- puisque ^k est connu. Des estimateurs sans biais

sont obtenus rapidement: prendre simplement la moyenne et la variance echantillonnales

pour les observations Rn jusqu'a 1'instant actuel. Cet exemple met egalement de Pavant

une autre propriete interessante de la classe SIM.M.I, notamment du fait qu'elle inclut

egalement des modeles lineaires et non multiplicatifs par 1 'incorporation d'une certaine

modelisation du marche a Imterieur du bruit, ce qui rend la classe encore plus riche.

Exemple 2.3.4 Soulignons que tous les modeles classiques et decentres ARCH(p,q),

]V[ARCH(p,q), de meme que les modeles GARCH(p,q) tels que ^n forment des variables

aleatoires independantes identiquement distribuees, appartiennent eux aussi a la classe

SIMMI. En effet, selon Guegan [11] (chapitre 5), les modeles GARCH(p,q) peuvent etre

ecrite sous la forme (2.18), ou chaque impulsion de marche ^n obeit a une distribution

normale 7V(/2 — r, o- ) (ou <E>(^) = ^-), et ou les signaux du marche prennent la forme

^/n-1 = \/hn-l OU la structure

hn-l = Q'0 + ^^ ai(Rn_, - r)2 + ^^ f3jhn_j (2.29)
1=::JL 3^='

requiert ao > 0, a^ > 0, j3j > 0, q> 0 et p ~^ 0.

Les modeles ARCH(p,q) sont simplement ceux dont f3j = 0. D'autre part, les modeles

MARCH(p,q) prennent exactement la forme (3,1) lorsque ^n suit une distribution normale

standard N(0,1) (id encore $(^) = ^) et ^rn_i = -\/hn-i est maintenant donne par

/l»-i =ff • PL, (?"-)2°' • n'L (J?--. - r)2A (2-30)
•i=l '" ' -*--*-j'=l

a condition que les zeros des polynomes 1 — a\x —... — QigS;9 et 1 — f3^x — ...— (3pXP soient

tous plus grands que 1 et distincts afin d'eviter 1 'explosion en temps Gni. Les modeles
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classiques GARCH(p,q) et MARCH(p,q) correspondent au cos ou fi= r. La condition

E [ro] > 0 dans Ie lemme 2.2.3 est equivalente au cas ,2 > r.

II est important de noter que tous les modeles MARCH(p,q) sont stationnaires au sens

large, ce qui rend parfois irrealiste leur utilisation avec des donnees de primes de risque.

Les modeles GARCH(p,q) subissant Ie meme sort sont identifies dans Bollerslev [2].

Dans les deux cos, 1 estimation statistique des parametres a fait Pobjet de nombreuses

recherches. Le lecteur trouvera des solutions explicites pour Ie modele GARCH(p,q) clas-

sique dans Guegan [11] (chapitre 5) et pour Ie modele M.ARCH(p,q) classique dans Bro-

ckwell et Davis [4] (chapitre 8), lorsque nous remarquons (pour cette derniere collection)

que log (Rn — r)2 est en fait un modele ARM.A(p,q) classique avec bruit non-gaussien,

des Pinstant ou nous supposons que Rn — r suit un modele MARCH(p,q).

Les deux exemples suivants out pour but de comparer, par Ie biais de simulations, la

precision numerique ainsi que Ie temps reel de calcul de la solution optimale pour deux

modeles couramment utilises en mathematiques financieres.

Exemple 2.3.5 Soit {Sj,j = 1.. .k} Pensemble des etats possibles, X° une variable

aleatoire donnee de distribution P(X° = Sj) = p°j, {XJl : n> !,%=!, ...,fc} des va-

riables aleatoires independantes de distribution stationnaire P (XJl = Sj) = pij.

Ainsi {Rj —r,j =1.. ,n} suit un modele de chames de MarJcov stationnaires avec comme

etats possibles {SjJ =1.. .k} signifie que {Rj — r, j = 1... n} satisfait

Ro-r = X°

Rn-r = >;_XJY,(^-i-r).
'i=l

ou la fonction Ii (u) est egale a 1 si u = Si et 0 autrement.

En posant

^n-1 = (^nj)Kj^ aveC ^nj = Ij (Rn-1 - r)

^n = (<M,ti avec ^>,, = X;
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nous obtenons

Rn-r=^n*^n-l.

en denotant par • Ie produit scalaire dans ]Rfc.

Ce qui nous permet de constater que ce modele n'appartient pas a la classe 1M.M.1 mais

pourrait bien appartenir a une classe encore plus large, soit la version vectorielle (ou

meme matricielle) de la classe IM.M.l. Le modele est en fait une superposition de modeles

SIMMI.

Le programme Maple 6 en annexe A fournit la strategie optimale au probleme de moyenne-

variance multiperiodique avec parametres, c Ie rendement global espere du portefeuille de

1 'investisseur, r Ie taux d'interet periodique, n Ie nombre de periodes, k Ie nombre d'etats,

S la matrice des etats, P la matrice de transition [pi,i\k^> ^° ^e vecteur de distribution

initiale [pi]^ et RAd les valeurs {Rj — r,j = 1.. .n} simulees.

Par exemple, soit n Ie nombre de jours, r = ^ (taux d'interet de 5% compose quo-

tidiennement), c = (l + ^) — 1 (rendement annuel de 6% compose quotidiennement

calcule sur n jours), k = 2,

0,17 0,11
365 365 J ?

Po = [ U ] ,
0,7 0,3
0,4 0,6

p =

remarquons d'abord que pour tout j = 1.. ,n,

0,086 ^ ff_ , ^ ^ 0,17
~i65~ sl rt7-l - r = 365'

E(R,-r\H^) ={____ ... >0
? si J?.-i -7-=-^i-1 ~ 'i —365 °-t -it'3-i ' ~ 365

1,016464 ^ ??. , _^= 0^
3652 01 1LJ-^ ~ '' ~ '365

0,018816 „, R. . -r= -OJJ..7-1 — 'I — ~~

VAM(J?,-r|^,_i) =
0,018816 ^ ff. , _^.^ _<

3652 al -l^'-l — / — —'365'

Observons egalement que E (Rj - r) = |^ et VAR (Rj - r) = °^.

Les tableaux 2.1, 2.2 et 2.3 representent les principales caracteristiques obtenues apartir

de 200 simulations pour chacun des horizons n = 30, n= 90 et n = 180.
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Tableau 2.1 - Principales caracteristiques de la strategie optimale sur un horizon de 30
jours obtenues a partir de 200 simulations markoviennes

Caracteristiques
Rendement global desire c

Moyenne du rendement global
Variance du rendement global

Rendement annuel moyen (compose quotidiennement)
Temps moyen de calcul d'une strategie (secondes)

Valeurs
0,004943279454
0,004937887242

0,101021453610 x 10-7
0,059934706561

2,79

Tableau 2.2 - Prmcipales caracteristiques de la strategie optimale sur un horizon de 90
jours obtenues a partir de 200 simulations markoviennes

Caracteristiques
Rendement global desire c

IVtoyenne du rendement global
Variance du rendement global

Rendement annuel moyen (compose quotidiennement)
Temps moyen de calcul d'une strategie (secondes)

Valeurs
0,014903267192
0,014903294158

0,371719591910 x 10-15
0,060000107774

8,95

Tableau 2.3 - Principales caracteristiques de la strategic optimale sur un horizon de 180
jours obtenues a partir de 200 simulations markoviennes

Caracteristiques
Rendement global desire c

IVIoyenne du rendement global
Variance du rendement global

Rendement annuel moyen (compose quotidiennement)
Temps moyen de calcul d'une strategie (secondes)

Valeurs
0,030028641757
0,030028641758

0,135582624510 x 10-27
0,060000000001

20,78

Exemple 2.3.6 Soit {Si,i = 1.. .k} Pensemble des etats possibles et des variables

{X^ : n^ 1,1=1,... ,k} aleatoires independantes de distribution stationnaire P (Xf == Sj)

= pj independantes de i.

Ainsi {Rj — r,j = 1.. .n} suit un modele multinomial avec comme etats possibles

38



{5't, i = 1.. .k} en nous basant sur la demarche de Pexemple precedent nous obtenons

Rn-r = Xn

^•1.

Par consequent ce modele appartient a la classe STMMJ

P (R, -r= Si\Hj-i) = P OR, -r = S,) = p,.

Le programme Mapie 6 en annexe B fournit la strategic optimale au probleme de moyenne-

variance multiperiodique avec parametres, c Ie rendement global espere du portefeuille

de 1 investisseur, r Ie taux d interet periodique, n Ie nombre de periodes, k Ie nombre

d'etats; S la matrice des etats, Po la matrice de distribution, [pz]^ et RA4 les valeurs

{Rj —r,j =1.. .n} simulees.

Par exemple, soit n Ie nombre de jours, r = ^ (taux d'interet de 5% compose quoti-

diennement), c = (l + |^) — 1 (rendement annuel de 6% compose quotidiennement) ,

k =2,

0,17 0,11
365 365 J '

4 3
7 7

remarquons que pour tout j = 1.. ,n,

E?-r|^,_i) = E(J?,-r)=^>0

VAffi (R, - r|M,_i) = VA]R?.-r)=^-^.

Les tableaux 2.4, 2.5 et 2.6 representent les principales caracteristiques obtenues a partir

de 1000 simulations pour chacun des horizons n = 30, n = 90 et n = 180.
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Tableau 2.4 - Principales caracteristiques de la strategie optimale sur un horizon de 30
jours obtenues a partir de 1000 simulations binomiales

Caracteristiques
Rendement global desire c

M.oyenne du rendement global
Variance du rendement global

Rendement annuel moyen (compose quotidiennement)
Temps moyen de calcul d'une strategie (secondes)

Valeurs
0,004943279454
0,004944582121

0,599072752710 x 10-8
0,060015773736

0,14

Tableau 2.5 - Principales caracteristiques de la strategie optimale sur un horizon de 90
jours obtenues a partir de 1000 simulations binomiales

C ar acteristiques
Rendement global desire c

Moyenne du rendement global
Variance du rendement global

Rendement annuel moyen (compose quotidiennement)
Temps moyen de calcul d'une strategie (secondes)

Valeurs
0,014903267192
0,014903288190

0,382160534110 x 10-13
0,060000083921

0,41

Tableau 2.6 - Principales caracteristiques de la strategic optimale sur un horizon de 180
jours obtenues a partir de 1000 simulations binomiales

Caracteristiques
Rendement global desire c

Moyenne du rendement global
Variance du rendement global

Rendement annuel moyen (compose quotidiennement)
Temps moyen de calcul d'une strategie (secondes)

Valeurs
0,030028641757
0,030028641758

0,311035740510 x 10-22
0,060000000002

0,99

Nous remarquons que les deux modeles affichent des resultats numeriques comparables

mats que Ie temps necessaire pour Ie calcul d'une strategie est en moyenne environ 20 fois

superieur dans Ie modele markovien a deux etats, comparativement au modele binomial.
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CHAPITRE 3

PROBLEME DE
MOYENNE-VARIANCE
EN TEMPS CONTINU

Dans ce chapitre, nous proposons dans un premier temps une modelisation du porte-

feuille d'un investisseur sous la forme d'une equation differentielle stochastique (EDS). La

modelisation de la prime de risque retenue, sous-jacente a la constitution d'un portefeuille,

s'inspire des modeles SIMMI rencontres au chapitre precedent. Enfin, nous resolvons Ie

probleme d'optimisation de moyenne-variance associe au portefeuille en suivant deux

approches distinctes, soit 1'approche martingale et 1'approche par controle stochastique.

3.1 Contexte en temps continu

Soit Pf Ie prix unitaire d'un titre risque au temps t, Bf Ie prix unitaire d'un titre sans

risque au temps t , ujt la proportion du portefeuille autofinance alloue au titre risque au

temps t et Zf Ie rendement global du portefeuille au temps t. Zi est gouverne par 1'EDS

suivante :

dZt _ ^dPt , „ . . , dBf= ^r:5±+(l-^)^- (3.1)
n ^t -D*

'dPt dBt\ , dBf
^{^-^)+^ (3'2)

OU ZQ = 1.

41



Supposons que Bf croit a un taux d interet continu rf dont 1 equation associee est :

= ndt.
h

Compte tenu des nombreuses proprietes que recelent les modeles SIMMI en contexte

multiperiodique, proprietes telles que vues a la section du chapitre precedent, nous pri-

vilegions la transposition en temps continu de cette modelisation de la prime de risque :

dPt dBt
P. B,

= W^>t. (3.3)

Ainsi, ^ represente en quelque sorte Ie portrait que se fait 1'investisseur de la prime de

risque et $^ represente, sous la forme de la solution d'une EDS bien choisie, Ie phenomene

de distorsion aleatoire associe a cette image. II s agit d une generalisation du traitement

offert par Richardson [33] qui traite Ie cas ^ identiquement egala 1.

Plusieurs choix d'EDS etant envisageables, nous optons pour une forme sufB-samment

generate : supposons que {a^} et {^} sont des processus adaptes a la filtration engendree

par Ie brownien donne et que Ie terme de droite de (3.4) est bien defini comme semimar-

tingale localement de carre integrable (voir Metivier et Pellaumail [27]), nous posons

d^=a'tdt^btdWt. (3.4)

Alors (3.1) peut se reecrire sous la forme

dZt = uj^tZtd^t^rtZtdt

= Ut^tZt (atdt + bfdWt) + rtZfdt

= (n + Wt^t) Zfdt + Utbt^tZtdWt (3.5)

OU ZQ = 1.

Le choix de (3.4) permet d'employer des modeles populaires en milieu financier, par

exemple si ^ = 1, at = p't — n et 6^ = a-t, nous retrouvons Ie modele usuel de Black-

Scholes. Un autre exemple satisfaisant (3.4) consiste a faire appel aux recentes construc-
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tions de processus GARCH en temps continu; nous invitons Ie lecteur interesse a consulter

Nelson [30] et Corradi [6].

Les definitions et les resultats qui suivent out pour but de nous fournir un contexte

de travail qui refletera les hypotheses de base courantes rencontrees dans Ie domaine

financier.

Tout d'abord, designons par ^ la cr-algebre engendree par Ie mouvement brownien

{Wg : 0 < s <t} et augmentee des ensembles de mesure nulle.

Nous disons qu'un processus stochastique X est progressivement mesurable par rapport

a la filtration brownienne {^ : 0 < t < T} si pour tout t et pour tout borelien B €

25 (R), Pensemble {(5,cj) : 0 < s <t^uj G f^Xg (cj) € B} appartient a la cr-algebre pro-

duit^ ([0,f])0^.

Nous disons que cjf est une opportunite d arbitrage si Ie processus de richesse associe X^

satisfait

P(X^=0) = 1

P (X^ > 0) > 0.

Theoreme 3.1.1 (i) Si un modele de marche est sans arbitrage, il existe un processus

0 : 0, T] x n —)• R progressivement mesurable appele Ie processus du prix du marche de

risque («risk market-price») tel que

at = btOf, 0 <t < T p.s.

(ii) Reciproquement, si un tel processus 9 existe et s'il satisfait, en plus des conditions

citees ci-dessus,
rT
e^dt < oo, p.s (3.6)

ro

et

E [e(- ^ ^^-^ ^T e^ _ ^ ^

alors Ie marche est sans arbitrage.
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Demonstration : Voir Karatzas et Shreve 18 D

Proposition 3.1.2 (Novikov) Si E |e-^o 6^dt\ < oo aiors (3.6) et (3.7) sont verifiees.

Demonstration : Voir Karatzas et Shreve 18 D

Pour la suite de ce chapitre, nous nous limitons a la classe des modeles sans

arbitrage.

Notre objectif est de resoudre Ie probleme d'optimisation suivant : trouver un portefeuille

LJt qui minimise la variance du rendement terminal ¥AR (ZT) sous la contrainte E (Zy) =

1 + c. Dans les prochaines sections nous explorons deux approches de resolution de ce

probleme.

3.2 Resolution par Papproche martingale

Nous commenQons par resoudre Ie probleme dans un cadre general par 1'approche martin-

gale. L'idee est attribuable aux travaux originaux de Harrison et Kreps [13] et Harisson

et Pliska 14] [15]. II s'agit de decomposer Ie probleme d'optimisation en deux parties.

La premiere etape consiste a exploiter la theorie de la representation des martingales

de carre integrable pour s'assurer de 1'existence d'une strategie simulant Ie rendement

d'un portefeuille donne. La deuxieme etape se resume simplement a resoudre, par la

methode usuelle des lagrangiens, un probleme d'optimisation statique dont la variable

est Ie rendement du portefeuille en question.

Designons par Ht Ie processus de densite neutre au risque («state price-density») defini

par

^ ^ ^-^rsds-^^e^ds-^e.dWs

qui est bien defini sous 1 hypothese de Novikov enoncee a la proposition 3.1.2, une hy-

pothese que nous formulons dans tout Ie reste du chapitre.
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Proposition 3.2.1 Soit ^ une variable aleatoire jF^-mesurabJe telle que E (H^2) < oo.

Sous la condition E (HT^) = 1, il existe une strategie ujt atteignant Ie rendement global

ZT = ^, face au marche defini par Pequation (3.5). De plus Ie rendement global a chaque

instant t est donne par

Zi=^[HT^t}. (3.8)
(*

Demonstration : Soit la martingale continue

Mt=^[HT^t), 0<t<T,

la continuite decoulant du fait que ^ est engendree par un mouvement brownien. D'apr es

1'inegalite de Jensen M,2 = E2 (HT^) < E (^^2|^) ainsi E (M,2) < E (H^2) < oo.

Puisque M^ = Mt — 1 est une martingale de carre integrable telle que M^ = 0, selon Ie

theoreme de representation des martingales (voir Karatzas et Shreve 17]), il existe un

processus progressivement mesurable ^, 0 <,t < T, a valeurs reelles, tel que

rT
y^du < co, p.s.

'0

et

Mt=ljr I tpndWn, 0<t<T
fo

alors

dMt=(ptdWt, 0<t<,T.

Definissons un processus Zi par

Zi=f (Hi, Wt) = -^-Mf = ^-E {HT^I} == -^ fl + f ^ndWn\
^ -"* ' ' -l^t \ JQ

ou

dHt=-Ht(rdt^OdWt) .
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D'apres la formule d'lto (voir Lamberton-Lapeyre [21]),

d(-^-Mt} = ^dMt+Mtd(-^-}^d(-^,Mt
H, H,

-^-^tdWt + Mi
H,

Ht Ht

-^-((rt+e^dt+6tdWt)
H,

+ -^-^ptdt
H,

Hi
•M(^+^2)+-^

Ht
dt + 77- (^ + ^) ^^

= tMt [^+^+^et^dt+iMt{^+et)dwt
Ainsi, en posant

LJt = 1+ Vt
OtMt

at

b^t
1+ ^

OfHfZt
at

b^t
Zi = -^-^{H.T^\F-k} satisfait la condition (3.5) et bien evidemment ZT = ^.

(3.9)

D

Remarque 3.2.2 Si dans la proposition precedente nous exigeons de plus que ^ > 0,

aiors Zt > 0 pour tout t; ce qui signiGe 1 existence dune strategic dans un contexte ou

nous desirons eviter a tout moment la mine de Pmvestisseur.

Proposition 3.2.3 Supposons que ~K(H^) < oo. Sous les contraintes E(^ZT) = 1 et

E (ZT) = 1 + c il existe un portefeuille ujt qui minimise la variance VAR (ZT) et cette

variance minimale est donnee par

^=(E(fc)-(l+CO E2 (HT)
VAR (HT) ' (3.10)

Demonstration : Trouvons tout d abord Ie rendement global terminal ZT qui minimise

la variance YAR (Zy) sous les contraintes E (HT-ZT) = 1 et E (Zy) = 1 + c. II suffit meme

de minimiser E (Z^) sous les contraintes ^(HT-ZT) = 1 et E(Z^) = 1 + c. D'apres la

theorie des multiplicateurs de Lagrange, nous devons minimiser la fonctionnelle suivante :

E (^) + oiT (E (HTZT) - 1) + /?r (E (^r) - (1 + c))

= E[^+c^r(^rZT-l)+/3T(Zr-(l+c))]

= E [Z^ + (o^TiZr + /3;r) ZT- PT- OiT (1 + c)]

46



cette forme quadratique atteignant son minimum a

ZT = —^ {oiTHT + Ar).

Or, ZT doit satisfaire les contraintes suivantes E (HTZT) = 1 et E (Zy) = 1 + c, ce qui

entrame que

-J(oTE(^)+/3.rE(ff.T)) = 1

—(aTE(ffr)+/3T) = 1 + c.

Ce systeme lineaire de deux equations a deux inconnues a pour solution

,l-(l+c)E?)
(V.T = —2

PT = -2

VAR (HT)
(l+c)E(^)-E(^T)

VAR (HT)
et la richesse finale est done

^T = —^{oiTHTJr Pr)

= v^?) [(1 ~(1 + c) E (ffT)) ffr + ((l +C)E w) ~ E (HT))] • (3'11)

D'autre part, puisque E (H^) < oo cela entraine que E (H^Z^) < oo.

Ainsi, d'apres la proposition 3.2.1, 11 existe une strategie ^ definie par (3.9) avec rende-

ment global terminal ZT-

Enfin, nous aliens deduire une expression de la variance terminale. Notons que

VAR(ZT) = VAR |-^(QTfJT+/3r)|

= ^a^AR(HT)

(l-(l+c)E?)):
VAR2 (Hr) VAR (Hr)

(l-(l+c)E?)):
VAR (HT)

E(HT) (1+c) E2 (Hr)
VAM (HT) '

D
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Corollaire 3.2.4 Sous les conditions de la proposition 3.2.3 et si les coefficients de

marche Tt, dt et bf sont constants, alors Ie processus de rendement Zf associe au por-

tefeuille optimal LJf Qst donne par

^=(l+2^)ert-ls2t-w-2^)

ou

AT =2
err-(l+c) ^

1 - e-e2T

et la variance minimale VAR (ZT) est donnee par

VAR(^)= (erT-(l+c))2

— e'

1-e-02T -1

Demonstration : Tout d'abord, rappelons que Mt = e~&2t+awt (ou Wt est un mouve-

ment brownien standard) est une martingale (voir Lamberton-Lapeyre [21]), alors

E?|^) = E[e-rT-^T-ewT\^

= e-rTE [e-^T-w^]

^ -rT-^02t-0Wt

et, de plus

E(^l^) = E\e-2rT-82T-WWT\^

e-2rTfff \^-02T-20WTF^\e-^T-2ewT\^\

^ ^-2rT+02T^ | g- ^ (20)2T-20Wr j ^

^ ^-2rT+02T-^(20)2t-20Wt

,-2rT+02(T-2t}-2eWt

Par la propriete telescopique nous deduisons que

E(HT) = e-rT

E(^) = e-2rr+02T
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et

VAR (Hr) = E (7^) - E2 (Hr)
,-2rT+612T ^-2rT

^-2rT+62T ( 1 ^-82T

Remarquons que
rt+^t+eWt

HtVAR(HT) ~ e-2rT+62T (1 - e-e2T)

et

(1 - (1 +c)E (Hr)) E (H^t) = (1 - (1 + c) e-rT) e-2r'w2(rp-2*)-2^

et

((1 + c) E (^) - E (Hr)) E (HT\^) = ((1 + c) e-2rT+e2T - e-rT) e-TT-^t-ewt

= ((l+c)e-rT+"2r-l)̂ ^-2rT-^e2t-0Wt

Apres les simplifications de 1'expression du rendement optimal donne par (3.8) et (3.11),

nous trouvons

zt = 7™?)[(l-(l+c)E?))E(ff^

+^VAR?) [^ + c)E ?) - E ?))E (w)^
l-(l+c)e-rT^_^_^. ^ (1 + c) e-TT^T - 1 ^_,^

1 - e-e2T ° ' ~r 1 - e-02^

erT - (1 + c) ^T-t}-^t-ewi _j_ (1 + c) - erT-62T ^r-t}
l-e-e2T ' ' " -r1 - e-02T

_ erT-{l+c)^^-t)-^t-ew, ^_ ^(l+c)-erT ^ ^\ ^-r{T-t)
l-e-^/e-'^-2" ^^ + lvl-e-^ +e'^ ) e

Et en posant \T = 2 | e, ~{_^ — erT \ nous obtenons
1—e-'

arT ^XT.\ ^-r(T-t)-^2t-0Wt _ ^-r{T-t)^ = ^e- +y^e •- - .- ""t--2-e

^r ^ r+.-3fi'2t-ffw. ^Til+^\ ^-yi-,w. _
2erT I ^ ~ 2e7'(7-*) "
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Enfin la variance optimale (3.9) se reduit a

VAR(^) = f^-(i+c)y^^)E{HT) ^ ' ^') VAR(^r)
1 . A2 e-2rT

g-rT V" ' *-/ j -2rT+02T (-[ _ g-02T)

= (erT-(l+c))
2 e-e2T

1-e-02T

= (<-rr-(i+°))2(rr^-i).

D

Corollaire 3.2.5 Sous les conditions de la proposition 3.2.3 et si les coefficients de

marche ri, at et bf sont constants, Ie portefeuille optimal uj-h est donne par

\T
UJt= - [ 1 + 2er^-^Zt} b2^'

Demonstration : Rappelons que la strategic optimale est donnee par (3.9) ou ^ est tel

que

dMt = (ptdWt, 0<t^T

Mo = 1.

Puisque

Mt = HiZt

.^t-eWt ( (^ 4_ _^_^ ^r_j02^_0^ _ \T
2er(rr-*)

^ ^-rT-^t-OW, ((^^^
2erT,

^T \ ^-202t-20Wt _ ^
2^Tje ~ ~ "v~~\

T_ rT-^t-eWt

d'apres Ie lemme d'lto, M^ = f (t, Wt) doit satisfaire

dM, = fi(t,Wt)dt+f^(t,Wt)dWt+^fw,w^Wt)d(Wt,Wt)
1

fi(t,Wt)+^;f^(t,Wt) dt^-f^Wt)dWt.
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Or, nous observons

/<U w,) = (1 + ^) ^2<-2W1 (-2C2) - ^e-r^2t-^ (-^2)

1

fw^,Wt) =

fw.w.W) =

Ainsi, nous deduisons

dMf =

et posons

\+^:}e-2e2t-wr)e

?2
-2'

XT \ ^-2e2t--26Wt _ ^T ^-rT-^t-eWt
2^)e ~" " u-Te

- (_20) - ^-rT-^t-eW, (_^)

^T \ ^-2G2t-20Wt _ XT ^-rT-^02t-0Wt^r)e -u —-ye - -

1 + XT ^ g-202*-20m ^2^ _ ^-rT-^02t-0Wt ^
2erT ) ' v" / 2

^T \ ^-202t-20Wt _ ^T ^-rT-^e2t-0Wt^r)e ^u ""l-Ye " 2"

XT } ^t-26Wt _ XT_,•+2^)e~~ . ^rT-^t-OW, | ^

H,Z, + (l + ^) e-M2t-2w) dW<

^ = -6 ( Jf^ +

Done (3.9) devient

2erT}e

XT \ ^-202t-20Wt^+ ^) e~" ^'") •

^t 1+-^
OHtZt^

a

-202t-26Wt

OHfZt\ b2^ft

fft^+(l+^r)<
HtZt

\T \ e-2e2t-2ewt

-+ 2^T) HfZt | y¥t

Ar ^ e-2G2t-2ewt

•+ 2erT) ^-rt-^t-ew,^

a

b2^t

a

a

\T \ ert-¥^

2e^j Zt

b2^t

-eWt a

b2^t
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UJt = - (^ x^(z,+
l+2^)~(T^

\q
~^T^)

(1 + ^) Zt b2^

A]
t^- 2gr(T-t)Zt+

^ ?
'!+ AT

2er(T-*)Zj 62^'

D

3.3 Resolution par controle stochastique

Dans la section precedente, 1'approche moderne de la theorie de la representation des

martingales par des integrales stochastiques a permis de garantir dans un cadre tres

general 1'existence d'une strategie qui atteint la cible E(ZT) = 1 + c tout en minimisant

la variance VAR(ZT). Dans cette section, nous offrons une autre approche au probleme en

trouvant directement la strategic optimale dans Ie cas ou les coefiicients de marche n, l^t

et o-t sont constants, en ramenant Ie probleme d'optimisation stochastique a un probleme

d'optimisation deterministe d'une equation aux derivees partielles. En fait, cette approche

exploite de fagon implicite Ie theoreme de Feynman-Kac. Nous reconnaissons M^erton [25]

comme Ie precurseur de cette methode de resolution du probleme d optimisation.

Dans ce qui suit nous exposons les definitions et les resultats usuels rencontres en theorie

du controle stochastique.

Considerons une equation differentielle stochastique de la forme :

dXt = p. (t, Xt, Uf) dt + a (t, Xt, Uf) dWf (3.12)

ou Uf est un processus a valeur dans un ferme U C R, ce processus est dit un processus de

controle. Nous supposerons que les coefiicients ^ : [0, T] xRx [7 -^ R et o- : 0, T] xRx [7

M sont continus, /u(., .,u) et o-(., .,u) G C ([0,T] x R) pour tout u G [/. De plus nous
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poserons 1 hypothese qu il existe C > 0 tel que

N +1^1 < C'

^1+ < c

\p.(t,x,u)\ + \o-(t,x,u)\ < C (1-\-\x\-\-\u\) .

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Ces conditions de croissance garantissent 1'existence d'une solution forte pour 1'equation

(3.12) pour tout processus u previsible et de carre integrable (voir Metivier et Pellaumail

[27]). Un processus de controle Uf, t € [0,T], progressivement mesurable a valeurs dans

U est dit un «contr61e admissible» si pour toutes valeurs x telles que XQ = x, la solution

Xf a 1'equation differentielle stochastique (3.12) existe, est unique et verifie

.T

E u, ds } < oo, pour tout k € N

Et'x | sup \Xs\ | < ex), pour tout fc e N
^[t,T]

(3.16)

(3.17)

ou E*'3; (X (s)) designe 1'esperance du processus X (s) avec condition initiale Xt = x.

Soit 0 C R un ouvert, 0 sa fermeture et f (t, x) tel qu'il existe k satisfaisant

\f(t,x)\ ^C(l^\x\k} sur [0,T]xO (3.18)

nous introduisons la fonctionnelle J (t, x, u) = ~Etfx (f (T, XT)) dite fonctionnelle de cout

terminal.

Regardons Ie probleme d optimisation suivant

mm J (0,x,u)
u,€A(0,a;)

(3.19)

ou A (t, x) est 1'ensemble de tous les controles admissibles Uf tels que (t, x) € [0, T) x 0 et

Xf = x. La fonction V (t, x) = infueA(*,a;) J (^ ^; ^); (^ x) ^ [^? T) x 0 est dite la fonction

valeur associee au probleme d'optimisafion. Soit G € C1) 2([0,T) x 0), on definit un

operateur Au comme suit :

1
Au (G (t, x)) = Gt (t, x) + ^ (t, x, u) G^ (t, x) + ^ (t, x, u) G^ {t, x) . (3.20)
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Theoreme 3.3.1 Soit G € C71'2 ([0,T) x 0) n C ([0,T] x 0) teJ qu'il existe k C N* teJ

que

\G{t,x)\ <c(l^\x\k^ (3.21)

infAU (G (t, x)) = 0, pour tout (t, x) G [0, T) x 0 (3.22)
u€.U

G(T,x) = f(T,x) , pour tout x € 0 (3.23)

Aiors

(i) G (t, x) < J (t, x, u) pour tout {t, x) (= [0, T) x 0 et u e A (t, x).

(ii) Si pour tout (t, x) € [0,T) x 0 il existe u* € A (t, x) tel que

< € argminA" (G(5,X;)), pour tout s G [^,T] (3.24)
u^U

ou X^ est Ie processus associe au controle u*, alors on obtient

G(t,x)=V{t,x)= J(t,x,u*).

Demonstration : Voir Korn et Korn [20]. D

D apres 1 approche lagrangienne, rappelons que nous sommes ramenes a minimiser la

fonctionnelle E [Z^ + XT (ZT - (1 + c))].

Enfin, cette derniere peut se reformuler en la minimisation de E (ZT + -j-) . Ce probleme

d'optimisation peut se resoudre par Ie biais du controle stochastique. Tout d'abord, nous

identifions 1'equation de rendement (3.5) d'un investisseur avec strategie ujt a une equation

differentielle stochastique controlee de la forme :

dZU (t) = ^ (t, Zu (t) , u (t)) dt+a (t, Zu (t) , u (t)) dWt

en posant

U (t) = CJt^t

/j,(t,x,u) = (rt-\-uat)x

(7 (t,X,u) = ubfX.
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Soit

V(t,x)= inf J(t,x,u)
u,6A(t,;c)

la fonction de valeur du probleme de portefeuille. Alors, 1'equation aux derivees partielles

de Hamilton-Jacobi-Bellman correspondante a la forme suivante :

inf ^u2b2,x2V^ (t, x) + (n + ua,t) xV^ (t, x) + Vt (t, x) = 0 (3.25)
ueu

et nous devons avoir comme condition terminale

V(T,x)=(x+^-J.

Si nous nous limitons au cas ou les coefilcients de marche n, a^ et bf sont deterministes

et independants de t, les conditions (3.13), (3.14) et (3.15) seront satisfaites si nous

choisissons U un intervalle ferme et borne de la forme Q/i,o/2]. C'est 1'hypothese que

nous faisons dans toute la suite de la presente section.

Proposition 3.3.2 Soit Zf un processus de rendement global a 1'instant t satisfaisant

la condition (3.5), \T un nombre reel, U = [o;i, a^\, 0 = R\ {0} et

G(t,x) = (e-^T-t~>-r(T-t))x + ^e-^^y

ou dom (G) = U x 0 alors G(t, x) satisfait la. condition de croissance polynomiale (3.21)

et les conditions de Hamilton-Jacobi-Bellman (3.22) et (3.23). En particulier

\T \ a
u= - ( 1 +

2eT(T-t~)x I b2

est un point d'infimum associe a (3.25).

Demonstration : Tout d'abord, nous verifions aisement la condition (3.21), car

\G{t,x)\ ^ (^+^

^ (1-4)(1-^2).
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2
6^-(T—t~}—T\

D'autre part, Gxx(t,x) = 2 e~^ -l\±-b)) ^ 0^ ^lors un candidat possible a

extremum est

axGyc (t, x)
u =

2(^b2x2G^(t,x))
a \ G^ (t, x)

>62Y xG^{t,x)

2 (e-^T-t)-r(T-t)~)x+^e-^T-t)} e-^(T-t)-r(T-t))

2 (e-(^-t)-(r-'))' 2 \b2
x

(^(T-t)-r(T-t))^^(T-^
a

__f^(T_t)_r(r_t)^ \b2.e \2 ^ "' ' ^ "') x

\T \ ( a
' 2er(T-*)a; ) ^)'

D'autre part, remarquons qu'avec un tel choix de u nous devons nous assurer que la fonc-

tion G (t, x) a ete prealablement choisie pour satisfaire 1'equation aux derivees partielles

0 = ^u2b'2x'2G^(t,x)-\-(r-\-ua)xGx(t,x)-\-Gt(t,x)

= la2 G2At\x) .b2xiC^(t.x}
= 2^^G^(t,x)°~x~uxx(tvx>

+(r-^}S^a)XGI^+Gt^
l^Gl(t,x) , ^ ^ G.(t,x)+ (r - 8\G. t,'x^} XG. (*.x) + G<« (*-x)

xG^ (t, x)2" G^(t,x)

^S^+rxG^-e'SS+G^
T-^Gl^x)
2" G^{t,x)

+ rxG^ (t, x) + Gf (t, x).
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En effet, en posant L{t,x) = e~^6T{T~t)~r{T~'t)) x + )fe-6^T-^ alors

^^Gl{t,x)
2' G^(t,x)

+ nxGx (t, x) + Gf (t, x)

4L^,.)fe-(^-tW)y
= -y——, —^— - 2rxL(t' ^-^T-^T-^

-2 (^-(^(r-*)-7-(T-*))'

-2L(t,.) (e-^-'W) (^ - .) ^ ^-4)
= 02L\t, x) - 2rxL(t, x)e-^(T-t~l-r(T-t})

-2L(t,.) (e-?<->-^t» (^ - ,) . ^e-^-4)

= L(t, x) | e^L(t, x) - 2rae-(^T-t>-r(r-t)) |

-L(t,x) |e-(£<T-t)-r<T-t)) (^ - 2r) x+ >^e-^T-t^\

= L(t,x) \ff2L(t,x)-e-W'-T-t)-r(T-t))e^->-e-^T-t^\

= L(t,x) [62L(t,x)-02L(t,x)]

0.

D

Proposition 3.3.3 Soit Zf un processus de rendement global a I'msta.nt t satisfaisant

la condition (3.5) et XT un nombre reel. Si

XT \ a
UJt= - { 1 + 2er(T-*)Zj b2^

alors

zt=(l+2^)ert-1"'- AT
2erCr-*)

est Punique processus de rendement global associe a la strategie Uf

(3.26)

(3.27)

Demonstration : En substituant la valeur de (3.26) dans (3.5) nous obtenons 1'equation
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suivante :

dZt (r+-(l+2^)^)^
-64+^)(A)zt^
\(r-^)^-^e^t-\z^^XT

^+2e^^ 6dWt (3.28)

ou Zo = 1. Soit Zf = f(t, Wt) = (1 + ^r) errr-l^-^ - ^^, alors d'apres Ie lemme

d'lto Zt doit satisfaire

Or, nous avons

/,'((, Wt)dt + /(,,((, Wt)dWt + J^.^(i

[fi(t, Wt) + ^fw.w,(t, W) dt + f'^(t,

kT

2er(T-t)r

/,'((, Wtjdt + f'^(t, Wt)dWt + ^f'w.w^, Wt)d (Wt, Wt)

,Wt)dWt.

fi(W = (l + 2^) ^-191t-wt (r - |02) •
3/q2^ 5., _ 3p2 AT

^r~2v~)z't~2ff~^^

f^W) = (l + ^) e-yt-aw- (-0)

= (zt+2^))^
fw.w.W = (l + ^) e-^-ew^

(^+2eN02
Ainsi nous deduisons

dZt
3^2 X1[r-y)^-y^)+i[z^^]ffl\

+(zt+2^))(-w
= ((r-e2)z^-^e')dt-e^+^)dwt-

Par consequent, Ie processus (3.27) satisfait 1'equation de rendement (3.28).
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Enfin, nous aliens montrer 1'unicite de la solution de 1'equation (3.28).

Posons

Y,=g(t,W,)= ^_+^_ =e-rt+i'^FT _ -rt+^02t+0Wt
AT

'* ~r 2er(T-t)

alors nous obtenons

g;(t,W,) = e-rt+ie2t+w (Jfi2

g'^(t,Wt) = e-Tt+yt+ewte = ev,

s'wM(t,Wt) = e-rt+yt+ew'e2 = e2y,.

r) = ^^-^Vt

En utilisant Ie lemme d Ito, nous deduisons que

dYf = \9'^t,Wt) + ^g'w.w.W)\

= (202 - r) Yfdt + OYtdWf

= Yt ((202 - r) dt+ 0dWt) .

Soit Zt une autre solution de (3.28), posons

Y,=h(t,W,)=Z,+^^

en utilisant une fois de plus Ie lemme d'lto, il en decoule

^ = dZt+^^rdt

dt+g'^{t,Wt)dWt

= ((r-e2)^-^)dt-e(z^^)dw^^rdt

= ((r-^)z^{r-e^^)dt-e(z,+^)dw,

= (z^+^^)^r-e2)dt-edw^-
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Appliquons la regle du produit a la forme YfYt, alors

d(YtYt) = YtdYt^YtdYt+d(Y,Y^

= Y^(z,+^-^((r-^)dt-edW^

+YtYt ((202 -r)dt+ ffdWt) + (ffYt) [-0 [zi + gg^y) ) dt

= ^[(it+2^)((r-e2)dt-^)]

+ (% + 2^)) ^ ((2^2 - r) d* + e<w.) - e2r. (% + 2^=0) A
0.

Ainsi YfYf = C une constante pour tout t en particulier pour t = 0 nous obtenons

VoYo = ^0+2^)
= 1+^2erT

done

1+2^ V? , ^ \_, , ^YtYt=\^^){zt+^^)=l+^
d ou nous deduisons que Z-k = Zt. D

Remarque 3.3.4 II est important de noter que 1 approche par controle stochastique per-

met de trouver explicitement une strategie mais ne garantit pas la positivite du processus

Zf

A partir des expressions (3.26) et (3.27), nous retrouvons aisement une fois de plus les

resultats des corollaires 3.2.4 et 3.2.5.

Pour conclure ce chapitre, nous etablissons les contreparties en temps continu des pro-

positions, theoreme et corollaire rencontres en contexte multiperiodique dans Ie chapitre

precedent. Rappellons encore une fois que Ie modele de marche considere ici est celui

donne par 1'equation (3.5).
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Proposition 3.3.5 Soit XT un nombre reel et (3.27) Je processus de rendement global

associe a la strategie (3.26), alors

12
E(^)=e2rr-02T+^(l-e-02T)

Demonstration : Observons tout d'abord les simplifications

2
^ = E[(l+^)erT-jrT-JQ2T-0WT _ ^T

2
2

= (l + ^^ e2rTE (e-^T-w^ - \r (l + ^) erI'E (e-t<)2r-<^) + ^

= (l + _,^ e^-r-"2^ (e-2937'-29^) - A^ (l + —^) erI'-i)3TE (e-£^-^^

Aj.
4 '

.2

Notons que M.t = e~^t+awt (ou Wt est un mouvement brownien standard) est une

martingale (voir Lamberton-Lapeyre [21]), et done E(Mt) = E(Mo) = 1, d'ou

EfZ^ = (l I ATVc2rr-02T \ ^ j AT ^ r-r-02r i Ar^ _ ( -\ ^ AT ^\2r^-02^ ^ ^1 ,_ ^T_^ ^rT-02TVT) = [1+2^) e"l~°~'~>T[l+2^)eTl~°~l+

_XT , AT ^ ^2rT-02T ( ^_ , AT'[l+-^+4^)e'l~rl~[XT+2^,

4
,2

^rT-02T , AT6- ' -+T

^ ^2rT-e2T _^_ ^ rT-02T _^_ ^J:g-02T _ ^ rT-Q2T _ ^T_ -Q'1T _^_ ^T

.2 . \2
,2rr-02r Ar^-02r i AT

4 - ' 4

2
^2rT-02T _^_ ^ (-^_ Q-Q2T'

4 \ )

n

Proposition 3.3.6 Soit \T un nombre reel et (3.27) ie processus de rendement global

du portefeuille P associe a la strategic (3.26) et ZQ Ie rendement global d'un autre

portefeuille Q satisfaisant 1 'equation (3.5) et tel que E (HTZ^) = 1 alors

E ^P7,9\ = (-\ A- XT \ p2rT-02r _ ^[ZTZ^)= [1+2^)^1^^ ~TElz?J-
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Demonstration : Nous avons

^P/7<^ - Tff I /Yl L Ar ^ ,rT-^2T-0Wr _ XTK[Zf.Zf) = E|^l+^Je"-S--'^__^j^j

= ('1 + __') E (e-1-^-'"^) - X-K (Z^)

'I + _') ew-e'TE (e-TT-^T-<>w-Z^ - ^E {z^

1 + ^) e2rr-62TE (^^Q) - ^E (^Q)
^T \ ^2rT-e2T ^TI
2erTy° -T

D

Theoreme 3.3.7 Sous la con.train.te E (ZT) = 1 + c et E (HTZT) = 1 , les ponderations

(3.26) en posant

A.=4eT-(llc)-^1
1 - e-e2T

minimisent la variance globale du rendement VAR (ZT) et cette variance est donnee par

1
VAR(Zr)= (erT-(l+c))'

1 - e-62T
-1

Demonstration : D'abord, nous aliens nous assurer que suivant la strategie ^ =

(1+ \T les contraintes E (HTZ^) = 1 et E (ZT) = 1 + c sont respectees2e^T-t)Zt ) \^t

E(^ZT) = ^(e-TT-^T-ewTZT)

= E ^e-rT-^T-w- ( (l + ^r) err-t62r-^ - ^

= (l^)E(e-2—)-^E(e-^—)
1.

D'autre part

XT \ W (\rT-y2T-eWT\ __ XTE(ZT) = [l+^:f)E[eTl~~l°~l~°"T)-'~i

1 + ^) erT-e2TE [e-^T-e^ _ ^

62



puisque Mf = e~2t+awt (ou Wt est un mouvement brownien standard) est une martingale

(voir Lamberton-Lapeyre [21]), et done E(A^) = E(Mo) = 1, alors

^rT-02T ^TE(ZT) (l+^
2erT, 2

^T-e2T ^T (^ ^-e2T\
= e- -- -Y^i-e --^

e
,rT-62T

erT-82T

eTT-(l+c) ^
— e' 1-e-62T

1 - e-e2T

^-(l+c)-erT(l-e-02r)]

= errp-02r-[err-02T-(l+c)]

1+c.

Nous allons maintenant deduire une expression pour la variance VAR (Zy)

[(Zr) = E(^)-(E(Zr))2
^rT~92T i /VTe"

^rT~92T

+^(l-e-92r)-(l+c)2

(l-e-a2T)-(l+c):erT - (1 + c) _ ^
1 - e-e2T ~ e

e T-fflT ^ (er~{1^ - 2erT (erT - (1 + c))

+^T (l - e-"27-) - (1 + c)2

(err-(l+c))2
\^-02T -e2rT+2erT(l+c)-(l+cy

. ^^ -(/.-(,„).1 - e-02T

= (erT-(l+c))- 1
-11. (3.29)1 - e-e2T

Enfin, pour montrer 1'optimalite de la strategie Ut, il suffit de verifier que pour toute

autre strategic associee a un portefeuille Q pour lequel nous avons E ( Z^) = 1 + c alors
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E [Z^zf\ = E (Zf) . Nous deduisons

'^ /Jrp̂ ) - (l+^)e+ ^} e^T _ ^E (Z',

= (l+^)e2r^-^(l+c)

e
2rT-02T i AT f ^rT-02T+^{erT-elT-(l+c)}

.e^+e^-O+c))
A,2rT-02T i /YT f ^rT-62T ^rT , ^rTe—+-^e'

e•2rT-62T , ^T ( ^T ( ^-02T+^(^(e-^-l)+^-(l+c))
^2rT-e2T i XT (^ ^-0^T erT - (1 + c) _ ^

1 - e-02T

e
,2

2rT-62T i AT /i ^-6'2T

= E(Z^)2
+T(l-e-

D

Corollaire 3.3.8 Soit (3.27) -Ie processus de rendement global du portefeuille P associe

a la strategic (3.26) avec XT = 2 e "-eS — er \' 8^0rs pour tout autre portefeuille Q
'e

tel que Ie processus de rendement Z^ satisfait E ( HTZ,} ) = 1 nous avons

E (Z^) - erT = Pr (E (^) - err)

OU /ST =
i^,z^,

WT-

Demonstration : Calculons simplement la covariance

COV (z^, Z^ = E (z^zf) - E (Z^) E (z^

1+ A, ^rT-02T _ AT^ ( ^CWr)e"l~°~' ^-TE^

e2rT-92T

-(l+c)E(Z^

XT^rT-02T XT^ f r^Q\ _ /1 ^ ,\7T7 ( ^+Te'"-"' -^-E^J - (i+c)E^Z>?^
Ay
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Cm(z^Z^} = e2rT-02T+^ferT-02T-Ef^)-(l+c)Ef^

^ ^T-fflT ^ ^ ^rT-^T _ g.r + grT _ E (^)

-(l+c)E(Z^)
= e2rT-92r - ^ (erT (l - e-62T) + E (^) - erT)

-(l+c)E(^)
' - (e^ - (l + c)) erT + e2rr (l - e-e2T)e2rT-02T ( ^T

eTT - (1 + c) ^
T-e-^T

.rT \ f-W ( r7Q\ _ ^T\ _ /i ^ ^\-w ( r/Q— e"* j [ in- [ z/j; j — e'- j —^1-t-c^jHi^ Zjr^

e2rT-0^T __ ^rT + (1 + c) CrT + C2rT - e2rT-e2T

.rTerr-(l+c) ^
1 - e-02T

- erT ) (E (Z?) - erT~) - (1 +c) E (z?)

= (l+c)erT- er;:^c)-erT)(E(^)-erT

-(l+c)E(Z^)

[er[ :%c) -err) (E (z?) -err) - ^+ c) (E (^)
1-e-02T — erT

d'ou nous obtenons

rP 7Q\ -'T^T } = ~
err - (1 + c) ^

- erT + (1 + c)
1 - e-e2T

[e^-(l^)-^+(l+c)
1-e- -02r

^ ^ _ ^T '\^T ) ~e'

,7-r'
'JT ] ~ e

[T-^-lj(E(^)-err)

= «->-/r)«^(S,(E(z?)-'1)
VAR(^) f^f^ ^\

= ((1+c)-^)
1

-1

(TT^WJ-6
Ainsi, il decoule

E(Z^)-erT
cov(^,z^

VAR -^—(E(Z?}-erT)=^^(Z?)-erT).

D
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CONCLUSION

Nous avons presente une analyse de moyenne-variance, aussi bien en contexte mul-

tiperiodique qu'en temps continu, pour la selection de portefeuille lorsque Ie portefeuille

de 1'investisseur est compose d'une seule action et d'une seule obligation et que des condi-

tions plutot generales sont imposees sur ces titres.

Une solution fermee au probleme de moyenne-variance multiperiodique a ete construite

en utilisant des techniques d'optimisation dans un contexte d'espace L2 de meme que des

proprietes de conditionnement de variables aleatoires et de recurrence. L'existence d'une

solution generate au probleme de moyenne-variance en temps continu a ete demontree

a Paide de la theorie de representation des martingales de carre integrable. Dans Ie cas

de coefficients de marche constants, nous avons deduit une solution explicite aussi bien

par 1 approche martingale que par 1'approche par controle stochastique. L'avantage des

solutions proposees tient du fait qu'elles sont suffisamment generales pour permettre 1'in-

corporation de la dependance temporelle dans la modelisation du rendement, de meme

que la dependance avec des variables exogenes, telles que des facteurs economiques qui

renfermeraient la propriete d ameliorer notre capacite a estimer des rendements futurs.

Dans chacun des contextes, multiperiodique et continu, un modele d'evaluation des ac-

tifs financiers a ete deduit. Nous avons egalement presente des modeles pour la prime de

risque. Ces modeles out ete selectionnes dans Ie but de satisfaire certains criteres de base,

notamment leur simplicite d'utilisation, leur efficacite numerique et leur interpretation

concrete dans Ie domaine financier. Plusieurs de ces modeles presentent des resultats

precis en temps reel, meme lorsque 1'estimation de parametres est requise.
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Les investigations futures pourraient inclure Ie developpement d une solution dans un

contexte multivarie soit Ie cas ou Ie portefeuille de 1 investisseur consiste en plusieurs

titres risques et en un titre sans risque. Nous poumons egalement explorer Ie cas ou

les coefficients de marche sent deterministes sans etre constants, ou meme lorsque ces

coefficients sont stochastiques. Une autre avenue interessante consisterait a inclure des

contraintes sur Ie portefeuille, par exemple en interdisant les ventes a decouvert. Pour

rendre notre modelisation encore plus realiste, nous devrions envisager 1'incorporation de

couts de transactions. Enfin, nous pourrions aller jusqu'a remplacer la mesure de risque

symetrique, jusqu id symbolisee par la variance, par une mesure asymetrique telle que la

semi-variance ou encore conserver la variance, mats en ajoutant un facteur de penalisation

lorsque Ie rendement global du portefeuille a un instant donne s approche de zero.
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ANNEXE A

Le texte ci-dessous represente les instructions, dans Ie langage du progiciel Maple 6,

permettant de generer les simulations de portefeuille associees aux tableaux 2.1, 2.2 et

2.3.

> #k est Ie nombre d^etats, k>=l;

> #r est Ie taux PERIODIQUE d;interet sur n periodes, r>0;

> #c est Ie taux GLOBAL desire sur n periodes, c>0;

> #P est la matrice k x k de transition;

> #S est la matrice k x 1 des etats R_i-r;

> #Po est la matrice 1 xk de la distribution des etats initiaux R_0-r;

> #n est Ie nombre de periodes (iterations), n>=l;

> #RM est la matrice des R_i-r simules par la procedure SIMC

> with(linalg,rowdim);

> with(st at s, random);

> SIMC:=proc(m::integer,n::posint)

> global RM;

> #m est la valeur cPinitialisation du generateur de nombres aleatoires

> #RM est une simulation de chaine de Markov de longueur n a k etats

avec matrice de transition P ou la distribution initiate est donnee par Po

> k:=rowdim(S);

> randomize(m);

> RM:=matrix(l,n+l,[seq(0,i=l..k)]);



> #tirage de la premiere valeur basee sur la distribution Po

> RM[1,1]:=random[empirical[seq(Po[l,i] ,i=l..k)]] (1);

> #tirages successifs basee sur la matrice de transition P

> for 1 from 1 to n do

> i:=l;

> while not RM[l,l]=i do i:=i+l od;

> RM[1,1+1]:=random[empirical[seq(P[i,j],j=l..k)]] (1);

> od;

> for 1 from 1 to n+1 do

> i:=l;

> while not RM[l,l]=i do i:=i+l od;

> RM[l,l]:=S[i,l];

> od;

> evalm(RM);

> end:

> with(linalg,matrix,vector,innerprod,augment,stackmatrix,row,rowdim);

> MVPMC:=proc(r::positive,c::positive,?:: )matrix^(nonnegative,square),

S::matrix,Po::matrix,n::posint,RM::matrix)

> global E,ST2,XO,La,R;

> #k est Ie nombre d?etats, k>=l;

> #r est Ie taux PERIODIQUE d;interet sur n periodes, r>0;

> #c est Ie taux GLOBAL desire sur n periodes, c>0;

> #P est la matrice k x k de transition;

> #S est la matrice k x 1 des etats R_i-r;

> #Po est la matrice 1 xk de la distribution des etats initiaux R_0-r;

> #n est Ie nombre de periodes (iterations), n>=l;

> #RM est la matrice des R_i-r simules par la procedure SIMC

> k:=rowdim(S);

> #test de validite supplementaire de la matrice P;
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> U:=vector([seq(1.0,i=l..k)]);

> for 1 from 1 to k do

> if not innerprod(row(P,l),U)=1.0 then ERROR

()P_is_not_a_stochastic_matrix)) fi;

> od;

> #initialisation des matrices;

> #S2 est la matrice du carre des etats;

> S2:=matrix(k,l,[seq((S[i,l])'2,i=l..k)]);

> A:=matrix(k,l,[seq(0,i=l..k)]);

> B:=matrix(k,l, [seq(0,i=l..k)]);

> T:=matrix(k,l,[seq(0,i=l..k)]);

> #ST est la matrice de sum(E(tau_i|H_0));

> ST:=matrix(k,l,[seq(0,i=l..k)]);

> #XO est la matrice des coefficients aleatoires associes aux poids

> X0:=matrix(k,l,[seq(0,i=l..k)]);

> for j from 1 to n do

> #E est la matrice E((l-sum(tau_i))*(R_i-r)|H_{i-l»;

> E:=evalm(P&*evalm(S-matrix(k,l,[seq(A[i,l]*S[i,1] ,i=l..k)])));

> #F est la matrice E((l-sum(tau_i))*(R_i-r)"2)|H_{i-l});

> F:=evalm(P&*evalm(S2-matrix(k,l,[seq(B[i,1]*S2[i,1],i=l..k)]))) ;

> #T est la matrice des tau_i;

> T:=matrix(k,l,[seq(E[i,l]"2/F[i,l],i=l..k)]);

> XT:=matrix(k,l,[seq(E[i,l]/F[i,l],i=l..k)]);

> XO:=augment(XT,XO);

> A:=evalm(evalm(P&*A)+T);

> B:=evalm(evalm(P&*B)+T);

> ST:=evalm((P&*ST)+T);

> od;

> #ST2 est la matrice de sum(E(tau_i));
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> ST2:=evalm(Po&*ST);

> #La est la valeur de lambda;

> La:=2*(((1+r)-n-(1+c)) /ST2 [!,!]-(1+r) 'n) ;

> #Fr est la valeur E/F a chaque instant k basee sur la valeur de l^etat

precedent fourni par SIMC

> Fr:=matrix(l,n,[seq(0,i=l..n)]);

> for 1 from 1 to n do

> i:=l;

> while not RM[1,1]=S [i, 1] do i:=i+l od;

> Fr[l,l]:=XO[i,l];

> od;

> #W[k] est Ie poids associe a Inaction a chaque instant k

> #R[k] est Ie facteur de rendement du portefeuille a chaque instant k

> R[0]:=l;

> for j from 1 to n do

> W[j]:=-((l+r)+La/(2*(l+r)'(n-j)*product(R[q],q=0..j-l)))*Fr[l,j] ;

> R[j]:=W[j]*RM[l,j+l]+(l+r);

> od;

> #Presentation cPun tableau associant les poids et Ie rendement effectif

du portefeuille

> RR:=matrix(n,l,[seq(R[i]"365-1,1=1..n)]);

> WM:=matrix(n,l,[seq(W[i],i=l..n)]);

> Value:=augment(WM , RR) ;

> Title:=matrix(1,2,[weights,effective_rate_of_return]);

> stackmatrix(Title,Value);

> end:

> NEW:=proc(m::integer)

> global HH;

> for h from 1 to m do
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> SIMC(h,n);

> MVPMC(r,c,P,S,Po,n,RM);

> H[h] :=product(R[i] ,i=l. .n)-l;

> od;

> HH:=matrix(m,l,[seq([H[i]],i=l..m)]);

> end:

> #taux de rendement global sur n periodes obtenu et souhaite

> C_Rate[obtained]:=product(R[i],i=l..n)-l;

> C_Rate[desired]:=c;

> #taux de rendement effectif obtenu et souhaite

> E_Rate[obtained]:=product(R[i],i=l..n)"(365/n)-l;

> E_Rate[desired]:=(l+c)"(365/n)-l;

> #taux de rendement annuel compose quotidiennement obtenu et souhaite

> A_Rate[obtained]:=((product(R[i],i=l..n)'(l/n))-l)*365;

> A_Rate[desired]:=((l+c)'(l/n)-l)*365;

> #ecart-type theorique

> sigmaCC] :=(((l+r)'sn-(l+c))'2*(1/ST2[1,1]-1))'>0.5;
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ANNEXE B

Le texte ci-dessous represente les instructions, dans Ie langage du progiciel Maple 6,

permettant de generer les simulations de portefeuille associees aux tableaux 2.4, 2.5 et

2.6.

> #k est Ie nombre d^etats, k>=l;

> #r est Ie taux PERIODIQUE d'interets sur n periodes, r>0;

> #c est Ie taux GLOBAL desire sur n periodes, c>0;

> #S est la matrice k x 1 des etats R_i-r;

> #Po est la matrice 1 xk de la distribution des etats R_i-r;

> #n est Ie nombre de periodes (iterations), n>=l;

> #RM est la matrice des R_i-r simules par la procedure SIMULTIN

> with(linalg,coldim);

> with(st at s, random);

> SIMULTIN:=proc(m::integer,n::posint)

> global RM;

> #m est la valeur d)initialisation du generateur de nombres aleatoires

> #RM final est une simulation de n valeurs tirees d'un arbre multinomiale

a k etats avec matrice de probabilite Po

> randomize(m);

> k:=coldim(Po);

> RM:=matrix(l,n,[random[empirical[seq(Po[1,i],i=l..k)]] (n)] ) ;

> #construction des valeurs de la chaine basee sur Pc
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> for j from 1 to n do

> i:=l;

> while not RM[l,j] = i do i:=i+l od;

> RM[l,j]:=S[i,l],

> od;

> evalm(RM);

> end:

> with(linalg,matrix,coldim,augment,stackmatrix);

> MVPMULTIN:=proc(r::positive,c::positive,S::matrix,Po: :matrix,

n: :posint,RM: -.matrix)

> global E,ST2,XO,La,R,RHO;

> k:=coldim(Po);

> #k est Ie nombre d)etats, k>=l;

> #r est Ie taux PERIODIQUE d;interet sur n periodes, r>0;

> #c est Ie taux GLOBAL desire sur n periodes, c>0;

> #S est la matrice k x 1 des etats R_i-r;

> #Po est la matrice 1 xk de la distribution des etats R_i-r;

> #n est Ie nombre de periodes (iterations), n>=l;

> #RM est la matrice des R_i-r simules par la procedure SIMULTIN

> #test de validite supplementaire de la matrice Po;

> if not sum(Po[l,i],i=l..k)=1.0 then ERROR

()Po_is_not_a_probability_matrix;) fi;

> #initialisation des matrices;

> #S2 est la matrice du carre des etats;

> 82:=matrix(k,1 ,[seq((S[i,1])"2,i=l..k)]);

> Tl:=evalm(Po&*S);

> T2:=evalm(Po&*S2);

> T:=T1[1,1]/T2[1,1];

> RHO:=(T1[1,1])'2/T2[1,1];
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> La:=2*(((l+r)'Nn-(l+c))/(l-(l-RHO)'n)-(l+r)'n);

> R[0] :=1;

> for j from 1 to n do

> W[j] :=-((l+r)+La/(2*(l+r)'s(n-j)*product(R[i],i=0. .j-l)))*T;

> R[j]:=W[j]*RM[l,j]+(l+r);

> od;

> #Presentation d)un tableau associant les poids et Ie rendement effectif

du portefeuille

> RR:=matrix(n,l, [seq(R[i] •'365-1,1=1. .n)]);

> WM:=matrix(n,l,[seq(W[i],i=l..n)]);

> Value:=augment(WM , RR) ;

> Title:=matrix(l,2,[weights,effective_rate_of_return]);

> stackmatrix(Title,Value);

> end:

> NEW:=proc(m::integer)

> for h from 1 to m do

> SIMULTIN(h,n);

> MVPMULTIN(r,c,S,Po,n,RM);

> H[h]:=product(R[i],i=l..n)-l;

> od;

> HH:=matrix(m,2,[seq([H[i],365*((l+H[i])'s(l/n)-l)],i=l..m)]);

> end:

> #taux de rendement global sur n periodes obtenu et souhaite

> C_Rate[obtained]:=product(R[i],i=l..n)-l;

> C_Rate[desired] :=c;

> #taux de rendement effect if obtenu et souhaite

> E_Rate[obtained]:=product (R[i],i=l..n)" (365/n)-1;

> E_Rate[desired]:=(l+c)"(365/n)-l;

> #taux de rendement annuel compose quotidiennement obtenu et souhaite
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> A_Rate[obtained]:=((product(R[i],i=l..n)'(l/n))-l)*365;

> A_Rate[desired]:=((l+c)'(l/n)-l)*365;

> #variance theorique

> var[C] :=((l+r)'n-(l+c)r2*(l/(l-(l-RHO)'-n)-l);
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