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SOMMAIRE

Le présent document propose, aussi bien en contexte multipériodique qu’en temps continu,
une solution fermée au probléme sans contrainte de moyenne-variance («mean-variances )
lorsque le portefeuille de I'investisseur est constitué d’une seule action et d’une seule obli-
gation et que des conditions plutdt générales sont imposées & ces titres. Dans un premier
temps, nous rappelons les principaux résultats associés au probleme de moyenne-variance
original et nous illustrons que ces résultats sont inadéquats lorsqu'il s’agit de la gestion &
long terme d’un portefeuille (par exemple la gestion des régimes de pension). Par la suite,
4 1’aide de propriétés de conditionnement probabiliste, nous construisons une solution ex-
plicite au probléme multipériodique et nous obtenons en prime un modele d’évaluation des
actifs financiers dit MEDAF («capital asset pricing model (CAPM)») multipériodique
généralisé. Nous développons également des exemples de modélisation des actifs qui
réduisent le nombre de parameétres & estimer pour la solution optimale tout en augmen-
tant Pefficacité des calculs en temps réel. Enfin, suivant deux approches distinctes, soit
I’approche martingale et 'approche par contrdle stochastique, nous établissons une solu-
tion au probléme de moyenne-variance en temps continu. En nous inspirant des modeles
multipériodiques, nous proposons une modélisation générale des actifs qui inclut notam-

ment le célebre modele de Black-Scholes.
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INTRODUCTION

Il y a un demi-siécle, la gestion de portefeuille était & un carrefour avec la publication
de larticle de H. M. Markowitz [23]. Il a été le pionnier du premier traitement rigoureux
du dilemme de I'investisseur, & savoir comment atteindre de plus grands profits tout en
minimisant le risque. Pour son approche de moyenne-variance dans la sélection de por-
tefeuilles, H. Markowitz a recu le Prix Nobel d’économie en 1990 (partagé avec M. H.
Miller et W. Sharpe). Depuis ce temps, 1’analyse de moyenne-variance demeure un sujet
qui génere beaucoup d’intérét parmi les chercheurs et les praticiens. Dans un premier
temps, des solutions analytiques & période simple ont été développées par Markowitz [23]
et Merton [25] (Prix Nobel d’économie en 1997 partagé avec M. S. Scholes), ce qui a
mené naturellement au modele original d’évaluation des actifs financiers. Des recherches
reliées au cas dynamique multipériodique ont été faites principalement par Tobin [38],
Mossin [29], Samuelson [34], Fama [9], Hakansson [12] [16], Stevens [37], Markowitz [24],
Elton et Gruber [8], Schweizer [35] et Pliska [32]. Une revue historique détaillée de ceci et
des autres contributions sur le sujet peut étre retrouvée dans Steinbach [36], qui contient
également une trés volumineuse bibliographie de plus de 200 références. Pour la version
continue du probleme, le lecteur pourrait consulter Pliska [31], Richardson [33], Merton
[26], Duffie et Richardson [7], Karatzas et Shreve [18], Korn et Korn [20] et Lim et Zhou
[22].

Avec les progreés technologiques des derniéres années, le développement des algorithmes
exploitant les nombreuses découvertes en mathématiques financieéres est en pleine expan-

sion. Il nous suffit de consulter les articles sur les sites Web d’industries financieres telles



que http ://www.derivativesstrategy.com [1] et http ://www.financial-planning.com [28]
pour en mesurer la portée. Dans cet esprit, le présent document se propose de développer
des outils d’aide & la prise de décision financiére basés sur ’analyse de moyenne-variance

de la gestion de portefeuilles.

Le premier chapitre se veut une bréve revue des principaux résultats reliés au probleme
original de moyenne-variance. Nous soulignons également que les stratégies développées
dans un tel contexte sont inappropriées lorsqu’il s’agit de la gestion a long terme d’un

portefeuille.

Dans le deuxiéme chapitre, nous définissons le contexte multipériodique, soit un cadre
pour la gestion dynamique d’un portefeuille. Nous proposons dans un premier temps d’in-
clure une dépendance temporelle dans la modélisation de la prime de risque ainsi qu'une
dépendance avec des variables exogenes telles que des facteurs économiques. Ces variables
bénéficieraient de la propriété d’améliorer la capacité d’estimation des rendements fu-
turs (voir Breen, Glosten et Jagannathan [3] et Ferson et Harvey [10]). Par la suite,
nous construisons par récurrence une solution au probléme de moyenne-variance mul-
tipériodique en exploitant la propriété télescopique de l'espérance conditionnelle. L’ap-
proche lagrangienne d’optimisation dans un espace L? approprié est & la base de notre
résultat principal énoncé sous la forme du théoréme 2.2.8. Nous complétons ce chapitre
en ciblant une classe de modeles pour la représentation de la prime de risque. Les criteres
retenus pour 1’élaboration de cette classe comprennent la complexité réduite de 'estima-
tion statistique des parametres ainsi que la précision et I'efficacité des calculs numériques

en temps réel.

Le dernier chapitre aborde le probléme de moyenne-variance en temps continu. Nous
développons une classe générale de modéles, sous la forme d’équations différentielles sto-
chastiques, pour représenter la prime de risque en nous inspirant directement des modeles
établis en contexte multipériodique. Dans un premier temps, nous établissons ’existence
d’une solution générale au probleme en faisant appel & la représentation des martin-

gales de carré intégrable. Nous parvenons par la suite & expliciter la stratégie optimale
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dans le cas des marchés de coefficients constants. Enfin, nous résolvons le probleme de
moyenne-variance par une tout autre méthode. Nous réduisons le probleme d’optimisa-
tion stochastique & un probléme d’optimisation déterministe d’une équation aux dérivées
partielles évoluant dans le temps, équation dite de Hamilton-Jacobi-Bellman. A Taide
d’une paramétrisation temporelle bien choisie et sous ’hypothese des marchés de coeffi-
cients constants, nous retrouvons la méme stratégie optimale telle que rencontrée dans la
résolution par Papproche martingale. Notre cheminement est inspiré de Richardson [33]
mais la classe étudiée ici est considérablement enrichie. Nous concluons le chapitre en
proposant une derniere alternative de résolution, soit de transposer en temps continu les

différents résultats clés obtenus en contexte multipériodique.



CHAPITRE 1

PROBLEME DE
MOYENNE-VARIANCE
CLASSIQUE

Dans ce chapitre, nous présentons sans démonstration le probleme de base résolu par

Markowitz en [23].

Considérons le contexte oll un petit investisseur détient un portefeuille constitué dun
titre risqué et d’un titre sans risque dans un marché sans friction (marché sans cofit de
transaction). Nous utilisons le terme «petit investisseur» dans le sens que la composition
du portefeuille détenu par cet investisseur & n’importe quel instant n’affecte pas les prix
futurs du marché. Soit P, et P; la valeur unitaire du titre risqué & I'instant initial t = 0
et & I’échéance ¢t = 1 respectivement, By et Bj la valeur unitaire du titre sans risque &
linstant ¢t = 0 et ¢t = 1 respectivement et Xo et X; la valeur totale du portefeuille &
Pinstant ¢t = 0 et ¢t = 1. Soit vy la valeur totale des parts du titre risqué détenues juste
avant I'instant t =1, R = ﬁ;—o&- le rendement du titre risqué a l'instant t =1, r = &B“O—BO
le taux d’intérét (présumé connu & I’avance) du titre sans risque & l'instant ¢ = 1, alors

la variation de gains entre l'instant t = 0 et ¢ = 1 peut s’exprimer en terme de la prime



de risque («risk premium») R — r & 'instant ¢ = 1, comme suit :

P, — P, B{— B
X1—Xo = w (1T9> + (Xo — o) (_1@___0)
0 0

= ’U()R + (X() - 'U())'I"
= v(R—71)+rXo

Soit w = > la proportion ou pondération du portefeuille allouée au titre risqué juste
avant l'instant ¢ = 1, nous pouvons exprimer le rendement R du portefeuille & I’instant
t =1 par

~ X1 — Xo Vo

R=———=—(R—1)+r=wl—1)+r

= (R +r=w(R-r)+

Si w > 1, nous sommes en présence d’une stratégie de levier (emprunt sur le marché des
titres sans risques dans le but d’acquérir des titres risqués) et si w < 0, ceci constitue

une stratégie de ventes a découvert.

Toutes les variables aléatoires dans ce document sont censées étre construites sur un

espace de probabilité commun (2, F,P).

Dénotons 1’espérance et la variance du rendement du titre risqué, respectivement par
pu = E(R) et 0 = VAR(R). Les énoncés classiques suivants, sans leur démonstration,
constituent des cas particuliers de résultats généraux qui seront vérifiés ultérieurement

dans cette thése.

Proposition 1.0.1 Soit une certaine constante [i > r donnée, alors la stratégie w = £=

p—r?

~ ~

minimise la variance VAR (R) sous la contrainte E (R) = [i , sa valeur minimale étant

donnée par VAR (E) = (’j;’">2 o2,

M=

Proposition 1.0.2 Soit une certaine constante o > 0 donnée, la stratégie w = g, maxi-
mise ’espérance E (JNZ) sous la contrainte VAR (E) = &2, sa valeur maximale étant

donnée par E (E) =Z(p—r)+r

Corollaire 1.0.3 Soit une certaine constante 1 > r donnée, la stratégie w = %}:, mi-

nimise la variance VAR (ﬁ) sous la contrainte E (ﬁ) > I , sa valeur minimale étant

donnée par VAR <J§> = (‘ﬂ)? a2,

p—r



Corollaire 1.0.4 Soit P un portefeuille avec pondération w = 'ET:'E solution du probléme

de moyenne-variance; pour tout autre portefeuille () nous avons

E(R?) —r =0 (E(R’P) - 7“) (1.1)
oo cov (RPN, EQ) s
VAR (RP)

Considérons maintenant k titres risqués de rendements R, s =1...k ,et w®,i=1...k,
les pondérations des titres risqués associées au portefeuille tous construits sur un espace
de probabilité commun (Q,F,P). En posant w = [w;, 4, #t = [E(R)ix1, I = Uesa
et ¥ = [E(R'—r) (R —r)],,, nous obtenons la version multivariée du théoreme de

Markowitz suivante.

Proposition 1.0.5 Soit une certaine constante ji > r donnée, la stratégie
w= ﬁT;T (u— 1r)" £=1, minimise la variance VAR (E) sous la contrainte (ﬁ) =0,
sa valeur minimale étant donnée par VAR (ﬁ) = (i —r) [L—1] ou

7= (u—1r)" 27 (u— 1r) est un scalaire.

Une stratégie autofinancée telle que P(Xo = 0) = 1 et P(X; > 0) > 0 est dite une
opportunité d’arbitrage. On dira qu’un marché est viable s’il n’existe pas d’opportu-
nité d’arbitrage. On appelle une mesure de probabilité P* de risque neutre une mesure
équivalente & P telle que E* (R) = r avec E*(-) = [, dP*. Les propositions suivantes

sont tirées de Pliska [32].

Proposition 1.0.6 Un marché est viable si et seulement si il existe une mesure de risque

neutre P*.

On dit qu’une richesse finale z est simulable ou atteignable s’il existe une stratégie auto-
financée telle que X; = z. On dira qu’'un marché viable est complet si toutes les valeurs

sont simulables.



Proposition 1.0.7 Un marché viable est complet si et seulement si il existe une unique

mesure de risque neutre P*.

Proposition 1.0.8 Soit un modeéle de marché viable et complet, une certaine constante

i > r donnée et L = % la dérivée de Radon-Nikodym de la mesure risque neutre

P* par rapport a la mesure P, le rendement R = ﬂEE:(S;L)):{ - E*%Z)",_IL minimise la va-

riance VAR (E) sous la contrainte [E (ﬁ) = i, sa valeur minimale étant donnée par

VAR (fz) = B

Le probléme de moyenne-variance classique est un probleme statique en ce sens que I'on
suppose qu’aucun mouvement du marché ne se produit entre le début et la fin de la
période. Mais, dans les faits, la gestion de portefeuille s’effectue sur un certain horizon
pendant lequel les mouvements de portefeuilles sont fréquents. Regardons le probleme
suivant sur un horizon de deux périodes : supposons que les rendements Ry et Ry du
titre risqué a chaque instant suivent un modele binomial avec comme états possibles

S = (0.10,0.05) avec loi de probabilité

P (R, =0.10) = P(R,=0.10) = 0.60
P(R; =0.05) = P(R,=0.05)=0.40

et que le taux périodique en vigueur pour le titre sans risque est » = 0.06. L’investis-
seur vise un rendement cumulé espéré de son portefeuille sur deux périodes d’au moins
E ((1 + ﬁ1> (1 + Eg)) = 1.07% (correspondant & un rendement périodique de 0.07 ap-
pliqué deux fois successivement) et il recherche simultanément une stratégie qui mini-
mise la variance VAR ((1 + §1> (1 + ]%)) du rendement global. Une premiére approche
consisterait & appliquer successivement le résultat du probléeme de moyenne-variance au

début de chaque période ce qui nous offrirait la stratégie fixe suivante :

0.07 —0.06

= 0.8 006 Y

W = Wy



Nous obtenons immédiatement
E((1+R)(1+5)) = E(+R)E(1+R)
= B (1+R)
= 1.07

d’autre part

VAR ((1+Fy) (1+R)) = E ((1 +§1)2E (1+§2)2> —B (14 Fr) (1+ 7))
-k <1+R'1)2IE (1+§2)2 _R? (1+E1) E? <1+E2)
= (1-1—1"%1)2 _ Rt (Hﬁl)
— (0.60 x 1.08% + 0.40 x 1.055%)" — 1.07*
= 0.0003434925

Comparons maintenant cette stratégie avec la stratégie dynamique suivante :

wy = 0.65
{0.15 si R; =0.10

“20= Y 075 s Ry =0.05

Tout d’abord
E ((1 n El) (1 + EQ)) — 0.36 x 1.086 x 1.066 + 0.24 x 1.086 x 1.0585
40.24 x 1.0535 x 1.09 4+ 0.16 x 1.0535 x 1.0525
= 1.1456558
> 1.07°
d’un autre coté
VAR ((1 + R’l) (1 + 1%)) - E ((1 + E1)2IE (1 + 1§2>2> _R? ((1 + El) (1 +§2))
= 0.36 x 1.086% x 1.066% + 0.24 x 1.086% x 1.0585°
+0.24 x 1.05352 x 1.09% + 0.16 x 1.0535% x 1.0525
—1.1456558>

12

0.0002745487
< 0.0003434925
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Cet exemple illustre bien & quel point la solution classique n’est plus performante dans un
contexte de minimisation de la variance du rendement & long terme avec un rendement
a long terme espéré prédéterminé par I'investisseur. Le chapitre suivant nous dévoilera la

stratégie optimale & suivre dans un tel contexte multipériodique.
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CHAPITRE 2

PROBLEME DE
MOYENNE-VARIANCE
MULTIPERIODIQUE

2.1 Contexte multipériodique

Placons nous de nouveau dans un contexte ol un petit investisseur détient un portefeuille

constitué d’un titre risqué et d'un titre sans risque, dans un marché sans friction. Soit

n la date d’échéance, pour k = 0,...,n, Py désigne la valeur unitaire du titre risqué a
’instant k, By représente la valeur unitaire du titre sans risque a l'instant k et Xj la
valeur totale du portefeuille & I'instant k. Soit vg—; indiquant la valeur totale des parts

. N . .- . Po—Pi_
du titre risqué détenues immédiatement avant I'instant k, Ry = %1—, le rendement du

By—Bj_ VIO
kBk £ Je taux d’intérét (que nous supposons constant

titre risqué & 'instant k et r =
et connu au départ) du titre sans risque & I'instant k, la variation de gains entre l'instant
k — 1 et k peut alors s’exprimer comme suit, en terme de la prime de risque Ry —r a
I'instant & :

P.—P._ By, — By—
X — Xp1 = Vg1 S + (Xk—l - Uk——l) u k2
Piq By1

= Ve B+ (Xp—1 — Ug—1)T
= ’Uk_l(Rk - 7’) + TXk—l

12



Vk—1
Kk—1

Soit wy = la proportion ou pondération du portefeuille allouée au titre risqué
immédiatement avant I’instant k, nous pouvons exprimer le rendement Ry, du portefeuille

a l'instant k par :

B X — Xp—1 V1

k X1 Xpa (B r) 1= wp(Re =)t

Si wg > 1, nous sommes en présence d’une stratégie de levier et si wy < 0 ceci correspond
& une stratégie de ventes & découvert. Remarquons également que, dans le contexte
multipériodique, le rendement cumulé du portefeuille entre un instant donné k et une

date d’échéance n peut s’exprimer par II?_, (1 + }E) -1.

Toutes les variables aléatoires dans ce document sont censées étre construites
sur un espace de probabilité commun (Q, F,P) et toutes les autres o-algebres

définies ultérieurement seront contenues dans F.

Considérons Fj la o-algebre engendrée par {P;,0 < ¢ < k}, Gx la o-algebre engendrée par
des variables exogénes appelées signaux {5;,0 <1 < k} et Hp = Fi V G : la plus petite
o-algebre contenant & la fois F, et Gy. D’oll Hy constitue toute I'information disponible
pour 'agent, en matiere d’historique, jusqu’a l'instant k, des prix du titre risqué, de
méme que des indicateurs économiques des fluctuations du marché. Par conséquent, wg
est considéré comme Hj_i-mesurable, ce qui signifie que la fraction de la richesse allouée
au titre risqué est déterminée juste avant I'instant k et se base sur 'information donnée

jusqu’a l'instant k£ — 1.

2.2 Résolution par conditionnement

L’objectif principal du probléme consiste & développer une stratégie qui, étant donné
un rendement cumulé espéré E ( (14 R)) du portefeuille & I’échéance n, minimise

la variance de ce rendement global. Pour les lemmes et théoremes suivants, définissons

Y iep @ = 0 et Iligpa; = 1 pour les sommes et produits sur des ensembles vides. De plus,

13



établissons récursivement pour 1 =n—1,n—2,...,2,1,0:

— E2 [Rn - TIHn—l]
" TR ) Pai] Y

B (1 S50 73) (R — 1) [
E [(1 -3 _Z+1Tj) (Rip1 —1)? W]

T =

(2.2)

A noter que les 7; sont déterministes si et seulement si les rapports —[([g%—;)l% le sont.

Nous allons démontrer qu’un portefeuille avec des pondérations associées au titre risqué

définies pour k =1,...,n par

wg = — ((1 +7r)+ (2.3)

21+ )+ 1+ R) ) E[(1 = X 7) (Re — r)? [ Hy-1]

lorsque TIF-1(1 + R) > 0 recelent toutes les propriétés voulues pour constituer une

An > E [(1 — Zz—-k 7'1) (Rk — 7’) |Hk 1]

solution optimale au probléme de moyenne-variance multipériodique sans contrainte, si
nous effectuons un choix judicieux de la constante A,. Les motivations pour le choix de

(2.3) apparaissent dans la preuve de la proposition 2.2.8.
Remarque 2.2.1 Dans (2.1) et (2.2) la forme 0/0 doit étre Iue comme 0.

Pour tout le reste du chapitre, nous faisons ’hypothése générale que ’espérance
du carré de R; est finie pour tout j, ce qui garantira la finitude presque stire
de toutes les espérances conditionnelles dans les définitions de (2.2), (2.3) et

(2.13).

Tout d’abord, nous allons exhiber des conditions suffisantes garantissant I'intégrité de la
définition des paramatres 7 et wy, (de méme que celle du A, optimal décrit explicitement

n (2.13) ci-dessous).

Lemme 2.2.2 Selon les conventions ci-dessus et pour tout ¢ € {0,1,...,n — 2}, nous

avons presque sdirement :

osTism[l— fmm}g (24)

j=i+1
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Démonstration : Nous utiliserons une induction inversée sur k. La propriété est aisément
vérifiée dans le cas initial (pour k =n — 1), soit :

E? [(Rn — )| Hn]

0< 7y = <1 2.5
ST =B (R, ] S 29
Supposons que l'inégalité est vérifiée pour k = [, soit :
n—1
0<n<E[1-) " wm|<1 (2.6)

par conséquent, pour établir la premiére inégalité 0 < 7_; nous devons simplement
démontrer que le dénominateur de 7;_; est positif. A partir de la seconde inégalité dans

(2.6), nous obtenons :

s e
=0 < E[1-3" njm] 2.7)
=0 < E[1-3" wr] (R—r)?
—0 < E[E[1- S M) (7 - PP Hi |
—0 < E[(1-3"" %) (R —r)PHed]

Vérifions maintenant la seconde inégalité 7,_; < E [1 - Z;:ll 'ri|’Hl_1] . A partir de ’équation

(2.7), nous pouvons écrire 7,1 comme suit :

E? [(1 = 3205 ) (R = r)|Hi]
E[(1- 5" n) (B = r)?2Hi]
E? [E (1 - 3705 7ilH) (Be = r)|Hiza]
E[(1-3g n) (Ri—r)* [Hia]
B [(E (1 £ wl1)) " (B (1 - S5t i) (B =)
E[(1-X5 ) (B —r)* [Hi]

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz au numérateur, nous avons :

E[E (1 - S5 nlH) Mo B [(1- 370 5lH) (R —1)* [Hioa]
- E[(1-Yi0 7)) (Ri— r)? | Hyi]

E (1 - 305 mlHia ) B [(1— 5505 ) (B — r)° [Has]

E [(1 - Z?:ll Ti) (- 7’) |Hz—1]

= E [1 — Z::l Ti\Hz_l]

T-1 =

Ti—1
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Enfin, nous démontrons la troisieme inégalité E [1 — Z::zl T¢|’Hlﬁ1:| < 1. En utilisant &

la fois les premiere et troisiéme inégalités dans (2.6), nous obtenons :

B[1- 307 wir] = B[(E (1300, wir) —m) e
- E[E(1- Z:l; il (1] — E [nfHi]
el )
<1

Lemme 2.2.3 Sous I’hypothése E 1] > 0, les paramétres apparaissant dans les formules

(2.2), (2.3) et (2.13) sont bien définis.

Démonstration : La condition entraine immédiatement le fait que la formule (2.13)
est bien définie pour tout {\,:n =1,2,..}. Nous devons & présent démontrer qu'un
dénominateur nul en (2.2) implique un numérateur nul & la fois dans (2.2) et (2.3), ce
qui entrainera que les formules (2.2), (2.3) et (2.13) seront donc toutes bien définies. En
appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz & une forme séparée du numérateur de 7; dans

(2.2), nous avons :

2[0S, o) ]
[0 3 ) 1) B[ ) s )

en utilisant le lemme 2.2.2 pour établir la non-négativité des termes sous les radicaux.

o

IN

—
|

(A

En conséquence, si le membre de droite est nul, le membre de gauche I'est également. O

Les trois lemmes clés suivants donnent explicitement des expressions pour l’espérance
conditionnelle, la variance conditionnelle et la covariance conditionnelle du rendement

total du portefeuille d'un instant donné jusqu’a une date d’échéance déterminée.
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Lemme 2.2.4 Soit )\, un nombre réel. Alors pour tout k = 1,...,n les pondérations

associées au portefeuille optimal, données par (2.3), satisfont :
~ n—1
E [H;;ka +Ri)|Hk_1] — Q+r)"E [1 =y M 1]

A'rL n—1
_mE [Z 7| H— 1] (2.8)

sur les trajectoires telles que IF} (14 R;) > 0.

Démonstration : (Par induction inversée). La propriété est aisément vérifiée pour k = n

en utilisant les formules (2.2) et (2.3). Remarquons que, par la propriété télescopique :
E [T o (14 Bl Hecs) = B [(1+ Raa)E [T (14 Rt | (Moo

A présent, supposons que la propriété est vérifiée pour k = [, avec pondérations wy, ..., wn
définies par (2.3). D’aprés ’hypotheése d’induction, nous établissons sur I’ensemble des

trajectoires telles que II'Z2(1+ R;) > 0 :

E [ o (1+ Ry H 2}
— 1+ r)”‘l“]E ((1 + Ri1) (1 - Zn__ll_l n) IHZ-—Q)

A2 (14 R) 2(1+R) (ZH TP 2)
= (1+n)" l+2E< . TilHl—Z)

n— n—1
F ) enE (1= 5 (Ba =) [Hics)
A
(Y
oI ~%(1 + R;) Z“l it 2>
En substituant la valeur de w;_; dans la derniére équation, nous déduisons :
~ _ n—1
E [ (1 + RolHis] = (140" PE(1-3 wlts)

An i
_WE (Zizl_z T i|Hz—z> :
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Lemme 2.2.5 Soit A\, un nombre réel. Pour tout k = 1,...,n les pondérations associées

au portefeuille optimal, données par (2.3), satisfont

E [ L1+ R})ka_l} = (147 MIE [1 - Z::_l n|Hk_1]
/\2

n—1
+4Hf=‘11(1 + Ei)z]E [Zizk_l Ti‘Hk—l] (2.9)

sur les trajectoires telles que TIF-H(1 + E) > 0.

Démonstration : (Par induction inversée). La propriété est aisément vérifiée pour k = n,
tout comme le cas initial figurant dans la démonstration précédente. Remarquons que

nous obtenons par la propriété télescopique :

E { k1 (L + éi)QlHk—Q}
— E [(1 + Ry 1)’ [H?:k(l + R’i)ﬂm_l} |Hk_2] .

Supposons maintenant que la propriété est vérifiée pour k = [, avec wy, ..., w, définis par
(2.3), par I'hypothese d’induction, nous déterminons, sur ’ensemble des trajectoires telles

que T2 (1 + R)>0:

E [, (1 4+ B [H0ms)

= 0B (e R (1 S ) )
2 n—
+4H§:~i ()in_;. Ei)2E (Zi:ll_l Ti“ﬁ—z)

= @R (1= i)
+2(1+ 7“)2("_l+1)+1 w1 E ((1 - Z:ll_l ’I‘i) (Ri—1 — ) \Hl_g)
T+ B (130 ) (Ris — 1) [Hisa)

i=l—1

» _ m (Z:_l Timl_g) .

+ =
AT (1 + Re)?

18



En substituant la valeur de w;_; dans la derniére équation, nous déduisons :

E [T (1 + B P

_ n—1
R (- 5 )

1=l

)‘i n—1
o R (o i),

Lemme 2.2.6 Soit )\, un nombre réel, pour tout k = 1,...,n et tout portefeuille arbi-

traire Q les pondérations associées au portefeuille optimal P, données par (2.3), satisfont :

E [T (1 + BE) (1L + B[]

A n—1
= ]_ Jr- r Q(H_k)+1 n _ E 1 _ T H B
e 2(1 + r)n=FIIE-} (1 4 RY) [ D iy M 1]

2(n—Fk)+2 n—1
+(1+7r) E [1 — Zi:k—l TilHk—l]
2MZ! (14 RP)

B [T, (1 + B2) M (2.10)
sur les trajectoires telles que IT*=' (1 + RF) > 0.

Démonstration : Soit «; la variable aléatoire H,;—; -mesurable correspondant & la
pondération du portefeuille arbitraire @ allouée au titre risqué juste avant I'instant i.
Cette fois encore, la démonstration nécessite une induction inversée. Cependant, le cas
initial k = n s’avere plus complexe et nous en détaillons ci-dessous la démonstration. En

effet, on a :

E|(1+ D)1+ éff)mn_l]
= E[((1+7) +wn (B =) (L4 7) + 7 (Bn — 7)) [Hn]
= (147)"+ (1 +7) wak [Ry — 7|Hp-1]

+ (1 + ) B[Ry = r[Hna] + wnVnE (R — 7)° [Hia] -
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En substituant la valeur de w, dans la dernieére équation, nous déduisons sur ’ensemble

des trajectoires telles que T2} (1 + J?i,f) )>0:

E[(+RD(1+ B)Ha]

- r 2 r " /\n E [Rn - ’I‘|Hn_1] o
— (1 + ) (1 + ) ((1 + ) + 2Hn—1(1 + ﬁp)) E [(Rn _ 7“)2 |Hn—1] E [Rﬂ ‘Hn—l]

+ (1 +7) WmE[R, — rlHn_

| = | A7)+ 2

= (1+7")2—(1+'r) <(1+r)+

]E 7‘|Hn_1]
[(Ro = 1) [Hns

]) B (o — 1 [Hos]

> Tn1 + (1 +7) VE [Ry — 7|Hn1]

ST B e (e =) P
= 1+r)?Q—7m1)— (1+7) — (1n+ -
i (A1n+ éP)E [(14+B2) = (1+47) M ]
= (1472 (1=Tp) + (1 +7) 2H?;11(A1n+ 7 (1= 7us)
An

- = )]E [1 + E,?;Hn_l]

= T T - T A RY
= @+ )<(1+ )+2H’?_"11(1—|-§P)>(1 n) oI} (1+RP)E[1+R”|H”“1]'

Afin de poursuivre la démonstration, nous devons constamment utiliser la propriété

télescopique, notamment pour tout [ =1,...,n
B [Ty (1+ BD)(1+ B[
= E|(1+RL,)(1+ R2E (I, (1+ BN+ A 1) Hia]

Supposons & présent que la propriété (2.10) est vérifiée pour k = [, avec wy, ..., w, définis

par (2.3), par hypothese d’induction nous obtenons pour I’ensemble des trajectoires telles
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que I'Z2(1+ RP) >0

B I, (1+ BE)(1+ B2

= E

B N A
L+ RE)(1+RE) A+ )00 (147) + 7 i
( 1-1)( 1) ( ) ( ) 2(1 4 r)n-IZ1 (1 + RY)

< [1 B Z:zl_l TilHl—l} |Hl—2]

A E [(1 +RP )1+ RE I, (1+ ﬁ?)IHz_l] le_z}

oIl=}(1 + RP)
= QR B4 B (1- 3

A ~ n—
‘+‘(1 + T)nwl%ﬂlmﬂﬂ [(1 + RlQ_l) (1 — Z,_ ' Ti) IHZ—Q]
An

2MZ2(1+ RP)

1

E [H?=l—1(1 + RQNHZ—?] :

Par ailleurs, pour I’espérance dans le premier terme apres la derniere égalité, lorsque nous

écrivons RlQ_l — 7 =ry,_1(Ri—1 — ), nous obtenons :

E[(L+ B+ Ry (1- ST Mo
= E [((1 +7) Fwr (R =) (L+7) + 71 (B — 1) (1 - E__
= (1+r)’E [1 — Z:ll_l Ti|H1—2]

—(147) ((1+7")+ An

21+ )T (1 + Ef))
n—1
i=1—1 Ti) le—z]
)\n n—1
_ <(1 +7)+ 2+ )T (1 1 ﬁf)) Y1 E [(1 - Z¢=z—1 Ti) (Riy—) [Hz_z]

n—1 A
= (1+7r)?E|1- Tl Hi | — n —
e [ Zrarir] 2(1+r)n (1 + RY)

_2(1 + ,r.)n—l-l—i\;[i;%(l + ﬁf’)E [(1 N Z::llq Ti) ((1 T é?—l) - (1 + 7")) IHZ-2]

En substituant la valeur de w;_; dans la derniére équation, nous déduisons pour ’ensemble

+ (147 yE {(R,_1 —r) (1 -3

Ti—2
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des trajectoires telles que II'Z2(1 + RF) > 0 :

= (1+7)°E [1 - Zn_l ’ri|’Hz_2]

1=l—2

T ey e DR
i 7‘)"‘“‘?;15;;%(1 - Ef)E [(1 - Z:_l 7) (1 +R2 1) |Hl_2}
= (1+7) <(1 ML r)n—lg;[g;gu " Ef)) E|1- S i)
i r)n—l:;lg;ia Tt (1= ) (1+ B2, 1Pa]
= (147D ((1 +7) ((1 )+ T r)"—”i\lqé;% o Rf)) E [1 - ZZ; Ti\Hl_QD

S <2(1 - r)"‘l+i\;ﬁj(1 VR (- i) (1 ) lHHD

n— >‘n ~ n—1
+(1+7) ZHME [+ B2 (1= ) s
An

o on n =Q
oI (1+ e (o (1 )]

D’ot, toujours pour 'ensemble des trajectoires telles que m=2(1 + Efp ) > 0, il s’ensuit

que :
E [T, (14 D)L+ B
A n—1
— (142D 4 n _ Bl o
o 0 ey ) B

An . o
ey [T B

Remarque 2.2.7 A partir des lemmes 2.2.4, 2.2.5 et 2.2.6, nous pouvons établir que

COV (IO, (1 + BF), T, (1 + RR)[Ha)

A n—1
_ n—k+1 n . :
B ((1 ) " oI (1 + ﬁf)) E <1 Zi=k-—1 TllHkA)

X ((1 )RR ( n (14 fé?)mk_l)) (2.11)
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et

VAR ( n (14 éf)‘Hk—-l)

2
= ((1 )R 2H§=_11(>\1"+ Ef)) E [Z:’:_l ank_l]
«(1-E[X ia])  12)

pour toutes les valeurs de k = 1,2,...n et toutes les trajectoires telles que Hf;f(l—l—ﬁi) >

0.

Nous sommes dorénavant en mesure de proposer une solution au probleme classique
multipériodique de Markowitz lorsque U'investisseur détient un portefeuille constitué d’un

titre sans risque avec un taux d’intérét constant et un titre risqué.

Théoréme 2.2.8 Dénotons par ¢ > 0, la cible du rendement total. Supposons que les
pondérations wy, k = 1,...,n du portefeuille apparaissant dans (2.3) sont telles que la
condition du lemme 2.2.3 et & [H?=1(1 + fi,)] =1+c > (1+r)" sont satisfaites. Les

pondérations définies en posant :

L+ —(1+c)
S E(n)

An = 2 — (147" (2.13)

dans (2.3) minimisent la variance VAR {H?zl(l + R)}, sur l'ensemble des trajectoires

telles que 117, (1 + R) > 0, et sa valeur minimale étant donnée par :

1

ST 1] . (2.14)

VAR [H;;l(l + E)] = (147" =(1+¢)? {

~ 12 ~
Démonstration : Minimisons E [H?Zl(l + R,')} sous la contrainte E [H?zl(l + RJ] =
1+4-c et le résultat suivra. Notons par L2 I'espace des variables aléatoires de carré intégrable

sur (Q, F,P). Soit F : L*(Ho) X ...L*(Hn—1) x R — R défini par :
~ 72 ~
Flwr, o An) = E [T (14 B+ A (E 4+ B - (1+0).
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D’emblée, la définition de la fonctionnelle F' révele que, en tant qu’espérance d’une forme
quadratique en w; pour toute valeur 4, il s’agit d’une fonctionnelle continue différentiable
au sens de Gateaux sur son espace de définition des fonctions de carré intégrable (voir
page 32 de Clarke [5]). Par conséquent, elle est également strictement différentiable et
la version de Clarke de la régle des multiplicateurs de Lagrange (son théoreme 6.1.1 en
page 228) s’applique & notre probléme d’optimisation. Ainsi, pour chaque k = 1,...,n, la
solution doit satisfaire :

8F(w1, cony Wnyy )\n)
Bwk

—(z— E (H” (14 R+ (B (I (1+ R)) - (1+9))]
- [ e, (1+ &) ) ((H?=1(1+Ri)> —(1+c)))]
= ((

znn (1+ Ri) + An) 5% (H?=1(1 + R,-)))

- <<2H“ AR+ ) (H;;Wk(l + Ri)) (Bx—1)).

Les candidats pour le maximum doivent répondre & cette propriété de point critique. Voici
& présent I'idée maitresse de la démonstration. Des solutions possibles & ces équations sont
obtenues lorsque 1’espérance conditionnelle est égale & zéro. Dans ce cas, nous observons

que

E (200, 1+ R+ An) (Mg (L ) ) (Ri =) M)
_ (Hk 11+ R,) ) ((1 + Rk) 7y, (14 R)? (Re — 1) |Hk_1)
TS (1 + ROE (a1 + ) (Be = 7) (i)

= 2 (i1 R)?) [B (1 4+ 1) + o (B =) Wiy (14 R2)? (B = 1) [ )
T+ RE (a1 B) (B = 1) [Haes)
= 0.

Dans l’expression précédente, & moins que Xy = 0 (ce qui signifierait la ruine de l'in-

vestisseur) et en isolant wjy qui est Hji_i-mesurable, nous obtenons sur 'ensemble des
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trajectoires telles que II™_; (1 + R;) > 0 :
~2(1+ I+ R [(By — )Ty (14 R
2L (1+ R)E [(Rk — )2, (1 + Ri)QIHk—l]
ME [(Bg = )T (14 Rl
O (14 ROE [(Ri — )Py (1+ R |

wr =

(2.15)

Nous allons démontrer par induction inversée que ces pondérations wy sont de la forme
(2.3). Pour le cas initial k¥ = n, la démonstration apparait triviale. Supposons ensuite
que I'équation (2.3) est vérifiée pour k = [+ 1,1 +2,...,n . Selon les lemmes 2.2.4 et
2.2.5, le numérateur de (2.15), avec k = [, peut s’exprimer comme pour I’ensemble des
trajectoires telles que TT:Z1 (1 + R) >0:

=21+ P+ BB [(R = B (s (4 R)7) 1704

A [(Bs = r)E (T (1 B)|H0) [P

= 24T+ RIE[(R ) (1 + ) E[1 - S i) ) (i

)\% n—1
- T>4H£=1(1 + 1”%,-)2E [Zz:z ”lH‘] |H‘—1}

(R~ 1) ((1 Frr B[ 3 i) - Fiz_NJE D Timl]) IHH]

z=1(1 + R’t)

—2(1 + )2 (1 + R)E

—\E

= (14 )1+ R) (1 +r)2 R [(Rz - (1= ) ]
it B[n-n (15 )

B /\2 (Rl ) 'n—lT'
SRETTETRNY <1+RZ> 7 2 ’H}

2 (Ri—7) |
2-1(1 + Foo) <1+Rz>Z 'H}

_ 2D . An
= o2l +R)(1+7) <(1 + )+ TR AYTE r)“‘l>

0 (-5 ) e
(B —r)?
(s T e
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et le dénominateur comme :
AT+ R)E [(R— B (T (14 B0 ) [P
~ n—1
= A+ RIE[(R— ) (14 R[1- 307 i) )
)\2 n—1
J— 2 n .
=) <4II§:1(1 - R’i)zE [Zi=l T"H’D IHH}
~ n—1
= A+ R (LR (R - R [1- 30w ()
A2 (R, — r)? n—1
( ! j) E [Z_ 7;;|Hl] |Hi—1
2H1—1(1 + R,) 1+ Ry)? =t
n—1
= 21'[1;%(1 + Ri) (1+ r)2(”"l) E [(Rl r)? (1 - Zz——l Ti) |Hl—1]
2 i RY
TR BV PR
2H 1+ R) (1 + Ry)? =

En substituant ces formules pour le numérateur et le dénominateur dans (2.15), nous

+2IIZ (14 R)E

obtenons pour ensemble des trajectoires telles que II'Z(1 + R)>0:
o (24 R) (L OO E (R = (1= 30 ) o))
Ry —r)?
(B =) S~y
(1 + Rl)2 1=l

)\2
Wi -1 t
oMZ1(1 + Ry)

a1+ B) (1402 [ A
=i+ Fi) (L47) <( +T)+2Hl_1(1+Ri)(l+T)n_l>

xE (B =) (1- S ) M
)\2

(B —r)?
2Hl 1(1+R)wl (1+ R))? Zz-l 7ilHa- 1}

S <2Hé;{(1 +R)(1+ r)? g [(Rl —r)? (1 - Zfb_l 'ri) |Hl_1])

A (14 R) (1 +r
xE | (R - r) (1~ S ) [

ce qui est précisément (2.15) avec k = [. La preuve par induction est & présent terminée. Le

= oIl 4 R) (1 47)*Y ((1 +7)+ - )" _l>

vecteur {wy, } étant un point critique du probleme variationnel, il nous faut démontrer qu'il
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constitue un point de maximum global. Selon la propriété télescopique, nous établissons :

14+c=E[E (H;;l(l + E)\Ho)]
en utilisant le lemme 2.2.4, la contrainte mene a

n n—1 >‘n n—1
tre = wenrfi- S ] - (S o]
n n—1 An n—1
= (14+7r)"E [1 - Zz':o Ti] - 7]E [Zi.—_—o Ti] .

En isolant \,, nous obtenons (2.13). De plus, pour ces pondérations wj, et selon la pro-
priété télescopique, nous avons :

VAR (T (1+ E))
-k [H;;lu + éi)r - (]E [Hg;lm + 13;-)])2
= E[E (M (1 + B ) | - 1+ o)

En utilisant maintenant le lemme 2.2.5, nous avons :

VAR <II?=1(1 + Ei))
2

= E <(1 +7)"E [1 - Z:Ol Til'Ho] + %]E [Z::Ol Ti|7-[o]> —(1+¢)?
= (1+n)"E(1- > n)+ 54%—1[41 <Z:01 7) = (140

et en substituant la valeur de A, nous obtenons :
VAR (TI2, (1+ F) )
n—1

= (1+7"E (1 - Zl-: n) +
—(1+¢)?
(147" = (1+0))’ [ ! 1}

= r) — Tl 7 .

E [Zi:ol Ti]

Enfin, nous allons démontrer que les pondérations wy associées au portefeuille P de

(1+r)"—(1+¢)
E [Y35 7]

—(1+r)

moyenne fixe E[II?_, (1 + &F)] = 14 ¢ forment des solutions optimales. En effet, nous

établissons par la suite que :
cov (I, 1+ RE), T, (14 F9)) = VAR (T (1+ R))
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est vérifié pour tout autre portefeuille () avec une méme espérance E[I", (1+k%)] = 1+c.

Par 'inégalité de Cauchy-Schwartz, ceci impliquera :

VAR (T2, (1 + J”-‘Ef’)) < ﬁm <H,?=1(1 + Ef)) VAR (H;;l(l + fz?)).
En utilisant tout d’abord la propriété télescopique, nous remarquons :

COV (T, (1+ BY), Iy (1 + )
= E (L, (1 + RO, 1+ BY)) - B (M, (1 4+ B ) E (10,0 + 7))
= B (I, (1+ BN+ E) - (1+0)
= B (B (1 + B+ E)[Ho) ) — (1 + ).
A présent, en appliquant le lemme 2.2.6, nous déduisons :

COV (T, (1+ BF), I (1 + F2) )

. ((1 + )t <(1 +7)+ 271;%) E (1 - Z:: nlm))

E (AQ (1, 1+ B )\HO>> —(1+¢)?
= (14+7)"E (1 - Z:OI 77;) + % ((1 +r)"—=1+c¢)—(1+r)"E (Z;—ol ’rz>)
—(1+0)7.

Et en substituant la valeur de \,, nous avons :

Ccov ( I, (1+ BF), Ty (1+ B2))

i=1

= 1—|-7" (1 Zl_ol>

(e ) (e -9 e E ()

—(1+0)?

= (14" = 1+¢)?

- VAR( 1_1(1+RP)>
Ainsi la stratégie {wg} nous fournit un extremum global. O
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Corollaire 2.2.9 Dans le théoréme (2.2.8), si nous élargissons la famille des portefeuilles
a celle satisfaisant [H?Zl(l + ﬁz)] >1+c>(1+r)" lasolution optimale demeure la

méme.

Démonstration : La validité de 1'’énoncé découle immédiatement du fait que la variance

est une fonction croissante de ¢. O

Ce qui suit permet d’établir que la solution au probleme multipériodique de moyenne-
variance meéne & une extension naturelle du modele classique d’évaluation des actifs fi-

nanciers (MEDAF) dans un contexte multipériodique.

Corollaire 2.2.10 Soit P, un portefeuille avec pondérations wy, k = 1,...,n satisfaisant

les conditions du théoréme 2.2.8, nous obtenons pour tout autre portefeuille Q) :
B[ (1+ B9)] = (14 1) = 6 (B [ 1+ BD)] - (1 47)") (2.16)

ou
oV (T, (1+ BP), Iz, (1 + F9))

B = (2.17)

VAR (H;;l(l + Ef))

Démonstration : D’apres la remarque 2.2.7, nous déduisons :
cov (H?=k(1 + RP), I, (1+ E?)mk_l)
VAR (H;;k(l + Rf)lHk_1>
(1+7)" " — B (I, (1 + BD)[H)

n—k+1 n n—1
(@ 7™+ it B EE i)

et il s’ensuit que :

B (T, (1 + BO)IHer) = (14 r)mH
cov ( (14 ﬁ«f); 7, (1+ E?)|Hk—1>
VAR (H?:k(l ¥ E,P)mk_l)

A n—1
n—k+1 n
g <(1 T TTF =1 (1 + EP)) e [Zizk—l T"‘H’H] '
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En utilisant la proposition 2.2.8 avec k = 1, nous établissons finalement :
E (Hyzl(l + E?)) — (147"
n >\n n—1
— <(1 +7)" + 7) E [Zizo T]
n 1+7)"—=(Q+¢) n n—1
= —FPp 1+ + — (14 E Ti
b <( ") ( E X7 7] ( ) {Zzﬁo }

i=0 Té

o (asg-a+nn -
-7 < Siven )E[Ziﬂ g

= Bu((14¢) = (1+71)"
- 8, (E ( n 1+ Ef)) -1+ T)n) :

Remarque 2.2.11 Lorsque n = 1 nous retrouvons le MEDAF (période simple) classique

(voir par exemple Pliska [32] énoncé précédemment sous la forme du corollaire 1.0.4).

Pour conclure cette section, nous attirons l’attention du lecteur en soulignant qu’il est
possible d’obtenir des formes plus générales des lemmes 2.2.2, 2.2.3, 2.2.4 et 2.2.5 du
théoreme 2.2.8 et des corollaires 2.2.9 et 2.2.10 en substituant le taux d’intérét fixe r par

un taux d’intérét variable déterministe ;.

2.3 Exemples

Dans cette section, nous allons présenter plusieurs classes riches regroupant des modéli-
sations pour la prime de risque (R, — r) du titre risqué a l'instant n. Différents modeles
ont été sélectionnés dans le but de satisfaire certains criteres de base, notamment la
simplicité d’utilisation, 'efficacité numérique et la facilité d’interprétation. Tous offrent
une représentation symbolique simplifiée pour les valeurs optimales dgs parametres 7y,
wy et A, définissant la solution au portefeuille de moyenne-variance multipériodique,

donnée par les équations (2.2), (2.3) et (2.13). Plusieurs modeles s’avéreront offrir des
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implémentations algorithmiques avec souplesse tout au long du processus de calcul, as-
surant ainsi des résultats précis en temps réel, méme lorsque l’estimation de parametres
est requise. Enfin, ces modeles faciliteront 'interprétation des résultats dans un contexte

financier.

Exemple 2.3.1 Le premier exemple constitue une classe trés générale de modéles mo-
tivés par des impulsions du marché multiplicatives et indépendantes (appelée désormais
la classe IMMI ). Pour décrire cette classe, nous devons d’abord faire appel a une suite de
variables aléatoires indépendantes {&y, : k > 1}, ot &, représente les fluctuations aléatoires
(Ie bruit) de la partie significative du marché a I'instant n. Tout ce que nous requérons de
lasuite {€ : k > 1} c’est quelle soit adaptée a la filtration {Hy, : k > 1}, ceci signifie sim-
plement que & est Hk-mesurable‘ pour chaque k > 1 et qu’elle est indépendante de tout le
passé du marché. En d’autres mots, &, est non seulement indépendante de &1,&2, ..., &k-1
mais de tout Hy_1. Plus précisément, nous supposons que (R, — ) est donné par ¥,_1,
une variable aléatoire & valeurs réelles H,_,-mesurable qui est perturbée par des impul-
sions de marché ®,,(£,) & valeurs réelles, sous la forme multiplicative suivante : pour tout

n > 1, nous avons
R,—r= ®n(§n) Wy (2'18)

Ici, ®, représente une application mesurable & valeurs réelles, arbitraire pour l'ins-
tant mais essentielle pour la nature des fluctuations du marché pour le titre risqué
en question. Par opposition, le choix de ¥,_; est laissé libre et nous prenons notre
modeéle de prévision préféré pour le comportement moyen de la prime de risque pour ce
titre. Par exemple, toute fonction mesurable donnant lieu a une variable aléatoire ¥,_1
sous la forme V,_y = U, _1(£1,&, ..., &1, R1, Re, ..., Ra_q) conviendra. Des exemples
spécifiques sont fournis ci-dessous. En fait, nous allons voir que ¥,,_; n’a aucun lien avec
la détermination de deux des familles de paramétres ({r;} et {\}) et que son influence
n’est perceptible que dans la détermination de la troisiéme famille (les pondérations w;
elles-mémes), comme nous pouvons le voir clairement dans la formule (2.13) pour \; et

dans la formule simplifiée subséquente (2.21) pour 7;. Cette information s’avérera impor-
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tante lorsque nous discuterons des procédures d’estimation dans des contextes pratiques

— lire I’exemple suivant pour les détails. Cette classe IMMI est caractérisée par le fait

que la source de bruit agit en compressant ou en dilatant le signal, plutot qu’en le trans-
latant, comme les modéles additifs le font, nous assurant ainsi, par le biais d’un effet
d’échelle, que les fluctuations du rendement excédentaire autour de sa moyenne sont
hétéroscédastiques dans tous les cas, sauf les cas spéciaux les plus triviaux. Une autre
observation & faire au sujet de la classe IMMI dans ’ensemble, est qu’en combinant son
équation (2.18) et en la définissant avec nos hypothéses, & la fois sur le bruit du marché

et sur le modéle de prédiction, ceci implique
E[R, — r/Hn-1] = E (P, (&) - Un1. (2.19)

Cette représentation simple, pour la valeur moyenne au pas suivant du rendement excéden-
taire, nous permet de voir immédiatement que de simples restrictions sur le bruit et sur le
modéle en question assureront en effet quelques trés bonnes caractéristiques. Lorsqu’un
marché «bulls est attendu pour le titre risqué, la séquence {R,, — r} devrait former une
sous-martingale et les conditions suffisantes pour que cela se produise sont que les deux
suites {E (®,, (£,))} et {¥,—1} demeurent strictement positives a tout instant. Lorsqu’un
marché «bears se présente, { R, — v} devrait former plutét une sur-martingale et, pour
ceci, il est suffisant pour la suite {E (®,, (&,))} de demeurer strictement positive a tout mo-
ment tandis que que la suite {U,,_;} demeure strictement négative. Notons qu’une bonne
modélisation suggére la positivité stricte de la suite des bruits moyens {I (®, (£,))} dans
toutes circonstances, sans quoi, a un certain instant n, notre modele de prévision ¥, 1
aurait une (trés indésirable) moyenne de signe opposé a celui de sa cible attendue R, — .
Commencons avec I'expression pour 7; dans (2.2). L’indépendance des impulsions trans-
forme tous ces paramétres aléatoires en constantes et réduit les valeurs successives (pour
i=n—1,n-2,...,2,1,0) a

o B[R] BP0 ()
"N T E[(R,—r)[Ha]  E®2(E)’

(2.20)

32



n—1
E*®;41(€i41)
T, = 1 — T —_— (221)
(-5 e
n—1
E2® (&)

o= (1= 7o | — 2/ 2.22
’ ( 2 > B (e, 222)
L’espérance dans (2.13) pour )\, peut étre retirée dans la classe IMMI ; les pondérations

optimales wy, associées au titre risqué dans (2.3) se réduisent maintenant a
wp=—\|14+r)+ = : 2.23
<( ) 2(1 + )1 (1 + Ri)> U1 EDE(6x) (228)

Le lecteur remarquera que, bien que certaines simplifications aient été obtenues pour les

paramétres de définition dans (2.2), (2.3) et (2.13) en utilisant la classe générale IMMI,
le. nombre de paramétres & estimer demeure trop élevé pour les besoins pratiques. La

sous-classe SIMMI définie dans ce qui suit corrigera cette lacune.

Exemple 2.3.2 Lorsque le bruit catalyseur de la classe IMMI prend la forme {®(&) :
k > 1}, avec une seule fonction ® et une suite {& : k > 1} que I’on suppose a présent étre
non seulement indépendante, mais également identiquement distribuée, nous obtenons
ce que nous appellerons une classe IMMI stationnaire (en abrégé, la classe SIMMI ).
(Attention, la suite des primes de risque {Ry — r : k > 1} ne formera pas, en général,
un processus stochastique stationnaire, mais seulement la suite des impulsions de marché
{®(&,) : k > 1} présentera cette propriété puisqu’elle y est intrinséquement construite).
En raison de ces restrictions, les paramétres {r; : 1 = 0,1,...,n — 1} apparaissant dans
(2.2) forment maintenant les premiers termes d’une progression géométrique. Si nous
notons
B2 (&)

P=Tn-1= W; (2.24)

nous avons clairement 7,_s = p (1 — p) et, de fagon plus générale,
r=p(1—p" " fori=0,1,2,...,n— 1. (2.25)

De plus, 'expression (2.13) devient
1+7r)"—(1+¢)
1—(1—p)
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II s’ensuit qu’avec une sélection issue de la classe SIMMI , & l'instant k — 1 précédant le
réinvestissement, les deux paramétres \i, et 7, sont des fonctions completement connues
de 'unique paramétre inconnu p € [0, 1] qui doit étre estimé par une certaine fonction p;,
tirée des données {c,r, Ry, ..., Rig_1}. Par exemple, nous pourrions choisir l'estimateur
du moment (asymptotiquement sans biais) donné & I'instant n par
5 ELeE)r
n i 92 (&)

Les pondérations optimales du portefeuille wy peuvent maintenant s’écrire sous la forme

_ A )
Wi = ((1 + T‘) + 2(1 + r)n—kHi?z—ll(l + ]’%1)) U, E® (51); (2.27)

une fonction connue de p, E® (&;) et Uy_y. Le calcul des pondérations optimales peut
par conséquent s’accomplir explicitement avec Pestimation de seulement deux parameétres
soit p et B® (&), une fois que les véritables signaux du marché {¥; : j < k}, pour tous
les instants précédents, ont été extraits des données perturbées {R; : j < k}. De plus
amples informations se retrouvent dans les cas spéciaux ci-dessous. Une autre particu-
larité intéressante de la classe SIMMI est que I’hétéroscédacité y demeure intégrée, tout
comme la classe plus large IMMI, bien que les impulsions du marché soient clairement
homoscédastiques dans la classe SIMMI . L’explication tient au fait que la nature multi-

plicative de (2.18) rend la variance de R, non constante dans tous les cas, sauf pour les

exemples les plus triviaux tels que le modéle de Cox-Rubinstein que nous verrons bientot.

Nous sommes & présent en mesure d’étudier un certain nombre de modeles provenant de
la classe SIMMI, possédant les trois propriétés désirées énoncées au début de la présente

section.

Exemple 2.3.3 Le modéle de Cox-Rubinstein appartient a la classe SIMMI . En effet,
prenons simplement ®(&,) = p — 1 + oy, (avec E& = 0 et E¢Z = 1) et Uy, identiquement
égal & un, pour toutes les valeurs k > 0. Le modéle de Cox-Rubinstein est décrit par

R, —r = p— 1+ 0&,, les primes de risque elles-mémes étant maintenant indépendantes
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et identiquement distribuées d’un instant & l'autre. La solution optimale est toujours

donnée par (2.23), avec (2.24), (2.25) et (2.26), mais (2.23) se réduit a

An w—=r
2 (147" (14 Bi) ) (02 + (k- r)?)

wg=—|Q+7r)+ (2.28)

avec p = (u—1)? /(6> + (u —1)?). L'estimation des paramétres se limite ici & celle des

premier et deuxiéme moments u et o2 puisque ¥y, est connu. Des estimateurs sans biais
sont obtenus rapidement : prendre simplement la moyenne et la variance échantillonnales
pour les observations R, jusqu’a linstant actuel. Cet exemple met également de 'avant
une autre propriété intéressante de la classe SIMMI, notamment du fait qu’elle inclut
également des modéles linéaires et non multiplicatifs par I'incorporation d’une certaine

modélisation du marché & intérieur du bruit, ce qui rend la classe encore plus riche.

Exemple 2.3.4 Soulignons que tous les modéles classiques et décentrés ARCH(p,q),
MARCH(p,q), de méme que les modéles GARCH(p,q) tels que &, forment des variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées, appartiennent eux aussi a la classe
SIMMI. En effet, selon Guégan [11] (chapitre 5), les modéles GARCH(p,q) peuvent étre
écrits sous la forme (2.18), ol chaque impulsion de marché &, obéit a une distribution

normale N(u — r,0%) (out ®(§) = &), et ot les signaux du marché prennent la forme
U,,_1 = v/hn_1 ol la structure
q p
hp_1 = Qg + Zizl Oéi(Rn_i — 'r)z + Zj:l ﬁjhn_j (229)
requiert ag >0, a; >0, 5; > 0,g>0et p=>0.
Les modéles ARCH(p,q) sont simplement ceux dont §; = 0. D’autre part, les modéles

MARCH(p,q) prennent exactement la forme (3.1) lorsque &, suit une distribution normale

standard N(0,1) (ici encore ®(¢) =¢) et W,_1 = y/hn_1 est maintenant donné par

rr =0 [T, @0 T1, oy =) (2.30)

j=1
a condition que les zéros des polynémes 1 —ayz — ... —aqz? et 1= Bz —. .. — BpaP soient

tous plus grands que 1 et distincts afin d’éviter I'explosion en temps fini. Les modéles
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classiques GARCH(p,q) et MARCH(p,q) correspondent au cas ou p = 7. La condition

[ [10] > 0 dans le lemme 2.2.3 est équivalente au cas p > .

I est important de noter que tous les modéles MARCH(p,q) sont stationnaires au sens
large, ce qui rend parfois irréaliste leur utilisation avec des données de primes de risque.
Les modéles GARCH(p,q) subissant le méme sort sont identifiés dans Bollerslev [2].
Dans les deux cas, I’estimation statistique des paramétres a fait l'objet de nombreuses
recherches. Le lecteur trouvera des solutions explicites pour le modéle GARCH(p,q) clas-
sique dans Guégan [11] (chapitre 5) et pour le modele MARCH(p,q) classique dans Bro-
ckwell et Davis [4] (chapitre 8), lorsque nous remarquons (pour cette derniére collection)
que log(R,, — r)? est en fait un modéle ARMA(p,q) classique avec bruit non-gaussien,

dés l’instant ol nous supposons que R,, — r suit un modéle MARCH(p,q).

Les deux exemples suivants ont pour but de comparer, par le biais de simulations, la
précision numérique ainsi que le temps réel de calcul de la solution optimale pour deux

modeles couramment utilisés en mathématiques financieres.

Exemple 2.3.5 Soit {S;,j = 1...k} P'ensemble des états possibles, X° une variable
aléatoire donnée de distribution P(X°=S;) = pf, {X[*:n2>1,i=1,...,k} des va-

riables aléatoires indépendantes de distribution stationnaire P (X} = S;) = py.

Ainsi {R; —r,j = 1...n} suit un modeéle de chaines de Markov stationnaires avec comme
états possibles {S;,j = 1...k} signifie que {R; —r,j = 1...n} satisfait
Ro —-Tr = XO

k
Ro—r = ) X'Ti(Ro1—7).

otl la fonction I; (u) est égale a1 si u = S; et 0 autrement.

En posant

U1 = (\I’nj)le avec U,y = I; (Rp—1 — )
O, = (ny)t, avec Bpj = X7

J
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nous obtenons

Rn—T'= @n.\pn_l.

en dénotant par e le produit scalaire dans R*.

Ce qui nous permet de constater que ce modéle n’appartient pas a la classe IMMI mais
pourrait bien appartenir & une classe encore plus large, soit la version vectorielle (ou
méme matricielle) de la classe IMMI. Le modele est en fait une superposition de modeles

SIMMI.

Le programme Maple 6 en annexe A fournit la stratégie optimale au probléme de moyenne-
variance multipériodique avec paramétres, ¢ le rendement global espéré du portefeuille de
Pinvestisseur, r le taux d’intérét périodique, n le nombre de périodes, k le nombre d’états,
S la matrice des états, P la matrice de transition [p; ] ey L0 le vecteur de distribution
initiale [pi]f_, et RM les valeurs {R; —

—r,j=1...n} simulées.

0,05

3or (taux d’intérét de 5% composé quo-

Par exemple, soit n le nombre de jours, r =
tidiennement), ¢ = (1+ %gs ) — 1 (rendement annuel de 6% composé quotidiennement

calculé sur n jours), k =

_ rolr o1
s = [ 365 365 ] )
_ [ 4 3
Po = [7 7],
_[0,7 0,3
Po= [ 0,4 0,6 }
remarquons d’abord que pour tout j = 1.
0,086 - _ 0,17
S S Rja—r=5g
E(R] — T‘lHj..l) = >0
0,002 _ ol
g S LT =—gg
0,016464 . 0,17
sesz - S1 -7 =3
VAR( - ’I"‘HJ 1) =
S i R, -
Observons également que E (R; —r) = %gss et VAR(R; — 1) = 0&%;%2,

Les tableaux 2.1, 2.2 et 2.3 représentent les principales caractéristiques obtenues a partir

de 200 simulations pour chacun des horizons n = 30, n = 90 et n = 180.
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Tableau 2.1 — Principales caractéristiques de la stratégie optimale sur un horizon de 30
jours obtenues & partir de 200 simulations markoviennes

Caractéristiques Valeurs
Rendement global désiré c 0,004943279454
Moyenne du rendement global 0,004937887242
Variance du rendement global 0,101021453610 x 107
Rendement annuel moyen (composé quotidiennement) 0,059934706561
Temps moyen de calcul d’une stratégie (secondes) 2,79

Tableau 2.2 — Principales caractéristiques de la stratégie optimale sur un horizon de 90
jours obtenues a partir de 200 simulations markoviennes

Caractéristiques Valeurs
Rendement global désiré ¢ 0,014903267192
Moyenne du rendement global 0,014903294158
Variance du rendement global 0,371719591910 x 10715
Rendement annuel moyen (composé quotidiennement) 0,060000107774
Temps moyen de calcul d’une stratégie (secondes) 8,95

Tableau 2.3 — Principales caractéristiques de la stratégie optimale sur un horizon de 180
jours obtenues & partir de 200 simulations markoviennes

Caractéristiques Valeurs
Rendement global désiré ¢ 0,030028641757
Moyenne du rendement global 0,030028641758
Variance du rendement global 0, 135582624510 x 10727
Rendement annuel moyen (composé quotidiennement) 0, 060000000001
Temps moyen de calcul d’une stratégie (secondes) 20,78

Exemple 2.3.6 Soit {S;,i=1...k} I'ensemble des états possibles et des variables
{Xr:n>1,i=1,...,k} aléatoires indépendantes de distribution stationnaire P (X]* = ;)

= p; indépendantes de 1.

Ainsi {R; —r,j = 1...n} suit un modéle multinomial avec comme états possibles
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Sik,z' = 1...k} en nous basant sur la démarche de ’exemple précédent nous obtenons
p

R,—r = X"
= &,el.

Par conséquent ce modéle appartient a la classe SIMMI
P(Rj - T = Si")‘fj_.l) = ]P)(RJ —Tr = SZ) =Di.

Le programme Maple 6 en annexe B fournit la stratégie optimale au probleme de moyenne-
variance multipériodique avec paramétres, ¢ le rendement global espéré du portefeuille
de l'investisseur, r le taux d’intérét périodique, n le nombre de périodes, k le nombre
d’états, S la matrice des états, Po la matrice de distribution [pi]f___l et RM les valeurs

{R;j —r,j=1...n} simulées.

Par exemple, soit n le nombre de jours, r = 995 (taux d’intérét de 5% composé quoti-
365

diennement), ¢ = (1 + 22)" — 1 (rendement annuel de 6% composé quotidiennement) ,

k=2,

s - (% %),
Po = [44]

remarquons que pour tout j =1...n,

0,05
]E(RJ —T‘ijl) eSS ]E(R] —’I“) = —36—5 >0
0,0192
VAR (Rj - ’l“lHj_l) = VAR (Rj - 7‘) = 3652 .

Les tableaux 2.4, 2.5 et 2.6 représentent les principales caractéristiques obtenues a partir

de 1000 simulations pour chacun des horizons n = 30, n = 90 et n = 180.
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Tableau 2.4 — Principales caractéristiques de la stratégie optimale sur un horizon de 30
jours obtenues & partir de 1000 simulations binomiales

Caractéristiques Valeurs
Rendement global désiré c 0,004943279454
Moyenne du rendement global 0,004944582121
Variance du rendement global 0,599072752710 x 1078
Rendement annuel moyen (composé quotidiennement) 0,060015773736
Temps moyen de calcul d’une stratégie (secondes) 0,14

Tableau 2.5 — Principales caractéristiques de la stratégie optimale sur un horizon de 90
jours obtenues & partir de 1000 simulations binomiales

Caractéristiques Valeurs
Rendement global désiré c 0,014903267192
Moyenne du rendement global 0,014903288190
Variance du rendement global 0,382160534110 x 10713
Rendement annuel moyen (composé quotidiennement) 0,060000083921
Temps moyen de calcul d’une stratégie (secondes) 0,41

Tableau 2.6 — Principales caractéristiques de la stratégie optimale sur un horizon de 180
jours obtenues & partir de 1000 simulations binomiales

Caractéristiques Valeurs
Rendement global désiré ¢ 0,030028641757
Moyenne du rendement global 0,030028641758
Variance du rendement global 0,311035740510 x 10722
Rendement annuel moyen (composé quotidiennement) 0, 060000000002
Temps moyen de calcul d’une stratégie (secondes) 0,99

Nous remarquons que les deux modeles affichent des résultats numériques comparables
mais que le temps nécessaire pour le calcul d’une stratégie est en moyenne environ 20 fois

supérieur dans le modeéle markovien & deux états, comparativement au modele binomial.
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CHAPITRE 3

PROBLEME DE
MOYENNE-VARIANCE
EN TEMPS CONTINU

Dans ce chapitre, nous proposons dans un premier temps une modélisation du porte-
feuille d'un investisseur sous la forme d’une équation différentielle stochastique (EDS). La
modélisation de la prime de risque retenue, sous-jacente a la constitution d’un portefeuille,
s’inspire des modeles SIMMI rencontrés au chapitre précédent. Enfin, nous résolvons le
probleme d’optimisation de moyenne-variance associé au portefeuille en suivant deux

approches distinctes, soit 'approche martingale et ’approche par contrdle stochastique.

3.1 Contexte en temps continu

Soit P; le prix unitaire d’'un titre risqué au temps ¢, B; le prix unitaire d’un titre sans
risque au temps t , w; la proportion du portefeuille autofinancé alloué au titre risqué au

temps t et Z; le rendement global du portefeuille au temps ¢. Z; est gouverné par ’EDS

suivante :

A7, dP, dB,
L N L NI € TR e 1
7, ~ g tl-wg (3.1)

dP, dB,\ dB,
_ _ @B\ | aby 2
we ( P, B, ) ) (3:2)
ol ZO = 1.
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Supposons que B; croit & un taux d’intérét continu r; dont I’équation associée est :

aB
Et—t" = ?”tdt.

Compte tenu des nombreuses propriétés que recelent les modeles SIMMI en contexte
multipériodique, propriétés telles que vues & la section du chapitre précédent, nous pri-
vilégions la transposition en temps continu de cette modélisation de la prime de risque :

dP, dB,
=t - dd,. .
5~ = W (3.3)

Ainsi, U, représente en quelque sorte le portrait que se fait I'investisseur de la prime de
risque et ®; représente, sous la forme de la solution d’une EDS bien choisie, le phénomene
de distorsion aléatoire associé & cette image. Il s’agit d’une généralisation du traitement

offert par Richardson [33] qui traite le cas U; identiquement égal a 1.

Plusieurs choix d’EDS étant envisageables, nous optons pour une forme suffisamment
générale : supposons que {a;} et {b;} sont des processus adaptés a la filtration engendrée
par le brownien donné et que le terme de droite de (3.4) est bien défini comme semimar-

tingale localement de carré intégrable (voir Métivier et Pellaumail [27]), nous posons

dq)t = atdt + btdw/t . (34)
Alors (3.1) peut se réécrire sous la forme

dZt = wt\I/tth@t -+ Tttht
= wt\I’tZt (atdt + btdW/t) + ’I"ttht
= (Tt + wtat\Ift) tht + wtbt\IftthW} (35)

ou ZO = 1.

Le choix de (3.4) permet d’employer des modeles populaires en milieu financier, par
exemple si U; = 1, a; = s — 14 et by = oy, nous retrouvons le modele usuel de Black-

Scholes. Un autre exemple satisfaisant (3.4) consiste & faire appel aux récentes construc-
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tions de processus GARCH en temps continu ; nous invitons le lecteur intéressé & consulter

Nelson [30] et Corradi [6].

Les définitions et les résultats qui suivent ont pour but de nous fournir un contexte
de travail qui reflétera les hypotheéses de base courantes rencontrées dans le domaine

financier.

Tout d’abord, désignons par F; la o-algébre engendrée par le mouvement brownien

{W,:0 < s <t} et augmentée des ensembles de mesure nulle.

Nous disons qu’un processus stochastique X est progressivement mesurable par rapport
4 la filtration brownienne {F; : 0 <t < T} si pour tout ¢ et pour tout borélien B €
B(R), ensemble {(s,w):0< s <t,we X, (w) € B} appartient a la o-algebre pro-
duit B ([0,t]) ® F.

Nous disons que w; est une opportunité d’arbitrage si le processus de richesse associé X’

satisfait

P(X¢=0) = 1

P(X3>0) > 0.

Théoréme 3.1.1 (i) Si un modéle de marché est sans arbitrage, il existe un processus
6:0,T] x Q — R progressivement mesurable appelé le processus du prix du marché de

risque («risk market-price») tel que
ay = btet; 0 S t S T p.S.

ii) Réciproquement, si un tel processus 0 existe et s’il satisfait, en plus des conditions
proq )

citées ci-dessus, .
/ 62dt < oo, p.s (3.6)
0 B

et
E [e(*foTthWt—% ngfdt)] =1 (3.7)

alors le marché est sans arbitrage.
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Démonstration : Voir Karatzas et Shreve [18] a
Proposition 3.1.2 (Novikov) Si E [e"%fc;f ot dt} < oo alors (3.6) et (3.7) sont vérifiées.

Démonstration : Voir Karatzas et Shreve [18] 0

Pour la suite de ce chapitre, nous nous limitons a la classe des modeles sans

arbitrage.

Notre objectif est de résoudre le probléeme d’optimisation suivant : trouver un portefeuille
w; qui minimise la variance du rendement terminal VAR (Z7) sous la contrainte I (Z7) =
1 + ¢. Dans les prochaines sections nous explorons deux approches de résolution de ce

probleme.

3.2 Résolution par ’approche martingale

Nous commencons par résoudre le probléme dans un cadre général par ’approche martin-
gale. L’idée est attribuable aux travaux originaux de Harrison et Kreps [13] et Harisson
et Pliska [14][15]. 11 s’agit de décomposer le probléme d’optimisation en deux parties.
La premiére étape consiste & exploiter la théorie de la représentation des martingales
de carré intégrable pour s’assurer de lexistence d’une stratégie simulant le rendement
d’un portefeuille donné. La deuxiéme étape se résume simplement & résoudre, par la
méthode usuelle des lagrangiens, un probleme d’optimisation statique dont la variable

est le rendement du portefeuille en question.

Désignons par H; le processus de densité neutre au risque («state price-density») défini

par

H,=e JErads—1L [t 62ds— [} 0.dW,

qui est bien défini sous ’hypothése de Novikov énoncée & la proposition 3.1.2, une hy-

pothése que nous formulons dans tout le reste du chapitre.
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Proposition 3.2.1 Soit ¢ une variable aléatoire Fr-mesurable telle que E (H2£%) < oo.
Sous la condition E (Hr€) = 1, il existe une stratégie w; atteignant le rendement global
Zp = € face au marché défini par ’équation (3.5). De plus le rendement global a chaque

instant t est donné par

7= B [Hrt|7]. (3.8)

t
Démonstration : Soit la martingale continue

Mt:]E(HTé.l]:‘t)7 OStST>

la continuité découlant du fait que F; est engendrée par un mouvement brownien. D’apres

l'inégalité de Jensen M2 = E? (Hpé|F,) < E(HZE2|F,) ainsi E (M?) < E(HZE?) < oo.

Puisque M = M, — 1 est une martingale de carré intégrable telle que Mg = 0, selon le
théoréme de représentation des martingales (voir Karatzas et Shreve [17]), il existe un

processus progressivement mesurable ¢y, 0 < ¢t < T, & valeurs réelles, tel que

T
/ 2du < 00, p.S.
0

et
t
Mt:1+/ 0udW,, 05t<T
0

alors

dM; = @;dW;, 0<t<T.

Définissons un processus Z; par

1 1

7= 1 (Ho W) = M= B () = o (14 [ i)

dH, = —H, (rdt + 0dW;) .
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D’apres la formule d’It6 (voir Lamberton-Lapeyre [21]),

1 1 1 1
d{ =M ) = —dM;+ Md +d M,
(Ht t> O <Ht> <Ht t>t
1
— e dW; + My [H ((re+67) dt + etth)}

9,
H“Of

6,
dt
H, - Pt

= I:——Mt (Tt + 02) -+ :| dt + — ((Pt + Mtet) dm

1 1
= —M, 62} + — 0,0, | dt M, 0, | d
2 tl:('rt‘l‘ t)-i-Mt t(Pt} +Ht t(Mt+ t) Wi

Ainsi, en posant

©r ay P ay
=1 1 3.9
e [ + QtMJ b2, { + HthZt] 2T, (3:9)
Z, = —P}—tlE (Hré|F,) satisfait la condition (3.5) et bien évidemment Z7 = &, O

Remarque 3.2.2 Si dans la proposition précédente nous exigeons de plus que § > 0,
alors Z, > 0 pour tout t; ce qui signifie 'existence d’une stratégie dans un contexte ou

nous désirons éviter a tout moment la ruine de l'investisseur.

Proposition 3.2.3 Supposons que E (Hf}) < oo. Sous les contraintes E (HrZr) = 1 et
E(Z7) = 1 + c il existe un portefeuille w; qui minimise la variance VAR (Z1) et cette

variance minimale est donnée par

VAR (Z7) = ( -1+ c)>2 B (Hr) (3.10)

E (Hr) VAR (Hr)

Démonstration : Trouvons tout d’abord le rendement global terminal Z; qui minimise
la variance VAR (Z7) sous les contraintes E (HrZr) = 1 et E(Z7) = 1+c. Il suffit méme
de minimiser E (Z2) sous les contraintes E (HrZr) = 1 et E(Z7) = 1 4+ c. D’apres la

théorie des multiplicateurs de Lagrange, nous devons minimiser la fonctionnelle suivante :

E (Z3) + ar (E (HpZr) — 1) + pr (E(Zr) — (1 +¢))
= [E [Z% + ar (HTZT - 1) + /BT (ZT - (1 + C))]
= E[Z2+ (arHr + Br) Zr — Br — ar (1 +¢)]
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cette forme quadratique atteignant son minimum a

1
Zr = 3 (arHr + Br) .

Or, Zr doit satisfaire les contraintes suivantes E (HrZr) = 1 et E(Zr) = 1+ ¢, ce qui

entraine que
1
-—-5 (O[TE (H%) + ,BTE (HT)) =1
1
) (arE (Hr) + fr) = l+c

Ce systéme linéaire de deux équations & deux inconnues a pour solution

1—(1+¢)E(Hr)

aT=—2

VAR (Hr)
o = o+ AE(H:) —E(Hy)
o VAR (Hr)
et la richesse finale est donc
Zr = “';‘ (arHr + Br)
= V—'-—ARl(HT) [(1— (14 ¢)E(Hy)) Hr + (1 +¢)E (H2) —E(Hr))] . (3.11)

D’autre part, puisque E (H#) < oo cela entraine que E (H2.Z2) < co.

Ainsi, d’apres la proposition 3.2.1, il existe une stratégie w; définie par (3.9) avec rende-

ment global terminal Zrp.

Enfin, nous allons déduire une expression de la variance terminale. Notons que
1
VAR (ZT) = VAR [—5 (CYTHT + ,BT)]

_ zliagvm (Hr)

_ 2 {4(1 — (1+ o) E(Hp))’

4 VAR? (Hp)

(1-(1+)E (Hy))®
VAR (Hr)

B 1 > E?(Hy)
B (E(HT) - (1+C)> VAR (ng)'

VAR (Hr)
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Corollaire 3.2.4 Sous les conditions de la proposition 3.2.3 et si les coefficients de
marché 1, a; et by sont constants, alors le processus de rendement Z, associé au por-

tefeuille optimal w; est donné par

_ AT\ ri-2eti—aw, AT
Ly = (1 + 26"T> etT3 ~ 5D

eTT_(l-'_C) T
/\T=2{_1_—,3—TT——6 }

et la variance minimale VAR (Zr) est donnée par

VAR (Z7) = (€T — (1+¢)) [i—:ﬁ -~ 1} .

2
Démonstration : Tout d’abord, rappelons que M; = e~ 7t 2"t (olt W} est un mouve-

ment brownien standard) est une martingale (voir Lamberton-Lapeyre [21]), alors

E(Hr|%) = E[e""T_%ezT”OW”ﬂ]

_ _lgap_
= TR [e lo2r 9WT|E]

o TT—50%t—0W;

et, de plus

E (Hz|F:)

il

E [ e—2rT—02T—29WT| 7 ]
— —027—
— TR [e 02T zele}—t]
2
_ o UTHOTR [e_§(29) T-20Wr | 7, ]
e—2rT+92T—§(29)2t-29Wt

e~2rT—|—92(T—2t)—29Wt

Par la propriété télescopique nous déduisons que

E(Hy) = e'F

E ( H% ) — o 2T+6T
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et

VAR (Hr) = E(H7)-E*(Hr)

— 2 —
e 2rT4-64T _ e 2rT

— 2 _p2
— e 2rT+6T<1___e OT).

Remarquons que
1 Tt 307 tHOWe

HNVAR (Hy) e 2T+0T (1 — ¢=0°T)
et
(1 - (]- + C) E (HT)) ]E (H%lft) = (1 _ (1 + C) 6—TT> e_er+62(T_2t)—29Wt

et

(1+ QB (H) ~E(HD)E(HrlF) = ((1+¢)e T — o7 o 4o

= ((]_ + C) e—TT+92T _ 1) e—2rT—%92t—9Wt.

Apres les simplifications de 1’expression du rendement optimal donné par (3.8) et (3.11),

nous trouvons

1
Zy = VAR (Hr) [(1- (14 ) E(Hr))E (H}|F)]
1
+m [((1+ o) E (H}) — E (Hr)) E (Hr|F))]
_1-(1+¢ e’ r—30%—ow, , (1+¢) e T THT ] rt—02T
T T i—eer ¢ T
_ e’ — (};TC) e T(T—)—56%—6We (I+¢) —MBZT_GZT o—(T—1)
1—e 1 — e80T
erT_ 1+e¢ (Tt — 3% 1+c¢ ——e'f‘T . (T
_ - _6(—92T )e (T—t)—26% 9Wt_,_ <( 1_2_92T +e T) (T t).

Et en posant Ay = 2 [%ﬁ - erT} nous obtenons

Z, = < T 4+ >\_T ) e—r(T—t)—ge%—eWt _ _{‘Z e (T-1)

2 2
_ Ar rt—202t—0W; Ar
- (1 + 267‘T> € 2 - zer(T—t)'
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Enfin la variance optimale (3.9) se réduit a

B 1 > E?(Hy)
VAR (Z7) = (--——E (HT)—(1+C)> VAR (Fy)
1

2 27T
= <e—rT -1+ c)> e—2rT+0°T (1— e-eZT)
o= 02T

= (eT‘T (1 + C 1 —92T
(

et —(1+c)) (1_6—92T )

Corollaire 3.2.5 Sous les conditions de la proposition 3.2.3 et si les coefficients de

marché ry, a; et b, sont constants, le portefeuille optimal w; est donné par

>\T a
- (1 .
wr ( + 2er(T-) Zy > b2 U,

Démonstration : Rappelons que la stratégie optimale est donnée par (3.9) ol ¢; est tel

que

th = (;Otthy OStST

My, = 1.
Puisque

Mt = HtZt

__—rT—-16%t—0W, Ar rT—362t—6W, AT
= e 2 ¢ <<1+ 2 rT) et T2 t_ 26r(T—t)>

Ar —20%t—20W; Ar —rT—102t—6W;
1+ —= - —= 2
zerT € ) € )

d’apres le lemme d’'Tt6, M; = f (¢, W;) doit satisfaire
dM; = fi(t, W)dt + fi, (¢, We)dWe + thWt (t, Wy)d (W, We)

- [f;<t,m> 2 m>] dt+ iy, (&, Wo)dWi.
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Or, nous observons

ft,(ta Wt)

Fiw, (6, W2)

Fvow, (t, We)

Ainsi, nous déduisons

dM,

et posons

Donc (3.9) devient

Wt

(-
(2
w {
(-
6° [4 <1

e

‘

T
2erT

erT
—202t 20W't 29)

+2rT

>‘T 2,
+ o 207t=20Ws _

2eT T

+ 2>‘T ) o~ 20°t—20W, _

) —26%t— 20Wt 202) .

) —2602t—20W; _

_.9H2
)62915 20Wi

) e‘202t_29W* (402) _

1
>‘7T o TT—30°t—0W, <_§ 6’2>

Ar oI~ 36%—0W
2

’\T o~ TT—36%t—6W &)

ﬁe—rT—ée%—eWt

2

)\T T lp2y

—e T 5915 oWy (62)
2

>‘_Te~rT—%02t—9Wt

2 .

26

ﬁ ~rT—%92t—9Wt} dwft

AT
-0 (HtZt + (1 + : TT> 6—292t—29Wt> AW,

o =—0 | HyZy + [ 1+ AT o~ 20%t—20W: |
2eT

Ie
{1_
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Pt a
OH,Z, | b>0,
H,Z, + (1 + 223“ ) —20%-20W: |
HtZt bQ\I/t
—202t—20W;
1+ ATT c a
2er H:Z; b2,
- Ar o —20%t—~20W; a
2erT | o—rt—30%t—0W: 7, b2,
rt—362t—W,
QeTT Zt bQ‘Ift




L - __(1+ /\T>(Zt+27r>(\%:ﬁ') a
‘ 20T ) (1+ 2%) Z, | b0

i A
. Zt + 261'(’.;:—1‘.5 :| a

I Zy b2,

A a
- (1 + 267(T_t)Zt> bz\I[t.

3.3 Résolution par controéle stochastique

Dans la section précédente, approche moderne de la théorie de la représentation des
martingales par des intégrales stochastiques a permis de garantir dans un cadre tres
général 'existence d'une stratégie qui atteint la cible E(Z7) = 1 + ¢ tout en minimisant
la variance VAR(Zr). Dans cette section, nous offrons une autre approche au probleme en
trouvant directement la stratégie optimale dans le cas ot les coefficients de marché ry, p;
et o} sont constants, en ramenant le probléme d’optimisation stochastique a un probleme
d’optimisation déterministe d’une équation aux dérivées partielles. En fait, cette approche
exploite de facon implicite le théoréme de Feynman-Kac. Nous reconnaissons Merton [25]

comme le précurseur de cette méthode de résolution du probleme d’optimisation.

Dans ce qui suit nous exposons les définitions et les résultats usuels rencontrés en théorie

du contréle stochastique.

Considérons une équation différentielle stochastique de la forme :
dX; = p(t, X, us) dt + o (8, Xy, ue) dW; (3.12)

olt us est un processus & valeur dans un fermé U C R, ce processus est dit un processus de
contrdle. Nous supposerons que les coefficients s : [0, T]xRxU — Ret o : [0, T|xRxU —
R sont continus, 4 (.,.,u) et o (.,.,u) € C*([0,T] x R) pour tout u € U. De plus nous
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poserons ’hypothese qu’il existe C' > 0 tel que

e + [pa| < C (3.13)
|og| +]oz| < C (3.14)
lu(t,z,u)l + o ¢ z,u)| < O+l + |ul). (3.15)

Ces conditions de croissance garantissent ’existence d’une solution forte pour ’équation
(3.12) pour tout processus u prévisible et de carré intégrable (voir Métivier et Pellaumail
[27]). Un processus de contréle ug, t € [0,T], progressivement mesurable a valeurs dans
U est dit un «contrdle admissible» si pour toutes valeurs z telles que Xo = z, la solution

X; & I’équation différentielle stochastique (3.12) existe, est unique et vérifie

T
E </ |us|® ds) < oo, pour tout k € N (3.16)
0
EA® ( sup |Xs|k> < oo, pour tout k € N (3.17)
s€[t, T

ot E%® (X (s)) désigne l'espérance du processus X (s) avec condition initiale Xt = .

Soit O C R un ouvert, O sa fermeture et f (¢, z) tel qu'il existe k satisfaisant
If (t,2)] < 0(1+ |x|k) sur [0,T] x O (3.18)

nous introduisons la fonctionnelle J (¢, z,u) = E&* (f (T, X)) dite fonctionnelle de cofit

terminal.

Regardons le probléeme d’optimisation suivant

in J(0 3.19
ugﬁ%&m) (0,2, u) ( )

ol A (t,z) est I'ensemble de tous les contrdles admissibles u tels que (t,z) € [0,7) x O et
X; = x. La fonction V (¢t,z) = infuecapq) J (¢, 2, u), (t,z) € [t,T) x O est dite la fonction
valeur associée au probleme d’optimisation. Soit G € C?([0,T) x O), on définit un

opérateur A* comme suit :

A% (G (t,2)) = Gy (t,) + %02 (t.3,0) Ga (£,7) + 1 (t2,0) Ga (1,0) . (3.20)
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Théoréme 3.3.1 Soit G € C¥2([0,T) x O) N C ([0,T] x O) tel qu'il existe k € N* tel

que
G (t,2)| < C (1 + |x|k> (3.21)
uellf] A* (G (t,z)) = 0, pour tout (t,z) € [0,T) x O (3.22)
G(T,z) = f(T,z), pour tout z € O (3.23)
Alors

(i) G (t,z) < J(t,z,u) pour tout (t,z) € [0,T) x O et u € A(t,z).
(ii) Si pour tout (t,z) € [0,T) x O il existe u* € A(¢,z) tel que

u; € arg {Lnei[I]lA“ (G (s,X7)), pour tout s € [t,T) (3.24)
ou X est le processus associé au contréle u¥, alors on obtient

G(t,z) =V (t,z) = J(t,z,u*).

Démonstration : Voir Korn et Korn [20]. ]

D’apres ’approche lagrangienne, rappelons que nous sommes ramenés a minimiser la

fonctionnelle E [Z2 + A (Zr — (1 + ¢))].

Enfin, cette derniére peut se reformuler en la minimisation de E (ZT -+ ’\—271)2 Ce probleme
d’optimisation peut se résoudre par le biais du controle stochastique. Tout d’abord, nous
identifions I’équation de rendement (3.5) d'un investisseur avec stratégie w; & une équation

différentielle stochastique contrélée de la forme :
42 (8) = (8, 2° (8) ,u (B) dt + o (¢, " (), u (£)) AWV
en posant

U (t) = wt\Ift
p(t,z,u) = (ry + uay) z

o (t,z,u) = ubsx.
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Soit

V(t,z) = ueiAn(f ” J(t, z,u)

la fonction de valeur du probléme de portefeuille. Alors, ’équation aux dérivées partielles

de Hamilton-Jacobi-Bellman correspondante a la forme suivante :

1
11615 §u2bf:c2Vm (t,z) + (re + uas) oV (t,z) + Vi (t,2) =0 (3.25)

et nous devons avoir comme condition terminale

V(T,z):<x+%ql>2.

Si nous nous limitons au cas ol les coefficients de marché r;, a; et b, sont déterministes
et indépendants de t, les conditions (3.13), (3.14) et (3.15) seront satisfaites si nous
choisissons U un intervalle fermé et borné de la forme [aq, ap]. C’est ’hypothese que

nous faisons dans toute la suite de la présente section.

Proposition 3.3.2 Soit Z; un processus de rendement global & I'instant t satisfaisant

la condition (3.5), Ay un nombre réel, U = [a1, o], O = R\ {0} et
2
6lt5) = (o (FOD0 2. tan)
’ 2

ott dom (G) = U x O alors G(t, z) satisfait la condition de croissance polynémiale (3.21)

et les conditions de Hamilton-Jacobi-Bellman (3.22) et (3.23). En particulier

/\T a
“"(“W)ﬁ

est un point d’infimum associé a (3.25).

Démonstration : Tout d’abord, nous vérifions aisément la condition (3.21), car
A 2
e < (o+7F)
/\2
< (HTT> (1+2?).
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) 2
D’autre part, Gy (t,2) = 2 <6_(%(T_t)“T(T_t))> > 0, alors un candidat possible & un

extremum est

azGy (t,z)

2 (%me2Gm (t, a:))
3 <£) Gy (t,x)

b2/ 2Gyy (t, )

2

2 <e“(%(T_t)_T(T_t)>a: + ’\—Te”%(T_t)> e (%( == t))

7)
9 <e_ (-"23 (T—t)—r(T—t)) ) ? . ( b2

<6_(ﬂ;(T_t)_r(T—t)) T+ %T 6—%2-(T—t)>

a
— (G (@-t)—r(T-1)) . <'b_2>

e

—(”‘@?TTT»;) ()

D’autre part, remarquons qu’avec un tel choix de u nous devons nous assurer que la fonc-

tion G (t,) a été préalablement choisie pour satisfaire '’équation aux dérivées partielles

—;—ugb%sz (t,z) + (r + ua) zG, (t,z) + Gt (t, )

la® G2 (t,x)
204 22G2, (t, )

< (2 ) mta: )‘””Gm(t»f”“@t(t,w)
1, Ga(t,2) ( _92M> oG, (t.2) + G (t,)

— 2 0’ Gy (t,T)

2" Gy (t,7) TGy (1, T)
1, Gazn (t l’) 2 G?é (t,x)
29 o (6.2) +rzGy (t,z) — 0 G () + Gy (t,2)

2
——;—HZ—C—;—M—)- + 712Gy (t,z) + Gy (t, ).
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2 2
En effet, en posant L(t,z) = e_(%(T_t)_T(T"t))m + ﬁ%e‘%(T—t) alors

2 Gaz (t,)

0 2
ALA(t, ) <e“(%(T”t)’T(T‘”)>
— -
2
2 s <e_ (%(T—t}—r(T-t)))

2 2 2
—2L(t,x) (e_(%—(T—t)_T(T_t)) (% — 7~> T+ /\Q_Te—%(T*t)%>

+rxGy (8, z) + Gy (8, 2)

%(T—t)—r(m))

—2rzL(t, :c)e_(

62
= 0°L*(t,z) — 2rzL(t, m)e_(T(Tﬁt)_r(T_t))

—(&(r- —r(T— 02 82 92
—2L(t,z) <e (02 (T=t)=r(T t)) <_2_ — Tt) T+ %T_e——z—(T~t)5)

I 2
= L(t,z) 92L(t,x}—2Tme'(97(T—t)—r(T—t)):|

—L(t,z) {e—(g(T—t)-r(T—t)) (92 _ 2T> T+ %T_ 6—§(T—t)92:|

= L(t,z) 92L(t,x)_e‘("?(T'”—’*T*ﬂ)e?x_ﬁéﬂie—%w—t)@z]

= L(t,z) [0*L(t,z) — 6°L(t, z)]
= 0.

Proposition 3.3.3 Soit Z; un processus de rendement global & I'instant t satisfaisant

la condition (3.5) et Ay un nombre réel. Si

/\T a
e (1 * 2eT(T—t)Zt> b2, (3.26)
alors
Ar rt—362t—0W; Ar
Zt = (1 + 267‘T> e 2 — W (327)

est I'unique processus de rendement global associé & la stratégie w;.

Démonstration : En substituant la valeur de (3.26) dans (3.5) nous obtenons ’équation
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suivante :

dZt = <’f‘ + — < GT(T t)Zt> b2‘1ft ) tht

o (16 50 () 2w
= |(r—6% 2 - gl gz, 4 2T | paw, (3.28)
t 2e r(T— t) t 267‘(T—t) t ’

ol Zo = 1. Soit Z; = f(t,Wy) = (1 + 2%) e T—56%—0Ws _ 2er/\$—t)’ alors d’apres le lemme

d’'It6 Z; doit satisfaire

dz fi(t, We)dt + févt (¢, We)dW: + thWt (&, We)d (W, W)

Il

_ {f;@, W)+ 3 m)} 0t + fi, (&, Wi W,

Or, nous avons

AT\ ri-S62-ow, 3 2 Ar
ftl(t,Wt) = <1+2_6—;f>6 T——2~9 —WT

32 32 )\T
T——0>Zt—'é'em—_}‘)‘

f{/Vt (t7 m) =

thWt (t, Wt) -

Ainsi nous déduisons

B 3, 3, A 1 o\
iz, = [((r—- =9 ) 7, - S0 t)> "3 (Zﬁm 02| dt
AT
+ (Zt " -——-—26,,@_0) (—6) W,

A A
— 2 T 2 T
- <(7" — 0%) 2 — oy ) dt — 9 (Zt + —-—Qer(T_t)> W,

Par conséquent, le processus (3.27) satisfait I’équation de rendement (3.28).
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Enfin, nous allons montrer I'unicité de la solution de I’équation (3.28).

Posons

14 52
Vo= gt W) = ST i

Zy + W
alors nous obtenons

g6, W) = T EONHOWE (%02 - r) = (%92 — r) Y:

G (6, W) = el = gy,

Giraw (8, W3) = e Hal g2 = gy,
En utilisant le lemme d’It6, nous déduisons que

1
0¥ =gl R)+ Gl (W) -+ 1, W)W
= (20° —r) Yidt + 0Y:dW,
= Y, ((26* —r) dt + 6dW3) .

Soit Z, une autre solution de (3.28), posons

~ AT
Y; = h(t Vvt) 2 r(T—t)

en utilisant une fois de plus le lemme d’It6, il en découle

~ ~ A1
ay, = dZi+ Ser (= t)rdt

/\T > >\T >‘

2 2 _

r—0) 2~ ! ) dt =0 <Zt+ 2er(T—t>> Wt g
Ar

{
~ 5 A
= ((r—92)zt+(r_92)m> dt—&(Zt+2 T t)> dWi

= X
Z, + w;_t)) ((r — 6%) dt — 6dWW;) .
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Appliquons la régle du produit & la forme Yt}/}t, alors
d (th@) = YV, + VidY; + d <Y, ?>t
~ AT
= Y {(Zt + W) ((’I" — 92) dt — QdI/Vt):I

+Y,Y; ((26% —7) dt + 0dW;) + (0Y%) (-0 (Z + ——AT—D dt

267‘(T-—t)
~ A
=Y KZ} + ——Qer(;f_t)> ((r—6%)dt — 9th)]

) Y, ((26% —7) dt + dW;) — 6°Y, (Z + —A—T—)> dt

+ <Zt + ST

= 0.

_ T
2er (T-t)

Ainsi Y;Y, = C une constante pour tout ¢ en particulier pour ¢ = 0 nous obtenons

-~ ~ A
VoY = Yo(zo+ T)

92 erT
AT
2 e'r'T

~ 1+ 22 ~ A A
YY == ——————26 Z —rn = ]_ ——n
o (Zt + 5;%—‘6) ( ‘T g T oeT

d’ott nous déduisons que Z; = Z;.

= 1+

donc

Remarque 3.3.4 Il est important de noter que I’approche par contréle stochastique per-
met de trouver explicitement une stratégie mais ne garantit pas la positivité du processus

Zy.

A partir des expressions (3.26) et (3.27), nous retrouvons aisément une fois de plus les

résultats des corollaires 3.2.4 et 3.2.5.

Pour conclure ce chapitre, nous établissons les contreparties en temps continu des pro-
positions, théoréme et corollaire rencontrés en contexte multipériodique dans le chapitre
précédent. Rappellons encore une fois que le modeéle de marché considéré ici est celui

donné par I’équation (3.5).
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Proposition 3.3.5 Soit A\r un nombre réel et (3.27) le processus de rendement global

associé a la stratégie (3.26), alors

2
E (ZT) 27"T 60?7 + >\4 (1 o e—GzT) )

Démonstration : Observons tout d’abord les simplifications

A 52 Ik
B() - B[(1s %) er-teron 2]

_ (1 + Ar ) TR, ( 6——392T—-20WT> —Ap (1 + Ar > TR (6—%92T—9WT) i &

2erT 2eT 4
A\’ A 2
_ <1 n : TT) rT—6°T <6—292T—~29WT) g (1 n ; TT> T, (e—%T-—GWT>
er er
)\2
e

ﬂz \ .
Notons que M, = e~ Tt " (ol W; est un mouvement brownien standard) est une

martingale (voir Lamberton-Lapeyre [21]), et donc E (M;) = E (M) = 1, d’olt
A \* At N
2\ _ T 2rT—6%T rT—62T T
E(2%) = (1+26TT> e — A1 <1+2 T)e +7

Ar )‘2 2rT—62T >‘2 rT—62T A%’
= <1+F+4QTT>6 - >\ +2rT € +Z

2rT—62T rT—62T A%‘ —02T rT—62T )\%“ —62T A%‘
e + Are + —e — Are — —=e +—

4 2 4
2 2
_ arer AT _—g2T | AT
= e 1 e + 1
_ 2T-0T 1\52: (1 _ 6~92T> _

Proposition 3.3.6 Soit Ay un nombre réel et (3.27) le processus de rendement global
du portefeuille P associé a la stratégie (3.26) et Z2 le rendement global d’un autre

portefeuille @) satisfaisant 1’équation (3.5) et tel que E (HTZg ) =1 alors

E (Zﬁzj‘?) <1 + 223;) 2 T—6T _ A2T E (7).
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Démonstration : Nous avons

K <Z£Zg> = E [((1 + );fT> erT—%WT—GWT _ 2‘;) chgjl

- 1+ L)2 B (1370 29) - B (27)

- (14 o) =0T (oS- 79) - g (29)
- (g ) e ess) - 2 (28)

= (1 + 2:;@) 2 T0T _ A2T E(28).

Théoréeme 3.3.7 Sous la contrainte E (Zr) = 14 c et E(HpZr) =1, les pondérations
(3.26) en posant

eTT—(1+C) rT

minimisent la variance globale du rendement VAR (Zr) et cette variance est donnée par
- 2 1
VAR (Zr) = (¢ = (1+0)) {1‘:‘6_% - 1} :

Démonstration : D’abord, nous allons nous assurer que suivant la stratégie w; =

_ (1 + ﬁ(:%m) (bz\p ) les contraintes E (HrZr) =1 et E(Z7) = 14 c sont respectées

]E(HTZT) = E(e_TT_§T_9WTZT>

A 3 A
—rT——T—GW T rT—202T—0W- T
(s (v ) emtem - )

E

_ —92T—29WT _Ar <_£T_9WT>
(1 ) ) 26TT]E ¢’
1.

D’autre part

E(Zr) = <1 + s )IE <eTT_%92T"0WT> _Ar

2erT 2
AT\ TP LY Ar
= <1+§'eﬁ>6 ]E(e 2 T>__§—
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az N . .
puisque M; = e~ Tt+eWe (o1t W, est un mouvement brownien standard) est une martingale

(voir Lamberton-Lapeyre [21]), et donc I (M;) = E (M) = 1, alors

sz - (1 25)erer-2

2erT 2
_ erT—GzT____A?T(l_e-GzT>
rrT
rT—062 € — 1-{-0 r _p2
— 70T _ 1_6(—92T)_6T] <1_66T)

— T _ [e'rT (14 -eT (1 _ 6—02T>]

— T-6°T _ [ orT—0°T _ (1+ C)}

= l+ec
Nous allons maintenant déduire une expression pour la variance VAR (Z7)

VAR (Z7) = E(Z}) - (E(Zr))’

— HT0T 5422 (1 _ 6—02T) 1+ C)z

el —(1+¢ ?
_ T0T [ — 6(—92T ) _ erT:I (1 _ 6—92T> a4+ 0)2

rT _ 2
2 T—0°T | (e — gejTC)) —2¢T (&7 = (1+¢))

+e* T (1 - e“"ZT) — (140

- (7= (+9)" T +2¢'T (1+c¢) — (1+¢)?

1—e T
_ (STT—(l‘*‘C))2 r 2
T T _ T — ("= (1+0)
= (€7-(1+¢)’ [171_953: - 1] : (3.29)

Enfin, pour montrer I'optimalité de la stratégie w;, il suffit de vérifier que pour toute

autre stratégie associée & un portefeuille @ pour lequel nous avons E (Z? ) =1+ c alors
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E(2f2§) = E (2F)". Nous déduisons

E(z28) - (1 + ﬂ) T _ ALy (22)

2erT 2
Ar wT—62T _ AT
= <1+267‘T>e _é—(l-l_ )
— xT-0T | AT Ar < rT—62T (1+c)>
2 T—0°T |

T _ T 4 T _ (1 4 c))

3

— MT-6T | (e (—0T >+erT__(1+c))
(
(

2rT 92T

L _ezT)[ _— —(+9) _eTT}

1— —92T>

27'T 92T

*h-l@fo NI%’ Nl

= E(2F)”.

Corollaire 3.3.8 Soit (3.27) le processus de rendement global du portefeuille P associé

a la stratégie (3.26) avec Ap = 2 [e—;—_T—_;T(;%C)— - erT}, alors pour tout autre portefeuille Q)

tel que le processus de rendement ZtQ satistait £ (HTZQQ ) = 1 nous avons

E(22) - = br (E(2F) - )

. _ C@V(ZQE,Z%')
ou ,BT = ——_—VAR(Z,IE) .

Démonstration : Calculons simplement la covariance
cov (7f,28) = E(7£28) -E(Z})E(27)

- <1 + 2 )eW—"ZT My (28) - 1+ 9E(27)

2¢e” 2
rT— 02 ATT_Z >\T
_ rery Mgrir Mg (70) (149 E (28)
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COV (ijf, Z?) _ T-0T _/}21_“ (erT—GZT _E <chg>> _(1+0E <Z$)

2 T-0T A ( gT-0T _ T L T _ | ( Z?))

2

~(1+9E(29)

G2rT—6°T _ 2‘22 (erT (1 _ 6—92T) IR (qu2> _ erT>

—(1+0)FR (Z;?)
— 2T—0°T _ (erT 1+ C)) T 4 2T (1 _ 6—92T>

i

g2 _g2

T o) (m(7) - o) - 1+ % (29)

-

el — (1+¢)
1 —e 0T

-e7) (8(28) <) - v ()

— (40T <%(}—9:FTQ - eTT) (]E (Z?) — eTT)
~(1+09E(28)

=

d’oll nous obtenons

cov (Zﬁ, Zg?) -

Ainsi, il découle

E (Zj?) S

cov (Zﬁ, Z?)

T ) (o) 7)o (2 () )

- [eri’: SQJFT(;) T +c)] (E(28) - &)
- [erf:e(ia—;c) —e T+ (1+ c)] (]E (Z:?> - 6TT>
(@40 =) | 1] (2 (28) - €7)
(=) om ) (i (29) - )
VAR (ZF)

VAR (ZF)
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CONCLUSION

Nous avons présenté une analyse de moyenne-variance, aussi bien en contexte mul-
tipériodique qu’en temps continu, pour la sélection de portefeuille lorsque le portefeuille
de I'investisseur est composé d'une seule action et d’une seule obligation et que des condi-

tions plutdt générales sont imposées sur ces titres.

Une solution fermée au probléme de moyenne-variance multipériodique a été construite
en utilisant des techniques d’optimisation dans un contexte d’espace L? de méme que des
propriétés de conditionnement de variables aléatoires et de récurrence. L’existence d’une
solution générale au probléeme de moyenne-variance en temps continu a été démontrée
4 aide de la théorie de représentation des martingales de carré intégrable. Dans le cas
de coefficients de marché constants, nous avons déduit une solution explicite aussi bien
par I’approche martingale que par 'approche par controle stochastique. L’avantage des
solutions proposées tient du fait qu’elles sont suffisamment générales pour permettre I'in-
corporation de la dépendance temporelle dans la modélisation du rendement, de méme
que la dépendance avec des variables exogenes, telles que des facteurs économiques qui
renfermeraient la propriété d’améliorer notre capacité & estimer des rendements futurs.
Dans chacun des contextes, multipériodique et continu, un modele d’évaluation des ac-
tifs financiers a été déduit. Nous avons également présenté des modeles pour la prime de
risque. Ces modeles ont été sélectionnés dans le but de satisfaire certains criteres de base,
notamment leur simplicité d’utilisation, leur efficacité numérique et leur interprétation
concrete dans le domaine financier. Plusieurs de ces modeles présentent des résultats

précis en temps réel, méme lorsque lestimation de parametres est requise.
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Les investigations futures pourraient inclure le développement d’une solution dans un
contexte multivarié soit le cas ou le portefeuille de l'investisseur consiste en plusieurs
titres risqués et en un titre sans risque. Nous pourrions également explorer le cas ou
les coefficients de marché sont déterministes sans étre constants, ou méme lorsque ces
coefficients sont stochastiques. Une autre avenue intéressante consisterait a inclure des
contraintes sur le portefeuille, par exemple en interdisant les ventes & découvert. Pour
rendre notre modélisation encore plus réaliste, nous devrions envisager l'incorporation de
cofits de transactions. Enfin, nous pourrions aller jusqu’a remplacer la mesure de risque
symétrique, jusqu'ici symbolisée par la variance, par une mesure asymétrique telle que la
semi-variance ou encore conserver la variance, mais en ajoutant un facteur de pénalisation

lorsque le rendement global du portefeuille & un instant donné s’approche de zéro.
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ANNEXE A

Le texte ci-dessous représente les instructions, dans le langage du progiciel Maple 6,
permettant de générer les simulations de portefeuille associées aux tableaux 2.1, 2.2 et

2.3.

> #k est le nombre d’etats, k>=1;

> #r est le taux PERIODIQUE d’interet sur n periodes, r>0;

> #c est le taux GLOBAL desire sur n periodes, c¢>0;

> #P est la matrice k x k de transition;

> #S est la matrice k x 1 des etats R_i-r;

> #Po est la matrice 1 x k de la distribution des etats initiaux R_O-r;

> #n est le nombre de periodes (iterations), n>=1;

> #RM est la matrice des R_i-r simules par la procedure SIMC

> with(linalg,rowdim);

> with(stats,random) ;

> SIMC:=proc(m::integer,n: :posint)

> global RM;

> #m est la valeur d’initialisation du generateur de nombres aleatoires

> #RM est une simulation de chaine de Markov de longueur n a k etats
avec matrice de transition P ou la distribution initiale est donnee par Po

> k:=rowdim(8);

> randomize(m) ;

> RM:=matrix(1,n+1, [seq(0,i=1..k)]1);
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#tirage de la premiere valeur basee sur la distribution Po

RM[1,1] :=random[empirical[seq(Po[1,1],i=1..k)]1]1(1);

#tirages successifs basee sur la matrice de transition P

for 1 from 1 to n do

i:=1;

while not RM[1,1]=1i do i:=i+1 od;

RM[1,1+1] :=random[empirical [seq(P[i,j],j=1..k)11(1);

od;

for 1 from 1 to n+l do

i:=1;

while not RM[1,1]=i do i:=i+1 od;

RM[1,1]:=S[i,1];

od;

evalm(RM) ;

end:
with(linalg,matrix,vector,innerprod,augment,stackmatrix,row,rowdim);
MVPMC: =proc(r::positive,c::positive,P::’matrix’ (nonnegative,square),
S::matrix,Po::matrix,n::posint,RM: :matrix)

global E,ST2,X0,La,R;

#k est le nombre d’etats, k>=1;

#r est le taux PERIODIQUE d’interet sur n periodes, r>0;

#c est le taux GLOBAL desire sur n periodes, c¢c>0;

#P est la matrice k x k de transition;

#S est la matrice k x 1 des etats R_i-r;

#Po est la matrice 1 x k de la distribution des etats initiaux R_O-r;
#n est le nombre de periodes (iteratioms), n>=1;

#RM est la matrice des R_i-r simules par la procedure SINMC
k:=rowdim(S);

#test de validite supplementaire de la matrice P;
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> U:=vector([seq(1.0,i=1..k)]);

> for 1 from 1 to k do

> if not innerprod(row(P,1),U)=1.0 then ERROR
(’P_is_not_a_stochastic_matrix’) fi;

> od;

> #initialisation des matrices;

A\

#S2 est la matrice du carre des etats;

\%

S2:=matrix(k,1, [seq((S[i,1]1)"2,i=1..k)1);
> A:=matrix(k,1, [seq(0,i=1..k)]1);
> B:=matrix(k,1, [seq(0,i=1..k)1);
> T:=matrix(k,1, [seq(0,i=1..k)1);
> #ST est la matrice de sum(E(tau_i|H_0));

> ST:=matrix(k,1, [seq(0,i=1..k)]1);

\4

#X0 est la matrice des coefficients aleatoires associes aux poids

\4

X0:=matrix(k,1, [seq(0,i=1..k)1);

> for j from 1 to n do

> #E est la matrice E((1-sum(tau_i))*(R_i-r)|H_{i-1});

> E:=evalm(P&*evalm(S-matrix(k,1, [seq(A[i,11*S[i,1],i=1..%k)]1)));

> #F est la matrice E((1-sum(tau_i))*(R_i-r)"2) |H_{i-1});

> F:=evalm(P&*evalm(S2-matrix(k,1, [seq(B[i,1]1*52[1,1],i=1..k)1)));
> #T est la matrice des tau_i;

> T:=matrix(k,1, [seq(E[i,1]1"°2/F[1,1],i=1..k)]);

> XT:=matrix(k,1, [seq(E[i,1]1/F[i,1],i=1..k)1);

> X0:=augment (XT,X0) ;

> A:=evalm(evalm(P&*A)+T) ;
> B:=evalm(evalm(P&*B)+T) ;

> ST:=evalm( (P&*ST)+T) ;
> od;
> #ST2 est la matrice de sum(E(tau_i));
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ST2:=evalm(Po&*ST) ;

#La est la valeur de lambda;

La:=2%(((1+r) "n-(1+c))/ST2[1,1]-(1+r) "n);

#Fr est la valeur E/F a chaque instant k basee sur la valeur de 1l’etat
precedent fourni par SIMC

Fr:=matrix(1,n, [seq(0,i=1..n)]1);

for 1 from 1 to n do

i:=1;

while not RM[1,1]1=S[i,1] do i:=i+1 od;

Fr[1,1]:=X0[1i,1];

od;

#W[k] est le poids associe a l’action a chaque instant k

#R[k] est le facteur de rendement du portefeuille a chaque instant k
R[0]:=1;

for j from 1 to n do

Wil :=-((1+r)+La/(2*(1+r) " (n-j)*product (R[ql,q=0..j-1)))*Fr[1,j];
R[j]:=W[jI*RM[1, j+1]+(1+1);

od;

#Presentation d’un tableau associant les poids et le rendement effectif
du portefeuille

RR:=matrix(n,1, [seq(R[1]"365-1,i=1..n)]);

WM:=matrix(n,1, [seq(W[i],i=1..n)]);

Value:=augment (WM,RR) ;

Title:=matrix (1,2, [weights,effective_rate_of_return]);
stackmatrix(Title,Value);

end:

NEW:=proc(m::integer)

global HH;

for h from 1 to m do
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SIMC(h,n);

MVPMC(r,c,P,S,Po,n,RM);

H[h] :=product(R[i],i=1..n)-1;

od;

HH:=matrix(m,1, [seq([H[i]],i=1..m)1);

end:

#taux de rendement global sur n périodes obtenu et souhaite
C_Rate[obtained] :=product(R[i],i=1..n)-1;
C_Rate[desired] :=c;

#taux de rendement effectif obtenu et souhaite
E_Rate[obtained] :=product (R[i],i=1..n)"(365/n)-1;
E_Rate[desired] :=(1+c)"~(365/n)-1;

#taux de rendement annuel compose quotidiennement obtenu et souhaite
A_Rate[obtained] :=((product(R[i],i=1..n)"(1/n))-1)*365;

A Rate[desired] :=((1+c)~(1/n)-1)*365;

#ecart-type theorique

sigma[C]:=(((1+r) "n-(1+c))~2%(1/8T2[1,1]1-1))"0.5;
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ANNEXE B

Le texte ci-dessous représente les instructions, dans le langage du progiciel Maple 6,
permettant de générer les simulations de portefeuille associées aux tableaux 2.4, 2.5 et

2.6.

> #k est le nombre d’etats, k>=1;

> #r est le taux PERIODIQUE d’interets sur n periodes, r>0;

> #c est le taux GLOBAL desire sur n periodes, c>0;

> #S est la matrice k x 1 des etats R_i-r;

> #Po est la matrice 1 x k de la distribution des etats R_i-r;

> #n est le nombre de periodes (iteratioms), n>=1;

> #RM est la matrice des R_i-r simules par la procedure SIMULTIN

> with(linalg,coldim);

> with(stats,random);

> SIMULTIN:=proc(m::integer,n::posint)

> global RM;

> #m est la valeur d’initialisation du generateur de nombres aleatoires

> #BM final est une simulation de n valeurs tirees d’un arbre multinomiale
a k etats avec matrice de probabilite Po

> randomize(m) ;

> k:=coldim(Po);

> RM:=matrix(1,n, [random[empiricallseq(Po[1,1],i=1..k)1]1(®)]1);

> #construction des valeurs de la chaine basee sur Po
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> for j from 1 to n do

> i:=1;

> while not RM[1,j] = i do i:=i+l od;

> RM[1,j]:=8[1,1];

> od;

> evalm(RM) ;

> end:

> with(linalg,matrix,coldim,augment,stackmatrix);

> MVPMULTIN:=proc(r::positive,c::positive,S::matrix,Po: matrix,
n::posint,RM: :matrix)

> global E,ST2,X0,La,R,RHO;

> k:=coldim(Po);

> #k est le nombre d’etats, k>=1;

> #r est le taux PERIODIQUE d’interet sur n periodes, r>0;

> #c est le taux GLOBAL desire sur n periodes, c>0;

> #S est la matrice k x 1 des etats R_i-r;

> #Po est la matrice 1 x k de la distribution des etats R_i-r;

> #n est le nombre de periodes (iterations), n>=1;

> #RM est la matrice des R_i-r simules par la procedure SIMULTIN

> #test de validite supplementaire de la matrice Po;

A\

if not sum(Po[1,i],i=1..k)=1.0 then ERROR
(’Po_is_not_a_probability_matrix’) fi;

> #initialisation des matrices;

> #S2 est la matrice du carre des etats;

> S2:=matrix(k,1, [seq((S[i,1]1)"2,i=1..k)]);
> T1l:=evalm(Po&*S);

> T2:=evalm(Po&*S2);

T:=T1[1,11/T2[1,1];
RHO:=(T1[1,1])"2/T2[1,1];

\

\
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La:=2x(((i+r) "n-(1+c))/(1-(1-RHO) "n)-(1+r)"n);

R[0]:=1;

for j from 1 to n do

Wil :=-((1+r)+La/(2x(1+r) " (n-j) *product (R[i],1i=0..3-1)))*T;
R[j1:=W[jI*RM[1,jl1+(1+1);

od;

#Presentation d’un tableau associant les poids et le rendement effectif
du portefeuille

RR:=matrix(n,1, [seq(R[1]"365-1,i=1..n)]1);

WM:=matrix(n,1, [seq(W[i],i=1..n)]);

Value:=augment (WM,RR) ;

Title:=matrix (1,2, [weights,effective_rate_of_return]);
stackmatrix(Title,Value);

end:

NEW:=proc(m: :integer)

for h from 1 to m do

SIMULTIN(h,n);

MVPMULTIN(r,c,S,Po,n,RM);

H[h] :=product (R[i],i=1..n)-1;

od; '

HH:=matrix(m,2, [seq([H[1],365+((1+H[i])~(1/n)-1)],i=1..m)1);
end:

#taux de rendement global sur n periodes obtenu et souhaite
C_Rate[obtained] :=product(R[i],i=1..n)-1;
C_Rate[desired] :=c;

#taux de rendement effectif obtenu et souhaite
E_Rate[obtained] :=product(R[i],i=1..n)"~(365/n)-1;
E_Rate[desired] :=(1+c) " (365/n)~-1;

#taux de rendement annuel compose quotidiennement obtenu et souhaite
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> A_Rate[obtained] :=((product(R[i],i=1..n)"(1/n))-1)*365;
> A_Rate[desired] :=((1+c)"(1/n)-1)*365;
> #variance theorique

> var[C] :=((1+r) “n-(1+c)) "2%(1/(1-(1-RHO) "n)-1);
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