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SOMMAIRE 

La matrice de Cartan d'une algèbre artinienne constitue un invariant fournissant de 

l'information sur le nombre de morphismes entre ses modules projectifs indécomposables. 

Pour une algèbre de dimension globale finie, il a été démontré en 1954 par Eilenberg (voir 

(8]) que son déterminant vaut +1 ou -1. Or, aucune algèbre de dimension globale finie de 

déterminant de Cartan -1 n'est connue à ce jour, et les classes d'algèbres pour lesquelles ce 

déterminant vaut + 1 ne cessent de s'accumuler depuis Eilenberg. Ainsi, l'affirmation selon 

laquelle toutes les algèbres artiniennes de dimension globale finie sont de déterminant de 

Cartan + 1 est connue sous le nom de conjecture du déterminant de Cartan. 

Les techniques utilisées pour s'y attaquer jusqu'à aujourd'hui étant très variées, nous 

donnons dans ce mémoire un aperçu de ces tentatives, en plus de proposer une nouvelle 

approche très simple, à l'aide de laquelle nous redémontrons la conjecture pour une classe 

restreinte d'algèbres de Nakayama. Nous généralisons ensuite ce résultat à une sous-classe 

des algèbres sérielles à gauche ou à droite. 
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INTRODUCTION 

Au cours de ce mémoire, nous travaillons avec la matrice de Cartan d'un anneau 

artinien. Celle-ci peut s'écrire sous différentes formes selon le contexte dans lequel nous 

désirons l'étudier. Voici une des formes les plus souvent rencontrées. 

Définition 0.0.1 La matrice de Cartan CR d'un anneau artinien à droite R est la n x n-

matrice d'entiers 

donnée par 

avec Pj les n R-modules projectifs indécomposables, et où ci(M) désigne le nombre de 

copies de Si,......, PifradPi apparaissant dans une suite de composition du R-module M. 

Nous nommons le déterminant de CR le déterminant de Cartan de R. Pour un anneau 

artinien R de dimension globale finie, il est bien connu (voir [8]) que le déterminant de 

Cartan de R vaut soit 1, soit -1. Or, aucun exemple d'anneau R de déterminant de Cartan 

-1 n'est connu à ce jour. Depuis les années 50, les classes d'anneaux de déterminant de 

Cartan 1 se sont accumulés et élargies, mais sans jamais englober la totalité des anneaux 

artiniens. 
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Nous présentons dans ce mémoire un aperçu des principaux résultats concernant cette 

conjecture, en plus de proposer une approche nouvelle avec laquelle nous la démontrons 

pour les algèbres de Nakayama dites à chevauchements finis (voir 4.1.3). Par la suite, 

nous remarquons que le déterminant de Cartan est stable pour les extensions ponctuelles 

et les coextensions ponctuelles en général, ce qui nous permet d'élargir notre preuve aux 

algèbres sérielles à gauche ou à droite à chevauchement fini (voir 4.4.1). Ceci constitue 

une preuve partielle de la suffisance du théorème suivant, tiré de [7]. 

Théorème 0.0.2 (Burgess, Fuller, Voss, Zimmermann-Huisgen) Soit A une al-

gèbre d'artin sérielle à gauche ou à droite. Alors det CA= 1 si et seulement si A est de 

dimension globale finie. 
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CHAPITRE 1 

Préliminaires 

1.1 Considérations générales 

Commençons par rappeler les notions d'algèbre qui soutiennent la théorie des repré-

sentations. Nous tiendrons toutefois pour acquis les concepts d'algèbre sur un corps et 

de module sur une algèbre, qui peuvent être trouvés dans [1). Dans toute ce chapitre, A 

désignera une algèbre sur un anneau commutatif K, et tous les modules sur cette dernière 

sont des modules à droite de type fini, sauf s'il est indiqué autrement. 

Définition 1.1.1 ([l]VI,4 et [l]VII,6) Soit M un A-module non nul. On dit que 

(a) M est simple si M ne possède aucun sous-module propre. 

(b) M est indécomposable si Mi= 0 et M = M1 E9 M2 entraîne M1 = 0 ou M2 =O. 

Un A-module indécomposable n'est pas nécessairement simple. Par exemple, si 

A= [~ ~ ~] 
K K K 
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le A-module 

M=[11 ~1 
0 0 0 

est indécomposable mais n'est pas simple. Le lemme suivant constitue un résultat clas-

sique, utile dans une multitude de branches de l'algèbre. 

Lemme 1.1.2 (Lemme de Schur) Soit f: M----+ N un morphisme de A-modules non 

nul. 

(a) Si M est simple, alors f est injectif. 

{b) Si N est simple, alors f est surjectif. 

Comme conséquence directe de ce lemme, tout morphisme non nul entre deux A-

modules simples doit être un isomorphisme. Ainsi, si 8 1 et 82 sont deux A-modules 

simples non isomorphes, alors HomA(81,82 ) = HomA(82 ,81) =O. 

Définition 1.1.3 ([l]VI,3) Une K-algèbre A est dite connexe si pour toute décomposi-

tion A= A1 x A2 en produit direct d'algèbres Ai et A2 , on a Ai = 0 ou A2 =O. 

Afin d'étudier plus en profondeur les algèbres artiniennes, nous en donnerons une 

décomposition en somme directe de certains modules spécifiques. Pour déterminer ceux-

ci, il est nécessaire de considérer des éléments particuliers de A. 

Définition 1.1.4 ([l]VI,3) Soit e E A. On dit que e est un idempotent si e2 = e. 

Définition 1.1.5 ([l]VI,3) Soient e,e' E A deux idempotents non nuls. On dit que 

(a) e et e' sont orthogonaux si ee' = e' e = O; 

{b) e est primitif si e = ei + e2 , avec ei et e2 des idempotents orthogonaux, implique 

ei = 0 ou e2 = O; 
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(c) un ensemble { e1 , ... ,en } d'idempotents est complet si lA = e1 + ... +en· 

Donnons maintenant quelques définitions de base concernant les propriétés homolo-

giques des A-modules. 

Définition 1.1.6 Un A-module I est dit injectif si pour tout morphisme injectif de A-

modules f : L ---+ M et tout morphisme u : L ---+ I, il existe un morphisme v : M ---+ I tel 

que u = vf. 

Définition 1.1. 7 Un A-module P est dit projectif si pour tout morphisme de A-modules 

f : M---+ N surjectif et tout morphisme u : P---+ N, il existe un morphisme v : P---+ M 

tel que u = fv. 

Il est facile de montrer que tout A-module projectif est facteur direct d'un A-module 

libre, et réciproquement. Conséquemment, tout A-module libre est projectif. Ainsi, par 

exemple, le A-module AA est projectif, ainsi que tous les A-modules de forme eA, avec e 

un idempotent. 

Définition 1.1.8 {[l]IV,4) L'enveloppe injective d'un A-module M est une paire (I, j), 

où I est un A-module injectif et j : M ---+ I un monomorphisme tel que si ( I', j') est une 

autre paire telle que I' est injectif et j' : M ---+ I' un monomorphisme, alors il existe un 

monomorphisme f : I ---+ I' tel que f j = j'. 

Définition 1.1.9 {[l]VIII,2) La couverture projective d'un A-module M est une paire 

( P, !) , où P est un A-module projectif et f : P ---+ M un épimorphisme qui induit un 

isomorphisme J : P/radP ---+ M/radM, où radM désigne le radical de Jacobson d'un 

A-module M (voir [JjVII,1). 
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Ces deux dernières notions ne sont pas, à première vue, duales. Par contre, si A 

est artinienne, il est possible de montrer que la couverture projective d'un A-module 

de type fini se caractérise de façon entièrement duale à l'enveloppe injective. En outre, 

tout A-module admet une enveloppe injective, mais certains modules n'admettent pas de 

couverture projective. Cette dernière existe toujours si l'on suppose que A est artinienne 

et que MA est de type fini. Pour le reste de cette section, on supposera que toutes les 

algèbres utilisées sont artiniennes. 

Proposition 1.1.10 ([l]VIII,1) Soit { e1 , ... ,en } un ensemble complet d'idempotents 

orthogonaux de A. Alors AA admet une décomposition de forme 

De plus, si chaque ei est primitif, alors chaque eiA constitue un A-module indécomposable 

projectif. 

Théorème 1.1.11 (Théorème de décomposition unique) Soit A une algèbre arti-

menne. 

(a) Si M est un A-module indécomposable projectif de type fini, alors il existe un idem-

potent primitif e tel que M ':::::'. eA. 

{b) Si M est un A-module projectif de type fini, alors M est isomorphe à une somme 

directe finie de A-modules projectifs indécomposables de type fini. Cette décomposi-

tion est unique à isomorphisme près. 

Ce théorème nous permet d'affirmer qu'à isomorphisme près, il n'existe qu'un nombre 

fini de A-modules projectifs indécomposable de type fini, toujours en supposant que A est 

artinienne. Nous noterons ces modules {P1 , ... , Pn}· Si A est une algèbre de dimension 

finie sur un corps K, alors les A-modules injectifs indécomposables à droite peuvent 
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se caractériser de façon semblable. On les obtient en dualisant les A-modules projectifs 

indécomposables à gauche: Ji rv D(Aei) = HomK(Aei, K). 

Définition 1.1.12 ([l]VI,5) Une suite finie de sous-modules d'un A-module M non nul 

0 = Mo Ç Mi Ç ... Ç Mm = M 

dont chaque quotient Mi+i/Mi (avec 0 :S i :S m} est un A-module simple est appelée 

une suite de composition de longueur m pour M. Ces A-modules simples sont appelés les 

facteurs de composition de M. 

Un A-module M peut avoir plusieurs suites de composition. Cependant, le théorème 

de Jordan-Holder (voir [1] au théorème VI.5.3) nous assure que lorsque c'est le cas, 

les suites de M ne diffèrent que par l'ordre dans lequel apparaissent les facteurs de 

composition. En outre, toutes les suites de composition d'un même A-module M sont de 

même longueur. 

Définition 1.1.13 ([2]IV,2,1) Un A-module M est dit sériel s'il n'admet qu'une seule 

suite de composition. 

Exemple 1.1.14 Si on considère l'algèbre A des matrices triangulaires à coefficients 

dans K de forme [~ ~] et le A-module à droite M = [~ ~], on remarque que M 

n'admet qu'une seule suite de composition, soit 

donc M est sériel. 

Définition 1.1.15 ([2]IV,2,3) Une algèbre A est dite sérielle à droite si tout A-module 

à droite projectif indécomposable est sériel. De même, une algèbre A est dite sérielle à 

gauche si tout A-module à gauche projectif indécomposable est sériel. 
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Définition 1.1.16 ([2)IV,3,1) Une algèbre A est dite de Nakayama si elle est sérielle 

à gauche et à droite. 

Une algèbre A de dimension finie sur un corps est donc de Nakayama si tous ses 

modules projectifs indécomposables et tous les modules injectifs indécomposables sont 

sériels. On peut aisément démontrer que l'algèbre présentée en 1.1.14 est une algèbre de 

Nakayama. 

Proposition 1.1.17 ([l)VIII,1,9) Soit A artinienne. Il existe une bijection entre l'en-

semble {P1 , .•. ,Pn} des A-modules projectifs indécomposables non isomorphes et l'en-

semble {S1 , ... , Sn} des A-modules simples non isomorphes. De plus, il est possible d'or-

donner les Si de façon à ce que top Pi,......, Si pour i = l, ... ,n, où topPi = PifradPi. 

Proposition 1.1.18 ([l)VIII,1,1) Soient e E A un idempotent et M un A-module. 

Alors 

HomA(eA,M),......, Me. 

Donnons-nous maintenant une manière d'écrire un A-module de type fini, de façon à 

exposer ses facteurs de composition. 

Définition 1.1.19 ([l)VIII,5) Soit A une algèbre de dimension finie sur un corps K, et 

soit {e1 , ... ,en} un ensemble complet d'idempotents primitifs de A. Le vecteur-dimension 

d'un A-module M est l'élément de zn donné par le vecteur colonne 

Proposition 1.1.20 (additivité de dim,[l)VIII,1,9) Soit 0 ---+ L ---+ M ---+ N ---+ 0 

une suite exacte de A-modules. Alors dimM = dimL + dimN. 
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Proposition 1.1.21 ([l]VIII,5,1) Soit M un A-module de type fini. Alors dimKMei 

est égal au nombre de facteurs de composition de M qui sont isomorphes à Si. 

En vertu de la définition de dim, les vecteurs-dimension dimSi des n A-modules 

simples non isomorphes (avec A artinienne) forment la base canonique de zn. 

Définition 1.1.22 ([l]VIII,5) La matrice de Cartan CA d'une algèbre A est la n x n 

En vertu du théorème 1.1.11 et des propositions 1.1.18 et 1.1.21, il nous est possible 

de donner plusieurs interprétations à la matrice de Cartan. 

- La ième colonne de CA peut être vue comme le vecteur dimension du A-module 

projectif indécomposable Pi. 

- La ième ligne de CA peut être vue comme le vecteur dimension du A-module injectif 

indécomposable h 

- Chaque élément Cij de c A désigne le nombre de copies du A-module simple sj 

apparaissant dans une suite de composition de ~. 

- Chaque élément Cij de CA désigne la dimension de HomK(Pj,Pi)· 

Définition 1.1.23 Le déterminant de la matrice de Cartan CA est appelé le déterminant 

de Cartan de A. 

Donnons de suite un exemple de calcul de matrice de Cartan. 

Exemple 1.1.24 Considérons l'algèbre des matrices 3 x 3 de forme 

[

K 0 
A= K K 

K 0 
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1.2 Dimensions homologiques 

Donnons maintenant les éléments définissant les dimensions homologiques d'une al-

gèbre et de ses modules. 

Définition 1.2.1 ([l]IV,2) Une suite exacte de la forme 

ln n fi Io 
• • • -'3-- r n-1 -'3-- • • • -'3-- P1 -'3-- Po -'3-- M -'3-- 0 

avec les Pi des A-modules projectifs s'appelle une résolution projective de M. 

Définition 1.2.2 ((l]X,1) Soit Mun A-module. S'il existe une résolution projective de 

forme 

0 --+ Pn --+ ... --+ P1 --+ Po --+ M --+ 0, 

on dira que M est de dimension projective au plus n (noté dp M :::; n). Sin est le plus 

petit entier tel qu'il existe une telle résolution, on dit que la dimension projective de M 

est égale à n (noté dp M = n}. S'il n'existe pas de résolution projective finie de M, on 

dit que dp M = oo. Par convention, dp 0 = -oo. 
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On définit de manière duale une résolution injective d'un A-module M, de même que 

sa dimension injective. Calculons de ce pas un exemple de résolution projective. 

Exemple 1.2.3 Considérons de nouveau l'algèbre des 3 x 3- matrices de forme 

[
K 0 O] K K 0 
K 0 K 

avec les modules projectifs P1,P2 et P3 comme dans l'exemple 1.1.24. On a 

J=[~ ~ ~i 
K 0 0 

La suite exacte courte suivante est une résolution projective du A-module S = P2 /e2 J. 

O-+Pi-+P2-+S-+O 

On peut donc affirmer que dpS :'.S 1. 

Proposition 1.2.4 ([l)X,1,4) Si 0 --+ L --+ M --+ N --+ 0 est une suite exacte de 

A-modules, alors 

(a) dp N::; sup{ dp M, dp L + 1}, avec l'égalité quand dp M =/= dp L. 

(b) dp L::; sup{dp M, dp N -1}, avec l'égalité quand dp M =/= dp N. 

(c) dp M :'.S sup{ dp L, dp N }, avec l'égalité quand dp N =/= dp L + 1. 

Définition 1.2.5 ([l)X,2) On définit la dimension globale à droite d'une algèbre A 

comme suit: 

dim.gl.d. A= sup{dp M 1 Mest un A-module à droite}. 

De même, la dimension globale à gauche de A est 

dim.gl.g. A = sup{ dp M 1 M est un A-module à gauche}. 
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Quand dim.gl.d. A = dim.gl.g. A, leur valeur commune est appelée la dimension globale 

de A, notée dim.gl. A. Dans notre cas, elles le seront toujours puisque A est artinienne. 

Théorème 1.2.6 ([l]X,2,8) Soit A artinienne. Alors 

dim.gl.d. A= sup{ dp S 1 S est un A-module simple}. 

1.3 Théorie des catégories 

Une compréhension élémentaire de la théorie des catégories est nécessaire à celle de 

la théorie des représentations des algèbres. Nous donnons ici les axiomes de base qui 

définissent ce que sont les catégories, ainsi que quelques résultats de base les concernant. 

Définition 1.3.1 ([1]111,1) Une catégorie C est définie par la donnée de: 

(a} une collection d'objets C0 (ou OB(C)) . 

{b} pour deux objets X et Y de C arbitraires, un ensemble C(X,Y) (ou Morc(X,Y)} 

dont les éléments sont appelés morphismes de source X et de but Y, et tels que si 

(X, Y) #- (X', Y'), alors C(X, Y) n C(X', Y') = 0 . 
(c} Pour chaque paire de morphismes f E C(X,Y) et g E C(Y,Z) il existe un unique 

morphisme go f de C(X,Z), tel que: 

(Ci) Si h est un morphisme de C(Z,W), on ah o (go!)= (ho g) of et; 

(C2} Pour chaque objet X de C, il existe un morphisme lx dans C(X,X) tel que 

lx of= f et go lx = g. 

Parmi les catégories les mieux connues se trouvent la catégorie ModA des modules 

sur une algèbre A, celle des anneaux, celle des groupes, celle des ensembles et celle des 

espaces topologiques. 
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Il est naturel de se demander s'il existe des "morphismes" entre les différentes caté-

gories, qui nous permettraient de passer d'une catégorie à une autre. Il en existe évidem-

ment, et ils sont nommés foncteurs. 

Définition 1.3.2 ([1]111,1) Soient C et V deux catégories. Un foncteur covariant F : 

C -+ V est défini par la donnée de : 

(a) pour chaque objet X E C0 , d'un objet FX de V. 

{b) pour chaque morphisme f E C(X,Y), d'un morphisme Ff de V(FX,FY) tel que: 

(F1) si go f est un morphisme dans C, alors F f o Fg est un morphisme de V, et 

F(g o !) = Fg o F f 

(F2) F(ly) = lF(Y) pour tout objet Y de C0 ; 

Définition 1.3.3 ([1]111,6) Si F : C -+ V est un foncteur covariant, il définit une 

application C(X, Y) -+ V(F X, FY) pour tous X,Y E C0 . Alors: 

(a) F est dit fidèle si cette application est injective pour tous les objets X, Y de C0 ; 

(b) F est dit plein si cette application est surjective pour tous les objets X, Y de C0 ; 

(c) Fest dit dense si pour tout objet D de V, il existe un objet C de C tel que F(C),....., D 

Établissons la notion d'équivalence entre deux catégories. 

Définition 1.3.4 ([1]111,6) Un foncteur covariant F : C -+ V est appelé équivalence 

s'il existe un foncteur F' : V -+ C tel que F' o F ,....., le et F o F' ,....., 1 v 

On dit que F' est un quasi-inverse de F. Il existe cependant un critère (le théorème 

fondamental sur les équivalences) permettant de déterminer si un tel F' existe. 

Théorème 1.3.5 ([1]111,6,2) Soit F : C -+ V un foncteur covariant. Alors F est une 

équivalence si et seulement si F est plein, dense et fidèle. 
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Il est légitime de se demander si on peut définir une catégorie dont les objets seraient 

les foncteurs et comment les morphismes y seraient définis. La réponse à cette question 

se trouve dans la théorie des ensembles. En effet, il est bien connu que la collection de 

tous les ensembles ne constitue pas en soi un ensemble. 

Définition 1.3.6 ([1]111,1) Soit C une catégorie. Si C0 est un ensemble, alors C est dite 

petite. 

Ainsi, la collection des objets C0 d'une catégorie C concrète n'est généralement pas 

un ensemble. Notons que ces deux classes n'incluent pas toutes les catégories; il existe en 

effet des catégories qui ne sont ni concrètes ni petites. Définissons maintenant la notion 

qui tiendra lieu de morphisme entre deux foncteurs. 

Définition 1.3.7 ([1]111,1) Soient F,G: C -t V deux foncteurs. Un morphisme fonc-

toriel <p : F -t G est une collection de morphismes <px : F X -t G X, avec X E C0 , telle 

que si f E C(X, X'), alors le diagramme suivant est commutatif. 

'PX 
Fx--~cx 

!Ff 'x' !Gf 
FX'--~GX' 

Si, comme dans la définition précédente, la catégorie C est petite, alors il existe une 

catégorie de foncteurs de C vers V, notée Fun(C,'D), avec les morphismes fonctoriels 

comme ensemble de morphismes. Cette condition sur C vient du fait que si cette dernière 

n'est pas petite, alors la collection des morphismes fonctoriels ne forme pas un ensemble, 

condition exigée par la définition d'une catégorie. 
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1.4 Carquois et représentations 

C'est à l'aide des carquois liés que l'on peut se donner une manière efficace de visua-

liser, de classifier, ou mieux, de créer des algèbres. Il est en effet démontré qu'il existe un 

lien étroit entre les carquois (des graphes orientés) et les algèbres. Pour cette section, les 

algèbres seront de dimension finie sur un corps K. Débutons avec les définitions de base. 

Définition 1.4.1 ([2]11,1,1) Un carquois est un quadruplet Q = (Q0 , Q1 , s : Q1 --+ 
Q0 , t : Q1 --+ Q0 ) constitué de deux ensembles, à savoir Q0 l'ensemble des points et Q1 

l'ensemble des flèches, et de deux applications s et t associant à chaque flèche a un point 

(respectivement appelés source et but de a). Lorsqu'aucune confusion ne sera possible, on 

écrira seulement Q. Si Q0 et Q1 sont des ensembles finis, on dira que Q est un carquois 

fini. 

Exemple 1.4.2 

(a) 

{b) 

yl'( 
2 3 

(J 
1,k--... 2 ...,.______-

°' 

Afin de pouvoir travailler avec les carquois, nous devons leur transmettre une structure 

algébrique. 

Définition 1.4.3 ([2]11,1) Soit Q un carquois. Un chemin À de longueur n de source 

a = s(À) et de but b = t(À) (on dira que À est un chemin de a vers b) est une suite 

de flèches 0:1 ,0:2, ... , Œi, ... , Œn-1, Œn telle que s(a1) = a et t(o:n) = b, et telle que 

s(ak) = t(ak-i) pour k = 2, ... ,n. On notera ce chemin À= Œ1Œ2 .... Œn· 
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À tout carquois Q, nous associons un chemin de longueur nulle Ea de source et de but a 

à chacun des points a de Q0 . La multiplication de deux chemins À= a 1 ... an et K = {31 ... f3m 

d'un carquois Q se définira comme suit: si t(an) = s(/31), alors À· K = a 1 ... anf31 ... f3m· 

Sinon, À· K =O. 

Définition 1.4.4 ([2]11,1) Soit Q = (Q0 , Q1 , s: Q1 -t Q0 , t: Q1 -t Q0 ) un carquois. 

(a) Un sous-carquois Q' = (Q~, Q~, s: Q~ -t Q~, t: Q~ -t Q~) de Q est un carquois tel 

que Q~ Ç Q0 , Q~ Ç Qi et tel que les restrictions slQi et tlQi de s et t sont égales à 

s' et t' respectivement. 

(b) Un sous-carquois Q' de Q est dit plein si Q~ correspond à l'ensemble des flèches de 

Q1 dont la source et le but se trouvent dans Q~. 

(c) Un sous-carquois Q' de Q est dit convexe si pour tout chemin À= a 1a 2 ... an de Q 

tel que s(a1), t(an) E Q~, les sources s(ai) (pour i=1, ... , n) sont également dans 

Q~. 

Définition 1.4.5 ([2]11,1,2) L'algèbre de chemins KQ d'un carquois Q est la K-algèbre 

engendrée par l'espace vectoriel ayant pour base l'ensemble des chemins de Q, munie de 

la multiplication définie ci-haut. 

L'algèbre des chemins du carquois présenté dans l'exemple 1.4.2 est isomorphe à celle 

de l'exemple 1.1.24. Il est également possible de prouver que pour un carquois fini Q, 

l'algèbre des chemins KQ est connexe (voir 1.1.3) si et seulement si Q est connexe en 

tant que graphe. 

Définition 1.4.6 ([2]11,1,9 et [2]11,2,1) Soit Q un carquois fini. 

(a) L'idéal de KQ engendré par les flèches de Q est appelé l'idéal des flèches de KQ, 

et est noté R. 
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(b) Un idéal bilatère I de K Q est dit admissible s'il existe un m 2: 2 tel que 

Rm Ç I Ç R2 • 

Si I est un idéal admissible de K Q, alors la paire ( Q, I) est appelé carquois lié. 

L'algèbre quotient KQ/ I est appelée l'algèbre du carquois lié (Q, I). 

Définition 1.4. 7 ([2]11,2,3) Une relation p de Q est une combinaison linéaire à coef-

ficients dans K de m chemins ayant tous le même but et la même source. Si m = 1, la 

relation est dite monomiale, ou encore relation zéro. 

Par convention, on représentera, sur les carquois, les relations zéro par des pointillés. 

L'intérêt des définitions précédentes vient du fait qu'une quantité considérable d'algèbres 

peuvent être représentées par des algèbres de carquois liés, comme le stipule le théorème 

suivant. 

Théorème 1.4.8 ([2]11,3, 7) Soit A une algèbre réduite, connexe et de K -dimension 

finie, avec K algébriquement clos. Il existe un carquois fini connexe QA et un idéal ad-

missible I de K Q A tels que A rv K Q A/ I. On dit que le carquois lié ( Q A ,I) est une 

présentation de A. 

Afin de pouvoir appliquer ce théorème dans la suite de ce mémoire, on supposera 

que K est algébriquement clos et que A est réduite, connexe et de K-dimension finie. 

Maintenant que nous avons défini une manière de présenter une algèbre, donnons-nous 

une façon d'utiliser cette présentation pour représenter les modules sur cette algèbre. 

Définition 1.4.9 ([2]11,4,1) Soit Q un carquois fini et I un idéal admissible de KQ. 

Une représentation M de Q est définie par la donnée suivante: 

(a) À chaque point a de Q0 est associé un K -espace vectoriel Ma 
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(b) À chaque flèche Œ : a ---+ b de Q1 est associé une application K -linéaire <fJa : Ma ---+ 
Mb. 

Une représentation M de Q est dite liée par I (ou satisfaisant aux relations de I) si 

M (p) = 0 pour toutes les relations p de I. 

Les représentations d'un carquois Q (munies de morphismes adéquats) forment en 

fait une catégorie, notée Rep( Q), et les représentations liées d'un carquois Q lié par un 

idéal I forment la catégorie Rep(Q, !). 

Théorème 1.4.10 ([2]11,4,6) Soit A = KQ/ I avec Q un carquois fini et connexe, et 

I un idéal admissible de K Q. Il existe une équivalence entre les catégories Mad A et 

Rep(Q, !). 

L'équivalence de 1.4.10 peut se restreindre aux catégories modA de modules de type 

fini et des représentations de dimension finie rep(Q, !). Donnons des exemples de repré-

sentations des algèbres présentées en 1.4.2. 

Exemple 1.4.11 

(a) 

(b) 

K 
y~ 

K 0 

[O 1] 
K 2 :==K 

[1 O] 

Le premier exemple de représentation donné ci-haut correspond au module projectif 

indécomposable P2 de l'algèbre décrite en 1.1.24 selon l'équivalence du théorème 1.4.10. 

Le second exemple est également un module projectif, sur l'algèbre de Kronecker. 
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CHAPITRE 2 

Historique du déterminant de Cartan 

Ce chapitre constitue une revue de la bibliographie portant sur la conjecture du 

déterminant de Cartan. Sans entrer dans les détails, nous donnons un bref aperçu de 

la majorité des résultats aujourd'hui connus par rapport à la conjecture, en tentant 

d'en reconstruire l'historique afin de faire ressortir l'avancement des connaissances qui 

s'y rapportent. Certains termes utilisés dans ce chapitre ne sont pas définis dans ce 

mémoire; le lecteur pourra se référer aux articles cités pour en prendre connaissance. 

Dans ce chapitre, R désigne toujours un anneau. 

2.1 Avant la conjecture 

De façon générale, la conjecture du déterminant de Cartan est posée pour les anneaux, 

de façon suivante. 

Si R est un anneau artinien de dimension globale finie à gauche, de matrice de Cartan 

cfü alors det CR= 1. 

Avant même que ne soit formulée la conjecture, quelques résultats étaient connus sur le 
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déterminant de Cartan. En 1938, dans [15] Nakayama faisait remarquer qu'en général, les 

matrices de Cartan "à gauche" et "à droite" d'un anneau artinien ne sont pas identiques. 

Autrement dit, si 

avec 

alors 

Par contre, si R est une algèbre d'artin, on a le résultat suivant. 

Proposition 2.1.1 (Nakayama [15]) Si Rest une algèbre d'artin, alors det CRR= det 

CRR" 

Quelques années plus tard, en 1954, Eilenberg (voir [8]) a formulé le résultat fon-

damental suivant, dont une preuve sera fournie dans ce mémoire pour les algèbres arti-

niennes (voir 3.2). 

Théorème 2.1.2 (Eilenberg [8]) Si R est un anneau artinien de dimension globale 

finie, alors det CR E {1, - 1}. 

En 1958, Jans et Nakayama (voir [14]) démontrent que si R est un anneau artinien 

de dimension globale finie tel que rad2 R = 0, alors det CR=l, et qu'il en est de même si 

R est facteur direct d'un anneau héréditaire. À partir de ces résultats, on peut prouver 

que si R est une algèbre sobre sur un corps algébriquement clos dont le carquois lié Q 
contenant n points est acyclique, alors dim. gl.R ::=:; n - 1 et det CR= 1. 

Plus tard, dans un article portant sur les anneaux quasi-héréditaires (voir [4]), Burgess 

et Fuller démontrent que si Rest quasi-héréditaire, alors son déterminant de Cartan vaut 

également 1. 
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2.2 La conjecture 

Ce n'est qu'en 1982 que Dan Zacharia pose la conjecture telle qu'on la connait aujour-

d'hui, dans [19), article dans lequel il la démontre pour les algèbres d'artin de dimension 

globale 2. Il soulève alors la question à savoir si elle est vraie pour toutes les algèbres 

d'artin de dimension globale finie. Notons qu'à ce jour, la conjecture n'est pas démontrée 

en général pour les algèbres d'artin de dimension globale 3. 

Peu après, Burgess, Fuller, Voss et Zimmermann-Huisgen traiteront dans [7] des an-

neaux sériels à gauche, et obtiendront les résultats suivants. Il est cependant utile de 

noter qu'afin de respecter le contenu des articles, les résultats de cette section sont ex-

primés pour des R-modules à gauche. Pour les exemples, nous utilisons des R-modules à 

droite, comme dans le reste de ce mémoire. 

Théorème 2.2.1 (Burgess, Fuller, Voss, Zimmermann-Huisgen [7]) Si R est un 

anneau sériel à gauche, alors dim. gl. R < oo si et seulement si det Cn = 1. 

Avec la proposition 2.1.1, on arrive facilement à généraliser le résultat aux algèbres 

sérielles à gauche ou à droite. 

Corollaire 2.2.2 (Burgess, Fuller, Voss, Zimmermann-Huisgen [7]) Soit A une 

algèbre d'artin sérielle à gauche ou à droite. Alors dim. gl. A < oo si et seulement 

si det CA= l. 

Un des éléments nouveaux qu'apporte cet article réside dans le fait que la matrice 

de Cartan peut servir, dans les cas cités plus haut, d'indicateur de la finitude de la 

dimension globale des anneaux étudiés. Les auteurs soulèvent également la question à 

savoir si cette double implication est toujours vraie. Vers la fin de l'article, ils donnent 

un contre exemple: deux anneaux de longueur de Loewy 3 dont un de dimension globale 
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finie et l'autre infinie, de matrices de Cartan identiques. La conjecture n'est donc pas, en 

général, une double implication. 

Jusqu'ici, les preuves partielles de la conjecture étaient toujours basées sur l'existence 

d'un R-module simple de dimension projective 1. Il était alors légitime de se demander 

si l'on pouvait espérer que cette technique puisse mener à la démonstration définitive 

de la conjecture. Dans le même article, les auteurs étudient un exemple, qu'ils qualifient 

de désillusionnant, dans lequel ils construisent un anneau d'artin de dimension globale 

4, de déterminant de Cartan 1, mais qui n'admet pas de module simple de dimension 

projective 1 (voir [7], exemple 11). Cette technique ne peut donc pas mener à la preuve 

de la conjecture. Il fallait trouver un autre moyen. 

2.3 Une nouvelle matrice 

Quelques années auparavant, en utilisant la K-théorie, Wilson (voir [17]) dévelop-

pait une technique lui permettant de s'attaquer à plusieurs problèmes, dont celui de la 

conjecture du déterminant de Cartan. Il définit ce qu'il nomme la matrice de Cartan 

P-filtrée. 

Définition 2.3.1 (Wilson [17]) Supposons qu'il existe un idéal P de A tel que 

avec P 0 Pi = Pi, P 1 Pi = rad Pi et pl = 0 pour l assez grand, pour tout R-module projectif 

indécomposable Pi. La matrice de Cartan P-filtrée de R est la n x n matrice de polynômes 

en T à coefficients entiers 

ÔR(T) = [êij] 
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où 
n 

êij(T) = Lci(FkPj/Fk+1Pj)Tk, 
k=O 

avec ci ( M) désignant le nombre de copies de R-module simple Si apparaissant dans une 

suite de composition du R-module M. 

On voit immédiatement que l'idéal F peut être le radical de l'anneau. Calculons un 

exemple de matrice de Cartan filtrée par le radical. 

Exemple 2.3.2 Considérons l'anneau R suivant, exprimé comme somme directe de ses 

modules projectifs indécomposables. 

1 2 3 

/\ /1\ 1 

EB EB 1 
/ " 2 2 3 3 3 2 2 

La matrice de Cartan radR-filtrée de R est 

ÔR(T) ~ [2r 
0 

2f'] . 1 
3T 

On voit que pour un anneau R, la matrice de Cartan F-filtrée évaluée en 1 est égale à la 

matrice de Cartan usuelle. En considérant êR(T) comme une matrice d'applications entre 

deux groupes de Grothendieck, Wilson vérifie la conjecture pour les anneaux positivement 

gradués. 

En utilisant cette nouvelle définition, Fuller et Zimmermann-Huisgen, dans [10], géné-

ralisent ce résultat à ce qu'ils nommèrent les anneaux Cartan-filtrés de dimension globale 

finie. En outre, ils démontrent le corollaire suivant, qui répond à une question soulevée 

dans [7). 

Corollaire 2.3.3 (Fuller, Zimmermann-Huisgen [10]) Soit R un anneau artinien 

de dimension globale finie tel que rad3 R =O. Alors detCR = 1. 
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Dans le même article, faisant suite à [7], il est démontré que detCR = 1 si Rest sériel 

à gauche ou à droite. Mais contrairement à ce qui fut montré dans [7] pour les anneaux 

sériels à gauche, le déterminant de Cartan ne peut pas servir d'indicateur de la finitude 

de la dimension globale des anneaux sériels à droite. Ce n'était que partie remise ... 

En 1992, dans [5], Burgess et Fuller introduisent les anneaux presque sériels à gauche. 

Définition 2.3.4 (Burgess, Fuller [5]) Un anneau artinien à gauche R est dit presque 

sériel à gauche si pour chaque j E {1, ... ,n}, il existe des entiers positifs i(j), u(j) et d(j), 

avec i(j) E {1, ... ,n }, u(j) 2 0 et d(j) 2 1 tels que 

J rv ( Rei(i) ) ( d(j)) 
ej = ju(j)ei(j) 

Les anneaux presque sériels à droite sont définis de manière analogue. 

Exemple 2.3.5 L'anneau RR de l'exemple 2.3.2, qui est presque sériel à droite. En effet, 

on a 

eiJ rv (e2Rt 
e2J1 

e2J rv (e,Rr 
e3Jl 

Burgess et Fuller démontrent le théorème suivant. 

Théorème 2.3.6 (Burgess, Fuller [5]) Soit R un anneau presque sériel à gauche. Alors 

dim. gl. R < oo si et seulement si det êR(T) = 1. 
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Or, il est possible de montrer que si R est sériel à droite, chacune de ses composantes 

irréductibles (voir [9]) est presque sérielle à gauche. 

Corollaire 2.3. 7 (Burgess, Fuller [5]) Si R est un anneau artinien sériel à droite, 

alors dim. gl. R < oo si et seulement si det êR(T) = 1. 

La déterminant de Cartan n'étant pas suffisant pour tester la finitude de la dimension 

globale de anneaux sériels à gauche, nous devons regarder la matrice F-filtrée afin d'avoir 

un indicateur. 

En 1995, Burgess et Fuller [6] généralisent leur résultat de [4] concernant les anneaux 

quasi-héréditaires. Ils définissent en fait deux classes plus larges d'anneaux: les anneaux 

K-héréditaires à gauche (qui sont tous de dimension globale finie), obtenus en changeant 

légèrement la définition d'anneau quasi-héréditaire, et les anneaux dits avec série réduc-

trice de matrices à gauche (en anglais, "rings with left reducing series") pour lesquels ils 

démontrent la conjecture du déterminant de Cartan ainsi que sa réciproque. 

Il existe plusieurs autres résultats concernant la conjecture du déterminant de Cartan, 

notamment dans [16], [13] et [18]. Le lecteur désirant pousser davantage son étude de la 

conjecture s'y référera. 
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CHAPITRE 3 

Déterminants de Cartan de quelques 

algèbres artiniennes 

Ca chapitre contient les démonstrations de deux résultats cruciaux concernant le 

déterminant de Cartan: le résultat d'Eilenberg [8) ainsi que celui de Zacharia [19) pour 

les algèbres d'artin de dimension globale 2. 

3 .1 Algèbres de dimension glo baie finie 

Un résultat important concernant le déterminant de Cartan d'une algèbre a été four-

mulé par S. Eilenberg (voir la proposition 21 de [8]), et concerne les anneaux de dimension 

globale finie, en général. Reformulons-le en termes d'algèbres. 

Théorème 3.1.1 Soit A une K-algèbre de dimension finie, connexe, réduite, déployée et 

de dimension globale finie. Alors <let CA E { + 1, - 1}. 
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Démonstration: Nous obtiendrons le résultat en démontrant que CA est inversible sur 

z. Cherchons donc une matrice à coefficients entiers qui serait l'inverse de CA· Comme 

la dimension globale de A est finie, chaque A-module simple Si admet une résolution 

projective finie: 

En vertu de l'additivité de dim, on a 
n 

dimSi = 2:)-l)kdim~,k· 
k=O 

Par ailleurs, selon le théorème de décomposition unique 1.1.11, les modules projectifs 

de cette résolution peuvent s'écrire comme somme directe finie de copies des modules 

projectifs indécomposables Pj. Ainsi, 
n 

dimSi = L aijdimPj, 
j=O 

où les aij sont des entiers. Or, il est clair que les vecteurs dimSi, (où 1 :'.S i :'.S n) forment 

la base canonique de zn. Mais l'équation précédente nous indique que ceux-ci sont des 

combinaisons linéaires des vecteurs dimPj, (où 1 :'.S j :s; n), avec des coefficients entiers 

aij· On obtient donc, sous forme matricielle, 

1 [dimS(l)l···ldimS(n)] 

[dimP(l)l ... ldimP(n)] · [aijh:::;i,j:::;n 

où 1 est la matrice identité. Par conséquent, CA est inversible sur Z. D 

3. 2 Algèbres de dimension glo baie 2 

Dans cette section, nous démontrons la conjecture du déterminant de Cartan pour les 

algèbres d'artin de dimension globale égale à 2. Cette preuve est l'oeuvre de D. Zacharia 
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[19) et constitue un exemple classique d'une démonstration concernant le déterminant de 

Cartan qui utilise l'existence d'un A-module simple de dimension projective 1. 

Nous utiliserons, pour cette preuve, la notation aij = lEnd(Pi)HomA(Pi, Pj), la longueur 

de HomA(Pt, Pj) en tant que EndA(Pi) module. 

Lemme 3.2.1 Soit A une algèbre d'artin telle que dim. gl. A = 2. Alors il existe un 

A-module simple de dimension projective 1. 

Démonstration : 

Soit B un A-module de longueur minimale parmi les A-modules de dimension pro-

jective 1. Montrons que B est simple. 

Supposons, à l'inverse, que B n'est pas simple. Alors il existe un A-module M tel que 

0 #- M c B et M #- B. Donc, en vertu de l'hypothèse sur B, on a dp M = 0 ou dp 

M = 2, car B est minimal pour les A-modules de dimension projective 1. 

Considérons la suite exacte 0 ---7 M ---+ B ---7 B / M ---7 O. Si dp M = 2, la proposition 

1.2.4 nous donne que dp B / M = 3, ce qui contredit le fait que dim.gl.A = 2. En revanche, 

si dp M = 0, alors la 1.2.4 nous donne que dp B/M = 1. Mais comme l(B/M) < l(B), 

on a une contradiction à la minimalité de la longueur de B parmi les A-modules de 

dimension projective 1. Donc, B est simple. D 

Lemme 3.2.2 Soit A une algèbre d'artin. Posons dp S1 =1, et soit r = EndA(P2 EB P3 EB 

... EB Pn) 0P. Alors dim. gl. r ~ dim. gl. A. 

Démonstration: Considérons le foncteur HomA(P2 EBP3 EB .. . EBPn, -) : modA --t modf 

(où mod A et mod r sont les catégories de A-modules et de f-modules à gauche de type 

fini). Ce foncteur est évidemment exact. Rappelons que les f-modules projectifs indé-

composables sont de forme HomA(P2 EB P3 EB ... EB Pn, Pi), et que les f-modules simples 
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sont de forme HomA(P2 EB P3 EB ... EB Pn, Si), pour i = 2, ... ,n (voir [3]II). 

Donc, pour i tel que 2 ::; i S n, si 

est une résolution projective minimale d'un A-module simple Si , alors 

0 --t HomA(P2 EB ... EB Pn, Q1) --t HomA(P2 EB ... EB Pn, Q1-1) --t ... 

--t HomA(P2E9 .. . EBPn, Q1) --t HomA(P2EB .. . EBPn, Qo) --t HomA(P2E9 .. . EBPn, Si) --t 0 

est une résolution projective (pas nécessairement minimale) du f-module HomA(P2 EB 

... EBPn, Si), avec 2 Si Sn. Ainsi, dp HomA(P2 EB ... EBPn, Si) S dpSi pour i = 2, ... ,n, 

donc dim. gl. f S dim. gl.A. D 

Dans la preuve précédente, comme dp S1 = 1, le radical de P1 est un A-module 

projectif. Ainsi, il peut s'écrire sous la forme d'une somme directe de copies des projectifs 

indécomposables P1, ... ,Pn, soit radP1 = m12P2 EB m13P3 EB ... EB m1nPn, avec les m1i des 

entiers positifs. Remarquons que P1 ne fait pas partie des facteurs de radP1 . Si c'était le 

cas, on aurait P1 Ç radP1, situation impossible puisque A est une algèbre d'artin. On a 

ainsi, HomA(P2EBP3EB ... EBPn, P1),......, HomA(P2EBP3EB . .. EBPn, radP1) est un f-module 

projectif. 

Théorème 3.2.3 Soient A une algèbre d'artin et S1 un A-module simple tel que dp 

S1 = 1, r = EndA(P2,EB ... EBPn) 0P et Cr la matrice de Cartan der. Alors det CA= det Cr 

Démonstration : 

Considérons la résolution projective de S1 

(3.1) 
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Appliquons le foncteur HomA(Pi,-) à cette dernière. On obtient 

ce qui est équivalent à 

0--+ HomA(P1, m12P2) EB HomA(Pi, m13P3) EB ... EBHomA(Pi, m1nPn) --+ HomA(Pi, P1) 

--+ HomA(P1, 81) --+ 0. 

Or, pour une suite exacte courte 0 --+ L --+ M --+ N --+ 0 de modules, on a 

l(M) = l(L) + l(N). Ainsi, 

l(HomA(Pi, Pi)) = l(HomA(Pi, m12P2) + HomA(P1, m13P3) + ... + HomA(P1, m1nPn)) 

+ l(HomA(P1, 81)) 

l(HomA(Pi, m12P2)) + l(HomA(Pi, m13P3)) + ... + l(HomA(Pi, m1nPn)) 

+ l(HomA(Pi, 81)), 

ce qui nous donne, par définition des éléments aij de la matrice de Cartan de A, 

(3.2) 

De façon similaire, pour tout j tel que 1 < j ~ n, en appliquant le foncteur HomA(Pj, -) 

à 3.1, on obtient 

(3.3) 

En réécrivant les équations 3.2 et 3.3, on a 

au+ (-m12)a12 + (-m13)a13 + ... + (-m1n)a1n 1 

aj1 + (-m12)aj2 + (-m13)aj3 + ... + (-m1n)ajn O. 
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Sous forme matricielle, on obtient de ces deux équations 

1 

=1 

et 
1 

= 0, pour j = 2, ... ,n. 

Avec CA= [aij], on a 

1 0 0 0 1 ai2 a13 ain 
-m12 1 0 0 0 a22 a23 a2n 

CA· -m13 0 1 0 0 a32 a33 a3n 

-min 0 0 1 0 an2 an3 ann 

De plus, comme le déterminant de la deuxième matrice vaut évidemment 1, on a 

[a~: 2 a~:n] <let CA= <let 
an2 ann 

Or, comme HomA(Pi, Pj) ,......, Homr(HomA(P2 EB ... EB Pn, Pi), HomA(P2 EB ... EB Pn, Pj)) 

(voir [3], 11.2.1), les éléments aij de la matrice CA sont égaux aux coefficients respectifs 

de Cr. On a bien 

D 

Il est bien connu que le déterminant de Cartan d'une algèbre de dimension globale 

au plus un vaut nécessairement + 1. En effet, une telle algèbre est héréditaire (voir [1] 
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XII.1.7), et Jans et Nakayama ont démontré dans [14] que si une algèbre A est facteur 

directe d'une algèbre héréditaire, alors detC A = 1. 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat principal de cette sec-

tion. 

Théorème 3.2.4 Soit A une algèbre d'artin de dimension globale 2. Alors <let CA= 1. 

Démonstration: Soit A une algèbre d'artin de dimension globale 2. Selon le lemme 

3.2.1, il existe un A-module simple Si de dimension projective 1. L'idée de la preuve est 

de construire une suite d'algèbres d'artin A= A0 , Ai, ... , Ak telles que 

(a) dim. gl. Ai~ dim. gl. Aj si i:::; j. 
(b) <let C Ai = <let C Aj pour tous i, j. 

Posons Ai = EndA(P2 EB , ... , EB Pn) 0 P. Alors, selon le théorème 3.2.3 et le lemme 3.2.2, 

dim. gl. Ai:::; dim. gl. A et det CA= <let CA1 . Si dim. gl. Ai :::; 1, <let CA1 = det CA= +1 

car Ai est héréditaire. Sinon, dim. gl. Ai = 2. Il existe alors un Ai-module simple de 

dimension projective 1, et nous pouvons recommencer le processus. Ce procédé inductif 

doit s'arrêter à An-i, qui n'admet qu'un seul module simple. L'algèbre An-i est ainsi une 

algèbre simple, et donc <let C An-i = 1. D 
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CHAPITRE 4 

Algèbres de Nakayama 

Dans ce chapitre, nous donnons une nouvelle preuve de la conjecture du déterminant 

de Cartan pour une sous-classe des algèbres de Nakayama, telles que décrites en 1.1.16. 

Cela constitue un cas particulier du résultat principal de [7]. L'originalité de la démarche 

présentée ici réside dans le calcul explicite des matrices de Cartan de ces algèbres de 

Nakayama. Par la suite, un raisonnement simple permet d'étendre ce résultat aux al-

gèbres sérielles à gauche ou à droite respectant une certaine condition. Pour ce chapitre, 

nous travaillons avec des algèbres sobres, connexes et de dimension finie sur un corps K 

algébriquement clos. 

Il est bien connu que le carquois QA d'une algèbre de Nakayama A = KQA/ I est 

d'une des deux formes suivantes (voir [2] IV.3.2). 

(i) 
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(ii) 

( 
\ 

\ 
) 

Si le carquois d'une algèbre A est de la première forme, alors celle-ci est une algèbre 

triangulaire, c'est à dire que son carquois est acyclique. Dès lors, on sait que sa matrice 

de Cartan est de déterminant 1 (voir 2.1). Nous ne nous intéresserons donc à partir d'ici 

qu'aux algèbres de Nakayama A dont le carquois QA est de la seconde forme. 

4 .1 Préliminaires 

Définissons d'abord la sous-classe des algèbres de Nakayama de dimension globale 

finie pour laquelle nous vérifierons la conjecture du déterminant de Cartan. 

Même si dans tous les exemples présentés dans ce chapitre, le carquois de l'algèbre 

est de forme cyclique, nous les représenterons sous une forme linéaire par souci de clarté 

graphique. Le lecteur devra toujours garder en tête la vraie forme du carquois afin de 

bien comprendre les exemples. 

Définition 4.1.1 Soit (Q, J) un carqois lié avec I =< p1 , ... ,pn >. On dira qu'une rela-

tion Pi (de source si et de but ti) admet un chevauchement si au moins une relation Pj a 

sa source s j strictement entre Si et ti. 

Exemple 4.1.2 

34 



(a) 
Pl P2 p3 P4 

... __,...~ . .:..:..:_____,. . .:..:..:______;.~.~.__,...~.__,.. ... 

Dans ce cas, p1 , p2 et p3 admettent un chevauchement, mais pas p4 . 

(b) 
Pl P2 p3 P4 

···········.·. · . 
... __,.. . .:..:..:_____,..~.~·~·~·~·~·__,.. ... 

Ici, seules p1 et p2 admettent un chevauchement. 

Il est important de remarquer que la définition de chevauchement donnée ici n'est pas 

exactement la même que celle utilisée dans certains articles tels que [11]. 

Définition 4.1.3 On dira qu'une algèbre de Nakayama A= KQ/ I est à chevauchements 

fini si au moins une des relations qui engendrent I n'admet pas de chevauchement. 

Selon un théorème de Green, Rappel et Zacharia (voir [12] ou [11]), ces algèbres 

sont de dimension globale finie. À partir d'ici, nous ne considérerons que des algèbres A 

à chevauchements finis. Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer notre théorème 

principal. 

Théorème 4.1.4 Soit A 

Alors <let CA= 1. 

KQ/ I une algèbre de Nakayama à chevauchements finis. 

Afin de démontrer ce théorème, nous aurons à séparer nos algèbres en deux classes 

distinctes. 

Définition 4.1.5 On dira que A est 

(a) sans multiplicité si aucun A-module projectif indécomposable n'admet de répétition 
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de A-modules simples parmi ses facteurs de composition; 

{b) avec multiplicité sinon. 

De façon visuelle, on peut reconnaître les algèbres A = KQ/ I sans multiplicité par 

le fait qu'elles n'admettent aucun chemin non nul passant deux fois par le même point. 

De même, les algèbres A = KQ/ I avec multiplicité en admettent au moins un. Nous 

traiterons séparément ces deux classes d'algèbres. 

4.2 Algèbres sans multiplicité 

Dans cette section, comme les A-modules projectifs indécomposables ne contiennent 

aucune répétition de A-modules simples dans leur suite de composition, on peut voir que 

les matrices de Cartan étudiées ne contiendront que des 1 et des O. 

La preuve de la conjecture pour la classe d'algèbres qui nous intéresse ici repose en 

grande partie sur la numérotation des points des carquois. 

Nous choisirons de numéroter les points des carquois comme suit: nous fixons une 

relation qui n'admet pas de chevauchement, que nous nommons p0 , qui existe par hy-

pothèse. Pour le reste de cette section, s0 désignera la source de p0 , et t 0 désignera son 

but. Le point 1 du carquois sera placé immédiatement après s0 . On numérote les points 

suivants de manière croissante en suivant le sens des flèches. Remarquons que pour une 

algèbre dont le carquois QA comprend n points, s0 = n. De plus, s'il existe, dans J, plus 

d'une relation n'admettant pas de chevauchement, le choix de p0 peut se faire de façon 

arbitraire parmi celles-ci. 
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Construction de la matrice de Cartan 

Nous verrons que le choix effectué plus haut nous donnera une matrice triangulaire 

inférieure, avec quelques éléments non nuls dans la partie supérieure, qui ne viendront 

pas influencer la valeur du déterminant de CA· 

Notation 4.2.1 Soit M un A-module sériel de suite de composition 0 = M 0 Ç M1 Ç 

... Ç M 1 = 1\/l. Sachant que chaque facteur de composition de M est un A-module simple, 

on notera 

M= 

iz 
i1-1 

Définition 4.2.2 On dira qu'une relation p arrête un A-module projectif indécomposable 

Pi quand la source s de p est la première source de relation rencontrée en suivant un 

chemin de source i. 

Exemple 4.2.3 

P1 P2 p3 

· · · ~n - 1 ~n ~-1 ~2-~3 ~4 ~5 ~ · · · 

Ici, Pn-l est arrêté par P1, Pn est arrêté par P2 , et P1, P2 et P3 sont arrêtés par p3. 

Autrement dit, si un A-module indécomposable Pi est arrêté par une relation p (de 

source s et de but t), il est de la forme 
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Lemme 4.2.4 La diagonale principale de CA ne contient que des 1. 

Démonstration: Puisque A est sans multiplicité, il est clair que dimKHomA(Pi, Pi))= 

1, pour i = 1, ... , n. D 

Intéressons-nous maintenant aux A-modules projectifs qui interviennent dans les t 0 

premières colonnes de CA. 

Lemme 4.2.5 Pour les points i E {2, ... , t0}, avec t 0 le but de p0 , la relation n'admettant 

pas de chevauchement par rapport à laquelle nous avons numéroté les points du carquois, 

on a Pi= rad Pi-1· 

Démonstration: Comme p0 n'admet pas de chevauchement, les A-modules projectifs 

indécomposables Pi, P2 , ... , Pt0 sont tous arrêtés par la même relation, disons p1 . Ainsi, 

ils sont de forme 

D 

1 
2 

P2 = 

2 

to 

ti - 1 

to - 1 

ct~J , ... , Pto-1 = to 
Pto = 

t1 - 1 

Conséquemment, chaque colonne de CA se trouvant dans les t 0 premières est identique 

à celle qui la précède, excepté pour l'élément placé au dessus de la diagonale principale 

de la matrice. Voyons un exemple de ce phénomène. 

Exemple 4.2.6 

Po Pl 

···~n-2~n-l~n~1~2~3~4~5~6~7~··· 
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1 2 2 m sont 

3 
Ici, P1 

3 
' P2 4 et P3 arrêtés par p1 . Ainsi, leurs vecteurs-4 

5 5 
6 6 

1 0 0 
1 1 0 
1 1 1 
1 1 1 

dimension sont dimP1 = 1 , dimP2 = 1 et dimP3 = 1 
1 1 1 
0 0 0 

0 0 0 

En particulier, pour les t 0 premières colonnes de CA, l'élément placé immédiatement 

au dessus de la diagonale principale est nul. Généralisons ce résultat à toute la matrice. 

Lemme 4.2. 7 La diagonale secondaire placée immédiatement au dessus de la diagonale 

principale de CA est nulle. 

Démonstration: Supposons qu'un élément de cette diagonale soit non nul, donc que 

Ci,i-l = 1 pour un certain i. Alors la ie colonne de CA ne contient que des 1, donc le 

A-module projectif indécomposable au point i est de forme 

i 

i+l 

i-1 

Ainsi, ce module est arrêté par une relation Pi dont le but est le point i. Il n'existe donc 

pas de relation dans I dont la source ne soit pas entre si et k Sinon, Pi serait arrêté par 
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celle-ci. Mais comme dans notre cas, il ne doit pas exister de chemin passant deux fois 

par le même point, une relation p0 doit nécessairement avoir sa source au point i - 1. 

De plus, comme aucune relation ne peut prendre sa source ailleurs qu'entre si et ti, 

alors p0 est la seule relation à ne pas admettre de chevauchement, et donc i = 1. Ceci 

contredit le fait que la première colonne de CA n'a pas d'élément sur la première diagonale 

secondaire. D 

Regardons maintenant la partie supérieure de la matrice. Nous voulons montrer que 

dans cette partie, il n'y a pas d'éléments non nuls dans les lignes inférieures à la ligne t 0 -l. 

Considérons donc les A-modules indécomposables projectifs Pi tels que HomA(Pi, Pi) #-
0. Ces derniers sont les responsables des éléments non nuls dans la partie supérieure de 

CA. 

Lemme 4.2.8 Soit Pi un A-module projectif indécomposable tel que dimxHomA(P1 , Pi) #-
0, où i #- 1. Alors dimxHomA(Pj, Pi)= 0 pour tout j tel que t 0 ~ j < i. 

Démonstration: Démontrons d'abord que t 0 < i, autrement dit que pour tout i tel 

que 1 ~ i :::; t 0 , on a HomA(P1,Pi) =O. 

Comme A est sans multiplicité, il existe une relation p1 qui arrête Pi. Donc, tP1 tf:. 

{1,2, ... t0 }. Mais comme Po n'admet pas de chevauchement, Bp1 t/:. {1,2,: .. t0 - 1 }, donc 

Pi est arrêté par p1 pour les i tels que 1 :S i ~ t 0 • Ainsi, comme tp 1 t/:. {1,2, ... t0}, 

HomA(P1,Pi) =O. 

D'après notre choix de l'emplacement du point 1 dans le carquois, il est clair que 

dimxHomA(P1 , Pn) = 1. Or, comme n = so, Pn est arrêté par p0 . Il est donc de forme 

n 
1 

to - 1 
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De même, tous les A-modules projectifs indécomposables Pi tels que dimKHomA(Pi, Pi)#-

0 sont arrêtés soit par p0 soit par une autre relation ayant son but strictement entre n = s0 

et t 0 , d'où le résultat. D 

Exemple 4.2.9 

Po Pl 

· · · _____,.. n - 2 ~ n - 1 _____,.. n ~ 1 -~ 2 ~ 3 _____,.. 4 _____,.. 5 _____,.. 6 _____,.. 7 _____,.. · · · 

Ici, Pn = m et Pn-1 = (n r) sont arrêtés par p., tandis que Pn_2 = (~ ~ ~) 
n-3 
n-2 

et Pn_3 = n - 1 sont arrêtés par Pi. 
n 
1 

Calcul du déterminant 

En vertu des lemmes de la section 4.2, toutes les algèbres traitées dans la présente 

section ont une matrice de Cartan de forme 
1 0 0 0 ... 1 . .. 1 1 

1 1 0 0 1 1 

1 1 

1 1 1 ... 0 

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 1 ... 0 0 0 0 0 0 

CA= 0 0 0 0 ... 
1 1 1 ... 1 0 0 0 . .. 0 0 
0 0 0 0 0 0 ... 0 0 

0 ... 
0 0 0 0 1 ... 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 1 ... 1 1 
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Les espaces laissés vides peuvent être des 0 ou des 1. Ce qu'il faut remarquer, c'est 

que nous sommes en présence d'une matrice triangulaire inférieure avec un groupe de 

1 dans le coin supérieur droit, n'allant jamais plus bas que la ligne t0 - 1, ni plus bas 

que la première diagonale supérieure (qui est nulle). De plus, les t 0 premières colonnes 

s'annulent toutes à partir de la même ligne. Calculons son déterminant. Notons ci lai Xi 

sous-matrice de CA située dans le coin inférieur droit, et procédons par récurrence sur i. 

Pour i E {1, ... , (n-(t0 -1) )}, detCi-l = 1 trivialement. Posons k tel que (n-(t0 -1)) ~ 

k < n et que detCi = 1 pour tout i E {1, ... , k}, et calculons detCk+l· En vertu des 

remarques précédentes, ck+l est de forme 

1 0 0 ... 1 1 
1 1 0 1 

1 1 

ck+i= 
1 1 

ck-1 0 0 

0 0 
0 0 

Or, si on calcule le déterminant de cette matrice à l'aide de l'expansion de Laplace, on 

arrive à 

où C(i,j) désigne le mineur associé à l'élément C(i,j), c'est-à-dire le déterminant de la 

matrice obtenue en supprimant laie ligne et la f colonne de Ck+l· Mais comme les deux 

premières colonnes de ck+l s'annulent à partir de la même ligne (voir 4.2.5), les mineurs 

C(l,j) sont tous nuls pour j E {3, ... , k + 1 }. Ainsi, detCk+l = detCk = 1. 
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4.3 Algèbres avec multiplicité 

Afin de compléter la démonstration de la conjecture du déterminant de Cartan pour 

les algèbres de Nakayama à chevauchements finis, traitons les algèbres A= KQ/I avec 

multiplicité, donc celles qui contiennent au moins un chemin non nul passant deux fois par 

un même point. La première remarque à faire dans ce cas est que pour qu'un tel chemin 

existe, au moins un point du carquois QA doit être placé strictement entre la source et le 

but de toutes les relations de J. Dans cette section, afin d'obtenir des matrices facilement 

manipulables, nous choisirons de placer le point 1 du carquois au premier point (en suivant 

le sens des flèches) placé strictement entre la source et le but de toutes les relations 

qui engendrent J. De plus, contrairement au cas précédent, les exemples présentés ici 

illustreront toutes les relations génératrices de J. Voyons des exemples illustrant ceci. 

Exemple 4.3.1 

(a) 

Ici, aucun chemin non nul ne passe deux fois par le même point. 

(b) 

···--n-l~.n~i·~·2·~3~4·~5--6--7--··· 

Dans cet exemple, il existe des chemins non nuls passant deux fois par les points 1 et 2. 

Il est important de noter que si une algèbre A = KQ/ I est telle que Q compte n 

points et que I ne compte qu'une seule relation p, alors la longueur de cette dernière 

est strictement inférieure à n + 1. Sinon, p admet un chevauchement et A n'est pas à 

chevauchements finis. 
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L'idée de la preuve sera de montrer que, pour A = K Q / I, detC A = + 1 au moyen 

d'une récurrence sur le nombre minimal de relations qui engendrent J. 

Considérons d'abord une algèbre A = KQ/ I où Q compte n points et où I est 

engendré par une seule relation de longueur m ::; n + 1. On a le carquois suivant. 

···---?>-n~-l~-2~·:·.·: · ~ :~m---?>-m + 1-----?>- · · · 

La matrice de Cartan de cette algèbre est la n x n matrice suivante. 

2 1 1 1 1 1 1 1 
2 2 1 1 1 1 1 1 

2 2 2 1 1 1 1 1 

CA= 2 2 2 2 1 1 1 1 
2 2 2 2 2 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 0 0 
1 1 1 1 1 1 1 0 

1 1 1 1 1 1 1 1 

Avant de calculer le déterminant de cette matrice, soulignons deux choses. La dernière 

ligne de CA n'est contituée que de 1, et il se cache une matrice triangulaire de déterminant 

1 dans le coin inférieur droit de CA, plus précisément la n-(m-1) x n-(m-1) matrice 

située à l'intersection des n - ( m - 1) dernières colonnes et des n - ( m - 1) dernières 

lignes de CA. Appelons cette matrice cAn-(m-l). Calculons maintenant det CA. 
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Soustrayons la dernière ligne de c A à la première. La matrice c~ obtenue a le même 

déterminant que CA, en vertu de la définition du déterminant. On obtient 

1 0 0 0 0 0 0 0 
2 2 1 1 1 1 1 1 

2 2 2 1 1 1 1 1 

CA'= 2 2 2 2 1 1 1 1 
2 2 2 2 2 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 0 0 
1 1 1 1 1 1 1 0 

1 1 1 1 1 1 1 1 

Or, il est clair que le déterminant de cette matrice est égal à celui de la sous-matrice 

obtenue en supprimant la première ligne et la première colonne de CA', que nous nom-

merons C An-1 . On a donc 

det CA= det CA'= det cAn-l 

En appliquant le même procédé m - 1 fois, on ramène le calcul du déterminant de CA à 

celui de CA n-(m-I), d'où <let CA = 1 pour une algèbre A = K Q / I telle que I est engendré 

par une seule relation. 

Considérons maintenant une algèbre A = KQ/ I telle que I est engendré par k ~ 1 

relations, et supposons que det CA = 1. Rappelons que dans les algèbres de cette section, 

au moins un point du carquois QA doit être placé strictement entre la source et le but 

de toutes les relations qui engendrent I. Ainsi, nous pouvons numéroter les k relations 

génératrices de I = < p1, ... ,pk > de manière à ce que si+I < si et ti+l < ti pour 

i = 1, ... k - 1. 

Posons A' = K Q / I', avec I' = I U {Pk+ i}, avec Pk+ 1 une relation de source s k+ 1 et de 

but tk+l telle que le point 1 de QA (avec la position du point 1 comme définie en début 
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de section) se trouve strictement entre sk+l et tk+l· Sans perdre de généralité, on peut 

supposer que Pk+l est placée "en amont" de toutes les relations de I, c'est à dire que 

sk+l < Si et tk+1 < ti pour i = 1, ... k. Comparons les matrices CA et CA', et montrons 

qu'elles sont de même déterminant. 

Remarquons tout d'abord que les A'-modules projectifs indécomposables aux points 

sk+l + 1, ... sk sont identiques aux A-modules projectifs indécomposables aux mêmes 

points. En effet, ils sont tous arrêtés par la relation Pk· Par conséquent, les colonnes 

sk+l + 1, ... , sk sont les mêmes pour CA et CA'· Le même raisonnement s'applique à tous 

les points i tels que sk+l + 1 < i S n, donc les colonnes sk+l + 1, ... , n sont les mêmes 

pour CA et CA'· 

D'autre part, les A-modules indécomposables aux points 1, ... , sk+l sont arrêtés par 

la relation Pk, tandis que les A'-modules indécomposables aux mêmes points sont arrêtés 

par Pk+l· 
i 

i+l 

tk - 1 

P/= 

i 

i+l 

La matrice CA' peut donc être obtenue en soustrayant 1 des éléments de CA situés dans 

l'intersection des colonnes 1, ... , sk+l et des lignes tk+l, ... , tk - 1. 

Or, le A-module injectif indécomposable au point sk+l est de forme 

1 
2 

La ligne sk+l de CA est donc de forme (1 1...1 0 ... 0), avec la dernière composante non 

nulle en position sk+l· On peut donc obtenir CA' à partir de CA, en soustrayant la ligne 
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sk+l des lignes tk+l, ... , tk - 1, ce qui ne change pas la valeur du déterminant. Donc, on a 

det CA'= det CA= 1. 

Donnons un exemple pour mieux illustrer la dernière situation. 

Exemple 4.3.2 Soit l'algèbre A donnée par le carquois lié suivant. 

La matrice de Cartan de cette algèbre est 

2 1 1 1 1 1 1 
2 2 1 1 1 1 1 
1 1 1 0 0 0 1 

CA= 1 1 1 1 0 0 0 
1 1 1 1 1 0 0 
1 1 1 1 1 1 0 
1 1 1 1 1 1 1 

Ajoutons une relation à l'idéal de A afin d'obtenir l'algèbre A' donnée par le carquois 

lié suivant. 

On a 
2 1 1 1 1 1 1 
1 1 0 0 0 1 1 
1 1 1 0 0 0 1 

CA= 1 1 1 1 0 0 0 
1 1 1 1 1 0 0 
1 1 1 1 1 1 0 
1 1 1 1 1 1 1 

On remarque que les colonnes 6 et 7 des deux matrices sont identiques, et que l'on peut 

obtenir CA' à partir de CA en soustrayant la ligne 5 à la ligne 2. 
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4.3.1 Preuve du théorème 

On a prouvé que le déterminant de Cartan des algèbres de Nakayama à chevauche-

ments finis sans multiplicité et avec multiplicité vaut 1, d'où le résultat. 

4.4 Algèbres sérielles à droite 

Dans cette section, nous généralisons le résultat ci-haut à certaines algèbres sérielles 

à droite. Il est bien connu que le carquois d'une algèbre sérielle à droite peut prendre 

la forme d'un arbre enraciné (comme ci-bas) ou bien d'un tel arbre dont on remplace la 

racine par un cycle orienté. 

\/ I 
\t t/ 
\/ 

. . . 

.~} 1 
l/· 

1·\ 
~./ 

Définition 4.4.1 On dira qu'une algèbre sérielle est à chevauchements fini si toute al-

gèbre de Nakayama donnée par un sous-carquois plein et convexe de (QA, I) est à che-

vauchements finis. 

Lemme 4.4.2 Soient A= KQ/ I une algèbre dont le carquois Q est fini, et B = A[M] = 
KQ'/I' une extension ponctuelle de A. Alors det CA= <let Cn. 

Démonstration : Par définition, le point de Q' ne figurant pas dans Q est une source. 

Ainsi, le B-module injectif indécomposable qui lui est associé est un B-module simple. 
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Conséquemment, la matrice de Cartan de B est de forme 

Cn,n+l 
0 0 0 1 

Dès lors, il est clair que det CA= det Cs. D 

Corollaire 4.4.3 Soit A = KQ/ I une algèbre sérielle à droite à chevauchements finis 

de dimension globale finie et dont le carquois Q est fini. Alors det CA = 1. 

Démonstration: Les algèbres sérielles à droite peuvent être obtenues par extensions 

ponctuelles successives d'algèbres de Nakayama, dont le déterminant de Cartan vaut 1. 

D 

De manière duale, on peut démontrer que le déterminant de Cartan des algèbres 

sérielles à gauche (qui peuvent être obtenues par coextensions ponctuelles successives 

d'une algèbre de Nakayama) vaut également 1. 
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CONCLUSION 

Nous avons donc démontré dans ce mémoire que le déterminant de Cartan des algèbres 

sérielles à gauche ou à droite à chevauchements finis vaut 1. La raison pour laquelle nous 

imposons cette restriction réside en la nécessité d'avoir une relation p n'admettant pas 

de chevauchement, afin de trouver un point de départ dans le cycle et ainsi obtenir des 

matrices de Cartan facilement manipulables. 

Il serait maintenant intéressant de généraliser notre résultat à toutes les algèbres 

sérielles à gauche ou à droite de dimension globale finie, sans exiger l'existence d'une 

telle relation dans l'idéal I. Ces algèbres existent et en voici un exemple. 

Si on factorise par l'idéal I =< a/3ô, /3ô1, ô1aa >, on obtient une algèbre de dimension 

globale finie mais qui n'est pas à chevauchement fini. 

Afin d'utiliser la même technique de calcul explicite des matrices de Cartan, il faudrait 

trouver un moyen efficace pour choisir où placer le point 1 dans le cycle afin d'obtenir 

des matrices convenables. La généralisation aux algèbres sérielles à gauche où à droite en 

découlerait immédiatement. Il pourrait ensuite être utile de retrouver avec cette technique 

la nécessité du théorème de Burgess, Fuller, Voss, Zimmermann-Huigen (7], et de tenter 

ensuite d'aborder des classes plus larges d'algèbres. 
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