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SOMMAIRE

En 1964, deux chercheurs de 1'Ecole des Mines de Paris a Fontainebleau, Georges Mathe-
ron et Jean Serra, ont publié leurs premiers travaux sur des problémes de minéralogie et
de pétrographie. A cette époque, leur principal objectif était de caractériser les propriétés
physiques des minerais en examinant leur structure géométrique. Par la suite, leurs re-
cherches ont conduit a une nouvelle approche quantitative du traitement d’'images, main-
tenant connue sous le nom de morphologie mathématique. Depuis, de nombreux travaux
ont été publiés dans le domaine et ont mené a une variété de champs d’application en
traitement d’images, en reconnaissance des formes ainsi qu’'en vision par ordinateur.
Dans ce mémoire dont 'objectif général est d’introduire la morphologie mathématique,
nous rappelons dans un premier temps, la notion de treillis complet qui est considérée
comme la structure minimale pour représenter les opérateurs morphologiques.

Dans une deuxiéme partie, nous introduisons la morphologiec mathématique binaire qui
est a la base de la théorie morphologique.

Dans le troisiéme chapitre, nous effectuons le passage entre la morphologie mathéma-
tique binaire et celle & niveaux de gris et ce, a travers les notions de sommet de surface
et d’'ombre.

Dans le quatriéme chapitre. nous introduisons les opérateurs algébriques et montrons

I'importance de définir les opérateurs morphologiques binaires sur un treillis complet.
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Et enfin, nous définissons la notion de filtre morphologique, étudions les différentes mé-
thodes de construction des filtres morphologiques, puis terminons par I'application d’une
classe spécifique de filtres morphologiques, a savoir les filtres alternés séquentiels au fil-

trage d’images afin de tirer nos conclusions quant a leurs effets sur la réduction du bruit.
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INTRODUCTION

La morphologie mathématique est une science qui a pris forme a la fin des années soixante
a I'Ecole Nationale des Mines de Paris, les pionniers en la matiére étant G. Matheron
[3] et J. Serra [10]. En fait, la morphologie mathématique est une théorie du traite-
ment d’images basée sur la théorie des ensembles, la géometrie ainsi que la topologie [4].
[7] et [18] . Fournissant au domaine du traitement d’images une approche basée sur la
forme, les opérations qu’elle propose permettent de simplifier, d’améliorer, d’extraire ou
de décrire les données d'une image. Les opérations de base de la morphologie mathéma-
tique, a savoir la dilatation et I'érosion, furent également introduites par Matheron et
Serra. Initialement, elles furent définies comme addition et soustraction de Minkowski
sur les sous-ensembles de 'espace euclidien, utilisant les translations, les unions et les
intersections. D’autre part, avec Sternberg [21] et |16], elles furent ensuite généralisées a
I'ensemble des images a niveaux de gris et ce, au moyen des notions de sommet de sur-
face et d’ombre. Dés lors, une recherche intense a débuté dans le domaine et a engendré
une grande variété d’applications en traitement d’'images, en reconnaissance des formes
ainsi qu’en vision par ordinateur, attirant les chercheurs des horizons aussi variés que la
biologie, la géologie, I'informatique, la physique et les mathématiques. La morphologie
mathématique repose sur le principe qui consiste & comparer une structure inconnue qui

est notre image a un ensemble de formes dont nous maitrisons toutes les caractéristiques,



ces derniéres étant appelées les éléments structurants. Enfin, il importe de mentionner
que cette comparaison se fait au moyen des relations booléennes, de l'intersection ou de
I'inclusion. Dans cette optique, les images et les les éléments structurants sont considérés
comme étant des ensembles.

Le présent travail se veut une introduction a la morphologie mathématique ainsi qu'une
application au filtrage d’images.

Ce mémoire est structuré comme suit :

- Dans le premier chapitre, nous rappelons la notion de treillis complet et donnons
quelques propriétés a propos de ceux-ci, plus particuliérement celles concernant la
dualité. pour ensuite terminer par des exemples.

- Dans le deuxiéme chapitre. nous introduisons la morphologie mathématique binaire
qui est considérée comme étant la base de la théorie morphologique.

- Dans le troisiéme chapitre, nous effectuons le passage entre la morphologie mathé-
matique binaire et celle a niveaux de gris et ce, a travers les notions de sommet de
surface et d’'ombre.

- Dans le quatriéme chapitre. nous introduisons les opérateurs algébriques et mon-
trons I'importance de définir les opérateurs morphologiques binaires sur un treillis
complet.

- Dans le dernier chapitre, nous définissons la notion de filtre morphologique, étu-
dions les différentes méthodes de construction des filtres et terminons par quelques

applications au filtrage d'images.

Pour nos exemples, il est a4 noter que nous avons utilisé la librairie NVLib développée
par le groupe Moivre du département de mathématiques et informatique de I'Université

de Sherbrooke.

(8]



CHAPITRE 1

Notion de treillis

Introduction

L’idée principale en analyse d’images linéaires est d’utiliser des transformations qui com-
mutent avec 'addition et qui demeurent inversibles. En morphologie mathématique, les
transformations utilisées privilégient les transformations de type ensembliste qui com-
mutent avec le supremum et I'infimum. Par ailleurs, de nombreux travaux ont démontré
que le cadre des treillis complets est le cadre adapté ainsi que la structure minimale per-
mettant une bonne modélisation des transformations, opérant sur les images binaires ou
sur les images a niveaux de gris [3], [11].

Dans ce chapitre, nous allons donc rappeler les différentes définitions relatives aux treillis

[2], pour ensuite introduire la notion de treillis complets et en donner quelques exemples.
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1.1 Structure de treillis

Une relation définie sur un ensemble £, notée <, qui posséde les propriétés suivantes:

1. Réflexiviteé: r<z Vrecl:
2. Anti-symétrie: r<yety<r=zr=y, V,y€L;

3. Transitivité: r<yety<:=zr<z Vry:cecL

est appelée une relation d’ordre. Tout ensemble muni d’une relation d’ordre < est dit par-
tiellement ordonné et est noté (£ . <). Deux éléments r et y d'un ensemble partiellement
ordonné sont dits comparables si nous avons r < y ou y < x. Soit .\' un sous-ensemble
d’un ensemble partiellement ordonné £. Nous définissons deux opérations binaires sur .\
a 'aide des notions de borne supérieure et de borne inférieure. Un élément m € L est
appelé minorant de .\ si m < r pour tout z € .\'. De méme, un élément M € L est appelé
majorant de X' si x < M pour tout z € .\'. Nous dirons alors que m (resp. M) est la
horne inférieure (resp. supérieure) de .\ s’il est le plus grand (resp. petit) des minorants
(resp. majorants) de .\'. Un minorant (resp. majorant) de .X' qui est lui-méme dans .X'
est appelé le minimum (resp. le marimum) de \X'. Le minumum (resp. maximum) est
unique lorsqu’il existe. Un élément a € X est dit minimal dans X si £ £ a pour tout
z € X. De méme un élément a € X est dit mazimal dans X si a £ r pour tout z € X.
Un ensemble £ partiellement ordonné dans lequel deux éléments quelconques z et y pos-
sédent a la fois une borne supérieure notée r V y et une borne inférieure notée r A y est
appelé treillis.

Un ensemble £ partiellement ordonné dans lequel toute famille {z;}:c finie ou non de £
posséde une borne inférieure et une borne supérieure est dit treillis complet.

Dans un treillis complet, nous noterons la borne inférieure par m = inf, X =inf\ = AX
et la borne supérieure par M = sup;\' = sup.X = VX s'il n'y a aucune confusion pos-

sible.



Principe de dualité. Si (£. <) est un treillis, la relation <’ définie par z<'y si et seule-
ment si y < z pour tout x et y € L est également une relation d’ordre sur £ et (£.<') est
un treillis. Le treillis (£,<') est appelé treillis dual du treillis (£ , <). Nous remarquons

alors que V' = Aet A' = V.

Proposition 1.1.1 S: L un treillis et x.y.= € L alors, nous avons toujours les propriétés

suivantes :

(Pl)zvz=zAr=1;
(P2)zVy=yvVzetrANy=yAzx;
(P3)zAN(yAz)=(zAy)AzetxV(yVvz)=(zVy)Vz;
(P4) Absorption : zV(zAy)=zA(xVy)=1z;
(P5) Consistance : r<y&rVy=yerAy=zr;
(P6) Inégalités de distributivité :

(i) zVv(ynz) < (xVy)A(zVvz);

(it) zA(yVvz) 2 (xAy)V(TAZ).

(P7) Inégalité modulaire : z < z =1V (yAz) < (zVy A=

Si dans (P6) (resp. (P7)) nous avons des égalités, nous parlons alors de treillis distributif
(resp. modulaire).

Démonstration (P1) Nous avons zV r = z car z est le plus grand élément de {z.z}
et T Ax = car z est le plus petit élément de {z,r}.

(P2) zVy = yVz car les majorants de {z,y} sont ceux de {y,z}. De méme rtAy = yAzx
car les minorants de {r,y} sont ceux de {y,z}.

(P3)Nous avons zAy <z, zAy<yetz<:zaussi (zAy)Az<(zAy)et (zAYy)Az<z
ainsi, (zAy)Az<zet (zAy)Az<yAz donc{(zAy)Az<zA(yA:z). Nous avons
aussi, TA(yAz)<zAyetzA(yAz)<zAz<z donczA(yAz)<(zAy)A:znous
obtenons zA(yAz) = (x Ay) Az Légalitée 2V (yVz) = (xVy)Vz s'obtient par dualité.

J



(P4) Nous avons £ < zV (z A y). Comme z A y < z, nous obtenons =V (z A y) < z, ainsi
z=zV(zxAy). L'égalité z = z A (x V y) s’obtient par dualité.

(P3) Supposons r < y. Nous avons r < yety < y, donc rVy < y. Par ailleurs,
y < zVydonc zVy =y. Réciproquement si z Vy = y alors, y est un majorant de {z.y}
ainst r < y. L'autre équivalence s’obtient par dualité.

(P6) Nous avons r < zVy et r<zVzdonc < (rVy)A(zVz). De méme
yAz<y<zVyetyAz<:z<zV:z.ainsi yAz < (zVy)A(zVz).donc (zV)A(zVy)
est un majorant de r et de y A = ce qui donne la premiére inégalité. La deuxiéme inégalite
s'obtient par dualité.

(P7) Nous avons r < zVyetr < zainsiz < (zrVy)Az. De méme yAz <y <

rVyetyAz <z Nous obtenons donc y Az < (zVy) A=z Ainsi (rV y) Az est un

majorant de r et de yAz. Doncz<:=>zV(yAz)<(xVy)Az |
Proposition 1.1.2 Dans tout treillis L, les égalités suivantes sont équivalentes :

(i) cA(yvVz)=(xAy)V(rAz) Vry,z €L.

(it) cV(yAz)=(zVy)A(zVz) Vry.z €L.

Démonstration Nous allons démontrer que (i) implique (ii). Soient z,y.z € L. Nous

avons
(zvy)a(zvz) = ((zvy)Az)V((zVy)Az) par (i)
= zV(zA(zVy)) par (P3)
= zV((zAZ)V(zAYy)) par (i)
= (zVv(zAZ))V(zAYy) par (P3)
= zV(zAy) par (P3)
= zV(yAz) par (P2)

Donc z vV (yAz) = (zVy)A(zVz) ce qui donne l'implication. L’autre implication
s’obtiendra par dualité. [

Soit £ un treillis possédant un élément O tel que 0 = InfL et un élément I tel que
I = SupL. Soit z € L, nous appelons complément de z noté T, un élément de L tel que:

zVIT=1] et £AZ=0.Lecomplément de [ est 0 et inversement.
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Un treillis sera donc dit complémenté si tous ses éléments possédent au moins un com-

plément.

Théoréme 1.1.3 Dans un treillis distributif (L, <), quand le complément T d'un élé-

ment x € L eziste il est unique.

Démonstration  Supposons que Iy et T; sont deux compléments de r alors T =
Al =T A (zVT) =(TIAL)V(T) ANT;) = T A T3 donc T < T3. De méme nous
montrons que I; < Z7. Donc T] = T3 [

Un treillis (£, <) distributif et complémenté est appelé treillis booléen. Ainsi, dans un

treillis booléen, chaque élément posséde un et un seul complément.

Théoréme 1.1.4 Si L est un treillis booléen alors, nous avonsTAy=IVGetzVy=
TAT.

Démonstration Ces deux relations sont duales, nous pouvons donc les déduire |'une
de I'autre. Vérifions que le complément (unique) de = A y est bien T V 3. Nous devons
donc vérifier que nous avons bien (zAY)A(TVY)=0et (zAYy)V(TVY) =1.

Nous avons (ZAYIA(IZTVEY) =({(zAYAD)V(zAYANY) =(zAT)AYy) V(A
(yAy) = wWA0)V(zA0 =0V 0 =0. De méme, nous avons (zAy)V(TVFy) =
v@EVIIAVEVY)=(zVI)VRAETV(YVY))=UVYHAETVI)=IAI=]
donc, (zAY)A(TVY)=0et (xAYy)V(TVY) =1 a

1.2 Opérateurs sur les treillis

Soit (£, <) un treillis, un opérateur ¢ : £ — L est dit:
1. idempotent si Y(y(z)) = ¢(z) Vz € L;
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2. extensif si r < y(z) VzreL;

3. anti-extensif si ¢(z) <z Vr€ L;

4. croissant si r < y = v(z) < ¢(y) Vz.y € L
3. décroissant si z <y = ¢(y) < v(z) Vz,y € L;

6. dual de l'opérateur ¢ par rapport au complémentaire si v (z) = (o(z))° Vz € L.

L’ensemble des opérateurs sur £ est noté O. Un opérateur ¢» défini sur (£, <) est un
automorphisme si: ¢(Vjesr;) = Vjest(x;) et W(Ajesxj) = Ajest(z;). L'ensemble des
automorphismes sur £ est noté Aut(L).

Soient T C Aut(L), 7 € T, n € O, nous disons que:

e 1) commute avec T ou encore que 7 est T-invariant si nT = 77.
e 1 est T-invariant si 1 commute avec tout élément de 7.

e 7 est pseudo-invariant par rapport a 7 si T = 1.

1.3 Exemples de treillis complets

Une famille B dans un treillis (£, <) constitue une classe sup-génératrice lorsque tout

élément a dans £ peut s’écrire comme:

a=\/{blbeB,b<a} (1.1)

1.3.1 Le treillis booléen

Le treillis booléen formé par 'ensemble P(FE) des parties d’un ensemble E ordonné par

Iinclusion, est un treillis complet. En effet, toute partie A = {E;}ic; de P(E) admet

8



comme borne inférieure l'intersection des E; et comme borne supérieure la réunion en-
sembliste des E; . Le complément ensembliste .X“ de .X dans E est encore appelé com-
plémentaire et vérifie bien: XY N X¢ = Q0 et X U .X¢ = E de plus dans P(E), le V et A

deviennent U et N. En outre, I'ensemble B des singletons est une famille sup-génératrice.

1.3.2 Le treillis des fonctions

Dans ce qui suit, la droite des réels complétée R U {~oc. + oc} sera notée R.
Soit E un ensemble quelconque et ®(E) = {f : E — R} I'ensemble des fonctions

définies sur E a valeurs dans R. Cet ensemble est alors ordonné par la relation :
f<ge= flz) <g(z) VzekE

et constitue un treillis complet ou le sup et le inf sont donnés par les relations suivantes:

f=Vfi<= f(z) =supifi(z). Vre€FE
f=Afi<= f(z) =infifi(z). Vz€FE

De plus, dans I'ensemble des fonctions a valeurs positives, tes fonctions impulsions tx 7} (y)

sont sup-génératrices ; c’est-a-dire que toute fonction f peut s'écrire sous la forme:

f(y) = VIEEf(I)X{x}(y)~

Définition 1.3.1 Soit f € ®(E). Nous appelons sous-graphe de f, ou ombre de f, et
nous notons SG(f) ou U(f) l'ensemble défini par:

SG(f) =U(f) = {(z:t) € Ex Rt < f(2)}.

D’autre part, nous appelons pseudo-sous-graphe ou pseudo-ombre de f, et nous notons

SG'(f) ou U'(f) l'ensemble défini par:
SG'(f) =U'(f) = {(z,t) € E x R|t < f(z)}.
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Par ailleurs, nous dirons qu’un sous ensemble A C E x R est une ombre si:
(zy)e A (r2)eAVz<y.

Enfin, pour toute ombre A, nous lui associons son sommet T[A]|, une application de

E — E x R définie par T[A](z) = sup{y|(z,y) € A}.

AN t N\

ﬂfﬂﬂ!l fm

R

Figure 1.1 - Une fonction f et son ombre U(f) .

»x\/

Proposition 1.3.2 Si f : E = R, alors T[U(f)] = f.
Démonstration Si y = T{U(f)](z), alors y = sup{z|(z,z) € U(f)}. Ainsi z < f(z),
donc y = f(x). a

Corollaire 1.3.3 U[T[U(f)]] = U[f]-

1.3.3 Le treillis des fonctions semi-continues supérieurement

Le treillis des fonctions semi-continues supérieurement (s.c.s) est 1’un des treillis les plus
utilisé en morphologie mathématique, car il nous permet d’effectuer le passage de la

notion ensembliste a celle des fonctions et, réciproquement, en utilisant la notion de

10



sous-graphe fermé ou d’ombre fermée. Dans ce qui suit, E = RY ou E = ZV.

Définition 1.3.4 Une application f : E — R est dite (s.c.s) st pour tout y € E, nous

avons limsup,_,, f(z) < f(y).

Nous notons par $***(E') 'ensemble des applications (s.c.s) sur E.

Théoréme 1.3.5 Soit f : E — R. le SG(f) est un fermé topologique de E x R si et

seulement si f est (s.c.s). |

Du Théoréme 1.3.5 et de la définition d’un sous-graphe, nous avons (x,t) € SG(f) sit <
f(z). De plus, si (r.t) € SG(f) alors (x.a) € SG(f) pour tout a < t. Aussi, nous
pouvons reconstruire de facon unique f car f est le supremum de tous les couples (z.t)
dans SG(f). Ainsi, a toute fonction s.c.s correspond un unique sous-graphe fermé et

inversement. Résumons cette remarque dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.6 A toute fonction f (s.c.s), est associé un unique sous-graphe fermé

SG(f). Ce sous-graphe est un ensemble A = SG(f) tel que:

(i) (zt) e A=t < f(z);
(ii) (zt) e A<= (z,a) €A Va<t;
(iii) f(z) = sup{t € R|(z.t) € A}.

Réciproquement, soit A un ensemble fermé vérifiant (ii), il eriste une unique fonction f

(s.c.s) définie par (iii) telle que A = SG(f).
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U(A 8)

Figure 1.2 - FEremple de passage de fonctions aur ensembles .

Puisqu'une fonction s.c.s est exactement déterminée par son sous-graphe, I'union et 'in-
tersection des sous-graphes vont induire deux opérations équivalentes entre des fonctions
correspondantes. La figure ci-dessus montre deux fonctions f et g et leurs sous-graphes
respectifs SG(f) et SG(g). L'intersection de leurs sous-graphes est un sous-graphe cor-
respondant 4 une nouvelle fonction s.c.s et 'union des deux sous-graphes correspond
également & une nouvelle fonction s.c.s telle que sur la figure. Nous notons ces nouvelles

fonctions par:
{ (f Ag)(z) = min{f(z).g(z)}, VreE
(fVg)(x) = maz{f(z).9(z)}, Vze€E

La relation d’inclusion des sous-graphes qui est une relation d’ordre partielle va induire

une relation d’ordre partielle entre les fonctions s.c.s par:
f<ge= f(z)<g(x) VzeE

de plus: f < g < SG(f) C SG(g) et (¥°*(FE), <) est un treillis complet dans lequel

le supremum et |'infimum sont donnés par:

{ f=Vfi = 5G(f) =USG(f)
f=nNfi == SG(f) =nSG(f)



CHAPITRE 2

Morphologie mathématique binaire

Introduction

Au départ, la morphologie mathématique a été congue pour analyser des images binaires
[3], [10]. Ainsi, le meilleur moyen de modéliser une image binaire (Blanc et Noir) est de le
faire au moyen des ensembles. Ce chapitre est structuré comme suit : aprés avoir exposé
la notion d’images, nous introduirons 'addition et la soustraction de Minkowski ainsi
que leurs propriétés. Ensuite, nous présenterons les opérateurs de base de la morphologie
mathématique, a savoir la dilatation et ’érosion morphologiques binaires, ainsi que leurs
effets sur des images binaires. Dans une autre section. nous présenterons des exemples de
dilatations et d’érosions morphologiques binaires. Ensuite, nous étudierons les composées
élémentaires de ces deux opérateurs de base qui sont I’ouverture et la fermeture morpho-

logiques binaires, ainsi que leurs effets sur les images binaires. Enfin, nous donnerons un
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exemple d’'ouverture et de fermeture morphologiques binaires.

2.1 Notion d’images

Un signal est un support qui véhicule de I'information. Nous pouvons le noter s(r) ou
s(z,y) en fonction des espaces considérés. Une image n’est rien d’autre qu'un signal
bidimensionnel I: R> — R dans le cas continu ou bien I: Z? — Z dans le cas discret. Une
image binaire f est une application du domaine de f notée Dy a valeurs dans {0.1}.

Chaque point P(z,y), appelé pizel, posséde une valeur f(r,y) appelée niveau de gris. Dans
le cas binaire, les pixels & valeur 1 représentent les objets dans I'image et les pixels ayant la
valeur O représentent le fond de I'image. Nous pouvons aussi voir le probléme inversement.
c’est-a-dire prendre la valeur O pour les objets et 1 pour le fond de I'image. La morphologie
mathématique traite donc les images comme des ensembles. Ainsi, nous représentons une
image binaire par un ensemble .\" qui correspond a I’ensemble des positions dont la valeur

de niveau de gris est 1.

2.1.1 L’addition de Minkowski

Soient E un espace vectoriel euclidien, P(F) I'ensemble des parties de E et 4, B € P(F).

Le translaté de A au point ¢ est 'ensemble, noté A,, défini par:
Ar={a+tlae A} =t+ A
L’addition de Minkowski, notée &, est définie par:
A@B={z€ Elr=a+ba€ A b€ B} =Uga(a+ B). (2.1)
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Proposition 2.1.1 L’addition de Minkowski a les propriétés suivantes :

Pour A,B,C € P(E)

1. La croissance: ACB=>A@CCB&C.

2. La commutativité: A& B=B& A.

3. L'associativité: A (B C)=(1eB)aC.

4. La distributivité par rapport a la réunion d’'ensembles :
(AuB)eC=(486C)u(Ba ().

5. L'invariance par translation: A, ® B = (A ® B)r, = A ® By.

Démonstration

1. Supposons A C B.Siz € A@Calors,z =a+c.a€ Ad,ce C. Or 4 C B, ainsi
r=a+c,a€ B,ceC.Doncre BaC.

2. La preuve vient de la commutativié de l'addition sur E.

3. La preuve vient de ['associativité de 'addition sur E.

4. (AU B) @ C = Useaus(Cr) = [Urea(Cr)] U [Uzen(Ch)] = (A8 C) U (BB C).

. Nous avons 4, @ B=U,e4, B+ 2 =Ugca(B+a+h)=(1@B), =A@ B, |

(S]]

2.1.2 La soustraction de Minkowski

Soient E un espace vectoriel euclidien, P(E) I'ensemble des parties de E et A, B € P(E).

La réflezion de A est I'ensemble, noté A, défini par:
A={-ala€ A} = -4,

La soustraction de Minkowski, notée ©, est définie par:

o
N
~

AeB={zcE|VWeEB,3ae A, r=a—-b}={z€ FElz+ BC A} (2.

—
($1]



Proposition 2.1.2 L’addition et la soustraction de Minkowski sont liées comme suit par

dualité: A© B = ({°® B)°.
Démonstration Nous avons:

y¢ A6B < JbcBtelquey+b¢ A
dbe B tel que y+b € A°
3db € B tel que y € (A)_,
Y € Unep(A)-b

Y € Upep (A

y e (A°® B)

111717

Donc A8 B = (A°® B)© ]
Proposition 2.1.3 La soustraction de Minkowski a les propriétés suivantes :

Pour A.B,C € P(E)

1. La crowssance: AC B=A6CCBsC.
Nous avons: ACB=>C6BCC6 A

Nous avons: A6 B = ﬂbeg.i_b = ﬂbeg(:‘ - [))

™ e

Distributivité par rapport a lintersection d’ensembles :
(ANB)sC=(46C)Nn(BsC).

5. Non associativité: (A6 B)eoC =45 (BaC).

6. Linvariance par translation: A, © B = (4 8 B),,. Par ailleurs, nous avons

(46 By) = (46 B)_.

Démonstration

1. Supposons A C B.Siz € A8 C alors, r +c € A pour tout ¢ € C. Or A C B, ainsi
z+c€ B pourtoutce C. Doncz e BoC.

2. Supposons A C B.Siz € C © B alors, z + b € C pour tout b € B. Or 4 C B, ainsi
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z+be€ C pourtout b€ 4. Donc z € C S A.

3. Nous avons:

yeA6B < y+be AVbeB
< yed,veB

= Yy € Mepd_y

Donc A6 B = NMyepA_y = Mpep(A = b).

4. Nous avons (ANB)SC = ((ANB)*®C) = ((A°UB)aC) = (A C)u(BaC))
=((AeC)u(BsC))=(46C)N(BC).

5. Nous avons (A8 B)SC =Neec(A O B)_c = Neec(MbeBA=b)=c = NeecbeBA-(c+b)

= Mhecspd-n =48 (Co®B)=46(Ba ()

6. Nous avons A, 8B = Myep(An—b) = Mpep(A +h —b) = Npeg(A = b) + h = (A4S B);.
Par ailleurs, A © By = Nyep, A-u = MoepA-o-n = (MoeBA-b)-r = (16 B) 4. [ ]

2.1.3 L’élément structurant

Un élément structurant, que nous noterons B, est un ensemble dont les caractéristiques
sont connues et qui est utilisé pour sonder l'image a étudier. En fait, au cours d’'une
transformation morphologique, I'élément structurant est déplacé a travers l'image de
maniére a ce que son origine soit, tour a tour, localisée sur tous les pixels de I'image.
C’est cette interaction avec I'image qui nous donnera le résultat d’une transformation
morphologique. La forme et la taille d’un élément structurant peuvent étre quelconques
selon le type de tranformation morphologique souhaitée. Mais en pratique, la taille et
la forme de I'élément structurant dépendent de la structure des objets présents dans
I'image a étudier. Par exemple, les éléments structurants linéaires seraient adaptés pour

une extraction des objets linéaires dans l'image. En plus de la taille et la structure de
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I’élément structurant, nous pouvons lui associer une orientation spécifique pendant une

transformation morphologique. Les éléments structurants les plus utilisés sont carrés ou

héxagonaux.

2.2 La dilatation morphologique binaire

Les deux opérations de base de la morphologie mathématique sont la dilatation morpho-
logique binaire et |' érosion morphologique binaire [10] [5]. En fait. ce sont des opérateurs
locaux puisqu’il s’agit de tester avec des opérateurs booléens un ensemble qui est une
image avec un autre ensemble de géométrie connue, appelée élément structurant.

Soient X' une image binaire et B un élément structurant. La dilatation morphologique

binaire de \' par B, notée 6(X'; B). est définie par:
(X:B)=XoB (2.3)

Proposition 2.2.1 La dilatation morphologique binaire a les propriétés suivantes :

Pour A.B,C € P(E)

1. La croissance: A C B => §(A;C) Cd(B;C).

2. La commutativité : §(A; B) = §(B; A).

3. L'associativité : §(d(4; B); C) = 4(A;6(B; C)).

4. La distributivité par rapport d la réunion d’ensembles :
(AU B;C) =46(A;C)U(B:C).

5. L’invariance par translation : §(Ap; B) = 6(4; B)y

6. L’invariance par rapport au translaté de [’élément structurant : §(A; By) = 8(A; B)y.
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Démonstration Ce sont des conséquences directes des propriétés de l'addition de

Minkowski. a
Proposition 2.2.2 Nous avons:

§(X\:B)={z€ E|B.NnX #0} (2.4)

Démonstration Nous avons:

§(X:B) = Y@B
= UexB:
= Uzex(z + B)
= {z|3z € X3b€ Bz =z +b}
= {z|]3reX3beB:-b=1z}
= {z|(=B).NX #0}

et donc d(X: B) = {z|B.N X # 0} u

La dilatation morphologique binaire d’une image par un disque a pour effets de:

e connecter les objets quand ils sont assez proches;
e combler les trous étroits présents dans les objets ;

e élargir les objets d’une taille correspondant au rayon du disque.
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Exemple 2.2.3 Considérons E = R?, X = {(0,1),(1,1),(2.1),(2.2).(3.0)} et B = {(0.0).(0
Alors X & B = {(0.1),(1,1),(2,1),(3.0),(0,2).(1.2),(2.2),(2,3).(3.1)}.
HC el
® o0
a0 G 000
o b. B 0
a. \ c. 3(\: B)

Figure 2.1 - Dilatation morphologique binaire d’une image X' par un élément structurant

B contenant l’origine.

Exemple 2.2.4 Soient E = R?, X' = {(1.2),(2.2).(3.2).(4.2)} et B = {(0, — 1),(0.1)}.
Alors X& B = {(1,1).(2.1),(3.1),(4.1),(1,3).(2.3),(3.3).(4,3) }. Nous remarquons que dans

ce cas, le résultat n'a aucun point en commun avec .X.

r r
[ o O
[ ] o O
o o0 o o
[ b. B o |0
a. X c. 5(X; B)

Figure 2.2 - Dilatation morphologique binaire d'une image X par un élément structurant

B ne contenant pas l'origine.
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2.3 Dilatation morphologique binaire, érosion morpho-

logique binaire et dualité

En fait, le principe de dualité consiste a faire agir les transformations sur le complémen-
taire des ensembles. Ce principe, bien que trés simple, est fondamental en morphologie
mathématique.

L’érosion morphologique binaire d’'une image .X' par un élément structurant B, notée

z(.X': B), est définie par:

[SV]
o

«(\:B)=XoB (2.

Proposition 2.3.1 L ’érosion morphologique binaire a les propriétés suivantes:
Pour A,B,C € P(E)

1. La croissance: A C B = =(A;C) C =(B:; ().

2. Nous avons: A C B = =(C; B) C =(C; 4).

3. Nous avons: £(A; B) = MyepA_y = Myep(A = b).

4. Distributivité par rapport a l'intersection d’ensembles:
e((ANB);C) =¢(A;C)ne(B;C).
5. Non associativité : =(e(A: B);C) = ¢(4;0(B: C).
6. L’'invariance par translation : e(Ap; B) = £(A; B)p. Par ailleurs, Nous avons

e(A; By) = e(A: B) _p.

Démonstration Ce sont des conséquences directes des propriétés de la soustraction
de Minkowski. a

De la dualité entre I'addition de Minkowski et la soustraction de Minkonwski va découler
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une relation de dualité entre la dilatation morphologique binaire et I'érosion morpholo-

gique binaire.

Proposition 2.3.2 La dilatation morphologique binaire et l'érosion morphologique bi-

naire sont reliées comme suit par dualité : =(X': B) = (6(X¢; B))e.

Démonstration La preuve vient de la Proposition 2.1.2. [

L’érosion morphologique binaire d'une image par un disque a pour effets de:

e séparer les objets au niveau de leurs étranglements:
e éliminer les objets trop étroits ne contenant pas le disque;

e rétrécir les objets d’une taille correspondante au rayon du disque.

Exemple 2.3.3 Soient E = R2. X = {(1,0),(1.1).(1,2),(1.3).(1,5),(2,1),(3,1).(4.1),(5.1)}
et B = {(0,0).(0.1)}. Alors X © B = {(1,0).(1.1),(1.2).(1,3).(1.4) }.
[
000000 o000 0

[

° @

o b. B

L

a. X ¢. £(X; B)

Figure 2.3 - Erosion morphologique binaire d'une image X par un élément structurant

B contenant l'origine.

o
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Exemple 2.3.4 Soient £ = R?, X\ = {(3,0),(3.1).(3.2),(3,3).(3.4),(0.4),(1.1).(1,2).(1,3).
(1,4).(2,1).(2.4).(4,1).(4,3).(4.4).(4.5).(5.1),(5.2).(5.3).,(5.4) } et B = {(—1. — 1),(~1.0).
(—1.1).(1,1),(1.0),(1, = 1),(0. — 1)}. Alors X © B = {(2.2).(4.2)}. Nous remarquons que

dans ce cas, le résultat n'a aucun point en commun avec X.

° r
NOOD
® e e

° ° o> ®
OO0 o @

NEDOD °

ololele b. B

a. X c. £(X:B)

Figure 2.4 - Erosion morphologique binaire d’une image X' par un élément structurant

B ne contenant pas l'origine.

2.4 Ouverture morphologique binaire

La dilatation morphologique binaire d’'une image initialement érodée par le méme élément
structurant ne nous permet pas, en général, de la reconstituer. En effet, il n’existe pas de
transformation inverse a 1'érosion, ceci étant du au fait que les opérateurs morphologiques
sont non linéaires. En fait, chaque opération enléve un certain nombre d’informations et
il n’existe aucun moyen de les reconstituer. La recherche d’un opérateur permettant de
retrouver le maximum d’informations perdues par une érosion morphologique binaire va
nous conduire & la définition d’une ouverture morphologique binaire avant de meilleures

propriétés de stabilité, telles que I'idempotence. Notons que cette derniére est a la base
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du filtrage morphologique [6].
Soient X une image et B un élément structurant. L’ouverture morphologique binaire
d’une image .X' par un élément structurant B, notée v(.\'; B) ou .\' o B, est une érosion

morphologique suivie d’une dilatation morphologique de X par B c’est-a-dire:
7(X;B) =0(e(X:B);B)=(XY©B)¢ B=X0oB (2.6)

Théoréme 2.4.1 Si X' est une image et B est un élément structurant, alors:

o
~1
~—

v(X:B)=U{t+B|te E ett+BC X} (2.

Démonstration Nous avons:

z€~(X;:B) r€e(XYeB)oB
I € Uevan Bl
dte X e B tel que x € B,

decEtlque BbC Xetzre B,

F1roviua

reU{t+B|te Eett+ B C X}
Donc v(X:B)=u{t+ B[t€ Eett+ B C \} |

Proposition 2.4.2 L ‘ouverture morphologique binaire a les propriétés suivantes :

Pour A,B,C € P(E)

1. La croissance: A C B = v(4;C) C v(B;C).
2. L’anti-extensivité : v(.\'; B) C X.

Démonstration Elle est croissante comme composée de deux opérateurs croissants.

L’anti-extensivité de I'ouverture morphologique vient du Théoréme 2.4.1. |

Proposition 2.4.3 L ouverture morphologique binaire est pseudo-invariante par rapport

au translaté de l’élément structurant: v(X; By) = v(.X; B).
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Démonstration Nous avons ¥(X:By) = (Y© B,)® B, = (Y6 B)_x® B, =
(X© B)® B)_ssn = ((X© B)® B) = (X: B). .

Proposition 2.4.4 Toute image X dilatée par un élément structurant B est invariante

sous toute ouverture morphologique binaire par B: v((\' @ B):B) = \' & B.

Démonstration Nous avons (X © B) o B C X @ B car l'ouverture morphologique
binaire est anti-extensive. Soient z € \. b€ B alorst+be X@ Betzr € (X & B)&B.
Ainsi, Y C ('@ B) o B.

Or,si N C(Y@B)eB.alors 6B C (Y B)SB)®B = (\X® B)oB. Ainsi
(XY@ B):B)=XeB. a8

Proposition 2.4.5 L ouverture morphologique binaire est idempotente :

v(v(X; B); B) = v(.X: B).

Démonstration En remplacant .\ par X' © B dans la Proposition 2.4.4, nous obtenons
v((YeB)eB:B)=(YoB)eB=+\:B) =

L’ouverture morphologique binaire d’une image par un disque a pour effets de:

o filtrer les contours dans |'image;
e éliminer les particules trop étroites présentes dans 'image;
e séparer en plusieurs composantes connexes les particules présentant un étranglement

assez long et étroit.

(V]
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Exemple 2.4.6 Soient E = R?, X = {(2.1).(3,1),(4.1),(1.2),(2.2).(3.2).(3.3),(3,4),(4.1),
(4,2).(4,4)} et B = {(1,0),(1,1)}. Alors v(X; B) = {(1,2),(2,1).(2,2).(3.1),(3.2).(4,1).(4,2) }.
Nous remarquons que tous les_ éléments de 'ouverture morphologique de .X sont encore

des éléments de X.

r [ Cl
0 o o
00 0 00
0000 o0 o 00
00 O b. B 00

a. \ c. 2(X:B) d. v(\X:B)

Figure 2.5 — Quverture morphologique binaire d’une image X par un élément structurant

B.

2.5 Ouverture morphologique binaire, fermeture mor-

phologique binaire et dualité

Comme dans le cas de I'ouverture morphologique binaire, nous définissons la fermeture
morphologique binaire afin d’essayer de retrouver le maximum d’informations perdues
par une dilatation morphologique binaire.

Soient une image .\' et un élément structurant B. La fermeture morphologique binaire de
X par B, notée ¢(.X; B) ou .X e B, est une dilatation morphologique binaire suivie d'une

érosion morphologique binaire de .X' par B c’est-a-dire:
#(X;B)=c(0(X;B);B)=(X®©B)eB=\XeB (2.8)
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De la dualité entre la dilatation morphologique binaire et 1'érosion morphologique binaire

va découler une relation de dualité entre I'ouverture morphologique binaire et la fermeture

morphologique binaire.

Proposition 2.5.1 L’ouverture morphologique binaire et la fermeture morphologique bi-

naire sont liées comme suit par dualité :

7(X; B) = (6(.X*: B))* (2.9)

Démonstration Nous avons:

v(X:B)* = 4(s(X; B); B)*

Donc v(.X; B) = (¢(X; B))*. »
Proposition 2.5.2 La fermeture morphologique binaire a la caractérisation suivante :

6(X\;B)=(X®B)6B={r€cE|Vhe Ex € B, = B,nX #0} (2.10)

Démonstration Nous avons:
NXeB = (X°0B)
= {r € E|3y,z€ B, C X°)°
= {z€ E|3y,z€ B, et B,Nn X =0}°
= {reElreB,= B,NX # 0}
donc ¢(X;B) = (X@®B)oB={z € ElVh€ E;x € B, = B,N X # 0} [ |
Proposition 2.5.3 La fermeture morphologique binaire a les propriétés suivantes :
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Pour A,B,C € P(E)
1. La croissance: A C B = ¢(A:C) C o(B;C).
2. L'extensiviteé : X C ¢(X: B).
Démonstration 1. Elle est croissante comme composée d’opérateurs croissants.

2. Sitre NX.be B. Alorsz+be Y®B.Siz+bée X& B. pour tout b € B, alors
re€(NXoB)S B. Donc X C YVeB. |

Proposition 2.5.4 La fermeture morphologique binaire est pseudo-invariante par rap-
port au translaté de l'élément structurant : 6(X: By) = o(X': B).
Démonstration o(.X: By) = (v(X By))¢ = (v(X¢; B))¢ = ¢(.X: B) [ ]
Proposition 2.5.5 Toute image X érodée par un élément structurant B est invariante
sous toute fermeture morphologique binaire par B : ¢((X & B);: B) = X 6 B.
Démonstration La preuve s'obtient de la Proposition 2.4.4 et par dualité. n
Proposition 2.5.6 La fermeture morphologique binaire est idempotente :
#(¢(.X; B); B) = o(X; B).
Démonstration La preuve s'obtient en remplagant .\' par .\' @ B dans la Proposition
2.5.5. [
La fermeture morphologique binaire d’une image par un disque a pour effets de:

o filtrer les contours en éliminant les petites concavités dans une image;

e détecter un groupe spécifique de points dans une image;

e segmenter une image en plusieurs composantes connexes.



Exemple 2.5.7 Soient E = R?, X = {(2.2),(2,4).(3,2),(3,3)} et B = {(0.1).(0.2),(1.1)}.
Alors ¢(X; B) = {(2.2),(2.3),(2.4).(3.2).(3,3)}. Nous remarquons que tous les éléments

de X sont dans la fermeture morphologique de .\

Iy 0
o O 3OO0 0000 000
o0 L o000 o0
00
b. B
a. .\ c. 0(X:B) d. o(X: B)

Figure 2.6 - Fermeture morphologique binaire dune image .X par un élément structurant

B.



CHAPITRE 3

Morphologie mathématique a niveaux

de gris

Introduction

Initialement congue pour les images binaires, la morphologie mathématique a été étendue
aux images a niveaux de gris a travers les notions de sommet de surface et d’ombre [19],
[16]. Dans ce chapitre, il sera question tout d’abord de rappeler les notions de sommet
de surface et d’'ombre d’un ensemble. Ensuite, nous utiliserons ces notions pour effectuer
le passage entre la morphologie mathématique binaire et la morphologie mathématique
a niveaux de gris. Une deuxiéme partie sera consacrée aux opérateurs dérivés tels que
le gradient morphologique et le chapeau-haut-de-forme. Dans ce chapitre, les fonctions
considérées sont semi-continues supérieurement et I’espace euclidien considéré EV sera

égal a RV dans la cas continu et Z" dans le cas discret.
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3.1 Notion de sommet de surface

Soient l'espace euclidien EY (ot E=RouZ), AC EVN, det F={ze€ EN"YTye
E.(z.y) € A}. Le sommet de la surface de A. noté T[] est une application. T[4]: F —» E

définie par:
T[A(z) = sup{y|(z.y) € A} (3.1)

Un ensemble 4 C EV-! x E est une ombre si (r.y) € A si et seulement si (z.z) € A pour
tout = < y. Les notions de sommet de surface et d’ombre sont des notions inversibles dans
le sens que toute opération sur la notion de sommet de surface va induire une opération

sur celle des ombres et réciproquement sous certaines conditions.

y
JTIA]

)

F
L ——

X

Figure 3.1 - Le sommet d’une surface A .

Proposition 3.1.1 Si EV est un espace euclidien, F C EN~' et f : F — E, alors
TU = f.

Démonstration La preuve est celle de la Proposition 1.3.2. [ ]

Corollaire 3.1.2 U[T[U[f]]] = U[f]-
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Proposition 3.1.3 Soit A C EV, nous avons

1. A CU[T[4]).
2. Si A est fermée et A est une ombre. alors A = U[T[4]].

Démonstration Soient r € EV-! ye€ E.

1. Si (2.y) € A, alors y < T[A](z) et ainsi (z.y) € U[T[A]].

2. Si (z.y) € U[T[A]], alors y < T[A](z).

(a) Siy < T[A](z), alors 3(z,z) € A tel que y < z < T{A](z). Et alors (z.y) € A car 4
est une ombre.

(3) Siy=T[A|(z). alorsVs < y,3t.s <t <y tel que (z.t) € A alors. (z.s) € 4 et donc
Vs < y,(zr.s) € A, ainsi (z,y) € A.

Donc 4 = U[T[4]]. |

Remarque 3.1.4 Si A est une ombre, la condition A fermée est importante pour avoir
A =UIT[4]]. En effet, si A = R x (—oc.0), alors Y(z,y) € R x (—o¢c,0) nous avons
y < 0etsiz < yalors:<0et(r.z) €R x(—oc0). D'autre part, soit y tel que
(z.2) € AVz < y. Supposons que (z,y) ¢ A, alors 0 < y. Ainsi, il eriste =’ tel que
0< 2 <yetdonc (x.2') ¢ A. Alors (z.y) € A. Donc A est une ombre.

Mais T[A](z) =0Vz et U(T[4]) = R x (—2,0] D A.

Proposition 3.1.5 Si A et B sont des ombres alors :

1. 4@ B est une ombre.

2. AS B est une ombre.

Démonstration 1. Soient (r.y) € A& B et w < y. Démontrons que (z,w) € A B.
Si (z,y) € A® B, il existe alors (u,v) € B tel que (r —u,y—v) € A. Si w <y, alors
w—v<y-—uv Ainsi (z — u,w — v) € A, car A est une ombre. Ainsi (z,w) € AP B.

Réciproquement, soient (z,2) € 4@ B et y tel que = < y. Démontrons que (z,y) € A® B
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Si (z,z) € A® B, il existe alors (u,v) € B tel que (z — u.z —v) € 4. Siz <y, alors
z—v<y-—v. Ainsi (z — u.y — v) € A, car A est une ombre. Ainsi (z.z) € A& B.

2. Soient (z,y) € A6 B et w < y. Démontrons que (z.w) € A S B.

Si (z,y) € A © B, alors pour tout (u,v) € B (z +uy+v) € 4. Et w < y implique
w+y<y+v. Ainsi, (r +u.w +v) € A. Done (z.w) € A6 B

Réciproquement, soient (z,:) € AS B et y tel que = < y. Démontrons que (z.y) € ASB
Si (z,z) € A6 B. il existe alors (u,v) € B tel que (z +u,z+v) € 4. Siz <y, alors

+v < y+vu. Ainsi (z+u,y+v) € A. car A est une ombre. Donc (r.z) € ASB. [ ]
Proposition 3.1.6 Soit K un compact non vide de EN muni de la topologie usuelle.

1. Si G est un ouvert topologique de E~, alors G & K est un ouvert topologique de

E N

2. Si F est un fermé topologique de EN | alors FO K, F&S K. Fo K et F o K sont

des fermés topologiques de E .

Démonstration 1. Si G est un ouvert topologique de EV, alors G® K = U,cx G est
un ouvert topologique comme réunion d’ouverts topologiques.

1. Soient F est un fermé topologique de EV et (z,) C F @ K une suite convergente vers
z € EV. Montrons que r € FO K.

Nous avons, pour tout n, =, = f,+k, ou f, € F et k, € K. Mais K est compact, donc
il existe une sous-suite &y, de A" qui converge vers un point v € K.

Ainsi, limf,, =r~v=u€ F.Doncr=u+veE FOK.

Par ailleurs, nous avons F & K = (F¢ @ R)¢, donc F © K est un fermé topologique de
EN.

Enfin, FE& K et F & K étant des fermés topologiques, nous avons Fo K = (F& K) &
K et Fe K = (F® K)© K qui sont des fermés topologiques de EV. |
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3.2 Dilatation morphologique & niveaux de gris

La dilatation morphologique a niveaux de gris est définie a travers les notions de sommet
de surface et d’ombre.

Soient un espace euclidien EV, F, K des parties de EV¥~! et les applications f : F —
E etk : K — F telles que {z|k(z) # —oc} est compact. La dilatation morphologique a
niveauz de gris de f par k, notée f & k. est définie par f @ k = T[U[f] & U[K]].

La dilatation morphologique a niveaux de gris peut étre ramenée a un supremum de

sommes.

Proposition 3.2.1 Soient f : F — E et k : K — E telles que {z|k(z) # —xc} est
compact, alors f & k: F & N — E peut étre obtenue par:

(f © k)(z) = sup:ernz-m{f(z — =) + k(2)}.

Démonstration Posons = = (f&k)(z). Alors = = T[U[f]@U[k]](x). Par définition du
sommet d'une surface, = = sup{y|(z.y) € U[f]®U[k]}. Et par définition de la dilatation.
z = sup{a+b|pouru € N,z —u € F,(x —u,a) € U[flet(ub) € Uk]}. Ainsi,a = f(zx—u)
et b= k(u). Donc z = sup{f(zr — u) + k(u)|u € K,(z — u) € F}. ]

Proposition 3.2.2 Soient un espace euclidien EV, F, K des parties de EN7! et les
applications f : F — E etk : K = E telles que {z|k(x) # —oc} est compact. Alors
Ulf ® k| =Ul[f]® U[K]. [ |

Démonstration Nous avons f&k = T[U[f]@U[k]] ainsi, U[fek] = U[T[U[fl®Ulk])] =
Ulf]® U[k] car U[f] & U[k] est une ombre fermée. .

Proposition 3.2.3 La dilatation morphologique a niveaur de gris a les propriétés sui-

vantes :
1. Commutativité: f Bk =k & f.
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2. Associativité : ki @ (ke @ k3) = (k1 @ k2) @ ks.

Démonstration 1. Nous avons f @ k =T[U[f]® Ulk]] = T[U[k] & ko f

Ulks])] =

UlA]
2. Nous avons k; @ (k2 @ k3) = T[U[k1] ® Ulks @ k3]] = T[U[k1] & (Ulks] &
T((Ulki] @ Ulks]) @ Ulks]] = T[U[k1 @ ko] @ Ulks])] = (k1 @ k2) & ks B

La dilatation morphologique a niveaux de gris par un disque a pour effets de:

e produire une image plus lumineuse que I'image initiale;

e réduire ou éliminer les petites structures noires présentes dans I’image.

Exemple 3.2.4 Dilatation morphologique a niveaux de gris d’une image f par un élément

structurant k de taille 3 x 3.

a. f b. f®k

Figure 3.2 — Dilatation morphologique & niveaur de gris d’une image.
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3.3 Dilatation morphologique & niveaux de gris, éro-

sion morphologique 4 niveaux de gris et dualité

L’érosion morphologique a niveaux de gris est définie a travers les notions de sommet de
surface et d’ombre.

Soient un espace euclidien EV¥, F, K des parties de EV~! et les applications f : F —
Eetk : K — E telles que {z|k(z) # —oc} est compact. L’érosion morphologique a
niveauz de gris de f par k. notée f & k, fOS k: FO K — E, est définie par f S k =
T{U{f] © UK.

Comme dans le cas binaire. il existe une relation de dualité entre I’érosion morphologique
et la dilatation morphologique a niveaux de gris. Soit f : F — E. la réflerion de f. notée

f. f: F = E est définie par f(z) = f(~xz).

Proposition 3.3.1 Soient les applications f : F — E etk : K — E telles que {z|k(x) #
~oc} est compact et x € (F @ K) N (F © K). La dilatation morphologique @ niveauz
de gris et l’érosion morphologique @ niveaur de gris sont liées comme suit par dualité :

(f@k)(z) = ~((=f) © k)(2).

Démonstration

_(f © k)(.’l,‘) = _sup:GK,(J:—:)GF[f(I - z) + L(Z)] = inf:EI\',(J:—z)eF[—f(I - :) - k(:)]

= infocheserl-f@+2) — kG = (e R)) @

L’érosion morphologique a niveaux de gris peut étre évaluée en considérant l'infimum

d’une différence d’ensemble.

Proposition 3.3.2 Soient un espace euclidien EN, F, K des parties de EN~! et les
applications f : F — E etk : K — E telles que {z|k(z) # —oo} est compact. Alors
fek:Fe K — E est obtenue par:

(fek)(z)=inf.en{flz+2) — k(2)}.
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Démonstration Posons = = (f € k)(z). Alors = = T[U[f] © Ulk]|(z). Soit encore
en utilisant la définition de T, = = sup{y|(z.y) € U[f] © Ulk]}. Par définition d’une
érosion, z = sup{y |V(u,v) € Ulk], (z.y) + (u.v) € U[f]} et par définition des ombres des
applications, = = sup{y|Vu € K.v < k(u),u < f(z +u) — v}. Si. y < f(z + u) — v pour
tout v < k(u) alors y < f(z +u) — k(u). Ainsi, z = sup{y|Vu € R,y < f(z+u) — k(u)}.
De plus, si y < f(r +u) — k(u) pour tout u € K alors, y < infuex[f(x + u) — k(u)] donc
s = sup{y|y < infuelf (@ + u) — k(w)]} = infuk[f(z +u) —k(w). ™

Théoréme 3.3.3 Soient un espace euclidien EV, F. K des parties de E¥~" et les ap-
plications f : F — E etk : K — E telles que {z|k(z) # —oc} est compact. Alors
Ulf ekl =Ulfle Ulk].

Démonstration fok = T[U[f|sU[k]] ainsi, U[fok] = U[TU[f]leUk]]} = U[fleU]k]

car U[f] & Ulk] est une ombre fermée. [ ]

Proposition 3.3.4 L érosion morphologique ¢ niveauz de gris est non associative :

(fOki)Ok=fO (ki @ k).

Démonstration Nous avons (fok|)6k, =T[U[fek|oUk,| =T[(U[fleUk])e
Ulkol] = TUf|© (Ulki) @ Ulka))] = TIUfl@ Uk @ kol = f S (y @ k)
L’érosion morphologique a niveaux de gris par un disque a pour effets de:

e produire une image plus sombre que l'image initiale;

e réduire ou éliminer les petites structures claires présentes dans I'image.

Exemple 3.3.5 Erosion morphologique i niveauz de gris d’une image f par un élément

structurant k de taille 3 x 3.
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a f b. fok

Figure 3.3 — Erosion morphologique & niveauz de gris d’une image.

3.4 Ouverture et fermeture morphologiques & niveaux

de gris

L’ouverture et la fermeture morphologiques & niveaux de gris sont définies de la méme
facon que dans le cas binaire et elles ont des propriétes similaires.

Soient les applications f : F' — F et k : K — FE telles que {z|k(x) # —oo} est compact.
L’ouverture morphologique a niveauz de gris de f par ’élément structurant k, notée fok,
fok:FoK — E, est définie par fok = (f S k) D k.

La fermeture morphologique a niveauz de gris de f par I’élément structurant k, notée

fek, fek:FeK — F,est définie par fek = (f ® k) © k.

Proposition 3.4.1 L’ouverture morphologique & niveaux de gris est un opérateur anti-

extensif: (f o k)(z) < f(z) pour tout z € F o K.

Démonstration Nous avons fok = (fek)@k=TU[fekl @ Ulk]] = T[U[f] &
Ulk) @ U[k]]). Or, (U[f] © Ulk]) ® Ulk] C U[f] car 'ouverture morphologique binaire est
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anti-extensive. Donc T[(U[f] & Ulk]) @ Ulk]|(z) < T[U[f]](z)Vz € F o K. Par ailleurs,
TU[f]] = f. ainsi T[U[f]loU[k]®U[k]|(z) < f(z). Donc (fok)(z) < f(z) pour tout z €
FoK [

Proposition 3.4.2 La fermeture morphologique a niveauz de gris est un opérateur ezx-

tensif: f(z) < (f ® k)(z) pour tout z € F.

Démonstration La preuve se fait de la méme fagon que la précédente en utilisant le

fait que toute fermeture morphologique binaire est extensive. [ ]

Proposition 3.4.3 L ‘ouverture morphologique i niveauz de gris est un opérateur idem-

potent: (fok)ok = fok.

Démonstration Nous avons (fok)ok = T[(U[fok|aUk])@U[k]] = T[((U[f]eU (k))&
Ulk)oUlk) @Ulk]] = T{(U[f]oU[k]) oUlk]] = T[U[f]oU[K]] = T[(U[f]oUK) @ UK]] =
TU[fekleUk] =TU[(fok) @kl =T[U[fok]]= fok. .

Proposition 3.4.4 La fermeture morphologique a niveauzr de gris est un opérateur idem-

potent: (fek)ek = feok.

Démonstration Se démontre de la méme fagon que la précédente. 8
La dualité entre la dilatation et I'érosion morphologiques a niveaux de gris va induire une

relation de dualité entre la fermeture et I'ouverture morphologiques a niveaux de gris.

Proposition 3.4.5 L'ouverture et la fermeture morphologiques a niveaur de gris sont

liées comme suit par dualité: (fok) = —(—f) e k.

Démonstration —(fok) = —((fok)®k) = (—(fok))ek = (-f)ek)ek = (- f)ek.
Donc (fok) = —(—f) k. u
L’ouverture morphologique a niveaux de gris par un disque a pour effets de:

e éliminer les petites structures claires présentes dans l'image;
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e réduire ou éliminer les pics présents dans 'image.

Exemple 3.4.6 L’ouverture morphologique & niveaux de gris d’une image f par un élé-

ment structurant k de taille 3 x 3.

a. f b. fok

Figure 3.4 — Ouverture morphologique a niveauz de gris d’une image.
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La fermeture morphologique & niveaux de gris élimine les petites structures noires tout

en préservant les structures claires présentes dans une image.

Exemple 3.4.7 La fermeture morphologique & niveaur de gris d’une image f par un

élément structurant k de taille 3 X 3.

! 3
{
[+
bl

Figure 3.5 — Fermeture morphologique & niveaux de gris d’une image.

3.5 Le gradient morphologique

Dans une image, les contours sont situés dans les zones de grandes variations des niveaux
de gris. Nous introduisons un opérateur appelé gradient morphologique afin de mettre ces

variations en évidence.

Soient les applications f : F' — E et k : K — E telles que {z|k(z) # —oo} est compact.
Le gradient morphologique de f par rapport & k, noté px(f), est défini par:

p(f)=fOk—fOk (3.2)
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Exemple 3.5.1 La gradient morphologique a niveauz de gris d’une image f par un €lé-

ment structurant k de taille 3 x 3.

a. f b. ()l

Figure 3.6 — Gradient morphologique a niveaur de gris d’une image.

Le demi-gradient par [’érosion morphologique a niveaux de gris ou gradient interne, noté

pr~ (f), est défini par:

pr (f)=Ff—Fok (3.3)

De méme, le demi-gradient par la dilatation morphologique a niveaux de gris ou gradient

externe, noté pp*(f), est défini par:

T (f)=fok-f (3.4)
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Le demi-gradient interne améliore les contours internes des objets blancs dans 'image,

alors que le demi-gradient externe améliore les contours externes de ces objets.

Exemple 3.5.2 La gradient interne d’une image f par un élément structurant k de taille

3 x 3.

a. f b. |k~ (/)]

Figure 3.7 — Gradient interne d’une image.
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Exemple 3.5.3 La gradient externe d’une image f par un élément structurant k de taille

3 x 3.

a. f b. ox " (f)]

Figure 3.8 — Gradient externe d’une image.
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CHAPITRE 4

Treillis et opérateurs morphologiques

binaires

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons introduire les notions de dilatations et d’érosions algé-
briques. Ces concepts sont en fait des généralisations des notions de dilatations et d’éro-
sions morphologiques. Notons que cette généralisation met en valeur les propriétés fon-
damentales des dilatations et des érosions et ce, au moyen de la notion d’adjonction |[3].

Ensuite, nous définirons les ouvertures et les fermetures algébriques.
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4.1 Dilatation algébrique

Soient (£, <) un treillis complet, O 'ensemble des opérateurs sur £ et 3 € O. L'opérateur

B est une dilatation algébrique si:

1. B est croissant,

2. VS C L. B(VS) = Vesd(z).

Proposition 4.1.1 L’ensemble des dilatations algébriques est:

1. Fermé pour la composition des opérateurs et contient l'élément identité,

2. Fermé pour le supremum dans O.

Démonstration 1. Soient J, et J, deux dilatations algébriques et S C £
i. 4, 0 d, est croissant comme la composée de deux opérateurs croissants.
ii. d; 0 4o commute par rapport au supremum. En effet,
01002(VS) = 01(02(VS))

= 81(Vzesda(z))

= Viesi(d2(r))

= VIES(SI. o (52(1:)
Donc 4; o §; est une dilatation algébrique. Comme nous avons [4(VS)= V8=V, esz=

Vzesly(z), alors I, est une dilatation.

2. Démontrons que pour tout ensemble D de dilatations, VD est encore une dilatation
algébrique.
Soient S C L, z et y € £ nous avons
r<y = 4(z)<d(y) VoeD
= Vsepd(z) £ Viend(y)

= (VD)(z) < (VD)(y)
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donc VD est croissant. Par ailleurs, nous avons:

VD(VS) = Vsepd(VS)
= Vgep(Vzesd(z)) car d est une dilatation.
= Vies(Viaepd(z))
= Vies(VD(z))
ainsi VD commute avec le supremum. Donc VD est une dilatation algébrique. [ |

4.2 Erosion algébrique
Soient (£, <) un treillis complet, O 'ensemble des opérateurs sur £ et 3 € O. L'opérateur
3 est une €rosion algébrique si:

1. 3 est croissant,

2. VS C L, 3(AS) = NesB(x).

Par dualité aux propriétés de I'ensemble des dilatations algébriques, nous avons la pro-

position suivante:
Proposition 4.2.1 L’ensemble des érosions algébriques est :

1. Fermé pour la composition des opérateurs et contient l’élément identité,
2. Fermé pour U'infimum dans O.
En conséquence, I'ensemble des dilatations algébriques (resp. des érosions algébriques)

est un treillis complet.
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4.3 Illustration dans le cas des opérateurs morpholo-

giques binaires

Soient E un espace euclidien et B C F un élément structurant. Notons:

1. 45(X) = X @ B la dilatation morphologique binaire
2. £g(\Y) = X 6 B I'érosion morphologique binaire

3. o pour l'origine de E

Proposition 4.3.1 Les dilatations (resp. les érosions) morphologiques binaires sont des
cas particuliers des dilatations (resp. des érosions) algébriques. De plus, l'ensemble des
dilatations (resp. des érosions) morphologiques binaires est fermé pour la composition des

opérateurs et contient [identité.

Démonstration

1. Les opérateurs dp et =5 sont des opérateurs croissants pour tout B C E.

2. Soit (Bj)jes une famille d’éléments structurants. Nous avons dy,.,8,(.X) = \'®
(UjesBj) = Ujes(X @ Bj) = Ujes0p (X) = Vjesdp,(X). Aussi, n ,8 (X) =
X 6 (NjesBj) = Njes (X © Bj) = Njesep, (X) = Ajeses, (X).

Soient X, By, B,, des parties de E. Nous avons:

1. X& {0} = Xo{o} =X endautres termes, d(o} = £(o) = L.
Nous avons 53‘ o (53,_,(.\') = (531(532(.\')) = 531(‘\’ @ Bg) = (.Y &) B_)_) &b B[ =
X & (B:® By).

N

Il

B (€6.(X)) = z23(X © By) = (Y& By) 6 B,

2

(U

3. Nous avons g, 0 ep,(X) =

X o (B B)).
Alinsi 581 o (532 = (SBI@B._, = 6552(31) et €p,%€B, = £B,&Bs- [ |
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4.4 Notion d’adjonction

La base de la définition des opérateurs morphologiques sur les treillis vient de la notion de
I'adjonction. Celle-ci nous permet d’établir un isomorphisme entre I’ensemble des érosions

algébriques et celui des dilatations algébriques.

Soient (£, <) un treillis complet, O I'ensemble des opérateurs sur £ et 4. ¢ € O. Nous

disons que (£,d) est une adjonction si:

ou encore
s(y) >2r <= y>dx) Vrye L. (4.2)

donc (£,0) est une adjonction dans (L. <) si et seulement si (d,z) est une adjonction dans
(L, >). Puisque 9 et = jouent un réle dual, nous noterons ¢ la dilatation algébrique et =

I’érosion algébrique.

Proposition 4.4.1 Soient (L, <) un treillis complet, O l'ensemble des opérateurs sur L

et b, € Q. Si (£,0) est une adjonction alors & est une dilatation algébrique et < est une

érosion algébrique.

Démonstration Il nous suffit de montrer que J est une dilatation algébrique. Nous
déduirons que ¢ est une érosion algébrique par dualité. Comme O < £(O) nous tirons de
(4.1) que 6(0O) < O et donc 6(0) =0 .

Soient y € £ et S un sous ensemble non vide de £. Nous avons:

Vzesd(rz) <y < d(z)<ypourtout reS
& z<¢e(y) pourtout r€S
= VS <<(y)
= 9(VS) <y
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En particulier, en prenant successivement y = V csd(x) et y = §(VS). nous obtiendrons
que 0(VS) = V esd(x), donc d est une dilatation algébrique. [ |

Soient (£, <) un treillis. O 'ensemble des opérateurs sur £ et n € O. Nous définissons

n € Q par:

aly) =V{zIn(z) < y}vy el (4.3)
et n € O par:

n(z) =Mzl <n(z)}vVr e L. (4.4)

Comme 6 = 5 dans (L. <) si et seulement si @ = 5 dans (L. >). les équations (4.3) et

(ny

(4.4) sont en dualité. Nous verrons que dans une adjonction (z.0). ¢ = d et § = <.

Proposition 4.4.2 Soient (L. <) un treillis complet, O l'ensemble des opérateurs sur L

et d, c € O. Si (£,0) est une adjonction, alors nous avons les assertions suivantes :

(1) ¢ est croissant et [; < 00
(2) e=4
(3) 0 est croissant et doz < Iy
(4) 6=¢

Réciproquement, si nous avons (1) ou (2) et (3) ou (4) alors (c,0) est une adjonction.
Démonstration Il suffit de montrer que:

(i) si (€,0) est une adjonction, alors nous avons (2) et (4)
(ii) (2) implique (1) et (4) implique (3)
(iii) si nous avons (1) et (3) alors (¢,4) est une adjonction

(i) Notons que (y) = V{z |z < &(y)} pour tout y € L est équivalent a =(y) = V{z/d(z) <

yIvye L et e = 3. Alors 6 = ¢ s’obtient par dualité.
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(ii) Montrons que (2) implique (1), (4) implique (3) suivra par dualité.

Soit y € L, définissons E(y) = {z|d(z) < y}. Par (2) nous avons =(y) = d(y) =
V(E(y)).

Si y; < yp alors, E(y,) C E(yz) et donc V(E(y,)) < V(E(y2)). Ainsi = est croissant.
Aussi, 0(y) < d(y) donc y € E(d(y)) pour tout y € L. Ainsi y < V(E(d(y))) = =(d(y)) -
Donc I; < z04.

(iii) Prouvons enfin que si nous avons (1) et (3), alors (z.4) est une adjonction.
Supposons (1) et que d(z) < y, pour tout z,y € L. L'opérateur ¢ étant croissant nous
avons £(6(x)) < z(y). Aussi, Iy < 204 donne z < z(d(x)) ainsi 0(z) < y = r < =(y).
De méme r < £(y) = J(r) < y quand nous supposons(3). Ainsi §(z) < y <= = < 2(y)

donc (¢.d) est une adjonction. ]

Exemple 4.4.3 Soient E un espace euclidien. X.B C E. la dilatation morphologique
binaire dg(X) = X @ B et l'érosion morphologique binaire =g(.X) = X' © B. Le couple

(¢B:dg) est une adjonction. En effet, nous avons:

YeBC XN« YCX6BVXYCE

SiYOBCNXNalrs(Y®B)oBCXSB. MaisY C (Y@ B)sB.
SiYCNOBalorsY®BC(XY©B)®B. Mais( X&B)®BC X.

Théoréme 4.4.4 L’ensemble des adjonctions constitue un isomorphisme entre le treillis
complet des dilatations algébriques et celui des érosions algébriques. En d’autres termes,

nous avons:

(1) Pour toute dilatation algébrique ¢, il existe une et une seule érosion algébrique = telle
que (¢,8) est une adjonction et nous avons e = §
(2) Pour toute érosion algébrique ¢, il existe une et une seule dilatation algébrique ¢ telle

que (£,0) est une adjonction et nous avons § = ¢
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(3) De plus, nous avons ocod = etcodoc =

Démonstration (1) Soit 4 une dilatation algébrique, posons ¢ = d tel que dans
I'équation (4.3). Ainsi (i) 'opérateur J est croissant et (i¢) soit y € L, nous avons doz(y) =
8(0(y)) = 6(v{z1d(z) < y}) = V{0(z)|8(z) < y} < yet donc. §o= < I, Alors 4 et =
satisfont les conditions (2) et (3) de la Proposition 4.4.2, donc (z.d) est une adjonction.
Par la Proposition 4.4.1, 'opérateur = est une érosion algébrique.

Soit ¢ une autre érosion telle que (¢'.6) est une adjonction, alors £ = d = = par le (2)
de la Proposition 4.4.2.

(2) La deuxiéme partie de notre théoréme s’obtient de la premiére partie par dualité.
(3) Du (1) et (3) de la Proposition 4.4.2 nous avons Iy < zod, Joz < [, et J est croissant

est

[

ainsid =do [y < d(c0d)=(dos)od <I[j0d=06.Doncdozod=detsodoz=
obtenu par dualité. [

Proposition 4.4.5 Soit (z,0) une adjonction et T un groupe d’autornorphismes sur L.

0 est T-invariant si et seulement si = est T -invariant.
Démonstration Supposons que ¢ est T-invariant. Alors ¢ commute avec tout 7 dans

T et en en particulicr il commute avec 77!, Soient z,y € £ nous avons:

dor(z) <y 7(z) < e(y)

Donc § o 7(z) = 7 0 d(z) et § commute avec 7. Ainsi § est T-invariant. La réciproque se

montre de la méme fagon. 8

Nous dirons que (£,0) est une T -adjonction quand 4 est une T-dilatation et £ est une

(3™
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T-érosion.

Exemple 4.4.6 Sur le treillis booléen P(E), les dilatations et les érosions morpholo-
giques binaires peuvent étre construites entiérement a partir des translations. En effet.
st nous firons l'origine o, tout point a € E détermine une unique translation 7, telle
que 7,(0) = a. St X C FE alors, 7,(X) = X,. Ausst, pour tout X. A C E nous avons
N O A =Ugeata(X) et XY O A =NgearH(X).

Donc la dilatation morphologique binaire d,(X) = X @ A et I'érosion morphologique bi-

naire £ 4(\\') = X & A ont la décomposition suivante en termes de translation :

Y - -1
04 = VacATa el 4 = AaE.-lTa

4.5 Ouvertures et fermetures algébriques

Les ouvertures et les fermetures algébriques nous permettent d’étudier la composition
d’opérateurs croissants et les nouvelles propriétés telles que I'idempotence.
Soient (L, <) un treillis, O 'ensemble des opérateurs sur £ et 3 € O tel que 3 est

croissant. Nous dirons que:

1. 3 est une ouverture algébrique si et seulement si 3 est anti-ectensif et idempotent.

2. 3 est une fermeture algébrique si et seulement si 3 est ertensif et idempotent.

Exemple 4.5.1 Soient E un espace topologique, L = P(E). L’opérateur ¢ : P(E) —
P(E) tel que ¥ (X) =.{’, l'opérateur qui a un ensemble lui est associé son intérieur.
C'est une ouverture algébrique dont le domaine d’invariance est ['ensemble des ouverts

topologiques sur E.



De méme, l'opérateur 0 : P(E) —=P(E) tel que (X) = X, l'opérateur qui ¢ un ensemble
lui est associé sa fermeture morphologique est une fermeture algébrique dont le domaine

d’invariance est 'ensemble des fermetures topologiques sur E. B



CHAPITRE 5

Filtres morphologiques

Introduction

La théorie du filtrage morphologique a été développée par G. Matheron [11] et J. Serra
[11] dans les années 80. Congue comme une généralisation des ouvertures et des ferme-
tures morphologiques, elle étudie la classe des opérateurs croissants et idempotents d’un
treillis complet dans lui-méme. L’idée principale des filtres morphologiques est de sup-
primer de fagon sélective des structures dans une image, ces structures pouvant étre soit
du bruit, soit des objets non pertinents. Cela implique donc que les structures préservées
ne doivent pas étre modifiées par une deuxiéme application du méme filtre. Ceci illustre
I'une des propriétés fondamentales des filtres morphologiques: 'idempotence. Le choix
d’un filtre morphologique est guidé par le nombre d’informations que nous disposons par

rapport aux contours, la taille et I'orientation des structures que nous choisirons de filtrer.
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Dans ce chapitre, nous débuterons par une définition d’un filtre morphologique. Ensuite,
nous étudierons les filtres dérivés ainsi que les filtres alternés séquentiels pour terminer

par une application au filtrage d'images.

Soit (£, <) un treillis complet. Un opérateur ¢ : L — L est un filtre morphologique si

¥ est croissant et idempotent.
Les ouvertures morphologiques sont des filtres morphologiques anti-extensifs et les fer-

metures morphologiques sont des filtres morphologiques extensifs.

5.1 Les filtres dérivés

A ce point. nous étudions des transformations plus générales, qui ne sont ni extensives
ni anti-extensives. En fait. nous chercherons a obtenir des formules d’approximations
permettant de trouver la majoration d'une classe prédéfinie de transformations, telles
que les ouvertures et les fermetures morphologiques [17], [12].

Soient (£, <) un treillis complet et ¥ un opérateur croissant sur L. L'opérateur ¢ est:

1. un sous-filtre si Yo @ < ¥

o

un sur-filtre si Yoy > v
3. un inf sur-filtre si w = Yo ([4 A U)
4

1. un sup sous-filtre si & = ¢ o (I3 V v¥)

Remarque 5.1.1 1. Si l'opérateur ¢ est un filtre, alors v est un sous-filtre et un
sur-filtre.
2. Par ailleurs, nous avons toujours wo (IyAv) <y et o (IyVy) > .
Proposition 5.1.2 Soient ¢ et ¢ deur opérateurs sur le treillis complet (L, <).

(a) Si & est croissant et extensif et ¥ est un sur-filtre, alors ¢ o ¥ et Y o ¢ sont des
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sur-filtres.
(a’) Si ¢ est croissant et anti-eztensif et v est un sous-filtre, alors oo v et ¥ o ¢ sont
des sous-filtres.
(b) Si ¢ est croissant et extensif et ¢ est un inf sur-filtre, alors ¢oy: est un inf sur-filtre.
(b’) Si ¢ est croissant et anti-extensif et ¢ est un sup sous-filtre, alors ¢ o ¥ est un sup

sous-filtre.

Démonstration (a) Supposons que ¢ est croissant et extensif et ¢ est un sur-filtre.
Alors gopogouw > 0oow > dotet Podorod > Yowoo > woo, donc oo et
U o ¢ sont des sur-filtres.

(a”) s'obtient par dualité a (a).

(b) Supposons que ¢ est croissant et anti-extensif et ¢ est un sous-filtre. Alors oo v o
(IgAN@pov) > gowvo(lyA) =o00w, donc dow est un inf sur-filtre.

(b?) s’obtient par dualité a (b). .

Proposition 5.1.3 Si v un opérateur croissant et ertensif et a est une ouverture algé-
brique sur le treillis complet (L, <), alors a0 0, W o o ¥ sont des sur-filtres et ¥ o a,

a o oa sont des inf sur-filtres.

Démonstration Nous avons aoiyoaoy > aoaoly =aoy et Yoaoyoroaoy >
Voaoaoy =yYoaot. Ainsi, ao ¢, ¥ o a o sont des sur-filtres.

Aussi, Yoao([yAvoa) > Yoao(lyAa) = Ypoaoa = voa et aoyoao(ldANaocvoa) >
aoyoao(lyAaoa) =Yoaoa =1oa. Donc, yoa et aoyoa sont des inf sur-filtres.

Cette proposition nous indique comment construire des sur-filtres et des inf sur-filtres.

Proposition 5.1.4 Soient ¢ un opérateur et a une ouverture algébrique sur le treillis

complet (L, <).
(1) Siv est un sous-filtre, alors ao ¥, aooa, woaoy, Yoa sont des sous-filtres.
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(2) Siv est un sup sous-filtre alors a0 ¥, ooy sont des sup sous-filtres.

Démonstration (1) aoy, aovyoaq, ¥ oao ¥, ¥oa sont des sous-filtres comme
composées de sous-filtres.

(2) Supposons que ¥ est un sup sous-filtre. Alors, aoo(I[yVaor:) < acwo(lyVy) = ao
et poaovo(lyVyoaoy)<vvoaopo(lyVyou)<ygoaoy(lyVv)=voaouw.
Donc ao ¢ et ¥ o a o ¢ sont des sup sous-filtres. a

Cette proposition nous indique comment construire des sous-filtres et des sup sous-filtres.

Proposition 5.1.5 Soient v un opérateur croissant et o une ouverture algébrique sur

le treillis complet (L, <). St a < ¢ alors:

(1) aoy, woaoy et aoyoa sont des sur-filtres
(2) Yvoa, aoywoa sont des inf sur-filtres.

(3) De plus, si @ est anti-ectensif, alors aoy =voa=aovoa=vroaoy =«

Démonstration Supposons que a < ¢.

(1) Nous avons (aow)o(aoy) > acaocaoly = acaot! = aoy et (Yoaoy)o(Yoaoy) >
Yoaoaoaoaoy = Yoaocaocty =woaoy. Enfin,(aovvoa)o(aotoa) =
aoyPoaopoa>aoPYoaoaoa=aoyyoa. Doncaoy, woaoy et aoyoa sont
des sur-filtres.

(2) Nous avons voao([4AYoa) > Yoao(lyAaca) = voao(lyjAa) = Ypoaca = You
etaogoao(lyAaotoa)>aopoac(lyAacaoca)=aovoao(lyAaoca)
=aotYoao(lyAa) =aoyoaoa =aoyyoa. Donc ¢y o, ao ¢ o sont des inf
sur-filtres.

(2) Supposons en plus que ¥ est anti-extensif. Alors aovw < aetaov > aoca =a
donc a oy = . Par ailleurs, a = aoa < voa < a ainsi ¢y o = a. De plus nous avons,
aoyYoa=aoa=«a. Delaméme maniére, nois avons Yyoao ¥y = ao ) = a. [ |

Le (1) de la Proposition 5.1.4 et la Proposition 5.1.5 donnent que a o ¢ et 1) o a o ¥ sont
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des filtres.
Proposition 5.1.6 Soit ¥ un opérateur sur le treillis complet (L. <).

1. Si v est un inf sur-filtre alors Iy A ¢ est une ouverture algébrique.

2. Sty est un sup sous-filtre alors I; V ' est une fermeture algébrique.

Démonstration  Supposons que ¢' est un inf sur-filtre. Alors ([y A v)o ([yAw) =
(IiAY)AVvo(IgAvw)= (IuAU)Aw =T A0 et Iy Avw < Iy Alnsi, [y A © est anti-
extensif et idempotent et donc est une ouverture algébrique. La preuve pour la fermeture
algébrique se déduit par dualité a celle de I'ouverture algébrique. B

Un opérateur v sur le treillis complet (£, <) est un filtre morphologique fort si ¢ est a
la fois un inf sur-filtre et un sup sous-filtre.

Les ouvertures et les fermetures algébriques sur (£, <) sont des filtres morphologiques
forts. En effet, si o une ouverture algébrique sur (£, <), alors « est croissant. a o a =
aet o < Iy Ainsia = aAl, et alors aoa = ao(aAly) donc a est un inf sur-filtre. Aussi,
Iyj=I;Vaetalors,a=aocl; =ao(l;Va)donc o est un sup sous-filtre. La preuve

pour les fermetures algébriques se déduit par dualité a celle des ouvertures algébriques.

5.2 Les quatre enveloppes

Soit 1 un opérateur croissant sur le treillis complet (£, <). Notons par:
¥ = V{a|a ouverture algébrique,a < ¥}, la plus grande ouverture algébrique qui minore
Y et ¥ = A{3|3 fermeture algébrique,3 > ¥}, la plus petite fermeture algébrique qui

majore .

Théoréme 5.2.1 Si ¢ un filtre morphologique alors, nous avons: ) < ¥ o v <y <
<

oy <u.



Les opérateurs 1 et 1> o ¢ sont les enveloppes inférieures de ¢ et les opérateurs o v et

Y sont les enveloppes supérieures de .

Démonstration Nous avons ¢ < yo v < ¢ o ¢. Aussi. v < I; donc ¢ o v < ¢. Les
autres inégalités s'obtiennent par dualité. a

Ce théoréme en est un d’approximation. En effet, il nous montre comment approcher au
mieux un filtre morphologique par 'opérateur le plus proche et ce, au sens de la relation
d’ordre a I'intérieur d’une classe d’opérateurs ayant des propriétés prédéfinies. telles que

les ouvertures. les fermetures, les inf sur-filtres ou les sup sous-filtres.

5.3 Filtres Alternés Séquentiels

Les filtres alternés séquentiels (FAS), dont nous donnerons unc définition détaillée plus
loin, sont les filtres les plus utilisés en pratique [8], [17], [14]. [15]. [9]. Ils consistent en
une séquence alternée d'ouverture morphologique et de fermeture morphologique de taille
d’éléments structurants croissante. La taille de 1'élément structurant est déterminée par

celle des détails significatifs de I'image.

Théoréme 5.3.1 Soient v et ¢ deux filtres morphologiques sur le treillis complet (L, <)

tels que ¢ > ¥'. Alors:

(1) > govod>pobVitop > pouvApop>odoy > v

(2) po), Wop, 000 et oot sont des filtres morphologiques

(3) poryo o estle plus petit filtre morphologique supérieur ¢ ot Vv o g et wogoy
est le plus grand filtre morphologique inférieur ¢ pow A Yo @

Démonstration (1) 9> ¢ = d=¢op > Qo = ¢=¢o¢p > dotpo¢ ainsi

®>pooo. Nousavons aussi @ > => pod > oy =y = goYod>apouet
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P2Y=doy2voU¥ =0 =>¢govod>vo¢p Donc ¢oovoo>douVioo>
QoY AYoo. Parailleurs, 0 > v = 0 = 009 2 Voo = dot > ooy et
P2Y=>9=000p>Pow =>Vo9>yYogdoth ,donc gow AL oo >vVopot.
Enfin, ¢ > v = gouv > vov == wodov > Yoy = 1. Ce qui nous donne notre
inégalité.

(2) ooy, dood et wo@ow sont des opérateurs croissants comme la composée de tels

opérateurs. Il reste & montrer qu’ils sont idempotents.

- Nous avons 9o ooy > gowor oy = Qo et goy = gogodol > doliooouw
donc povogouw =¢ow

— Nous avons vo@o o0 > voypolog = wodet Wod = ooPoO > LLoPOL0
donc vogowood =voo

— Nous avons 6oy odogorog = QoL odorUop =0Qoyoag. car oetoor
sont des filtres morphologiques. Nous montrons de la méme fagon que v o @o U est

idempotent.

(3) Montrons que ¢o v o ¢ et v o ¢o ¢ sont respectivement le plus petit filtre et le plus
grand filtre morphologiques supérieur a4 ¢ o ¢ V ¢ o @ et inférieur & o Y A v oo.

- Soit f un filtre morphologique supérieur a ot et y:0@. Alors f = fof > govrowop =

¢ o Y o ¢. Puisque ¢ o ¢ o ¢ est un filtre morphologique supérieur 4 ¢ o ¥ et ¥ o ¢ alors
c’est le plus petit majorant de g o ¥ A ¢y 0 ¢.
- Soit f un filtre morphologique inférieur & o et Yo ¢. Alors f = fo f < wogogoy =

Yo@oy donc o @oest le plus grand minorant de Yo @ A oo . |

Corollaire 5.3.2 Si ¢; est la fermeture morphologique et V; est l'ouverture morpholo-
gique obtenues par l’élément structurant de taille i, alors m; = ¥; 0 @;, n;, = ¢, o v,
ri=¢@;0u;00; et s; = ; o ¢; o v; sont des filtres.

Définition 5.3.3 Un filtre alternatif séquentiel de taille i est défini comme étant une
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combinaison séquentielle de l’'un des filtres m;, n;, r;, ou s;, la premiére séquence étant
constituée du filtre obtenu en utilisant 'élément structurant de taille 1 et la derniére

séquence le filtre obtenu en utilisant l'élément structurant de taille i.

5.4 Utilisation des FAS pour la réduction du bruit

Dans cette partie, nous allons examiner les performances des filtres alternés séquentiels
face a un bruit.

A chaque étape de 'acquisition d’une scéne, des perturbations ( poussiéres. amplifica-
tion. quantification) vont détériorer la qualité de I'image. Ces perturbations sont alors
regroupées sous le nom de bruit d'image. Les bruits d’image les plus rencontrés peuvent
étre modélisés par une distribution gaussienne, uniforme ou impulsionnelle.

Ainsi, un filtre a pour but de réduire ces perturbations tout en conservant des informa-
tions pertinentes comme les contours et les lignes présentes dans l'image.

Par ailleurs, il existe plusieurs types de mesures de performance des filtres. a savoir. les
mesures objectives et les mesures subjectives.

Les mesures subjectives, dont le critére psychovisuel, emprunté a la psychologie, utilisent
le jugement humain pour évaluer la performance d’'un filtre. De facon précise, ces me-
sures consistent a observer une série d’images filtrées et de leur attibuer une note sur une
certaine échelle [1] [22|. Ces mesures peuvent étre suffisantes pour certaines applications,
mais peuvent s’avérer difficiles & mettre en pratique dans d’autres situations. En effet,
le nombre de caractéristiques que 1'oeil humain peut distinguer est limité. Par exemple,
I'oeil ne peut faire la différence entre deux niveaux de gris légérement différents. De plus,
le jugement dépendra de 'expérience de chaque individu.

D’autre part, les mesures objectives ont pour but de mesurer les performances des filtres
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suivant un critére prédéfini. Ce critére peut concerner le rapport signal bruit ou la conser-
vation des contours, des notions que nous allons présenter ci-dessous.

Le rapport signal bruit(SNR)

Soient une image idéale f de moyenne y; et de variance g% et f une image dégradée de
moyenne 4 f. Le rapport signal bruit de I'image f par l'image f noté SNR 7(f), est défini
par: SNRf(f) = (—“f‘;f‘;—” Cette mesure est objective, quantifiable et permet de dire si
un filtre est adapté ou non a un type de bruit donné [20|. Un filtre sera d’autant plus
adapté pour un bruit si le rapport signal bruit est petit. A I'opposé. il est moins conseillé
pour un bruit si ce rapport est grand.

La conservation des contours

La conservation des contours est I'un des objectifs avoués du filtrage. En fait. c’est la ca-
pacité d’un filtre de réduire les variations d’intensité au sein de chaque région de 'image.
tout en respectant les transitions entre les régions homogeénes de I'image. Il existe plu-
sieurs types de transitions a savoir les contours de type marches et double marches. Nous
utiliserons le critére psvchovisuel pour évaluer la conservation des contours.

La méthode d’évaluation

Un filtre alterné séquentiel se caractérise comme étant une séquence alternée d’ouverture
et de fermeture de taille d’élément structurant croissante. La taille du dernier élément
structurant, quant a elle, est déterminée par celle des détails significatifs de I'image.
Soient une image idéale f (figure 3.1) a laquelle nous ajoutons un bruit impulsionnel de
probabilité 0.02 pour obtenir une image bruitée f (figure 5.2). Nous allons appliquer a

I'image bruité f trois filtres alternés séquentiels, a savoir :

1. FAS2 qui est le filtre formé d’une ouverture morphologique a niveaux de gris suivie
d’une fermeture morphologique a niveaux de gris par un élément structurant de
taille 2.

2. FAS3 qui est le filtre formé de F.AS2 suivie d’'une ouverture morphologique a

niveaux de gris et d’'une fermeture morphologique & niveaux de gris par un élément
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structurant de taille 3.
3. FAS4 qui est le filtre formé de FAS3 suivie d'une ouverture morphologique a
niveaux de gris et d’'une fermeture morphologique a niveaux de gris par un élément

structurant de taille 4.

Nous allons ensuite évaluer la performance de ces filtres suivant le critére psychovisuel.
le rapport signal bruit et la conservation des contours. Les contours considérés sont de
type lignes et de type marches et 'opérateur de détection des contours est le gradient
morphologique 4 niveaux de gris par un élément structurant de taille 2. Les différents

éléments structurants considérés sont carrés.

5.5 Résultats expérimentaux et commentaires

Dans cette partie, nous présentons et commentons les images obtenues aprés le passage
de nos différents filtres suivant les critéres définis précédemment.

Dans le cas du bruit considéré, nous avons les résultats suivants:

Le rapport signal bruit (SNR) de

I'image originale par rapport a

I'image bruitée 0.162 x10°
I'image filtrée par FAS2 0.619 x10°
I'image filtrée par FAS3 0.0733 x10°
I'image filtrée par FAS4 0.0427 x10%

Nous pouvons remarquer que le filtre alterné séquentiel F.AS54 est celui qui réduit de
fagon significative le rapport signal bruit. Par ailleurs, nous remarquons que ce rapport
décroit quand nous augmentons le nombre d’opérateurs pour constituer nos différents
filtres alternés séquentiels.

Nous remarquons (figure 5.14, figure 5.15, figure 5.16 et figure 5.9) que les contours de
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tvpe lignes présents dans I'image sont correctement détectés aprés l'utilisation des trois
filtres alternés séquentiels FAS2, FAS3 et FAS4. De méme, nous remarquons (figure
5.23, figure 5.24, figure 5.25 et figure 5.18) que les contours de type marches sont aussi
correctement détectés.

Ainsi, nos différents filtres alternés séquentiels éliminent les pertubations tout en préser-
vant les transitions entre les régions homogénes de l'image.

En conclusion, nous remarquons que le filtre alterné séquentiel F'. 4S54 est celui qui réduit
de fagon significative le rapport signal bruit. Par ailleurs. nous constatons que les trois
filtres alternés séquentiels F.AS52, FAS3 et F.AS4 permettent une bonne conservation
des transitions entre les régions homogénes de I'image. Toutefois, le choix de I'un de ces
filtres sera conditionné par ce que nous voulons faire de I'image aprés filtrage. Ainsi. nous
proposons l'utilisation de 'un des filtres alternés séquentiels FAS2, FAS3 et FAS4dans
le cas du filtrage de notre image en vue d’une détection des contours et le filtre alterné sé-

quentiel F'4S54 dans le cas du filtrage en vue d'une détection des contours et la réduction

du rapport signal bruit.



Figure 5.2 — Image bruitée.
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Figure 5.3 — Image filtrée par une ouverture

morphologique 4 niveaus

de gris.
T

Figure 5.4 — Image filtrée par une fermeture

morphologique & niweauz de gris.
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Figure 5.5 — Image filtrée par un filtre FAS2.

Figure 5.6 — Image filtrée par un filire FASS3.
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Figure 5.7 — Image filtrée par un filtre FASY.
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Figure 5.8 — Image extraite de l'image origi-

nale contenant des contours de type lignes.

Figure 5.9 — Image de gradient de l’"mage
extraite de l’image originale contenant des

contours de type lignes.
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Figure 5.10 — Image eztraite de l'image brui-

tée contenant des contours de type lignes.

Figure 5.11 — Image de gradient de l’image
extraite de limage bruitée contenant des

contours de type lignes.
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Figure 5.12 — Image de gradient de ltmage
extraite de [’ouverture morphologique a ni-
veaux de gris contenant des contours de type

lignes.

Figure 5.13 — Image de gradient de ['tTmage
extraite de la fermeture morphologique a ni-
veaux de gris contenant des contours de type

lignes.
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Figure 5.14 — Image de gradient de l’image
extraite de [image FAS2 contenant des

contours de type lignes.

Figure 5.15 — Image de gradient de l’image
extraite de ['image FAS8 contenant des

contours de type lignes.

Figure 5.16 — Image de gradient image
extraite de limage FAS4 contenant des

contours de type lignes.

73



Figure 5.17 — Image extraite de [smage origi-

nale contenant des contours de type marches.

Figure 5.18 — Image de gradient de l’image
extraite de l'image originale contenant des

contours de type marches.

74



Figure 5.19 — Image extraite de ['image brui-

tée contenant des contours de type marches.

Figure 5.20 — Image de gradient de l’image
extraite de limage bruitée contenant des

contours de type marches.

75



Figure 5.21 — Image de gradient de [“mage
extraite de l’ouverture morphologique a ni-
veauz de gris contenant des contours de type

marches.

Figure 5.22 — Image de gradient de limage
extraite de la fermeture morphologique a ni-
veauz de gris contenant des contours de type

marches.
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Figure 5.23 — Image de gradient de l’image
extraite de limage FAS2 contenant des

contours de type marches.

Figure 5.24 — Image de gradient de l’image
extraite de limage FAS3 contenant des

contours de type marches.

Figure 5.25 — Image de gradient de l’image
extraite de limage FASj contenant des

contours de type marches.
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CHAPITRE 6

Conclusion

Dans ce travail, nous avons ainsi présenté une introduction a la morphologie mathéma-
tique. Aprés avoir rappelé les notions de treillis utilisées en morphologie mathématique,
nous avons exposé les opérateurs de base de la morphologie mathématique, a savoir la dila-
tation morphologique binaire et I’érosion morphologique binaire. Par la suite, nous avons
présenté les composées élémentaires de ces deux opérateurs de base, soit la fermeture mor-
phologique binaire et 'ouverture morphologique binaire. Ensuite, nous avons effectué le
passage entre la morphologie mathématique binaire et celle a niveaux de gris, a travers
les notions de sommet de surface et d’'ombre. Enfin, nous avons présenté quelques mé-
thodes de construction des filtres morphologiques et une application au filtrage d'images.
En effectuant des choix judicieux de nos opérateurs morphologiques ou en combinant
des opérateurs morphologiques de base, sans oublier de tenir compte du type de bruit,
il ressort que les filtres morphologiques, tout en éliminant le bruit préservent assez bien
les contours. Dans bien des cas, le filtrage morphologique est une étape importante vers

la segmentation d'une image en régions.
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