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SOMMAIRE

La regression lineaire est une methode d'analyse des donnees parmi les plus anciennes.

On attribue ^ K. F. Gauss (vers 1809) 1c m6nte d'avoir d6veloppe la methode des moindres

carres afin d'ajuster une equation qui est lin6aire du point vue de ses parametres. Des

developpements impressionnants sont survenus au cours des 150 annees qui ont suivies pour

finalement stagner vers 1959 puisque la majority des idees nouveUes necessitait 1'utilisation

d'un ordinateur tres performant pour eclore. Le perfectionnement des ordinateurs combine a

la reduction des couts d'utilisadon a permis a des methodes telles que la selection d'un sous-

ensemble de variables, dont il sera question dans ce memoire, de voir Ie jour.

Dans Ie present document, nous jetterons un regard a la fois descriptif et critique a 1'egard

des methodes de selection developpees principalement au cours des trente demieres annees.

Nous etudierons un certain nombre de cnteres et de methodes de selection construites de

fa9on a identifier un sous-ensemble de variables de qualite acceptable que 1'on qualifiera de

"meilleur" sous-ensemble de variables.
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INTRODUCTION

Le but premier de ce travail est d'^tudier certaines methodes statistiques permettant de

r6duire Ie nombre de variables dans un modele de regression lin^aire multiple. Par

1'entremise de ce document, nous pr6senterons non seulement ces m6thodes d'un point de

vue descriptif, mais nous nous attarderons egalement a exposer certains de leurs

inconvenients. Nous verrons, en particulier, que derriere ces methodes se cachent des pieges

potentiels qui guettent toute personne n'y 6tant pas sensibilis6e. Le probleme de la selection

de sous-ensembles de variables est abord6 au deuxieme et au troisi^me chapitre alors que Ie

premier chapitre est reserve a la theorie concemant la regression lineaire muldple.

Le premier chapitre constitue un resume de la theorie necessaire a la bonne

comprehension des chapitres subsequents. On presentera tout d'abord 1c modele de

regression lineaire multiple sous forme d'equadon mathemadque puis sous forme matricielle.

Au cours de ce chapitre, on exploitera aussi la theone matncielle afin de demontrer de fa9on

esthetique certains resultats importants en regression lineaire multiple. Les formes

quadradques y seront omnipr6sentes.

Le second chapitre traite des criteres de selection du "meilleur" sous-ensemble de

variables. A I'origine de ces criteres de selection se trouvent des statistiques qui, une fois

inteq)retees correctement, permettent d'identifier un sous-ensemble optimal. On deduira non

seulcment les stadstiques mais on s'interessera aussi aux inconvenients potentiels de chacun

des criteres consideres. On remarquera, entre autres, que certains des cnteres presentes sont

affectes par "1'inclinaison" de la surface de regression ou par la dispersion des valeurs des

variables. Au cours de ce chapitre, nous avons exploite certaines remarques faites par

HAHN [22] pour mettre en relief quelques inconvenients se rapportant au coefficient de

determination. La majorite des inconvenients enumer6s sont accompagnes d'exemples que

nous avons construits; nous les avons voulus simples d'une part mais surtout percutants,

dans la mesure du possible. Chaque cntere etudie est egalement brievement discute afin de

bien saisir les implications de son udlisation. Ce chapitre presente egalement la fagon

d'utiliser les divers cnteres sur un ensemble de donnees.

Pour ce qui est du troisieme chapitre, on s'interesse aux procedures de selection

automatisee, i.e. a des algorithmes qui, une fois programmes, permettent d'identifier Ie

"meUleur sous-ensemble de variables. Tout comme au deuxieme chapitre, on s'interessera

1



non seulement a 1'aspect descnpdf mats egalement aux inconvenients. Ceci nous permettra

de r6aliser 1'impact potentiel d'eliminer completement un sous-ensemble a partir du moment

ou il contient une ou des variables qu'une procedure automatisee juge inadequates. On

reprendra aussi Ie meme ensemble de donnees qu'au chapitre precedent pour montrer de

fa^on concrete les diverses 6tapes de selection de chacune des procedures de selection

successives.



CHAPITRE 1

LE MODELE DE REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE

1.1 Introduction

La modeUsation des donnees est un contexte d'application de la statisdque tres udle pour

etablir des relations entre deux groupes de variables. La methode probablement la plus

repandue en ce sens est la regression lineaire multiple qui permet de mettre en relation un

groupe compose d'un certain nombre (fini) de variables dites explicatives avec un autre

groupe forme d'une seule vanable dite expliquee.

1.1.1 Presentation du modele

Afin de construire Ie modele, on considere k - 1 variables independantes

( Xi •") i = l,...,Jk - l) a valeurs fbcees (done non aleatoires) et une variable dependante Y que

1'on prendra soin de designer par une lettre majuscule pour insister sur son caractere

aleatoire. Dans ce travail, nous supposerons que l'6quation de regression decrivant les deux

groupes de variables comporte toujours un terme constant. Le modele de regression lineaire

multiple avec terme constant est donne par 1'equadon suivante:

r=Po+£(^+£ (i.D
J=l

ou po,pp...,P^ sont les parametres inconnus du modele et £ est une perturbation aleatoire

dont 1'esperance est nuUe. L'ajout de cette perturbation aleatoire est motive par Ie fait qu'on a
Jfc-l_

alors E(F)=Po+ SP;^:;. Ce modele reflete mieux la realite qu'un modele sans erreur
M

(modele (U) ou £= 0).

En effet, imaginons par exemple, un modele a une seule variable explicative ou certames

observations de cette variable prennent des valeurs identiques mais ou la vanable cxpliquee

ne prend que des valeurs distinctes. En tentant d'expliquer ces donnees a 1'aide d'une droite,

11 est impossible que celle-ci passe par tous les points d'ou I'interet d'admettre un terme



d'erreur. Pour tout modele ou £ -^ 0, on pourra considerer plusieurs distributions de

probabilite sur la perturbadon aleatoire.

Supposons que nous ayons n observations independantes Yi,Y2,...,Yn de la variable

dependante V, alors chaque observadon est 4ecdte par Ie modele :

r,=Po+2:P^y+£;, '=1....," . (1.2)
7=1

S'il etait possible de controler tous les t facteurs qui peuvent expliquer la variable

dependante nous considererions alors Ie module "exact" :

y,=Po+sP^+iP^ '=1,...,". (i.3)
/=1 ' " j=k

Afin de rendre Ie modele de regression operationnel, il est indispensable d'estimer les

coefficients Po,Pp...,Pj(:_i appeles : coefficients de regression. En ce sens, remarquons

qu'une des consequences de la presence des perturbations aleatoires est de faire de la variable

expliquee une variable aleatoire. Ainsi, Ie probleme de la determination des coefficients de

regression se ramene au probleme de 1'estunation stadsdque de parametres inconnus.

La procedure la plus courante pour estimer les parametres d'un modele lineaire est la

methode des moindres carres. Supposons que pp,p^...,p^_^ soient les estimateurs de
k-t^

Po,Pp...,P^ et posons y;=pp+Xp.jCy, t=i,...,n. II est alors clair que y; est un

^
estimateur de E(y;) et 1'erreur commise par Ie modele est donnee par Y{-Y,. La methode des

moindres carres recommande de choisir les valeurs de pp, ?,...,? qui rendent minimum la
JL I ^\2

somme des carres des erreurs, a savoir Z( ^-1^) .
1=1

1.1.2 Representation matricielle du modele

Afin de faciliter bon nombre de calculs nous aurons recours a la representadon matncieUe

du modele considere.



Posons:

(Y'}
Y2

\YnJ

,x=

1 JCn

1 X21

1 Xm

Xijc-}

Xijc-i

Xn^-\^

, p=

'^
p,

A-i.

, e=

'^
£2

^n^

Ainsi Ie modele (1.2) peut s'ecnre sous la forme Y = X? 4- £.

Pour arriver ^ nos fins, il suffira de minimiser la quantit6 £'6 , oil £' est la tranposee du

vecteur £ .

Puisque Y' X P est un scalaire, on a:

£'E = (v-xpy(Y-xp) = y'r - 2p(ry +P((x'x)P.

Ainsi,
3(8^

9P =o<=>-2x'y +2x'xp = o<^>x'x p = x'y.

Done, si X1 X est non smguliere,

-1P=(x'x)-lry.

De plus, on etablit sans peine que la quantite :

(y-xp)'(F-xp) = (v-xj3)'(y-xp)+(p-p)'x'X(p-[

atteint son minimum pour P = P.

Lorsqu'il n'y a qu'une seule variable explicative, la regression lineaire sera dite simple.

Pour simplifier certains concepts, nous aurons sou vent recours a ce modele. n devient alors
^

interessant d'evaluer P dans ce cas pardculier.



On a:

y=

(YI'}
Yi

\^Ynj

, x=

(\ x^
1 X.

^1 Xn)

, p=
'Po'

A.
£=

r en
I £2

\<--n/

Alors,

rx =
n ^x,

(=1
n n

"Zx, Zx?
\i=l i=l }

-1et done (X'X )-1 =
1

n In

n^x]-\ Sx,
(=1 \^=1

Ex?
1=1

-S^i
»=1

-Z;Ci n
< '=1

De plus,
C n \

tYi
ry = 1=1

£^F<
v'=i y

Ainsi,

,-1p=(rx)-lx(y =— 1
-\2n S( x,-x)

1=1

H^2H2-'X2-y')
1=1

n \f n
nS^-y.-IXxiHlY,

;=i y^,=i

Y -Mr

S(x.~j)(y,-F)
i=!

—\2S( x.-xf
^ '=1 }

I(x,-;c)(y,-F)
c'est-a-dire : p^ = y - pjc et (^=-l=L

=T\2E( x.-x)
1=1



1.1.3 Conventions

Voici maintenant quelques conventions qui prevaudront pour tout Ie present document a

moins d'avis contraire. Nous utiliserons 1'expression "module a k parametres" lorsque nous

nous refererons au modele (1.2). Dans ce cas, 1'equation de regression sera constmite a

1'aide d'une combinaison lin6aire de A: -1 vanables independantes et d'un terme d'ordonnee a

1'ongine. Remarquons que I'^quadon peut 6galement etre determinee a partir de k -1

transformations de variables (lineaire ou non) puisque la linearite du modele n'intervient

qu'au travers des parametres et non des variables. Cependant Ie sujet des transformations ne

sera pas discute dans ce memoire de sorte que les modeles seront construits a partir des

variables a leur etat onginal. Lorsque nous voudrons insister sur Ie fait qu'un modele est

construit a partir de toutes les variables on utilisera Ie lettre "p " pour designer Ie nombre de

parametres. De plus, on du-a que 1'on construit alors Ie modele complet. Notons que

1'appeladon "modele complet" est un abus de language en quelque sorte puisque, comme

nous 1'avons remarqu6 precedemment, on ne peut considerer toutes les variables. Ainsi, par

"toutes les variables" on entend "toutes les variables ayant 6te mesurees".

Tout au long de ce travail on supposcra que Ie nombre d'observations excede Ie nombre

de variables de sorte que les quantites n-p et n-k soient strictement positives. On supposera

egalement la non singularite de la matnce X' X puisque 1'on s'interessera a son inverse. De

toutes fagons, dans la plupart des situations pratiques, si n> p, la matrice X'X sera

habituellement non singuliere. Bien qu'il existe des notions d'inverses generalises en

presence de singularite, nous ne nous etenderons pas sur Ie sujet. Le lecteur interesse pourra

consulter la section 1.5 de GRAYBELL [20].

Afin d'estimer les parametres de 1'equation de regression aucune hypothese sur les

distributions des erreurs (£,, <=i,...,n) n'est requise. Cependant, dans la suite, et

particulierement lorsque nous voudrons faire de 1'inference, une distribution devra etre

specifiee. La loi normale semble toute indiquee pour remplir ce r61e puisqu'en pratique pour

des tallies d'echandllon assez grandes cette hypofhese est habituellement venfiee. La densite

de cette loi ainsi que celle de plusieurs autres lois sont presentees dans 1'annexe 1. A 1'instar

des aspects anterieurs, nous nous placerons de nouveau dans Ie contexte "Ie plus courant" et

nous supposerons que les perturbations aleatoires £i,...,£n sont independantes, de loi

normale, d'esperance nulle et de variance finie. Nous noterons ceci £, ~ N{0 , a ) ou Ie

symbole " ~" signifie "distnbue suivant une loi". Des resultats elementaires de probabilite

permettent de conclure que Ie vecteur £ suit une lot muldnormale d'esperance E(£) = On (ou



On designe un vecteur de longueur n forme de 0) et de matrice de variances-covariances

Var(£) = a In (ou /„ est la matrice identity de dimension n Xn). Ce comportement sera

decrit par £ ~ Nn (On, o2 In). A partir du modele 7= Xp+£, 11 en decoule immediatement

quey~^(Xp,CT2/^).

1.2 Resultats en regression lineaire

Certains resultats importants en regression lineaire seront exposes dans la section qui

suit. Cette section, ne se voulant pas exhaustive, pr6sente des resultats en insistant sur ceux

qui interviendront dans les chapitres subsequents.

1.2.1 Analyse de la variance

Certaines quantites jouent un role pnmordial dans la theorie de la regression lineaire avec

terme constant. Chaque quandte sera designee par 1'abreviation "la plus repandue" dans la

litterature en langue anglaise. Les deux premieres lettres de chaque abreviation seront SS

pour designer la somme des carres (sum of squares).

A / ^ —>
SSR = 2^( Y.-Y ) = somme des carres due a la regression,

»•=!

A / ^\2
SSE =^[Yi-Y,] = somme des carres due a I'erreur,

t=l

SST = l(^-y) = somme totale des carres.

On verifie sans peine que SST = SSR + SSE.

On resume habitueUement cette decomposition de 1'ecart quadradque a 1'aide d'un tableau

couramment appele "tableau ANOVA".

Void Ie tableau ANOVA elementairc :



Tableau 1.1: ANOVA

Source de variation

Regression

Erreur

Total

Degr6s de liberte

k-1

n-k

n-1

Sommes des carres

SSR
SSE
SST

Somme ponderee des carres

MSR=SSR/(k-\')
MSE=SSEl(n-k~)

MST=SSTI(n-\}

On peut d6composer davantage la variabilite en ce qui a trait a la somme des carres due a

1'erreur pour tenir compte de ce qu'il sera convenu d'appeler des "repetitions". Afin de

definir cette notion, notons d'abord que pour chacune des observations, les variables

explicatives prennent diverses valeurs. II peut parfois arriver que pour une ou plusieurs

observations donnees, les valeurs de ces variables soicnt tout a fait identiques (sans

necessairement que la variable expliquee prenne la meme valeur). Dans de tels cas, on

affirmera qu'U existe des repetitions.

On debate en pla^ant dans Ie meme bloc les valeurs de la variable expliquee pour

lesquelles les valeurs des variables explicatives sont idendques. On aura done:

Yn, Viz,..., Fini dans Ie premier bloc contenant n\ observations,

y2i,Y22,...,y2n2 dans Ie 2e bloc contenant n-i obsenAations,

y/i?y/2»...?F/nt dans lele bloc contenant rik observations.

Si on denote par y;=| ^Fy |/n; la moyenne dans Ie ie bloc, alors, en remarquant que

1'estimateur est Ie m8me pour chaque observation dans un bloc donne (py = y;), on a que:

Y, -Y,= (Fy - Yi) + (F. - y,) = (Yy - F;) + (F, - y,).

Alors,

SSE=f^Y,-Yij)2
i=U=l

=SS{(y,;-F,)+(F,-y,))2
i=ly=l

J-. ^ /^ ^ \2 J^i -^ /== ^ \2= Z Z (Yij-YiY + £ Z (V<~r,) (puisque Ie terme issu du produit croise s'annule).
i=l7=l »=U=1



On a done SSE = SSPE + SSLF ou:

/ ni
SSPE = £ X(yy—F;) = somme des carr6s des erreurs pares (pure error sum of squares),

,=1/=1

1^ n^ _ ^ ^ j^
SSLF = Z Z(y,-y,) = Sn<(y,-F,) = somme des carres due au manque d'ajustement

»=l;=l 1=1

(lack of fit sum of squares)

On peut alors presenter Ie tableau ANOVA sons la forme suivante:

Tableau 1.2: ANOVA avec decomposition de la variation due a 1'erreur

Source de variation

Regression

Manque d'ajustement

Erreur pure

Total

Degr6s de liberty Sommes des carres Somme ponderee des carres

k-\ SSR MSR=SSR/(k-l)
I~k}n-k SSLIi\SSE MSLF=SSLF/(I-k)
n-I} SSPE\ MSPE=SSPE/(n-I)

n-1 _______ SST _MST=SST/(n-l)

Une autre forme interessante est celle permettant de comparer un modele a k parametres

au meme modele auquel on enleve r variables (r parametres paimi PpP^,...,p^_^).

On utiUsera:

SSRk-r = somme des carres due a la regression dans Ie modele reduit a k-r parametres,

SSR'r = SSR - SSRk-r = somme des carres dans la portion omise.

On est alors amene a considerer Ie tableau ANOVA suivant :

10



Tableau 1.3: ANOVA avec decomposition de la variation due a la regression

Source de variation

Variation dans Ie

modele r6duit (^ k-r

param^tres)

Variation dans la

portion omise

Erreur

Total

Degr6s de liberty

Jfe-r-H

r

k-1

n-k

n-1

Sommes des carres

SSRk-r

SSR'r

SSR

SSE
SST

Somme ponder6e des can-es

MSRk-r=SSRk-r/(k-r-l)

MSR'r=SSR"r/r

MSE=SSEf(n-k)
MST=SST/(n-l)

1.2.2 Formes quadratiques

Par commodite, certaines proprietes bien connues sur les matrices sont enoncees dans

1'annexe 2. Dans certaines des demonstrations des resultats de cette section on utilise ces

propnetes qui sont numerot6es de (i) a (vi).

Definition 1.1

Soit y = (Yi,Yi,-,YnY un vecteur de IRn et A = {a^nx.n une matrice carree d'ordre n . La

forme quadratique Q associee a A est la foncdon de IR dans IR definie par

QW=YtAY =SIayV,y,.
<=1;=1

On peut supposer sans perte de gen6ralite que A est symetnque (i.e. A' = A ) car

Y'AY =¥' B Y ou B =j(A'+A ) est une matnce symetnque.

Proposition 1.2

Les quantites SSR et SSE telles qu'introduites precedemment sont en fait des formes

quadratiques. On a:

SSR=YI[X {XtXT'Xt-l,\n lnt]Y et

SSE=Y'[ln-X{XtX)~lXt]Y ,

ou In = (1,...,1) est Ie vecteur de longueur n dont toutes les composantes sont egales a 1.

11



Demonstration:

SSR^^Y-Y}2A / ^ —*<

=£,^-y)'

772" /s 7 — "A
=iY,2-2YiY,+iY2

(=1 ' 1=1 1=1

= i.Y2-nY2 (car J^Y, =nF, en vertu du fait que 0 = SE, = Z(^ -^) =nY- IY,)
(•=1 ,•=1 i=i ]=\ J=i

=fy-^aL(y)'(^(y)

=(px()(xp)--^y'LL'y
=rx(x(x)-lxtxa'x)~lry -^rinin'Y

=r[x(x'x)~lx'--^LL']y.

JL I ^\2
SSE=i(Y,-Y,}

<=1'

=(y-xp)'(r-xp)

=ry-rxp -px'y+prxp
=YIY - pX'Y - J3 X' V + pX' X [(x'x )-1 x( y ] (puisque Yt X p est un scalaire)

=ry -pry

=y'y-y'x(x'x)-lx'y

=Yt[ln-X(XIXYlXt}Y. a

Proposition 1.3

Soit Y un vecteur aleatoire de dimension n xl. Supposons que E(7)=(J. et que

Cov(V) = E [(V-^l) (V-^)'] = E (V Y') - P. ^ = £. Alors E( r A V ) = tr(A£) + p-( A |^.

Demonstration:
E (r A Y ) = E [tr( r A D]

= E [tr (A y D] (propriete (ii))
= tr[E (A Y D]
=tr[A(E(m)]
=tr[A(2+^i ^')]
= tr(A£)+tr(A [i p/)
= tr(A£) + tr(p/A M-) (propriete (ii))
= tr(A£)+M/A H D
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1.2.3 Distributions des formes quadratiques

II est bien connu que si les variables al6atoires Yi, i=l,...,r, sont independantes et

identiquement distribuees de loi N(0,1) alors SY? ~ X (r) ou X (r) est la lot d'une
»=1

variable distribute suivant une loi du khi-deux avec r degres de liberte. Sous forme

vectorielle, on dira que si Y ~ Nr(Or,Ir) alors Y'Y ~ X (r).

Considerons maintenant la distribution de F'Vquand Y ~ A^r(|J-^7r). Une

demonstration du th6oreme qui suit est presentee dans GRAYBILL [1976, p. 125].

Theoreme 1.4

Si Y ~ Nr^rJr), alOFS Y'Y ~ X2(^) ou X2(^»^) est la lot d'une variable distnbuee

suivant une loi du khi-deux avec r degres de liberty et parametre de decentralite ^ = (l p. / 2.

Theoreme 1.5

Soit Y ~ A^ (p., D. Si AS est idempotente alors, pour tout p., F'A V ~ X2(y,^) ou r

designe Ie rang de A et X = (J- A P. / 2.

Demonstration:

Supposons que AS soit idempotente et posons £ = C' C ou C est non singuliere.

Alors, puisque C A C'C A C( = C (A £ A £ )C-1 = C (A £ )C-1 = C A C', la
matncejB = C A C' est idempotente et, en raison de la propriete (i), est de rang r = rg(A).

En vertu de la propriete (vi), il existe une matrice orthogonale P de dimension n x n telle que

IT Orx(n-r)
P'B P =P'C A C'P =|, - ^'""" ".

0(n-r)xr 0(n-r)x(n-r)_

Defmissons Z=Pt(CtYlY .

Alors, E(Z)= P'(Ct)~lP. et Cov(Z) = [P'(C')~1] Cov(F) [P'(C()-1]( = In-

Partitionnons Ie vecteur aleatoire Z de sorte que Z( = (Zi',Z2') ()u Zi est un vecteur de

dimension r xl.
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AlOFS, Zl~ A^r(6rJr) OU er=(lr,On-r)P'(C() ^ . Ici, (lr,0n-r) represente un vecteur de

dimension 1 X n ou lr est un vecteur de format 1 x r compose de 1 et On-r est un vecteur de

dimension 1 x (n - r) compose de 0.

Puisque P est orthogonale on a Y= C'(P()-1Z = C'PZ et done :

V'A Y =(C(PZ)'A (C'PZ) =Z'(P(C A C'P )Z =(Zi',Z2') I . Ir ^ ~r) \izl\
(n-r)xr 0(n-r)X(n-r)J^Z2.

Ainsi Y'A Y = ZiZi qui, par Ie theoreme precedent, est distribue suivant une loi 5C2(r,^) ou

^=Q'9 / 2=(P((C()-^ )'(lr,0^)((lr,0^) (P((C()-1^ ) / 2

= (P'(Cf)-lM- )'P{B P (P((C()~IM- ) / 2

=^'C-1(PP()5(PP()(CT1^ /2

= ^ C-1 B (CT1 ^ / 2 (propriete (iv))
=U(C-1CA C'(C()-1^ /2

=M.'A^/2 D

Corollaire 1.6

Si y~M,(Xp,c?2/,,), alors SSR/a2 ~ %2a-l,(Xp)( (7^U{,) (X(3) / 2(72) et

SSE/a2~%\n-k).

Demonstration:
Soit £ = o2/n et 5^/o2= F'A V ou A= (X (FX )-1 X( - ^L L() / a2.

D'apres Ie theoreme precedent, il suffit de montrer que A£ est idempotente, que

rg(A) = k-1 et que Ie parametre de decentralite est egal a (Xp)( (In—^lnl'n) (X?) ) / 2 a2.

Remarquons tout d'abord que !„'!„ = n.

De plus, puisque X (X'X ) XIX = X et que la premiere colonne de X est In, on a :

X(XtX)~lXtln =L .

De la meme fa9on, X' X (X'X )-1 X1 = X' entraine que 1^ X (X'X )-1 X' = 1^ .

14



Ainsi, AIAI,={X {X'X Y'X'-kln L')(X (X'X)-lX'-iL In')
=X (X'X)-1X'X (X'X)-lr+^L L'L L'

~^X (X'X)-1X'L L'-^L L(X (X'X)-1X'

= AL.

Done AS est idempotente.

Remarquons maintenant que, en vertu de la propriete (i), rg(A) = rg(AZ).

De plus, comme AS est idempotente alors rg(A£) = tr(A£) en raison de la propriete (ui).

Ainsi, rg(A)=tr(X (X'X )-1X(-^L L()
= tr(X( X (X(X )-1) - tr(^l^ !„') (propriete (ii))

=tr(/,)-l

=k-l.

Enfm, X=(XP)'A (X|3) / 2=(P(X()[(X (X'X )-lr-^L l;)/a2](Xp) / 2

=(Xp)t(^--^LL()(^P) /2cr2.

Ainsi, par Ie theoreme precedent, SSR / a suit une loi du khi-deux decentree (a k -1 degres

de liberte) et puisqu'on ne possede aucune information particuliere sur P ou sur X, X ^ 0.

D'autre part, on a SSE/a2= Ys B Y ou B = {In -X (X'X )-1 X1) I a2.

Soit £ = c? /„ et montrons maintenant que BE est idempotente.

ELEL = (/„ - X U'X )-1 DO,, - X (rx )~1 D

= In + X (.X'X )-1 r x (xlx )-1 r - x (rx )-1 r - x wx )-1 x(

=B£.

De plus, comme precedemment, on utilise successivement les proprietes (i), (iii), puis (i) a

nouveau et on a:

rg(B) = rg(B£) = tr(B£) = tr(/» - X (X'X )-1 X() = tr(7») - tr(X (X'X )~1 D = n- k.

Enfm, sans aucune hypothese ou information particuliere autant sur R que sur X, on utilise

Ie fait que X''{In - X (X'X )-1 X() = 0 pour deduire que :
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?i = (Xp)( 5 (Xp) / 2 = (P' D[(/^ - X (X'X )-1 X') / o2](Xp) ,2=0.

Ainsi, par Ie theor^me precedent, SSE I a suit une loi du khi-deux centree a n-k degres de

Uberte. D

Theoreme 1.7

Soit Y ~ Nn(^, S) et soient A et 5 deux matrices de dimension n x n telles que A £5 = 0.

Alors, pour toutes valeurs de (l, Y'A Y et Yl B Y sont des variables aleatoires

independantes.

Demonstration:

Posons £ = C' C ou C n'est pas singuliere.

Comme A£B = 0, alors A Ct C B = 0 et done (C A C()(C B CO = 0.

Posons Q=C A C' et T=C B C'.

En vertu de la propriete (v), comme les formes quadratiques Q, et T sont symetriques

(puisque A et B Ie sont) et que ^T 1'est egalement (car <2T=0), il existe une matrice

orthogonale P telle que P{ Q P et P' T P sont diagonales.

De plus, puisque QT = 0, les elements non mils sur les diagonales de P( Q. P et P' T P

doivcnt apparaitre a des positions distinctes, autrement on a:

P{Q P =

Soit Z = P((C()-ly un vecteur de IRD.

Partitionnons Z de sorte que Z( = (Zi',Z2() ou Zi et Zz sont de dimension respective n\ et

n-ni.

Di

0

0"

0
et pl T p =

'0

0
0
Dz

Ainsi,

y'A Y ={apz}lA (CPZ) =Z'(P'C A C(P)Z =(Zi<,Z2')
A 0'

0 0 Z2
=Z{DiZi.
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De fa^on semblable, Yl B Y =ZtiDiZi.

Ainsi, F'A Y ne depend que des n\ premiers elements de Z et Y' B Y ne depend que des

n - n\ demiers elements de Z.

Puisque Z - M,(P((C')~'lM-,/n), Zi et Zz sont independants, done il en va de meme pour

Y'A Y et Y'B F. D

Corollaire 1.8

Soit Y-Nr,W,a2In) . Alors SSR/a2 et SSE/a2 sont des variables aleatoires

independantes.

Demonstration:

Soit£=(T2/«.

On a SSR/G2=Y{AY ou A =(X (X'X )-lr-^L L()/o2 et SSE/a2=YlBY ou
5=(/,-x(x'x)-lr)/o2.

D'apres Ie theoreme precedent, U suffit de montrer que A £ 5 = 0.

Puisque Vn X (X'X )'X1 = Vn (L etantla premiere colonne de X) on a:

(x (rx )-lx(-hn L()(/.-X (rx )-lr)
=x (rx)-lx<+^-L inl x (rx)-lr--FL int-x (X'XT'X'X (X'XYIXI

=0. D

Le theoreme suivant, enonce sans demonstration, porte sur Ie quotient de deux lots

independantes du khi-deux.

Theoreme 1.9

Si Zi ~ X (n»^) et Z2 ~ X (rz) ou Zi et Z2 sontdes variables aleatoires independantes,

alors F = —j— ~ -F(n,r2,^) ou F(n,r2,^) est la loi d'une variable distnbuee suivant une
Ziln

lot de Fisher avec r\ et n degres de liberte et parametre de decentraUte ^ .
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Corollairel.lO
Soit un modele de regression lineaire a k parametres incluant un terme constant Ro. Alors,

sousl'hypothesenulleHo:(3i=P2=..=P,-i=0, F= SSR/(k~^ - F{k-\,n-k).
JZ — K\

Demonstration:
D'apres les corollaires 1.6 et 1.8, SSR/ a2 - X2(^-1,(X[3)( Un-^U'n) W) I 2a2)

independamment de SSE I a2 ~ 5C \n-k).

D'apres Ie theoreme precedent, ^^,, — 7- "- F(k - l,n - k,\').
[n-k)

II suffit done de montrer que,sous Ho, ^ = (XP)' {In-^nVn) (X?) / 2 o2 = 0.

Decomposons la matrice X sous la forme X=(1»,X) et Ie vecteur P sous la forme

Ŝi p=0,-i alors ^P=(L,X)f Po ^|=l"Po.
lo.-J

Atnsi, puisque 1^, In = n, il vient:

^Wa-irU,) OA>) /2(72=(K^LPo-^^Ll^Ll^o)/2a2=0.

D'°" ??T-1) - W-l,n-k). D
SSE/(n-k) 'vv ^'

1.2.4 Ajout de presupposes pour tester des hypotheses

Si 1'on admet que les pcrturbadons aleatoires Ei,£2>..-»£n sont independantes et

identiquement distribuees de loi N(0 , a ) (supposition que 1'on se doit de verifier en

pradque), on peat tester certaines hypotheses. Les hypotheses les plus interessantes lorsque

1'on modelise des donnees sont celles qui nous assurent, a un niveau donne, de la "qualite"

du modele utilise. Rappelons qu'un test de niveau a e [0,1] fait tout simplement allusion au

cas ou 1'experimentateur est pret a se tromper avec une probabilite a lorsque 1'hypothese

nulle est vraie.
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Un test pdmordial en pratique est celui qui valide la pertinence de 1'apport des variables

explicatives dans 1'explication de la variable dependante. On dit alors que 1'on teste si la

regression est statistiquement significative. L'hypothese nulle (notee Ho) consiste a se

demander si Ie modele constant est suffisant a expliquer la variable d6pendante. En d autres

termes, on confronte:

ffo:P,=P,=...=Pt.l=0

a JLfi:les P;, i = l,..,k -1, ne sont pas tous nuls.

Pour ce, on se refere au Tableau 1.1 et on considere Ie quotient des quantites MSR et

MSE qui, sous Ho, suit une lot de Fisher F(k-l,n-k) (voir Ie corollaire 1.10). Soit

Fa{k-l,n- k) 1c quantile d'ordre 1 - a de cette loi, alors si F = —^ > Fa.{k -l,n - k) on
MSE

rejette 1'hypothese nuUe; on en vient done a la conclusion que la regression est statistiquement

significative. Notons que pour un nombre donne de parametres, moins on dispose

d'observadons, plus il est difficile de vedfier si la regression est statistiquement significative.

Par exemple, supposons que 1'on mesure 10 variables et dans un premier temps

supposons que nous disposions que de 12 observations. Alors, pour que la regression soit

significative au niveau a =0.05 la valeur experimentale de la statistique F doit etre

superieure a 241.9 (a savoir Fo.o5(10,l)) ou de fa9on identique (,SSR/SSE)> 2419. Au

meme niveau, avec 71 observations, il suffit que la stadstique excede 1.99, i.e.

(SSR/SSE)> 0.3317.

Le test precedent n'est valide, cependant, que si Ie manque d'ajustement n'est pas

significatif. A ce sujet, DRAPER & SMITH [14] mentionnent qu'il faut alors utiliser Ie
rapport MSLF/MSPE(yoir Tableau 1.2) qui, sous Ho (manque d'ajustement), suit une lot

de Fisher F{l-k,n-I). Notons que s'il n'y a pas de manque d'ajustement, alors

MSE = SSE/(n -k)= (SSLF + SSPE)/(n -k) (souvent appele s2) est un estimateur sans

biais dc a2. Si Ie manque d'ajustement ne peut etre teste, 1'utilisation de s2 comme

esdmateur de a implique 1'hypothese que Ie modele est adequat. Si Ie modele n'est pas

adequat, s2 sera habituellement trop grande puisque c'est une variable aleatoire avec une

moyenne superieure a a . Cependant, il est possible que s soit trap petite du a la

fluctuation dans 1'echantillonage. Cette fois, si F = ','^^ < Fa.(I - k,n- /), on ne rejette

pas 1'hypothese nulle et done on en conclut que Ie manque d'ajustement n'est pas significatif.
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Une fois que 1'on s'est assure que Ie modele ne se ramene pas au modele constant (et que

Ie manque d'ajustement n'est pas significatif), on peut etre tente de vouloir simplifier notre

modele original sans encourir one perte trop considerable en ce qui a trait a 1'explication de la

variable d^pendante. Pour ce, on voudra v6nfier si, en enlevant certaines variables "non

significatives", la somme des carres des erreurs n'augmente pas trop. Soient les modeles

smvants:

(1) y,=Po+ XP^.+ SP.^+£< (modelea^ parametres)
i=l ,=k-r

k-r-l

(2) y<=Po+ ZP,^i+£i (modelea^-r parametres)
(=1

Le modele (1) est celui de depart et 1c modele (2) est ce meme modele auquel on retire r

variables donnees (ce qui revient a annuler r parametres parmi P^_^,Pj(:_^p...,Pjt-i)- Notons

qu'ici, P^-r.Pjt-r+p'-^Pjk-i designentr parametres parmi PpP^,...,?^^ sans necessairement

que ce soient les r demiers.

Pour ce test d'hypothese, on considerera 1'hypothese nulle

Ho^^-r = Pjk-r+1 =•••= Pjfc-l = 0 et en se referant au Tableau 1.3, on considerera Ie quotient

MSRr/MSE. On peut remarquer que si on enleve r = k-1 parametres a un modele ^ k

MSR'r __ (,SSRk-SSRk-r)/r __„, „___ ^ ,_,_ „, ,„ „_„„„;.res, la statistique ^ = \-^^ = ——" .^^ " '" peut servir a tester si la regression
MSE MSE

est stadsdquement significadve. En effet, puisque SSRi = 0 (car y, = y » <" = l,...,n , dans Ie

^1- ^^^^ ^ „_....-1- -.-^^_... „_ SSRk/r _ MSRconstant) on retrouve la statisdque F = w\^'_ = —z- .
MS E MS E'

Plutot que d'utiliser la statistique F= ^^ic ^^k-r;/i ^ ^ ^^ p^g habituel de
MSE

considerer la statisdque equivalente F = ^ (:-^r _^ / (1'equivalence decoulant du fait
MSE

que SSEk-r+SSRk-r = SST = SSEk+SSRk)- Cette forme rend plus evidente 1'exploitation

de la difference entre la somme des carres des erreurs entre les modeles a k-r et k

parametres; si cette difference est faible on s'attend a accepter 1'hypothese nulle. Puisque,

sous Ho, cette derniere statisdque F suit une loi de Fisher F{r,n — k} on rejettera 1'hypothese

nulle si F> Fa(r,n-k). Ici, rejeter 1'hypothese nulle signifie, qu'au niveau considere, Ie

modele reduit (a k-r parametres) est suffisant afin d'expliquer la variable dependante.
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1.2.5 Intervalles de confiance et de prediction

a) Intervalles de confiance de la valeur moyenne de Y

<:-l/s _ Jk-l.

La valeur Y = p + S|3,^< sst une esdmadon de E(V) = ?„ + ZP;^;,.
1=1 - - ^-

Supposons que 1'on desire un intervalle de confiance de la combinaison de parametres
<\ ^

a(P ou a = (1 , ai,..., fljk-i). Un esdmateur ponctuel sans biais de a'ft est Y = a'P

De plus, comme Cov(F) = a In,

Cov(p) = Cov[( X'X Y'X'Y ] = [( X'X )-1X'] Cov(V) [X ( X'X )-1] = o2( X'X )~1.

On a alors:

Var(V) = Cov(V) = Cov(a(p ) = a'Cov(p )^ = o2[ fl(( X'X )-lfl ].

En pradque, on estimera o par s2 = SSE I (n - k) de sorte qu'un intervalle de confiance

au niveau 100(1 - a)% pour la valeur moyenne de y sera donnee par:

Y ± S • tail (n - k) • ^a' ( X'X )-1 a ou ta/i {n - k) represente Ie quandle d'ordre 1 - (%
de la loi de Student a n-k degres de Uberte.

b) Intervalle de prediction pour Y

Tout d'abord, il est important de realiser que Y est une vanable aleatoire et non un

parametre et predire sa valeur n'a nen a voir avec la prediction d'un parametre (ou d'une

combinaison lineaire de parametres). Afin de predire une valeur de Y dans 1c futur, on
^utilisera 1c meme estimateur que pour E(7) a savoir Y (que 1'on notera fn+i')- La notation

Yn+i sert a mieux realiser que cette observation future s'ajoute aux n observations actuelles.

L'erreur que 1'on fait en predisant une valeur Yn+i par Yn+i est donnee par

••n+l = ^ n+l ~ Vn+l'
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On a alors:

E(£^)=E(y^)-E(y^)=0

et

Var(£^0 = Var(y^) + Var(y^i) - 2 Cov(y^i, }>„„) .

Puisque Yn+i est dans Ie futur et que Yn +1 est fonction des observations actuelles, les

deux variables sont independantes et done Cov^Yn+i, Y n+i)= 0 • Ainsi,

Var(8^)=Var(y^)+Var(y^)=a2+(72[a((X'Xrla]=o2[l +a'(X'X)~la].

Encore une fois, on estimera o par s = SSE/(n - k) de sorte qu'un intervalle de

prediction au niveau 100(1 - a)% pour y est donne par:

Y ± S ' ta/2 {n -k}' ^ 1 + a' ( X'X )-1 a ou ta/2 (n - k) represente Ie quantile d'ordre

1 - (% de la loi de Student a n-k degres de
liberte.

On peut noter que toutes choses etant egales par ailleurs, un intervalle de prediction sera

plus long (et done moins precis) qu'un intervalle de confiance.
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CHAPITRE 2

CRITERES DE SELECTION DU "MEDLLEUR" SOUS-ENSEMBLE DE
VARIABLES

Plusieurs raisons justifient la reduction du nombre de variables; par exemple, MILLER

[38] en ^numere quelques-unes, sans ordre particulier. Notons que ces objecdfs ne sont pas

completemcnt compatibles.

• Estimer ou predire ^. momdres couts en reduisant Ie nombre de variables pour lesqueUes

on collecte des donn6es.

• Predire avec precision en eliminant des variables n'apportant peu ou pas d'mformation.

• Decrire plus simplement les donnees (de fagon a faciliter une interpretation eventuelle).

• Estimer les coefficients de la regression avec de pedtes erreurs quadradques moyennes

(particulierement lorsque certaines variables independantes sont grandement correlees).

Meme si certaines raisons peuventjustifier Ie retrait de variables, il faut quand meme etre

conscient de 1'impUcation de cette modtficadon sur Ie modele initial. Void quelques points

dont il faut etre conscient avant d'elimmer des variables :

• La selection de variables redefinit Ie modele original. Ceci peut faire en sorte qu'on ne

reponde plus a la question initiale a pardr de laquelle 1c choix des variables a recueilUr a

ete etabli.

• La selection de variables optimise 1'ajustement du modele en foncdon de 1'echantillon

utilise ce qui a pour effet de surevaluer presqu'assurement la precision des resultats. II y

a done un risque tres eleve de tirer profit des caracteristiques de 1'echantUlon resultant du

hasard.

• La selection de variables automatisee ne conservera pas conjointement les variables

definies en groupes. On peut penser, entre autres, a une variable categorique (n choix de
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reponses) resumee en n-1 variables dichotomiques ("dummy variables ). H incombera

done ^ 1'analyste des donnees de conserver ces variables ensemble.

Dans Ie but de rechercher un sous-ensemble "optimal", certains criteres peuvent etre

consid6r6s. Nous pr^senterons trois cnteres parmi les plus utilisds: a savoir Ie coefficient de

determination, Ie coefficient de detcrmmation comg6 et Ie coefficient Cp de Mallows. On ne

peut esperer qu'un cntere donne foumisse en tout temps Ie "meilleur" sous-ensemble; c'est

pourquoi il en existe toute une panoplie. En comptant tous les cnteres suggeres au cours des

annees on peut estimer ce nombre ^. plus de cinquante. II semble plus important de bien

maitnser les criteres pnncipaux. Dans ce chapitre, on examinera certaines propri6tes de ces

cnteres et on exposera egalement quelques uns de leurs inconvenients. Enfin, on presentera

quelques liens a etablir entre ces cnteres et on mentionnera dans quelles circonstances un

cntere est plus approprie qu'un autre.

2.1 Coefficient de determination (R2)

Le coefficient de determmation (ou R2) represente la proportion de la variation totale par

rapport ^. la moyenne Y qui est expliquee par la regression. Clairement, les bomes du critere

sont 0 et 1. Une valeur de 1, pour une regression donnee, signifie que celle-ci explique toute

la variabilite des differentes valeurs prises par la variable dependante Y. A 1'oppose, une

valeur de 0 indique qu'aucune variabUite n'est expliquee.

2.1.1 Definition

Sans aucune information sur les variables independantes, la meUleure predicdon pour une

valeur future de la variable dependante Y est Y, la moyenne des n observations dont on

dispose. On appellera ces n valeurs de Y les valeurs actuelles (pour etablir un contraste avec

les valeurs futures). Pour une valeur actuelle donnee, y,, 1'erreur commise en utilisant Y
comme predicteur est simplement Y^-Y. Une mesure de la variabilite totale sera donnee par

SST=^(Y,-Y) .
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En exploitant 1'information sur les vadables independantes. Ie meilleur estimateur d'une
^

valeur future pour Y est Y. Cette fois, une mesure de la variation sur Y qui subsiste apres
n i ^\2

1'ajustement de 1'equation de regression est donnee par SSE = S( Yi~Y, ] •
1=1

La proportion de la variabilite qui n'est pas expliquee par la regression est donnee par

SSE/SST. Ainsi, la proportion de la variation totale (par rapport ^ V) qui est expliquee par

la regression est donnee par :

VL I -^\2

^1 SSE^^ W'~Y:>
SST-\ ^_y)'

.1

fr • ^
L(Y,-Y)1

1=1

Une autre fa^on de saisir Ie cntere consiste a remarquer que R2 represente Ie carre du

coefflcient de correlation entre Ie vecteur de la variable expliquee et Ie vecteur des estimations

decelle-ci Le.:

l2

. LiMM]
A /__ —\2_n_ /-^ -A
^(Y,-Yyt[Y,-Y

Rl=^—=^-^- (2)
1=1' ' 1=1

Proposition 2.1

Dans Ie cadre de la regression lineaire avec terme constant, les quantites (1) et (2) sont egales.

Demonstration:

Posons H = X (X'X) X' et remarquons que H' = H etque H2=H .

On a:

Y=X^=x(XtX)~lXtY =H Y a e=Y-Y=Y-HY=(I-H)Y.

De plus, on remarque que :

Sy<£>==f£ =(HY)\I-H)Y =rW{I -H)]Y =Yt[H (/ -H}}Y =YI[H - H2]Y = 0
i=l - - v/- •

n n A

Envertudufaitque S£,=S(^-^)= 0 ona:
(=1 1=1
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X£,(^-y)=2^£,-yX£..=0.
»=1 1=1 1=1

En utilisant Ie meme resultat, on peat affirmer egalement que Y, -Y= Y, -Y.

Ainsi,

i(^-n(^-?)=i(^-y)(^-y)=i((^-^)+(^-T))(^-y)=i£,(^-y)+i(^-y)2
1=1 ' ' <=1 ' ' . ;=1^ /v / i=l i=l

D'ou, i(Y,-YW-Y)=i(Y,-Y)\
1=1 <=1

12

Done. [^-rW-?)]\^-y)2_^_, ^.
W-Y)2i(Y,-f)2 i^-Y)2 SST ~ SST
r=l ' ,=T-1 - ' ,=1

La forme (1) est la plus repandue, probablement parce que celle-ci suggere d'extraire

SSE et SST d'un tableau d'analyse de la variance.

Lorsque 1'on voudra insister sur Ie fait qu'on utilise un modele a k parametres, on

designera Ie coefficient de determination par:

^=1_^SST

Rappelons qu'au sens des moindres carres, on vise a minimiser SSEk- Ainsi, cette

demiere expression, ou SSEk est affecte d'un signe negatif, suggere de choisir un modele

ayant un coefficient de determination Ie plus eleve possible, soit des valeurs pres de 1. Ceci

va de pair avec 1'idee voulant qu'une "bonne" regression explique 1c plus possible la

variabilite des differentes valeurs prises par la variable dependante Y.

Notons que si 1'approximation est parfaite, i.e. lorsque Y{ = ¥„ 1 <:i<: n, on aura Rl=l.

Cette situation est peu probable en pratique. A 1'oppose, si Y,=Y, l<:i^n (quand

P,=P2=..=P^=0)alors^2=0.
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2.1.2 Proprietes

Voici quelques proprietes importantes du coefficient de determination. Certains resultats

ult6neurs seront etablis a pardr de ces proprietes.

Proposition 2.2
Soit Y ~ Nn(X^G2I^) . Alors sous 1'hypothese Ho'^ = Pz =••=?*-! = 0 on a:

i) Rl ~ fteta^,"^-), ou ^eta^,"f-) est la loi d'une variable distribuee suivant une loi Beta

de parametres ^ et "^.

i)E(Rl)=^.

Demonstration:

i) En vertu des corollaires 1.6 et 1.8, les quandtes ,, et ^k sont independantes et de
a^ or'

lois respecdves 5C (^ -1) et % (n - k).

•Jl'
e,t V = ——f- et montrons que

^ = _^_ = 1 - ^ = Rl ~ Peto(^,^:U+V SSRk+SSEk ^ SST "' ^-v 2 ' 2

En posant Z = -7—; et T = V, on etablit facilement que 1c jacobien de la transformation

inverse donne 2'(1-z)

Par independance, la densite conjointe de U et V se ramene au produit des deux densites de

lois du khi-deux. On prendra soin d'ecrire ceUe-ci en fonction de z et t.

Pour evaluer la distribution margmale de Z, on effectuera 1'integration de la densite conjomte

(muldpliee par Ie jacobien de la transformation inverse) sur toutes les valeurs de t.

On reconnaitra alors sans peine la densite d'une loi ^eta(k^-,"f-).
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(ii) Ce resultat s'etablit de fa$on triviale en exploitant Ie fait que si W ~ f>eta{a, P) alors

EW=-OL.-- D
a+P

La partie (i) de la proposition ci-haut nous fait realiser que 1'on peut tester si une

regression est stadsdquement significative a partir de la valeur observee du coefficient Rl

(dans la mesure ou on dispose de tables de la loi fteta). Vu la plus grande disponibilite des

tables de Fisher, il semble interessant d'etablir, sous T^o^Pi = P^ =...= Pfe-i = 0> une relation

entre les statistiques F et R2.

On a:

MSR _^(SST-SSE)/(k-l) ^n-k^SST ^^(n-k^ 1 '
MSE SSE/(n-k) ^k-l\SSE ~) U-lAl-^2

d'ou :

,___^-1)FR^=
(k-l)F+(n-k)

On remarque sans peine que cette demiere quandte est une fonction croissante en F.

Ainsi, sous Ho'^ = P^ =...= Pj^-i = 0» la regression est statistiquement significative au

mveau a si

{k-l)Fa{k-l,n-k)R^>
(k-l)Fa(k-l,n-k)+(n-k)

Proposition 2.3

Si on enleve r variables (r parametres parmi P^,...,?^) a un modele comportant k

parametres, alors Rl > Rl.r.

28



Demonstration:

U est clair que SSEk < SSEk-r puisqu'en retirant des variables, celles-ci font alors partie du

terme d'erreur et contribuent a 1'augmentadon de ce demier.

Ainsi, on a les implications suivantes :

SSEk ^ SSEk-r
^<^.r^-^<-^-

SSEk , i 5^-r
<=> 1——->!—SST ~ SST

<^Rl>Rl.r D

Nous venons de voir que Ie coefficient de determination diminue systematiquement

lorsque 1'on retire des variables. Ainsi, Ie modele complet possede toujours la valeur de R2

la plus elevee. Le jugement entre alors en cause si 1'on veut selectionner un bon sous-

ensemble de variables. Un sous-ensemble de variables int6ressant en est done un qui

possede une valeur du R2 pas trop eloign6e de celle du modele complet, ce qui signifie une

perte minime quant au pourcentage d'expUcation.

Comme Ie mentionne HOCPCING [29], on peut egalement tracer Ie graphique de la plus

grande valeur de Rt en fonction de k . En reliant les points entre eux, on constatera

evidemment la croissance de la courbe. Une pente abmpte entre deux points consecutifs

indique un gain important au niveau du R2. Pour decider du nombre de parametres a retenir,

on etudiera la courbe de la droite vers la gauche en debutant en k = p (Ie modele complet).

On visera a deceler a partir de quelle valeur de k on peut observer une pente descendant

particulierement abruptement. Cette valeur de k correspond alors au nombre minimum de

parametres a retenir sans encourir une perte trop importante au niveau du R2.

Remarquons que, dans un cas ou 1c modele possedant Ie R2 Ie plus elev6 parmi ceux a

p -1 parametres etait inacceptable, la pente abmpte apparaitrait immediatement de fagon a ne

garder que Ie modele complet. Notons egalement que parfois la valeur de k recherchee est

difficilement discemable car 1c graphique depend de 1'echeUe utUisee.
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2.1.3 Inconvenients

a) Inconvenient relic a un petit nombre d'observations

En utilisant 1'egalite E(/?0=(k-l)/(n-l), CROCKER [11] fait remarquer qu'on peat
obtenir des valeurs du coefficient de determination aussi pres de 1 que 1'on veut. Pour ce

faire, il suffit de choisir des valeurs de k pres de n (la taille de l'6chantillon). La valeur 1

representant la borne supeneure du cntere, E{Rl)^ 1 signifie que tous les modeles ayant k

parametres ont sensiblement tous la valeur 1 comme valeur de Rl. Dans une telle situation,

la perdnence de 1'utilisation du cntere du R comme mesure de 1'expUcation des variations de

Y doit etre remise en quesdon.

En effet, d'une part, si pour chaque sous ensemble de variables la valeur du R2 est

elevee, il devient difficile, sinon impossible, de choisir Ie meilleur sous ensemble; d'autre

part, on peut etablir qu'alors les esdmateurs des parametres du modele ne seront que tres peu

affectes par les variations des variables explicatives Xi, <=i,...,p-l en ce sens ou Us

donneront presque toujours lieu a des valeurs "toutes egales". L'augmentation du nombre de

parametres (et done de variables) produit une croissance artificielle du R2 vers 1.

Cependant, cette croissance a un effet negatif sur les autres aspects de la regression lineaire,

en particulier sur 1'estimation des parametres.

b) Inconvenients relies aux variations de la somme totale des carres

On peut remarquer que Ie R1 est influence par la dispersion des valeurs des variables

independantes. En fait, moins les valeurs sont dispersees, i.e. moins il y a d'ecart entre les

valeurs, moins la valeur du R est grande. niustrons ec phenomene a 1'aide d'une regression

lineaire simple. Pour ce, on comparera deux ensembles (nuages) ayant 1c meme nombre de

points et la meme valeur de SSE. Pour facUiter la comparaison, les deux ensembles auront la

meme moyenne pour la vanable dependante (notee y) et seront tels qu'ils produisent

exactement la meme droite de regression.

Considerons les graphes suivants (les donnees apparaissent a 1'annexe 3) :
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.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4
I I I I I I

.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

R2= 0.959

Figure (a)

R2= 0.484

Figure (b)

Dans les deux cas, la droite oblique designe la droite de regression dont 1'equation est

Y = -0.1 + x et la droite honzontale represente 1'equation de la droite moyenne, i.e. la droite

7= 2.15. En examinant les graphes, on voit que, dans la Figure (a), la valeur de
n_ / =^\2

SST = ^(Yf-Y)~ sera elevee puisque les valeurs y, sont eloignees de y. Dans la Figure (b),
1=1

la proximite des valeurs y. par rapport a y fait en sorte que SST donne une petite valeur. On

comprend bien que pour des valeurs identiques de la somme des carres due a 1'erreur (,SSE),

la quantite R2 = 1 - —— foumit des valeurs plus faibles lorsque les valeurs de la variable

dependante sont voisines.

En fait, pour ce qui est de la regression lineaire simple, on peut se convaincre de 1'impact

de la dispersion de la variable independante en ecnvant Ie coefficient de determinadon en
JL / _\2

foncdon de la mesure de dispersion ^ (^, -x)" • On notera cette quantite SSTx -
r'=l

On considere done, pour 1 ^ i< n, Ie modele y, = Po + PiJC, + £,.

Ainsi, on a y;= p^+ p^, et Y = ^+^x.

Cecientrainequey,-y =(PQ+P^.)-(PQ+P^)=(\(X; -x) , l^i^n
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On a done SSR = !(?,-? )z=P^S(^-^=(3^Tx.
1=1 '1=1

Ce qui nous permet de conclure que:

-? 2

^1_^= ^!SR_=^SSTX_= ,? ourf=^/p;
SST ~ SSR + SSE ~ ^2sSTx + SSE ~ SSTx + d '" - "^/ pl

On constate qu'en comparant deux cas ou p et SSE sont identiques alors, peu importe

Po, seule la mesure de dispersion SSTx joue un role. Pour comprendre 1'effet de la

dispersion, examinons les equivalences qui suivent. Pour un cas comme dans la Figure (a)

on indexera la lettre a tandis qu'un cas se rapportant a la Figure (b) sera indexe par b.

d d
SSTxa > SSTxb <=> —— >

SSTxb SSTxa

d . , . ^<=>!+—~- — >!+•
SSTxb SSTxa

SSTxb+d ^ SSTxa+d<=> ———— >
SSTxb SSTxa

SSTxa ^ SSTxb>
SSTxa+d SSTxb+d

<=> R2a > Rl.

On remarque done qu'une dispersion moindre entrame une plus petite valeur du

coefficient de determination. Puisque 1'on compare des ensembles ayant Ie meme nombre

d'observadons, notons que comparer SSTxa et SSTxb revient a la comparaison des variances

experimentales SST^ et ss^- .
n—\ n-1

On peat egalement reprendre 1'idee precedente en raisonnant en termes d'etendue des

variables independantes.
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Considerons la figure suivante (tout comme precedemment les donnees apparaissent a

1'annexe 3; 11 en sera de meme pour les autres cas de figure de cette section):

0.0 TII\ 1 r
.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Rl= 0.916

Figure (c)

Supposons que nous n'ayons acces qu'aux 18 observations associees aux valeurs

centrales, i.e. les 9 valeurs en x=2.0 et les 9 valeurs en x=2.5. On se retrouve alors

exactement dans Ie cas de la Figure (b) et on observe alors une diminution assez importante

au niveau de la valeur du R2 qui est due a 1'etendue, maintenant limitee, de la variable

independante. La valeur de SSE est plus elevee d'un certain facteur y dans un cas ou

1 etendue est grande comme dans la Figure (c) comparadvement ^ un cas ou on n'aurait acces

qu'aux observations centrales (d'etendue limitee) comme dans la Figure (b). II est evident

dans Ie cas present que y=3. Par de simples manipulations, on montre que dans un cas

comme celui-ci (ou SSEc = JSSEb), si SSTxc > JSSTxb on a Rl> Rl. Sans effectuer de

calculs, il est clair qu'en comparant les Figures (c) et (b), la valeur de SSTxc est nettement

superieure a trois fois SSTxb- L'idee d'etudier les repercussions de 1'etendue a ete amene par

HAHN [22].

Une autre situation influen^ant la valeur du coefficient de determination est 1'inclinaison

de la surface de regression. Cette observation a ete notee par George Fumival et publiee par

BARRETT [2]. La valeur du R2 augmente avec "1'inclinaison" de la surface de regression.

Ulustrons ce phenomene, encore une fois, a 1'aide d'une regression lineaire simple. Get

exemple est a la fois suffisamment simple pour effectuer les calculs sans avoir recours a un

outil informatique et suffisamment general pour effectuer une infinite de comparaisons entre

des ensembles d'observations. Considerons des ensembles ayant Ie meme nombre
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d" observations et la meme valeur de SSE. Pour faciliter les comparaisons ceux-ci seront tels

que x = y = 0.

Exemple

Soit trois observations associ6es aux valeurs (-2, -2tan6), (1, 1+tanO) et (1, -1+tanQ) ou 6

est un angle quelconque qui est superieur ou egal a 0° et inferieur a 90°.

Alors (;c,F)=(0,0).

3

De plus, ^=^—^
^(x,-S)[Y,-Y) ix,Y,

-\2^{x,-x)
»=1

=2^—=tan6et B,==r-B.J=0'o - n

1̂=1

Ainsi, F=tan0-^.

D'ou,
^2 3

SSE = i(Y,-Y^ = £(^-tane.x,)2= 2
»'=1 ' ' »'=!

SSE
et/?2=l-^=l-

SST vr,,_,-\2
1=1

=1——=1- =1-
1

£(y,-5T Sy/
t'=l

6tan26+2 ~ 3tan2e+l

On est done en presence d'un cas ou en faisant varier 9e[0,-s-[, chaque ensemble

d'observations a Ie meme centre de gravite ((^,7) = (0,0)) et la meme valeur de SSE(si
^

savoir 2). De plus, on remarque que la droite de regression, Y = tan 6 -x , admet tan 6 (une

fonction croissante en 0) comme pente, passe par 1'ongine et que 6 correspond a 1'angle

forme entre cette droite et 1'axe des abscisses.

Voici un tableau presentant quelques valeurs:

OP
30°

45°

60°

89°

0
V3/3= 0,577

1
V3 =1,732

57,29

0
0,5

0,75
0,9

0,9999
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On remarque qu'en augmentant la valeur de 6, on accentue la pente de la droite de
regression; ceci a pour effet d'eloigner les valeurs Y, de Y et done d'augmenter SST.

Notons qu'ici, la fonction correspondant a SST, soil 6tan29+2, est croissante en 6.

Ainsi, SST augmente de pair avec 0 ce qui explique, a SSE constante, 1'augmentation du

coefficient de d6termmation.

Un autre inconvenient du coefficient de determination est qu'il n'est pas un bon indicateur

de la quality de 1'equation de regression en ce qui a trait ^ la veritable valeur moyenne de la

variable expliquee (en utilisant un intervalle de confiance) ou lorsque 1'on veut predire une

valeur future (en utilisant un intervalle de prediction). En fait, il est possible qu'un ensemble

d'observations pour lequel la valeur du R2 est 61evee foumisse de moins bons intervalles de

confiance qu'un autre ensemble d'observations avec une valeur moindre du R2 (il en va de

meme pour les intervaUes de predicdon).

Void un exemple d'intervalles de confiance a 1 - a = 95% pour y . Pour faciliter la

comparaison, la variable independante prend exactement les memes valeurs dans les deux cas
de sorte que seule la valeur de s = ^SSE/(n - k) influence la largeur des intervalles de

confiance.

4 6
R2 =0.949

Figure (d)

.^^^=r::ir^T^:-

4 6

R2 =0.321

Figure (e)

10
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On constate uniquement par comparaison visuelle que 1'intervalle de confiance est plus

large dans la Figure (d) que dans la Figure (e). Plus formellement, la largeur de 1'intervalle

donnee par 1's-ta.n(n-kY^al{XtXT^ a (voir section 1.2.5 (a)) varie de 1.39 a 2.38

dans la Figure (d) et de 0.19 a 0.32 dans la Figure (e). En considerant plutot des intervalles

de prediction ^ 95%, la largeur de ceux-ci, donn6e par 2 • s • ta/2 (n-k)'^ 1 + a' (X'X )~1 a

(voir section 1.2.5 (b)) varie de 3.67 ^ 4.15 dans la Figure (d) et de 0.49 a 0.56 dans la

Figure (e).

Cet exemple reflete une situation ou, dans la Figure (d), la variabilite non expliquee par la

regression est relativement grande (ce qui contribue a 61argir les mtervalles de confiance et de

prediction) mais est toutefois relativement faible compar6e a la variabilite totale. De cette

m la valeur de R2 = 1 - -—— est elevee bien que les intervalles soient larges. La
SST

(e) reflete la situation contraire, a savoir SSE petit mais relativement grand par rapport a

SST. Notons que 1'exemple consider^ exploite 1'argument concemant 1'inclinaison de la

surface de regression voulant que la valeur de SST augmente avec I'inclmaison de la surface.

On remarque que 1'inclinaison est elevee dans la Figure (d) ce qui n'est pas Ie cas dans la

Figure (e). De fa9on evidente, on peut exploiter egalement 1'argument de dispersion des

variables dependantes pour faire varier la somme totale des carres.

c) Inconvenients relies aux "repetitions"

DRAPER & SMFTH [14] ont remarque qu'en presence de repetitions, sauf dans des cas

tres rares. Ie coefficient de determination ne peut prendre la valeur 1. Ce resultat, en soit,

n'est pas tres etonnant puisqu'on observe que tres rarement la valeur 1 en pradque, mais ceci

constitue neanmoins une limite theorique qui peut etre contoumee, comme on Ie verra sous

peu, en redefinissant un nouveau coefficient de determination.

Puisque R2 = 1 -^ = 1- (SSPE^+SSLF) , on aura /?2=1 que si SSPE=SSLF=Q.
SST " SST

Done, en supposant qu'il y a au moins une repetition, i.e. qu'il existe au moins un indice i

tel que n, > 1, cette situation ne survient que si on a simultanement des variables expliquees
ayant les memes valeurs dans les blocs de repetitions ( yy=y,) et un modele parfaitement

ajuste aux moyennes (y; = y;). On en deduit que sauf dans des cas tres rares on a R2 < 1

lorsqu'il y a des repetidons (en fait lorsqu'il y a de 1'erreur pure).
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Dans un autre ordre d'id6e, notons qu'en general, lorsque 1'on augmente Ie nombre

d'observations, on r6ussit a mieux cemer 1'ensemble des points diminuant ainsi les erreurs

individuelles et de ce fait la somme des carr6s des erreurs {SSE). Le coefficient R2 se voit

done augment^. Comme Ie mentionne DRAPER [15], dans Ie cas de repetitions, 11 est

possible qu'en augmentant Ie nombre d'observations, on dimmue Ie R2 .

Examinons les graphes suivants:

.5 2.0

R2 =0.971

Figure (f)

1.5 2.0 2.5 3.0

/?2=0.658

Figure (g)

3.5

Les deux ensembles d'observations consideres donnent tous deux lieu a la droite de

regression y = x. On remarque que dans la Figure (g), Ie R2 est moins eleve, bien que Ie

nombre d'observations soit plus grand. Cet exemple illustre une situation ou la valeur de

SSE est amplifiee a cause de 1'erreur pure. Dans la Figure (f), on a SSPE = 0 puisqu'il n'y

a aucune repetition (ce qui n'est pas Ie cas dans la Figure (g)). Ainsi, puisque

SSE = SSPE+SSLF est plus eleve dans la Figure (b), Ie R2 associe s'en voit duninue.

Le cas de la Figure (g) peat etre generalise. Afin de conserver la meme droite de regression,

on considerera des ensembles d'observations avec un nombre identique de repetitions en

chaque valeur differente de x et comme dans la Figure (g) les repetitions doivent etre

symetnques par rapport aux observations initiales (1, 0.9), (2, 2.2) et (3, 2.9). Supposons

que 1'on utilise les indices f et rep pour identifier respectivement 1'ensemble des observations

de la Figure (f) et un autre ensemble d'observations avec des repetitions, on a alors :

37



SSPEi = 0 et done SSLFf = SSEf,

SSRrep = fliSSRf »

SSLFrep=n,SSLFt.

Ainsi,

SSPErep > 0 <^> n,[SSLFf + SSRf] + SSPErep > mSSR\ SSLF^SSR{ \
SSRi J

SSR{ , mSSRi<==> ———'- —— >
SSLFf + SSRf mlSSLFf + SSRi] + ^P£ rep

SSRf ^ SSRrep
SSLF{ + SSRf SSLFrep + SSPErep + SSRrep

SSRf ^ SSRrep
SSTf SSTreprep

<=>7??>^<rep

Vue la decomposition de 1'erreur en deux parties, a savoir 1'erreur pure et 1'erreur due au

manque d'ajustement, la qualite de 1'ajustement d'une equation de regression peut etre
/

examinee de fa^on plus efficace en considerant les 7 residus moyens plut6t que les n = Sn;
1=1

residus individuels. Dans Ie cas de repetitions, Ie terme important dans 1'erreur est vraiment

SSLF= ^ni^YrYi) qui considere n, fois les residus moyens dans chaque bloc. C'est
1=1

pourquoi CHANG & AFIFI [8] suggerent une modification du coefficient de determination

afin de tenir compte des repetitions. Ainsi, plutot que de considerer
.2_i SSE_, SSLF+SSPE „, ____. .2 _ 1 ^^R^=\-—:^=\-__~~~~ '^~" ~ _ , Us proposent RM=^-—=-:—. On

SST ' SSR+(,SSLF+SSPE)' "" r-r—" — - SSR+SSLF'

remarque que s'il n'y a pas de repetitions, a savoir SSPE = 0, alors Rlf= R2. De plus, si Ie

modele est parfaitement ajuste aux moyennes, i.e. SSLF=0, alorsTd/ peut atteindre la

valeur 1 comme borne superieure et, tout comme Ie coefficient de determination

conventionnel, si SSR = 0, alors RM atteint la valeur 0 comme borne infeneure. On peut

remarquer que dans 1'exemple considere, comme SSRg = mSSRf et que SSLFg = mSSLFf ,

alors Rlf = R2. Comme precedemment, 1'indice g se rapporte a la Figure (g).
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d) Inconvenient relic aux valeurs extremes

Le coefficient de determination est sensible aux valeurs extremes puisqu'il est foncdon de

la somme des carres des erreurs. D'ailleurs, la regression par la methode des moindres

carres est elle-meme influencee par les valeurs extremes. Notons que dans de tels cas, il vaut

mieux avoir recours a des methodes dites robustes; ces methodes ne feront pas 1'objet du

present document mats Ie lecteur int6resse peut se referer a HUB ER [31] ou a

MONTGOMERY & PECK [39]. Evidemment, en changeant de methode de mod61isation, Ie
coefficient de determination tel que defini devient inadequat. Si on utilise une methode

robuste, il devient desirable de modifier Ie coefficient de determination afin de Ie rendre

robuste a son tour. KVALSETH [33] suggere la statistique 1 -
med{\Y,-Y,\]

qm est
med[\Y,-Y\}

n_ t ^\2
constmite de la fa^on suivante: la moyenne arithmetique SSE I n=^(Y,-Y,] In est

(=1

remplacee par la mediane med[(Y,-Y,)1} et SST I n = S(^-P) / 72 par /n^{(^-y)2} . Ces
1=1

deux medianes sont respectivement exactement egales a |me^{l^-^l}| et \med{\Y^

quand n est impair et approximadvement egales aux deux memes quantites quand n est pair.

SSE_, SSE/n
lacer 1 - — = 1 - ——— par l -

SST SST I n
med[\Y,-Y,\}
med[\Y.-Y\}

2.1.4 Discussion

Nous venons de voir des situations ou Ie coefficient de determination n'est pas

necessairement un bon indicateur de la qualite d'une regression. Remarquons que les

exemples consideres portaient sur des ensembles d'observadons differents ayant une somme

totale des carres differente. Cependant, lorsque 1'on etudie divers sous-ensembles de

variables pour un ensemble donne, la somme totale des carres est constante et seule la somme

des carres des erreurs vane. En fait, en pratique. Ie R2 est utilise comme une mesure relative

et non comme une mesure absolue. Les exemples consideres servent a realiser que meme en

observant une valeur tres faible, voire nulle, du R2 pour Ie modele complet ou pour un sous-

modele de celui-ci, il ne faut pas necessairement en conclure que l'6quation de regression
resume mal les donnees. Par exemple, en regression lineaire simple, si p = 0 alors R2= 0 et

ce, meme si les donnees sont arbitrairement pres de la droite estimee (un cas semblable
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foumirait une tres pedte valeur de la quantity SSE). Inversement, une equation "mal ajustee"

peut foumir ^ tort une valeur 61ev6e du R2.

II semble raisonnable de n'avoir recours au coefficient de determination que pour venfier

la qualite de 1'ajustement d'une equation de regression. Utiliser ce critere ^ d'autres fins

(pour predire, par exemple) est fortement deconseiUd.

Rappelons qu'a la lumiere des exemples precedents il faut se mefier du terme SST qui

peut injustement contribuer a 1'augmentadon ou la diminution du R2 .

On peut penser obtenir de "meilleures" conclusions en utilisant SSE au lieu de R2

comme critere de selection. En effet, 11 est evident que Ie SSE n'est pas influence par la

dispersion des variables dependantes ni par 1'inclinaison de la surface de regression.

Cependant, 1'atout non negligeable du coefficient de determination est son interpretation

comme un pourcentage d'explication; ceci nous fait mieux realiser 1'impact du retrait de

variables. Le SSE quant a lui n'est pas borne supeneurement (si ce n'est que par SST) et

bien qu'il possede une borne infeneure (a savoir 0), il est difficile de concevoir une notion de

proximite vers celle-ci.

Notons finalement que, comme nous 1'avons vu precedemment, Ie R2 diminue

systematiquement lorsque 1'on retire une ou des variables. La comparaison de deux

ensembles de variables de tallies differentes, que 1'on appellera comparaison interclasses,

devient done difficile puisque les ensembles de plus grandes tallies sont "pnvilegies". Ceci

constitue une raison suffisante pour definir un autre critere qui, lui, nous permettra

d'effectuer des comparaisons interclasses.

2.2 Coefficient de determination corrige (R2)

Devant Ie probleme des comparaisons interclasses, EZEKIEL [18] a suggere de
SSE —7 , MSE ,, , . , , . ,, .

remplacer Ri = 1 - —— par Rz = 1 - -^—- Notons que bicn qu'en enlevant r variables a un
SST * MST

modele a k parametres on ait SSEk < SSEk-r, il est possible que

[n-(k-r')]SSEk > (n - k)SSEk-r , i.e. MSEk > MSEk-r et done Rl-r > Rl.
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2.2.1 Definition

En considerant un modele a k parametres (incluant Po) on a montre que sous 1'hypothese

^o:Pi=P2=...=P^=0, E(^2)=(^-l)/("-l).
k-\

Ainsi, la premiere etape pour comger /^. consiste a considerer ^ -
n-1

k-\

n-1
Notons que si Rl vaut 1 alors cette demiere quantite ne vaut pas 1 mais plutot 1 -

n— k
i.e. -—'- quantite qui est inferieure a 1.

n-\

Ainsi, afin de deflnir un Rl corrige qui prend la valeur 1 si Rl vaut 1, on doit multiplier

Rl - - — - par 1c facteur ——-.
n-1~ n-k

On obtient done une formule permettant d'evaluer ce qu'il sera convenu d'appeler Ie R2

corrige, et note R 2, qui est donne par:

^^-t-iyz^T
n-lAn-k.

On rencontre plus frequemment cette formule sous une forme equivalente soit:

^(/d-^)fci)=l-(^>-^=l-[^)il-n-\}\n-k) \n-k)' ' \n-k.

Le facteur -—- est appele facteur d'ajustement et correspond au rapport des degres de
n-k

Uberte de SST et SSEk' On peut done egalement presenter Rl sous la forme 1 -—^^.
MST

2.2.2 Propriete

Sachant que 0<: Rl<:l, on en deduit les equivalences suivantes:

n —1 ^/< _^\ ^ n —1O^l-T^l <^0^f^-4](l-^)^
n-k
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^d^^-f^(i_^^o
n-k \n-k

^1-^1_(^11(1-^1
n-k ^n-k.

^^4$^si
n-k

2.2.3 Inconvenients

Le coefficient de determination corrige possede evidemment les memes limites que Ie

coefficient de determination pour ce qui est de 1'influence de SST. Dans certaines situations,

il est interessant de modifier ce critere tout comme on 1'a fait avec Ie coefficient de

determination. Les modifications suggerees ne sont ni plus ni moins que 1'ajout du facteur

d'ajustement ou d'une adaptation de celui-ci. Ainsi, en ce qui a trait au probleme des

repetitions, CHANG & AFIFI [8] suggerent d'utiliser 1c critere modifie

Pour ce qui est des valeurs extremes, KVALSETH [33]RM:=1~ [T^k)[sSR+SSLF)'

propose de remplacer R2 par 1 -
n-1

n-k

med{\Y,-Y,\}
med[\Y.-Y\}

2.2.4 Discussion

Le coefficient de determination corrige n'apporte pas tellement plus d'informadon que Ie

coefficient de determination, mais U a 1'avantage de faciliter les comparaisons interclasses.

De fa^on parallele au cntere precedent, on peut penser udliser Ie critere du MSE au lieu du

R2. Cependant, on se retrouve de nouveau dans 1'impasse de se demander s'il est plus

avantageux d'utiliser un cntere qui ne sera pas influence par 1'inclinaison de la surface de

regression mais, a partir duquel, on ne peut facUement definir one notion de proximite vers la

borne inferieure.
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2.3 Cp de Mallows

Le critere du Cp de Mallows a 6t6 defini par Colin L. Mallows et public initialement par

GORMAN & TOMAN [21]. Le Cp {Ck si on considere un modele a k parametres) repose

sur Ie pmcipe de la minimisation simultanee du biais et de la variance des valeurs predites par

1'entremise de 1'erreur quadratique moyenne calculee sur chacune des n observations d'un

modele comportant k parametres. Celle-ci est notee MSE,k (mean square error).

2.3.1 Definition

{E[y,,]=n,», \<.i^n
On pose <{ ^""

[E[y,,]='U<,, l^i^n

Puisque pour une variable aleatoire Z quelconque Var{Z~) = £(Z2) - [E(,Z)f et que dans

Ie cas present Dy: est un vecteur de constantes on a:

MSE^ = E[(i^-U<02] = Var(i^ - D,,) + [E(y^-'U^)]2 = Var(y^) + [T|,,-^.,]2.

Etant donne que 1'on veut minimiser M.SEik pour la variable Y, on minimise plutot la

somme des MSEik- Ainsi, en definissant la somme des carres des biais comme

SSB = ICD^-r^)' on a alors: ^MSEu. = SVar(y^) + SSB.
»=1 1=1 1=1

Dans la suite, nous allons considerer une version "reduite" de cette quantite a savoir:

n=^[svaT(^)+^|.
a" L'=i

Defmissons Hk = X (X'X Y1X1 ou X est de dimension n x k et posons E(F) = X|3 = [i

etCov(y)=o2/. .

On a alors:

IVar(y^) = tr[Cov(y^)] = tr[Cov( HkY )] = tr[^,Cov(y )m] = tr^HkHk] = tr[o2^]
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et done S Var (P ) = k a2.
1=1

De plus,

ECs^)=E(r[7,-^,]y)
= o2 tr(/n - Hk) + M-( Un - Hk) ^ (en vertu de la proposition 1.3)

=a2(n-k)+[it[an-H^lUn-Hk) ]H

=<52(n-k)+([l-HkVi)\[i-Hk[]i) .

Mais puisque Hk[t = X (X'X )-1X' 0(7) = E[X (X'X )-lry] = E(Xp) = £(7), on en

deduit que SSB = E[SSEk] -{n-k) a2

Ainsi: r, = -^[k a2 + E[SSEk] - a2 (n - k)] = E[SSEk] - (n - 2k) .
a" a'

Puisqu'on ne peat evaluer directement Fk, on est amene a considerer la stadstique Ck qui

est un estimateur de Tk .

La stadsdque Ck est definie de la fa^on suivante:

Ck = , - (n - 2^) ou s2 est un esdmateur de o2. (3)
5"

Un bon esdmateur s2 de a2 est donne par 1'erreur quadratique moyenne du modele

complet.

Ainsi on a: Ck = (n - p)S^E± - (n - 2k) . (4)
SSEp

Si 1'equation possede un biais negligeable, i.e. SSB = E[SSEic] ~ {n- k)a2 ^ 0, alors

SSEk estime bien (n - k) a2 et done, a partir de (3), on a:

a=("^— (n-2k)=k.
sf
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On en deduit qu'a toute equation possedant un faible biais correspond une valeur de Ck

voisine de k, tandis qu'un biais important entrainera une valeur de Ck beaucoup plus elevee

que k.

D'ailleurs, la stadstique possede la propriety voulant que Ie modele sans biais qu'est Ie

modele complet (quand k=p) donne Cp = p (simple substitution dans (4)).

2.3.2 Propriete

Puisque SSEk>- SSEp on a les equivalences suivantes:

SSEk ^ 1 , . /._ ,^ SSEk
>. 1 <==> {n- p)^z-^~ >.n-p

'p ooz^p

<^(n-p)SSE^-(n-2k')^2k-p

<^Ck^1k-p .

2.3.3 Inconvenients

C,=ssji-(n-2k)=s^-(n-k)+k=(n-kf
(5 0

SSEkKn-k)
-1 +k

On reaUse que la quantite entre crochets devrait idealement etre pres de 0. On retrouve

done 1'idee voulant que 1'on doit choisir des equations telles que Ck^k. Cependant, la

quandte entre crochets peat etre grandement amplifiee du au facteur (n - k). Comme Ie

suggere HOCKING [27], 1c critere du Cp est davantage recommande pour des valeurs

elevees de k .

Ce cntere est egalement sensible aux repetitions. Afm de definir une statistique qui dent

compte de ce probleme, CHANG & AFIFI [8] suggerent de remplacer Ck = —± - (n - 2k)
s^

^
par Ck = 1 - (/ - 2A:) ou j2 est un estimateur sans biais de o2 donne par

s'

s2=SSPEk/n-I.
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Tout comme les criteres precedents, 1c coefficient Cp est fond6 sur 1'estimation par la

methode des moindres carres ce qui Ie rend sensible aux valeurs extremes. Le lecteur

interess6 pourra consulter RONCHETTI & STAUDTE [43] ou est introduite une version

robuste du coefficient Cp.

2.3.4 Discussion

Le coefficient Cp est reconnu comme etant un critere relativement sadsfaisant puisqu'il

permet d'eviter, dans la mesure du possible, deux types d'erreurs lorsque vient Ie temps de

choisir un sous-ensemble de variables. La premiere de ces erreurs est 1'inclusion de variables

non pertinentes et la seconde est 1'exclusion de variables ayant une reelle influence sur la

variable expliquee.

L'inclusion de variables non pertinentes ne biaise pas les resultats pour ce qui est des

autres variables ind6pendantes mats a toutefois un impact sur celles-ci. Pnncipalement, la

variance des variables predites se voit augmentee. On peut aj outer egalement que ces

variables "inutiles" nuisent a la simplicite du modele ce qui complique une interpretation

eventuelle. En plus, ces variables additionnelles peuvent reduire la precision des tests de

sigmfication stadsdque.

D'un autre cote, 1'omission de variables pertinentes peut serieusement biaiser les resultats

et compromettre une interpretation de ceux-ci. Dans Ie cas Ie plus simple ou les variables

exclues ne sont pas correlees avec les variables incluses, la precision des predictions se voit

reduite. Cependant, en presence de correlation, plus celle-ci est grande, plus Ie biais

augmente. Ceci peut s'expliquer par Ie fait que les effets estimes des variables incluses

proviennent non seulement de leur propre effet mais egalement de celui partage avec les

variables omises.

On en vient a la conclusion qu'un critere exploitant un compromis entre les deux types

d'erreurs, par Ie minimisation simultanee du biais et de la variance des valeurs predites, est

deflnitivement interessant.

\

A la lumiere de la limite mentionnee ci-haut, il est preferable d'utiliser ce cntere lorsque

1'on dispose d'un nombre eleve de variables. Idealement, d'apres les arguments precedents,

on cherche une equadon ayant valeur de Ck qui n'est pas trop loin de k. Si Ie choix n'est pas
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univoque, Ie jugement personnel entre en cause dependant de la preference de 1'utilisateur.

Une approche consiste a choisir une equation biaisee (habituellement un sous-ensemble avec

peu de variables) qui ne repr6sente pas necessairement bien les donnees due a une grande

valeur de SSEk (et done Ck > k) mais dont la valeur de Ck (issue de la somme de la variance

et du biais des valeurs predites) est la plus petite de toutes les valeurs peu importe Ie nombre

de variables. Une autre approche consiste a choisir une equation avec plus de parametres qui

represente bien les donnees (a savoir Q ^ k) mais dont la valeur de Q n'est pas la plus

petite (pea importe Ie nombre de variables).

Pour la deuxieme approche, une fa9on visuelle de reperer les meilleurs ensembles de

variables est d'idendfier les diverses valeurs de Ck sur un graphique de Cji en fonction de k.

En tragant la droite correspondant a Ck = k» tout point pres de cette droite correspond a un

bon sous-ensemble. Une autre fa^on de proceder consiste a tracer 1c graphique de Ck - k en

fonction de k et de reperer les points pres de la droite honzontale Ck ~k = 0.

2.4 Relations entreMSEk,Ri,CketF

-n2 . -nT- ^.1 SSEk/n-k ^ , SSEk-r/[n-(k-r)]
^k~r ^'~ TSS/n-1 " i~ T^/(n-l)

^SSEk-r/[n-(k-r)] SSEk/(n-k)
TSS/(.n-l) ' TSS/(n-l)

(3)
^=> SSEk-r/[n - (k - r)] < SSEk/(n - k)

^n-k)SSE^-<n-{k-r)
SSEk

^n-k)SSE^-[n-2{k-r)] < k-r
SSEk

(6)
^Ck-r<k-r .

Notons que 1'equivalence (3) revient a MSEk-r < MSEk
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A partir de 1'equadon (3), on a egalement les relations suivantes:

^SE^_ ^ SSEk ^ SSEk-r SSEk ^ SSEk SSEk
n-(k-r) n-k n-(k-r) n-(k-r~) n-k n-(k-r)

^ (SSE^-SSE,) ^ f___^
n-(k-r) " \^(n-k)[n-{k-r}}^w

(SSE^r-SSE^/r ^ ^

SSEk/(n-k)
<^>F < 1 .

Dans les equations ci-dessus, les equivalences demeurent inchangees si 1'on subsitue

partout Ie symbole d'inegalite (<) par 1c symbole d'egalite (=) ou par 1'inegalite inverse (>).

A 1'occasion, on peut constater que MSEk-r < MSEk' Dans ce cas, inutile de se

surprendre si 1'on observe que Ri < /d-r, Ck-r <k-r ou F<1.

SEBER [45] precede autrement pour constater la similarite entre Rl et Ck' II fait

remarqucr qu'en considerant Q = (.n - p)— - (n - 2/;) et R^ = 1 -1 ——-1 ^^ on a:
SSE, v ' "' ^n-kj SST'p

2^ (Ck-k) ^n-p^SSEk ^ 1-^
n-k \n-k}SSEp l-R2p

On en conclut que si n>.k, en remarquant que 1- Rip est seulement un "facteur

d'echelle", alors Ck~k est pradquement equivalent a 1-/S. En fa-it, les deux quantites

foumissent une mesure de 1'amplitude du biais.

2.5 Exemple d'utilisation des criteres sur les donnees de Hald

Les criteres vus precedemment seront maintenant mis a 1'essai sur des donnees reelles.

L'ensemble de donnees choisi est tir6 du livre de HALD [1952, p.647] et portent sur la

chaleur degagee au cours de la solidification du ciment en fonction des pourcentages de

quatre consdtuants. Les donn6es ainsi que la matrice des correlations sont reproduites a

1'annexe 4. Ces donnees peuvent etre qualifiees de donnees "classiques" puisqu'elles ont ete

etudiees par bon nombre d'auteurs de renom qui les ont utilisees pour demontrer certaines

difficultes qui peuvent survenir en regression lineaire multiple.
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Bien que les donnees soient reelles, tres peu d'auteurs ont pris la peine de mettre en garde

leurs lecteurs quant au nombre restreint d'observations, soit 13 observations pour 5

variables, et n'ont pas pris non plus la peme de mettre les donnees en contexte. Ceci relegue

1'exercice de selection de variables sur ces donnees a un exercice presque purement

academique.

La citation qui suit en est une de Ronald D. Snee extraite de la discussion sur 1'article de

HOCKING [28]. Elle montre bien son etonnement face a 1'utilisation par certains auteurs

d'ensemble de donnees sans tenir compte du contexte. Cette citation fait 6galement reference

a un autre ensemble de donnees historiques dont il ne sera pas question dans ce travail.

" The extensive use (frequently with no reference to the physical context of the

problem) of the 10-factor example mentioned earlier is consistent with my

impression that there are many developers of regression methodology who do not

analyze many data sets. Hald's 13-observation cement data is another good

example (Draper and Smith 1981). Both of these data sets have been analyzed by

more authors than there are observations in the data set. The cement data also have

the distinction of being a mixture problem for which a constant term model and

variable selection are not appropriate. Only Daniel and Wood (1980) have

recognized this important feature of the data."

En examinant la matrice des correlations, on s'aper9oit qu'il existe des correlations

elevees entre certaines variables explicatives. La correlation entre Xl et X3 esf de -0,824 et

celle entre X2 et X4 de -0,973. On doit done s'attendre a ce qu'une seule variable du premier

groupe combin^e a une seule vanable du deuxieme groupe explique la majeure partie de la

variation.

Critere du coefficient de determination

Voici Ie tableau des valeurs du coefficient de determination les plus elevees pour les sous-

ensembles de taUles differentes. fQ sert a enumerer les variables qui interviennent dans Ie

modele.
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jf(X4)
j*(Xl, X2)

;f(Xl, X4)
.f(Xl, X2, X4)

.f(Xl, X2, X3, X4)

0,67454

0,97868
0,97247
0,98234

0,98238

A la lumiere de ce tableau, on remarque qu'un modele a deux variables suffit a expliquer

presque toute la variation. Conserver trois ou quatre variables ne ferait qu'alourdir Ie modele

en Ie rendant plus difficile d'interpretation. On peut egalement noter qu'il existe une tres

legerc difference entre les R2 du meilleur modele a trois vanables et celui a quatre variables.

Ceci peut s'expliquer par Ie fait que les variables independantes repr^sentent les pourcentages

d'un melange d'ingredients et que la somme des valeurs de ces variables est pratiquement

constante, variant entre 95 et 99.

Pour ce qui est des deux modeles ^ deux variables, aucun ne semble se demarquer;

certains choisiront Ie modele faisant intervenir Xl et X2 puisque Ie R2 est plus eleve, alors

que d autres affirmeront que Ie modele qui est fonction de Xl et X4 est meiUeur puisque Ie

meilleur modele a une vadable fait intervenir X4. Bien sur, mis a part les arguments

statistiques, la preference de 1'un ou 1'autre des sous-ensembles peut etre determinee a partir

d une bonne connaissance des caractenstiques des composantes du ciment par un expert dans

1c domaine.

Critere du coefficient de determination corrige

Voici Ie tableau des valeurs du coefficient de determination corrige les plus elevees pour

les sous-ensembles de tallies dtfferentes:
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J-(X4)
:f(Xl, X2)
f (Xl, X4)

f(Xl, X2, X4)
;f(Xl, X2, X3, X4)

I

0,64495
0,97441

0,96697
0,97645
0,97356

Encore une fois, on remarque qu'un modele ^ deux variables est suffisant. Rappelons

qu'une des proprietes interessantes de ce critere est de permettre les comparaisons

interclasses sans que les modeles avec un plus grand nombre de variables soient

systematiquement meilleurs. Ici, on remarque que Ie R2 est plus eleve pour Ie modele

utiUsant Xl et X2 que pour Ie modele complet.

Critere du Cp de Mallows

Void Ie tableau des plus petites valeurs du Cp de Mallows pour certains sous-ensembles

de tallies differentes. Les ensembles non listes affichent des valeurs supeneures a 20.

^(X4)
^(Xl, X2)
;f(Xl, X4)

f(Kl, X2, X3)
y(Xl, X2, X4)
.f(Xl, X3, X4)
;f(X2, X3, X4)

f(Xl, X2, X3, X4)

138,7

2,7

5,5

3,0

3,0

3,5

7,3

5,0

2
3
3
4
4
4
4
5
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Puisque 1'on recherche des sous-ensembles comportant un minimum de variables ou

Ck -.ss k, i.e. ou Cji- est ^ peu pres egal au nombre de parametres (nombre de variables + 1), Ie

choix tout indique est Ie modele faisant intervenir Xl et X2.

2.6 Autres criteres

La plupart des cnteres autres que ceux traites dans ce chapitre constituent des adaptations

de ceux-ci : des versions robustes, des versions permettant des choix a 1'interieur de

domaines, etc. Cette section pr6sente deux criteres qui amenent des idees differentes, il s'agit

du critere y et du cntere PRESS. Le premier exploite une avenue menant a des decisions

"pratique" plutot que "theonque" et Ie deuxieme exploite une technique du type "re-

echantillonnage".

2.6.1 Le_crrtere_7n,

Le critere y^, que nous designerons par J^ afin d'uniformiser les notations, a ete

developpe par Box et Wetz en 1973. Ce critere va plus loin que Ie concept de regression

"statisdquement sigmficative" en apportant l'id6e de regression "utile en pradque".

SoitY=T|+£=Xp+ZXF+£ .

Ici, ZXP represente des effets que 1'on souhaite eliminer dans la variation des donnees

(moyenne, variables en blocs, tendances reliees au temps,...). Plus specifiquement, VF est

un vecteur de parametres dits de nuisance. Comme precedemment, on suppose que £ est
d'esperence nulle et de variance a 7 .

Soient T|,, la ie observation du vecteur T| = ZXP et T|,, la ie observation du vecteur

r|=xp+r|.

Les changements sur les valeurs T|; calcules sur toutes les observations expcrimentales

peuvent etre mesures par:
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ii(Ti-n,) /n - (5)

L'esdmation par la m6thode des moindres carr^s de T|;-T|, est Y, - Y,.

Afin de calculer efficacement les variances des ¥,-¥,, <"=l,...,n, on considere 1c

vecteur Y- Y= Xp = HY ou H = X (X'X )~ X(. La matrice de variances-co variances est

donnee par:

E[[HY-E(HY)] [HY-E(HY)]t}= E[(^V) (7^7)'] -£(^7) E[(^7)']
=B[H Y YIHt]-H E(y)E(y') Hl
=flr[E(yr) - E(y)E(y')]^(
=H[lal]Ht
=Ho2.

Ainsi, Var(I^ - Y,) est donnee par 1c ie element de la diagonale de H a2. Une mesure

de la qualite de 1'estimation des differences T|;-T|, est donnee par la moyenne de ces

variances soit

tr(^f c2)/72 = (cr2/n)tr([X ( X'X )-1]X()

=((?2/7z)tr(x[(rx)-lr])
=(o2/n)tr(7,)
=ka2/n. (6)

Une mesure de la comparaison de 1'ampleur des changements des T|;-T|; par rapport a

leurs erreurs d'estimadon est donnee par la racine carree du rapport entre les equations (5) et

(6) soit

^={^{r\,-r\,)l/ka^ .

On s'interessera a la plus petite valeur de y^ pour laquelle 1'equation est "utile en

pradque" plutot que seulement "statistiquement sigmficadve". Celle-ci est, jusqu'a un certain

point, arbitraire, de la meme fa9on que 1c choix d'un niveau de signification 1'est. BOX &
WETZ [7] ont montr^ que si y^ designe Ie niveau minimal acceptable pour y^, il faut calculer
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une certaine valeur Fo, dependante de y^, a savoir Fo "(l+7o)^^ct(Vo,Vr) ou Vr est Ie
^

nombre de degres de liberty residuels et ou Vo est la partie endere de k (1+y^)^ / (1 + 2 Yo). Si

la statistique F habituelle exc^de cette valeur Fo, on pourra accepter que la valeur de y^. est

suffisamment grande pour que 1'ajustement de l'6quadon de regression soit utile en pratique.

Selon DRAPER [14], si la valeur observee de F est trois ou quatre fois plus Sevee que la

valeur cridque de F, la "signification" pratique est presque surement atteinte et est clairement

atteinte si la valeur exp6rimentale est cinq ou six fois plus 61evee que la valeur critique. Cette

conclusion est contestee par DARLINGTON [13] qui affirme que pour de grands
echantillons, de taille 100 000 par exemple, one correlation simple de seulement 0,02 excede

de 10 fois la valeur critique de F.

2.6.2 Le critere PRESS

Le critere PRESS a et6 propose par ALLEN [1] et exploite l'id6e de calculer une somme

de carres afin de choisir une equation foumissant les "meilleures" predictions. Dans un

monde sans contrainte, on consid^rerait deux echantillons (independants), un premier pour

calculer les parametres du modele et 1'autre pour valider la qualite des predictions generees

par Ie modele. Pour ce, il suffirait d'etudier, pour chacune des observations de 1'echantillon

de validation, les ecarts entre les F, observes et ceux calcules par Ie modele. Comme, dans

la majonte des cas, on ne peut s'offrir Ie "luxe" d'un deuxieme echantillon, Ie critere PRESS

offre une alternative interessante.

Soit k Ie nombre de parametres dans Ie modele (incluant pp) et n Ie nombre total

d'observations. On debute en ignorant la premiere observation et on etablit toutes les
^

regressions possibles sur les n-1 observations restantes. On trouve alors Y^ un predicteur
/\

de Yi (pour chacune des regressions). On poursuit en calculant Y^ un predicteur de Yz en

ignorant la 2C observation et en calculant encore une fois toutes les regressions a 1'aide des

n-1 observations restantes. On repete Ie processus jusqu'a ce que 1'on ait tous les
/\ A.

predicteurs Y^,...,Y^. On pourra alors evaluer Ie somme de carr6s suivante:

^ \2
PRESS =l(i;-4)~.

»=1'

On cherchera evidemment une equation avec un minimum de parametres pour laquelle la

valeur de PRESS est la plus petite possible.
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La pnncipale critique qui puisse etre formulee concemant ce critere est la quantity

importante de calculs en cause. On peut egalement s'objecter ^ 1'utilisation du meme

echantillon pour 1'estimation et la validation. II reste que Ie critere demeure un bon

compromis si on ne peut se permettre un deuxieme echantillon.

2.7 Correspondance entre les objectifs et les criteres

Une des grandes richesses de la regression est qu'elle peut servir a atteindre divers

objectifs. D^pendamment de 1'usage que 1'on veut en faire, on ne recherchera pas les memes

qualites dans les equations de regression, n devient done evident qu'employer un critere non

adapte ^ 1'usage souhait6 est 1'une des principales sources d'erreurs.

D'un c6te nous avons un certain nombre d'objectifs et de 1'autre des criteres qui ont ete

developpes sans vraiment repondre totalement ^ Fun ou plusieurs de ces objectifs. En 1976,

HOCKING [29] affirmait qu'il n'existe toujours pas de relations solides entre les objectifs et

les cnteres. En 1992, TOMASSONE et al [46] rdt&rent cette affirmation.

Afin d'en arriver a etablir des correspondances raisonnables, commen^ons d'abord par

enoncer certains objectifs frequemment vises en regression lineaire multiple.

• la description i.e. utiliser une equation de regression dans Ie but de preciser des

relations entre les variables independantes et d'analyser leur action sur la variable

dependante.

• I 'estimation et la prediction i.e. estimer la valeur moyenne correspondant a une

observation donnee ou predire Ie valeur d'une observation.

• I'extrapolation i.e. prolonger les resultats hors du domaine des donnees employees

pour calculer les elements de la regression.

Reprenons maintenant ces trois objectifs et tentons de leur associer les criteres les mieux

adaptes.
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a) Description

Pour cet usage, il y a habituellement conflit entre Ie desir d'obtenir une descnption a la

fois precise et la plus simple possible. En effet, la precision demande 1'inclusion d'un grand

nombre de variables, ce qui est incompadble avec la simplicity.

Au sens des momdres carres, les equations avec de pedtes sommes des carres des erreurs

sont toutes indiquees (critere du SSE). Par consequent, on peut egalement penser au

coefficient de determination qui quoique plus facile ^ interpreter possede certains

inconvenients. Rappelons qu'une discussion concemant ces deux criteres apparaTt a la

section 2.1.4 de ce memoire.

b) Estimation et prediction

Afin d'estimer et de predire efficacement, une petite erreur quadratique moyenne est

recherchee. D'aUleurs Ie terme s = ^MSE apparait dans la formule du calcul de 1'intervalle

de confiance pour la valeur moyenne de Y tout comme dans celle du calcul de 1'intervalle de

prediction pour Y.

En pensant au critere du MSE, on est amene a considerer Ie critere du coefficient de
determination corrige (voir discussion a la section 2.2.4). Le critere du Cp de Mallows sert

egalement bien cet objectif. Un autre critere est specifiquement con9u pour predire

efficacement: Ie critere PRESS.

Nous savons qu'il est possible que MSEp_^. ^ MSE, i.e. qu'un sous-ensemble possede

une plus petite erreur quadratique moyenne que Ie modele complet. Un tel sous-ensemble se

porte bien a 1'estimadon ou a la prediction.

c) Extrapolation

Lorsqu'il est question d'extrapoladon, la notion de danger est omnipr6sente. Bien que

rien n'empeche une telle pradque, 1'utilisateur doit etre conscient des risques qu'U encourt.
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D'abord, Ie modele, dont on estime les parametres, peut ne plus etre valable hors du

domaine des donnees ayant servi a calculer les elements de la regression. Ensuite, en

supposant qu'il 1'est encore, une prediction valable dans les limites du domaine peut etre

totalement inefficace a 1'exteneur. MASON et al. [37] montrent que la quasi deg6nerescence

de la matrice X mene ^. de tels resultats.

Les memes criteres que pour la prediction peuvent etre utilises ici, a savoir les cnteres
MSE, R2, Cp de Mallows et PRESS. En plus d'etudier ces criteres, HOCKING [29]

recommande de consid6rer des sous-ensembles ou F<:— i.e. tels que
r

\(^±L\MSE^MSE.
^(n -p)+lj"~"'-r -"""•

A la lumiere de cette section, 11 apparaTt important d'utiliser des criteres adaptes aux

objectifs vises. Resumons les recommandations:

• Pour decrire des relations, les cnteres du SSE et du R2 sont suggeres.

• Pour estimer la valeur moyenne correspondant a une obseryation donnee ou predire la
valeur d'une observation, on peut utiliser les cnteres MSE, R2, Cp de Mallows et

PRESS. Des equations ou MSEp_, ^ MSE sont fortement suggerees.

• Dans Ie but d'extrapoler, on peut utiliser les quatre memes criteres. Etant donne la

nature plus sensible de cet exercice, une condition plus restrictive est recommandee a

{n^p)+r
savoir

(n-p)+l
MSE^ ^ MSE.•p-T
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CHAPITRE 3

PROCEDURES DE SELECTION SUCCESSIVES

L'etude des "meilleurs" sous-ensembles de variables peut s'averer, de prime abord, une

tache tres ardue. Une fagon de proceder est de produire la liste de tous les sous-ensembles

possibles et d'effectuer chacune des regressions. II restera alors a faire un choix eclaire en

utilisant les criteres exposes au chapitre 2.

Le probleme de cette approche est que si 1'on considere Ie modele complet a p-1

variables, chaque variable pouvant ou non appartenir au modele, il existe 2P~1 sous-

ensembles possibles. En considerant un modele comportant 10 variables explicatives, on

serait done amen6 a etudier plus de mille sous-ensembles! De plus, bien que les ordinateurs

se soient constamment perfectionnes au cours des annees, 1c temps necessaire pour generer

2P-1 regressions pent encore, de nos jours, 8tre relativement long. Dans la suite, nous

appellerons cette duree des calculs Ie "temps-machine".

Les procedures de selection successives ont done etc creees en vue d'aUeger ce fardeau.

En effet, ces methodes trouvent Ie "meilleur" sous-ensemble de variables pour toutes les

taiUes de sous-ensembles possibles.

Nous etudierons trois methodes de selection successives. Les deux premieres sont

appelees respectivement la selection progressive ("stepwise regression") et la selection

ascendante ("forward selection"). Ces deux methodes considerent d'abord Ie modele

constant, a chaque etape, elles essaient d'ajouter une variable "significative" jusqu'a ce que

1'on atteigne un critere d'arret donne. La seule difference entre ces procedures est que

1'algorithme de selection progressive prevoit des tests supplementaires visant a juger si une

variable entree a une etape anteneure peut eventuellement etre retiree si elle est devenue "non

significative" par la suite. La troisi^me methode s'appelle la selection descendante

("backward elimination"). Celle-ci considere d'abord Ie modele complet et tente, a chaque

etape, de retirer une variable "non significadve" jusqu'a ce qu'un cntere d'arret, fixe a

1'avance, soit atteint.
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On etablit qu'une vanable faisant partie d'un ensemble est significative de la fa^on
suivante: on trouve la valeur du parametre p associe a la variable ainsi que son ecart-type

^

s(R.). On calcule la stadsdque t = — qui est distribute suivant une loi de Student a n - k^. ---_.„„-„-__,„ - ^

degres de liberte. On s'interesse alors au test /i^P,=0 contre Hi'^^0. On acceptera

1'hypothese Ho que si Itl^ taiz(n - k) ou Ie terme de droite represente Ie quantile d'ordre

1 -a/ 2 de laloi de Student. La majority des logiciels utilisent la statistique F = t qui est
distribuee suivant une loi de Fisher F(l,n -k). En respectant les quantiles, on peut etablir

que Fa(l,v)=fa/2(v).

Une notion qui intervient dans Ie choix des variables est Ie niveau cntique ("p-value").

Le niveau critique correspond au plus petit niveau pour lequel on rejetterait 1'hypothese Ho

(nullite d'un parametre donne) et ce, a partir des observations dont on dispose. Ainsi, si Ie

niveau critique excede 5%, voire 10%, on aura toutes les raisons d'accepter 1'hypothese Ho

sur la nullite d'un parametre.

3.1 Selection progressive et ascendante

3.1.1 Description

Comme la selection ascendante n'est den d'autre qu'un cas particulier, nous decrirons la

selection progressive afin de comprendre Ie pnncipe de fa9on generale.

La selection progressive necessite 1'attribution de deux niveaux. Le premier niveau,

GCentreo determinera si une variable doit entrer ou non dans 1'equation et Ie deuxieme niveau,

occonserve? detemiinera si on conserve ou si on retire une variable une fois entree. En general,

On Choisit OCentree eg^l a aconserve- Bien que 1'on puisse choisir aconserve plus grand que

GCentree' la relation in verse n'est pas recommandee car cela rendrait trop probable la

suppression d'une variable une fois entree, ce qui pourrait entramer un effet de cycle.

En second lieu, on considere Ie modele constant. Si ce modele n'est pas deja acceptable,

on ajoutera des variables, une a une, a partir de leur degre de signification (par 1'entremise

des niveaux cndques) a chaque pas. Deux methodes sont udlisees pour choisir les vanables :
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celle des coefficients de correladon partiels et celle des tests-t (ou tests-F). La methode des

coefficients de correlation consiste ^ calculer, dans un premier temps, 1c carr6 des correlations

entre les variables explicatives et la variable expliquee et a considerer la plus grande parmi

celles-ci. On effectue une regression ^ 1'aide de cette seule variable expliquee et on compare

1c niveau critique du test-t (ou du test-F) a aentree- On conservera la vanable a moins que Ie

niveau critique n'excede aentree puisqu'alors la procedure serait terminee et on garderait Ie

modele constant Y=Y. Si la variable est conservee, on passe a la deuxieme etape qui

consiste a calculer Ie carre du coefficient de correlation partiel appele Ie coefficient de

determination partiel. On parle de partiel car on ne calculera Ie coefficient de determination
que pour les variables qui ne sont pas encore dans Ie modele. Si Xi, X2»---» Xg sont deja dans

1c modele et que Xg+\.,Xg+2,...,Xp-i n'y sont pas alors:

?2rv.|v. v- ^ ^_SSExt,xz,...,x,-SSE^,xz,...,x,,x,
:i|A:i,A:2»."?A^=—"'„„_ —-——'—> i=^+l,...,p-l .

'Xl,^2,.",X,

Encore une fois, si la variable expliquee ayant 1c coefficient de correlation partiel 1c plus

eleve possede un niveau critique inf6neur au seuil (Xentree; elle entre dans Ie modele. Sinon,

la procedure se termine avec Ie modele a une variable. On verifie maintenant si la premiere

variable entree a toujours sa place dans Ie modele. Pour ce, on compare son niveau critique a

occonserve. On rctirera la variable que si Ie niveau cntique excede aconserve- On poursuit la

procedure jusqu'a ce qu'aucune variable ne soit suffisamment significative pour entrer dans

Ie modele.

Pour ce qui est de la methode des test-t (ou test-F), la difference reside dans Ie fait que

1'on dresse une liste des modeles candidats avant d'en choisir un. Ainsi, la procedure debute

en listant les valeurs des stadstiques ttl (ou F) de tous les modeles a une vanablc et consiste a

choisir la variable pour laquelle la statisdque est la plus elevee. Cette strategic s'explique par

Ie fait que 1'on recherche des vanables ou on rejettera Ho:P;=0, i.e. quand |t|> ta/2. On

prendra egalement soin de verifier si celle-ci est significative au niveau aentree* faute de quoi

la procedure se termine.

On dresse ensuite la liste de tous les modeles a deux variables contenant la premiere

variable selecdonnee et encore une fois, on choisit celle qui offre la plus grande valeur de t

(ou F) tout en etant significative au niveau aentree- Par la suite, tout comme dans la

procedure de selection progressive, on verifie que la premiere variable est toujours
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significative au niveau aconserve' faute de quoi on la retire. Reste a poursuivre la procedure

jusqu'a ce qu'aucune variable ne soit suffisamment significative pour entrer dans 1c modele.

La selection ascendante, quant a elle, n'est rien d'autre qu'une selection progressive ou

on ne v6rifie pas si une variable devient non significative suite ^ 1'ajout d'autres variables.

On est alors assure qu'une variable entree ne peut ressortir (ce qui peut etre desirable dans

certains domaines d'application).

3.1.2 Inconvenients

Un des inconvenients de ces methodes est qu'elles ont tendance a foumir des resultats

discutables en presence d'un grand nombre de variables; il arrive souvent que ces procedures

se terminent hadvement ignorant ainsi des variables cruciales.

n est reladvement facile de fabnquer des exemples, meme de petites tallies, montrant une

limite potentielle de ces methodes; tout est relie au fait que la selection de variables se fait une

^ une. II se peut que deux variables reunies foumissent une excellente correlation avec la

variable expliquee mais qu'individuellement elles n'apportent que peu de contnbution a

1'explication. Un exemple tire de MILLER [38] exploite cette idee. On considere les

donnees "ardficielles" suivantes:

-2

-1

1
2

1000
-1000
-1000
1000

1002
-999

-1001
998

0
-1

1
0

La variable Y est exactement egale a X1-X2 mais Y est orthogonale a Xl et est presque

orthogonale a X2. La procedure ascendante choisira X3 comme premiere variable. La

prochaine variable est X2 qui n'offre qu'une diminution tres negligeable de la somme des

carres des erreurs et ne sera pas prise en compte pour cette raison. On notera que Xl et X2

reunies offrent une valeur parfaite du coefficient de determination mais sont ignorees.
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Le fait que Xl et X2 puissent bien expliquer conjointement la variable Y meme si

individuellement il n'en est rien peut etre detect^ par un examinateur remarquant une

correlation importante entre ces deux vanables explicadves. Cependant, il est possible, tout

comme MANTEL [36], de fabnquer des exemples ou des indices d'un tel comportement est

presque impossible a d6terminer a pardr de 1'etude de la correladon simple.

Supposons que pour un certain k les variables Xi,X2,-.-,Xk-i sont mutuellcment

independantes entre elles tout comme avec la variable Y. A l'oppos6, les vanables

Xk+1, Xk+2 ,'••, Xp-l sont mdividueUement presque parfaitement correlees avec la variable Y et

leur correlation multiple est egalement presque parfaite avec Y. Pour une certaine variable

Xk, il est possible que la meilleure regression multiple sur les p -1 variables ne fasse

intervenir que les k premieres variables. Ceci peut survenir meme si la correlation entre Xk

et Y est arbitrairement petite mais non nulle et que les correlations de Xk avec

Xi,Xi,...,Xk-i sont faibles, et ce, particulierement lorsque k est grand. Pour ces fins, il

suffit de definir Xk= coY+ciXi+...+Ck-iXk-]. (ou les c,, (" =o,...,jk-i, sont non mils).

Supposons que al designe la variance non conditionnelle de Y et que a? designe la

variance de la variable Xi, (=l,...,fc-i. La correlation de Xk avec Y est donnee par
k-i . . i

co Go / (Zc?a?) qui peut etre defmie arbitrairement pedte en valeur absolue en choisissant un
»=0

co arbitrairement pres de 0 tout en fbcant les autres c» et les o,, i = i,...,jk -1. La correlation
*-1 - -.i

de Xk avec un quelconque X;, i= i,...,k-l, est donnee par C,(T,/(ZC?CT?) . Pour co
1=0

.2arbitrairement petit et avec des c,, i=l,...,k-i, egaux et avec des o?, i'=i,...,A:-i,

egalement 6gaux entre eux on obdent des carres de coefficients de correladon approchant la

valeur 1 / k-1.

Une procedure ascendante detecterait "a tort" les variables Xk^,Xk+i,-'">Xp-\ puisque les

variables Xi, Xz,-. •, Xk foumissent une correlation parfaite.
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3.2 Selection descendante

3.2.1 Description

Cette procedure, debutant avec Ie modele complet, necessite 1'introduction d'un seuil qui

permettra de d6terminer quelles variables peuvent etre retirees sans trop compromettre la

quality de 1'equation de regression. On calculera les valeurs des statistiques Itl (ou F) et on

enlevera la variable pour laquelle la valeur de cette statistique est la moins elevee, et ce,

seulement si Ie niveau critique excede Ie seuil fixe a 1'avance (habituellement 5% ou 10%).

La procedure se terminera quand tous les niveaux cntiques associ6s aux parametres, a une

etape donnee, seront inferieurs au seuil fix6.

3.2.2 Inconvenients

Contrairement aux deux methodes precedentes, des resultats discutables auront tendance

a survenir a partir d'un petit ensemble de variables. Cependant, cette methode se comportera

relativement bien en presence de beaucoup de variables.

Cette methode ne permet pas ^ une variable une fois exclue de reintegrer 1'equation

ulteneurement. II se peut que la presence d'une variable dans 1'equation finale puisse

contnbuer a une reduction substandelle de la somme des carres des erreurs mais qu'elle soit

irremediablement exclue des les premieres etapes de la procedure. Un exemple conceptuel

d'une telle situation est donnee par BEALE [3]. U suppose qu'une composidon chimique

affecte la variable dependante, disons Ie "rendement". Cette composition est formee de huit

produits chimiques dont la somme represente des valeurs se situant entre 99.9 et 100% du

total dans tous les cas. Le reste, sous forme de poussiere, a un effet que 1'on supposera

negligeable. Si on ajuste une equation de regression avec terme constant sur ces donnees,

alors un des huit elements sera elimine puisque, si la poussiere est vraiment sans importance,

une equation sur sept elements est a peu pres equivalente a une equation sur huit elements.

Une pure question de chance determinera 1'element exclu. Cependant, 1'element redre est

possiblement 1c seul a vraiment avoir un effet sur la variable expliquee.

Un autre inconvenient de cette methode (qui etait pradquement vue comme une objection

a celle-ci il y a plusieurs annees) est la grande quantite de temps-machine requis. En effet,
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rappelons que la procedure considere d'abord Ie modele complet. Ainsi, si celui-ci comporte

un nombre relativement eleve de variables, Ie temps requis a chaque etape (ou on n'enleve

qu'une variable) est non negligeable.

3.3 Comparaisons entre les methodes

Les procedures de selection semblent venir simplifier la vie de 1'analyste des donnees

mais encore faut-il que les resultats soient comparables a ceux que 1'on pourrait obtenir en

considerant les meilleurs sous-ensembles issus de 1'etude des 2P possibUites.

BERK [4] a 6tudie les relations existant entre la selection ascendante, descendante et

globale ("all subsets"). La selection globale, qui considere les 1P possibilites, trouve Ie

meilleur sous-ensemble pour toutes les tallies possibles en utilisant un critere de selection

donne. La plupart du temps, Ie critere de coefficient de determination maximal est utilise.

Afin d'eviter de faire intervenir des cnteres d'arret, la selection ascendante sera menee

jusqu'au modele complet et la selection descendante jusqu'au modele constant. On dira que

deux procedures sont en accord si, pour toutes les tallies de sous-ensembles possibles, la

composition de ces sous-ensembles sont identiques. Nous supposerons que les trois

methodes choisissent leurs sous-ensembles en se basant sur Ie critere du coefficient de

determination maximal a chaque 6tape.

Theoreme

La selection ascendante est en accord avec la selection globale pour toutes les tallies de sous-

ensembles si et seulement si la selection descendante est en accord avec la selection globale

pour toutes les tallies de sous-ensembles.

Demonstration:

Supposons que les selections ascendantes et globales soient en accord pour toutes les tallies

de sous-ensembles. Alors 11 faut necessairement que 1'ensemble a k+1 variables qui est

choisi contienne les variables de 1'ensemble selectionne comportant k variables puisque la

selection ascendante produit toujours des sous-ensembles de la sorte. Dans Ie suite, on

designera cette caractenstique par 1'appellation "sous-ensembles embottes".
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La selection descendante choisit, a chaque etape, Ie sous-ensemble ayant Ie coefficient de

determination Ie plus eleve sous la contrainte que les sous-ensembles doivent etre emboTtes.

Comme les sous-ensembles ayant Ie coefficient R2 maximal sont justement emboTtes (pour

chacune des tallies possibles) la procedure descendante choisit, ^ chaque etape, exactement

les memes ensembles puisqu'elle utilise Ie meme critere de selection. On en conclut que la

selection descendante est en accord avec la selection globale si la selection ascendante 1'est.

Un raisonnement idendque permet d'^tablir la relation inverse. D

Ce theoreme nous apprend qu'une procedure est en desaccord avec la selection globale si

et seulement si 1'autre procedure 1'est egalement. II en decoule que si les procedures

ascendantes et descendantes sont en desaccord alors aucune d'entre-elles n est en accord avec

la selection globale.

La question de savoir si un accord entre les selections ascendantes et descendantes

entraine un accord common avec la selection globale a 6te soulevee par HAMAKER [25]. II

n'a offert aucune preuve de cette affirmation. Plusieurs annees plus tard, BERK [4] a montre

que cette conjecture etait fausse.

Supposons qu'il y ait quatre variables explicatives X\,XI,XT, et X4. Apres quelques

manipulations, on decouvre que les meilleurs sous-ensembles par la methode de selection

globale sont respectivement (Xi), (X2,Xs) et (Xi,X2,X4); Ie sous-ensemble {Xi,Xi)

constituant la deuxieme meilleure paire. Dans un tel cas, les procedures ascendantes et

descendantes choisiraient les sous-ensembles (Xi), (Xi,Xi) et (Xi,X2,X4) creant un

desaccord avec la selection globale.

Pour ce, nous definissons Xi,...,X4 de sorte que X\ soit la mieux correlee a Y bien

qu'elle explique pietrement cette demiere. Les variables Xi et Xs seront definies de sorte a

expliquer peu mdividueUement mais beaucoup une fois reunies, tandis que les variables Xi et

Xi constitueront la deuxieme meilleure paire. La variable XA, quant a elle, sera creee de

sorte a faire de (Xi,Xi, XA ) Ie meiUeur ensemble a trois variables.

Supposons que Zi,...,Z5 soient des variables orthonormales, i.e. mutuellement

orthogonales (non-correlees) avec moyenne 0 et vanance 1.
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Soient 0<§<'y<T|<l et definissons

r=Z5,

Xi=Zi+T|Z5,

X2=Z2-Z3+T|Z5,

X3=-Z2+Z3+YZ4+T|Z5,

X4=-Zl-Z2+Z3+SZ4.

Si A designe la matrice des coefficients des vadables Zi,...,Z5> alors la matrice de

vanance-co variance de (F, Xi, X2,Xs,X4) sera donnee par A Cov(Z) A(=A A'.

Soient 5=0.015, y= 0.02 et TI=O.I. Les coefficients de determination pour les

ensembles a une variable (carre des coefficients de correlation entre Y et X; i = l,...,4) sont

donnes par:

^,=—1=0.009901,
I+TI'

_32_
2+r|3

^=^-n—=0.0049751,

^ = , , J, _2 = 0.0049741 et
2+y^+r|z

R^=0

On a:

R2=^-^=^-SSE (car SST = y(y = Z^Zs = 1).

On peut alors verifier que Ie coefficient R maximal pour les ensembles a deux variables est

donne par

^=^?;/;)^,=0.9900995.suivide
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^,A= 3^ =0.0147783.

Pamii les triplets, Ie R2 maximal est donne par

T12(8+3S2)
r|2(8+352)+252

R^' = ^l0^'.,. =0-9944069 •suivi de

A^ _ ^ n2(8+3Y2) ^,
Ai"Ml = n2(8+~3Y2')+2S2 ' 0-9901005-

Ici, Ie choix de 1'ensemble impliquant Xi et Xi comme modele a deux variables par les

procedures ascendantes et descendantes apparait insense. En gardant en tete que cet exemple

ne reflete pas necessairement une situation qui risque de survenir fr6quemment avec des

donnees reelles, il porte quand meme a reflexion.

3.4 Exemple d'utilisation des procedures sur les donnees de Hald

Nous allons maintenant appliquer les procedures de selection successives sur 1'ensemble

de donnees de Hald. Rappelons que celui-ci est reproduit a 1'annexe 4.

On peut retrouver a 1'annexe 5, les etapes detaillees des trois procedures appliquees sur

ces donnees. Dans un premier temps, nous allons suivre en detail la procedure de selection

progressive qui utilise les niveaux ocentree = (Xconserve =0,1. Par la suite, les resultats des

deux autres methodes seront brievement commentes.

La procedure de selection progressive debute par 1'ajustement des quatre modeles a une

variable. C'est 1c modele impliquant la variable X4 qui produit la plus grande valeur de la
\2

p= t2 =1 p( I avec 22,80. Au niveau aentree =0,1, cette variable est
l^(p,),

significative puisque F=22,80 > 3,23= Foi (1,11). On combine alors X4 avec chacune des

trois variables restantes. La statistique F calculee a partir de 1'estimateur du parametre

associe a la variable Xl produit la valeur la plus elev^e. Puisque F= 108,22 >

3,28= Fm (1,10), Xl est significative au niveau (Xentree- De plus, au niveau aconserve = OJ>
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X4 demeure dans Ie modele puisque 159,30 > 3,28. A la troisieme etape, X2 est ajoutee.
Elle est significative puisque F=5,03 > 3,36=^^(1,9). On remarque que Xl demeure

significative, ce n'est cependant pas Ie cas pour X4 qui, avec une valeur de F= 1,86 doit

quitter Ie modele. On reste alors avec Ie modele a trois parametres impliquant Xl et X2. A

1'etape 4, on estime a nouveau les parametres associ6s a ces variables et on etablit que les

variables sont significatives. Par la suite, la procedure tente d'ajouter la variable X3 qui, tout

comme X4, produit une valeur de la statisdque F telle que Ie niveau critique excede aentree.

Le modele retenu est done Y = Po + Pi Xl + ^X1.

Pour ce qui est de la procedure de selection ascendante menee au niveau 0,1, les trois

premieres etapes sont identiques a la procedure de selection progressive. Comme cette

methode ne peut rejeter de variables, elle tente d'aj outer X3 aux trois variables deja dans Ie

modele. Cependant, celle-ci n'est pas significative au niveau 0,1. Le modele retenu est done

Y=^+^X1+^X2+^X4.

Pour ce qui a trait a la procedure de selection descendante, Ie deroulement est tres simple

a suivre. Au niveau 0,1, on enleve a chaque etape la variable generant Ie niveau critique 1c

plus eleve tout en etant superieur a 0,1. On enleve done X3, puts X4. On demeure avec Xl
A

et X2 pour lesquelles on rejette 1'hypothese nulle HQ: P; =0, i = 1, 2. Ici, tout comme pour

la procedure de selection progressive, Ie modele retenu contient Xl et X2.

Rappelons que c'est Ie meme modele que celui qui avait ete choisi a la section 2.5. A

partir de cet ensemble de pedte taille, on peut verifier la validite des conclusions resultant des

methodes de selection automatisees presentees dans ce chapitre. Cependant, sur des

ensembles comportant beaucoup de variables, 1'analyste doit se fier, jusqu'a un certain point,

aux resultats issus des procedures de s61ecdon successives.

3.5 Autres methodes

Nous savons maintenant que les procedures presentees dans ce chapitre ne trouvent pas

necessairement Ie "meilleur" sous-ensemble; souvent celui-ci sera toutefois raisonnable.

Certaines alternatives ont etc proposees et deux d'entre elles sont bnevcment exposees dans

DRAPER & SMITH [14].
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Une de ces alternatives consiste a effectuer une selection progressive en specifiant

certains niveaux (valeurs de a) permettant de controler 1'ajout ou Ie retrait des variables.

Lorsque la procedure se termine, il suffit de noter Ie nombre de vadables dans 1'equation

finale, disons q , et d'effectuer toutes les regressions utilisant ces q variables. II restera a

choisir Ie "meilleur" sous-ensemble determine a partir des entires de selection comme ceux

presentes au chapitre 2.

Cette approche demande un peu plus de temps-machine qu'une simple selection

progressive mais permet de faire un choix 6clair6 dans l'6ventualite ou il y aurait deux

modeles de quality presque equivalente comme c'est Ie cas avec les modeles a deux variables

de 1'ensemble de donnees de Hald.

Une autre procedure suggeree consiste a utiliser une procedure de selection progressive

avec des niveaux tres peu restnctifs (i.e. des valeurs elevees pour a). Ceci forcera la

procedure a aj outer un certain nombre de variables qui ne 1'aurait pas 6t6 avec les niveaux

"habituels". Nous pourrons done etudier de nouvelles variables, ce qui peut mener a un

modele different.

Cette procedure semble raisonnable lorsque certaines variables sont grandement correlees

entre elles quoique dans de tels cas il vaut mieux eviter completement les procedures

automatisees.

3.6 Des methodes de selection successives pour traiter la colinearite ?

On parlera de multicolinearite, de colineante multiple ou simplement de colinearite

lorsqu'une dependance lineaire existe entre un sous-ensemble de variables. La dependance

peat etre parfaite ou presque parfaite. Bien que la colinearite soit un probleme avec les

donnees et non pas, necessairement, un probleme avec Ie modele, une approche visant a

resoudre ce probleme consiste a considerer un modele different. On peut penser qu'apres

mure reflexion au niveau des concepts, certaines variables peuvent servir a en representer

d'autres.

Vues sous cet angle, des correlations elevees entre les variables explicatives indiqueront

un haut niveau de fiabilite; un point visiblement positif. Pour ce, un analyste des donnees
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pourra choisir de prendre certaines variables hautement correl6es entre elles et de les trailer

comme des indicateurs gen6raux lors de 1'analyse.

Une des approches visant ^ traiter les problemes de colin6arite consiste a utiliser les

procedures de selection successives de fagon a r6duu'e Ie nombre de variables tout en ayant

un ensemble mains con-^16 qu'inidalement.

Selon FOX [19], ces m6thodes sont frequemment utilisees de fa9on abusive par certains

chercheurs qui veulent interpreter 1'ordre d'entree des variables dans 1'equation comme un

indice de leur "importance". On sait bien que ceci est faux car dans une selection

progressive, par exemple, une variable entree tot dans la procedure peut eventuellement etre

retiree. On peut penser egalement a un cas ou deux variables explicatives grandement

correlees entre elles ont toutes les deux une correlation elevee et presqu'idendque avec la

variable expliquee. Une seule de ces variables entrera dans 1'equation puisque 1'autre ne peut

apporter que tres peu d'information additionnelle. II suffirait alors d'une petite modification

aux donn6es, ou encore d'un nouvel echantillon, et 1'autre vanable pourrait etre celle qui est

choisie.
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CONCLUSION

Ce m^moire a fait 1'objet d'une etude a la fois descriptive et critique des methodes de

selection du "meilleur" sous ensemble de variables. La regression lin^aire 6tant un sujet des

plus vastes, nous avons du etablir un certain nombre de conventions permettant de restreindre

quelque peu Ie champ d'etude avant d'arriver aux conclusions enoncees.

Neanmoins, il nous semble important de revenir sur certains points que nous avons

choisis de ne pas aborder. En particulier, nous faisions remarquer qu'une equation de

regression peut etre constmite non seulement sur les variables independantes mats egalement

sur des transformations (lin^aires ou non) de celles-ci. Notons que Ie sujet des

transformations, a lui seul, est traite dans plusieurs livres generaux sur la regression sans

compter tous les articles qui y sont consacres.

Sommairement, 1'idee derriere ces transformations est d'ameliorer I'ajustement d'un

modele aux donnees, ce qui constitue definitivement un atout. Cependant, si Ie modele doit

etre inteq)rete, ces modifications rendent tres ardue toute tentative a cet egard. Par exemple,

imaginons un modele sans transformation qui nous permet d'afflrmer qu'une augmentation

du poids, disons Xi, accentue 1c risque de maladies cardio-vasculaires, disons Y (en gardant

les autres variables fixes). Ce modele se compare avantageusement a un autre, mieux ajuste,

qui affirme qu'une augmentation de log( X3) accentpe Y.

Nous avons egalement exploite uniquement la methode des moindres carres qui ne

constitue pas une methode robuste a 1'egard des valeurs extremes. Nous n'avons qu'effleure

Ie sujet de la robustesse en ne presentant que certains cnteres de selection robuste. Ce sujet

est encore plus vaste que Ie precedent puisqu'on retrouve des ouvrages complets sur ce

theme.

En terminant, nous esperons que ce travail permettra aux utilisateurs de la regression lineaire

de profiter des nombreux exemples de ce memoire pour eviter les pieges caches des methodes

de selection de variables. Profitons egalement de 1'occasion pour rappeler qu'il vaut mieux

passer plus de temps a examiner attentivement les donnees pour deceler des problemes

potentiels que de se fier uniquement aux r^sultats des methodes de selection en esperant

qu'eUes Ie feront a notre place!
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ANNEXE 1

• Les densites des lots sont index6es par X
00

• r(a) = \e~xxa~{dx (F(a) = (a -1)! si a>0 est un entier)
0

Loi de X

Normale (*)
N^,a2)
[ie IR, o^O

N^a2)=
lOt-H)2
2-o2- ou x e IR

Khi-deux (**)
X2('-A)
7-^1, ^0

€(r.K) = £|
'e-XKk~\ x^lt-we-"1

^°l k{ lr(r+2k}^r/2
ou x e (0, oo)

r

Fisher (**)
F(rp7-2,?l)
r,,r^l, ^Q

^2k+r^+r^ r, y " (,,^-2)/2

^('p^)=Xj|-^j ^,^^7 , Y.^w o^e(0,»)
r^rp^Lji^.

.(r+1Student (centree) F|
t(r) t,(r)=-
rs'i " rf^lVm^ r

2 \-(r+l)/2

1+^1 ou x e IR

Beta (centree)
Beta(a,f>)
a,P>0

^^(a,P)=^^^-l(l-jc)p-1 ou0<x<l

* = loi centree si p-=0

** = loi centree si 'k= k= 0 ou on pose 0° = 1

72



ANNEXE 2

Nous rappelons ici quelques proprietes tres connues sur les matrices.

(i) Rang d'une matrice

Le rang d'une matnce A correspond au nombre de lignes, ou de colonnes, Uneairement
independantes et est note rg(A).

* Si A et C sont non singulieres alors rg(ABC) = rg(5), pour toute matrice 5 telque Ie
produit ABC soil bien defini.

(ii) Trace d'une matrice

La trace d'une matrice carree A est defmie comme etant la somme des elements sur la
diagonale de A et est notee tr(A).

* tr(A2?) = tr(5A). (si les produits sont bien definis)

(iu) Matrice idempotente

Une matrice carree A est dite idempotente si AA = A.

* Si A est idempotente alors tr(A) = rg(A).

(iv) Matrice orthogonale

Une matrice carree A est dite orthogonale si et seulement si A est inversible et A = A1.

* Si A est orthogonale alors A'A = A A1 = I .

(v) Paires de matrices svmetnques

* Si A et B sont symetriques alors U existe une matnce orthogonale V telle que V'A V
et V'B V sont diagonales si et seulement si AB est symetrique.

(vi) Diasonalisation

* Si A est de dimension mx n et de rang r alors il existe des matnces non singuUeres P

[Ir J»1
et Q telles que PAQ = 0 0 ou Ir designe la matrice identite de dimension r x r.
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ANNEXE 3

Nous foumissons ici les donn6es utilisees pour les exemples presentes dans la secdon 2.1.3

Tableau des donnees de la Figure (a)

?»Q^0
1'9
?'9
1̂'91;9
1̂'Q
3'5
3,5
3,5
3-5
3-5
3'5
3,5
3'5
3,5

9»50;6
9'?
0,8
0'?^9
1'1
I'2
-1-3
3,0
?'1
3-2
3»3
?'4
3,5
3,6
?'?
3,8

Tableau des donnees de la Figure (b)

TQ̂0
2'9
2'9
lft
2-9
?-0
2'9
2-Q
2'5
2'5
2.5
2-5
2»5
?>5
2'5
2,5
2,5

TT1^
i'7
1,8
1»?
2-0
2,1
?'2

2̂,0
2,1
2.2
?'3?;4
2.5
?'6
2,7
2,8
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Tableau des donnees de la Figure(c)

TO"
i;o
1,0
1,0
1,0
1,0
1,0
1,0
1,0
1,5
1'5
1,5
1,5
1,5
1,5
1,5
1,5
1,5
2,0
2,0
2,0
2,0
2,0
2,0
2,0
2,0
2,0
2,5
2,5
2,5
2,5
2,5
2,5
2,5
2,5
2,5
3,0
3,0
3,0
3,0
3,0
3,0
3,0
3,0
3,0
3,5
3,5
3»5
3,5
3,5
3'5
3,5
3-5
3,5

• ~0^~
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1-3
1,0
u
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,5
1,6
1,7
^8
1»9
2,0
2,1
2,2
2,3
2,0
2,1
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9
3,0
3,1
3,2
3,3
3,0
3,1
3,2
3,3
3,4
3'5
3,6
3,7
3,8
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Tableau des donnees de la Figure (d)

^03;0
4'9
6,0
7.9
8,0^

?'92^
3,0
6,0
7»9
7,0

Tableau des donn6es de la Figure (e)

TO"
3;0
4,0
6,0
7,0
8,0

~p~
3;9
3,9
4,1
4,1
4;0

Tableau des donnees de la Figure (f)

TÔ0
3,0

9,92;2
2,9

Tableau des donnees de la Figure (g)

TO'
i:o
1'9
2»9
2,0
2'9
3,0
3,0
3,0

"o?
0.'9
1A
1'5
2,2
2-9
2'2
2'9
3A

76



Donnees de Hald

ANNEXE 4

78,5
74,3
104,3
87,6
95,9
109,2
102,7
72,5
93,1
115,9
83,8
113,3
109,4

r
1

11
11
7
11
3
1
2

21
1

11
10

^6
29
56
31
52
55
71
31
54
47
40
66
68

6
15
8
8
6
9
17
22
18
4

23
9

60
52
20
47
33
22
6

44
22
26
34
12
12

Matrices des correlations

Xl

X2

X3

X4

Y

Xl

1

0,2286

-0,8241

-0,2454

0,7307

X2

1

-0,1392

-0,9730

0,8163

X3

1

0,0295

-0,5347

X4

1

-0,8213

Y

1
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ANNEXE 5

Stepwise Procedure for Dependent Variable Y

Step 1 Variable X4 Entered R-square = 0.67454196 C(p) =138.73083349

Regression
Error

Total

Variable

INTERCEP
X4

DF

1
11
12

Parameter

Estimate

117.56793118
-0.73816181

Sum of Squares

1831.89616002
883.86691690

2715.76307692

Standard
Error

5.26220651
0.15459600

Mean Square

1831.89616002
80.35153790

Type II
Sum of Squares

40108.47690796
1831.89616002

22

499
22

F

.80

F

.16

.80

Prob>F

0.0006

Prob>F

0.0001
0.0006

Bounds on condition number: 1,

Step 2 Variable X1

Regression
Error

Total

Variable

INTERCEP
X1
X4

Bounds on condition

Entered

DF

2
10
12

Parameter

Estimate

103.09738164
1.43995828

-0.61395363

number: 1.

R-square = 0.97247105 C(p) =

Sum of Squares

2641.00096477
74.76211216

2715.76307692

Standard
Error

2.12398361
0.13841664
0.04864455

Mean Square

1320.50048238
7.47621122

Type II
Sum of Squares

17614.67006622
809.10480474

1190.92463664

064105, 4.256421

5.49585082

F

176.63

F

2356.10
108.22
159.30

Prob>F

0.0001

Prob>F

0.0001
0.0001
0.0001

Step 3 Variable X2

Regression
Error

Total

Variable

INTERCEP
X1
X2
X4

Bounds on condition

Entered

DF

3
9

12

Parameter

Estimate

71.64830697
1.45193796
0.41610976

-0.23654022

number: 18

R-square = 0.98233545 C(p) =

Sum of

2667,
47,

2715,

14,

0,

0,

0.

.94008,

F Squares

.79034752

.97272940

.76307692

Standard
Error

,14239348
, 11699759
,18561049
,17328779

116.

Mean Square

889.26344917
5.33030327

Type II
Sum of Squares

136.81003409
820.90740153
26.78938276
9.93175378

3601

3.01823347

F

166.83

F

25.67
154.01

5.03

1 .86

Prob>F

0.0001

Prob>F

0.0007
0.0001
0.0517
0.2054
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Step 4 Variable X4

Regression
Error
Total

Variable

INTERCEP
X1
X2

Bounds on condition

Removed

DF

2
10
12

Parameter

Estimate

52.57734888
1.46830574
0.66225049

number: 1.

R-square = 0.97867837 C(p) = 2

Sum of Squares

2657.85859375
57.90448318

2715.76307692

Standard
Error

2.28617433
0.12130092
0.04585472

Mean Square

1328.92929687
5.79044832

Type II
Sum of Squares

3062.60415609
848.43186034

1207.78226562

055129, 4.220516

.67824160

F

229.50

F

528.91
146.52
208.58

Prob>F

0.0001

Prob>F

0.0001
0.0001
0.0001

All variables left in the model are significant at the 0.1000 level.
No other variable met.the 0.1000 significance level for entry into the model.

Summary of Stepwise Procedure for Dependent Variable Y

C(P)
Variable Number Partial

Step Entered Removed In R**2
Model
R**2

1 X4
2 X1
3 X2
4 X4

1 0.6745 0.6745 138.7308 22.7985
2 0.2979 0.9725 5.4959 108.2239
3 0.0099 0.9823 3.0182 5.0259
2 0.0037 0.9787 2.6782 1.8633

Prob>F

0.0006
0.0001
0.0517
0.2054
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Forward Selection Procedure for Dependent Variable Y

Step 1 Variable X4 Entered R-square = 0.67454196 C(p) =138.73083349

Regression
Error

Total

Variable

INTERCEP
X4

DF

1
11
12

Parameter

Estimate

117.56793118
-0.73816181

Sum of Squares

1831.89616002
883.86691690

2715.76307692

Standard
Error

5.26220651
0.15459600

Mean Square

1831.89616002
80.35153790

Type II
Sum of Squares

40108.47690796
1831.89616002

22

499
22

F

.80

F

.16

.80

Prob>F

0.0006

Prob>F

0.0001
0.0006

Bounds on condition number: 1,

Step 2 Variable X1 Entered R-square = 0.97247105 C(p) = 5.49585082

Regression
Error

Total

Variable

INTERCEP
X1
X4

Bounds on condition

Step 3 Variable X2

Regression
Error
Total

Variable

INTERCEP
X1
X2
X4

Bounds on condition

DF

2
10
12

Parameter

Estimate

103.09738164
1.43995828

-0.61395363

number: 1.

Entered

DF

3
9

12

Parameter

Estimate

71.64830697
1.45193796
0.41610976

-0.23654022

number: 18

Sum of

2641 J
74.

2715.'

2.

0.

0.1

064105,

Squares

00096477
76211216
76307692

Standard
Error

12398361
13841664
04864455

Mean Square

1320.50048238
7.47621122

Type II
Sum of Squares

17614.67006622
809.10480474

1190.92463664

4.256421

R-square = 0.98233545 C(p) =

Sum of

2667.-

47.!
2715.-

14.

0.

0.

0.

.94008,

Squares

79034752
97272940
76307692

Standard
Error

14239348
11699759
18561049
17328779

Mean Square

889.26344917
5.33030327

Type II
Sum of Squares

136.81003409
820.90740153
26.78938276

9.93175378

116.3601

F

176.63

F

2356.10
108.22
159.30

3.01823347

F

166.83

F

25.67
154.01

5.03

1.86

Prob>F

0.0001

Prob>F

0.0001
0.0001
0.0001

Prob>F

0.0001

Prob>F

0.0007
0.0001
0.0517
0.2054
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No other variable met the 0.1000 significance level for entry into the model.

Summary of Forward Selection Procedure for Dependent Variable Y

Stepp

1
2
3

Variable
Entered

X4
X1
X2

Number
In

1
2
3

Partial
R**2

0.6745
0.2979
0.0099

0
0
0

Model
R**2

.6745

.9725

.9823

138
5
3

C(P)

.7308

.4959

.0182

22
108

5

F

.7985

.2239

.0259

Pmb>F

0.0006
0.0001
0.0517
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Step 0

Backward Elimination Procedure for Dependent Variable Y

All Variables Entered R-square = 0.98237562 C(p) = 5.00000000

DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F

111.48 0.0001Regression
Error
Total

Variable

INTERCEP
X1
X2
X3
X4

condition

4
8

12

Parameter
Estimate

62.40536930
1.55110265
0.51016758
0.10190940

-0.14406103

number: 282

2667.89943757
47.86363935

2715.76307692

Standard
Error

70.07095921
0.74476987
0.72378800
0.75470905
0.70905206

.5129, 2489

666.97485939
5.98295492

Type II
Sum of Squares

4.74551686
25.95091138
2.97247824
0.10909005
0.24697472

.203

0.79

4.34
0.50
0.02
0.04

Prob>F

0.3991
0.0708
0.5009
0.8959
0.8441

Step 1 Variable X3

Regression
Error
Total

Variable

INTERCEP
X1
X2
X4

Bounds on condition

Removed

DF

3
9

12

Parameter
Estimate

71.64830697
1.45193796
0.41610976

-0.23654022

number: 18

R-square =,0.98233545 C(p) = 3

Sum of Squares

2667.79034752
47.97272940

2715.76307692

Standard
Error

14.14239348
0.11699759
0.18561049
0.17328779

Mean Square

889.26344917
5.33030327

Type II
Sum of Squares

136.81003409
820.90740153
26.78938276

9.93175378

.94008, 116.3601

.01823347

F

166.83

F

25.67
154.01

5.03

1.86

Prob>F

0.0001

Prob>F

0.0007
0.0001
0.0517
0.2054

Step 2 Variable X4 Removed R-square = 0.97867837 C(p) = 2.67824160

Regression
Error
Total

Variable

INTERCEP
X1
X2

Bounds on condition

DF

2
10
12

Parameter
Estimate

52.57734888
1.46830574
0.66225049

number: 1.

Sum of Squares

2657.85859375
57.90448318

2715.76307692

Standard
Error

2.28617433
0.12130092
0.04585472

Mean Square

1328.92929687
5.79044832

Type II
Sum of Squares

3062.60415610
848.43186034

1207.78226562

055129, 4.220516

F

229.50

F

528.91
146.52
208.58

Prob>F

0.0001

Prob>F

0.0001
0.0001
0.0001

All variables left in the model are significant at the 0.1000 level.



Summary of Backward Elimination Procedure for Dependent Variable Y

Stepp

1
2

Variable
Removed

X3
X4

Number
In

3
2

Partial
R**2

0.0000
0.0037

Model
R**2

0.9823
0.9787

3
2

C(P)

.0182

.6782
0
1

F

.0182

.8633

Prob>F

0.8959
0.2054
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