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SOMMAIRE

La régression linéaire est une méthode d'analyse des données parmi les plus anciennes.
On attribue 2 K. F. Gauss (vers 1809) le mérite d'avoir développé la méthode des moindres
carrés afin d'ajuster une équation qui est linéaire du point vue de ses parametres. Des
développements impressionnants sont survenus au cours des 150 années qui ont suivies pour
finalement stagner vers 1959 puisque la majorité des idées nouvelles nécessitait l'utilisation
d'un ordinateur trés performant pour éclore. Le perfectionnement des ordinateurs combiné a
la réduction des cofits d'utilisation a permis A des méthodes telles que la sélection d'un sous-

ensemble de variables, dont il sera question dans ce mémoire, de voir le jour.

Dans le présent document, nous jetterons un regard 4 la fois descriptif et critique a I'égard
des méthodes de sélection développées principalement au cours des trente derniéres années.
Nous étudierons un certain nombre de critéres et de méthodes de sélection construites de
facon 2 identifier un sous-ensemble de variables de qualité acceptable que 1'on qualifiera de
"meilleur" sous-ensemble de variables.
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INTRODUCTION

Le but premier de ce travail est d'étudier certaines méthodes statistiques permettant de
réduire le nombre de variables dans un modele de régression linéaire multiple. Par
l'entremise de ce document, nous présenterons non seulement ces méthodes d'un point de
vue descriptif, mais nous nous attarderons également i exposer certains de leurs
inconvénients. Nous verrons, en particulier, que derriére ces méthodes se cachent des picges
potentiels qui guettent toute personne n'y étant pas sensibilisée. Le probleme de la sélection
de sous-ensembles de variables est abordé au deuxiéme et au troisi¢me chapitre alors que le

premier chapitre est réservé  la théorie concernant la régression linéaire multiple.

Le premier chapitre' constitue un résumé de la théorie nécessaire a la bonne
compréhension des chapitres subséquents. On présentera tout d'abord le modéle de
régression linéaire multiple sous forme d'équation mathématique puis sous forme matricielle.
Au cours de ce chapitre, on exploitera aussi la théorie matricielle afin de démontrer de fagon
esthétique certains résultats importants en régression linéaire multiple. Les formes
quadratiques y seront omniprésentes.

Le second chapitre traite des crittres de sélection du "meilleur” sous-ensemble de
variables. A l'origine de ces critéres de sélection se trouvent des statistiques qui, une fois
interprétées correctement, permettent d'identifier un sous-ensemble optimal. On déduira non
seulement les statistiques mais on s'intéressera aussi aux inconvénients potentiels de chacun
des criteres considérés. On remarquera, entre autres, que certains des critéres présentés sont
affectés par "l'inclinaison" de la surface de régression ou par la dispersion des valeurs des
variables. Au cours de ce chapitre, nous avons exploité certaines remarques faites par
HAHN [22] pour mettre en relief quelques inconvénients se rapportant au coefficient de
détermination. La majorité des inconvénients énumérés sont accompagnés d'exemples que
nous avons construits; nous les avons voulus simples d'une part mais surtout percutants,
dans la mesure du possible. Chaque critére étudié est également bri¢vement discuté afin de
bien saisir les implications de son utilisation. Ce chapitre présente également la fagon
d'utiliser les divers critéres sur un ensemble de données.

Pour ce qui est du troisi®me chapitre, on s'intéresse aux procédures de sélection
automatisée, i.e. & des algorithmes qui, une fois programmés, permettent d'identifier le

"meilleur" sous-ensemble de variables. Tout comme au deuxiéme chapitre, on s'intéressera



non seulement 2 l'aspect descriptif mais également aux inconvénients. Ceci nous permettra
de réaliser 'impact potentiel d'éliminer completement un sous-ensemble & partir du moment
ot il contient une ou des variables qu'une procédure automatisée juge inadéquates. On
reprendra aussi le méme ensemble de données qu'au chapitre précédent pour montrer de
fagon concréte les diverses étapes de sélection de chacune des procédures de sélection
successives.



CHAPITRE 1

LE MODELE DE REGRESSION LINEAIRE MULTIPLE

1.1 Introduction

La modélisation des données est un contexte d'application de la statistique trés utile pour
établir des relations entre deux groupes de variables. La méthode probablement la plus
| répandue en ce sens est la régression linéaire multiple qui permet de mettre en relation un
groupe composé d'un certain nombre (fini) de variables dites explicatives avec un autre

groupe formé d'une seule variable dite expliquée.

1.1.1 Présentation du modéele _

Afin de construire le modele, on considére k - 1 variables indépendantes
(xiy i=1,..,k—1) i valeurs fixées (donc non aléatoires) et une variable dépendante Y que
l'on prendra soin de désigner par une lettre majuscule pour insister sur son caractére
aléatoire. Dans ce travail, nous supposerons que 'équation de régression décrivant les deux
groupes de variables comporte toujours un terme constant. Le modele de régression linéaire

multiple avec terme constant est donné par I'équation suivante:
k=1
Y=B,+2B;x;+€ (1.1)
J:

ot By,B,,...,B,_, sont les parametres inconnus du modele et € est une perturbation aléatoire
dont l'espérance est nulle. L'ajout de cette perturbation aléatoire est motivé par le fait qu'on a

k-1 .
alors E(Y)=PB,+ X.B,x;. Ce modele refléte mieux la réalité qu'un modéle sans erreur
j=1 ‘
(modele (1.1) oa €= 0).
En effet, imaginons par exemple, un modele 2 une seule variable explicative ou certaines
observations de cette variable prennent des valeurs identiques mais ol la variable expliquée

ne prend que des valeurs distinctes. En tentant d'expliquer ces données 2 l'aide d'une droite,
il est impossible que celle-ci passe par tous les points d'ou 1'intérét d'admettre un terme

3



d'erreur. Pour tout modele ot € #0, on pourra considérer plusieurs distributions de
probabilité sur la perturbation aléatoire.

Supposons que nous ayons n observations indépendantes Yy,Y>,...,Y¥, de la variable
dépendante Y, alors chaque observation est décrite par le modele :

k-1
Yi=PB,+ ZlBinj+8i9 i=l.n . (12
Jj=

S'il était possible de contrdler tous les ¢t facteurs qui peuvent expliquer la variable
dépendante nous considérerions alors le modéle "exact" :

k-1 ' '
Yi=B0+ Zlﬁjx.'j*!' %ﬁjx,-j, i=1.,n . (1.3)
j= j=

Afin de rendre le modele de régression opérationnel, il est indispensable d'estimer les
coefficients B,,B,,...,B,., appelés : coefficients de régression. En ce sens, remarquons

qu'une des conséquences de la présence des perturbations aléatoires est de faire de la variable
expliquée une variable aléatoire. Ainsi, le probléme de la détermination des coefficients de

régression se raméne au probléme de l'estimation statistique de paramétres inconnus.

La procédure la plus courante pour estimer les paramétres d'un modele linéaire est la
méthode des moindres carrés. Supposons que [.f,---.p,_, soient les estimateurs de

o k=l . A
BosBys-...B,_, et posons y,=f + _Zlﬁjx;,-, i=1,..,n. Il est alors clair que y; est un
I=

estimateur de E(Y;) et I'erreur commise par le modele est donnée par ¥; -17,. . La méthode des

moindres carrés recommande de choisir les valeurs de Bo:ByoesByy qui rendent minimum la

n AN2
somme des carrés des erreurs, a savoir Z(Y,.—Y,. ) .

i=1

1.1.2 Représentation matricielle_du modéle

Afin de faciliter bon nombre de calculs nous aurons recours  la représentation matricielle
du modeéle considéré.



Posons:

Yl 1 X "t Xuka Bo 81

Y2 1 Xa " Xoka B 82
Y= .| ,X=|. . : » B= :l , €=,

Y. 1 xm - Xn k-1 Bk—l En

Ainsi le modzle (1.2) peut s'écrire sous la forme ¥ = XB+ €.

Pour arriver 2 nos fins, il suffira de minimiser la quantité €'E , ol €' est la tranposée du
vecteur € .

Puisque Y’ X B est un scalaire, on a:
€€ = (Y-Xp)'(Y-Xp) = r'y - 2p'x'Y +B'(X'X)B .
Ainsi,

a(gﬁe—)=o@—2x'y +2X'XB=0eX'XpB=XY.

Donc, si X' X est non singuliére,
B=(x'x)"'x'Y.
De plus, on établit sans peine que la quantité :
(Y-XBY(Y-XB) = (¥-XB) (v-xB) + B-B) X'X B-P) -
atteint son minimum pour f = ﬁ
Lorsqu'il n'y a qu'une seule variable explicative, la régression linéaire sera dite simple.

Pour simplifier certains concepts, nous aurons souvent recours a ce modele. 1l devient alors
intéressant d'évaluer B dans ce cas particulier. '



On a:

Yl 1 X1 81
Y ' 1 x. €
Y= 2 . X= x : Bz(Bo) . €= 2
: P B,
Yn 1 Xn en
Alors,
n i.Xi 1 Zx.2 —Zx,'
xx=, = etdonc (X'X) =— —| “, el
2.Xi fz:lx? an?—(Zx;) —E".‘ n
= = i=1 i=1 =
De plus,
iY;
XtY — "l'=1 .
YxiYi
i=1
Ainsi,

S (r) &) (3=
bt e s (3 57)

i=1

Y _ﬁlf _
_| S(x-2 YD) |
i‘i( -x,'"f)z

S (%% ¥,-7)

i( X=X )
i=1

. . . ~ = A ~ =1
cest-a-dire: B, =Y — B, ¥ et B ="*



1.1.3 Conventions

Voici maintenant quelques conventions qui prévaudront pour tout le présent document a
moins d'avis contraire. Nous utiliserons l'expression "modele & k paramétres" lorsque nous
nous référerons au modele (1.2). Dans ce cas, I'équation de régression sera construite a
l'aide d'une combinaison linéaire de k -1 variables indépendantes et d'un terme d'ordonnée a
l'origine. Remarquons que l'équation peut également é&tre déterminée 2 partir de k -1
transformations de variables (linéaire ou non) puisque la linéarité du modele n'intervient
qu'au travers des paramétres et non des variables. Cependant le sujet des transformations ne
sera pas discuté dans ce mémoire de sorte que les modeles seront construits a partir des
variables a leur état original. Lorsque nous voudrons insister sur le fait qu'un modele est
construit  partir de toutes les variables on utilisera le lettre "p " pour désigner le nombre de
paramétres. De plus, on dira que l'on construit alors le modele complet. Notons que
l'appelation "modéle complet" est un abus de language en quelque sorte puisque, comme
nous l'avons remarqué précédemment, on ne peut considérer toutes les variables. Ainsi, par
"toutes les variables" on entend "toutes les variables ayant été¢ mesurées”.

Tout au long de ce travail on supposera que le nombre d'observations excéde le nombre
de variables de sorte que les quantités n-p et n-k soient strictement positives. On supposera
également la non singularité de la matrice X’ X puisque l'on s'intéressera a son inverse. De
toutes facons, dans la plupart des situations pratiques, si n> p, la matrice X'X sera
habituellement non singuliére. Bien qu'il existe des notions d'inverses généralisés en
présence de singularité, nous ne nous étenderons pas sur le sujet. Le lecteur intéressé pourra
consulter la section 1.5 de GRAYBILL [20].

Afin d'estimer les paramétres de 1'équation de régression aucune hypothése sur les
distributions des erreurs (€;, i=1,...,n) n'est requise. Cependant, dans la suite, et
particuliérement lorsque nous voudrons faire de l'inférence, une distribution devra &tre
spécifiée. La loi normale semble toute indiquée pour remplir ce role puisqu'en pratique pour
des tailles d'échantillon assez grandes cette hypotheése est habituellement vérifiée. La densité
de cette loi ainsi que celle de plusieurs autres lois sont présentées dans l'annexe 1. A l'instar
des aspects antérieurs, nous nous placerons de nouveau dans le contexte "le plus courant" et
nous supposerons que les perturbations aléatoires €;,...,€, sont indépendantes, de loi
normale, d'espérance nulle et de variance finie. Nous noterons ceci € ~ N(0 , c?) on le
symbole " ~" signifie "distribué suivant une loi". Des résultats élémentaires de probabilité
permettent de conclure que le vecteur € suit une loi multinormale d'espérance E(E) =0, (o



0, désigne un vecteur de longueur n formé de 0) et de matrice de variances-covariances
Var(€) = 621, (ou I, est la matrice identité de dimension n xn). Ce comportement sera
décrit par € ~ N,(0,, 62 1,). A partir du modéle ¥ = X+ &, il en découle immédiatement
que Y ~ N,(XB, 6’ 1.).

1.2 Résultats en régression linéaire

Certains résultats importants en régression linéaire seront exposés dans la section qui
suit. Cette section, ne se voulant pas exhaustive, présente des résultats en insistant sur ceux
qui interviendront dans les chapitres subséquents.

1.2.1 Analyse de la variance

Certaines quantités jouent un role primordial dans la théorie de la régression linéaire avec
terme constant. Chaque quantité sera désignée par 1'abréviation "la plus répandue” dans la
littérature en langue anglaise. Les deux premiéres lettres de chaque abréviation seront SS
pour désigner la somme des carrés (sum of squares).

i

n —\2
SSR = _Z(Y.—Y ) = somme des carrés due a la régression,

i=1

SSE = i()ﬁ—f} )2= somme des carrés due a l'erreur,

i=1

SST = i(X —}_’)2= somme totale des carrés.

i=1
On vérifie sans peine que SST = SSR+ SSE.

On résume habituellement cette décomposition de 'écart quadratique a 1'aide d'un tableau
couramment appelé "tableau ANOVA",

Voici le tableau ANOVA élémentaire :



Tableau 1.1: ANOVA

Source de variation | Degrés de libert¢ Sommes des carrés Somme pondérée des carrés
Régression k-1 SSR MSR = SSR/(k - 1)
Erreur n—k SSE MSE = SSE/(n— k)
Total n-—1 SST MST = SS5T/(n-1)

On peut décomposer davantage la variabilité en ce qui a trait 4 la somme des carrés due a
l'erreur pour tenir compte de ce qu'il sera convenu d'appeler des "répétitions”. Afin de
définir cette notion, notons d'abord que pour chacune des observations, les variables
explicatives prennent diverses valeurs. Il peut parfois arriver que pour une ou plusieurs
observations données, les valeurs de ces variables soient tout & fait identiques (sans
nécessairement que la variable expliquée prenne la méme valeur). Dans de tels cas, on
affirmera qu'il existe des répétitions.

On débute en plagant dans le méme bloc les valeurs de la variable expliquée pour
lesquelles les valeurs des variables explicatives sont identiques. On aura donc:

Y11,Y12,..., Y1, dans le premier bloc contenant ; observations,
Y21,Y22,-.., Ya,, dans le 2¢ bloc contenant n, observations,

Y1,Y12y.++5 Y1 dans le I¢ bloc contenant ;. observations.

Si on dénote par ¥; =(EY,,) / n; la moyenne dans le i® bloc, alors, en remarquant que

j=1
l'estimateur est le méme pour chaque observation dans un bloc donné (17',.,. =y,),onaque:

Yi— P == P)+Ti—-P)=Xi-F)+ T — 7).

Alors,
I m ~
SSE=3% 3(Yi~7;)

i=1j=1

= 3 3@ ~T T~

i=1j=1

1 m _ I m ~ . . . .
=Y S (¥;-7)+ 3 3 (F:~P) (puisque le terme issu du produit croisé s'annule).
i=1j=1 i=1j=1



On adonc SSE = SSPE + SSLF ou:

I m _
SSPE = Y, ¥.(Y;i~7.)*= somme des carrés des erreurs pures (pure error sum of squares),
i=1j=1

I n; ]
SSLF =Y Y(Y~7,)" = Lni(P~T)’= somme des carrés due au manque d'ajustement
i=1j=1 =l

(lack of fit sum of squares)

On peut alors présenter le tableau ANOV A sous la forme suivante:

Tableau 1.2: ANOVA avec décomposition de la variation due a l'erreur

Source de variation | Degrés de liberté Sommes des carrés  Somme pondérée des carrés
Régression k-1 SSR MSR = SSR/(k —1)
Manque d'ajustement| 1~ k} e SSLF } SSE MSLF = SSLF/(I - k)
Erreur pure n-1I SSPE MSPE = SSPE/(n—I)
Total n—1 SST MST = SST/(n—1)

Une autre forme intéressante est celle permettant de comparer un modéle 4 k parametres
au méme modgle auquel on enléve r variables (r paramétres parmi B,,B,,....B,_,).

On utilisera:

SSRi—, = somme des carrés due  la régression dans le modele réduit a k-r parametres,

SSR; = SSR — SSRi-, = somme des carrés dans la portion omise.

On est alors amené a considérer le tableau ANOVA suivant :

10



Tableau 1.3: ANOVA avec décomposition de la variation due a la régression

Source de variation | Degrés de liberté Sommes des carrés Somme pondérée des carrés

Variation dans le

modele réduit @ k-r| k=71 ~ SSRy- MSR-, = SSRi—/(k —r—=1)

parametres) ] k-1 SSR

Variation dans la

portion omise r SSR; MSR; = SSR;/r
Erreur n—k SSE MSE = SSE/(n — k)
Total n—1 SST | MST = SST/(n—1)

1.2.2 Formes quadratiques

Par commodité, certaines propriétés bien connues sur les matrices sont énoncées dans
l'annexe 2. Dans certaines des démonstrations des résultats de cette section on utilise ces
propriétés qui sont numérotées de (i) a (vi).

Définition 1.1 ,

Soit ¥ = (¥,Y2,...Y,)" un vecteur de R" et A = (aj),x, une matrice carrée d'ordre n . La
forme quadratique Q associée & A est la fonction de 'R" dans IR définie par
oY) =Y'AY = 33a;Y:Y;.

i=1j=1

On peut supposer sans perte de généralité que A est symétrique (i.e. A'=A ) car
YYAY =Y'BY ou B =1(A'+A) estune matrice symétrique.

Proposition 1.2

Les quantités SSR et SSE telles qu'introduites précédemment sont en fait des formes
quadratiques. On a:

SSR=Y'[X (XX )" X' =41, L']¥ et

SSE=Y'[L.-X (x'x)" X'y,

ot 1, = (1,..,1)" est le vecteur de longueur » dont toutes les composantes sont égales a 1.

i
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Démonstration :

SSR = i(ﬁ—?)z

I
Ma
<
M:

22i+

i=1 i

—

l

W

=Zf} -ny? (carZY}=n7,cnvertudufaitqueO=i8, 2( ~Y)=nY -
i=1 i=1

i=]

M:
=<

1
—

=97 -nL'Y )Y GL'Y)

=@ XYXP)-%7'L LY

=r'X (XX XX (XX)'X'Y %YL LY
=y[x (xx)' X' -1, 1]y .

SSE = z( Y)

i=1 !
= (Y-XB) (Y-XP)
=YY -YXB-BXY+RXXP
=YY —ﬁ'X‘Y —ﬁ’X'Y +[A3'X‘X [(X*x )"’X‘Y] (puisque Y’Xﬁ est un scalaire)

=YY -f XY
=Y'Y -YV'X (XX)'X'Y
=y[L.-x (xx)'x]r. O

Proposition 1.3 _
Soit Y un vecteur aléatoire de dimension nx1. Supposons que E(Y)=p et que

Cov(Y) =E[(Y-p) (Y-p)'|=E (Y ¥)—p W' =2. Alors B(Y'A Y )=tr(AZ)+ 1" A L.

Démonstration :
E(Y'AY)=E[(Y'AY)]
E[u(A Y ) (propriété (ii))
tr[E (A Y 1]
tr[A (E (Y 1))]
w[A (Z+u
tr(AX)+tr(A p p)
tr(AZ)+tr(W'A B)  (propriété (i)
tr(AZ)+p'A B O

12



1.2.3 Distributions des formes quadratiques

1l est bien connu que si les variables aléatoires Y;, i=1,...,r, sont indépendantes et

identiquement distribuées de loi N(0,1) alors S Y2~ %3(r) od X*(r) est la loi d'une

i=1
variable distribuée suivant une loi du khi-deux avec r degrés de liberté. Sous forme
vectorielle, on dira que si Y ~ N,(0,,1,) alors Y'Y ~ Y (r).

Considérons maintenant la distribution de Y'Y quand Y ~ N,(W,.1,). Une
démonstration du théoréme qui suit est présentée dans GRAYBILL [1976, p.125]. '

Théoréme 1.4 .

SiY ~ N.(u,1I,), alors Y'Y ~ x*(r,A) ot X*(r,\) est la loi d'une variable distribuée
suivant une loi du khi-deux avec r degrés de liberté et paramétre de décentralité A = L /2.
Théoréme 1.5

Soit ¥ ~ N,(1,X). Si AX est idempotente alors, pour tout B, Y'A Y ~ Xz(r,h) ou r
désignelerangde Aet A=p'A p /2.

Démonstration :

Supposons que AX soit idempotente et posons Z = C'C ou C est non singuliere.

Alors, puisque CAC'CAC=C(AZAX)C'=C(AZ)C'=CAC, la
matrice B=C A C' estidempotente et, en raison de la propriété (i), est de rang r = 1g(A).

En vertu de la propriété (vi), il existe une matrice orthogonale P de dimension n X n telle que
Ir Orx(n—r) }

P'BP=P'CAC'P=|: ,
O(n—r)xr O(n—r)x(n-r)

Définissons Z = P'(C')"'Y .
Alors, E(Z) = P/(C")™'It et Cov(Z) = [P(C)™] Cov(¥) [P(C)T =1In

Partitionnons le vecteur aléatoire Z de sorte que Z'=(Z,',Z,") ol Z; est un vecteur de

dimension r X1,

13



Alors, Z,~ N,(8,,1,) ou G,=(1,,0,,_,)P’(C‘)"u . Ici, (1,,0,-,) représente un vecteur de

dimension 1Xn ol 1, est un vecteur de format 1 X r composé de 1 et 0,-, est un vecteur de
dimension 1X (n —r) composé de 0.

Puisque P est orthogonaleona Y =C'(P")"'Z = C'PZ etdonc:

1 (ot ! " — 71 Dt t — t ! I Orx(a-r) Z
YYAY =(C'PZ2)A (C'PZ) =Z'(PPCACP)Z =(Z/,Z2) .
Otm=ryxr  On-ryx(n-r) \ Z2

Ainsi Y'A Y = Z!Z; qui, par le théoréme précédent, est distribué suivant une loi X2 (r,A) o
A=0'9 /2= (P(C) L) (1,0nr) (1, 0n=r) (P(CHY ') /2

=(P(CY'R)P'B P (P(CY'n) /2

=u'Cc'(P P)B (P P)(C) 1 /2

=p' CIB(C) 1 /2 (propriété (iv))

=p'clcAC(CY R /2

=p'AN/2 O

rollaire 1.

Si Y ~N.(XB,oI), alors SSR/c®~X*(k—1,(XB) (I,—i1.1,) (XB) / 267 et
SSE/ 6* ~ X} (n—k).

Démonstration :
Soit T=0%I, et SSR/c*=Y'AY ol A=(X (X'Xx)" X' -11, 1.))/ 6%

D'aprés le théoréme précédent, il suffit de montrer que AX est idempotente, que
rg(A) = k —1 et que le paramétre de décentralité est égal 2 (XB)' (I,—11.1%) (XB) )/ 267,

Remarquons tout d'abord que 1,'1, =n.

De plus, puisque X (X'X Y'X'X = X et que la premiére colonne de X est 1,, on a :
X (X'X)'X'ln =1 .

De la méme fagon, X’ X (X'X )™ X’ = X' entraine que 1,' X (X'X Y X' =1,

14



Ainsi, AZAZ = (X (X'X )" X' 31, L)X (X'X )" X'~ %1n 1)
=X (XX)'X'X (XX)' X'+l L' L
~Ix (x'x)' X', L' -3 X (XX )X
= AX.
Donc AX est idempotente.
Remarquons maintenant que, en vertu de la propriété (1), rg(A) =rg(AX).

De plus, comme AZX est idempotente alors rg(AX) = tr(AZ) en raison de la propriété (iii).

Ainsi, rg(A) = tr(X (XX )" X' - 11, 1)
=w(X'X (XX )Y -tr(t1, 1)) (propriété (if))
=tr(Jx)—1
=k-1.

Enfin, A= (XB)'A (XB) /2= (' X(X (X'X )" X' —%1, 1.)/ *|(XB) / 2
= (XB)‘(III __}1'171 lnx)(XB) / 262

Ainsi, par le théoréme précédent, SSR/ o2 suit une loi du khi-deux décentrée (& k —1 degrés
de liberté) et puisqu'on ne posséde aucune information particuliére sur 8 ou sur X, A=0.

D'autre part,ona SSE/¢*=Y'B Y ot B=(I,-X (X'X)" X"/ c*.

Soit ¥ = ¢?1, et montrons maintenant que BX est idempotente.

BEBE=(I,-X (X'X )" X)I,- X (X'X )" X"
=L+X (XX XX (X)X -x xX'x)'xX-x x'x)'x
= BX.

De plus, comme précédemment, on utilise successivement les propriétés (1), (iii), puis (i) a

nouveau et on a:
rg(B) = 1g(BZ) = ir(BL) = tr(I, - X (X'X )" XV =t(l)-u(X (X'X )" X)=n—k.

Enfin, sans aucune hypoth&se ou information particuliére autant sur p que sur X, on utilise
le fait que X'(I,— X (X'X )™ X*) =0 pour déduire que :
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A =(XB) B (XB) / 2= X|(I.— X (X'X )" X/ c*J(XB) / 2= 0.

Ainsi, par le théoréme précédent, SSE / o? suit une loi du khi-deux centrée a n-k degrés de
liberté. ‘ O

Théoréme 1.7
Soit ¥ ~ N,(4, Z) et soient A et B deux matrices de dimension n X n telles que AZB=0.
Alors, pour toutes valeurs de U, Y'AY et Y'B Y sont des variables aléatoires

indépendantes.

Démonstration .

Posons £=C'C ou C n'est pas singulicre.
Comme AZB=0,alors A C'C B =0etdonc (C A C')(C B C)=0.
Posons 0=C A C'etT=C B C'.

En vertu de la propriété (v), comme les formes quadratiques Q et T sont symétriques
(puisque A et B le sont) et que QT l'est également (car 0T =0), il existe une matrice
orthogonale P telle que P'Q P et P' T P sont diagonales.

De plus, puisque QT =0, les éléments non nuls sur les diagonales de P* QP etPPTP
doivent apparaitre a des positions distinctes, autrement on a :

pop=|" 0 >t P'TP 00
= [} . 4 = .
0 O 0 D
Soit Z = P*(C")"'Y un vecteur de R".

Partitionnons Z de sorte que Z'=(Z,',Z,") ol Z; et Z, sont de dimension respective n; et

n—n;.

Ainsi,
YA

1 D 0
YYAY =(C'PZYA (C'PZ) =Z'(P'C A C'P)Z =(Z,',Z5) [01 0](2 )=Z{D121.

2
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De fagon semblable, Y'B Y =Z2D,Z,.

Ainsi, Y'A Y ne dépend que des n, premiers éléments de Z et Y'B Y ne dépend que des
n —n, derniers éléments de Z.

Puisque Z ~ N,,(P’(C’)"’u ,I.), Z: et Z, sont indépendants, donc il en va de méme pour
YYAY etYBY. | O

Corollaire 1.8 :
Soit Y ~ N,(XB,c6?I,) . Alors SSR/c* et SSE/c” sont des variables aléatoires

indépendantes.

Démonstration :
Soit T =6?1,.

On a SSR/c?=Y'AY ou A=(X (X'X)"X‘—% . LD/ o? et SSE/c*=Y'BY ou
B=(I,-X (X'X)"' X"/

D'aprés le théoréme précédent, il suffit de montrer que AXB=0.
Puisque 1 X (X'X Y X' =14 (1, étant la premidre colonne de X') on a:

X (X'X)' X' -+, LHUT.-X (X'X )" XY
=X (Xx)'x+1, L' X Xx)' X' -4, L -X X)X x (x'x)'x
=0. O

Le théoréme suivant, énoncé sans démonstration, porte sur le quotient de deux lois
indépendantes du khi-deux.

Théoréme 1.9

Si Zi ~ X*(r,A) et Zy ~ X*(r2) obt Z; et Z, sont des variables aléatoires indépendantes,

alors F = ;l—/rl- ~ F(ri,r2,A) oi F(ry,r2,A) estlaloi d'une variable distribuée suivant une
2/r2

loi de Fisher avec ry et r, degrés de liberté et paramétre de décentralité A.
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Corollaire 1.10

Soit un modele de régression linéaire 4 k paramétres incluant un terme constant ;. Alors,
_ SSR/(k-1)

sous I'hypothés 11 B, =B,=.= =0, F=
us ypo ¢ nulic HO ﬁl ﬁZ Bk—l SSE/(n__k)

~ F(k-1,n—k).

Démonstration :
D'aprés les corollaires 1.6 et 1.8, SSR/¢”~ x* (k—1,(XB) I —+110) (XB) / 267)
indépendamment de SSE /o2 ~ X*(n—k).

SSR/(k-1)

SSE/(n—k) ~ F(k—1,n—k,\).

D'apres le théoréme précédent,

11 suffit donc de montrer que, sous Ho, A= (XB)' (J,—11.1,) (XB) /267 =0.

Décomposons la matrice X sous la forme X =(1,,X) et le vecteur B sous la forme
o=(3)
B

Si B=0,. alors Xﬁ=(1,,,5()( By )= 1B,
Or-1

Ainsi, puisque 1;1, =n, il vient:

A= 1Bo) (I—11.1%) UaBo) /267 = (By14 1.8, — B, 1.141,15B,) / 267 =0.

Doy SSRIG=D)

SEh) F(k—1n—k). O

1.2.4 Ajout de présupposés pour tester des hypotheses

- Si l'on admet que les perturbations aléatoires E;,E,,...,E, sont indépendantes et
identiquement distribuées de loi N(0 , c?) (supposition que 1'on se doit de vérifier en
pratique), on peut tester certaines hypothéses. Les hypothéses les plus intéressantes lorsque
I'on modélise des données sont celles qui nous assurent, 2 un niveau donné, de la "qualité"
du modele utilisé. Rappelons qu'un test de niveau o € [0,1] fait tout simplement allusion au
cas ol l'expérimentateur est prét a se tromper avec une probabilité o lorsque I'hypothése
nulle est vraie.
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Un test primordial en pratique est celui qui valide la pertinence de l'apport des variables
explicatives dans l'explication de la variable dépendante. On dit alors que I'on teste sila
régression est statistiquement significative. L'hypothese nulle (notée Ho) consiste a se
demander si le modgle constant est suffisant 4 expliquer la variable dépendante. En d'autres
termes, on confronte :

HoB,=PB,=..=P_,=0

a Hyles B,, i=1,..,k—1, ne sont pas tous nuls.

Pour ce, on se référe au Tableau 1.1 et on considere le quotient des quantités MSR et

MSE qui, sous H,, suit une loi de Fisher F(k—1,n—k) (voir le corollaire 1.10). Soit
MSR

Fo(k—=1,n—k) le quantile d'ordre 1—o de cette loi, alors si F =‘X4§E > Fo(k—1,n-k) on
rejette I'hypothese nulle; on en vient donc 4 la conclusion que la régression est statistiquement
significative. Notons que pour un nombre donné de paramétres, moins on dispose
d'observations, plus il est difficile de vérifier si la régression est statistiquement significative.

Par exemple, supposons que l'on mesure 10 variables et dans un premier temps
supposons que nous disposions que de 12 observations. Alors, pour que la régression soit
significative au niveau o =0.05 la valeur expérimentale de la statistique F doit étre
supérieure 4 241.9 (2 savoir Fo0s5(10,1)) ou de fagon identique (SSR/SSE)>2419. Au

méme niveau, avec 71 observations, il suffit que la statistique exceéde 1.99, i.e.
(SSR/SSE) > 0.3317.

Le test précédent n'est valide, cependant, que si le manque d'ajustement n'est pas
significatif. A ce sujet, DRAPER & SMITH [14] mentionnent qu'il faut alors utiliser le
rapport MSLF/MSPE (voir Tableau 1.2) qui, sous H, (manque d'ajustement), suit une loi
de Fisher F(I —k,n—1I). Notons que s'il n'y a pas de manque d'ajustement, alors
MSE = SSE[/(n— k) = (SSLF + SSPE)/(n—k) (souvent appelé s?) est un estimateur sans

biais de o&>.

Si le manque d'ajustement ne peut étre testé, l'utilisation de s*> comme
estimateur de ¢ implique 1'hypothése que le modele est adéquat. Si le modele n'est pas
adéquat, s* sera habituellement trop grande puisque c'est une variable aléatoire avec une

moyenne supérieure 3 ¢>. Cependant, il est possible que s soit trop petite du a la
MSLF

SPE
pas I'hypothése nulle et donc on en conclut que le manque d'ajustement n'est pas significatif.

fluctuation dans 1'échantillonage. Cette fois, si F = < Fo(I—k,n—1), on ne rejette
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Une fois que 1'on s'est assuré que le modele ne se raméne pas au modele constant (et que
le manque d'ajustement n'est pas significatif), on peut étre tenté de vouloir simplifier notre
modele original sans encourir une perte trop considérable en ce qui a trait a I'explication de la
variable dépendante. Pour ce, on voudra Vérifier si, en enlevant certaines variables "non

significatives", la somme des carrés des erreurs n'augmente pas trop. Soient les modeles

suivants:
k=r-1 k-1
(D Yi=B,+ XBxi+ XB;xi+E& (modele 4 k paramétres)
i=1 i=k—r
k=r-1
2) Yi=B,+ XB.xi+E&: (modele & k-r paramétres)

i=1

Le modele (1) est celui de départ et le modele (2) est ce méme modele auquel on retire r
variables données (ce qui revient 4 annuler r paramétres parmi B,_,,B,_,.;»----Bs-)). Notons
qu'ici, B,_,»Bi_,s1s+->Bey désignent r parameétres parmi B,,B,,...,,_; sans nécessairement

que ce soient les r derniers.

Pour ce test d'hypothése, on considérera I'hypothése nulle
Ho:B,_, =By, =--=B,_, =0 et en se référant au Tableau 1.3, on considérera le quotient

MSR;/MSE. On peut remarquer que si on enléve r = k-I parameétres & un modele a k
MSR; _ (SSRi = SSRi-1)/r

parameétres, la statistique F = peut servir a tester si la régression

MSE MSE
est statistiquement significative. En effet, puisque SSR; =0 (car §;=y, i=1,...,n, dans le
SSRk/r _ MSR

modele constant) on retrouve la statistique F = = .
MSE  MSE

(SSR, — SSRx-r)/T
MSE

(SSE,_,— SSEx)/r a
MSE

que SSEi-,+ SSRi—, = SST = SSEx+ SSRy). Cette forme rend plus évidente l'exploitation

Plutdt que d'utiliser la statistique F = , il est plus habituel de

considérer la statistique équivalente F = équivalence découlant du fait

de la différence entre la somme des carrés des erreurs entre les modéles a k-r etk
paramétres; si cette différence est faible on s'attend 2 accepter I'hypothése nulle. Puisque,
sous Ho, cette dernidre statistique F suit une loi de Fisher F(r,n—k) on rejettera I'hypothése
nulle si F> Fo(r,n—k). Ici, rejeter I'hypothése nulle signifie, qu'au niveau considéré, le

modgle réduit (3 k-r paramétres) est suffisant afin d'expliquer la variable dépendante.
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1.2.5 Intervalles de confiance et de prédiction

a) Intervalles de confiance de la valeur moyenne de Y

P S k=1
Lavaleur Y =f + 2.B,xi estune estimation de E(Y) =B, + X B,xi.
i=1 i=1

Supposons que 1'on désire un intervalle de confiance de la combinaison de parametres
a'B ot a=(l,an,ar1). Unestimateur ponctuel sans biais de a'f est Y=a'P

De plus, comme Cov(Y) =621,

CovP) = Cov[( X'X )" XY 1=[( X'X )" X1 Cov(¥) [X (X'X) 1= (X'X)".
On a alors:

Var(?) = Cov(¥) = Cov(a'B ) = a'Cov(B )a =c*[a'(X'X ) al.

En pratique, on estimera o2 par s? = SSE/(n—k) de sorte qu'un intervalle de confiance
au niveau 100(1— )% pour la valeur moyenne de Y sera donnée par:

Ps. tan(n—k)- w/a’( X'X )"la ol tq/(n— k) représente le quantile d'ordre 1— oy
de la loi de Student i n-k degrés de liberté.

b) Intervalle de prédiction pour Y

Tout d'abord, il est important de réaliser que Y est une variable aléatoire et non un
paramétre et prédire sa valeur n'a rien i voir avec la prédiction d'un paramétre (ou d'une
combinaison linéaire de paramétres). Afin de prédire une valeur de Y dans le futur, on
utilisera le méme estimateur que pour E(Y) a savoir Y (que l'on notera §,,,). La notation
7., sert A mieux réaliser que cette observation future s'ajoute aux n observations actuelles.

L'erreur que l'on fait en prédisant une valeur Y,. par §p,, est donnée par
8n+1=Yn+l_Y,,+1-
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On a alors :

E(€,41) = E(Ysa) —E(¥,,) =0

et

Var(€,41) = Var(Yu) + Var(g,,,) = 2Cov(Y a1, ¥ )

Puisque Y, est dans le futur et que Y., est fonction des observations actuelles, les
deux variables sont indépendantes et donc Cov(¥ 41, ¥,,,) = 0. Ainsi,

Var(€,,.) = Var(¥Y,n) + Var(§,, ) =6’ + 0 [ a' (X' X ) 'a]l=0c’[1 +a'(X'X Y al

Encore une fois, on estimera ¢* par s*=SSE/(n—k) de sorte qu'un intervalle de
prédiction au niveau 100(1 — )% pour Y est donné par:

Y5 tan(n—k)- \[ 1 +a'(X'X )" a ol ten(n— k) représente le quantile d'ordre

1—-94 de la loi de Student & n-k degrés de
liberté.

On peut noter que toutes choses étant égales par ailleurs, un intervalle de prédiction sera
plus long (et donc moins précis) qu'un intervalle de confiance.
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CHAPITRE 2

CRITERES DE SELECTION DU "MEILLEUR'" SOUS-ENSEMBLE DE
VARIABLES

Plusieurs raisons justifient la réduction du nombre de variables; par exemple, MILLER
[38] en énumére quelques-unes, sans ordre particulier. Notons que ces objectifs ne sont pas

complétement compatibles.

.

Estimer ou prédire & moindres cofits en réduisant le nombre de variables pour lesquelles

on collecte des données.

Prédire avec précision en éliminant des variables n'apportant peu ou pas d'information.

Décrire plus simplement les données (de fagon 2 faciliter une interprétation éventuelle).

[ ]

Estimer les coefficients de la régression avec de petites erreurs quadratiques moyennes
(particulirement lorsque certaines variables indépendantes sont grandement corrélées).

Méme si certaines raisons peuvent justifier le retrait de variables, il faut quand méme étre
conscient de l'implication de cette modification sur le modele initial. Voici quelques points
dont il faut étre conscient avant d'éliminer des variables :

« La sélection de variables redéfinit le modele original. Ceci peut faire en sorte qu'on ne
réponde plus 2 la question initiale 3 partir de laquelle le choix des variables a recueillir a
été établi.

« La sélection de variables optimise l'ajustement du mode¢le en fonction de l'échantillon
utilisé ce qui a pour effet de surévaluer presqu'assurément la précision des résultats. Ily
a donc un risque trés élevé de tirer profit des caractéristiques de I'échantillon résultant du
hasard.

+ La sélection de variables automatisée ne conservera pas conjointement les variables
définies en groupes. On peut penser, entre autres, 3 une variable catégorique (n choix de
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réponses) résumée en n-1 variables dichotomiques ("dummy variables"). Il incombera

donc 2 l'analyste des données de conserver ces variables ensemble.

Dans le but de rechercher un sous-ensemble "optimal", certains critéres peuvent €tre
considérés. Nous présenterons trois critdres parmi les plus utilisés: & savoir le coefficient de
détermination, le coefficient de détermination corrigé et le coefficient C, de Mallows. On ne
peut espérer qu'un critére donné fournisse en tout temps le "meilleur" sous-ensemble; c'est
pourquoi il en existe toute une panoplie. En comptant tous les criteres suggérés au cours des
années on peut estimer ce nombre a plus de cinquante. Il semble plus important de bien
maitriser les critéres principaux. Dans ce chapitre, on examinera certaines propriétés de ces
critéres et on exposera également quelques uns de leurs inconvénients. Enfin, on présentera
quelques liens A établir entre ces critéres et on mentionnera dans quelles circonstances un
critere est plus approprié qu'un autre.

2.1 Coefficient de détermination (R?)

Le coefficient de détermination (ou R?) représente la proportion de la variation totale par
rapport 4 la moyenne Y qui est expliquée par la régression. Clairement, les bornes du critere
sont 0 et 1. Une valeur de 1, pour une régression donnée, signiﬁe'que celle-ci explique toute
la variabilité des différentes valeurs prises par la variable dépendante Y. A T'opposé, une
valeur de 0 indique qu'aucune variabilité n'est expliquée.

2.1.1 Définition

Sans aucune information sur les variables indépendantes, la meilleure prédiction pour une
valeur future de la variable dépendante Y est Y, la moyenne des n observations dont on
dispose. On appellera ces n valeurs de Y les valeurs actuelles (pour établir un contraste avec
les valeurs futures). Pour une valeur actuelle donnée, Y;, l'erreur commise en utilisant Y
comme prédicteur est simplement Y,~Y. Une mesure de la variabilité totale sera donnée par

SST = 3 (%-7)'.

i=1
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En exploitant l'information sur les variables indépendantes, le meilleur estimateur d'une

valeur future pour Y est Y. Cette fois, une mesure de la variation sur Y qui subsiste aprés

. ’ . . , n A\2

l'ajustement de I'‘équation de régression est donnée par SSE = Z(Y,.—K ) .
i=1

La proportion de la variabilité qui n'est pas expliquée par la régression est donnée par
SSE/SST. Ainsi, la proportion de la variation totale (par rapport a Y) qui est expliquée par

la régression est donnée par :

n A\2
2\Y-Y
s 00T .
SST Z(K’Y)

W
—

Une autre facon de saisir le critére consiste & remarquer que R* représente le carré du
coefficient de corrélation entre le vecteur de la variable expliquée et le vecteur des estimations

de celle-ci i.e.:

7 - 2

Proposition 2.1
Dans le cadre de la régression linéaire avec terme constant, les quantités (1) et (2) sont égales.

Démonstration :
Posons H = X (X'X )'lX’ et remarquons que H'=H etque H*=H .

On a:

A ~

P=Xp=x (x'x)'X'Y =H Y et E=Y-¥=Y-HY=(-H)Y.

De plus, on remarque que :

_lef,.e,:f'e =(HY)(I-H)Y =Y'[H'I —H)IY =Y'[H (I —H)IY =Y'[H —HY = 0

En vertu du fait que ie,- = i(Yi—f’,.)= QOona:
i=1

i=1
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Ainsi,

i=1 =1

2~ SST SST

n —_— = 2 no .
i(ﬁ—?fﬁl(ﬁ—?f S1-7)

La forme (1) est la plus répandue, probablement parce que celle-ci suggere d'extraire

SSE et SST d'un tableau d'analyse de la variance.

Lorsque 'on voudra insister sur le fait qu'on utilise un modéle 4 k parametres, on

désignera le coefficient de détermination par :

SSE
SST

Ri=1-
Rappelons qu'au sens des moindres carrés, on vise a minimiser SSE;. Ainsi, cette
derniére expression, ot SSE, est affecté d'un signe négatif, suggeére de choisir un modele
ayant un coefficient de détermination le plus élevé possible, soit des valeurs preés de 1. Ceci
va de pair avec 1'idée voulant qu'une "bonne" régression explique le plus possible la

variabilité des différentes valeurs prises par la variable dépendante Y.

A

Notons que si l'approximation est parfaite, i.e. lorsque Y, =Y,
Cette situation est peu probable en pratique. A T'opposé, si
B,=B,=...=B,,=0)alors R=0. '

i<n,on aura R2=1.

1<
Y=Y, 1<i<n (quand
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2.1.2 Propriétés

Voici.quelques propriétés importantes du coefficient de détermination. Certains résultats
ultérieurs seront établis & partir de ces propriétés.

Proposition 2.2
Soit ¥ ~ N,(XB,c%1,) . Alors sous I'hypothése Ho:p,=B,=...=p, ,=0ona:

i) RE ~ Beta(’;,55), o Beta(%,2L) est la loi d'une variable distribuée suivant une loi Beta
de parameétres 521 et %

ii) E(RY) =42,

Démonstration :

i) En vertu des corollaires 1.6 et 1.8, les quantités

SSI;" et SSEx sont indépendantes et de

(0
lois respectives X (k—1) et X*(n—k).

Posons donc U = §§1§—" et V= &IZZ‘ et montrons que
(o) o)
U a4 on-
_ SSRk —I—SSEk=R%~ﬁeta(%,—2—k).

U+V  SSR.+SSE.  SST

En posant Z = Ul-i v et T =V, on établit facilement que le jacobien de la transformation

inverse donne 5
(1-2)

Par indépendance, la densité conjointe de U et V se rameéne au produit des deux densités de
lois du khi-deux. On prendra soin d'écrire celle-ci en fonctionde z et ¢ .

Pour évaluer la distribution marginale de Z, on effectuera 'intégration de la densité conjointe
(multipliée par le jacobien de la transformation inverse) sur toutes les valeurs de ¢ .

k-1 n-k)

On reconnaitra alors sans peine la densité d'une loi Beta(—-,5-).
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(ii) Ce résultat s'établit de fagon triviale en exploitant le fait que si W ~ Beta(a, B) alors

o
E(W)————a+B. a

La partie (i) de la proposition ci-haut nous fait réaliser que l'on peut tester si une
régression est statistiquement significative 2 partir de la valeur observée du coefficient R*
(dans la mesure ol on dispose de tables de la loi Beza). Vu la plus grande disponibilité des
tables de Fisher, il semble intéressant d'établir, sous Ho:B, =B, =...=B,_, =0, une relation

entre les statistiques F et R?.
Ona:
Fo MSR _ (SST - SSE)/ (k-1) _(n—k)(SST _1)=(n—k)( 1 _1)
MSE SSE/(n—k) k-1 ASSE k-1 A\1-R?

d'ou :

R = (k-1DF
(k-=DF+(n-k)

On remarque sans peine que cette derniére quantité est une fonction croissante en F.

Ainsi, sous Ho:B, =B, =...=B,_, =0, la régression est statistiquement significative au
niveau O Si
> (k=D Fo(k—1,n—-k)

(k=D Falk=1Ln—k)+(n—k)

Proposition 2.3
Si on enléve r variables (r paramétres parmi fB,,...,B,_,) & un modele comportant k

paramétres, alors R? > Ri.,.

28



Démonstration :
1 est clair que SSE; < SSE,., puisqu'en retirant des variables, celles-ci font alors partie du

terme d'erreur et contribuent 4 l'augmentation de ce dernier.

Ainsi, on a les implications suivantes :

SSEr < SSEi., & SSEy < SSEx-r

SST SST
o - SSEx >1— SSE-r
SST SST
= R% > R%-r O

Nous venons de voir que le coefficient de détermination diminue systématiquement
lorsque 1'on retire des variables. Ainsi, le modele complet posséde toujours la valeur de R
la plus élevée. Le jugement entre alors en cause si I'on veut sélectionner un bon sous-
ensemble de variables. ' Un sous-ensemble de variables intéressant en est donc un qui
posséde une valeur du R? pas trop éloignée de celle du modéle complet, ce qui signifie une

perte minime quant au pourcentage d'explication.

Comme le mentionne HOCKING [29], on peut également tracer le graphique de la plus
grande valeur de R} en fonction de k. En reliant les points entre eux, on constatera
évidemment la croissance de la courbe. Une pente abrupte entre deux points consécutifs
indique un gain important au niveau du R?. Pour décider du nombre de paramétres a retenir,
on étudiera la courbe de la droite vers la gauche en débutant en k = p (le modele complet).
On visera a déceler a partir de quelle valeur de kK on peut observer une pente descendant
particuliérement abruptement. Cette valeur de k correspond alors au nombre minimum de

parametres a retenir sans encourir une perte trop importante au niveau du R”.

Remarquons que, dans un cas ol le modele possédant le R* le plus élevé parmi ceux a
p —1 paramétres était inacceptable, la pente abrupte apparaitrait immédiatement de fagon a ne

garder que le modele complet. Notons également que parfois la valeur de k recherchée est
difficilement discernable car le graphique dépend de I'échelle utilisée.
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2.1.3 Inconvénients
a) Inconvénient relié a un petit nombre d'observations

En utilisant 1'égalité E(R})=(k-1)/(n-1), CROCKER [11] fait remarquer qu'on peut
obtenir des valeurs du coefficient de détermination aussi preés de 1 que l'on veut. Pour ce
faire, il suffit de choisir des valeurs de k prés de n (la taille de 1'échantillon). La valeur 1
représentant la borne supérieure du critéré, E(R?)=1 signifie que tous les modeles ayant k
paramétres ont sensiblement tous la valeur 1 comme valeur de R%. Dans une telle situation,
la pertinence de l'utilisation du crittre du R? comme mesure de l'explication des variations de

Y doit étre remise en question.

En effet, d'une part, si pour chaque sous ensemble de variables la valeur du R? est
élevée, il devient difficile, sinon impossible, de choisir le meilleur sous ensemble; d'autre
part, on peut établir qu'alors les estimateurs des paramétres du modele ne seront que trés peu
affectés par les variations des variables explicatives X;, i=1...,p—1 en ce sens ou ils
donneront presque toujours lieu a des valeurs "toutes égales”. L'augmentation du nombre de
paramétres (et donc de variables) produit une croissance artificielle du R* vers 1.
Cependant, cette croissance a un effet négatif sur les autres aspects de la régression linéaire,
en particulier sur I'estimation des parameétres.

b) Inconvénients reliés aux variations de la somme totale des carrés

On peut remarquer que le R? est influencé par la dispersion des valeurs des variables
indépendantes. En fait, moins les valeurs sont dispersées, i.e. moins il y a d'écart entre les
valeurs, moins la valeur du R? est grande. Illustrons ce phénomene a 'aide d'une régression
linéaire simple. Pour ce, on comparera deux ensembles (nuages) ayant le méme nombre de
points et la méme valeur de SSE. Pour faciliter la comparaison, les deux ensembles auront la
méme moyenne pour la variable dépendante (notée ) et seront tels qu'ils produisent

exactement la méme droite de régression.

Considérons les graphes suivants (les données apparaissent a 'annexe 3) :
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4.0 - 4.0
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3.0 3.0 .
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0.5 E 0.5
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5 10 15 20 25 3.0 35 4.0 S5 10 15 20 25 30 35 4.0

R*=0.959 R*=0.484
Figure (a) Figure (b)

Dans les deux cas, la droite oblique désigne la droite de régression dont I'équation est
¥ =—0.1+ x et la droite horizontale représente I'équation de la droite moyenne, i.e. la droite
Y =2.15. En examinant les graphes, on voit que, dans la Figure (a), la valeur de

SST = }n‘,(lj-—l_’ )2 sera élevée puisque les valeurs y, sont éloignées de y. Dans la Figure (b),
i=1

la proximité des valeurs y, par rapport & y fait en sorte que SST donne une petite valeur. On
comprend bien que pour des valeurs identiques de la somme des carrés due a l'erreur (SSE),

la quantité R*=1- —g% fournit des valeurs plus faibles lorsque les valeurs de la variable
dépendante sont voisines.
En fait, pour ce qui est de la régression linéaire simple, on peut se convaincre de 1'impact

de la dispersion de la variable indépendante en écrivant le coefficient de détermination en

n
fonction de la mesure de dispersion ¥ (x; —37)2. On notera cette quantité SST x.
i=1

On considére donc, pour 1<i<n,le modele ¥;=f,+B,xi+E;.
Ainsi,ona p,= [§0+ﬁlx,- et Y = ﬁo+ﬁlf.

Ceci entraine que §,—¥ =@, +p,x)— B, +,%) =p,(x;—%) , 1<i<n.
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On adonc SSR = }n‘,(f',-—Y ) = ﬁlzi(xi—f)z = ﬁleSTx-
i=1

i=1

Ce qui nous permet de conclure que:

~

SSE  SSR B SSTx _ SSTx

Ri=1- = = - =
SST ~ SSR+ SSE Bf SSTx+SSE SSTx+d

ot d=SSE/B, .

On constate qu'en comparant deux cas ou ﬁl et SSE sont identiques alors, peu importe
B,, seule la mesure de dispersion SSTx joue un role. Pour comprendre l'effet de la

dispersion, examinons les équivalences qui suivent. Pour un cas comme dans la Figure (a)
on indexera la lettre a tandis qu'un cas se rapportant 4 la Figure (b) sera indexé par b.

d d

SST xa > SSTxp & >
SSTx» SSTxa

d d
+

<14 >1
SST xp SST xa

o SSTxp+d S SSTx.+d
SST x» SST xa

SST xa S SST x»
SSTx.+d SSTxp+d

< RX>R}.

On remarque donc qu'une dispersion moindre entraine une plus petite valeur du
coefficient de détermination. Puisque 1'on compare des ensembles ayant le méme nombre

d'observations, notons que comparer SST'x, et SST x» Tevient 4 la comparaison des variances
SST xa ot SST x»

expérimentales .
n-1 n-1

On peut également reprendre 1'idée précédente en raisonnant en termes d'étendue des
variables indépendantes.
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Considérons la figure suivante (tout comme précédemment les données apparaissent a

l'annexe 3; il en sera de méme pour les autres cas de figure de cette section):

4.0
3.5

3.0
2.5
2.0
1.5
1.0

0.5
0.0

T T T T T

S5 {10 15 20 25 30 35 4.0
R*=0.916
Figure (c)

Supposons que nous n'ayons accés qu'aux 18 observations associées aux valeurs
centrales, i.e. les 9 valeurs en x=2.0 et les 9 valeurs en x=2.5. On se retrouve alors
exactement dans le cas de la Figure (b) et on observe alors une diminution assez importante
au niveau de la valeur du R? qui est due a I'étendue, maintenant limitée, de la variable
indépendante. La valeur de SSE est plus élevée d'un certain facteur Y dans un cas ol
I'étendue est grande comme dans la Figure (c) comparativement 4 un cas oll on n'aurait acces
qu'aux observations centrales (d'étendue limitée) comme dans la Figure (b). Il est évident
dans le cas présent que y=3. Par de simples manipulations, on montre que dans un cas
comme celui-ci (ot SSE. =Y SSEs), si SSTx.>7YSSTx» on a R*> R}. Sans effectuer de
calculs, il est clair qu'en comparant les Figures (c) et (b), la valeur de SSTx. est nettement
supérieure A trois fois SSTx,. L'idée d'étudier les répercussions de 1'étendue a €té amené par
HAHN [22]. |

Une autre situation influencant la valeur du coefficient de détermination est l'inclinaison
de la surface de régression. Cette observation & été notée par George Furnival et publiée par
BARRETT [2]. La valeur du R* augmente avec "l'inclinaison" de la surface de régression.
Illustrons ce phénomeéne, encore une fois, 4 'aide d'une régression linéaire simple. Cet
exemple est & la fois suffisamment simple pour effectuer les calculs sans avoir recours a un
outil informatique et suffisamment général pour effectuer une infinité de compafaisons entre
des ensembles d'observations. Considérons des ensembles ayant le méme nombre
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d'observations et la méme valeur de SSE. Pour faciliter les comparaisons ceux-ci seront tels
que Xx=y=0.

Exemple ‘ ,
Soit trois observations associées aux valeurs (-2, -2tan8), (1, 1+tan8) et (1, -1+tan6) ou 6

est un angle quelconque qui est supérieur ou égal 4 0° et inférieur a 90°.

Alors (%,Y) = (0,0).

 m-RE-T) za N
De plus, B, = - =&—=tnbet B =Y-B¥=0.

M
—~~
Ry
I
=|

~—

N
=

~

i
n
W
L

~

Ainsi, Y =tan0-x.

D'ou,

SSE = 3(%-F) = 3 (f-tan8x,) =2
i=1

i=1

et R2=1 SSE—l 2 o 2 =1 2 =1 L
slTm e T T3 VT 2 YR Y- I
SST Z()’r)’)z é%z 6tan’0+2 3tan?6+1

i=1

On est donc en présence d'un cas ou en faisant varier 6 € [0,%[, chaque ensemble
d'observations a le méme centre de gravité ((%,Y) =(0,0)) et la méme valeur de SSE(
savoir 2). De plus, on remarque que la droite de régression, ¥=tanB.x , admet tan® (une
fonction croissante en 6) comme pente, passe par l'origine et que 6 correspond a l'angle
formé entre cette droite et I'axe des abscisses.

Voici un tableau présentant quelques valeurs:

30° \3/3=0,577 0,5
45° 1 0,75
60° \3=1,732 0,9
89° 57,29 0,9999
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On remarque qu'en augmentant la valeur de 6, on accentue la pente de la droite de
régression; ceci a pour effet d'éloigner les valeurs Y, de Y et donc d'augmenter SST.
Notons qu'ici, la fonction correspondant & SST, soit 6tan*@+2, est croissante en 6.
Ainsi, SST angmente de pair avec 8 ce qui explique, 3 SSE constante, l'augmentation du

coefficient de détermination.

Un autre inconvénient du coefficient de détermination est qu'il n'est pas un bon indicateur
de la qualité de 1'équation de régression en ce qui 2 trait & la véritable valeur moyenne de la
variable expliquée (en utilisant un intervalle de confiance) ou lorsque I'on veut prédire une
valeur future (en utilisant un intervalle de prédiction). En fait, il est possible qu'un ensemble
d'observations pour lequel la valeur du R? est élevée fournisse de moins bons intervalles de
confiance qu'un autre ensemble d'observations avec une valeur moindre du R* (il en va de

méme pour les intervalles de prédiction).

Voici un exemple d'intervalles de confiance & 1 —o.=95% pour y . Pour faciliter la

comparaison, la variable indépendante prend exactement les mémes valeurs dans les deux cas
de sorte que seule la valeur de s=+/SSE/(n—k) influence la largeur des intervalles de

confiance.

8 . 8

7 77

6 6

5 5

4 - 4 —

3 3

27 2

1 1 T T T !

n] 10 o 2 4 6 8 10
R*=0.949 R*=0.321

Figure (d) Figure (e)
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On constate uniquement par comparaison visuelle que l'intervalle de confiance est plus
large dans la Figure (d) que dans la Figure (e). Plus formellement, la largeur de l'intervalle
donnée par 25 tan(n—k) ya'(X'X Y'a (voir section 1.2.5 (a)) varie de 1.39 4 2.38
dans la Figure (d) et de 0.19 4 0.32 dans la Figure (¢). En considérant plutdt des intervalles
de prédiction & 95%, la largeur de ceux-ci, donnée par 25 ton(n—k)- \/ 1+d(X'X)a
(voir section 1.2.5 (b)) varie de 3.67 & 4.15 dans la Figure (d) et de 0.49 a 0.56 dans la
Figure (e). |

Cet exemple refléte une situation ol dans la Figure (d), la variabilité non expliquée par la
régression est relativement grande (ce qui contribue & élargir les intervalles de confiance et de

prédiction) mais est toutefois relativement faible comparée 2 la variabilité totale. De cette

facon la valeur de R*=1- -gg—g est élevée bien que les intervalles soient larges. La Figure

(e) refléte la situation contraire, & savoir SSE petit mais relativement grand par rapport a
SST. Notons que l'exemple considéré exploite I'argument concernant l'inclinaison de la
surface de régression voulant que la valeur de SST augmente avec l'inclinaison de la surface.
On remarque que l'inclinaison est élevée dans la Figure (d) ce qui n'est pas le cas dans la
Figure (e). De fagon évidente, on peut exploiter également l'argument de dispersion des
variables dépendantes pour faire varier la somme totale des carrés.

c¢) Inconvénients reliés aux ''répétitions"

DRAPER & SMITH [14] ont remarqué qu'en présence de répétitions, sauf dans des cas
trés rares, le coefficient de détermination ne peut prendre la valeur 1. Ce résultat, en soit,
n'est pas trés étonnant puisqu'on observe que trés rarement la valeur 1 en pratique, mais ceci
constitue néanmoins une limite théorique qui peut étre contournée, comme on le verra sous
peu, en redéfinissant un nouveau coefficient de détermination.

Puisque R®= |_SSE _ | _(SSPE+SSLF)
SST SST

Donc, en supposant qu'il y a au moins une répétition, i.e. qu'il existe au moins un indice i

, on aura R*=1 que si SSPE=SSLF=0.

tel que n; > 1, cette situation ne survient que si on a simultanément des variables expliquées
ayant les mémes valeurs dans les blocs de répétitions (Y;=Y;) et un modele parfaitement

ajusté aux moyennes ( ¥, =¥;). On en déduit que sauf dans des cas trés rares on a R*< 1

lorsqu'il y a des répétitions (en fait lorsqu'il y a de 'erreur pure).
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Dans un autre ordre d'idée, notons gqu'en général, lorsque 1'on augmente le nombre
d'observations, on réussit 2 mieux cerner I'ensemble des points diminuant ainsi les erreurs
individuelles et de ce fait la somme des carrés des erreurs (SSE). Le coefficient R? se voit
donc augmenté. Comme le mentionne DRAPER [15], dans le cas de répétitions, il est

possible qu'en augmentant le nombre d'observations, on diminue le R.

Examinons les graphes suivants:

4 4

3 . 3

2 ) 2-

1 2 1

0 T T T T T 0 T T T T T

S 10 15 20 25 30 35 s 10 15 20 25 30 35

R*=0.971 R%=0.658
Figure (f) Figure (g)

Les deux ensembles d'observations considérés donnent tous deux lieu a la droite de
régression y =x. On remarque que dans la Figure (g), le R? est moins élevé, bien que le
nombre d'observations soit plus grand. Cet exemple illustre une situation ot la valeur de
SSE est amplifiée 4 cause de l'erreur pure. Dans la Figure (f), on a SSPE =0 puisqu'il n'y
a aucune répétition (ce qui n'est pas le cas dans la Figure (g)). Ainsi, puisque
SSE = SSPE + SSLF est plus élevé dans la Figure (b), le R? associé s'en voit diminué.

Le cas de la Figure (g) peut &tre généralisé. Afin de conserver la méme droite de régression,
on considérera des ensembles d'observations avec un nombre identique de répétitions en
chaque valeur différente de x et comme dans la Figure (g) les répétitions doivent &tre
symétriques par rapport aux observations initiales (1, 0.9), (2, 2.2) et (3, 2.9). Supposons
que l'on utilise les indices f et rep pour identifier respectivement l'ensemble des observations
de la Figure (f) et un autre ensemble d'observations avec des répétitions, on a alors : |
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SSPE; =0 etdonc SSLF¢= SSE,
SSRyep = niSSR
SSLF e, = n; SSLF.

Ainsi,

SSLF:+ SSRr]

SSPEe, >0 < ni[SSLF: + SSRi]1+ SSPEep > ni SSer: SR
f

SSR¢ > niSSR;
SSLFf + SSRf ni[SSLFf + SSRf] + SSPErep

SSR¢ S SSRyep
SSLF;+SSR;  SSLFrep+SSPE;p+ SSRrep

- SSR¢ > SSRep
SSTf SSTrep

< Rt>R%,

Vue la décomposition de l'erreur en deux parties, & savoir l'erreur pure et l'erreur due au

manque d'ajustement, la qualité de 1'ajustement d'une équation de régression peut €tre

1
examinée de fagon plus efficace en considérant les I résidus moyens plutdt que les n = 3 n;

i=1
résidus individuels. Dans le cas de répétitions, le terme important dans 'erreur est vraiment

1
SSLF = Zn;(f',-—?,-)z qui considére n; fois les résidus moyens dans chaque bloc. C'est
i=1

pourquoi CHANG & AFIFI [8] suggérent une modification du coefficient de détermination

afin de tenir compte des répétitions.  Ainsi, plutdt que de considérer
Ri=1— SSE -1 SSLF + SSPE SSLF

SST ~ SSR+ (SSLF + SSPE)’ SSR+ SSLF~
remarque que s'il n'y a pas de répétitions, a savoir SSPE =0, alors R% = R*>. De plus, sile

ils proposent R}=1-

modele est parfaitement ajusté aux moyennes, i.e. SSLF =0, alors R} peut atteindre la
valeur 1 comme borne supérieure et, tout comme le coefficient de détermination
conventionnel, si SSR =0, alors R} atteint la valeur 0 comme borne inférieure. On peut
remarquer que dans I'exemple considéré, comme SSR; = n:SSR¢ et que SSLF, =n;SSLF; ,

alors R} = R?>. Comme précédemment, l'indice g se rapporte  la Figure (g).
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d) Inconvénient relié aux valeurs extrémes

Le coefficient de détermination est sensible aux valeurs extrémes puisqu'il est fonction de
la somme des carrés des erreurs. D'ailleurs, la régression par la méthode des moindres
carrés est elle-méme influencée par les valeurs extrémes. Notons que dans de tels cas, il vaut
mieux avoir recours 4 des méthodes dites robustes; ces méthodes ne feront pas 1'objet du
présent document mais le lecteur intéressé peut se référer a HUBER [31] ou a
MONTGOMERY & PECK [39]. Evidemment, en changeant de méthode de modélisation, le
coefficient de détermination tel que défini devient inadéquat. Si on utilise une méthode
robuste, il devient désirable de modifier le coefficient de détermination afin de le rendre

med{lz—f',.l}T .
———— = qui est

robuste a son tour. KVALSETH [33] suggére la statistique 1— =
med{lY,—Yl}

n A\2
construite de la fagon suivante: la moyenne arithmétique SSE/n= Z(Y—Y,) /n est

i
i=1

remplacée par la médiane med{(y;—-f;)z} et SST/n= i()’i—_f)zl n par med{(¥-Y)’}. Ces
i=1

deux médianes sont respectivement exactement égales a [med{llf}—f’,.l}]2 et [med{IK —I_"l}]2

quand n est impair et approximativement égales aux deux mémes quantités quand n est pair.

A 2
On peut donc remplacer l—ﬁ—l_SSE/” ar 1— M .
med(l¥,—Y1)

SST - ssT/n?

2.1.4 Discussion

Nous venons de voir des situations ou le coefficient de détermination n'est pas
nécessairement un bon indicateur de la qualité d'une régression. Remarquons que les
exemples considérés portaient sur des ensembles d'observations différents ayant une somme
totale des carrés différente. Cependant, lorsque 1'on étudie divers sous-ensembles de
variables pour un ensemble donné, la somme totale des carrés est constante et seule la somme
des carrés des erreurs varie. En fait, en pratique, le R* est utilisé comme une mesure relative
et non comme une mesure absolue. Les exemples considérés servent a réaliser que méme en
- observant une valeur trés faible, voire nulle, du R?> pour le modéle complet ou pour un sous-

modele de celui-ci, il ne faut pas nécessairement en conclure que 1'équation de régression
résume mal les données. Par exemple, en régression linéaire simple, si B,= 0 alors R*=0et

ce, méme si les données sont arbitrairement preés de la droite estimée (un cas semblable
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fournirait une trs petite valeur de la quantité SSE). Inversement, une équation "mal ajustée

peut fournir 2 tort une valeur élevée du R*.

Il semble raisonnable de n'avoir recours au coefficient de détermination que pour vérifier
la qualité de I'ajustement d'une équation de régression. Utiliser ce critere a d'autres fins

(pour prédire, par exemple) est fortement déconseill€.

Rappelons qu'a la lumiére des exemples précédents il faut se méfier du terme SST qui

peut injustement contribuer 4 I'augmentation ou la diminution du R*.

On peut penser obtenir de "meilleures" conclusions en utilisant SSE au lieu de R?
comme critére de sélection. En effet, il est évident que le SSE n'est pas influencé par la
dispersion des variables dépendantes ni par l'inclinaison de la surface de régression.
Cependant, 1'atout non négligeable du coefficient de détermination est son interprétation
comme un pourcentage d'explication; ceci nous fait mieux réaliser l'impact du retrait de
variables. Le SSE quant 3 lui n'est pas borné supérieurement (si ce n'est que par SST') et
bien qu'il posséde une borne inférieure (a savoir 0), il est difficile de concevoir une notion de

proximité vers celle-ci.

Notons finalement que, comme nous l'avons vu précédemment, le R’ diminue
- systématiquement lorsque l'on retire une ou des variables. La comparaison de deux
ensembles de variables de tailles différentes, que 1'on appellera comparaison interclasses,
devient donc difficile puisque les ensembles de plus grandes tailles sont "privilégiés". Ceci
constitue une raison suffisante pour définir un autre critére qui, lui, nous permettra

d'effectuer des comparaisons interclasses.

2.2 Coefficient de détermination corrigé (R)

Devant le probléme des comparaisons interclasses, EZEKIEL [18] a suggéré de

remplacer R*=1- SSE par R=1- M—SE Notons que bien qu'en enlevant r variables a un
SST MST
modéle & k paramétres on ait SSE;<SSE,, il est possible que

[n—(k—r)ISSE, > (n— k) SSEy-, , i.e. MSE)> MSE,_, etdonc R > RL
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2.2.1 Définition

En considérant un modele 4 k paramétres (incluant B,) on a montré que sous I'hypotheése
Ho:B,=B,=.=B,,=0, ERY)=(*k-1D/(n-1).

.. . . C  qe k-1
Ainsi, la premiére étape pour corriger R} consiste a considérer R — .
n —

. . ‘s . a k-1
Notons que si R} vaut 1 alors cette derniére quantité ne vaut pas 1 mais plutdt 1 - 7
n -_—

ie. quantité qui est inférieure a 1.

n-1

Ainsi, afin de définir un R} corrigé qui prend la valeur 1 si R} vaut 1, on doit multiplier

k-1 -1
R - par le facteur z
n-1 n—k

On obtient donc une formule permettant d'évaluer ce qu'il sera convenu d'appeler le R*

corrigé, et noté }_25_, qui est donné par:

On rencontre plus fréquemment cette formule sous une forme équivalente soit:

O e
* (RL n-1\n-k n—k ( RO n—k) SST

Le facteur = —,lc est appelé facteur d'ajustement et correspond au rapport des degrés de
n -—
liberté de SST et SSE.. On peut donc également présenter R} sous la forme 1—%?5—:‘-.

2.2.2 Propriété

Sachant que 0 < R} <1, on en déduit les équivalences suivantes:

0<1-R<1 & OS(n_l)(l—RZk)S n-l
n—-k n—k
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2.2.3 Inconvénients

Le coefficient de détermination corrigé posséde évidemment les mémes limites que le
coefficient de détermination pour ce qui est de l'influence de SST. Dans certaines situations,
il est intéressant de modifier ce critére tout comme on l'a fait avec le coefficient de
détermination. Les modifications suggérées ne sont ni plus ni moins que l'ajout du facteur
d;ajustement ou d'une adaptation de celui-ci. Ainsi, en ce qui a trait au probléme des
répétitions, CHANG & AFIFI [8] suggerent d'utiliser le critére modifié

Ry, =1 —(1_ ! )( SSLF ) Pour ce qui est des valeurs extrémes, KVALSETH [33] |
I-k /\SSR+ SSLF

| A 2
— —1\| med{I¥,-Y}}

- propose de rempl ? par 1-( = ) ) |

propose mplacer R? par (n—k [med{IY,.—-Yl}j|

2.2.4 Discussion

Le coefficient de détermination corrigé n'apporte pas tellement plus d'information que le
coefficient de détermination, mais il a l'avantage de faciliter les comparaisons interclasses.
De fagon paralléle au critére précédent, on peut penser utiliser le critére du MSE au lieu du .
R. Cependant, on se retrouve de nouveau dans l'impasse de se demander s'il est plus
avantageux d'utiliser un critere qui ne sera pas influencé par l'inclinaison de la surface de
régression mais, a partir duquel, on ne peut facilement définir une notion de proximité vers la
bomne inférieure.
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2.3 C, de Mallows

Le crittre du C, de Mallows a été défini par Colin L. Mallows et publié initialement par
GORMAN & TOMAN [21]. Le C, (C: si on considere un modele a k parametres) repose

sur le prncipe de la minimisation simultanée du biais et de la variance des valeurs prédites par
l'entremise de l'erreur quadratique moyenne calculée sur chacune des n observations d'un
modele comportant k parametres. Celle-ci est notée MSEj; (mean square error).

2.3.1 Définition

Blp,]="Na, 1<i<n

On pose L
E[Yul=Va, 1<i<n

Puisque pour une variable aléatoire Z quelconque Var(Z)=E (Z)-[E@Z)) et que dans

le cas présent Dy est un vecteur de constantes on a :
MSEq = E[(§,~V)"1 = Var(§,, - Vi) + [E(P,— V) = Var(¥,) +[Na—Val .

Etant donné que l'on veut minimiser MSE; pour la variable Y, on minimise plutdt la

somme des MSEs. Ainsi, en définissant la somme des carrés des biais comme

SSB = i(Um—M)Z on a alors: E"ZMSE.-k = iVar (¥,)+SSB.
=1

i=1 i=1

Dans la suite, nous allons considérer une version "réduite" de cette quantit€ a savoir:

1] ~
Tiv= ;—E[EV{H‘(YM) + SSB] .
=1

Définissons Hy= X (X'X )" X' ol X estde dimension nx k et posons E(Y)=XB=p
et Cov(Y)=c?%1, .

On aalors :

éVar(f,.k) =t Cov(§,)] = tr[ Cov( H: ¥ )1= t[H:Cov(Y ) Hil = tr[6® Hi Hi] = tr[6” Hil »
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et donc iVar(fik) =ko?.
i=1

De plus,

E(SSE.) =E (Y'[1,—H\]Y)
=g2tr(l,— Hy)+ W (I,— Hi))L - (en vertu de la proposition 1.3)
=6 (n— k) + W[~ H)' (I—H) |0
=o’(n—k)+(U—He W) (L—Hr 1) .

Mais puisque H,p=X (X'X )" X' E(Y)=E[X (X'X )" X'Y]= E(Xfi) =E(Y), on en
déduit que SSB = E[SSE] - (n-k)c?

o 1 E '
Ainsi: Ty = ;E[k o’ +E[SSE)] - 6> (n— k)] = —[:g(%l -

(n—-2k) .

Puisqu'on ne peut évaluer directement T'y, on est amené a considérer la statistique Cj qui
est un estimateur de T,

La statistique C est définie de la fagon suivante :

_ SSEi

s2

Ci —(n—2k) o s? estun estimateur de . 3)

Un bon estimateur s> de ¢ est donné par l'erreur quadratique moyenne du modéle
complet.

SSE}

Ainsiona: Cr=(n—-
¢ p)SSE,,

—(n-2k). 4)

Si 1'équation posséde un biais négligeable, i.e. SSB=E[SSE,]—(n—k)c* =0, alors
SSE;. estime bien (n—k)c? et donc, 4 partir de (3), on a

_n-k)s’

s2

Ci —(n-2k)=k.



On en déduit qu'a toute équation possédant un faible biais correspond une valeur de Cj
voisine de k , tandis qu'un biais important entrainera une valeur de C; beaucoup plus élevée
que k .

D'ailleurs, la statistique posséde la propriété voulant que le modele sans biais qu'est le
modele complet (quand k=p) donne C, = p (simple substitution dans (4)).

2.3.2 Propriété

Puisque SSE; > SSE, on a les équivalences suivamcs:

SSEx SSE+
2lem- >n-—
SSE, ( p)SSEp P
SSEx
- —(n—=-2k)22k-
( P)SSE,, ( ) p
<:>Ck22k_p .

2.3.3 Inconvénients

_ SSEx

~2
9

C

-(n—2k)=S§’f"—(n—k)+k=(n—k)[W—1]+k .
(o} c

On réalise que la quantité entre crochets devrait idéalement €tre pres de 0. On retrouve
donc I'idée voulant que 'on doit choisir des équations telles que Cir=k. Cependant, la
quantité entre crochets peut étre grandement amplifiée du au facteur (n—k). Comme le
suggére HOCKING [27], le crittre du C, est davantage recommandé pour des valeurs

élevéesde k .

Ce critére est également sensible aux répétitions. Afin de définir une statistique qui tient

compte de ce probléme, CHANG & AFIFI [8] suggerent de remplacer Cr = szk - (n—-2k)
s
par C; = S5 l; Fi _ (I-2k) ot s* est un estimateur sans biais de ¢ donné par
s

s*=SSPE/n—1.
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Tout comme les critéres précédents, le coefficient C, est fondé sur I'estimation par la

méthode des moindres carrés ce qui le rend sensible aux valeurs extrémes. Le lecteur

intéressé pourra consulter RONCHETTI & STAUDTE [43] ol est introduite une version
robuste du coefficient C,.

2.3.4 Discussion

Le coefficient C, est reconnu comme étant un critére relativement satisfaisant puisqu'il

permet d'éviter, dans la mesure du possible, deux types d'erreurs lorsque vient le temps de
choisir un sous-ensemble de variables. La premiére de ces erreurs est I'inclusion de variables
non pertinentes et la seconde est l'exclusion de variables ayant une réelle influence sur la
variable expliquée.

L'inclusion de variables non pertinentes ne biaise pas les résultats pour ce qui est des
autres variables indépendantes mais a toutefois un impact sur celles-ci. Principalement, la
variance des variables prédites se voit augmentée. On peut ajouter également que ces
variables "inutiles" nuisent a la simplicité du modele ce qui complique une interprétation
éventuelle. En plus, ces variables additionnelles peuvent réduire la précision des tests de
signification statistique.

D'un autre cdté, l'omission de variables pertinentes peut sérieusement biaiser les résultats
et compromettre une interprétation de ceux-ci. Dans le cas le plus simple ol les variables
exclues ne sont pas corrélées avec les variables incluses, la précision des prédictions se voit
réduite. Cependant, en présence de corrélation, plus celle-ci est grande, plus le biais
augmente. Ceci peut s'expliquer par le fait que les effets estimés des variables incluses
proviennent non seulement de leur propre effet mais également de celui partagé avec les
variables omises. |

On en vient 2 la conclusion qu'un critére exploitant un compromis entre les deux types
d'erreurs, par le minimisation simultanée du biais et de la variance des valeurs prédites, est
définitivement intéressant.

A la lumiére de la limite mentionnée ci-haut, il est préférable d'utiliser ce critére lorsque
l'on dispose d'un nombre élevé de variables. Idéalement, d'apres les arguments précédents,
on cherche une équation ayant valeur de C, qui n'est pas trop loin de k. Si le choix n'est pas
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univoque, le jugement personnel entre en cause dépendant de la préférence de I'utilisateur.
Une approche consiste a choisir une équation biaisée (habituellement un sous-ensemble avec
peu de variables) qui ne représente pas nécessairement bien les données due a une grande
valeur de SSE, (etdonc C, > k) mais dont la valeur de C; (issue de la somme de la variance
et du biais des valeurs prédites) est la plus petite de toutes les valeurs peu importe le nombre
de variables. Une autre approche consiste & choisir une équation avec plus de parametres qui
représente bien les données (& savoir C; = k) mais dont la valeur de C, n'est pas la plus

petite (peu importe le nombre de variables).

Pour la deuxiéme approche, une fagon visuelle de repérer les meilleurs ensembles de
variables est d'identifier les diverses valeurs de C, sur un graphique de C; en fonction de k.
En tracant la droite correspondant & Cy = k, tout point prés de cette droite correspond a un
bon sous-ensemble. Une autre fagon de procéder consiste a tracer le graphique de C,—k en
fonction de k et de repérer les points prés de la droite horizontale C, —k =0.

2.4 Relations entre MSE;, Eﬁ, CretF

= _ = O, SSE/n—k . SSEi/In—(k—r)]
Re< Rier 1= poem T <1 1s5/tn-1)
@) SSEx-/[n=(k=1)] _ SSE/(n—k)
ST Iss/-n  I8S/tn-1)

E SSE,./In— (k-] < SSEx/(n—k)

En-03Er o k-r)
SSEx
o) SSEk-,
Sh—-k)———-[n-2k-nl< k-r
( )SSEk [ (k—r)]
(6)
@Ck—r< k"l’.

Notons que 1'équivalence (3) revient 3 MSEy_, < MSE.
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A partir de I'équation (3), on a également les relations suivantes:

SSEx-» < SSEx PN SSEx-r _ SSEi < SSEx _ SSEx
n—(k-r) n-k n—(k-r) n—(k-r) n-k n—(k-r)
(SSEy-~ SSEv) _ ( r

n—(k-r) (n—-k)[n—(k—r)])SSEk

PN (SSE_,— SSE)/r <1
SSE/(n—k)
&~ F <1,

Dans les équations ci-dessus, les équivalences demeurent inchangées si I'on subsitue
partout le symbole d'inégalité (<) par le symbole d'égalité (=) ou par l'inégalité inverse (>).

A l'occasion, on peut constater que MSE;-, < MSE,. Dans ce cas, inutile de se
surprendre si l'on observe que Ri < Ri—,, Cyr<k—r ou F<I.

SEBER [45] procéde autrement pour constater la similarité entre R: et Cp. 1l fait

SSE} - n-1\SSEx
—(n-2k)et 2=1—( )
T2 et Re= 1 Ssst

(ck—k)=(n—p)SSEk=1—_if§
n—k n-k)SSE, 1-R:

remarquer qu'en considérant C, = (n— p)

1+

On en conclut que si n2=k, en remarquant que 1— R} est seulement un "facteur

d'échelle", alors C,—k est pratiquement équivalent & l—ﬁ. En fait, les deux quantités

fournissent une mesure de 'amplitude du biais.

2.5 Exemple d'utilisation des critéres sur les données de Hald

Les critéres vus précédemment seront maintenant mis a l'essai sur des données réelles.
L'ensemble de données choisi est tiré du livre de HALD [1952, p.647] et portent sur la
chaleur dégagée au cours de la solidification du ciment en fonction des pourcentages de
quatre constituants. Les données ainsi que la matrice des corrélations sont reproduites 2
I'annexe 4. Ces données peuvent &tre qualifiées de données "classiques" puisqu'elles ont été
étudiées par bon nombre d'auteurs de renom qui les ont utilisées pour démontrer certaines

difficultés qui peuvent survenir en régression linéaire multiple.
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Bien que les données soient réelles, trés peu d'auteurs ont pris la peine de mettre en garde
leurs lecteurs quant au nombre restreint d'observations, soit 13 observations pour 5
variables, et n'ont pas pris non plus la peine de mettre les données en contexte. Ceci relegue
l'exercice de sélection de variables sur ces données & un exercice presque purement
académique.

La citation qui suit en est une de Ronald D. Snee extraite de la discussion sur l'article de
HOCKING [28]. Elle montre bien son étonnement face & l'utilisation par certains auteurs
d'ensemble de données sans tenir compte du contexte. Cette citation fait également référence
3 un autre ensemble de données historiques dont il ne sera pas question dans ce travail.

" The extensive use (frequently with no reference to the physical context of the
problem) of the 10-factor example mentioned earlier is conmsistent with my
impression that there are many developers of regression methodology who do not
anélyze many data sets. Hald's 13-observation cement data is another good
example (Draper and Smith 1981). Both of these data sets have been analyzed by
more authors than there are observations in the data set. The cement data also have
the distinction of bveing a mixture problem for which a constant term model and
variable selection are not appropriate. Only Daniel and Wood (1980) have

recognized this important feature of the data."

En examinant la matrice des corrélations, on s'apergoit qu'il existe des corrélations
élevées entre certaines variables explicatives. La corrélation entre X1 et X3 est de -0,824 et
celle entre X2 et X4 de -0,973. On doit donc s'attendre & ce qu'une seule variable du premier
groupe combinée & une seule variable du deuxieéme groupe explique la majeure partie de la
variation.

Critére du coefficient de détermination

Voici le tableau des valeurs du coefficient de détermination les plus élevées pour les sous-
ensembles de tailles différentes. f(.) sert & énumérer les variables qui interviennent dans le
modele.
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F(X4) 0,67454

F(X1, X2) 0,97868
F(X1, X4) 0,97247
F(X1, X2, X4) 0,98234
F(X1, X2, X3, X4) 0,98238

A la lumire de ce tableau, on remarque qu'un modele & deux variables suffit & expliquer
presque toute la variation. Conserver trois ou quatre variables ne ferait qu'alourdir le modele
en le rendant plus difficile d'interprétation. On peut également noter qu'il existe une tres
1égere différence entre les R? du meilleur modele a trois variables et celui a quatre variables.
Ceci peut s'expliquer par le fait que les variables indépendantes représentent les pourcentages
d'un mélange d'ingrédients et que la somme des valeurs de ces variables est pratiquement
constante, variant entre 95 et 99,

Pour ce qui est des deux modeles & deux variables, aucun ne semble se démarquer;
certains choisiront le modgle faisant intervenir X1 et X2 puisque le R? est plus élevé, alors
que d'autres affirmeront que le modele qui est fonction de X1 et X4 est meilleur puisque le
meilleur modele a4 une variable fait intervenir X4. Bien sir, mis a part les arguments
statistiques, la préférence de 1'un ou l'autre des sous-ensembles peut &tre déterminée a partir
d'une bonne connaissance des caractéristiques des composantes du ciment par un expert»dans
le domaine. '

Critére du coefficient de détermination corrigé

Voici le tableau des valeurs du coefficient de détermination corrigé les plus élevées pour
les sous-ensembles de tailles différentes:
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f(X4) 0,64495

X1, X2) 0,97441
X1, X4) 0,96697
Ff(X1, X2, X4) 0,97645
f(X1, X2, X3, X4) 0,97356

Encore une fois, on remarque qu'un modele a deux variables est suffisant. Rappelons
qu'une des propriétés intéressantes de ce critere est de permettre les comparaisons
interclasses sans que les modeles avec un plus grand nombre de variables soient
systématiquement meilleurs. Ici, on remarque que le R? est plus élevé pour le modéle
utilisant X1 et X2 que pour le modele complet.

Critére du Cp de Mallows

Voici le tableau des plus petites valeurs du C, de Mallows pour certains sous-ensem.bles

de tailles différentes. Les ensembles non listés affichent des valeurs supérieures a 20.

o
f(X4) 138,7 2
fX1, X2) 2,7 3
£(X1, X4) 5,5 3
Ff(X1, X2, X3) 3,0 4
f(X1, X2, X4) 3,0 4
f(X1, X3, X4) 3,5 4
(X2, X3, X4) 7.3 4
f(X1, X2, X3, X4) 5,0 5
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Puisque 1'on recherche des sous-ensembles comportant un minimum de variables ol
Cr=k, ie. ot Cy esti peu pres égal au nombre de paramétres (nombre de variables + 1), le

choix tout indiqué est le modele faisant intervenir X1 et X2.’

2.6 Autres criteres

La plupart des critres autres que ceux traités dans ce chapitre constituent des adaptations
de ceux-ci : des versions robustes, des versions permettant des choix & l'intérieur de
domaines, etc. Cette section présente deux critéres qui amenent des idées différentes, il s'agit
du critére 7, et du crittre PRESS. Le premier exploite une avenue menant 2 des décisions

"pratique" plutdt que "théorique" et le deuxitme exploite une technique du type "ré-
échantillonnage".

2.6.1 Le critere Yy,

Le critére v,,, que nous désignerons par Y, afin d'uniformiser les notations, a ét¢
développé par Box et Wetz en 1973. Ce critére va plus loin que le concept de régression
"statistiquement significative" en apportant l'idée de régression "utile en pratique”.

Soit Y=MN+E=XB+Z¥+E .

Ici, Z¥ représente des effets que 1'on souhaite éliminer dans la variation des données
(moyenne, variables en blocs, tendances reliées au temps, ...). Plus spécifiquement, Y est

un vecteur de paramétres dits de nuisance. Comme précédemment, on suppose que € est
d'espérence nulle et de variance ¢*J .

Soient T);, la i® observation du vecteur N=2Z¥ et M, lai® observation du vecteur

n=Xp+Mm.

Les changements sur les valeurs T); calculés sur toutes les observations expérimentales

peuvent Etre mesurés par :
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L'estimation par la méthode des moindres carrés de T]i—ﬁi est

A~

Afin de calculer efficacement les variances des Y,—Y,, i=1,...,n, on considére le
vecteur Y—F=XB=HYod H=X (X'X )" X'. La matrice de variances-covariances est

donnée par :

B{[HY-E(HY)] [HY-E(HY)] }= E[(HY) (HY)]~E(HY) E[(HYY]
=E[H Y Y'H'|-H E(Y ) E(Y*) H'
=H [E(Y ¥) - E(Y) E(Y) | B
=H [Ic*|H'
=Ho.

Ainsi, Var(f/i —¥,) est donnée par le ;* élément de la diagonale de H ®. Une mesure
de la qualité de l'estimation des différences 'I’],-—f]i est donnée par la moyenne de ces

variances soit

w(H 6%)/n =(c*/mu(lX (X'X )1X')
= (c*/mu(X [(x'X )" X1)
= (6*/m)t(Ix)
=kc’/n . (6)

Une mesure de la comparaison de 'ampleur des changements des T\,.—f]i par rapport a

leurs erreurs d'estimation est donnée par la racine carrée du rapport entre les équations (5) et
(6) soit

n 2 172
Ve = {g(n,-—n,-) / kol} :
On s'intéressera i la plus petite valeur de 7, pour laquelle I'équation est "utile en

pratique” plutdt que seulement "statistiquement significative". Celle-ci est, jusqu'a un certain

point, arbitraire, de la méme fagon que le choix d'un niveau de signification l'est. BOX &
WETZ [7] ont montré que si y, désigne le niveau minimal acceptable pour ¥,, il faut calculer
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une certaine valeur F,, dépendante de 7y,, & savoir Fo= (I+Y,)* Fa(Ve,v,) Ol v, est le
nombre de degrés de liberté résiduels et ou v, est la partie entiére de k(l+'y(2))2 /(1+272). Si
la statistique F habituelle excede cette valeur Fo, on pourra accepter que la valeur de 7, est
suffisamment grande pour que 1'ajustement de 'équation de régression soit utile en pratique.
Selon DRAPER [14], si la valeur observée de F est trois ou quatre fois plus élevée que la
valeur critique de F, la "signification" pratique est presque sfirement atteinte et est clairement
atteinte si la valeur expérimentale est cing ou six fois plus élevée que la valeur critique. Cette
conclusion est contestée par DARLINGTON [13] qui affirme que pour de grands
échantillons, de taille 100 000 par exemple, une corrélation simple de seulement 0,02 excéde
de 10 fois la valeur critique de F. ‘

2.6.2 Le_critere PRESS

Le critére PRESS a été proposé par ALLEN [1] et exploite 1idée de calculer une somme
de carrés afin de choisir une équation fournissant les "meilleures" prédictions. Dans un
monde sans contrainte, on considérerait deux échantillons (indépendants), un premier pour
calculer les parameétres du modgle et I'autre pour valider la qualité des prédictions générées
par le modele. Pour ce, il suffirait d'étudier, pour chacune des observations de I'échantillon
de validation, les écarts entre les ¥; observés et ceux calculés par le modele. Comme, dans
la majorité des cas, on ne peut s'offrir le "luxe" d'un deuxi¢me échantillon, le critére PRESS
offre une alternative intéressante.

Soit k le nombre de paramétres dans le modele (incluant ;) et n le nombre total

d'observations. On débute en ignorant la premiére observation et on établit toutes les
régressions possibles sur les n-I observations restantes. On trouve alors f’lk un prédicteur

de ¥, (pour chacune des régressions). On poursuit en calculant Y, un prédicteur de Y, en
ignorant la 2¢ observation et en calculant encore une fois toutes les régressions a l'aide des

n-1 observations restantes. On répéte le processus jusqu'a ce que l'on ait tous les
prédicteurs Y, ,...,Y,. On pourra alors évaluer le somme de carrés suivante :

PRESS = lzl(z—?ik)z.

On cherchera évidemment une équation avec un minimum de paramétres pour laquelle la
valeur de PRESS est la plus petite possible.
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La principale critique qui puisse &tre formulée concernant ce critére est la quantité
importante de calculs en cause. On peut également s'objecter & I'utilisation du méme
échantillon pour l'estimation et la validation. Il reste que le critére demeure un bon

compromis si on ne peut se permettre un deuxiéme échantillon.

2.7 Correspondance entre les objectifs et les critéres

Une des grandes richesses de la régression est qu'elle peut servir a atteindre divers
objectifs. Dépendamment de 1'usage que 1'on veut en faire, on ne recherchera pas les mémes
qualités dans les équations de régression. 11 devient donc évident qu'employer un critre non
adapté A I'usage souhaité est I'une des principales sources d'erreurs.

D'un c6té nous avons un certain nombre d'objectifs et de 'autre des critéres qui ont été
développés sans vraiment répondre totalement  I'un ou plusieurs de ces objectifs. En 1976,
HOCKING [29] affirmait qu'il n'existe toujours pas de relations solides entre les objectifs et
les critéres. En 1992, TOMASSONE et al [46] réiterent cette affirmation.

Afin d'en arriver A établir des correspondances raisonnables, commengons d'abord par
énoncer certains objectifs fréquemment visés en régression linéaire multiple.

 la description i.e. utiliser une équation de régression dans le but de préciser des
relations entre les variables indépendantes et d'analyser leur action sur la variable

dépendante.

o I'estimation et la prédiction i.e. estimer la valeur moyenne correspondant a une
observation donnée ou prédire le valeur d'une observation.

« [l'extrapolation i.e. prolonger les résultats hors du domaine des données employées
pour calculer les éléments de la régression.

Reprenons maintenant ces trois objectifs et tentons de leur associer les criteres les mieux
adaptés.
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a) Description

Pour cet usage, il y a habituellement conflit entre le désir d'obtenir une description 2 la
fois précise et la plus simple possible. En effet, la précision demande l'inclusion d'un grand

nombre de variables, ce qui est incompatible avec la simplicité.

Au sens des moindres carrés, les équations avec de petites sommes des carrés des erreurs
sont toutes indiquées (critere du SSE). Par conséquent, on peut également penser au
coefficient de détermination qui quoique plus facile a interpréter posséde certains
inconvénients. Rappelons qu'une discussion concernant ces deux critéres apparait a la
section 2.1.4 de ce mémoire. '

b) Estimation et prédiction

Afin d'estimer et de prédire efficacement, une petite erreur quadratique moyenne est
recherchée. D'ailleurs le terme s =+/MSE apparait dans la formule du calcul de l'intervalle
de confiance pour la valeur moyenne de Y tout comme dans celle du calcul de l'intervalle de
prédiction pour Y.

En pensant au critere du MSE, on est amené a considérer le critére du coefficient de
détermination corrigé (voir discussion  la section 2.2.4). Le critere du C, de Mallows sert

également bien cet objectif. Un autre critére est spécifiquement congu pour prédire
efficacement : le critere PRESS.

Nous savons qu'il est possible que MSE, < MSE, i.e. qu'un sous-ensemble possede

une plus petite erreur quadratique moyenne que le modele complet. Un tel sous-ensemble se
porte bien a I'estimation ou a la prédiction.

¢) Extrapolation

Lorsqu'il est question d'extrapolation, la notion de danger est omniprésente. Bien que
rien n'empéche une telle pratique, l'utilisateur doit &tre conscient des risques qu'il encourt.
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D'abord, le modele, dont on estime les paramétres, peut ne plus étre valable hors du
domaine des données ayant servi a calculer les éléments de la régression. Ensuite, en
supposant qu'il 1'est encore, une prédiction valable dans les limites du domaine peut €tre
totalement inefficace i I'extérieur. MASON et al. [37] montrent que la quasi dégénérescence
de la matrice X mene a de tels résultats.

Les mémes critéres que pour la prédiction peuvent étre utilisés ici, a savoir les criteres
MSE, R?, C, de Mallows et PRESS. En plus d'étudier ces critéres, HOCKING [29]

. N 1 .
recommande de considérer des sous-ensembles ou F<-— i.e. tels que

-
(n=p)*r e < MsE.
(n—p)+1 P

A la lumiére de cette section, il apparait important d'utiliser des critéres adaptés aux
objectifs visés. Résumons les recommandations:

Pour décrire des relations, les crittres du SSE et du R? sont suggérés.

* Pour estimer la valeur moyenne correspondant & une observation donnée ou prédire la
valeur d'une observation, on peut utiliser les crittres MSE, R?, C, de Mallows et
PRESS. Des équations o MSE,_, < MSE sont fortement suggérées.

* Dans le but d'extrapoler, on peut utiliser les quatre mémes critéres. Etant donné la

nature plus sensible de cet exercice, une condition plus restrictive est recommandée a

savoir m MSE,_, < MSE.
(n—p)+1] 7
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CHAPITRE 3

PROCEDURES DE SELECTION SUCCESSIVES

L'étude des "meilleurs" sous-ensembles de variables peut s'avérer, de prime abord, une
tache tres ardue. Une fagon de procéder est de produire la liste de tous les sous-ensembles
possibles et d'effectuer chacune des régressions. Il restera alors a faire un choix éclairé en

utilisant les critéres exposés au chapitre 2.

Le probléme de cette approche est que si I'on considére le modele complet & p-1

variables, chaque variable pouvant ou non appartenir au modele, il existe 27~

sous-
ensembles possibles. En considérant un modgle comportant 10 variables explicatives, on
serait donc amené 2 étudier plus de mille sous-ensembles! De plus, bien que les ordinateurs
se soient constamment perfectionnés au cours des années, le temps nécessaire pour générer
27-! régressions peut encore, de nos jours, &tre relativement long. Dans la suite, nous

appellerons cette durée des calculs le "temps-machine”.

Les procédures de sélection successives ont donc été créées en vue d'alléger ce fardeau.
En effet, ces méthodes trouvent le "meilleur" sous-ensemble de variables pour toutes les

tailles de sous-ensembles possibles.

Nous étudierons trois méthodes de sélection successives. Les deux premiéres sont
appelées respectivement la sélection progressive ("stepwise regression") et la sélection
ascendante ("forward selection"). Ces deux méthodes considérent d'abord le modele
constant, 4 chaque étape, elles essaient d'ajouter une variable "significative" jusqu'a ce que
l'on atteigne un critére d'arrét donné. La seule différence entre ces procédures est que
l'algorithme de sélection progressive prévoit des tests supplémentaires visant a juger si une
variable entrée A une étape antérieure peut éventuellement étre retirée si elle est devenue "non
significative" par la suite. La troisitme méthode s'appelle la sélection descendante
("backward elimination"). Celle-ci considére d'abord le modele complet et tente, a chaque
étape, de retirer une variable "non significative” jusqu'd ce qu'un critére d'arrét, fixé a
I'avance, soit atteint.
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On établit qu'une variable faisant partie d'un ensemble est significative de la fagon
suivante: on trouve la valeur du parametre ﬁ'_ associé a la variable ainsi que son écart-type

~

B,

s(ﬁ,). On calcule la statistique t = ® qui est distribuée suivant une loi de Studenta n—k
! S

i

degrés de liberté. On s'intéresse alors au test Ho:B, =0 contre H,:B,;#0. On acceptera
I'hypothése H, que si [tI< tq,(n—k) ol le terme de droite représente le quantile d'ordre
1-o/2 de laloi de Student. La majorité des logiciels utilisent la statistique F = t* qui est
distribuée suivant une loi de Fisher F(1,n—k). En respectant les quantiles, on peut établir
que Fo(Lv)=tan(v).

Une notion qui intervient dans le choix des variables est le niveau critique ("p-value").
Le niveau critique correspond au plus petit niveau pour lequel on rejetterait I'hypothése Ho
(nullité¢ d'un paramétre donné) et ce, & partir des observations dont on dispose. Ainsi, si le
niveau critique excéde 5%, voire 10%, on aura toutes les raisons d'accepter I'hypothése Ho

sur la nullité d'un parameétre.

3.1 Sélection progressive et ascendante

3.1.1 Description

Comme la sélection ascendante n'est rien d'autre qu'un cas particulier, nous décrirons la
sélection progressive afin de comprendre le principe de fagcon générale.

La sélection progressive nécessite l'attribution de deux niveaux. Le premier niveau,
Olentrée » déterminera si une variable doit entrer ou non dans I'équation et le deuxiéme niveau,
Olconserve » d6tErminera si on conserve ou si on retire une variable une fois entrée. En général,
on choisit Gepgée €€al & Olconserve- Bien que l'on puisse choiSir Olgonserve Plus grand que
Olentrée» 12 relation inverse n'est pas recommandée car cela rendrait trop probable la

suppression d'une variable une fois entrée, ce qui pourrait entrainer un effet de cycle.

En second lieu, on considére le modeéle constant. Si ce modele n'est pas déja acceptable,
on ajoutera des variables, une 4 une, a partir de leur degré de signification (par I'entremise

des niveaux critiques) & chaque pas. Deux méthodes sont utilisées pour choisir les variables :
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celle des coefficients de corrélation partiels et celle des tests-t (ou tests-F). La méthode des
coefficients de corrélation consiste 4 calculer, dans un premier temps, le carré des corrélations
entre les variables explicatives et la variable expliquée et a considérer la plus grande parmi
celles-ci. On effectue une régression 2 l'aide de cette seule variable expliquée et on compare
le niveau critique du test-t (ou du test-F) & Ctenrée- On conservera la variable & moins que le
niveau critique n'excéde Olenuée puisqu'alors la procédure serait terminée et on garderait le
modele constant Y =Y. Si la variable est conservée, on passe a la deuxiéme étape qui
consiste 2 calculer le carré du coefficient de corrélation partiel appelé le coefficient de

détermination partiel. On parle de partiel car on ne calculera le coefficient de détermination
que pour les variables qui ne sont pas encore dans le modéle. Si Xi, Xa,..., X, sont déja dans

le modéle et que X1, X;425---» Xp-1 N'y sont pas alors:

SSE %, x20Xy, — SSE %, X000 X 10X
RA(Xi| X1 X2yeees X5) = D2 Lrzntesl | izg4le.,p-1.
: SSEx,,Xsue:X;

Encore une fois, si la variable expliquée ayant le coefficient de corrélation partiel le plus
élevé posséde un niveau critique inférieur au seuil Gientrée, €lle entre dans le modele. Sinon,
la procédure se termine avec le modele a une variable. On vérifie maintenant si la premiére
variable entrée a toujours sa place dans le modele. Pour ce, on compare son niveau critique a
Olconserve. ON retirera la variable que si le niveau critique excéde Olconserve- ON poursuit la
procédure jusqu'a ce qu'aucune variable ne soit suffisamment significative pour entrer dans
le modele.

Pour ce qui est de la méthode des test-t (ou test-F), la différence réside dans le fait que
I'on dresse une liste des modeéles candidats avant d'en choisir un. Ainsi, la procédure débute
en listant les valeurs des statistiques Itl (ou F) de tous les modeles a une variable et consiste a

choisir la variable pour laquelle la statistique est 1a plus élevée. Cette stratégié s'explique par
le fait que 'on recherche des variables ot on rejettera Ho:B,=0, i.e. quand |t|>ta,. On

prendra également soin de vérifier si celle-ci est significative au niveau Olentrse, faute de quoi

la procédure se termine.

On dresse ensuite la liste de tous les modeles 4 deux variables contenant la premiere
variable sélectionnée et encore une fois, on choisit celle qui offre la plus grande valeur de t
(ou F) tout en étant significative au niveau Qlengeée- Par la suite, tout comme dans la

procédure de sélection progressive, on vérifie que la premiére variable est toujours
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significative au niveau Olconserve, faute de quoi on la retire. Reste & poursuivre la procédure

jusqu'a ce qu'aucune variable ne soit suffisamment significative pour entrer dans le modele.
Jjusq q g p

La sélection ascendante, quant  elle, n'est rien d'autre qu'une sélection progressive ou
on ne vérifie pas si une variable devient non significative suite a 1'ajout d'autres variables.
On est alors assuré qu'une variable entrée ne peut ressortir (ce qui peut étre désirable dans
certains domaines d'application).

3.1.2 Inconvénients

Un des inconvénients de ces méthodes est qu'elles ont tendance a fournir des résultats
discutables en présence d'un grand nombre de variables; il arrive souvent que ces procédures
se terminent hitivement ignorant ainsi des variables cruciales.

11 est relativement facile de fabriquer des exemples, méme de petites tailles, montrant une
limite potentielle de ces méthodes; tout est relié au fait que la sélection de variables se fait une
a une. 1l se peut que deux variables réunies fournissent une excellente corrélation avec la
variable expliquée mais qu'individuellement elles n'apportent que peu de contribution a
l'explication. Un exemple tiré de MILLER [38] exploite cette idée. On considere les
données "artificielles" suivantes:

-2 1000 1002 0
-1 -1000 -999 -1
1 -1000 -1001 1
2 1000 998 0

La variable Y est exactement égale 3 X1-X2 mais Y est orthogonale a X1 et est presque
orthogonale a2 X2. La procédure ascendante choisira X3 comme premiére variable. La
prochaine variable est X2 qui n'offre qu'une diminution trés négligeable de la somme des
carrés des erreurs et ne sera pas prise en compte pour cette raison. On notera que X1 et X2
réunies offrent une valeur parfaite du coefficient de détermination mais sont ignorées.
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Le fait que X1 et X2 puissent bien expliquer conjointement la variable Y méme si
~ individuellement il n'en est rien pcﬁt étre détecté par un examinateur remarquant une
corrélation importante entre ces deux variables explicatives. Cependant, il est possible, tout
comme MANTEL [36], de fabriquer des exemples ot des indices d'un tel comportement est
presque impossible a déterminer a partir de 1'étude de la corrélation simple.

Supposons que pour un certain k les variables Xi,X»,..., X1 sont mutuellement

indépendantes entre elles tout comme avec la variable Y. A I'opposé, les variables
Xe+1> X425-.-» X p-1 SONt individuellement presque parfaitement corrélées avec la variable Y et

leur corrélation multiple est également presque parfaite avec Y. Pour une certaine variable
X, il est possible que la meilleure régression multiple sur les p—1 variables ne fasse

intervenir que les k premiéres variables. Ceci peut survenir méme si la corrélation entre X
et Y est arbitrairement petite mais non nulle et que les corrélations de X, avec
X1, X2,..., X1 sont faibles, et ce, particulierement lorsque & est grand. Pour ces fins, il
suffit de définir Xy =coY +c1 Xi+...+cr-1 Xx-1 (OU les ¢;, i=0,...,k—1, sont non nuls).

Supposons que o3 désigne la variance non conditionnelle de Y et que o7 désigne la
variance de la variable X;, i=1,...,k—-1. La corrélation de X; avec Y est donnée par

k-1 1
co0o/ (X c?o?) qui peut étre définie arbitrairement petite en valeur absolue en choisissant un
i=0
co arbitrairement prés de 0 tout en fixant les autres ¢; et les o;, i=1,...,k—-1. La corrélation
, k-1 3
de X, avec un quelconque X;, i=1,..,k—1, est donnée par c;o;/(Tcic?) . Pour ¢
i=0

arbitrairement petit et avec des c¢;, i=1,...,k—1, égaux et avec des G7, i=1,...,k-1,
également égaux entre eux on obtient des carrés de coefficients de corrélation approchant la
valeur 1/ k—-1.

Une procédure ascendante détecterait "a tort" les variables Xy.1, Xx+2,..., Xp-1 Puisque les

variables X, X»,..., X fournissent une corrélation parfaite.
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3.2 Sélection descendante

3.2.1 Description

Cette procédure, débutant avec le modele complet, nécessite l'introduction d'un seuil qui
permettra de déterminer quelles variables peuvent &tre retirées sans trop comprometire la
qualité de I'équation de régression. On calculera les valeurs des statistiques ltl (ou F) et on
enlévera la variable pour laquelle la valeur de cette statistique est la moins élevée, et ce,
seulement si le niveau critique excéde le seuil fixé a I'avance (habituellement 5% ou 10%).
La procédure se terminera quand tous les niveaux critiques associés aux parametres, & une

étape donnée, seront inférieurs au seuil fixé.

3.2.2 Inconvénients

Contrairement aux deux méthodes précédentes, des résultats discutables auront tendance
4 survenir 2 partir d'un petit ensemble de variables. Cependant, cette méthode se comportera

relativement bien en présence de beaucoup de variables.

Cette méthode ne permet pas & une variable une fois exclue de réintégrer 1'équation
ultérieurement. Il se peut que la présence d'une variable dans 'équation finale puisse
contribuer & une réduction substantielle de la somme des carrés des erreurs mais qu'elle soit
irrémédiablement exclue dés les premiéres étapes de la procédure. Un exemple conceptuel
d'une telle situation est donnée par BEALE [3]. 1l suppose qu'une composition chimique
affecte la variable dépendante, disons le "rendement”. Cette composition est formée de huit
produits chimiques dont la somme représente des valeurs se situant entre 99.9 et 100% du
total dans tous les cas. Le reste, sous forme de poussitre, a un effet que 1'on supposera
négligeable. Si on ajuste une équation de régression avec terme constant sur ces données,
alors un des huit éléments sera éliminé puisque, si la poussiére est vraiment sans importance,
une équation sur sept éléments est A peu prés équivalente a une équation sur huit éléments.
Une pure question de chance déterminera l'élément exclu. Cependant, 1'élément retiré est
possiblement le seul a vraiment avoir un effet sur la variable expliquée.

Un autre inconvénient de cette méthode (qui était pratiquement vue comme une objection

a celle-ci il y a plusieurs années) est la grande quantité de temps-machine requis. En effet,
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rappelons que la procédure considére d'abord le modele complet. Ainsi, si celui-ci comporte
un nombre relativement élevé de variables, le temps requis a chaque étape (ol on n'enléve
qu'une variable) est non négligeable.

3.3 Comparaisons entre les méthodes

Les procédures de sélection semblent venir simplifier la vie de 1'analyste des données
mais encore faut-il que les résultats soient comparables & ceux que 1'on pourrait obtenir en
considérant les meilleurs sous-ensembles issus de 'étude des 27! possibilités.

BERK [4] a étudié les relations existant entre la sélection ascendante, descendante et
globale ("all subsets"). La sélection globale, qui considére les 2771 possibilités, trouve le
meilleur sous-ensemble pour toutes les tailles possibles en utilisant un critére de sélection
donné. La plupart du temps, le critére de coefficient de détermination maximal est utilisé.

Afin d'éviter de faire intervenir des critéres d'arrét, la sélection ascendante sera menée
jusqu'au modele complet et la sélection descendante jusqu'au modele constant. On dira que
deux procédures sont en accord si, pour toutes les tailles de sous-ensembles possibles, la
composition de ces sous-ensembles sont identiques. Nous supposerons que les trois
méthodes choisissent leurs sous-ensembles en se basant sur le critére du coefficient de
détermination maximal a chaque étape.

Théoréme

La sélection ascendante est en accord avec la sélection globale pour toutes les tailles de sous-
ensembles si et seulement si la sélection descendante est en accord avec la sélection globale
pour toutes les tailles de sous-ensembles.

Démonstration :

Supposons que les sélections ascendantes et globales soient en accord pour toutes les tailles
de sous-ensembles. Alors il faut nécessairement que l'ensemble & k+1 variables qui est
choisi contienne les variables de l'ensemble sélectionné comportant k variables puisque la
sélection ascendante produit toujours des sous-ensembles de la sorte. Dans le suite, on
désignera cette caractéristique par I'appellation "sous-ensembles emboités".
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La sélection descendante choisit, 2 chaque étape, le sous-ensemble ayant le coefficient de
détermination le plus élevé sous la contrainte que les sous-ensembles doivent &tre emboités.
Comme les sous-ensembles ayant le coefficient R? maximal sont justement emboités (pour
chacune des tailles possibles) la procédure descendante choisit, a chaque étape, exactement
les mémes ensembles puisqu'elle utilise le méme critere de sélection. On en concliit que la
sélection descendante est en accord avec la sélection globale si la sélection ascendante 1'est.
Un raisonnement identique permet d'établir la relation inverse. O

Ce théoréme nous apprend qu'une procédure est en désaccord avec la sélection globale si -
et seulement si l'autre procédure l'est également. Il en découle que si les procédures
ascendantes et descendantes sont en désaccord alors aucune d'entre-elles n'est en accord avec
la sélection globale.

La question de savoir si un accord entre les sélections ascendantes et descendantes
entraine un accord commun avec la sélection globale a été soulevée par HAMAKER [25]. 11
n'a offert aucune preuve de cette affirmation. Plusieurs années plus tard, BERK [4] a montré
que cette conjecture était fausse.

Supposons qu'il y ait quatre variables explicatives X;,X2,Xs et X4. Apres quelques
manipulations, on découvre que les meilleurs sous-ensembles par la méthode de sélection
globale sont respectivement ( X1), (X2,X3) et (X1,X2,X4); le sous-ensemble (X, X»)
constituant la deuxiéme meilleure paire. Dans un tel cas, les procédures ascendantes et
" descendantes choisiraient les sous-ensembles (Xi), (Xi,X2) et (X, X2,X4) créant un
désaccord avec la sélection globale.

Pour ce, nous définissons Xi,..., X4 de sorte que X; soit la mieux corrélée a Y bien
qu'elle explique pi¢trement cette derniére. Les variables X, et X seront définies de sorte a
expliquer peu individuellement mais beaucoup une fois réunies, tandis que les variables X; et
X, constitueront la deuxiéme meilleure paire. La variable X4, quant a elle, sera créée de
sorte a faire de ( X;, X2, X4 ) le meilleur ensemble 2 trois variables.

Supposons que Z,...,Zs soient des variables orthonormales, i.e. mutuellement

orthogonales (non-corrélées) avec moyenne 0 et variance 1.
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Soient 0 < 6 <y <m<1 et définissons
Y=2s,

Xi=Z,+NnZs,

X2=2Zr—-2Z3+MZs,
Xa=—Zr+Z3+YZ4+MZs,
Xe==Z1—Z2+Z3+dZs.

Si A désigne la matrice des coefficients des variables Zi,...,Zs, alors la matrice de
variance-covariance de (¥,X,, X1, X3, Xs) sera donnée par A Cov(Z) A'=A A'.

Soient § =0.015, y=0.02 et n=0.1. Les coefficients de détermination poﬁr les
ensembles A une variable (carré des coefficients de corrélation entre Y et X; i=1,...,4) sont

donnés par:

2

n
R%, =——=0.009901,
T2

R&, = —— =0.0049751,
2+1

,nZ
Rh=— =0.0049741 et
T o4y’ ©
R%=0
Ona;

SSE

2=]—-—==1-SSE SST = Y'Y = Zt = 1).
R ST (car Y'Y = Z4Zs )

On peut alors vérifier que le coefficient R?> maximal pour les ensembles 4 deux variables est
donné par

7 @+7%)
n*@+vH)+27*

=0.9900995, suivi de

2 —_
RXz,Xs -
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2

) 31

=20 _0.0147783.
Y )

Parmi les triplets, le R* maximal est donné par

N (8+33%) .
R¥%xaxe = =0.9944069 , suivi d
X X2,X n2(8+382)+252 uivi de
Re = L@F3T) 4 9901005
X1,X2,X3 1’]2(8+3’YZ)+252 . .

Ici, le choix de 'ensemble impliquant X; et X, comme modele 4 deux variables par les
procédures ascendantes et descendantes apparait insensé. En gardant en t€te que cet exemple
ne refléte pas nécessairement une situation qui risque de survenir fréquemment avec des

données réelles, il porte quand méme a réflexion.

3.4 Exemple d'utilisation des procédures sur les données de Hald

Nous allons maintenant appliquer les procédures de sélection successives sur l'ensemble

de données de Hald. Rappelons que celui-ci est reproduit a I'annexe 4.

On peut retrouver a 1'annexe 5, les étapes détaillées des trois procédures appliquées sur
ces données. Dans un premier temps, nous allons suivre en détail la procédure de sélection
progressive qui utilise les niveaux Oleptrée = Olconserve = 0,1. Par la suite, les résultats des

deux autres méthodes seront briévement commentés.

La procédure de sélection progressive débute par I'ajustement des quatre modéles 4 une
variable. C'est le modeéle impliquant la variable X4 qui produit la plus grande valeur de la

~

2
statistique F =t =(—(%’—)) avec 22,80. Au niveau Qlentrée = 0,1, cette variable est
s 1

significative puisque F=22,80 > 3,23=F;,(1,11). On combine alors X4 avec chacune des
trois variables restantes. La statistique F calculée & partir de l'estimateur du paramétre

associé a la variable X1 produit la valeur la plus élevée. Puisque F=108,22 >
3,28=F,,(1,10), X1 est significative au niveau Oleptrée- De plus, au niveau Oiconserve = 0,1,
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X4 demeure dans le modéle puisque 159,30 > 3,28. A la troisiéme étape, X2 est ajoutée.
Elle est significative puisque F=5,03 > 3,36=F,,(1,9). On remarque que X1 demeure
significative, ce n'est cependant pas le cas pour X4 qui, avec une valeur de F=1,86 doit
quitter le modeéle. On reste alors avec le modele a trois paramétres impliquant X1 et X2, A
l'étape 4, on estime & nouveau les paramétres associés a ces variables et on établit que les
variables sont significatives. Par la suite, la procédure tente d'ajouter la variable X3 qui, tout
comme X4, produit une valeur de la statistique F telle que le niveau critique excéde Olentrée-
Le modéle retenu est donc ¥ = ﬁo + ﬁle + ﬁ2X2.

Pour ce qui est de la procédure de sélection ascendante menée au niveau 0,1, les trois
premiéres étapes sont identiques & la procédure de sélection progressive. Comme cette
méthode ne peut rejeter de variables, elle tente d'ajouter X3 aux trois variables déja dans le
modele. Cependant, celle-ci n'est pas significative au niveau 0,1. Le mode¢le retenu est donc
¥ =P, +px1+B,x2+p,X4.

Pour ce qui a trait A la procédure de sélection descendante, le déroulement est trés simple
a suivre. Au niveau 0,1, on enléve a chaque étape la variable générant le niveau critique le
plus élevé tout en étant supérieur 2 0,1. On enléve donc X3, puis X4. On demeure avec X1
et X2 pour lesquelles on rejette I'hypothése nulle H: ﬁ,. =0, i=1, 2. Ici, tout comme pour

la procédure de sélection progressive, le modele retenu contient X1 et X2.

Rappelons que c'est le méme modele que celui qui avait ét€ choisi a la section 2.5. A
partir de cet ensemble de petite taille, on peut vérifier la validité des conclusions résultant des
méthodes de sélection automatisées présentées dans ce chapitre. Cependant, sur des
ensembles comportant beaucoup de variables, 1'analyste doit se fier, jusqu'a un certain point,
aux résultats issus des procédures de sélection successives.

3.5 Autres méthodes

Nous savons maintenant que les procédures présentées dans ce chapiﬁe ne trouvent pas
nécessairement le "meilleur" sous-ensemble; souvent celui-ci sera toutefois raisonnable.
Certaines alternatives ont été proposées et deux d'entre elles sont bri¢vement exposées dans
DRAPER & SMITH [14].
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Une de ces alternatives consiste 2 effectuer une sélection progressive en spécifiant
certains niveaux (valeurs de o) permettant de contrdler I'ajout ou le retrait des variables.
Lorsque la procédure se termine, il suffit de noter le nombre de variables dans 1'équation
finale, disons g , et d'effectuer toutes les régressions utilisant ces g variables. Il restera a
choisir le "meilleur" sous-ensemble déterminé a partir des critéres de sélection comme ceux
présentés au chapitre 2.

Cette approche demande un peu plus de temps-machine qu'une simple sélection
progressive mais permet de faire un choix éclairé dans l'éventualité ou il y aurait deux
modeles de qualité presque équivalente comme c'est le cas avec les modeles a deux variables
de I'ensemble de données de Hald.

Une autre procédure suggérée consiste a utiliser une procédure de sélection progressive
avec des niveaux trés peu restrictifs (i.e. des valeurs élevées pour o). Ceci forcera la
procédure 2 ajouter un certain nombre de variables qui ne l'aurait pas ét€ avec les niveaux
"habituels". Nous pourrons donc étudier de nouvelles variables, ce qui peut mener a un
modele différent.

Cette procédure semble raisonnable lorsque certaines variables sont grandement corrélées
entre elles quoique dans de tels cas il vaut mieux éviter complétement les procédures
automatisées.

3.6 Des méthodes de sélection successives pour traiter la colinéarité ?

On parlera de multicolinéarité, de colinéarité multiple ou simplement de colinéarité
lorsqu'une dépendance linéaire existe entre un sous-ensemble de variables. La dépendance
peut &tre parfaite ou presque parfaite. Bien que la colinéarité soit un probléme avec les
données et non pas, nécessairement, un probléme avec le modele, une approche visant a
résoudre ce probléme consiste & considérer un modele différent. On peut penser qu'apres
mfire réflexion au niveau des concepts, certaines variables peuvent servir a en représenter
d'autres.

Vues sous cet angle, des corrélations élevées entre les variables explicatives indiqueront
un haut niveau de fiabilité; un point visiblement positif. Pour ce, un analyste des données
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pourra choisir de prendre certaines variables hautement corrélées entre elles et de les traiter
comme des indicateurs généraux lors de l'analyse.

Une des approches visant 2 traiter les problémes de colinéarité consiste 2 utiliser les
procédures de sélection successives de fagon a réduire le nombre de variables tout en ayant
un ensemble moins corrélé qu'initialement.

Selon FOX [19], ces méthodes sont fréquemment utilisées de fagon abusive par certains
chercheurs qui veulent interpréter 1'ordre d'entrée des variables dans I'équation comme un
indice de leur "importance”". On sait bien que ceci est faux car dans une sélection
progressive, par exemple, une variable entrée tot dans la procédure peut éventuellement Etre
retirée. On peut penser également 4 un cas ol deux variables explicatives grandement
corrélées entre elles ont toutes les deux une corrélation élevée et presqu'identique avec la
variable expliquée. Une seule de ces variables entrera dans 1'équation puisque l'autre ne peut
apporter que trés peu d'information additionnelle. Il suffirait alors d'une petite modification
aux données, ou encore d'un nouvel échantillon, et I'autre variable pourrait étre celle qui est
choisie.
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CONCLUSION

Ce mémoire a fait 1'objet d'une étude 2 la fois descriptive et critique des méthodes de
sélection du "meilleur" sous ensemble de variables. La régression linéaire étant un sujet des
plus vastes, nous avons dfi établir un certain nombre de conventions permettant de restreindre

quelque peu le champ d'étude avant d'arriver aux conclusions énoncées.

Néanmoins, il nous semble impdrtant de revenir sur certains points que nous avons
choisis de ne pas aborder. En particulier, nous faisions remarquer qu'une équation de
régression peﬁt 8tre construite non seulement sur les variables indépendantes mais également
sur des transformations (linéaires ou non) de celles-ci. Notons que le sujet des
transformations, 2 lui seul, est traité dans plusieurs livres généraux sur la régression sans

compter tous les articles qui y sont consacrés.

Sommairement, l'idée derriére ces transformations est d'améliorer 1'ajustement d'un
modéle aux données, ce qui constitue définitivement un atout. Cependant, si le modéle doit
gtre interprété, ces modifications rendent trés ardue toute tentative a cet égard. Par exemple,
imaginons un modgle sans transformation qui nous permet d'affirmer qu'une augmentation
du poids, disons X,, accentue le risque de maladies cardio-vasculaires, disons ¥ (en gardant
les autres variables fixes). Ce modgle se compare avantageusement a un autre, mieux ajusté,
qui affirme qu'une augmentation de log( X?) accentue Y.

Nous avons également exploité uniquement la méthode des moindres carrés qui ne
constitue pas une méthode robuste a 1'égard des valeurs extrémes. Nous n'avons qu'effleuré
le sujet de la robustesse en ne présentant que certains criteres de sélection robuste. Ce sujet
est encore plus vaste que le précédent puisqu'on retrouve des ouvrages complets sur ce

théme.

En terminant, nous espérons que ce travail permettra aux utilisateurs de la régression linéaire
de profiter des nombreux exemples de ce mémoire pour éviter les pieges cachés des méthodes
de sélection de variables. Profitons également de I'occasion pour rappeler qu'il vaut mieux
passer plus de temps 4 examiner attentivement les données pour déceler des problemes
potentiels que de se fier uniquement aux résultats des méthodes de sélection en espérant
qu'elles le feront & notre place!
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ANNEXE 1

-+ Les densités des lois sont indexées par X
s T'(a)= Te"x“"ldx (I'(a) = (0. — 1)! si a>0 est un entier)
0 .

Loide X
Normale (*) 1 1 (‘_f)z

N(u,c%) Ny(,6)=——=e? © o xelR

ne R, 020 20
Khi-deux (**) oM DI a2

X (r,A) Xx(rA) = ;( k! ) r+2k ol x & (0, )

r21, 420 R

(n+2k)/2

Fisher (**) F( 2k+n+n ) n S (ne2k-2)2
F = e\ 2 1 .
r, (:1,21,}»))‘, >0 (om0 = ,E k! ) 2k + - i U X € (0,)

e r(ﬁ-)r(———’*) 1+

2 2 n
| +

Student (centrée) I"(r—z—) AN

£(r) tx(")=—-r—(l+——) oun xe IR

% R
Beta (centrée) ‘

Beta(o.,B) Betay (a,B) = I‘—(()L---—*-E)-x""1 1-x" ol 0<x<l

’ (eI (B)
o,f>0

* =]oi centrée si =0

** = Joi centrée si A =k = 0 olt on pose 0° = 1
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ANNEXE 2

Nous rappelons ici quelques propriétés trés connues sur les matrices.

(1) Rang d'une matrice

Le rang d'une matrice A correspond au nombre de lignes, ou de colonnes, linéairement
indépendantes et est noté rg(A).

* Si A et C sont non singuliéres alors rg(ABC) = rg(B), pour toute matrice B tel que le
produit ABC soit bien défini.

(ii) Trace d'une matrice

La trace d'une matrice carrée A est définie comme étant la somme des éléments sur la
diagonale de A etest notée tr(A).

* tr(AB) = tr(BA).  (si les produits sont bien définis)

(iii) Matrice idempotente

Une matrice carrée A est dite idempotente si AA=A.

* Si A est idempotente alors tr(A) = rg(A).

(iv) Matrice orthogonale

Une matrice carrée A est dite orthogonale si et seulement si A est inversible et A™ = A’.

* Si A estorthogonale alors A’A = A A" =1T.

(v) Paires de matrices symétrigues

* Si A et B sont symétriques alors il existe une matrice orthogonale V telle que V'A V
et V'B V sont diagonales si et seulement si AB est symétrique.

(vi) Diagonalisation

* Si A estde dimension m X n et de rang r alors il existe des matrices non singuliéres P
I, 0

et Q telles que PAQ=[O 0

:l ol I, désigne la matrice identité de dimension r Xr.
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ANNEXE 3

99999999999999999

9999999999999999

PEEE = L han e han ham ek o2 X s2 X 32X 32 Xs2X32X 32X 32 X o2

Tableau des données de la Figure (a)
Tableau des données de la Figure (b)

Nous fournissons ici les données utilisées pour les exemples présentés dans la section 2.1.3

74



Tableau des données de la Figure (c)
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Tableau des données de la Figure (d)

L2 LY LI NI B N = by
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-
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ANNEXE 4

Matrices des corrélations

- X1 X2 X3 X4 Y
X1 1
X2 0,2286 1
X3 -0,8241 -0,1392 1
X4 -0,2454 -0,9730 0,0295 1
Y 0,7307 0,8163 -0,5347 -0,8213 1
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Step 1

ANNEXE 5

Stepwise Procedure for Dependent Variable Y

variable X4 Entered

DF
Regression 1
Error 11
Total 12
Parameter
Variable Estimate
INTERCEP 117.56793118
X4 -0.73816181

Bounds on condition number:

Step 2

Bounds on condition number:

variable X1 Entered

DF
Regression 2
Error 10
Total 12
Parameter
variable Estimate
INTERCEP 103.09738164
X1 1.43995828
X4 -0.61395363

1.064105,

R-square = 0.67454186

sum of Squares

1831.89616002
883.86691690
2715.76307692

Standard
Error

5.26220651
0.15458600

R-square = 0.87247105

sum of Squares

2641.00096477

Mean Square
1831.89616002
80.35153790
Type II

Sum of Squares

40108.47680796
1831.89616002

c(p) =
Mean Square

1320.50048238

74.76211216 7.47621122
2715.76307692

Standard Type II

Error Sum of Squares

2.12398361 17614.67006622

0.13841664 809.10480474

0.04864455 1190.92463664
4.256421

C(p) =138.73083349

22.80

499.16
22.80

5.49585082

176.63

2356.10

108.22
159.30

Prob>F

0.0006

Prob>F

0.0001
0.0006

Prob>F

0.0001

Prob>F

0.0001
0.0001
0.0001

Bounds on condition number:

variable X2 Entered

R-square = 0.98233545

c(p) =

DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 2667.79034752 889.26344917
Error 9 47.97272940 5.33030327
Total 12 2715.76307692

Parameter Standard Type II
variable Estimate Error  Sum of Squares
INTERCEP 71.64830697 14.14238348 136.81003409
X1 1.45193796 0.11699759 820.90740153
X2 0.41610976 0.18561049 26.78938276
X4 -0.23654022 0.17328779 9.93175378

18.94008, 116.3601

3.01823347

166.83

25.67
154.01
5.03
1.86

Prob>F

0.0001

Prob>F

0.0007
0.0001
0.0517
0.2054



Step 4 Variable X4 Removed R-square = 0.97867837 C(p) = 2.67824160
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression 2 2657 .85859375 1328.92929687 229.50 0.0001
Error 10 . 57.90448318 5.79044832
Total 12 2715.76307692
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 52.57734888 2.28617433 3062.60415609 528.91 0.0001
X1 1.46830574 0.12130092 848.43186034 146.52  0.0001
X2 0.66225049 0.04585472 1207.78226562 208.58  0.0001
Bounds on condition number: 1.055129, 4.220516

All variables left in the model are significant at the 0.1000 level.
No other variable met the 0.1000 significance level for entry into the model.

Summary of Stepwise Procedure for Dependent Variable Y

Variable Number Partial Model
Step Entered Removed In R**2 R**2 Cc(p) F Prob>F
1 X4 1 0.6745 0.6745 138.7308 22.7985 0.0006
2 X1 2 0.2979 0.9725 5.4959 108.2239 0.0001
3 X2 3 0.0099 0.9823 3.0182 © 5.0259 0.0517
4 X4 2 0.0037 0.9787 2.6782 1.8633 0.2054
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Forward Selection Procedure for Dependent Variable Y

R-square = 0.67454196

Step 1 Variable X4 Entered

DF Sum of Squares
Regression 1 1831.89616002
Error 11 883.86691690
Total 12 2715.76307692

Parameter Standard
variable Estimate Error
INTERCEP 117.56793118 5.26220651
X4 -0.73816181 0.154538600

Bounds on condition number:

Mean Square

1831.89616002
80.35153790

Type II
Sum of Squares

40108.47690796
1831.89616002

Step 2 Variable X1 Entered R-square = 0.97247105 C(p) =
DF Sum of Squares Mean Square
Regression 2 2641.00096477 1320.50048238
Error 10 74.76211216 - 7.47621122
Total 12 2715.76307692
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error  Sum of Squares
INTERCEP 103.09738164 2.12398361 17614.67006622
X1 1.43995828 0.13841664 809.10480474
X4 -0.61395363 0.04864455 1190.92463664
Bounds on condition number: 1.064105, 4.256421

Step 3 Variable X2 Entered R-square = 0.98233545 C(p) =
DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 2667.79034752 888.26344917
Error 9 47.97272940 5.33030327
Total 12 2715.76307692
Parameter Standard Type Il
Variable Estimate Error  Sum of Squares
INTERCEP 71.64830697 - 14.14239348 136.81003409
X1 1.45193796 0.11699759 820.90740153
X2 0.41610976 0.18561049 26.78938276
X4 -0.23654022 0.17328779 9.93175378
Bounds on condition number: 18.94008, 116.3601
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C(p) =138.73083349

F

22.80

499.16
22.80

5.49585082

176.63

2356.10

108.22
159.30

3.01823347

166.83

25.67
154.01
5.03
1.86

Prob>F

0.0006

Prob>F

0.0001
0.0006

Prob>F

0.0001

Prob>F
0.0001

0.0001
0.0001

Prob>F

0.0001

Prob>F

0.0007
0.0001
0.0517
0.2054



No other variable met the 0.1000 significance level for entry into the model.

summary of Forward Selection Procedure for Dependent variable Y

~ Vvariable Number Partial Model
Step Entered In R**2 R**2 C(p) F
1 X4 1 0.6745 0.6745 138.7308 22.7985
2 X1 2 0.2979 0.9725 5.4959 108.2239
3 X2 3 0.0099 0.9823 3.0182 5.0259
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0.0006
0.0001
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Backward Elimination Procedure for Dependent Variable Y

Step 0 All Variables Entered R-square = 0.98237562 C(p) = 5.00000000
DF Sum of Squares Mean Square F  Prob>F
Regression 4 2667.89943757 666.97485939 111.48  0.0001
Error 8 47.86363935 5.,98295492
Total 12 2715.76307692
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error  Sum of Squares F  Prob>F
INTERCEP 62.40536930 70.07095921 4.74551686 0.79 0.3991
X1 1.55110265 0.74476987 25.95091138 4.34 0.0708
X2 0.51016758 0.72378800 2.97247824 0.50 0.5009
X3 0.10190940 0.75470905 0.10909005 0.02 0.8959
X4 -0.14406103 ©.70905206 0.24697472 0.04 0.8441
Bounds on condition number: 282.5129, 2489.203
Step 1 Variable X3 Removed R-square = 0.98233545 C(p) = 3.01823347
DF Sum of Squares Mean Square F  Prob>F
Regression 3 2667.79034752 889.26344917 166.83  0.0001
Error 9 47.97272940 5.33030327
Total 12 2715.76307692
Parameter Standard Type II
Variable Estimate “Error  Sum of Squares F  Prob>F
INTERCEP 71.64830697 14.14239348 136.81003409 25.67 0.0007
X1 1.45193796 0.11699759 820.90740153 154.01 0.0001
X2 0.41610976 0.18561049 26.78938276 5.03 0.0517
X4 -0.23654022 0.17328779 9.93175378 1.86 0.2054
Bounds on condition number: 18.94008, 116.3601
Step 2 Variable X4 Removed R-square = 0.97867837 C(p) = 2.67824160
DF Sum of Squares Mean Square F  Prob>F
Hegbession 2 . 2657.85858375 1328.92929687 229.50 0.0001
Error 10 57.90448318 5.79044832
Total 12 2715.76307692
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Squares F  Prob>F
INTERCEP 52.57734888 2.28617433 3062.60415610 528.91  0.0001
X1 1.46830574 0.12130092 848.43186034 146.52  0.0001
X2 0.66225049 0.04585472 1207.78226562 208.58 0.0001
Bounds on condition number: 1.055129, 4.,220516

All variables left in the model are significant at the 0.1000 level.



summary of Backward Elimination Procedure for Dependent variable Y

Variable Number Partial Model
Step Removed In R**2 R¥*2 Cc(p) F  Prob>F
1 X3 3 0.0000 -0.9823 3.0182 0.0182 0.8959
2 X4 2 0.0037 0.9787 2.6782 1.8633 0.2054
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