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Sommaire

Dans cette thèse sont considérés des écoulements isothermes de fluides visqueux (newtoniens) et

incompressibles sans forces de volume. Une méthode numérique bidimensionnelle basée sur

l’équation du transport de la vorticité est utilisée pour simuler les écoulements en considérant

trois modèles géométriques. Plus spécifiquement, la méthode des vortex aléatoires est combinée

à l’algorithme Vortex-in-cell où des transformations algébriques permettent de raffiner le mail-

lage aux endroits critiques des écoulements. Dans cette méthode mixte eulérienne-lagrangienne,

la discrétisation principale se fait au niveau du champ de vorticité, celui-ci étant représenté par

un ensemble d’éléments lagrangiens (singuliers) qui transportent chacun une quantité de circula-

tion prédéterminée. Ces éléments de vorticité sont générés sur les parois solides pour vérifier la

condition d’adhérence et évoluent dans le temps selon l’équation du transport de la vorticité. Le

nombre d’éléments à être générés à chaque pas de temps est déterminé par l’entremise d’un nou-

vel algorithme de génération qui est construit à partir d’algorithmes existants.

Étant bien étudié et bien connu, l’écoulement débutant (starting flow) au-dessus d’une marche

descendante s’avère un excellent modèle de validation pour des méthodes numériques bidimen-

sionnelles à nature instationnaire : des simulations numériques ont par conséquent été effectuées

dans le cadre de cette thèse en considérant un tel modèle géométrique. Les résultats de simula-

tions sont comparés avec succès à des résultats expérimentaux où une analyse plus générale dé-

montre les aptitudes de la méthode à simuler ce type d’écoulements. En particulier, les résultats

montrent que pour des écoulements à faibles valeurs du nombre de Reynolds (Re = 97), la zone

de recirculation est composée d’une seule région de vorticité pour la durée totale des simulations.

Pour des écoulements à valeurs plus élevées du nombre de Reynolds (Re = 153 et 303), la zone de

recirculation est respectivement composée de trois et de quatre régions de vorticité durant les

stades intermédiaires de l’écoulement, tandis que pour des temps plus élevés, les structures à

l’intérieur de la zone de recirculation ne sont pas très bien définies. Les résultats dévoilent aussi

que, pour la gamme complète des valeurs du nombre de Reynolds étudiée, la distance qui sépare

la paroi verticale et le point de recollement de la région principale de vorticité augmente quasi

linéairement avec le temps durant les stades intermédiaires de l’écoulement.

À partir du même modèle, une preuve de convergence numérique a soigneusement été effectuée

en raffinant successivement les paramètres numériques (qui font partie intégrale de la méthode).
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Les preuves de convergence de ce genre pour le type de méthodes considérée ici se faisaient his-

toriquement à partir de résultats d’écoulements en régime permanent. En ce qui a trait à la préci-

sion des résultats, ces preuves ont globalement démontré que le raffinement des paramètres de

génération était beaucoup plus important que le choix du schéma d’intégration utilisé pour effec-

tuer le transport convectif des éléments de vorticité. À partir de l’étude paramétrique effectuée

dans le cadre de cette thèse (en considérant des écoulements en régime instationnaire), le con-

traire a été observé. C’est-à-dire que le raffinement des paramètres de génération (qui est une

indication du nombre total d’éléments de vorticité présents dans le domaine de calcul) ne semble

affecter que le lissage de la solution, tandis que l’usage de schémas de convection d’ordre supé-

rieur améliore considérablement (en termes de la précision de la solution) la structure même de

l’écoulement pour un pas de temps donné. De plus, l’usage de schémas de convection d’ordre su-

périeur permet d’effectuer des simulations à la fois plus précises et de plus longue durée. Encore

pour le même modèle, une étude détaillée de l’influence des caractéristiques du canal d’entrée

sur la structure de l’écoulement en aval de la marche est présentée.

Même si la méthode de résolution est essentiellement à caractère instationnaire, elle se prête bien

à l’analyse d’écoulements en régime permanent. En effet, en effectuant les simulations instation-

naires, il se développe éventuellement un équilibre entre le nombre d’éléments générés sur les

parois et le nombre d’éléments qui quittent le domaine de calcul à chaque pas de temps. En con-

sidérant que le régime permanent est atteint lorsque l’équilibre du nombre d’éléments est atteint

(au temps tÉ), la solution en régime permanent est obtenue en moyennant les variables de l’écou-

lement sur un certain nombre de pas de temps (pour des temps où t  tÉ). En utilisant un modèle

géométrique qui représente une marche descendante, les résultats de simulations numériques en

régime permanent sont comparés à des résultats numériques et expérimentaux disponibles en

littérature. Plus spécifiquement, les profils de la composante longitudinale de la vitesse sont com-

parés à des mesures expérimentales pour quatre différentes valeurs du nombre de Reynolds

(Re = 73, 125, 191 et 229). La longueur de la zone de recirculation est aussi tracée et comparée aux

résultats tirés de diverses études numériques et expérimentales pour une gamme du nombre de

Reynolds allant jusqu’à Re = 250. Globalement, pour le modèle de la marche descendante en ré-

gime permanent, l’accord est excellent entre les prédictions numériques et les mesures expéri-

mentales pour tous les cas étudiés.

Finalement, des simulations en régimes instationnaire et permanent ont été effectuées sur un

modèle qui représente les cavités sur les ailes de papillons. Lesdites cavités résultent de l’arran-

gement, en forme de bardeaux, des écailles qui couvrent la surface supérieure des ailes. Une con-

séquence de l’existence de ces écailles est que, en vol plané, la portance de l’aile (et donc du papil-
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lon) est accrue en comparaison à la même aile qui est dépourvue d’écailles (tandis que la force de

traînée est équivalente dans les deux cas). Des simulations ont par conséquent été effectuées avec

le but éventuel d’expliquer l’augmentation de portance de l’aile due à la présence des écailles. En

considérant des écoulements sur une gamme variée du nombre de Reynolds (Re = 0.62, 1.00, 3.30,

100 et 624), les résultats de simulations numériques sont comparés à des mesures expérimentales

qui ont été effectuées sur un modèle expérimental (publié dans la littérature) similaire au modèle

numérique utilisé dans cet ouvrage. Dans le modèle numérique, une condition de périodicité est

imposée aux sections d’entrée et de sortie du domaine de calcul pour ainsi simuler l’écoulement

au-dessus d’une cavité parmi une infinité de cavités successives. Globalement, les comparaisons

sont excellentes entre les deux types de résultats. En particulier, pour de faibles valeurs du nom-

bre de Reynolds (Re = 0.62, 1.00, 3.30 et 100), la zone de recirculation est composée d’une région

principale de vorticité. Pour des valeurs plus élevées du nombre de Reynolds (Re = 624), l’analyse

de l’écoulement révèle une dynamique importante dans la région qui forme la zone de recircula-

tion. Plus particulièrement, les résultats montrent que des structures cohérentes (régions de vor-

ticité) se détachent périodiquement de la marche et s’agglomèrent éventuellement entre elles du-

rant les stades intermédiaires de l’écoulement.
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A bstract

Isothermal flows of viscous (Newtonian) fluids without body forces are considered in this thesis.

A two-dimensional numerical method based on the vorticity transport equation is used to simu-

late flows for three different model geometries. Specifically, the Random Vortex method is com-

bined with the Vortex-In-Cell algorithm where algebraic transformations are used to refine the

computational mesh in critical areas of the flow models. In this mixed Eulerian-Lagrangian

method, the main discretization is performed on the vorticity field, which is represented by a

number of singular Lagrangian vortex elements that each carry a predetermined amount of cir-

culation. These vortex elements are generated on solid walls to verify the no-slip condition and

are subsequently transported in time according to the vorticity transport equation (from their

given starting position). The total number of vortex elements to be introduced at each time step is

determined by applying a new generation algorithm that is constructed from existing algorithms.

The laminar starting flow down a step is a well defined flow and as such constitutes an excellent

test case for the development of accurate two-dimensional algorithms. Therefore, considering

this particular type of flow model, instantaneous numerical simulations have been carried out in

the context of this thesis and the corresponding results are compared to experimental results

available in the literature. Good agreement is obtained for these comparisons and more detailed

analyses have shown the ability of the method to simulate such flows. In particular, analysis of the

numerical results and comparisons to experimental results show that for low Reynolds number

flows (Re = 97), the recirculation zone is composed of one vorticity region throughout the simula-

tions. For higher Reynolds number flows (Re = 153 and 303), the recirculation zone is respec-

tively composed of three and four distinct vorticity regions at intermediate stages of its develop-

ment, while for later times the structures inside the recirculation zone are not clearly defined. It

is also shown that, during intermediate stages of the flow development, and for the range of Rey-

nolds numbers investigated, the distance from the step to the reattachment point of the main vor-

ticity region increases quasi-linearly with the dimensionless time. Again, good agreement is ob-

tained between experimental data and computed solutions.

Using the same flow model, we present a careful numerical convergence proof by successively

refining the numerical parameters, which are in fact an integral part of the numerical method.

Convergence proofs of this type for similar vortex methods were previously carried out by ana-
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lyzing steady flows. In terms of the accuracy of the solution, the general consensus was that the

refinement of the vorticity generation parameters had a more pronounced influence on the flow

characteristics than the choice of the integration scheme used to perform the convective trans-

port of the vortex elements. The opposite has been observed here by performing a parametrical

study on unsteady flows. That is, it is shown that the refinement of the vorticity generation pa-

rameters (which is an indication of the total number of vortex elements present in the computa-

tional domain) seems to primarily affect the smoothness of the solution rather than the overall

structure of the flow. On the other hand, it is shown that for a given time step, higher order con-

vection schemes considerably improve (in terms of the accuracy of the solution) the overall flow

structure and allow for longer, more accurate simulations. Still for the same model, a detailed

study was performed to evaluate the influence of the inlet channel characteristics on the flow

structure downstream of the step.

Even if its nature is essentially unsteady, the resolution scheme proves to be well adapted for

analyzing steady flows. As such, when performing unsteady simulations, there eventually devel-

ops, at each time step, an equilibrium between the number of vortex elements generated on solid

walls and the number of vortex elements exiting the computational domain. We consider that the

steady state of the flow is attained for a simulation time corresponding to the time that the equi-

librium in the number of vortex elements is attained. The steady state solution is then obtained

by averaging the flow variables over a number of time steps after the equilibrium is reached. Us-

ing a geometry that represents a rearward-facing step, steady state numerical simulations were

performed and the corresponding results are compared to numerical and experimental results

available in the literature. Specifically, numerical streamwise velocity profiles are compared to

their experimental counterparts for four Reynolds number flows (Re = 73, 125, 191 and 229). The

computed length of the recirculation zone is also compared to various numerical and experimen-

tal results available in the literature for Reynolds numbers ranging up to Re = 250. In all the

studied steady step flows, excellent agreement was obtained in comparing our computed results

to those of experimental investigations.

Finally, both steady and unsteady flow simulations were performed on a model representing the

cavities that result from the shingle-like arrangement of the scales on the upper surface of a but-

terfly wing. One of the consequences resulting from the presence of the scales is that, in gliding

flight, the lifting force was experimentally proven to be stronger on a wing with scales as com-

pared to the very same wing where the scales were removed (the drag forces being equal for both

wings). Numerical simulations were therefore performed in order to eventually explain the lift-

augmenting properties of the scale structures on the upper surface of the butterfly’s wing. Flows
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over a wide range of Reynolds numbers (Re = 0.62, 1.00, 3.30, 100 and 624) are studied and the

results of numerical simulations are compared to experimental measurements performed on a

model similar to the numerical model used in this study. In the numerical model, a periodicity

condition is imposed at the inlet and outlet sections of the computational domain to essentially

simulate the flow in a cavity among an infinite number of successive cavities. Overall, excellent

agreement is obtained in comparing results of our numerical simulations to experimental results

available in the literature. In particular, for low and very low Reynolds number flows (Re = 0.62,

1.00, 3.30 and 100), the recirculation zone is composed of one primary vorticity region. For higher

Reynolds number flows (Re = 624), the recirculation zone area exhibits strong dynamics where

coherent structures are shed at regular intervals from the vertical wall and eventually coalesce

during intermediate stages of the developing flow.
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Notations et symboles

a1 , a2 , a3 , a4 ,   
c1, c2, c3, c4, c5 : Variables affectées aux équations générales de transformations de maillage.

ax , ay , bx , by ,  
 cx , cy : Paramètres qui régissent la densité locale du maillage dans les équations de

transformation de maillage.

Am : Fraction de l’aire de la maille affectée au nœud m dans la méthode d’allocation
par coefficients d’aire (normalisée par rapport à H2).

Ai, j : Aire affectée au nœud i, j pour convertir la circulation eulérienne en vorticité eu-
lérienne (normalisée par rapport à H2).

dA : Élément d’aire (normalisée par rapport à H2).

dl : Élément de longueur d’un parcours d’intégration (normalisée par rapport à H).

ds : Longueur d’un segment de paroi (normalisée par rapport à H).

d : Hauteur du parcours d’intégration pour déterminer la quantité de vorticité à être
générée (tends vers zéro).

dx , dy : Déplacements diffusifs imposés aux éléments de vorticité selon les directions x et
y (normalisés par rapport à H).

Fy : Rapport de hauteur locale pour le modèle des cavités sur les ailes de papillons.

H : Hauteur de référence (m).

i : Selon le contexte, compteur des éléments de vorticité.

i, j : Selon le contexte, compteurs des nœuds de mailles selon les directions x et y.

imax , jmax : Nombre maximal de mailles selon les directions x et y.

istep , jstep : Compteurs qui localisent le coin de la marche (en occurrence).

J : Jacobien des transformations de coordonnées.

LHC , LVC : Longueur et hauteur du centre de rotation de la région principale de vorticité
pour le modèle des cavités sur les ailes de papillons (m).

LR : Longueur totale de la zone de recirculation pour le modèle des cavités sur les ai-
les de papillons (m).
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nmin : Nombre minimum d’éléments de vorticité à être générés à chaque pas de temps
sur un élément de paroi k.

nv : Nombre prédéterminé d’éléments de vorticité à être générés à chaque pas de
temps sur un élément de paroi k.

N : Nombre total d’éléments de vorticité à l’intérieur du domaine de calcul au temps t.

Nnew,k : Nombre d’éléments de vorticité à être générés à chaque pas de temps sur un élé-
ment de paroi k.

p : Pression (normalisée par rapport à  U2 ).

R : Rayon de déplacement diffusif normalisé d’un élément de vorticité (normalisé par
rapport à H).

Re : Nombre de Reynolds (Re  UH/).

t : Temps (normalisé par rapport à H/U).

u, v : Composantes longitudinale (x) et transversale (y) de la vitesse (normalisées par
rapport à U).

uslip : Vitesse de glissement sur un segment de paroi au temps t (normalisée par rapport
à U).

u : Vecteur vitesse (u = (u,v), normalisé par rapport à U).

ui : Vitesse de convection de l’élément de vorticité i (normalisée par rapport à U).

uiC : Approximation de la vitesse de convection ui (normalisée par rapport à U).

um : Vitesse eulérienne sur le nœud de maille m (normalisée par rapport à U).

uVIC : Vitesse d’un élément de vorticité obtenue par interpolation linéaire double selon
l’algorithme Vortex-in-cell (normalisée par rapport à U).

U : Vitesse de référence (m/s).

UE : Vitesse d’établissement de la couche limite (normalisée par rapport à U).

x, y : Coordonnées longitudinale et transversale (normalisées par rapport à H).

xi , yi  : Selon le contexte, coordonnées de l’élément de vorticité i au temps t (normalisées
par rapport à H).

xi , yj , xi, j , yi, j : Selon le contexte, coordonnées de mailles (normalisées par rapport à H).

x : Vecteur position (x = (x, y), normalisé par rapport à H).

xmin , ymin , xstep ,  
ystep , xmax , ymax : Coordonnées des limites du domaine de calcul (normalisées par rapport à H).
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xR : Longueur de la zone de recirculation pour le modèle de la marche (m).

yMIN : Équation de la droite qui représente la paroi inclinée dans le modèle des cavités
sur les ailes de papillons (normalisée par rapport à H).

yns : Équation de la droite qui sépare les régions supérieure et inférieure du domaine
de calcul pour les transformations de maillage du modèle des cavités sur les ailes
de papillons (normalisée par rapport à H).

x , y : Variables affectées aux équations de transformations de maillage.

1, 2 : Nombres aléatoires tirés d’une distribution uniforme normalisée.

i : Position de l’élément de vorticité i au temps t (i = (xi , yi), normalisée par rapport
à H).

 : Fonction delta de Dirac.

0.99U : Épaisseur de la couche limite (normalisée par rapport à H).

t : Pas de temps (normalisé par rapport à H/U).

xinlet : Longueur du canal d’entrée (normalisée par rapport à H).

 : Tolérance imposée sur la fonction de courant  dans la résolution de l’équation de
Poisson.

,  : Coordonnées généralisées.

n , s : Coordonnées généralisées qui régissent les régions supérieure et inférieure du
domaine de calcul pour les maillages transformés.

e ,  o : Coordonnées généralisées qui régissent les régions en aval et en amont du do-
maine de calcul pour les maillages transformés.

 : Viscosité dynamique du fluide (kg/ms).

 : 3. 1415926535 8979323846 2643383279 5028841971 6939937510 5820974944 5923078164
0628620899 8628034825 3421170679 8214808651 3282306647 0938446095 5058223172
5359408128 4811174502 8410270193 8521105559 6446229489 5493038196 4428810975
6659334461 2847564823 3786783165 2712019091 4564856692 3460348610 4543266482
1339360726 0249141273 7245870066 0631558817 4881520920 9628292540 9171536436
7892590360 0113305305 4882046652 1384146951 9415116094 3305727036 5759591953
0921861173 8193261179 3105118548 0744623799 6274956735 1885752724 8912279381
8301194912 9833673362 4406566430 8602139494 6395224737 1907021798 6094370277
0539217176 2931767523 8467481846 7669405132 0005681271 4526356082 7785771342
7577896091 7363717872 1468440901 2249534301 4654958537 1050792279 6892589235
4201995611 2129021960 8640344181 5981362977 4771309960 5187072113 4999999837
2978049951 0597317328 1609631859 5024459455 3469083026 4252230825 3344685035
2619311881 7101000313 7838752886 5875332083 8142061717 7669147303 5982534904
2875546873 1159562863 8823537875 9375195778 1857780532 1712268066 1300192787
6611195909 2164201989 …
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 : Direction du déplacement diffusif d’un élément de vorticité (radians).

 : Masse volumique du fluide (kg/m3).

 : Écart type adimensionnel de la distribution gaussienne pour la diffusion des élé-
ments de vorticité (2 = 2t/Re).

 : Viscosité cinématique du fluide (m2/s).

 : Vorticité scalaire (normalisée par rapport à U/H).

i, j : Quantité de vorticité associée au nœud i, j (normalisée par rapport à U/H).

 : Fonction de courant (normalisée par rapport à UH).

i, j : Valeur de la fonction de courant au nœud i, j (normalisée par rapport à UH).

 : Circulation (normalisée par rapport à UH).

i : Circulation transportée par l’élément de vorticité i (normalisée par rapport à UH).

i, j : Quantité de circulation affectée au nœud i, j (normalisée par rapport à UH).

m : Fraction de la circulation i affectée au noeud m (normalisée par rapport à UH).

opt : Quantité optimale de circulation à être attribué aux éléments de vorticité
nouvellement générés (normalisée par rapport à UH).

old,k : Quantité de circulation existant sur le segment de paroi k (normalisée par rapport
à UH).

wall,k : Quantité totale de circulation à être générée sur le segment de paroi k au temps t
(normalisée par rapport à UH).

 : Vecteur vorticité (normalisé par rapport à U/H).

 : Opérateur de dérivation partielle.

 : Opérateur différentiel (=(/x, /y), normalisé par rapport à H-1).
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C H A P I T R E 1 Introduction

Généralités.  Dans la vie quotidienne, on observe autour de nous plusieurs phénomènes, naturels

ou autres, qui sont gouvernés par les lois de la physique. Ces phénomènes, stationnaires ou insta-

tionnaires dans le temps, peuvent appartenir à différents domaines de recherche, dont la mécani-

que des fluides : science qui sert à comprendre et à décrire l’écoulement de liquides et de gaz et

leurs interactions avec des corps solides. Cette science repose avant tout sur l’application de lois

fondamentales de la mécanique et de la thermodynamique et, mis à part les nombreux dévelop-

pements analytiques produits au fil des ans, elle doit en grande partie son évolution à la compré-

hension des propriétés des fluides et à un vaste répertoire d’études expérimentales.

Durant les dernières décennies, les techniques et les méthodes numériques sont celles qui ont

suscité le plus d’intérêt pour prédire et/ou comprendre les caractéristiques d’écoulements de

fluides. Ceci est en partie dû au fait que les simulations numériques d’écoulements de fluides

(SNEF, traduction du terme anglais CFD - computational fluid dynamics) nous permettent de

comprendre des phénomènes qu’il serait trop coûteux et/ou difficile d’étudier par les méthodes

de recherche classiques et/ou conventionnelles (prototypes, études expérimentales, …). Cepen-

dant, les SNEF ne pourront probablement jamais subsister seules car, leur but fondamental étant

la représentation de phénomènes observés, elles doivent être validées par les mesures expérimen-

tales qui proviennent de situations réelles. Couplées à l’amélioration de performance continuelle

des outils informatiques, les SNEF se sont tout de même démarquées comme outil indispensable

à la conception et/ou l’amélioration de plusieurs procédés, applications ou appareils technologi-

ques et se sont révélées efficaces pour adresser les aspects fondamentaux et/ou théoriques des

phénomènes étudiés.

Les méthodes numériques employées par les SNEF sont avant tout basées sur les modèles ma-

thématiques qui régissent les écoulements. Dans les écoulements considérés isothermes de flui-

des newtoniens, les modèles mathématiques sont traditionnellement constitués de l’équation de

la continuité, des équations de Navier-Stokes, et des conditions aux limites physiques du modèle

géométrique étudié. De plus, les équations du modèle sont historiquement formulées en variables

primitives, c’est-à-dire en termes de la vitesse u et de la pression p. En connaissant le champ de

vitesse, il est alors possible de déterminer le champ de vorticité à partir de la définition de la vor-

ticité =u. Dans le cas des méthodes qui font usage d’une formulation en variables de vorticité
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( et u, ou  et ), l’observation inverse est tout aussi importante, i.e. le champ de vitesse peut être

déterminé à partir du champ de vorticité.

Méthodes de simulations.  Bien que les équations à résoudre soient uniques, les méthodes utilisées

pour effectuer les SNEF peuvent assumer plusieurs formes, chacune ayant leurs propres caracté-

ristiques, avantages et inconvénients. Même avec leurs variations multiples, un trait commun à

toutes les méthodes est la discrétisation (dans son sens le plus général) du domaine étudié en un

nombre de points de contrôle et d’équations discrètes, dont le nombre dépend du niveau de dis-

crétisation. En général, plus élevé est le niveau de discrétisation, meilleurs sont les résultats mais

plus coûteuses sont les simulations. De plus, le type de discrétisation va en quelque sorte définir

la nature même de la méthode. Le choix d’utiliser une méthode plutôt qu’une autre peut dépen-

dre, entre autres, du type de problème envisagé, des ressources informatiques disponibles et de

plusieurs facteurs reliés à la méthode tels que sa stabilité (convergence, robustesse, …), son effi-

cacité (temps de calcul, mémoire requise, …), et surtout la précision des résultats obtenus.

En utilisant une formulation en variables primitives (u et p), les équations régissantes sont réso-

lues en utilisant des approches eulériennes. Dans ce type d’approche (par ex. éléments finis, dif-

férences finies, …), la discrétisation se fait en considérant les variables de l’écoulement comme

des fonctions du temps et des coordonnées de l’espace.

Quoique les approches eulériennes peuvent aussi être utilisées pour une formulation en variables

de vorticité ( et u, ou  et ) (voir par exemple Hou et Wetton 1990), les méthodes lagrangiennes

sont celles qui sont les plus couramment appliquées à la résolution d’une telle formulation. Dans

les méthodes lagrangiennes, la discrétisation est faite en considérant des particules (qui transpor-

tent une quantité physique quelconque) qui se déplacent dans le temps à partir d’une position

initiale donnée. En mécanique des fluides, on représente le champ de vorticité en éléments dis-

crets qui transportent chacun une quantité de circulation prédéterminée.

Méthodes vortex.  Il est pratique courante d’utiliser le terme « méthodes vortex » pour désigner les

méthodes lagrangiennes qui modélisent les équations d’Euler incompressibles (équations qui ré-

gissent l’écoulement isotherme de fluides non-visqueux). Pour modéliser les équations de Navier-

Stokes, au lieu de celles d’Euler, les méthodes vortex sont modifiées en utilisant un modèle quel-

conque pour simuler la diffusion. La méthode résultante est souvent classifiée selon le type de

modèle diffusif envisagé : aléatoire ou déterministe. Ainsi, si un modèle à nature aléatoire est

combiné à la méthode vortex considérée, on réfère à la méthode résultante comme « la méthode

des vortex aléatoires » (random vortex method - RVM, Chorin 1973), méthode qui fait en partie

l’objet de cette thèse et qui est en quelque sorte l’ancêtre des méthodes vortex modernes. D’autre
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part, si un modèle de diffusion non-aléatoire est combiné à la méthode vortex, au lieu d’un mo-

dèle de diffusion aléatoire, on réfère aux méthodes résultantes comme des « méthodes vortex dé-

terministes ». Dans la plupart de ces méthodes, la diffusion est simulée en modifiant, de façon ap-

propriée, la circulation transportée par les éléments (particle strength exchange ou vorticity re-

distribution). Les méthodes déterministes ne seront pas discutées davantage ici mais pour plus

d’information le lecteur est invité à consulter les travaux de Chang et Chern (1991a, 1991b), Cho-

quin et Lucquin-Desreux (1988), Choquin et Huberson (1989), Cottet (1990, 1991), Cottet et Mas-

Gallic (1990), Degond et Mas-Gallic (1989), Fishelov (1990), Fogelson et Dillon (1993), Koumousta-

kos et al. (1994), Lucquin-Desreux (1987), Mas-Gallic (1990), Raviart (1985), Shankar et al. (1995),

entre autres.

Dans les méthodes vortex, le champ de vorticité est discrétisé en éléments de vorticité dont la dy-

namique est régie par l’équation du transport de la vorticité (équation qui résulte en prenant le

rotationnel des équations de Navier-Stokes) tout en satisfaisant les conditions aux limites physi-

ques. Le type d’élément discret peut varier d’une méthode à l’autre (tubes, filaments, anneaux,

segments, « blobs », bâtonnets, vortons, points, …) mais dans tous les cas on considère que ces

éléments « flottent » dans un écoulement autrement irrotationnel. Certains des éléments discrets

s’appliquent uniquement aux écoulements 2D tandis que d’autres s’appliquent exclusivement aux

écoulements 3D, par exemple, les « blobs » et les points sont en fait les éléments 2D qui corres-

pondent aux tubes et filaments en 3D.

L’attrait principal des méthodes vortex est que les éléments sont concentrés là où il y a existence

de gradients élevés dans la vitesse de l’écoulement. En effet, seules les parois solides sont sources

de vorticité en considérant un fluide homogène dans un écoulement sans surfaces libres. On n’a

donc pas à traiter d’éléments loin des parois où l’écoulement est encore irrotationnel, i.e. les ef-

forts de calcul sont concentrés dans les zones à gradients de vitesse élevés.

D’excellentes interprétations de la vorticité et des équations qui régissent son transport sont pré-

sentées dans Batchelor (1967), Lighthill (1963) et Morton (1984), entre autres. D’un aspect plus

général, Lugt (1983) offre un excellent portrait des phénomènes de vorticité observés dans la na-

ture et en technologie. D’autre part, des revues exhaustives sur les aspects théoriques et numéri-

ques des méthodes vortex sont présentées par Aref (1983), Hald (1991), Leonard (1980, 1985),

Puckett (1993), Sarpkaya (1989), Saffman (1981), Saffman et Baker (1979) et Sethian (1991), entre

autres.

Selon Hald (1991), il n’existe encore aucune preuve complète pour la convergence de la méthode

des vortex aléatoires. Cependant, sans les discuter ici, plusieurs ouvrages théoriques traitent de la

convergence de certains aspects des méthodes vortex vis-à-vis de leurs applications à la résolu-
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tion des équations d’Euler ou de Navier-Stokes, dont ceux de Beale (1988), Beale et Majda (1981,

1982a, 1982b, 1984), Cottet (1987), Cottet et al. (1991), Goodman (1987), Hald (1979, 1986, 1987,

1991), Long (1988), Marchioro et Pulvirenti (1982) et Puckett (1989, 1993).

La méthode des vortex aléatoires.  La méthode des vortex aléatoires (RVM) proprement dite doit

ses débuts aux travaux originaux de Chorin (1973). Ce dernier a présenté des résultats de simula-

tions pour l’écoulement autour d’un cylindre en appliquant une technique de fractionnement de

l’opérateur (viscous splitting ou operator splitting technique - OST) à l’équation du transport de la

vorticité. L’OST s’applique en supposant que la vorticité et la vitesse sont deux quantités indé-

pendantes, ce qui linéarise l’équation du transport de la vorticité. Il devient alors possible de ré-

soudre l’équation du transport en deux étapes fractionnaires : la diffusion et la convection. Puis-

que c’est le champ de vorticité est discrétisé en N éléments lagrangiens, la dynamique de ceux-ci

est régie par l’équation du transport de la vorticité qui elle est résolue en deux étapes distinctes.

Comme dans les ouvrages qui l’ont précédé (quoiqu’appliqués aux équations d’Euler), Chorin

(1973), pour effectuer la convection des éléments, évalua le champ de vitesse par l’entremise de la

loi de Biot-Savart et par l’introduction d’un champ de vitesse potentiel pour satisfaire les condi-

tions aux limites potentielles. L’introduction du champ de vitesse potentiel est possible grâce à la

décomposition de Helmholtz (1858) qui stipule que le champ de vitesse total peut être décomposé

en une partie irrotationnelle et une partie rotationnelle. Pour simuler la diffusion, Chorin (1973)

imposa une marche aléatoire aux éléments d’après l’analogie entre la fonction de Green, qui est

solution de l’équation de diffusion, et la fonction densité de probabilité d’une distribution gaussi-

enne à moyenne nulle où l’écart type dépend du nombre de Reynolds de l’écoulement et du pas

de temps de la discrétisation. Les déplacements diffusif et convectif sont alors combinés pour

modifier la trajectoire des éléments lagrangiens à chaque pas de temps. Enfin, pour vérifier la

condition d’adhérence sur les parois, Chorin (1973) propose d’introduire une quantité de vorticité

pour annuler les vitesses de glissement (ce qui est en fait la source des éléments de vorticité).

Dans les ouvrages qui ont précédé Chorin (1973), les éléments de vorticité étaient considérés

comme des lignes de vorticité ayant un diamètre infiniment petit et une quantité de vorticité infi-

niment grande (tout en transportant une quantité finie de circulation). Puisque chaque élément

induit un champ de vitesse proportionnel à 1/r où r est la distance de l’élément en question (loi de

Biot-Savart), il pouvait y avoir éclatement par le rapprochement excessif des éléments. Pour pal-

lier à ceci, Chorin (1973) a remplacé les éléments singuliers par des « blobs » dotés d’une fonction

d’interaction pour borner les vitesses induites à proximité immédiate desdits éléments (cutoff

scheme). Cette astuce lui permettait de contourner les singularités qui pouvaient être induites au

champ de vitesse par la discrétisation du champ de vorticité en éléments singuliers.
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Une multitude d’ouvrages ont succédé les travaux originaux de Chorin (1973), incluant des géné-

ralisations de la méthode pour les écoulements tridimensionnels. Puisque la revue de ces travaux

dépasse les limites de cette thèse, le lecteur est invité à consulter les revues exhaustives auxquel-

les nous avons fait allusion plus haut.

Quoique plusieurs travaux modernes traitent certains aspects particuliers de la méthode, tels que

la diffusion, la vérification des conditions aux limites physiques et le type d’éléments discrets, la

plupart des ouvrages traitent l’aspect de convection des éléments : étape de la méthode qui a la

plus grande influence sur les temps de calcul des simulations. En effet, la vitesse convective des

éléments est obtenue par l’application de la loi de Biot-Savart dans la méthode originale. Ceci

implique que la vitesse qui est induite sur l’élément iC est évaluée en sommant la contribution des

champs de vitesse induits par tous les autres éléments i = 1 à N, i  iC. Puisque les opérations

doivent être répétées pour tous les éléments iC, les temps de calculs sont tels que O(N2).

Dans une simulation complètement lagrangienne, les conditions potentielles aux frontières sont

satisfaites en utilisant les images des éléments de vorticité. Bien que ceci soit relativement précis,

le nombre d’éléments utiles à la représentation de l’écoulement se voit réduire par un facteur de

deux. De plus, il est assez difficile d’étendre la méthode à des modèles géométriques complexes

(voir par exemple Ghoniem et Gagnon 1987 et Gagnon et al. 1993). L’utilisation d’une approche

semi-lagrangienne est une façon de réduire les temps de calcul associés à l’introduction d’un sys-

tème d’éléments images. Dans cette approche, les conditions aux limites potentielles sont satisfai-

tes en solutionnant une équation de Laplace sur une grille. Cette équation relie les conditions

normales aux frontières à la fonction de courant potentielle de l’écoulement (voir par exemple

Blot et al. 1989 en deux dimensions et Al Isber et al. 1991, Giovannini et Gagnon 1996a, 1996b en

formulation axisymétrique). Cette approche donne des temps de calculs un peu moins importants

que l’approche précédente et est un peu plus facile à étendre à des modèles géométriques com-

plexes.

Plusieurs autres méthodes font appel à des approximations pour les lois d’interactions entre les

éléments afin de réduire les temps de calcul de O(N2) à O(NlogN) ou même à O(N). Dans plusieurs

de ces méthodes, le champ de vitesse induit sur l’élément iC par les éléments éloignés est estimé

par une méthode quelconque. Parmi les plus populaires, on retrouve les méthodes P3M (particle-

particle/particle-mesh, voir par exemple Hockney et Eastwood 1981), la méthode des corrections

locales (voir par exemple Anderson 1986, Baden et Puckett 1990) et les méthodes de types multi-

pôles ou expansions des multipôles (voir par exemple, Greengard 1990, Greengard et Rokhlin

1987, Puckett 1993). Pour la plupart, ces méthodes sont difficiles à implanter et lourdes à utiliser,

ce qui diminue leur efficacité globale.
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L’algorithme « Vortex-in-cell » (VIC) est un autre type de méthodes vortex rapides utilisé pour

considérablement réduire les temps de calcul attribués à la méthode originale de Chorin (1973).

Cette méthode, qui est classifiée comme une méthode mixte eulérienne/lagrangienne, peut facile-

ment être adaptée à des modèles géométriques complexes et est celle qui, combinée à la méthode

des vortex aléatoires, fait l’objet de cette thèse.

L’algorithme Vortex-in-cell.  Dans le contexte d’écoulements de fluides, l’algorithme Vortex-in-cell

doit ses débuts aux travaux originaux de Christiansen (1973). Basé sur les travaux des groupes de

recherche de Livermore, Los Alamos, Stanford et Princeton (voir Harlow 1970, entre autres), il

présenta une méthode qui permet d’obtenir le champ de vitesse à partir d’un champ de vorticité

lagrangien sans utiliser la loi de Biot-Savart. Plutôt, une équation de Poisson, qui relie le champ

de vorticité lagrangien (composé d’éléments de vorticité singuliers) à la fonction de courant de

l’écoulement, est solutionnée sur un maillage eulérien. Puisque le maillage n’est en fait qu’un ar-

tifice de calcul pour estimer la vitesse de convection des éléments, les avantages de la représenta-

tion lagrangienne sont conservés. Le couplage entre les aspects lagrangiens (éléments) et eulé-

riens (maillage) de la méthode est assuré par l’algorithme Vortex-in-cell. L’ordre de convergence

de la méthode résultante est O(N+PlogP) où N est le nombre total d’éléments de vorticité et P est

le nombre total de nœuds sur le maillage. Christiansen (1973) a présenté des résultats de simula-

tions pour des écoulements considérés non-visqueux mais, depuis, plusieurs chercheurs ont

adapté la méthode avec succès à la résolution d’écoulements considérés visqueux, la plupart en

adoptant les principes de la méthode des vortex aléatoires proposée par Chorin (1973).

Notamment, Smith et Stansby (1988) ont effectué des simulations pour l’écoulement autour d’un

cylindre rond mis impulsivement en mouvement. Pour la partie eulérienne, ils ont introduit un

maillage non-uniforme dans la direction radiale. Ils ont comparé leurs résultats à des solutions

analytiques pour de faibles temps et à des simulations numériques eulériennes (différences finies)

et des visualisations expérimentales pour des temps plus élevés. Ils ont observé que les comparai-

sons étaient bonnes lorsqu’un nombre suffisant de nouveaux éléments étaient introduits dans

l’écoulement à chaque pas de temps. À cet égard, ils ont noté que le nombre d’éléments requis

augmentait avec le nombre de Reynolds et que l’écart type de diffusion des éléments devait être

du même ordre de grandeur que l’épaisseur du maillage près des parois pour éviter des fluctua-

tions excessives. Ces mêmes auteurs (Smith et Stansby 1989b) ont présenté des résultats de simu-

lations pour l’écoulement à valeurs élevées du nombre de Reynolds (valeurs considérées dans le

régime turbulent) autour d’un cylindre en utilisant un modèle de turbulence. Ces travaux ont

démontré, entre autres, que la combinaison de l’algorithme VIC et de la RVM était très bien

adaptée à la simulation d’écoulements externes.
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D’autre part, Chang et Chern (1991a, 1991b) ont présenté une méthode combinant l’algorithme

VIC et un modèle de diffusion à nature déterministe. Pour effectuer les comparaisons, ils ont uti-

lisé les mêmes travaux de référence que ceux utilisés par Smith et Stansby (1988). Pour des si-

mulations effectuées sur une gamme étendue du nombre de Reynolds, ils ont observé que leurs

résultats se comparaient bien aux résultats obtenus par des méthodes analytiques, par des simu-

lations numériques eulériennes (différences finies) et par des visualisations expérimentales.

Plus récemment, Stansby et Slaouti (1993) ont traité l’écoulement autour d’un cylindre en con-

sidérant l’effet de blocage causé par la présence de parois aux frontières supérieure et inférieure

du domaine de calcul. Leurs résultats ont été comparés à des simulations numériques eulérien-

nes (éléments finis et méthodes spectrales) et à des mesures expérimentales. En particulier, leur

domaine de calcul était composé d’un système de maillages chevauchés. Pour une gamme res-

treinte du nombre de Reynolds, ils ont observé que leurs résultats se comparaient très bien aux

mesures expérimentales correspondantes.

D’autre part, Gagnon et Huang (1993) ont effectué des simulations dans une géométrie interne

(canal simple) avec et sans injection d’un écoulement secondaire à travers l’une des parois en uti-

lisant une méthode similaire à celle présentée dans cette thèse. Des maillages non-uniformes ont

été utilisés pour effectuer leurs simulations et ils ont considéré des valeurs faibles et élevées pour

le nombre de Reynolds. Scolan et Faltinsen (1994) ont étudié l’écoulement autour de modèles

géométriques qui présentent des coins à angles droits. En utilisant des transformations confor-

mes, ils ont contourné les singularités théoriques qui existent pour les vitesses au coin. Wester-

mann (1994), quoiqu’en électromagnétisme, a étendu l’algorithme VIC en utilisant des maillages

adaptés aux frontières (boundary-fitted meshes) où les frontières se déplaçaient dans le temps.

En considérant des écoulements instationnaires, Savoie et al. (1996d) ont présenté une étude de

convergence par raffinement successif des paramètres numériques en utilisant le modèle d’une

marche descendante. Savoie et Gagnon (1996a), afin de simuler l’écoulement au-dessus de cavités

qui représentent l’arrangement des écailles sur les ailes de papillons, ont imposé la périodicité sur

les conditions aux limites à l’entrée et à la sortie du domaine de calcul. Pour le même modèle, Sa-

voie et Gagnon (1996b) ont présenté une animation des résultats de simulation pour une valeur

du nombre de Reynolds qui se situe dans la plage de la transition entre les régimes laminaire et

turbulent. Entre autres, cette étude a permis la visualisation des aspects dynamiques de l’écoule-

ment, dont le détachement et l’agglomération de structures cohérentes (ou régions de vorticité).

Pour l’ensemble de ces travaux, des maillages non-uniformes ont été utilisés pour effectuer les

simulations, dont les résultats sont en partie présentés dans cette thèse.
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Aperçu de cette thèse.  Dans beaucoup de situations, les écoulements de fluides peuvent être con-

sidérés bidimensionnels, entre autres, jusqu’au moment où les instabilités de l’écoulement induis-

ent des effets tridimensionnels. Ainsi, dans des modèles physiques bidimensionnels, les écoule-

ments à faibles valeurs du nombre de Reynolds et les écoulements débutants (starting flows) à

valeurs plus élevées du nombre de Reynolds peuvent être considérés comme bidimensionnels et

s’avèrent donc d’excellents cas de validation pour les méthodes numériques 2D. Même si les mo-

dèles de simulation 2D sont plus simples que leurs homologues 3D, les simulations permettent

tout de même d’approfondir nos connaissances sur la dynamique fondamentale d’écoulements

régis par des équations non-linéaires. D’ailleurs, l’état de l’art pour effectuer des simulations d’é-

coulements 3D instationnaires nous limite à des cas d’écoulements académiques, souvent pour

des écoulements non-visqueux, à moins d’être équipés d’ordinateurs ultra-puissants. Le but est

donc de développer une méthode rapide qui nous permet d’effectuer des simulations sûres et ef-

ficaces à l’aide de stations de travail et/ou d'ordinateurs personnels, tout en révélant une dynami-

que représentative d’écoulements instationnaires réels.

À cette fin, l’élaboration de la méthode est d’abord présentée au chapitre 2. L’influence des para-

mètres numériques et une étude de convergence numérique de la méthode sont présentées au

chapitre 3. Aux chapitres 4 et 5, des résultats de simulations sont présentés pour des modèles qui

représentent une marche descendante et les cavités qui résultent de l’arrangement des écailles

sur les ailes de papillons. Pour ce dernier modèle, une condition de périodicité est imposée à

l’entrée et à la sortie du modèle pour simuler une infinité de cavités successives. Des remarques

relatives à la méthode globale et des conclusions générales sur les simulations clôturent ce travail

au chapitre 6.
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C H A P I T R E 2
2.1 Formulation physique

Nous considérons dans cette thèse des écoulements bidimensionnels et isothermes de fluides vis-

queux (newtoniens), incompressibles et sans forces de volume. Les équations adimensionnelles

qui régissent ce type d’écoulements sont l’équation de continuité et les équations de Navier-Sto-

kes, respectivement

 u 0 (2.1)

et


u

u u u
t

p
Re

    ( )
1 2 , (2.2)

où =(/x, /y) est l’opérateur différentiel, u = (u, v) est le vecteur vitesse (composantes longi-

tudinale (x) et transversale (y) respectivement), p est la pression, t est le temps et Re est le nombre

de Reynolds défini par

Re
UH





(2.3)

où U est une vitesse de référence, H est une longueur de référence,  est la masse volumique du

fluide et  est sa viscosité dynamique. Dans les chapitres qui suivent, à moins d’indication con-

traire, la vitesse de référence U est la vitesse uniforme qui est imposée à l’entrée du domaine de

calcul et la longueur de référence H est la hauteur de la marche du modèle considéré.

Variables de vorticité.  L’usage de méthodes vortex pour simuler les écoulements implique que les

équations régissantes sont transformées afin d’obtenir une formulation en variables de vorticité.

Ainsi, en introduisant la fonction de courant  =  (x, y, t), où
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et en utilisant la définition de vorticité  = u, où  = (0, 0, ) en deux dimensions et
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les équations se voient transformées d’une formulation en variables primitives à une formulation

en variables de vorticité. En substituant l’équation (2.4) dans l’équation (2.5), une équation de

Poisson qui relie la fonction de courant  au champ de vorticité  = (x, y, t) est obtenue :

 2  . (2.6)

De plus, en prenant le rotationnel de l’équation (2.2), et en utilisant l’équation (2.1), l’équation du

transport de la vorticité est obtenue : en deux dimensions,




 
t Re
   ( )u

1 2 . (2.7)

En faisant usage de la méthode numérique élaborée au § 2.2, les équations (2.4), (2.6) et (2.7) se-

ront utilisées afin de résoudre l’écoulement pour les modèles étudiés.

Modèles simulés. Trois modèles d’écoulement sont considérés dans cette étude : la marche descen-

dante en régime instationnaire, la marche descendante en régime permanent et les cavités sur les

ailes de papillons. Les détails concernant chacun de ces modèles sont présentés dans leur chapi-

tre respectif.

Conditions aux limites. Les conditions usuelles d’adhérence et d’imperméabilité sur les parois

solides impliquent que les particules de fluide situées sur une paroi doivent suivre le mouvement

de celle-ci, i.e. u = (u,v) = (0,0) sur les parois stationnaires. Les conditions pour les autres limites

du domaine de calcul seront énoncées lorsque l’étude des modèles spécifiques sera abordée.

Condition initiale.  Puisque les équations régissantes sont de nature instationnaire, une condition

initiale doit être imposée afin de résoudre le champ d’écoulement. Par conséquent, l’écoulement

potentiel est utilisé comme condition initiale pour tous les modèles étudiés, ce qui est équivalent

à supposer qu’un mouvement impulsif est imposé au fluide pour entamer les simulations.

2.2 Méthode numérique

Le champ de vorticité  est discrétisé au temps t en un ensemble d’éléments de vorticité singuli-

ers, ce qui constitue le fondement de la méthode numérique. Le champ de vorticité théorique-

ment continu est donc représenté par un nombre d’éléments discrets (N) qui transportent chacun

une quantité de circulation i , i.e.
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où x = (x, y) est le vecteur position, i = i(t) = (xi(t), yi(t)) est la position de l’élément de vorticité i

et (x) est la fonction delta de Dirac.

Aperçu de la méthode.  Dans cet ouvrage, l’algorithme Vortex-in-cell (VIC, Christiansen 1973) est

combiné à la méthode des vortex aléatoires (Random Vortex method - RVM, Chorin 1973) pour

résoudre l’écoulement. La méthode numérique résultante fait partie de la famille des méthodes

lagrangiennes, ce qui implique que l’écoulement est résolu en suivant la trace de particules dis-

crètes dans le temps. Dans notre contexte, l’évolution temporelle de l’écoulement se fait en affec-

tant des déplacements diffusif et convectif aux éléments de vorticité lagrangiens selon l’équation

du transport de la vorticité (équation (2.7)).

Lorsque des méthodes purement lagrangiennes sont utilisées, la convection des éléments de vor-

ticité se fait par l’entremise de la loi de Biot-Savart (Ghoniem et al. 1982 et Ghoniem et Gagnon

1987). Ceci implique qu’une sommation double doit être effectuée sur les éléments de vorticité

afin d’obtenir leur vitesse de convection. Dans les méthodes mixtes eulériennes/lagrangiennes qui

se servent de l’algorithme VIC (le cas échéant), un maillage eulérien est introduit afin de réduire

les temps de calcul nécessaires à l’avancement convectif des particules lagrangiennes qui aident à

définir le champ d’écoulement.

Avant de détailler les différents aspects de la résolution numérique de l’écoulement, nous présen-

tons une vue d’ensemble de la méthode afin de familiariser le lecteur aux étapes générales qui

constituent ladite méthode.

  Premièrement, l’équation de Laplace (équation (2.6) avec  = 0) est résolue pour la fonction

de courant  en appliquant les conditions aux limites potentielles. Pour la géométrie et les

conditions aux limites considérées, l’écoulement potentiel en résulte.

  Connaissant maintenant le champ de la fonction de courant , les vitesses de glissement

(composante tangentielle de la vitesse à la paroi) sont évaluées par l’entremise de l’équation

(2.4). Des éléments de vorticité sont alors générés à la paroi afin d’annuler ces vitesses de

glissement (pour satisfaire la condition d’adhérence).

Ces deux premières étapes étant complétées, toutes les conditions sont satisfaites et l’écoulement

est résolu au temps t = 0. Pour les temps successifs, les étapes ,  et  sont répétées jusqu’au

temps marquant la fin de la simulation.

  Les éléments de vorticité sont transportés selon l’équation du transport de la vorticité

(équation (2.7)). Plus spécifiquement, la diffusion des éléments est régie par l’algorithme de

la marche aléatoire (random walk algorithm, Chorin 1973) tandis que leur convection est

faite à partir du champ de vitesse (équation (2.4)) par l’entremise de l’algorithme VIC.
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Les éléments qui sont transportés à l’extérieur du domaine de calcul sont traités de façon

adéquate : ceux qui traversent les parois solides sont réfléchis à leur position miroir à l’inté-

rieur du domaine et ceux qui traversent les autres frontières sont éliminés des calculs sub-

séquents (Chorin 1978, Ghoniem et Gagnon 1987).

  En faisant appel à l’algorithme VIC, la circulation lagrangienne i transportée par les élé-

ments de vorticité est attribuée aux nœuds du maillage, ce qui résulte en un champ de vor-

ticité eulérien (x, y, t). L’équation de Poisson est alors résolue pour  (équation (2.6)) en sa-

tisfaisant les conditions aux limites potentielles.

  Suivant la procédure décrite à l’étape , de nouveaux éléments de vorticité sont générés

pour satisfaire la condition d’adhérence sur les parois solides.

Dans les écoulements pratiques, les phénomènes simulés aux étapes  et  (dans l’ordre indiqué)

se produisent simultanément, et ce de façon continue. Par contre, dans les simulations numéri-

ques, ces étapes sont effectuées successivement à partir du même champ d’écoulement. C’est-à-

dire que le champ d’écoulement calculé au temps t (étape ) est utilisé à la fois pour (i) générer

de nouveaux éléments au temps t (étape ) et (ii) transporter les éléments au temps t+t (étape

). Ceci s’explique par le fait que le champ d’écoulement n’est pas modifié à l’étape  (au temps t)

puisque les éléments nouvellement générés reposent sur la paroi et forment une couche de vorti-

cité infiniment mince qui n’a pas encore été sujette au transport. Cette couche de vorticité assure

que la composante tangentielle de la vitesse à la paroi soit effectivement nulle et, pour les besoins

de la cause, elle se situe à une distance infiniment petite au-dessus de la paroi. Au pas de temps

suivant, les éléments qui forment cette couche de vorticité vont évoluer pour créer une nouvelle

vitesse de glissement à la paroi.

Pratiquement, même si la vitesse de glissement est évaluée au niveau de la paroi, on considère

qu’elle représente la vitesse à une distance infiniment petite au-dessus de la couche de vorticité ;

la vitesse à la paroi étant théoriquement nulle. Ce sujet sera discuté davantage lorsque la généra-

tion de vorticité sera abordée plus loin dans ce paragraphe.

Transformations de maillage. Les écoulements simulés sont caractérisés par des longueurs

d’échelles variées selon la position à l’intérieur du domaine de calcul. En particulier, plusieurs

régions sont aptes à contenir des structures de petites échelles, soient l’écoulement près des pa-

rois à l’intérieur des couches limites, les zones de recirculation et les couches de cisaillement qui

se forment aux points de décollement. De plus, la région près des parois à l’entrée du domaine de

calcul et les régions rapprochées des points de décollements sont caractérisées par la présence de

gradients élevés dans les variables d’écoulement. Le maillage du domaine de calcul doit donc être
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raffiné dans ces régions pour assurer une bonne résolution numérique. Afin d’améliorer l’effica-

cité de la solution, un maillage plus grossier est utilisé ailleurs dans le domaine de calcul, et ce

sans nuire à la précision des calculs (voir Smith et Stansby 1988, Gagnon et Huang 1993 et Savoie

et al. 1996d).

À cette fin, proposons d’abord les coordonnées généralisées

  ( , )x y      et       ( , )x y . (2.9)

Il s’agit d’exprimer les équations (2.4) et (2.6) en fonction de ce nouveau système de coordonnées.

En appliquant alors la règle de dérivation en chaîne, les opérateurs de dérivation peuvent s’écrire
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Au lieu de travailler avec les transformations et les métriques (i.e. l’ensemble des équations qui

relient un système de coordonnées à un autre) proprement dites, il s’avère plus pratique de tra-

vailler avec les transformations et les métriques inverses. C’est-à-dire qu’il est préférable d’expri-

mer les coordonnées x et y en fonction des coordonnées généralisées  et  au lieu d’utiliser la

forme  = (x,y) et  = (x,y) :

x x ( , )       et     y y ( , )  (2.11)

où les opérateurs de dérivation pour les variables  et  sont
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Pour être en mesure d’exprimer l’équation de Poisson (2.6) en fonction du système de métriques

inverses, il faut résoudre l’équation (2.12) pour /x et /y, ce qui donne
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où J est le Jacobien de la transformation et est défini comme
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x y x y
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. (2.14)

Afin de simplifier le calcul des dérivées d’ordre supérieur, posons
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et les opérateurs de dérivation s’écrivent alors
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En utilisant (2.15) et (2.16), l’équation de Poisson (2.6) peut maintenant s’écrire en fonction du

système de coordonnées généralisées, soit
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c a a1 1
2

3
2  ,

c a a a a2 1 2 3 42 ( ) ,

c a a3 2
2

4
2  , (2.17b)
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Cette forme de l’équation de Poisson sera utilisée, au lieu de l’équation (2.6), avec l’algorithme

VIC afin de déterminer la fonction de courant. L’évaluation des vitesses se fera alors par l’entre-

mise des expressions

u a a 3 4








     et     v a a ( )1 2








. (2.18)

Nous n’avons présenté ici que les équations générales qui régissent les transformations de mail-

lage. Les transformations spécifiques à chacun des modèles seront abordées dans leur chapitre

respectif (chapitres 4 et 5).

Algorithme Vortex-in-cell.  À chaque pas de temps, l’écoulement évolue en (i) transportant les élé-

ments de vorticité lagrangiens déjà présents dans le domaine de calcul et en (ii) introduisant de

nouveaux éléments de vorticité dans l’écoulement pour satisfaire la condition d’adhérence sur les

parois. Afin d’accomplir ceci, l’algorithme VIC est utilisé pour faire le lien entre les aspects la-

grangiens et eulériens de la méthode numérique.

En fait, la fonction globale de l’algorithme est simplement d’agir comme interface entre les par-

ticules lagrangiennes et le maillage eulérien, qui est lui-même introduit par l’algorithme VIC.

L’algorithme est invoqué, d’abord pour évaluer le champ de vitesse à partir d’un ensemble de

particules qui définissent le champ de vorticité lagrangien, et ensuite pour communiquer ces vi-

tesses aux particules lagrangiennes. La distinction est donc faite entre les deux rôles principaux

joués par l’algorithme VIC.

Le premier rôle de l’algorithme VIC est de transformer un champ de vorticité lagrangien en un

champ de vorticité eulérien. D’abord, la circulation transportée par les éléments est attribuée aux

nœuds du maillage eulérien. La méthode d’allocation basée sur les coefficients d’aire (voir la fi-
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gure 1a), initialement proposée par Christiansen (1973) pour un maillage régulier, est utilisée à

cet égard. C’est-à-dire

 
m i

m

m

A
A

 , où  m = 1   4, (2.19)

où Am / Am est le coefficient d’aire. L’équation (2.19) est invoquée pour tous les éléments de vor-

ticité i en l’appliquant aux quatre nœuds m qui entourent l’élément i considéré. Le champ de cir-

culation eulérien (discret) i, j est obtenu en sommant la contribution de tous les i sur chacun des

nœuds du maillage. Ensuite, en se basant sur la définition de la circulation modifiée par le théo-

rème de Stokes,


A

Ad ,  (2.20)

le champ de circulation eulérien (x, y, t) est transformé en un champ de vorticité eulérien

(x, y, t) en appliquant

 i j
i j

i jA,
,

,




(2.21)

pour tous les nœuds de maille i, j du domaine de calcul. L’aire Ai, j est délimitée par le centre des

mailles avoisinantes au nœud et représente la quantité d’aire affectée au nœud pour convertir la

circulation en vorticité (voir la figure 1b, et aussi Gagnon et Huang 1993). À noter que ce champ

de vorticité eulérien n’est en fait qu’un artifice de calcul numérique ; quoiqu’il reflète fidèlement

son homologue lagrangien qui, lui, demeure inchangé.

À partir du champ de vorticité eulérien, et des conditions aux limites potentielles imposées,

l’équation (2.17) est résolue pour  sur le maillage transformé en appliquant une méthode de ré-

solution appropriée. Dans cet ouvrage, deux méthodes ont été utilisées : une procédure itérative

i

1 2

34

A4A3

A2 A1

�i

Ai, j+1

i, j

i, j+1 i+ , j+1 1

i+ , j1

(a) (b)

FIGURE 1 : Illustration du processus d’attribution de la vorticité par la méthode des coefficients d’aire. (a) La circula-
tion i transportée par les éléments lagrangiens est attribuée aux nœuds du maillage afin d’obtenir le
champ de circulation eulérien (x, y, t). Les chiffres 1 à 4 représentent les quatre nœuds de la maille qui
contient l’élément i. (b) Le champ de circulation (x, y, t) est transformé en un champ de vorticité (x, y, t).
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de Gauss-Seidel avec sur-relaxation successive (succesive over-relaxation - SOR) et une technique

implicite à directions alternées (alternating direction implicit - ADI). Nous avons observé que la

technique ADI était plus efficace lorsque (i) des maillages uniformes (ou quasi-uniformes) étaient

utilisés, (ii) le rapport entre la longueur et la hauteur du domaine de calcul était élevé et (iii) des

conditions aux limites de type Dirichlet étaient imposées. Pour les deux méthodes de résolution,

la discrétisation de l’équation (2.17) se fait par des approximations discrètes du deuxième ordre

et, pour chaque itération successive, la convergence est assumée lorsque toutes les valeurs de la

fonction de courant  sont vérifiées à une tolérance prescrite . La méthode de résolution spéci-

fique utilisée, ainsi que la valeur de la tolérance , seront spécifiées pour chacun des cas étudiés.

Le deuxième rôle de l’algorithme VIC est de communiquer une vitesse de convection à chacun

des éléments de vorticité lagrangiens à partir du champ de vitesse eulérien. Pour ce faire, les vi-

tesses eulériennes sont d’abord calculées aux nœuds de maille par l’entremise de l’équation (2.18)

et du champ de la fonction de courant . Ensuite, tel que présenté par Christiansen (1973), la vi-

tesse de convection des éléments est évaluée en effectuant une interpolation linéaire double.

L’interpolation est effectuée à partir des vitesses calculées aux quatre nœuds de la maille qui con-

tient l’élément donné (voir la figure 2), donc

u
u

VIC
m m

m

A
A





, où  m = 1   4. (2.22)

Les vitesses de convection ainsi calculées sont utilisées dans les schémas de convection pour ef-

fectuer la partie convective du transport des éléments de vorticité (tel que présenté plus loin dans

ce paragraphe).

Lorsque l’équation (2.17) est résolue pour , le fait que les conditions aux limites potentielles sont

satisfaites n’implique pas que la condition de non-glissement sur les parois est elle aussi satisfaite.

Pour vérifier cette dernière condition, et ainsi compléter un pas de temps, de la vorticité est géné-

rée sous forme de circulation le long des parois, et ce pour tous les pas de temps de la simulation.

1 2

34

i
A4A3

A2 A1

uVIC

FIGURE 2 : Illustration du processus d’interpolation linéaire utilisé pour obtenir la vitesse de convection des éléments
de vorticité.
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Génération de vorticité.  La circulation est générée à tous les pas de temps pour simuler la cré-

ation de vorticité due à l’interaction fluide/paroi (Chorin 1973). La quantité de circulation qui est

introduite dans l’écoulement afin de vérifier la condition d’adhérence est déterminée en utilisant

les vitesses de glissement calculées aux parois (à partir du champ de la fonction de courant ) et

de la définition de la circulation

     u ld . (2.23)

Pour des raisons d’ordre pratique, nous supposons que la vitesse de glissement uslip calculée à la

paroi est en fait située à une hauteur d de la paroi où d tends vers 0 (voir la figure 2.3). Ceci im-

plique que la couche de vorticité introduite pour vérifier la condition d’adhérence se situe entre

la paroi et le niveau (d) de la vitesse de glissement. En définissant un parcours d’intégration de

hauteur d entre deux nœuds consécutifs d’une maille, l’équation (2.23) peut s’écrire

 wall k slip old ku s  , ,d  (2.24)

où le point k dénote le point milieu d’un segment de paroi délimité par deux nœuds successifs, ds

est la longueur du segment, uslip est la vitesse de glissement, old,k est la quantité de circulation ex-

istant sur le segment et wall,k est la quantité de circulation à être générée. Le signe précédent le

terme uslipds est déterminé d’après la disposition de la paroi considérée (par exemple, sur les pa-

rois horizontales supérieures le signe est positif et sur les parois horizontales inférieures le signe

est négatif). D’autre part, les valeurs de uslip et old,k sont obtenues en moyennant les valeurs u i, j et

i, j sur les nœuds de paroi qui délimitent le segment : spécifiquement, old,k est obtenue par appli-

cation de l’équation (2.19). La circulation ainsi créée sur chaque segment est subdivisée en un

nombre d’éléments Nnew,k selon un nouvel « algorithme de génération minimum », soit

N nnew k
wall k

opt
min,

,max int . , 








( )




0 5 . (2.25)

i i+1k

ds

�u l·d

Maille

d�

dh

Paroi

uslip

Couche de vorticité

FIGURE 3 : Illustration du processus de génération de vorticité (sur une paroi) qui est utilisé afin d’éliminer la vitesse
de glissement.
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Dans l’équation (2.25), opt est une valeur optimale de circulation pour les éléments de vorticité

(Ghoniem et Gagnon 1987) et nmin est un nombre minimum d’éléments à être générés à chaque

pas temps, et ce sur chaque segment. La quantité de circulation à être générée (wall,k) est répartie

également entre les nouveaux éléments (Nnew,k), qui eux sont placés le long du segment à inter-

valles égaux.

Le champ d’écoulement résultant, qui comprend les anciens et les nouveaux éléments, va alors

évoluer selon l’équation du transport de la vorticité (équation (2.7)).

Transport du champ de vorticité lagrangien.  Suivant le développement initialement proposé par

Chorin (1973), l’équation du transport de la vorticité (équation (2.7)) est résolue en deux étapes

par l’application de la technique de fractionnement de l’opérateur (operator splitting technique).

Le résultat est une équation qui régit la convection des éléments,





t C






 ( )u , (2.26)

et une équation qui régit la diffusion des éléments,





t ReD






 

1 2 . (2.27)

Convection. Sous forme lagrangienne, le transport convectif des éléments de vorticité est régi par

une équation différentielle linéaire où les éléments sont convectés dans le champ de vitesse tout

en conservant leur circulation individuelle (Batchelor 1967), soit

d
d

 i
it

 u (2.28)

où i est la position d’un élément de vorticité lagrangien et ui = ui(i(t), t) est sa vitesse de convec-

tion induite par le champ de vorticité et par la vérification des conditions aux limites.

Diffusion. Afin d’assurer la compatibilité avec la convection lagrangienne, la diffusion est simulée

stochastiquement en imposant des déplacements aléatoires aux éléments de vorticité. Cet algo-

rithme est basé sur l’analogie entre la fonction de Green, qui est solution de l’équation (2.27) dans

un milieu infini, et la fonction densité de probabilité d’une distribution gaussienne à moyenne

nulle et à variance 2t/Re. En deux dimensions,

d R
t

Rex  cos 
2

     et     d R
t

Rey  sin 
2

, (2.29)

avec
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R 2 1ln  (2.30)

et
  2 2 , (2.31)

où dx et dy représentent les déplacements diffusif selon x et y, 1 et 2 sont des nombres aléatoires

tirés d’une distribution uniforme normalisée, R représente le rayon de déplacement normalisé

d’un élément et  représente la direction de ce déplacement.

Transport total de la vorticité. Le transport total de la vorticité est obtenu en sommant les dépla-

cements convectif et diffusif de tous les éléments, soit

 
i i iC x yt t t t d d( ) ( ) ( , )    u , (2.32)

où uiC est une approximation de la vitesse de convection ui et assume une forme qui dépend du

schéma d’intégration utilisé pour résoudre l’équation de la convection (équation 2.28).

À cette fin, plusieurs schémas d’intégration ont été utilisés pour effectuer le calcul des résultats

présentés dans cet ouvrage. Cependant, seul le schéma du 4ème ordre de type Runge-Kutta est

présenté (la formulation des autres schémas est présentée en annexe et dans Savoie et al. 1996d)

où la vitesse uiC , qui est une approximation de  la vitesse de convection ui , prend la forme

u
u u u u

iC
VIC i VIC i VIC i VIC it t t t t t t


     ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )   0 1 2 32 2 2 2

6
  

(2.33a)

avec
 

  

  

  

i i

i i VIC i

i i VIC i

i i VIC i

t

t
t

t t
t

t t t

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ),

( , ) ,

( , ) ,

( , ) .

0

1 0 0

2 0 1

3 0 2

2

2
2

2



 

  

  

u

u

u






 

(2.33b)

Lors du processus de transport, la nouvelle position d’un élément de vorticité peut se trouver à

l’extérieur du domaine de calcul. Si tel est le cas, les éléments qui traversent les parois sont réflé-

chis à leur position miroir à l’intérieur du domaine de calcul (Chorin 1978) et les éléments qui tra-

versent les autres frontières (l’entrée et la sortie) sont simplement éliminés des calculs subsé-

quents, leurs influences étant négligeables sur les caractéristiques globales de l’écoulement

(Ghoniem et Gagnon 1987).

Une étude de l’influence des différents paramètres numériques qui interviennent lors de la réso-

lution de l’écoulement (i.e. étude de convergence numérique) est présentée au prochain chapitre.
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C H A P I T R E 3
Lorsque des méthodes numériques sont utilisées pour prédire et/ou analyser les caractéristiques

d’écoulements de fluides, il importe d’effectuer une analyse systématique des sources d’erreur

afin d’assurer la convergence des résultats et la précision des solutions (Freitas 1993). Dans les

simulations numériques, la principale source d’erreurs étant l’utilisation de paramètres numé-

riques grossiers dans la discrétisation des variables de l’espace et du temps, une étude de conver-

gence a été effectuée en raffinant successivement les paramètres pour en arriver à démontrer la

convergence numérique des résultats. C’est ainsi que, dans ce chapitre, nous présentons une

étude de l’influence des paramètres et des procédures numériques sur la qualité des résultats de

simulation, tandis qu’une discussion sur le choix des conditions aux limites propres à chacun des

modèles est présentée dans leur chapitre respectif.

Pour faire la discrétisation spatiale des équations à nature eulérienne (équations (2.17) et (2.18)),

des schémas du 2ème ordre (basé sur des développements en séries de Taylor) ont été utilisés. De

plus, toutes les variables affectées au maillage eulérien sont dotées d’une précision double dans le

code de simulation. L’usage de variables à double précision est particulièrement critique pour les

valeurs de la fonction de courant , la tolérance de convergence , les coordonnées x et y et les

métriques de transformations de maillage (équations (2.13) à (2.16)) afin d’assurer une précision

optimale lors de la résolution de l’équation de Poisson (équation (2.17)).

3.1 Paramètres affectés à la génération de vorticité

Tel que mentionné, de la vorticité est générée sur les parois sous forme de circulation afin de vé-

rifier la condition d’adhérence sur celles-ci. Une des approches utilisées à cette fin consiste à as-

signer une quantité optimale de circulation (opt) à tous les éléments nouvellement générés. Puis-

que la quantité de circulation est fixée à l’avance, un plus grand nombre d’éléments sont générés

lorsque les vitesses de glissement sont élevées, assurant ainsi une meilleure représentation des

gradients de vitesse. Dans cette approche, la valeur optimale de opt est déterminée en effectuant

une preuve de convergence numérique (Ghoniem et Gagnon 1987). Une autre approche est de

fixer à l’avance le nombre d’éléments (nv) à être générés sur chaque segment de paroi à chaque

pas de temps. Cette approche assure que des éléments sont générés de façon plus ou moins con-

Influence des paramètres
numériques
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tinue le long des parois. Comme pour la première approche, la valeur optimale de nv est détermi-

née afin d’assurer la convergence numérique des simulations (Smith et Stansby 1988).

Cependant, les deux approches ont chacune leurs lacunes. Dans la première, lorsque seulement

opt est spécifié, il est concevable qu’aucun nouvel élément soit généré dans les régions à faibles

vitesses de glissement, telles que sur la paroi verticale et près des régions de recollement. Dans la

deuxième, lorsque qu’un nombre d’éléments fixe nv est imposé, il est possible que des éléments

qui transportent des quantités très élevées de circulation soient générés dans certaines régions,

telle la section d’entrée au domaine de calcul où les vitesses de glissement demeurent élevées

pour la durée totale de la simulation.

Afin de tirer avantage des aspects positifs des deux méthodes, et de pallier à leurs lacunes, un

nouvel algorithme de génération est proposé à l’équation (2.25). Dans cet algorithme, une valeur

optimale pour la circulation individuelle transportée par les éléments est spécifiée, assurant

qu’un nombre adéquat d’éléments soient générés dans les régions à vitesses de glissement élev-

ées. De plus, un nombre minimal d’éléments (nmin) à être générés sur chaque segment de paroi (à

chaque pas de temps) est spécifié, assurant ainsi une génération continue d’éléments dans les ré-

gions à faibles vitesses de glissement. Le nombre d’éléments qui doit être généré sur chaque

segment de paroi est donc le nombre le plus élevé en appliquant les deux approches.

Dans cet ouvrage, une étude de convergence a été effectuée sur le modèle de la marche instation-

naire (dont la géométrie est présentée à la figure 6, page 31) en considérant des valeurs de opt va-

riant de 510-5 à 510-3 et des valeurs de nmin variant de 0 à 20. Un sommaire (où la gamme des

paramètres est restreinte) de l’étude de convergence est présenté à la figure 4 où une comparai-

son est faite entre les tracés de la fonction de courant pour deux valeurs de opt (0.001 et 0.0001),

quatre valeurs de nmin (1, 2, 5 et 10), et trois schémas de convection (1er ordre de type Euler, 2ème

ordre de type Adams-Bashforth et 4ème ordre de type Runge-Kutta). Les tracés représentent un

écoulement à nombre de Reynolds 303 au temps t = 10.5 en utilisant un pas de temps t = 0.10.

De façon générale, à mesure que les paramètres sont raffinés, la solution s’améliore. Par contre,

l’étendue des améliorations semble n’être limitée qu’au lissage des lignes de contour. C’est-à-dire

que la résolution des régions de vorticité et des autres caractéristiques globales de l’écoulement

semble être affectée davantage par la grandeur du pas de temps et par le choix du schéma de

convection que par les paramètres de génération. Par exemple, en comparant les quatre tracés

des figures 4e et 4f, il est évident que la solution s’améliore à même le raffinement des paramè-

tres. Mais les résultats semblent aussi dévoiler que la localisation des régions de vorticité et les

caractéristiques globales de l’écoulement sont bien résolues même avec des paramètres de géné-

ration plus grossiers.
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FIGURE 4 : Comparaison de tracés de la fonction de courant  pour différentes valeurs des paramètres de génération
et différents schémas de convection. Les tracés représentent un écoulement à nombre de Reynolds 303 au
temps t = 10.5. Le pas de temps utilisé pour obtenir ces résultats est t = 0.10. (Une échelle non-linéaire a
été utilisée pour tracer la fonction de courant afin de mieux visualiser les structures cohérentes.)
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D’autre part, en comparant les figures 4a et 4b, on observe que opt a une plus grande influence

sur la solution que nmin  pour la gamme des paramètres étudiée, surtout lorsque de faibles valeurs

de nmin sont imposées (par exemple, comparer le tracé supérieur de 4a au tracé inférieur de 4b,

particulièrement le long de la ligne de contour qui délimite la couche de cisaillement). Lors-

qu’une valeur raffinée de opt est utilisée (figure 4b), il semble que le raffinement de nmin n’affecte

que les détails de l’écoulement. Cependant, lorsqu’une valeur relativement grossière est spécifiée

pour opt, l’influence du raffinement de nmin est plus prononcée (figure 4a). Les même tendances

peuvent être observées en comparant les figures 4c/4d et 4e/4f. Enfin, il semblerait que chaque

paramètre de génération affecte différents aspects de la solution et que leur utilisation conjointe

est favorable à l’obtention de solutions plus précises.

3.2 Pas de temps et schéma de convection

Le pas de temps est utilisé dans le calcul des déplacements diffusif et convectif des éléments de

vorticité. Pour la diffusion, le pas de temps est utilisé avec le nombre de Reynolds pour détermi-

ner l’écart type des déplacements aléatoires, tandis que pour la convection, le pas de temps est

utilisé implicitement avec un schéma d’intégration pour avancer les éléments dans le temps.

Dans cette thèse, des valeurs de pas de temps (t) entre 0.01 et 0.50 ont été évaluées avec six diffé-

rents schémas de convection afin d’effectuer le transport convectif des éléments. Des valeurs plus

faibles du pas de temps, par exemple t = 0.0025, ont été utilisées pour certains écoulements rela-

tifs au modèle des cavités sur les ailes de papillons et la nature de leur usage sera discutée au

chapitre 5. Les schémas d’intégration évalués comprennent un schéma du 1er ordre (Euler), deux

schémas du 2ème ordre (Adams-Bashforth et Runge-Kutta) et trois schémas du 4ème ordre (Adams-

Bashforth, Adams-Moulton et Runge-Kutta). Un sommaire des influences est proposé à la figure

5 où des tracés de la fonction de courant sont présentés pour les six schémas de convection, cha-

cun combiné à quatre valeurs du pas de temps. Les tracés représentent un écoulement à nombre

de Reynolds 303 au temps t = 10.5 en considérant des valeurs de opt = 0.00025 et nmin = 5 pour les

paramètres de génération.

La convergence numérique de l’algorithme en ce qui a trait au pas de temps et au schéma d’inté-

gration est bien illustrée à la figure 5. Le tracé supérieur de la figure 5f représente des résultats

de simulation précis et convergés (voir le chapitre 4) et servira de base de comparaison pour les

autres tracés de la figure. Ainsi, en comparant les tracés de la figure 5a au tracé de référence (le

tracé supérieur de la figure 5f), on observe que le schéma d’intégration du 1er ordre de type Euler
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FIGURE 5 : Comparaison de tracés de la fonction de courant  pour différentes valeurs du pas de temps et différents
schémas de convection. Les tracés représentent un écoulement à nombre de Reynolds 303 au temps
t = 10.5. (Paramètres de génération nmin = 5  et opt = 0.00025). (Une échelle non-linéaire a été utilisée pour
tracer la fonction de courant afin de mieux visualiser les structures cohérentes.)
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n’est pas propice à l’obtention de résultats précis, même lorsque des pas de temps raffinés sont

considérés. De plus, en comparant les tracés inférieurs des figures 5a à 5f, il semble évident que

les schémas du 4ème ordre de types Adams-Bashforth et Adams-Moulton ne donnent pas de

meilleurs résultats que les deux schémas du 2ème ordre à cause de leur sensibilité à la grandeur du

pas de temps. On peut attribuer ceci au fait que, pour ces schémas du 4ème ordre, les vitesses anté-

rieures des éléments de vorticité ont un gros poids lors du calcul des vitesses actuelles de convec-

tion. C’est ce qui rend généralement ces deux schémas inefficaces à l’obtention de résultats précis

en considérant les méthodes du type utilisé dans cette thèse. En résumé, lorsque des valeurs raffi-

nées du pas de temps (0.05) sont utilisées, les schémas du 2ème ordre et du 4ème ordre donnent des

résultats convergés jusqu’aux temps de simulation considérés. Par contre, pour des pas de temps

plus grossiers, seul le schéma du 4ème ordre de type Runge-Kutta s’avère acceptable.

A priori, l’usage d’un schéma de convection du 1er ordre, combiné à des pas de temps raffinés,

semble être le choix logique pour obtenir des résultats convergés tout en minimisant les efforts de

calcul. Le contraire a cependant été observé. En effet, même si le schéma du 4ème ordre de type

Runge-Kutta est environ trois fois plus lent que celui du 1er ordre de type Euler en considérant

des paramètres similaires (voir l’annexe A), il s’avère plus efficace en termes de la quantité de mé-

moire dynamique requise et en termes de la rapidité de convergence de l’algorithme. Ceci est dû

au fait qu’un pas de temps moins raffiné peut être utilisé, donc moins de pas de temps seront né-

cessaires pour effectuer une simulation complète. Par exemple, en comparant le tracé supérieur

de la figure 5a au tracé inférieur de la figure 5f, il est évident que les résultats illustrés par le der-

nier tracé sont plus précis que ceux illustrés par le premier. Pour le tracé supérieur de la figure

5a, 5.99 heures ont été nécessaires pour atteindre un temps de simulation t = 10.5 et 823 748 élé-

ments de vorticité étaient présents dans l’écoulement. Pour le tracé inférieur de la figure 5f, la

durée de simulation pour atteindre un temps t = 10.5 était de 2.46 heures et seulement 295 225

éléments étaient présents dans l’écoulement. Avec ces considérations, le schéma du 4ème ordre de

type Runge-Kutta est approximativement deux fois plus rapide et ne requiert qu’environ la moi-

tié de la mémoire dynamique comparativement à son homologue du 1er ordre de type Euler (et ce

sans considérer le fait que les résultats obtenus avec ce dernier schéma ne sont pas convergés et

qu’un pas de temps bien plus petit serait nécessaire pour atteindre cette convergence). Une ana-

lyse plus détaillée sur la quantité de mémoire dynamique requise et sur la rapidité des calculs est

présentée à l’annexe A pour les six schémas considérés dans ce travail.

Notons alors qu’en général, le schéma du 4ème ordre de type Runge-Kutta combiné à des pas de

temps plus grossiers donne de meilleurs résultats que ceux d’ordre inférieur combinés à des pas

de temps plus raffinés lorsque des simulations de plus longues durées sont envisagées pour la
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gamme du nombre de Reynolds considérée ici. Cependant, lorsque des valeurs très faibles du

nombre de Reynolds sont considérées, ceci n’est pas nécessairement le cas (cf. § 5.3).

En considérant des écoulements en régime permanent, les études de convergence numérique

présentées en littérature ont démontré que les paramètres de génération étaient ceux qui avaient

la plus grande influence sur la qualité et la précision des solutions. À partir des résultats présen-

tés dans ce paragraphe et au § 3.1, nous observons que les paramètres affectés à la convection des

éléments de vorticité (pas de temps et schéma d’intégration) affectent davantage la précision de la

solution que les paramètres affectés à la génération de vorticité lorsque des écoulements en ré-

gime instationnaire sont considérés.

3.3 Paramètres relatifs au maillage

Afin d’assurer une représentation juste de la vorticité à être générée sur les parois, il est essentiel

de précisément résoudre les vitesses de glissement sur celles-ci. Ceci implique que les éléments

nouvellement générés doivent diffuser bien à l’intérieur du maillage au lieu de seulement diffuser

en deçà de la ligne de maillage qui est tangente à la paroi (et la plus rapprochée de celle-ci). À cet

égard, il est pratique courante d’assurer que l’épaisseur des mailles près des parois soit inférieure

à l’écart type des déplacements aléatoires. Tous les maillages utilisés pour effectuer les simula-

tions qui sous-tendent les résultats présentés dans cette thèse respectent cette pratique.

Pour les modèles étudiés, les maillages comptaient entre 200 et 1000 mailles dans la direction lon-

gitudinale (x) à l’écoulement et entre 100 et 400 mailles dans la direction transversale (y) à l’écou-

lement. Les maillages choisis, ainsi que les valeurs des facteurs de densité de maillage (ax et ay)

s’il y a lieu, ont été déterminés à partir d’études de convergence numérique effectuées sur les

modèles identiques à ceux considérés dans cette thèse (voir Savoie et al. 1994, Savoie et Gagnon

1996a, Savoie et al. 1996d).

C’est donc en comparant les résultats de simulations qu’aucune différence majeure n’a été perçue

entre les différents maillages évalués pour un modèle particulier. Cependant, deux régions du

domaine sont d’intérêt particulier dû à leur dépendance accrue sur le raffinement du maillage : la

région près de la section d’entrée et la région prés du coin de la marche.

À la section d’entrée (pour les modèles de la marche), la condition imposée implique que les vites-

ses de glissement près des parois demeurent élevées pour la durée totale des simulations. Si une

attention particulière n’est pas portée au voisinage de ces régions, des maillages grossiers pour-

raient engendrer une mauvaise résolution des vitesses de glissement ce qui pourrait causer la
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création d’un nombre élevé d’éléments parasites1 (Ghoniem et Gagnon 1987). Dans cette thèse,

des maillages non-uniformes (en raffinant le maillage par l’entremise de fonctions hyperboliques)

sont utilisés pour pratiquement éliminer ces effets. En utilisant ce type de transformations, aucun

changement significatif n’a été observé dans les caractéristiques de l’écoulement face au nombre

de cellules spécifiées pour le maillage.

D’autre part, des vitesses infinies sont théoriquement prédites là où la pente change de façon

non-continue dans une géométrie, tel le coin de la marche. Ces vitesses infinies n’existent cepen-

dant qu’au coin de la marche et se produisent sur un parcours d’intégration à longueur théori-

quement infiniment petite, ce qui mène à la génération d’une quantité indéterminée de vorticité.

Peu importe, dans les écoulements visqueux, de la vorticité est continuellement générée sur les

parois, ce qui assure qu’il n’y aura jamais de vitesses infinies à l’intérieur de l’écoulement.

Numériquement, nous imposons une vitesse unitaire à l’entrée pour ensuite résoudre l’écoule-

ment potentiel comme condition initiale. De la vorticité discrète est ensuite créée sur les parois

pour vérifier la condition d’adhérence. Au coin de la marche, ceci est accompli en utilisant des

formules de différences finies avant (donc vers l’intérieur de l’écoulement) pour évaluer les vites-

ses de glissement. Évidemment, un genre de lissage des résultats se produit dû à la nature même

du coin. Cependant, en imposant des maillages raffinés dans cette région, des études paramétri-

ques sur le maillage ont démontré que les effets du lissage sur l’écoulement demeurent localisés

au coin et ne se propagent pas ailleurs dans l’écoulement. C’est ainsi que les maillages choisis

sont jugés adéquats pour résoudre l’écoulement.

3.4 Algorithme Vortex-in-cell

L’algorithme VIC assure le lien entre les aspects lagrangiens et les aspects eulériens de la mé-

thode de résolution. Pour les durées de simulation envisagées dans cet ouvrage, les schémas ini-

tialement proposés par Christiansen (1973) ont été utilisés et ont permis l’obtention de résultats

précis. En effet, ce choix ne devrait pas influencer la précision des solutions puisque (i) le mail-

lage est raffiné dans les régions où les gradients de vitesse sont élevés et (ii) les gradients de vi-

tesse sont faibles dans les régions caractérisées par un maillage plus grossier. De meilleurs (dans

le sens d’ordre plus élevé) schémas d’interpolation et d’allocation de vorticité seraient peut-être

nécessaires afin de minimiser les effets cumulatifs associés à de simulations de longue durée.

                                                          
1 On peut définir un élément parasite en considérant l’exemple de l’écoulement au dessus d’une plaque plane semi-infinie. Sur une telle

plaque, les vitesses d’écoulement sont normalement positives d’où la création de vorticité négative sur la paroi. Cependant, à cause des
fluctuations inhérentes à la méthode, des éléments de signe contraire seront générés (éléments dits parasites). Le but de raffiner le
maillage près des parois est de limiter le nombre de tels éléments.
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C H A P I T R E 4
4.1 Introduction

Tel que mentionné au chapitre 1, les écoulements dans (ou autour) de modèles géométriques à

nature bidimensionnelle peuvent eux-mêmes être considérés bidimensionnels dans plusieurs cas.

Plus précisément, les écoulements à faibles valeurs du nombre de Reynolds demeurent bidimen-

sionnels même après avoir atteint le régime permanent, tandis que les écoulements à valeurs plus

élevées du nombre de Reynolds demeurent bidimensionnels jusqu’aux temps où les instabilités

de l’écoulement induisent des effets tridimensionnels.

La marche descendante se démarque comme l’un des cas importants de modèles géométriques

considérés bidimensionnels. Quoiqu’étant simple, l’attrait de ce modèle géométrique est que les

écoulements sont caractérisés par d’importants phénomènes fondamentaux reliés à la mécanique

des fluides : le développement d’une couche limite sur la paroi horizontale en amont, décollement

et développement d’une couche de cisaillement au coin de la marche, formation d’une zone de

recirculation en aval de la paroi verticale, recollement de la couche de cisaillement sur la paroi

horizontale en aval et redéveloppement d’une couche limite en aval du point de recollement.

C’est d’ailleurs dû à la présence de ces phénomènes fondamentaux que la marche descendante a

fait l’objet de plusieurs travaux de recherche au fil des années. Du côté expérimental, la plupart

des travaux disponibles en littérature portent sur les caractéristiques moyennes et/ou stationnai-

res des écoulements (tant en régime laminaire qu’en régime turbulent) dans des modèles géomé-

triques confinés (voir O’Leary et Mueller 1969, de Brederode et Bradshaw 1972, Denham et Pa-

trick 1974, Durst et Tropea 1982, 1983, Etheridge et Kemp 1978, Eaton et Johnston 1980, 1981,

Pitz et Daily 1981, Armaly et al. 1983, Westphal et al. 1984, Adams et Johnston 1988a, 1988b, Iso-

moto et Honami 1989 et Hasan 1992, entre autres). De son côté, Honji (1975) a étudié l’écoulement

débutant (starting flow) dans un modèle géométrique simulant un modèle à écoulement libre loin

de la marche. L’expérience a été réalisée en déplaçant, à vitesse constante, un corps-modèle à l’in-

térieur d’un bassin d’eau où la largeur du bassin était large comparativement à la hauteur de la

marche (75 à 1.85). Les caractéristiques des écoulements ont été visualisées par deux méthodes

différentes (cf. § 4.2.4) et, d’après l’auteur, les écoulements se sont révélés bidimensionnels pour

les temps et les valeurs du nombre de Reynolds considérés.

La marche descendante
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Entre autres, Honji (1975) a observé que, pendant les stades intermédiaires de l’écoulement, la

distance séparant la paroi verticale et le point de recollement de la zone de recirculation variait

quasi linéairement avec le temps pour la gamme des valeurs du nombre de Reynolds étudiée. Il a

aussi observé que la zone de recirculation était constituée d’une ou plusieurs régions de vorticité

distinctes selon le temps et le nombre de Reynolds. Plus spécifiquement, il observa que la zone de

recirculation était composée de trois régions de vorticité distinctes aux stades intermédiaires du

développement de l’écoulement lorsque le nombre de Reynolds était supérieur à 140.

Dû au montant considérable d’information provenant de ces travaux expérimentaux, les écoule-

ments dans des modèles incorporant une marche descendante constituent d’excellents cas de va-

lidation numérique pour des algorithmes de simulation, tant en régime permanent qu’en régime

instationnaire, et tant en régime laminaire qu’en régime turbulent. À cette fin, plusieurs travaux

numériques ont porté sur le modèle géométrique de la marche, dont ceux d’O’Leary et Mueller

(1969), Atkins (1974), Hackman et al. (1984), Ghoniem et Gagnon (1987), O’Malley et al. (1991),

Neto et al. (1993) et Borthwick et Kaar (1993). Sethian et Ghoniem (1988) ont démontré les capaci-

tés de la RVM à obtenir les valeurs instationnaires des variables de l’écoulement. Gagnon et al.

(1993) ont quantifié la précision de la RVM en regardant les valeurs moyennes des fluctuations de

la vitesse. À notre connaissance, seuls Savoie et al. (1996d) ont présenté en littérature une étude

numérique systématique de l’écoulement en régime instationnaire pour la marche descendante.

Dans ce chapitre, nous traitons d’abord le cas d’écoulements instationnaires où des comparaisons

sont faites avec les travaux expérimentaux de Honji (1975). Une attention particulière sera portée

sur les caractéristiques du canal d’entrée et leurs influences sur la structure de l’écoulement en

aval de la marche. Dans la deuxième partie du chapitre, les écoulements en régime permanent

sont traités en utilisant un modèle similaire à celui utilisé par Denham et Patrick (1974). Des com-

paraisons seront alors faites entre nos résultats et ceux de Denham et Patrick (1974), entre autres.

4.2 Régime instationnaire

4.2.1 Description du modèle

La géométrie du modèle utilisé pour effectuer les simulations est présentée à la figure 6 où les di-

mensions du modèle ont été choisies pour correspondre le plus fidèlement possible au modèle

expérimental utilisé par Honji (1975). Puisque Honji (1975) a observé que les écoulements ont

demeuré bidimensionnels pour la gamme des valeurs du nombre de Reynolds étudiée (sauf près

des bords du modèle), l’utilisation d’un modèle bidimensionnel est justifiée pour effectuer une

étude de l’écoulement instationnaire au-dessus d’une marche descendante.
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FIGURE 6 : Géométrie du modèle de la marche pour les simulations en régime instationnaire. (a) Modèle numérique.
(b) Modèle numérique en comparaison avec le modèle expérimental de Honji (1975). Note 1 : Fenêtre de
visualisation pour les figures 4 et 5. Note 2 : Fenêtre de visualisation pour les figures 8, 9, 11 et 13.
Note 3 : Fenêtre de visualisation pour les figures 10, 12 et 14.

Dans le modèle de Honji (1975), l’écoulement est initié en établissant le mouvement rectiligne

uniforme d’un corps-modèle à l’intérieur d’un bassin d’eau. En se référant à la figure 6b, le corps

se déplace vers la gauche à une vitesse U et le nombre de Reynolds de l’écoulement est basé sur

cette vitesse et la hauteur de la marche H. Si on suppose que, relativement, le corps-modèle a une

vitesse nulle, on peut assumer que (i) la vitesse de l’écoulement est U (de gauche à droite) loin en

amont du corps et (ii) les parois du bassin se déplacent de gauche à droite à une vitesse U.

La région d’écoulement à proximité de la marche étant l’intérêt principal, notre modèle est défini

par une paroi supérieure se déplaçant à une vitesse U et une combinaison constituée d’une paroi

horizontale inférieure en aval, une paroi inférieure horizontale en amont et une paroi inférieure

verticale qui sont considérées stationnaires dans le temps et l’espace. Une longueur 25H est choi-

sie pour la paroi horizontale en aval pour s’assurer que les effets de la condition imposée à la sor-

tie ne se propagent pas jusqu’à la région d’écoulement d’intérêt. De plus, puisque la durée de
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l’écoulement débutant est estimée à 25 unités de temps, les effets induits par le devant du modèle

n’atteindront pas la marche si une longueur 25H est choisie pour la paroi horizontale en amont.

Cette supposition est abordée davantage dans un paragraphe subséquent (§ 4.2.4). D’autre part, la

vitesse et la longueur de référence qui définissent le nombre de Reynolds pour notre modèle sont

la vitesse uniforme U à la section d’entrée (u = 1.0) et la hauteur H de la paroi verticale.

Conditions aux limites.  En plus des conditions usuelles d’adhérence et d’imperméabilité imposées

sur les parois régulières (les trois parois inférieures), les conditions suivantes sont considérées

pour les autres limites du domaine (se référer à la figure 6).

Frontière supérieure. Puisque la paroi supérieure du modèle expérimental se déplace effective-

ment à une vitesse U, la condition u = (1.0, 0) implique qu’on ne génère de la vorticité que pour

des vitesses de glissement qui diffèrent de 1.0. Cependant, cette paroi étant éloignée de la région

d’écoulement d’intérêt, deux autres conditions ont été envisagées dans le cadre de cette thèse.

Spécifiquement, nous avons étudié les trois cas où la frontière supérieure est considérée comme

(i) une paroi régulière ou u = (1.0, 0), (ii) un écoulement libre ou u = (1.0, –) et (iii) une paroi lisse

ou u = (– ,0). Cette dernière condition suppose que la paroi se déplace à la vitesse de l’écoulement

libre, ce qui est en fait près de la réalité dans le cas du modèle de Honji (1975). En effet, puisque le

corps-modèle, ainsi que l'écoulement loin en amont de celui-ci, se déplacent à une vitesse U, les

vitesses longitudinales au voisinage de la paroi sont très rapprochées de U. L’hypothèse est que la

couche limite physique a une épaisseur de momentum minime, d'où nous déduisons que son in-

fluence est négligeable sur les caractéristiques de l’écoulement loin de la paroi. D’ailleurs, nous

avons déterminé numériquement que le choix de la condition pour la frontière supérieure n’influ-

ençait pas les caractéristiques de l’écoulement dans la région d’intérêt. Ceci est attribué au fait

que la frontière supérieure est située à 19H des autres parois. Donc, pour des raisons d’ordre pra-

tique, le mur lisse a été choisi comme condition sur celle-ci.

Section d’entrée au domaine de calcul. À la section d’entrée, un profil de vitesse uniforme U est

imposé en se basant sur la vitesse expérimentale du corps-modèle. Cette supposition se rappro-

che de la vitesse moyenne anticipée à l’entrée et les influences de ce choix, ainsi que celles du

choix de la longueur du canal d’entrée, sont discutées davantage au § 4.2.4.

Section de sortie du domaine de calcul. À la section de sortie, deux différentes conditions ont été

évaluées, soient, v = 0 et v/x = 0. Encore ici, puisque la section de sortie est située bien en aval

de la région d’intérêt (25H), les caractéristiques de l’écoulement se sont montrées insensibles face

à l’une ou l’autre des conditions imposées (et aussi face au choix de la longueur du canal de sortie,

Ghoniem et Gagnon 1987). La condition v = 0 a été utilisée pour des raisons d’ordre pratique.
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Transformations de maillage.  Dû à la nature du modèle géométrique, et pour respecter les consi-

dérations énoncées aux §§ 2.2 et 3.1, nous avons choisi pour ce modèle des transformations où

x x ( )      et     y y ( ) . (4.1)

Puisque les coordonnées x et y ne dépendent ici que d’une seule coordonnée généralisée ( et 

respectivement), les équations (2.14) à (2.18) se simplifient et, par conséquent, le jacobien s’écrit

J
x y









. (4.2)

Les paramètres a1 à a4 s’écrivent alors

a
x1

1




,    a2 0 ,    a3 0     et    a
y4

1




(4.3)

où les indices  et  impliquent des dérivations partielles. En utilisant l’équation (4.3) avec (2.16),

l’équation de Poisson (2.17) simplifiée est
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    . (4.4)

Cette forme de l’équation de Poisson sera utilisée pour le modèle considéré ici et sera résolue par

l’entremise de l’algorithme VIC, du champ de vorticité lagrangien et des conditions aux limites

potentielles. Le champ de vitesse, quant à lui, est obtenu à partir de la fonction de courant  en

utilisant

u
y


1






        et        v

x


1






. (4.5)

Des transformations algébriques basées sur des fonctions hyperboliques ont été utilisées pour

générer le maillage. Selon la direction longitudinale (x), le domaine de calcul est divisé en deux

régions. Pour la région en amont (« ouest ») de la marche, les équations de transformation sont

x x x x
amin step min

o x

x

   
1
2

1( )( )tanh( ) 
, (4.6)

avec

o
step

step

i i

i


2
, où  i = 0   istep , (4.7)

et
x xa tanh ( )1 , (4.8)

où ax est le facteur qui régit la densité locale du maillage, xmin et xstep sont tels qu’indiqués sur la fi-

gure 7 et istep = imax / 2 où imax est le nombre total de mailles selon la direction transversale.
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Pour la région en aval (« est ») de la marche, les transformations sont

x x bstep x
ce x  ( )e 1 , (4.9)

avec

e
step

max step

i i

i i





, et  i = istep   imax , (4.10)

où bx et cx sont des facteurs qui régissent la densité locale du maillage. Ces facteurs sont choisis

pour assurer (i) la continuité entre les transformations de maillage pour les régions aval et amont

du domaine et (ii) que x = xmax lorsque i = imax. Ceci est accompli en résolvant d’abord l’équation

(4.11) pour cx, et ensuite l’équation (4.12) pour bx :
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b
x x

x
max step

cx




e 1
. (4.12)

Le domaine de calcul est aussi subdivisé en deux régions dans la direction transversale (y) à l’é-

coulement et les équations utilisées pour effectuer les transformations sont similaires à celles uti-

lisées dans la direction longitudinale.

Ainsi, pour la région inférieure (« sud »),

y y y y
amin step min

s y

y

   ( ) ( )1
2

1
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, (4.13)
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 s
step

step

j j
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2
, où  j = 0   jstep , (4.14)

et

y ya tanh ( )1 , (4.15)

et pour la région supérieure (« nord »),

y y bstep y
cn y  ( )e 1 , (4.16)

avec

n
step

max step

j j

j j





, où  j = jstep   jmax , (4.17)

et by et cy sont obtenus en résolvant
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et

b
y y

y
max step

cy




e 1
. (4.19)

Les paramètres ay , by et cy sont similaires à leurs homologues utilisés dans les transformations de

la direction longitudinale. De plus,  jstep= jmax / 2 où jmax est le nombre total de mailles selon la di-

rection transversale, et ymin , ystep et ymax sont tels qu’indiqués sur la figure 7. Un maillage typique

qui résulte de ces transformations est illustré à la figure 7 pour des valeurs de imax = 500 et

jmax = 200 (où la moitié des lignes de maillage sont présentées).

(a)

(b)

ymax

xmax

ystep

xstep

ymin

xmin

x

y

FIGURE 7 : Illustration d’un maillage typique pour le modèle de la marche en régime instationnaire. L’illustration
représente un maillage de 500 (selon x) par 200 (selon y) où la moitié des lignes de maillages sont présen-
tées pour les deux directions. (a) Domaine de calcul. (b) Agrandissement de la région à proximité de la
marche.
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4.2.2 Paramètres numériques

Les valeurs choisies pour les paramètres numériques des simulations sur le présent modèle sont

basées sur l’étude de convergence présentée au chapitre 3. À moins d’avis contraire, ces paramè-

tres sont les suivants pour tous les résultats de simulations présentés pour le modèle de la marche

instationnaire : un pas de temps t = 0.10 a été utilisé et un schéma du 4ème ordre de type Runge-

Kutta a servi pour effectuer la convection des éléments ; pour générer ces éléments, les valeurs

opt = 0.00025 et nmin = 5 ont été utilisées dans l’algorithme de génération minimum qui a été pré-

senté au chapitre 2 ; quoique plusieurs maillages (200  imax  1000 et 100  jmax  400) ont été

évalués, les résultats présentés ont été obtenus avec un maillage de 500200 avec des paramètres

de densité ax = 0.95 et ay = 0.95 ; enfin, la méthode Gauss-Seidel avec SOR a été utilisée pour ré-

soudre l’équation de Poisson.

À cause de leur intérêt particulier, et aussi dû à leurs influences probables sur la structure de la

zone de recirculation, l’influence de la longueur du canal d’entrée et du profil de vitesse imposé à

l’entrée ont été étudiés en détail.

4.2.3 Influence du canal d’entrée

Longueur du canal d’entrée. Considérons d’abord le cas où le canal d’entrée a une longueur 25H

telle que spécifiée au § 4.2.1 et sur la figure 6. Initialement, loin de la section d’entrée, la couche

limite sur la paroi horizontale inférieure en aval évolue selon le problème de Rayleigh/Stokes

(R/S), i.e. le développement d’une couche limite au-dessus d’une plaque plane infinie sujette à

une accélération soudaine à partir de sa position au repos. Pour ce type d’écoulement, l’épaisseur

de la couche limite est approximativement régie par

0 99 3 64. ( ) .U t
t

Re
 , (4.20)

où 0.99U(t) est l’épaisseur de la couche limite telle que prédite par le problème de R/S. Au fur et à

mesure que le temps évolue, la présence d’une longueur finie pour le canal d’entrée va affecter

l’évolution de la couche limite à n’importe quelle station donnée (i.e. section de coupe verticale du

canal d’entrée).

Par ailleurs, la couche limite en régime permanent au-dessus d’une plaque plane semi-infinie est

caractérisée par une épaisseur qui n’est plus fonction du temps mais qui est plutôt fonction de la

position. D’après l’analyse de Blasius,

0 99 4 91. ( ) .U
minx

x x
Re




, (4.21)
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où 0.99U(x) est l’épaisseur de la couche limite à une distance x – xmin du début de la plaque (le dé-

but de la plaque est situé à xmin) telle que prédite par l’analyse de Blasius. Pour ce dernier cas, la

présence d’une longueur finie du canal d’entrée est en quelque sorte un facteur limitant pour

l’épaisseur de la couche limite à une station donnée.

Théoriquement, en considérant les équations de la couche limite de Prandtl pour le cas d’un

écoulement au-dessus d’une plaque sans frontière supérieure, la vitesse de l’écoulement libre est

égale à la vitesse maximale (longitudinale) de l’écoulement à n’importe quelle station considérée.

Cependant, dû aux simplifications introduites en théorie, il est impossible de prédire les survites-

ses (i.e. vitesses excédant celle de l’écoulement libre) qui se produisent à la limite supérieure de la

couche limite (voir par exemple Wang et Longwell 1964, Van Dyke 1970, Morihara et Cheng 1973,

Li 1979, Li et Ludford 1980). En considérant ceci, la survitesse maximale sera prise comme la vi-

tesse de l’écoulement libre afin d’évaluer l’épaisseur de la couche limite analytique et les profils

de vitesse analytiques dans ce qui suit.

À la figure 8, l’évolution de la couche limite numérique (0.99U) à trois stations du canal d’entrée est

tracée en fonction du temps et est comparée aux prédictions théoriques de Rayleigh/Stokes et de

Blasius pour un écoulement à nombre de Reynolds Re = 303. Sur cette figure, la ligne épaisse re-

présente la solution R/S, les lignes hachurées représentent les épaisseurs prédites par l’analyse de

Blasius et les autres lignes représentent les prédictions numériques. Initialement (pour t < 6.0),

l’épaisseur de la couche limite pour les trois stations évolue selon la prédiction de R/S. À la sta-

tion x = – 20.1 (où la distance à partir du début du canal est xinlet = x – xmin = 4.9), l’épaisseur

numérique (0.99U) de la couche limite cesse de se conformer à la prédiction R/S au temps t  7.0

pour subséquemment tendre vers la valeur prédite par l’analyse de Blasius, 0.99U(x=-20.1)  0.63.

Pour les stations x = –13.5 et x = –7.6, l’épaisseur numérique (0.99U) cesse de se conformer à la
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FIGURE 8 : Évolution de l’épaisseur de la couche limite à différentes stations d’un canal d’entrée de longueur 25H. Les
résultats numériques sont comparés aux prédictions analytiques pour un écoulement où Re = 303.
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prédiction R/S aux temps t  16.5 et t  24.5, respectivement, pour ensuite tendre vers les valeurs

prédites par l’analyse de Blasius, respectivement 0.99U(x=-13.5)  0.96 et 0.99U(x=-7.6)  1.18.

Les mêmes résultats sont présentés sous forme de profils de vitesse à la figure 9. Sur cette figure,

les cercles pleins représentent la prédiction de Blasius, les triangles pleins la prédiction de R/S à

différents temps et les lignes solides la prédiction numérique aux temps qui correspondent à la

prédiction de R/S. Encore ici, on observe que les prédictions numériques s’adhèrent parfaitement

aux prédictions de R/S jusqu’aux temps où les effets d’un canal d’entrée à longueur finie se font

sentir. Notons aussi que, pour la station x = –7.6, l’épaisseur de la couche limite telle que présen-

tée à la figure 8, et le profil de vitesse à t = 50 tel que présenté à la figure 9c, n’atteignent pas les
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FIGURE 9 : Comparaisons des profils de vitesse numériques aux prédictions analytiques à différentes stations d’un
canal d’entrée à longueur 25H pour un écoulement où Re = 303.
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valeurs prédites par l’analyse de Blasius. Ce résultat est attendu puisque cette station est relati-

vement rapprochée de la marche où les lignes de courant sont fortement courbées dû à l’expan-

sion rapide du canal. L’épaisseur de la couche limite est donc quelque peu inférieure à celle pré-

dite par l’analyse de Blasius.

Une caractéristique importante de l’écoulement découle de ces observations. Définissons d’abord

une vitesse d’établissement UE. Nous avons défini cette vitesse par le rapport entre (i) la distance

qui sépare l’entrée et une station donnée, et (ii) le temps requis pour que la prédiction numérique

de l’épaisseur de la couche limite cesse de se conformer à la prédiction de R/S à cette station.

Pour les trois stations considérées aux figures 8 et 9, une vitesse d’établissement UE  0.7 est ob-

tenue. Ceci implique que les perturbations qui ont comme origine la section d’entrée se déplacent

à une vitesse 0.7 et, en considérant un canal d’entrée de longueur 25H, ces perturbations n’affec-

teront la couche limite au niveau de la marche que pour des temps supérieurs à environ 36.0.

Une autre façon d’aborder le problème est d’analyser les propriétés de la couche limite au niveau

de la marche en considérant différentes longueurs pour le canal d’entrée. À cet égard, nous avons

considéré un canal d’entrée ayant des longueurs xinlet = 1.0, xinlet = 5.0 et xinlet = 25.0 où, en-

core ici, le nombre de Reynolds de l’écoulement était Re = 303. L’évolution de l’épaisseur de la

couche limite est présentée à la figure 10 où des comparaisons sont encore faites avec les prédic-

tions de R/S pour l’écoulement au-dessus d’une plaque plane semi-infinie. Quoique les tendances

de l’évolution soient similaires au cas précédent (où nous avions considéré trois différentes sta-

tions pour une seule longueur du canal d’entrée), l’épaisseur de la couche limite ne s’adhère pas

aux prédictions théoriques puisque l’écoulement à proximité de la marche est accéléré par la pré-
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FIGURE 10 : Évolution de l’épaisseur de la couche limite au niveau de la marche en considérant différentes longueurs
du canal d’entrée. Les résultats numériques sont comparés aux prédictions analytiques pour un écoule-
ment où Re = 303.
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sence du coin. Peu importe l’épaisseur de cette couche limite, la vitesse d’établissement des per-

turbations UE est encore approximativement égale à 0.7, même pour différentes longueurs du ca-

nal d’entrée (notons que les résultats étaient similaires pour Re = 97).

En se basant sur ces résultats, et en analysant les tracés de la fonction de courant pour la région

en aval de la marche (pas présentés), nous assumons que, si le canal d’entrée est suffisamment

long, les perturbations qui naissent à l’entrée n’atteindront pas le niveau de la marche pour la

durée totale des simulations d’écoulements débutants. En fait, les résultats impliquent que, en

considérant un canal d’entrée de longueur 25H, les propriétés de la couche limite sont insensibles

à la longueur du canal pour des temps inférieurs à environ 36.0, alors que les caractéristiques de

l’écoulement en aval de la marche ne seront pas grandement affectées pour des temps encore

plus longs. Nous concluons donc que la longueur du canal d’entrée n’a aucune influence signifi-

cative sur l’écoulement à proximité et en aval de la marche pour les résultats présentés.

Profil de vitesse imposé à l’entrée. Loin du corps-modèle, le fluide à l’intérieur du bassin est au

repos. Donc si le corps-modèle a une vitesse U, on peut considérer que, relativement, le fluide loin

du corps-modèle a une vitesse U et que le corps-modèle lui-même est fixe dans l’espace et le

temps. S’il n’y avait pas de parois pour contenir le fluide, la vitesse de l’écoulement libre et la vi-

tesse du fluide juste en amont du corps-modèle seraient aussi égales à U.

C’est pourquoi, au § 4.2.4, en considérant que le bassin était très large comparativement à l’épais-

seur du corps modèle (75 à 3.65, Honji 1975), nous avons négligé l’effet des parois du bassin pour

en arriver à imposer une vitesse d’entrée égale à U (i.e. u = 1.0). Par contre, en considérant la pré-

sence des parois avec l’équation de la continuité, la vitesse longitudinale moyenne à l’entrée du

modèle devrait en fait être égale à 1.05 U. De plus, nous pourrions nous attendre que le fluide ait

une vitesse longitudinale supérieure à la moyenne à proximité du corps-modèle à la section

d’entrée pour ensuite diminuer en se rapprochant de la paroi supérieure.

Avec ces considérations, et afin de vérifier l’influence sur l’écoulement en aval de la marche, des

simulations ont été effectuées en considérant un profil d’entrée à vitesse moyenne 1.05 U où un

profil exponentiel a été imposé pour résulter en une vitesse exagérément plus élevée que la vi-

tesse moyenne près du corps-modèle. À la figure 11, une comparaison est effectuée entre (i) le

tracé numérique de la fonction de courant en considérant une vitesse uniforme u = 1.0 à l’entrée,

(ii) la visualisation expérimentale de Honji et (iii) le tracé numérique de la fonction de courant en

considérant un profil de vitesse u = 1.0 + 0.95 e
 – ( y – ystep ) à l’entrée. Les trois visualisations sont pour

un écoulement à nombre de Reynolds Re = 303 au temps t = 10.5.
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Nous constatons que les deux tracés numériques ont la même allure générale et que le profil de

vitesse imposé à l’entrée n’a qu’une influence minime sur les caractéristiques de l’écoulement en

aval de la marche.

Pour en quelque sorte confirmer ceci, la longueur de la zone de recirculation en fonction du

temps pour trois valeurs du nombre de Reynolds est tracée à la figure 12. Sur cette figure, les ré-

sultats numériques sont comparés aux résultats expérimentaux de Honji (1975). Le profil uni-

forme a été utilisé pour obtenir les résultats numériques présentés à la figure 12a tandis que le

profil exponentiel a servi pour obtenir les résultats présentés à la figure 12b.

Essentiellement, les figures 11 et 12 semblent confirmer que le fait d’imposer une vitesse unifor-

me U à l’entrée n’a pas d’influence significative sur les résultats de simulations comparativement

aux résultats de simulations obtenus en imposant un profil à vitesse moyenne 1.05 U.
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FIGURE 11 : Comparaison entre les visualisations numériques et expérimentale (Honji 1975) pour Re = 303 au temps
t = 10.5. (a) Tracé de la fonction de courant pour la simulation où un profil de vitesse uniforme à vitesse
moyenne U est imposé à l’entrée. (b) Visualisation expérimentale. (c) Tracé de la fonction de courant pour
la simulation où un profil de vitesse exponentiel à vitesse moyenne 1.05 U est imposé à l’entrée. (Une
échelle non-linéaire a été utilisée pour tracer la fonction de courant afin de mieux visualiser les structures
cohérentes.)
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FIGURE 12 : Longueur de la zone de recirculation en fonction du temps pour différentes valeurs du nombre de Rey-
nolds. (a) Les résultats numériques correspondent à un profil de vitesse uniforme à l’entrée où une vitesse
moyenne U est considérée. (b) Les résultats numériques correspondent à un profil de vitesse exponentiel
à l’entrée où une vitesse moyenne 1.05 U est considérée.

4.2.4 Résultats et discussions

Dans ce qui suit, des résultats numériques correspondant aux trois cas expérimentaux de Honji

(1975) sont présentés. Le nombre de Reynolds expérimental de Honji (1975) est basé sur la vitesse

de remorque du corps-modèle. Cependant, à cause de la présence des parois du bassin, la vitesse

de l’écoulement libre (relativement au corps) est « légèrement supérieure » à la vitesse de remor-

que du corps. D’un autre côté, le nombre de Reynolds numérique est basé sur la vitesse uniforme

imposée à la section d’entrée. En considérant alors le développement de la couche limite, la vi-

tesse moyenne de l’écoulement libre au-dessus de la paroi horizontale en amont est elle aussi lé-

gèrement supérieure à la vitesse de référence. Nous considérons que ces deux phénomènes sont

du même ordre de grandeur et que de mêmes valeurs des nombres de Reynolds numérique et

expérimental représentent le même écoulement tel que discuté au § 4.2.3.

Par ailleurs, les images expérimentales ont été produites à des temps d’observation (à partir du

début de l’écoulement) qui correspondent au temps médian de la durée de l’exposition du film

(qui variait entre 0.4 et 8.0 secondes). Les résultats numériques instantanés qui se réfèrent aux

temps de visualisation expérimentaux de Honji (1975) (figures 15, 17 et 19) sont donc moyennés

sur quelques pas de temps, imitant ainsi une courte durée d’exposition pour l’écoulement phy-

sique. Ceci a l’avantage de lisser les tracés de résultats numériques instantanés sans pour autant

modifier leur allure générale.
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Simulation de l’écoulement pour un nombre de Reynolds Re = 97. Les stades préliminaires de

l’écoulement sont présentés à la figure 13 sous forme de tracés de la fonction de courant  (un pas

de temps t = 0.025 a été utilisé pour obtenir ces résultats). À ses débuts, pour des temps allant

jusqu’à 0.60, l’écoulement se détache du coin supérieur de la marche et se rattache sur la face

verticale de la paroi pour ainsi créer une zone de recirculation à rotation horaire. Au fur et à me-

sure que le temps avance, la zone de recirculation grossit par entraînement de fluide et son point

de recollement descend le long de la face verticale vers la paroi horizontale en aval. Ce comporte-

ment fût observé, indépendamment du nombre de Reynolds.

Après que le point de recollement ait atteint la paroi horizontale, il se déplace le long de celle-ci

vers l’aval et la distance qui le sépare de la paroi verticale augmente quasi linéairement avec le

temps jusqu’à t 20.0. Pour des temps de simulation plus élevés, la zone de recirculation demeure

stationnaire, conformément aux résultats expérimentaux de Honji (1975). Une série de tracés de

la fonction de courant illustrant l’évolution de l’écoulement est présentée à la figure 14. Pour ce

cas d’écoulement, tel qu’observé par Honji (1975) pour des écoulements à nombres de Reynolds

inférieurs à 140, la zone de recirculation n’est constituée que d’une seule région de vorticité. De

plus, la zone de recirculation demeure attachée à la marche pour toute la durée de la simulation

et sa longueur augmente avec le temps durant les phases initiales de l’écoulement.

À la figure 15, une comparaison est faite pour différents temps d’évolution entre les visualisations

expérimentales de Honji (1975) où Re = 99.6 et les résultats numériques sous forme de tracés de

la fonction de courant pour Re = 97. Globalement, la comparaison des résultats est excellente et

le comportement dynamique de l’écoulement est fidèlement reproduit dans les simulations nu-

mériques. Initialement (t = 5.10), la zone de recirculation est formée d’une grosse région de vorti-

cité. Pour des temps intermédiaires (t = 12.40), la région de vorticité tend à se détacher de la pa-

roi verticale sans pour autant le faire. Pour des temps subséquents (t = 41.75), la zone de recir-

culation numérique est composée d’une région de vorticité à deux centres de rotation, tandis que

la zone de recirculation expérimentale n’exhibe qu’un seul centre de rotation. Cette différence

peut être attribuée au faible « temps d’exposition » des résultats numériques.

À noter que les figures reproduites de Honji (1975) exhibent deux modes simultanés de visualisa-

tion : on observe à la fois les lignes de courant (par l’exposition de la poudre d’aluminium à la lu-

mière) et les lignes d’écoulement (streaklines, par l’exposition de la fumée qui doit sont origine à

la méthode électrochimique). Sur ces visualisations, les lignes continues représentent les lignes

d’écoulement et les lignes continues par segments représentent les lignes de courant (si le temps

d’exposition est assez court, la visualisation par poudre d’aluminium résulte en des lignes de cou-

rant qui sont formées à partir d’un grand nombre de lignes d’écoulement très courtes).
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FIGURE 13 : Illustration des stades préliminaires de l’écoulement détaché à nombre de Reynolds Re = 97 (simulation
avec un pas de temps t = 0.025). (Une échelle non-linéaire a été utilisée pour tracer la fonction de cou-
rant afin de mieux visualiser les structures cohérentes.)
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FIGURE 14 : Série de tracés de la fonction de courant illustrant l’évolution de l’écoulement à nombre de Reynolds
Re = 97. (Une échelle non-linéaire a été utilisée pour tracer la fonction de courant afin de mieux visualiser
les structures cohérentes.)



La marche descendante 46

 Université de Sherbrooke Thèse de doctorat - Rodrigue Savoie 1996

t = 12.40

t = 41.75

t = 5.10

t = 12.40

t = 41.70

t = 5.12

0 1 2 3 4 5

-1

0

0 1 2 3 4 5

-1

0

0 1 2 3 4 5

-1

0

FIGURE 15 : Comparaison entre les résultats de simulations numériques sous forme de tracés de la fonction de courant
(Re = 97) et les visualisations expérimentales de Honji (1975) où Re = 99.6. (Une échelle non-linéaire a été
utilisée pour tracer la fonction de courant afin de mieux visualiser les structures cohérentes.)
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Simulation de l’écoulement pour un nombre de Reynolds Re = 153. Une série de tracés de la

fonction de courant illustrant l’évolution de l’écoulement pour ce cas est présentée à la figure 16.

Les stades préliminaires de l’écoulement sont similaires au cas Re = 97. Cependant, à un temps

de simulation t 4.0, la région principale de vorticité se détache de la paroi horizontale à une cer-

taine distance du coin inférieur de la marche et se recolle sur la paroi verticale. Ceci résulte en la

formation d’une région de vorticité relativement petite au coin inférieur de la marche. Le fluide

contenu à l’intérieur de cette nouvelle région de vorticité tourne dans le sens antihoraire, sa ro-

tation étant initiée par les effets de cisaillement de la plus grosse région. Déjà, la zone de recircu-

lation est composée de deux régions distinctes de vorticité. Au temps t 8.0, la région principale

de vorticité commence à se détacher de la paroi verticale. Ce détachement est partiellement dû à

l’élargissement de la petite région de vorticité et aux effets de cisaillement de l’écoulement prin-

cipal. Lorsque la région principale de vorticité se détache de la paroi verticale (t 10.0), une troi-

sième région de vorticité se forme au coin de la marche et la zone de recirculation est éventuel-

lement composée de trois régions distinctes de vorticité (t 12.0). Ce comportement, durant les

stades intermédiaires de l’évolution de l’écoulement, a aussi été observé par Honji (1975) et sera

discuté davantage lorsque le prochain cas (Re = 303) sera traité. Pour les temps subséquents

(t > 16.0), les deux régions à rotation horaire se fusionnent et la région de vorticité à rotation an-

tihoraire (coin inférieur de la marche) disparaît graduellement.

À la figure 17, une comparaison est faite pour différents temps d’évolution entre les visualisations

expérimentales de Honji (1975) et les résultats numériques sous forme de tracés de la fonction de

courant pour un nombre de Reynolds Re = 153. Initialement (t = 3.30), la zone de recirculation ne

contient qu’une région de vorticité. Pour un temps intermédiaire (t = 8.50), la région principale

de vorticité est en train de se détacher de la paroi verticale et une deuxième région de vorticité

est présente au coin inférieur de la marche. Subséquemment (t = 41.75), la zone de recirculation

est composée d’une grosse structure de vorticité cohérente.

Simulation de l’écoulement pour un nombre de Reynolds Re = 303. Une série de tracés de la

fonction de courant illustrant l’évolution de l’écoulement pour ce cas est présentée à la figure 18

où les stades préliminaires de l’écoulement sont encore similaires au cas d’écoulement Re = 97.

Cependant, l’évolution des trois régions de vorticité à l’intérieur de la zone de vorticité est plus

visible pour le cas échéant. À partir de la figure 18, et de Honji (1973), il est possible d’observer et

d’expliquer la dynamique des structures cohérentes qui forment la zone de recirculation.

Après la descente de la région principale de vorticité le long de la paroi verticale, le point de re-

collement se déplace le long de la paroi horizontale en aval et la zone de recirculation grossit par
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FIGURE 16 : Série de tracés de la fonction de courant illustrant l’évolution de l’écoulement à nombre de Reynolds
Re = 153. (Une échelle non-linéaire a été utilisée pour tracer la fonction de courant afin de mieux visuali-
ser les structures cohérentes.)
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FIGURE 17 : Comparaison entre les résultats de simulations numériques sous forme de tracés de la fonction de courant
et les visualisations expérimentales de Honji (1975) où Re = 153. (Une échelle non-linéaire a été utilisée
pour tracer la fonction de courant afin de mieux visualiser les structures cohérentes.)
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FIGURE 18 : Série de tracés de la fonction de courant illustrant l’évolution de l’écoulement à nombre de Reynolds
Re = 303. (Une échelle non-linéaire a été utilisée pour tracer la fonction de courant afin de mieux visuali-
ser les structures cohérentes.)
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entraînement de fluide (0.7 < t <4.0). Près du point de recollement, le fluide est détourné en

amont (Bradshaw et Wong 1972) pour ainsi créer une région de vorticité dont le fluide contenu à

l’intérieur tourne dans le sens horaire. Pour cette gamme du nombre de Reynolds, un décolle-

ment secondaire est induit par le sens inverse de l’écoulement dans le coin inférieur de la marche,

créant ainsi une région de vorticité à rotation antihoraire (t 4.0). L’évolution de l’écoulement

commence à différer du cas précédent dans le sens que la région principale de vorticité com-

mence à se détacher à t 6.0 et la troisième région de vorticité se forme à t 8.0. Encore, les com-

portements observés numériquement sont fidèles aux résultats présentés par Honji (1975).

Pour cette valeur du nombre de Reynolds, les structures cohérentes conservent leur intensité

pour une plus longue période de temps. En effet, plus élevée est la valeur du nombre de Rey-

nolds, plus la convection commence à dominer sur la diffusion. Par conséquent, la troisième ré-

gion de vorticité (celle près du coin supérieur de la marche) continue de grossir par entraînement

de fluide jusqu’à ce que son intensité devienne dominante sur la région de vorticité située au coin

inférieur de la marche (8.0 < t <16.0). Cette troisième région de vorticité va éventuellement se

coller à la paroi horizontale (t  17.0) pour ensuite se fusionner à la zone principale de vorticité.

Avant que ceci se produise cependant, la région de vorticité au coin supérieur de la marche divise

celle au coin inférieur en deux régions de vorticité distinctes (à partir de t  15.0), ce qui résulte

en une zone de recirculation qui est composée de quatre régions de vorticité distinctes (t  18.0).

Ceci est dû au fait que, près de la marche, la région de vorticité supérieure possède plus d’inten-

sité que l’inférieure. Puisque la supérieure est poussée vers le bas par les effets de cisaillement de

l’écoulement principal, elle, à son tour, cisaille l’inférieure jusqu’à la diviser en deux. La présence

de quatre régions distinctes de vorticité n’a pas été dévoilée par Honji (1975).

Au fur et à mesure que le temps évolue, une autre structure se développe au coin supérieur de la

marche. Elle prend la place de celle qui la précédait à cet endroit, qui elle s’est vue convectée en

aval pour éventuellement se joindre à la région principale de vorticité (t  20.0). Subséquemment,

la zone de recirculation est composée de deux régions de vorticité à intensité importante et quel-

ques régions non définies à intensités plus faibles.

Les visualisations numériques pour un nombre de Reynolds Re = 303 sont comparées, à la figure

19, aux visualisations expérimentales de Honji (1975) pour un nombre de Reynolds Re = 304. Au

temps t = 3.90, la zone de recirculation est composée de deux régions de vorticité : une région

principale qui tourne dans le sens horaire et une secondaire près du coin inférieur qui tourne

dans le sens antihoraire. À t = 10.5 (i.e. le cas considéré pour l’étude de convergence numérique),

la zone de recirculation compte trois régions distinctes de vorticité. Plus tard dans la simulation

(t = 23.80), la région principale de vorticité est considérablement détachée de la paroi verticale.



La marche descendante 52

 Université de Sherbrooke Thèse de doctorat - Rodrigue Savoie 1996

t = 10.50

t = 23.80

t = 3.90

t = 10.50

t = 23.80

t = 3.86

0 1 2 3 4 5

-1

0

0 1 2 3 4 5

-1

0

0 1 2 3 4 5

-1

0

FIGURE 19 : Comparaison entre les résultats de simulations numériques sous forme de tracés de la fonction de courant
(Re = 303) et les visualisations expérimentales de Honji (1975) où Re = 304. (Une échelle non-linéaire a été
utilisée pour tracer la fonction de courant afin de mieux visualiser les structures cohérentes.)
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Honji (1975) a aussi présenté une visualisation expérimentale représentant un écoulement ayant

atteint le régime permanent au temps t = 84.2 pour un nombre de Reynolds Re = 301. Pour cette

visualisation, la durée de l’exposition du film était de 30 secondes (Honji 1995) et le temps indiqué

se réfère au laps de temps qui séparait le début du mouvement du corps-modèle (donc le début

de l’écoulement) et le temps médian de la durée de l’exposition. Un tracé moyen (sur 60 pas de

temps) de la fonction de courant a été réalisé à partir des résultats instantanés d’une simulation

numérique en utilisant un pas de temps plus grossier (t = 0.25). La comparaison entre les deux

visualisations est illustrée à la figure 20 où, pour cet écoulement, la zone de recirculation en ré-

gime permanent n’est composée que d’une seule région de vorticité.

FIGURE 20 : Comparaison d’une zone de recirculation en régime permanent. La visualisation numérique a été pro-
duite en moyennant les résultats instantanés d’une simulation numérique sur 60 pas de temps en considé-
rant un pas de temps t = 0.25. La visualisation expérimentale est tirée de Honji (1975) et a été produite
en utilisant une durée d’exposition de 30 secondes (Honji 1995). La simulation numérique est pour
Re = 303 tandis que la visualisation expérimentale est pour Re = 301. (Une échelle non-linéaire a été utili-
sée pour tracer la fonction de courant afin de mieux visualiser les structures cohérentes.)

4.3 Régime permanent

La méthode numérique présentée dans cette thèse s’applique à la résolution des équations de

Navier-Stokes bidimensionnelles instationnaires. Pour obtenir la solution en régime permanent,

les variables d’écoulement sont moyennées sur un certain nombre de pas de temps en considé-

rant l’évolution du nombre d’éléments de vorticité (N) présents dans le domaine.

L’évolution typique du nombre d’éléments de vorticité présents dans le domaine est tracé en

fonction du nombre de pas de temps pour les modèles de la marche en régime instationnaire

(figure 21a) et de la marche en régime permanent (figure 21b). Pour les deux modèles, le nombre

d’éléments de vorticité augmente avec le temps dans les phases initiales du développement de

l’écoulement. Pour les simulations en régime instationnaire, le choix des paramètres numériques
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fait en sorte que le nombre d’éléments ne plafonne pas, i.e. on n’atteint pas le régime permanent.

Cependant, pour les simulations en régime permanent, il se développe éventuellement un équili-

bre entre le nombre d’éléments générés sur les parois et le nombre d’éléments qui sortent du do-

maine de calcul (en majeure partie par la section de sortie du domaine). Quoique les régions en

amont de la sortie puissent avoir atteint le régime permanent plus tôt, on considère que le régime

permanent pour tout le domaine est atteint lorsque le nombre d’éléments plafonne. Les variables

de l’écoulement sur le maillage eulérien sont alors moyennées sur un intervalle de temps appro-

prié afin d’obtenir la solution en régime permanent. Le nombre de pas de temps utilisés pour ef-

fectuer la moyenne n’affecte généralement que le lissage de la solution.

4.3.1 Description du modèle

La géométrie du modèle utilisé pour la marche descendante en régime permanent est présentée à

la figure 22. Les dimensions du modèle ont été choisies pour correspondre le plus fidèlement pos-

sible au modèle expérimental de Denham et Patrick (1974).

Dans leurs travaux, Denham et Patrick (1974) notent que les écoulements se sont révélés essen-

tiellement bidimensionnels pour tous les cas présentés. Ils ont cependant noté que pour le cas

Re = 229, les vitesses exhibaient des fluctuations périodiques maximales de l’ordre de 5% par rap-
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FIGURE 21 : Évolution typique du nombre d’éléments de vorticité dans le domaine de calcul en fonction du nombre de
pas de temps de la simulation. (a) Modèle de la marche en régime instationnaire. (b) Modèle de la marche
en régime permanent. Note 1 : La solution en régime permanent est obtenue en moyennant les valeurs
des variables de l’écoulement sur un nombre adéquat de pas de temps.

À noter que la grandeur du pas de temps, le nombre de Reynolds et les dimensions physiques sont diffé-
rents dans les deux cas.
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port à la vitesse moyenne. Ils ont conclu, basé sur les visualisations par traceurs, que des effets

tridimensionnels (et le début de la transition en régime turbulent) étaient la cause de ces fluctua-

tions. Notre modèle bidimensionnel s’avère donc adéquat pour simuler leurs expériences.

Conditions aux limites. Pour ce modèle, contrairement au précédent, nous considérons la frontière

supérieure comme une paroi régulière (donc, génération de vorticité pour vérifier la condition

d’adhérence). Les autres conditions aux limites sont similaires à celles du modèle utilisé pour la

marche instationnaire.

Transformations de maillage. Pour le modèle de la marche en régime permanent, les équations

(4.1) à (4.5) sont encore utilisées, sauf qu’un maillage uniforme est utilisé dans la direction longi-

tudinale (x) de l’écoulement. Pour cette direction,

x x x xmin max min  ( )  , (4.22)

 
i

imax

, où i = 0   imax , (4.23)

et imax est le nombre total de mailles selon x où xmin et xmax sont les limites du domaine de calcul.

Les paramètres imax , istep , xmin , xstep et xmax sont choisis de sorte que xistep
= xstep.

Comme pour le cas précédent, le domaine de calcul dans la direction transversale (y) est divisé en

deux régions. Cependant, puisque la paroi supérieure est considérée régulière (avec génération

de vorticité), les transformations pour les deux régions sont similaires à celle de la région infé-

rieure du modèle précédent.

Pour la partie inférieure, l’équation de transformation s’écrit

y y y y
amin step min

s y

y

   ( ) ( )1
2

1
tanh( ) 

, (4.24)

H 15 H 30 H

2 H

FIGURE 22 : Géométrie du modèle de la marche pour les simulations en régime permanent. La hauteur de la marche
par rapport à la hauteur totale du canal est choisie pour correspondre au modèle expérimental de Den-
ham et Patrick (1974).
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, où  j = 0   jstep , (4.25)

et pour la partie supérieure,
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2 ( )
, où  j = jstep   jmax . (4.27)

Pour les deux régions,
y ya tanh ( )1 , (4.28)

où ay est le facteur régissant la densité locale du maillage. De plus, les dimensions ymin , ystep et ymax

sont telles qu’indiquées sur la figure 23 et  jstep= int( jmax / 3) où jmax est le nombre total de mailles

selon la direction transversale. Aussi, pour correspondre au modèle de Denham et Patrick (1974),

il faut imposer ystep = ( ymax – ymin ) / 3. Un maillage typique qui résulte de ces transformations est

illustré à la figure 23 pour des valeurs de imax = 600 et  jmax = 200.
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ymax
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xstep

ymin

xmin

x

y

FIGURE 23 : Illustration d’un maillage typique pour le modèle de la marche en régime permanent. L’illustration repré-
sente un maillage de 600 (selon x) par 200 (selon y). (a) Totalité du domaine de calcul où le cinquième des
lignes de maillages sont présentées pour les deux directions. (b) Agrandissement de la région à proximité
de la marche où la moitié des lignes de maillages sont présentées pour les deux directions.
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4.3.2 Paramètres numériques

Les paramètres numériques utilisés pour obtenir les résultats présentés au § 4.3.3 sont (i) des va-

leurs de opt= 0.0003 et nmin= 0 pour les paramètres de génération, (ii) un pas de temps t = 0.30

avec un schéma de convection du 1er ordre (Euler) et (iii) un maillage uniforme en x et non-uni-

forme en y composé de 300 par 200 cellules. Pour ces simulations, l’équation de Poisson a été ré-

solue par la méthode ADI où la tolérance de convergence pour les valeurs de la fonction de cou-

rant  a été fixée à  = 0.00005. Ces valeurs sont basées sur une étude de convergence de la mé-

thode pour des écoulements en régime permanent (Savoie et al. 1994).

En comparant ces paramètres à ceux utilisés pour la marche instationnaire, il semble évident que

la dynamique de l’écoulement ne sera pas reproduite fidèlement. Cependant, l’écoulement évolue

et converge tout de même à la bonne solution en régime permanent. Ceci est un aspect important

des méthodes vortex et témoigne de leur convergence et de leur robustesse en tant que méthodes

de résolution instationnaires.

À titre d’exemple, considérons les deux simulations illustrées à la figure 24. Pour ces deux cas, les

résultats ont été obtenus avec un maillage uniforme (dans les deux directions) composé de 600

par 100 cellules, un pas de temps t = 0.30, et le schéma d’Euler a servi pour effectuer la convec-

tion des éléments. Pour le cas illustré à la figure 24a, opt= 0.00150 tandis que pour le cas illustré à

la figure 24b, opt= 0.00015. Dans les deux cas, nmin= 0. En comparant les tracés des vecteurs vi-

tesse instantanés et ceux de la fonction de courant instantanée, on constate que le cas supérieur

exhibe des fluctuations excessives pour les variables du champ d’écoulement. En effet, les para-

mètres numériques font en sorte que les tracés instantanés sont plus fidèles à la réalité pour le

cas inférieur. Par contre, la comparaison des tracés moyens de la fonction de courant révèle que

les deux cas prédisent le même comportement si on se base sur l’allure de la zone de recircula-

tion. C’est donc dire qu’en effectuant la moyenne de champs instantanés, les fluctuations causées

par des paramètres numériques grossiers se dissimulent pour en arriver à une représentation

fidèle à la réalité.

4.3.3 Résultats et discussions

Les résultats de simulations numériques en régime permanent sont présentés à la figure 25 où

des comparaisons sont faites pour la composante longitudinale de la vitesse entre nos prédictions

numériques (lignes pleines) et les résultats expérimentaux de Denham et Patrick (1974, cercles

vides). Les simulations ont été effectuées pour quatre valeurs du nombre de Reynolds en régime

laminaire (Re = 73, 125, 191 et 229).
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FIGURE 24 : Comparaison de deux simulations en considérant (i) un maillage uniforme (dans les deux directions)
composé de 600 par 100 cellules, (ii) un pas de temps t = 0.30 et (iii) le schéma d’Euler pour effectuer la
convection des éléments. (a) opt= 0.00150, nmin= 0. (b) opt= 0.00015, nmin= 0. (Une échelle non-linéaire a
été utilisée pour tracer la fonction de courant afin de mieux visualiser les structures cohérentes.)
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FIGURE 25 : Comparaison des profils de la composante longitudinale de la vitesse (u) pour l’écoulement sur le modèle
de la marche en régime permanent. Les lignes pleines représentent les résultats de nos simulations nu-
mériques et les cercles vides représentent les résultats expérimentaux de Denham et Patrick (1974). (a)
Re = 73. (b) Re = 125. (c) Re = 191. (d) Re = 229.
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Globalement, les prédictions numériques se comparent très bien aux mesures expérimentales.

Pour le tracé de la figure 25b, les différences entre la prédiction et les valeurs expérimentales

pourraient être attribuées à des erreurs expérimentales (Ghoniem et Gagnon 1987). Pour les tra-

cés présentés aux figures 25c et 25d, l’écoulement à l’intérieur du canal d’entrée a été modifié

pour mieux approcher les profils de vitesses non-symétriques obtenus par Denham et Patrick

(1974). Ces auteurs ont attribué l’asymétrie du profil à la forme globale du canal d’entrée en

amont de la marche. Du point de vue numérique, une meilleure approximation au profil de vi-

tesse à l’endroit de la marche permet d’obtenir des résultats numériques plus conformes aux ré-

sultats expérimentaux pour la région en aval de la marche (Savoie et al. 1994).

En ce qui concerne la longueur de la zone de recirculation, les comparaisons sont tout aussi im-

pressionnantes. À la figure 26, nos résultats numériques sont comparés aux résultats provenant

de divers travaux, incluant ceux de Denham et Patrick (1974).

L’ensemble de ces résultats démontrent sans aucun doute que la méthode est très bien adaptée à

la résolution d’écoulements en régime permanent, même si elle est essentiellement à nature insta-

tionnaire. D’ailleurs, des écoulements en régime permanent seront traités davantage au prochain

chapitre, avec des écoulements en régime instationnaire, pour un modèle qui représente les cavi-

tés sur les ailes de papillons.
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FIGURE 26 : Comparaison de la longueur de la zone de recirculation en fonction du nombre de Reynolds pour le mo-
dèle de la marche en régime permanent. Les résultats numériques sont comparés aux résultats provenant
de divers travaux expérimentaux et numériques.
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C H A P I T R E 5
5.1 Introduction

Il est reconnu que la nature évolue de façon optimale. En ce qui concerne le papillon en vol plané

(aucun battement des ailes), Nachtigall (1974) fait l’observation : « The performance of the butterfly

is nearly the best which is theoretically possible for a machine of its size. Nature has constructed an

almost perfect glider. »

Souvent, en mécanique des fluides, la constatation de phénomènes naturels mène à des idées

pour améliorer ou concevoir des appareils ou mécanismes technologiques utiles. Dans ce sens, le

vol des insectes est un phénomène fascinant qui a attiré l’attention de plusieurs chercheurs dans

plusieurs disciplines de la science. Quoique la construction mécanique des ailes et la production

de puissance par les muscles de l’aile sont des domaines de recherche qui préoccupent les zoolo-

gistes, les travaux originaux de Weis-Fogh (1956), Bennett (1966) et Nachtigall (1967, 1974) four-

nissent une base pour la compréhension des aspects dynamique et aérodynamique associés au

vol des insectes. Dans ces ouvrages, des tunnels à vent furent construits afin de visualiser le mou-

vement des ailes d’insectes et de mesurer les forces moyennes appliquées par l’insecte sur son

milieu environnant (le fluide). Plus récemment, Maxworthy (1981) a présenté une revue et une

description des aspects de la mécanique des fluides qui se rattachent au vol des insectes.

Les papillons forment un important groupe d’insectes appelé Lepidoptera, des mots grecques

pour « écaille » et « aile ». Les couleurs variées des ailes de papillons servent plusieurs fonctions.

En plus d’avoir la fonction d’attirer les papillons du sexe opposé, la couleur des écailles sur les

ailes de papillons est utilisée soit à des fins de camouflage ou soit pour imiter d’autres espèces qui

ne sont pas convoitées par leurs prédateurs. La couleur des ailes du papillon est aussi un facteur

important dans son système de thermorégulation (Kingsolver 1985). Du point de vue morpholo-

gique, les ailes de papillons sont constituées d’une membrane flexible qui est supportée par des

nervures relativement rigides. Sur la membrane sont fixées des milliers d’écailles disposées en

forme de bardeaux (voir la figure 27). Notons qu’en examinant le gros plan du papillon sur la fi-

gure 27, il n’est pas possible, à première vue, de déterminer la source des différentes couleurs sur

l’aile. C’est en observant les écailles qu’il est possible de déterminer que la couleur des ailes est

due à la pigmentation des écailles.

Les cavités sur
les ailes de papillons
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FIGURE 27 : Photo du papillon de nuit Papilio glaucus canadensis. À droite, un agrandissement typique de la surface
de l’aile du papillon démontre la présence des écailles.

Le battement de l’aile d’un insecte est un mouvement complexe qui engendre des forces de por-

tance et de traînée. Cependant, les caractéristiques du vol plané de l’insecte sont mieux connues

que les caractéristiques du vol associées au battement des ailes puisque le premier se rapproche

au vol d’un profil classique d’avion. Dans ce chapitre, nous nous intéressons au vol plané du pa-

pillon en effectuant des simulations de l’écoulement au-dessus d’un modèle représentant les cavi-

tés qui résultent de l’arrangement des écailles en forme de bardeaux sur ses ailes.

L’intérêt de cette étude se fonde sur les travaux expérimentaux de Nachtigall (1967) où les forces

de portance et de traînée furent mesurées sur un papillon de nuit, l’Agrotis. Les mesures furent

effectuées sur un papillon de taille moyenne en étalant ses ailes en position de vol plané. Après

avoir enlever les écailles sur la partie avant du dessus de l’aile, les mesures furent répétées.

Nachtigall (1967) observa (i) que l’aile intacte produisait une plus grande portance que l’aile dé-

pourvue d’écailles et (ii) que les forces de traînée étaient pratiquement les même dans les deux

cas. Ces observations impliquent sans équivoque que les écailles ont comme effet d’augmenter la

portance de l’aile, et donc du papillon (voir la figure 28).

En relation plus étroite à la mécanique des fluides, Tavoularis et al. (1985) ont étudié l’écoulement

d’un fluide en utilisant un modèle constitué d’un ensemble de cavités triangulaires asymétriques

qui représentaient la structure des écailles sur le dessus des ailes de papillons. Ces auteurs ont

effectué des visualisations d’écoulement en régime permanent sur toute une gamme de valeurs

du nombre de Reynolds (les observations ont été effectuées dans la troisième cavité en aval de la

section d’entrée). Entre autres, à faibles valeurs du nombre de Reynolds, ils ont observé l’exis-

tence d’une zone de recirculation stationnaire dans le coin inférieur gauche de la cavité. Ils ont
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aussi résolu numériquement l’écoulement de Stokes (écoulement rampant ou creeping flow) à

l’intérieur de la cavité. En utilisant le même modèle, Chebbi et Tavoularis (1990) ont effectué des

mesures de vitesses par anémométrie laser pour deux valeurs du nombre de Reynolds. Un des

objectifs visé par ces deux études était d’expliquer les mécanismes responsables de l’augmenta-

tion de portance attribuée aux écailles sur la surface supérieure des ailes de papillons. Ces méca-

nismes n’ont cependant pas pu être précisément identifiés à cause de limitations expérimentales.

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats de simulations numériques effectuées en utilisant

un modèle simplifié de celui utilisé par Tavoularis et al. (1985) et par Chebbi et Tavoularis (1990).

Les résultats des simulations seront analysés et comparés aux résultats présentés par ces auteurs.

L’objectif à long terme des travaux partiels présentés ici est d’expliquer l’augmentation de la por-

tance d’une aile de papillon en présence d’écailles.

(a)  (b)

FIGURE 28 : Résultats partiels de l’expérience de Nachtigall (1967). (a) Schéma expérimental utilisé pour obtenir les
résultats. (b) Tracé des forces de portance (A) et de traînée (W) en fonction de l’angle d’attaque () de l’aile
du papillon. Les cercles vides représentent les grandeurs des forces pour l’aile intacte et les cercles pleins
représentent les grandeurs des forces pour l’aile dépourvue d’écailles. On observe que la force de por-
tance est plus grande sur l’aile intacte que sur l’aile dépourvue d’écailles et que dans les deux cas la force
de traînée est pratiquement équivalente.

Les figures sont tirées de Nachtigall (1967).
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5.2 Description du modèle

La géométrie du modèle utilisé pour effectuer les simulations est présentée à la figure 29. Le mo-

dèle représente une cavité qui résulte de l’arrangement des écailles en forme de bardeaux sur

l’aile d’un papillon. La paroi verticale représente le bout d’une écaille tandis que la paroi inclinée

inférieure représente le dessus d’une écaille avoisinante. Le rapport de la longueur horizontale à

la hauteur verticale du modèle (5.72 à 1) a été choisie pour correspondre au modèle expérimental

de Tavoularis et al. (1985), modèle qui est lui-même basé sur des mesures réelles d’écailles d’ailes.

Pour notre modèle, la vitesse et la longueur de référence qui définissent le nombre de Reynolds

sont respectivement la vitesse de l’écoulement libre à la frontière supérieure du domaine et la

hauteur de la paroi verticale.

Conditions aux limites.  Sur les parois verticale et inclinée, les conditions usuelles d’adhérence et

d’imperméabilité sont imposées. Sur la frontière supérieure, un écoulement à vitesse normalisée

U est imposé (u = 1.0). À l’entrée et à la sortie du modèle, on impose une condition de périodicité

sur la fonction de courant  et la vorticité . Cette dernière condition implique que le modèle re-

présente une cavité parmi une infinité de cavités successives, une condition qui est validée par le

fait que les ailes de papillons sont constituées de milliers d’écailles avoisinantes. L’application de

cette condition est discutée davantage plus loin dans ce paragraphe.

Transformations de maillage.  Dû à la nature de la géométrie, et pour respecter les considérations

énoncées au § 2.2, on choisit pour ce modèle des transformations où

x x ( )      et     y y ( , )  . (5.1)

9 H

5.72 H

H

Paroi verticale Paroi inclinée

Modèle d'écoulement

Modèle de l'arrangement
des écailles et formation

de cavités

Direction de l'écoulement

U

FIGURE 29 : Géométrie du modèle qui représente l’arrangement des écailles sur les ailes de papillon.
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Puisque la coordonnée x ne dépend ici que d’une seule coordonnée généralisée (), les équations

(2.14) à (2.18) se voient simplifiées. Par conséquent, le jacobien se simplifie à

J
x y









, (5.2)

et les paramètres a1 à a4 s’écrivent alors
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(5.3)

où les indices  et  impliquent des dérivations partielles. En utilisant l’équation (5.3) avec (2.16),

l’équation de Poisson (2.17) simplifiée peut s’écrire
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(5.4)

Cette forme de l’équation de Poisson, en conjonction avec l’algorithme VIC, sera utilisée pour le

modèle des cavités afin de déterminer le champ de la fonction de courant . Pour ce modèle,

l’évaluation des vitesses se fait par les expressions

u a 4




        et        v a a a

y

x
u   ( )1 2 1
















. (5.5)

Comme pour les modèles précédents (voir le chapitre 4), des transformations algébriques ont été

utilisées pour générer le maillage utilisé dans la résolution de l’écoulement. Selon la direction

longitudinale (x), les équations de transformation sont

x x x x
amin max min

x

x

   
1
2

1( )( )tanh( )
, (5.6)

 
2i i
i

max

max

, où  i = 0   imax , (5.7)

et
x xa tanh ( )1 , (5.8)

où ax est le facteur régissant la densité locale du maillage, xmin et xmax sont tels qu’indiqués sur la

figure 30 et imax est le nombre total de mailles selon la direction transversale.

Comme pour le modèle de la marche, le domaine de calcul dans la direction transversale (y) est

divisé en deux régions : la région au-dessus de la paroi verticale et la région en dessous du coin

supérieur de cette paroi.
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Pour la région inférieure, les transformations sont

y y y y
a

 FMIN step min
s y

y
y   

1
2

1( )( )tanh( ) 
, (5.9)

 s
step

step

j j

j


2
, où  j = 0   jstep , (5.10)

avec

y y y yMIN min step min  


( )( )1
2


, (5.11)

y ya tanh ( )1 , (5.12)

et

F
y y

y yy
step min

max min

 





1

1
2

( )( ) , (5.13)

où ay est le facteur régissant la densité locale du maillage, ymin , ystep et ymax sont tels qu’indiqués

sur la figure 30 et jstep= jmax  / 2 où jmax est le nombre total de mailles selon la direction transversale.

Dans ces équations, yMIN représente l’équation de la droite pour la paroi inclinée et Fy est un rap-

port de hauteur locale.

Pour la région supérieure du domaine de calcul, les transformations sont

y y b Fns y
c

y
n y  ( )e 1 , (5.14)

avec

n
step

max step

j j

j j





, où  j = jstep   jmax , (5.15)

et

y y y y
y y

y yns step step min
max step

max min

  





( )( )( )1

2


, (5.16)

où yns représente l’équation de la droite qui sépare les régions inférieure et supérieure du do-

maine de calcul.

Comme pour le modèle de la marche, by et cy sont choisis pour assurer (i) la continuité entre les

transformations de maillage pour les parties inférieure et supérieure du domaine et (ii) que

y = ymax lorsque j = jmax. Pour ce faire, on résout d’abord l’équation (3.17) pour cy et ensuite

l’équation (3.18) pour by :
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et

b
y y

y
max step

cy




e 1
(5.18)

où, encore ici, by et cy sont des facteurs qui régissent la densité locale du maillage.

Le maillage qui résulte de ces transformations est illustré à la figure 30 pour des valeurs de

imax = 400,  jstep = 100 et  jmax = 200 (où la moitié des lignes de maillage sont présentées).

9 H

5.72 H

H

xmax = 5.72xmin = 0.00

ymin = -1.00

ystep = 0.00

ymax = 9.00

FIGURE 30 : Illustration d’un maillage typique pour le modèle des écailles de papillon. L’illustration représente un
maillage de 400 (selon x) par 200 (selon y) où la moitié des lignes de maillage sont présentées pour les
deux directions.
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Application de la condition de périodicité.  Une des différences majeures entre ce modèle et les

précédents est la nature des conditions aux limites à l’entrée et à la sortie. L’application de la con-

dition de périodicité implique qu’on modélise l’écoulement à l’intérieur d’une cavité parmi une

infinité de cavités identiques. Pour accomplir ceci, les éléments qui sont transportés à travers la

section de sortie sont simplement ré-injectés à l’entrée sachant que toutes les cavités sont iden-

tiques et que la section de sortie de l’une est la section d’entrée de la subséquente.

Numériquement, la condition s’applique en supposant que les valeurs de la fonction de courant

(x, y, t) et de la vorticité (x, y, t) sont égales aux sections d’entrée et de sortie. Par conséquent,

les équations discrètes d’une seule de ces sections sera utilisée pour résoudre l’équation de Pois-

son. Supposons que la section de sortie est utilisée à cette fin et considérons les implications.

Dû à l’existence d’une cavité identique en aval de celle de notre modèle, la circulation qui est at-

tribuée à la section d’entrée de notre modèle par les éléments concernés en aval doit être égale à

la circulation des éléments qui est attribuée à la section de sortie de notre modèle par les élé-

ments concernés de la cavité subséquente. En supposant la similitude des cavités, la circulation

attribuée aux nœuds de maillage à la section d’entrée (par les éléments en aval de celle-ci) est

donc ajoutée à la circulation attribuée aux nœuds de maillage à la section de sortie (par les élé-

ments en amont de celle-ci). Puisque les nœuds de mailles à l’entrée et la sortie ne coïncident pas

(dû aux transformations de maillage), l’ajout se fait par interpolation linéaire : l’implication est

que 0, j  imax , j même si (xmin , y, t) = (xmax , y, t).

Étant donné que (xmin , y, t) = (xmax , y, t) et que (xmin+x, y, t) = (xmax+x, y, t), nous évaluons

les valeurs 0, j et imax+1, j (pour j = 0 à jmax) en interpolant, respectivement, les valeurs appropriées

de imax , j et 1, j. Connaissant la vorticité à la sortie imax , j (à partir de la circulation imax , j), il est alors

possible de résoudre l’équation de Poisson (équation (5.4)), i.e. il est possible d’évaluer les valeurs

i, j (pour i = 1 à imax et j = 0 à jmax). Donc même si (xmin , y, t) = (xmax , y, t), il importe de noter que

0, j  imax , j et que les valeurs 0, j et imax , j (pour j = 0 à jmax) doivent être mises à jour à chaque ité-

ration de la résolution de l’équation de Poisson.

Une autre implication d’invoquer la condition de périodicité est que la durée des simulations est

limitée par les ressources informatiques. En effet, puisque les éléments ne quittent jamais le do-

maine de calcul, le nombre d’éléments ne plafonne jamais. Donc, si des simulations de longue

durée sont envisagées, il serait préférable d’invoquer des algorithmes d’agglomération d’éléments

pour ne pas compromettre la précision voulue des paramètres de génération (voir par exemple

Chang et Chern 1991a, b). Pour les résultats présentés ici, aucun contrôle n’a été requis pour

limiter le nombre d’éléments.
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5.3 Paramètres numériques

Pour le présent modèle, par comparaison aux modèles précédents (i.e. ceux de la marche en ré-

gime instationnaire et de la marche en régime permanent), de plus petites valeurs du nombre de

Reynolds sont considérées. C’est-à-dire qu’en plus de considérer des valeurs de l’ordre de 102 (100

et 624), on considère des valeurs du nombre de Reynolds de l’ordre de 100 (0.62, 1.00 et 3.30) pour

correspondre aux travaux expérimentaux de Tavoularis et al. (1985).

On peut ainsi se poser la question à savoir si l’étude de convergence présentée au chapitre 3 est

valable pour des valeurs si faibles du nombre de Reynolds. Pour répondre à cette question, con-

sidérons l’équation du transport de la vorticité (équation (2.7)). Cette équation est résolue en deux

étapes (équations (2.26) et (2.27), cf. § 2.2) en appliquant l’OST (Chorin 1973). L’application de

l’OST implique qu’on adopte l’hypothèse que l’équation (2.7) est linéaire en  (i.e. la vitesse et la

vorticité sont deux quantités physiques indépendantes). Ceci n’est en fait pas le cas puisque la

vorticité est définie à partir de la vitesse : cependant, dû à la nature de la méthode de résolution,

la vitesse et la vorticité peuvent être considérées comme des quantités pseudo-indépendantes.

Il s’agit donc de vérifier que l’OST demeure une représentation juste des équations de Navier-

Stokes face à l’hypothèse de linéarité. Ceci à fait l’objet de plusieurs travaux de recherches durant

les dernières années (voir les références citées au chapitre 1) mais dû à la complexité du pro-

blème en présence de parois solides, il n’existe encore aucune preuve théorique rigoureuse qui

démontre que la RVM converge vers les équations de Navier-Stokes (Scolan et Faltinsen 1994). Il

existe cependant de telles preuves de convergence pour des modèles d’écoulement dépourvus de

parois solides (i.e. l’écoulement est considéré sans frontières). En absence de parois solides, et

sans considérer l’algorithme VIC, Beale et Majda (1981) ont démontré que les équations qui ré-

sultent en appliquant l’OST (les équations (2.26) et (2.27)) convergent vers les équations de Na-

vier-Stokes (équations (2.2)) à un taux qui varie avec t/Re. Quoique cette preuve ne s’applique

pas intégralement à la méthode de résolution complète utilisée ici (puisque l’algorithme VIC est

utilisé et des parois solides avec génération de vorticité sont considérées), elle peut tout de même

servir comme borne de repère. Ainsi, en se basant sur ce critère de convergence, l’équivalence

des résultats en termes de leur précision ne sera obtenue que si on diminue l’ordre de grandeur

du pas de temps t pour correspondre à la diminution de l’ordre de grandeur du nombre de Rey-

nolds Re.

Nous avons noté au chapitre 3 que les résultats étaient convergés pour un pas de temps t = 0.50

lorsque le schéma du 4ème ordre de type Runge-Kutta était utilisé (pour un nombre de Reynolds

d’ordre 102, voir la figure 5). Puisqu’ici certaines des simulations sont effectuées pour des valeurs
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du nombre de Reynolds d’ordre 100, les considérations relatives à la convergence de la méthode

nous amènent à utiliser une grandeur de pas de temps qui se situe aux alentours de t = 0.005.

De plus, t étant si petit, on peut s’attendre que les schémas de convection d’ordre 2 seront adé-

quats pour obtenir des résultats convergés. Pour clarifier ces observations, des tracés de la fonc-

tion de courant sont présentés à la figure 31 où différentes grandeurs du pas de temps et deux

schémas de convection sont considérés. Ces tracés représentent des écoulements sur le modèle

des cavités où Re = 1.0. Les moyennes ont été effectuées autour de temps où le régime permanent

n’a pas encore été atteint (sauf que l’écoulement présenté diffère très peu de celui en régime per-

manent). En comparant les tracés des figures 31a à 31h, on observe premièrement que le schéma

de convection a très peu d’influence sur la solution (figures 31f et 31g) et deuxièmement que les

résultats sont relativement bien convergés pour un pas de temps t = 0.005 (figures 31f à 31h).

Suite à ces observations, nous avons choisi un pas de temps t = 0.005 et un schéma du 2ème ordre

de type Adams-Bashforth pour effectuer les simulations lorsque de très faibles valeurs du nombre

de Reynolds sont considérées (0.62, 1.00 et 3.30). Pour ces écoulements, des valeurs opt = 0.00002

et nmin = 5 ont servi pour générer les éléments aux parois. Pour des valeurs plus élevées du nom-

bre de Reynolds (100 et 624), le choix des paramètres numériques est basé sur l’étude de conver-

gence présentée au chapitre 3. Pour ces écoulements, t = 0.25, nmin= 5, opt = 0.00005 et le schéma

du 4ème ordre de type Runge-Kutta ont été utilisés pour obtenir les résultats présentés au § 5.4.

Pour toute la gamme des valeurs du nombre de Reynolds considérée dans cette étude, les résul-

tats ne se sont pas révélés sensibles aux différents maillages (200  imax  1000 et 100  jmax  400)

évalués. Ainsi, un maillage de 400200 avec des paramètres de densité ax = 0.90 et ay = 0.90 a été

utilisé. La méthode Gauss-Seidel avec SOR a servie pour résoudre l’équation de Poisson.

5.4 Résultats et discussions

Afin de pouvoir comparer nos résultats numériques aux résultats expérimentaux de Tavoularis et

al. (1985) et Chebbi et Tavoularis (1990), des simulations numériques ont été effectuées pour les

valeurs du nombre de Reynolds Re = 0.62, 1.00, 3.30, 100 et 624. Il importe de noter que les me-

sures expérimentales présentées par Tavoularis et al. (1985) et Chebbi et Tavoularis (1990) furent

effectuées dans la troisième cavité d’un montage expérimental composé de trois cavités succes-

sives, tandis que nous imposons une condition de périodicité sur les conditions aux limites à

l’entrée et à la sortie dans l’algorithme numérique, simulant ainsi une infinité de cavités succes-

sives. Suite à l’application de cette condition, les écoulements n’atteindront jamais le régime
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FIGURE 31 : Tracés de la fonction de courant  pour différentes valeurs du pas de temps et deux schémas de convec-
tion. Les tracés représentent un écoulement qui tend vers le régime permanent pour Re = 1.00. Le
schéma du 4ème ordre de type Runge-Kutta a servi pour obtenir les tracés des figures (a) à (f) et celui du
2ème ordre de type Adams-Bashforth a servi pour obtenir les tracés des figures (g) et (h). (a) t = 0.2500. (b)
t = 0.1000. (c) t = 0.0500. (d) t = 0.0250. (e) t = 0.0100. (f) t = 0.0050. (g) t = 0.0050. (h) t = 0.0025.
(Une échelle non-linéaire a été utilisée pour tracer la fonction de courant afin de mieux visualiser les
structures cohérentes.)
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permanent parce que la couche limite à la section d’entrée du modèle est en évolution continue.

Cependant, étant donné que près des parois solides la couche limite n’évolue pas de façon signifi-

cative après un certain laps de temps, les caractéristiques de l’écoulement demeurent pratique-

ment inchangées et nous considérons que le régime permanent est effectivement atteint.

Avec ces considérations, et surtout en tenant compte de l’évolution de la couche limite à la sec-

tion d’entrée, les temps de simulation numériques doivent être limités à l’écoulement débutant

pour que les résultats soient équivalents entre l’étude expérimentale et la présente étude. Ceci est

pour assurer que seuls les éléments de vorticité qui proviennent des deux cavités en amont attei-

gnent la cavité d’intérêt (puisque le modèle expérimental ne possède que deux cavités en amont

de celle où les mesures sont prises).

Très faibles valeurs du nombre de Reynolds (Re = 0.62, 1.00, 3.30). Considérons premièrement

l’écoulement à nombre de Reynolds Re = 1.00. À la figure 32 sont présentés (a) un tracé de la

fonction de courant instantanée () après que le régime permanent est atteint, (b) un tracé de la

fonction de courant moyennée sur plusieurs pas de temps (après que le régime permanent est

atteint) et (c) un tracé des vecteurs vitesse (u) qui correspond au tracé de la figure 32b.

Pour de telles valeurs du nombre de Reynolds, l’écoulement atteint le régime permanent en un

laps de temps relativement cours, tel qu’illustré à la figure 33. De plus, la zone de recirculation

n’est composée que d’une seule région de vorticité située dans le coin inférieur de la cavité pour

la durée totale de la simulation. Après que le régime permanent est atteint, la zone de recircula-

tion est stationnaire et oscille autour de sa position d’équilibre.

Les résultats de simulations sont très similaires pour les écoulements où Re = 0.62 et 3.30 et ne

sont donc pas présentés ici.

Faibles valeurs du nombre de Reynolds (Re = 100). Les résultats de simulations numériques sont

présentés aux figures 34 et 35 pour un écoulement à nombre de Reynolds Re = 100. À la figure 34

sont présentés (a) un tracé de la fonction de courant instantanée (), (b) un tracé de la fonction de

courant moyennée sur plusieurs pas de temps et (c) un tracé des vecteurs vitesse (u) qui corres-

pond au tracé de la figure 34b. À la figure 35, l’évolution de l’écoulement vers le régime perma-

nent est présentée sous forme de tracés de la fonction de courant instantanée.

Dans les phases préliminaires du développement (t < 1.0), les caractéristiques de l’écoulement

sont similaires à celles décrites pour le modèle de la marche en régime instationnaire i.e. l’écoule-

ment se détache au coin supérieur de la marche et se rattache sur la paroi verticale pour résulter
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FIGURE 32 : Représentation de l’écoulement en régime permanent pour un nombre de Reynolds Re = 1.00. (a) Tracé
de la fonction de courant () instantanée. (b) Tracé de la fonction de courant () moyennée sur plusieurs
pas de temps. (c) Tracé des vecteurs vitesse (u) moyens. (Une échelle non-linéaire a été utilisée pour tra-
cer la fonction de courant afin de mieux visualiser les structures cohérentes.)
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FIGURE 33 : Série de tracés de la fonction de courant illustrant l’évolution de l’écoulement à nombre de Reynolds
Re = 1.00. (Une échelle non-linéaire a été utilisée pour tracer la fonction de courant afin de mieux visuali-
ser les structures cohérentes.)
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FIGURE 34 : Représentation de l’écoulement pour un nombre de Reynolds Re = 100. (a) Tracé de la fonction de cou-
rant () instantanée. (b) Tracé de la fonction de courant () moyennée sur plusieurs pas de temps. (c)
Tracé des vecteurs vitesse (u) moyens. (Une échelle non-linéaire a été utilisée pour tracer la fonction de
courant afin de mieux visualiser les structures cohérentes.)



Les cavités sur les ailes de papillon 76

 Université de Sherbrooke Thèse de doctorat - Rodrigue Savoie 1996

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

5

5

5

5

5

5

5

5

5

5

5.72

5.72

5.72

5.72

5.72

5.72

5.72

5.72

5.72

5.72

0

0

0

0

0

-1

-1

-1

-1

-1

1

1

1

1

1

t = 9.00

t = 10.00

t = 11.00

t = 12.00

t = 13.00

t = 14.00

t = 15.00

t = 16.00

t = 17.00

t = 18.00

FIGURE 35 : Série de tracés de la fonction de courant illustrant l’évolution de l’écoulement à nombre de Reynolds
Re = 100. (Une échelle non-linéaire a été utilisée pour tracer la fonction de courant afin de mieux visuali-
ser les structures cohérentes.)
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en une région de vorticité à rotation horaire. Après que le point de recollement ait atteint la paroi

inclinée, il se déplace le long de celle-ci et la zone de recirculation continue de grossir par entraî-

nement de fluide. Avant d’atteindre le régime permanent (t = 4.0, figure 34a), le détachement de

la couche de cisaillement demeure parallèle à la paroi pour une certaine distance en aval de la

marche. Lorsque la zone de recirculation s’allonge davantage dû au cisaillement induit par

l’écoulement principal, les lignes de contour de la fonction de courant se redressent et la couche

de cisaillement ne demeure parallèle à la paroi inclinée que pour une faible distance en aval

(10.0 < t < 14.0, figure 35). L’écoulement atteint éventuellement le régime permanent (t > 14.0,

figure 35) et la zone de recirculation est alors composée d’une seule région de vorticité qui oscille

autour de sa position d’équilibre.

Valeurs moyennes du nombre de Reynolds (Re = 624). Les résultats de simulations numériques

sont présentés aux figures 36 et 37 pour un écoulement à nombre de Reynolds Re = 624. À la fi-

gure 36 sont présentés (a) un tracé de la fonction de courant instantanée (), (b) un tracé de la

fonction de courant moyennée sur plusieurs pas de temps et (c) un tracé des vecteurs vitesse (u)

qui correspond au tracé de la figure 36b. À la figure 37, l’évolution de l’écoulement est présentée

sous forme de tracés de la fonction de courant instantanée.

Pour la valeur du nombre de Reynolds considérée ici, la zone de recirculation est caractérisée par

un comportement dynamique élaboré. C’est-à-dire que les phénomènes de détachement et d’ag-

glomération de structures cohérentes sont amplifiés par la condition de périodicité. Celle-ci fait

en sorte que les structures cohérentes qui sont convectées vers l’aval de la cavité vont éventuel-

lement entrer dans la cavité subséquente et vont s’agglomérer à la nouvelle structure cohérente

qui se détache de la marche. Ce processus d’agglomération est illustré à la figure 36a. Les deux

autres tracés de la figure 36 représentent l’écoulement moyen pour un certain temps du dévelop-

pement de l’écoulement.

D’autres phénomènes intéressants se produisent pour ce cas d’écoulement, dont certains sont il-

lustrés à la figure 37. Initialement, après que le point de recollement ait atteint la paroi inclinée, le

développement de l’écoulement est similaire au cas de la marche en régime instationnaire

(Re = 303). C’est-à-dire que la région principale de vorticité est convectée vers l’aval et il se forme

une région de vorticité à rotation antihoraire dans le coin inférieur de la cavité (t = 5.00). La ré-

gion principale de vorticité se détache éventuellement de la marche et il se forme une troisième

région de vorticité près du coin de la marche (t = 10.50). Tandis que cette région de vorticité con-

tinue de grossir par entraînement de fluide, la région principale de vorticité se détache complè-

tement de la zone de recirculation et est convectée vers l’aval (t = 18.00). Ceci diffère du cas de
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FIGURE 36 : Représentation de l’écoulement pour un nombre de Reynolds Re = 624. (a) Tracé de la fonction de cou-
rant () instantanée. (b) Tracé de la fonction de courant () moyennée sur plusieurs pas de temps. (c)
Tracé des vecteurs vitesse (u) moyens. (Une échelle non-linéaire a été utilisée pour tracer la fonction de
courant afin de mieux visualiser les structures cohérentes.)
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FIGURE 37 : Série de tracés de la fonction de courant illustrant l’évolution de l’écoulement à nombre de Reynolds
Re = 624 (suite à la page suivante). (Une échelle non-linéaire a été utilisée pour tracer la fonction de cou-
rant afin de mieux visualiser les structures cohérentes.)
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SUITE DE LA FIGURE 37 : (Voir la page précédante). Série de tracés de la fonction de courant illustrant l’évolution de
l’écoulement à nombre de Reynolds Re = 624. (Une échelle non-linéaire a été utilisée pour
tracer la fonction de courant afin de mieux visualiser les structures cohérentes.)
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la marche en régime instationnaire (Re = 303) car, pour ce dernier cas, la diminution de la vitesse

de convection de la région principale de vorticité (après son détachement initial du coin de la

marche) a précipité son agglomération à celle qui se formait au coin de la marche.

La structure cohérente qui s’est détachée de la zone de recirculation diffuse et perd de son inten-

sité au fur et à mesure qu’elle est convectée vers l’aval. Lorsqu’elle approche l’entrée de la cavité

subséquente, l’écoulement près de la marche est affecté et la nouvelle région de vorticité qui se

forme près de la marche va s’agglomérer à la nouvelle région principale de vorticité avant que

cette dernière puisse se détacher complètement (t = 18.00). La nouvelle région principale de vor-

ticité (t = 21.25) est donc une combinaison de trois régions de vorticité qui étaient précédemment

distinctes. Elle va éventuellement être convectée vers l’aval et une nouvelle région principale de

vorticité va se former près de la marche (t = 28.75). Elle va entrer dans la cavité subséquente et,

tel que décrit précédemment, la nouvelle région principale de vorticité est le résultat d’une ag-

glomération de régions existantes (t = 33.50).

À partir d’ici, la dynamique est quelque peu différente. Avant que la nouvelle région principale de

vorticité puisse se détacher complètement de la zone de recirculation, la région qui se forme près

de la marche grossit a un taux tel que la région principale ne puisse se détacher complètement

(t = 35.75). En fait, une partie de la région principale va se détacher complètement et une autre

partie va s’agglomérer à la région de vorticité près de la marche (t = 36.50) (la région principale

est donc en quelque sorte déchirée). À la prochaine période de détachement (t = 45.50), ce phé-

nomène de déchirement ne se produit pas et la région principale de vorticité se détache complè-

tement sans qu’elle cède une partie de son fluide à la région qui se forme près de la marche. Le

phénomène de déchirement de la région principale de vorticité va cependant se reproduire à la

prochaine période de détachement (t = 60.00).

Nous observons que pour les temps intermédiaires du développement, la période de détachement

est environ 10 unités de temps adimensionnelles (voir t = 18.00, 28.75, 39.75, 49.00, par exemple).

Pour des temps plus élevés, le développement de la couche limite fait en sorte que la vitesse de

convection des structures détachées diminue et celles-ci perdent de leur intensité avant de pro-

céder à la cavité subséquente (t = 60.0). L’écoulement va éventuellement se stabiliser en une zone

de recirculation composée (i) d’une région secondaire de vorticité dans le coin inférieur de la ca-

vité et (ii) d’une région principale de vorticité qui oscille autour de sa position d’équilibre.

Longueur de la zone de recirculation en régime permanent. Afin de valider les résultats numé-

riques, ceux-ci sont comparés aux résultats expérimentaux de Tavoularis et al. (1985). Ces auteurs

ont présenté, entre autres, l’influence du nombre de Reynolds sur (i) la longueur de la zone de
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recirculation et sur (ii) la position du centre de la région principale de vorticité en régime perma-

nent. Leurs résultats expérimentaux et les valeurs obtenues de nos simulations numériques sont

comparés à la figure 38. En analysant la figure 38, nous constatons que la position du centre de la

région principale de vorticité (LH et LV) est bien prédite pour tous les cas étudiés. Pour ce qui est

de la longueur de la zone de recirculation (LR), les comparaisons sont moins bonnes, sauf pour le

cas où Re = 100 : les causes possibles de ces différences sont discutées ci-bas.

La longueur de la zone de recirculation est moins longue pour le cas où Re = 624 par comparai-

son à celui où Re = 100 car la moyenne pour Re = 624 a été effectuée pendant que les processus

dynamiques étaient encore actifs, i.e. la moyenne à été effectuée avant que le régime permanent

soit complètement atteint. En fait, les limitations numériques (mémoire dynamique disponible à

l’ordinateur) ne nous ont pas permis d’atteindre le régime permanent pour les paramètres numé-

riques utilisés. Ceci a cependant été réalisé en considérant des paramètres numériques plus gros-

siers (résultats non présentés). Les résultats de ces dernières simulations ont montré que la zone

de recirculation s’établit éventuellement en deux régions de vorticité distinctes et stationnaires

(une primaire et une secondaire située dans le coin inférieur de la marche). Peu importe, la cavité

expérimentale étant la troisième d’une série de trois cavités successives, les processus dynami-

ques devraient normalement différer de ceux présentés à la figure 37. En effet, nous supposons

que, après les phases initiales du développement de l’écoulement, la cavité d’intérêt ne reçoit plus

de structures cohérentes provenant des cavités en amont : la configuration du montage expéri-

mental ne présente que deux cavités en amont de celle d’intérêt et il ne devrait normalement pas

avoir de structures qui atteignent la première cavité.
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FIGURE 38 : Comparaison de la longueur de la zone de recirculation en fonction du nombre de Reynolds pour le mo-
dèle des cavités sur les ailes de papillons. Les résultats numériques sont comparés aux résultats expéri-
mentaux de Tavoularis et al. (1985).
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Concernant la prédiction de la longueur de la zone de recirculation aux très faibles valeurs du

nombre de Reynolds, les différences observées pourraient être attribuées à des difficultés expéri-

mentales car, pour de telles valeurs de Re, les vitesses sont extrêmement faibles dans la région de

la zone de recirculation (figure 32c). Pour appuyer ceci, nous proposons à la figure 39 des visuali-

sations expérimentales de Taneda (1979), tirées de Van Dyke (1982).

Les figures 32b, 39a et 39b révèlent que la structure de la zone de recirculation est très similaire

pour les trois visualisations même si leur géométrie respective sont très différentes. Ce compor-

tement est en fait attendu pour les valeurs du nombre de Reynolds considérées puisque l’écoule-

ment est en quelque sorte régi par la diffusion, i.e. la diffusion est très dominante sur la convec-

tion à très faibles valeurs du nombre de Reynolds. Étant donné que la diffusion domine sur la

convection, les portions des parois qui touchent la zone de recirculation sont celles qui ont la plus

grande influence sur la structure même de la zone de recirculation. C’est donc dire que l’écoule-

ment loin de la zone de recirculation n’influence pas significativement la structure de la zone de

recirculation. Ceci peut être déduit à partir des figures 39a et 39b en notant que, pour chacun des

cas, les zones de recirculation sont similaires en amont et en aval de l’obstacle. D’ailleurs, pour de

si faibles valeurs du nombre de Reynolds, nous pouvons nous attendre que la longueur des zones

de recirculation pour les trois cas considérés (Re = 0.62, 1.00 et 3.30) devrait être sensiblement la

même (en se basant sur les visualisations de la figure 39).

À partir des résultats présentés aux figures 38 et 39, nous pouvons déduire (avec confiance) que

les autres résultats présentés dans ce chapitre sont représentatifs du comportement physique des

écoulements pour le modèle considéré.

(a) (b)

FIGURE 39 : Visualisations expérimentales de l’écoulement à très faibles valeurs du nombre de Reynolds. L’écoule-
ment est de gauche à droite dans les deux cas. (a) Écoulement autour d’un bloc fixé à une plaque plane
(Re = 0.02). La visualisation a été réalisée avec des grains de verre dans de la glycérine. (b) Écoulement
autour d’une barrière fixée à une plaque plane (Re = 0.014). La visualisation a été réalisée avec de la pou-
dre d’aluminium dans de la glycérine.

Ces deux figures ont été tirées de Van Dyke (1982) mais proviennent de Taneda (1979).
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C H A P I T R E 6 Conclusion

La procédure numérique. En considérant trois modèles d’écoulement distincts, des résultats de

simulations numériques ont été présentés dans cette thèse. La méthode des vortex aléatoires,

l’algorithme Vortex-in-cell, un algorithme de génération de vorticité et des maillages non-unifor-

mes sont les constituants principaux de la procédure numérique qui a servie pour simuler les

écoulements. Cette procédure numérique sert à solutionner les équations de Navier-Stokes insta-

tionnaires dans un espace bidimensionnel et les résultats ont montré qu’elle est très bien adaptée,

tant à la prédiction d’écoulements en régime permanent, que ceux en régime instationnaire.

Les résultats. Pour les trois modèles considérés, les prédictions numériques ont été comparées à,

et validées par, des mesures et des visualisations tirées d’études expérimentales disponibles en

littérature. En particulier, pour tous les modèles considérés, nous avons observé que les caracté-

ristiques de l’écoulement se sont révélées fortement dépendantes de la valeur du nombre Rey-

nolds, surtout pour ce qui est de la région formant la zone de recirculation.

En régime instationnaire, pour le modèle de la marche descendante, nous avons constaté que du-

rant les stades intermédiaires de l’écoulement, la zone de recirculation est composée d’un certain

nombre de régions de vorticité distinctes. Plus précisément, à de faibles valeurs du nombre de

Reynolds (jusqu’à environ 140), la zone de recirculation n’est composée que d’une seule région de

vorticité pour toute la durée du développement de l’écoulement. Cette région de vorticité est lo-

calisée juste en aval de la marche et sa forme exhibe des oscillations périodiques autour de sa po-

sition d’équilibre après que le régime permanent est atteint. À des valeurs moyennes du nombre

de Reynolds (supérieures à environ 140), la zone de recirculation est composée de trois à quatre

régions distinctes de vorticité durant les stades intermédiaires du développement de l’écoule-

ment. Pour les écoulements régis par ces valeurs du nombre de Reynolds, les structures cohéren-

tes secondaires vont éventuellement disparaître pour résulter en une zone de recirculation qui ne

compte qu’une région principale de vorticité. Comme pour les écoulements à plus faibles valeurs

du nombre de Reynolds, la région de vorticité oscille autour de sa position d’équilibre en régime

permanent. Nous avons de plus observé que, pour la gamme complète des valeurs du nombre de

Reynolds étudiée, la longueur de la zone de recirculation augmente quasi linéairement avec le

temps durant les stades intermédiaires du développement de l’écoulement. À notre connaissance,
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aucune autre étude numérique portant sur l’analyse systématique de l’écoulement instationnaire

au-dessus d’une marche descendante n’a été présentée en littérature.

Étant donné qu’une telle étude fait en partie l’objet de cette thèse, il a été nécessaire d’assurer la

convergence des résultats de simulation (par raffinement successif des paramètres numériques et

par comparaisons aux résultats expérimentaux). À cet égard, une attention particulière a été ac-

cordée (i) aux paramètres qui servent à générer la vorticité aux parois, (ii) au raffinement du

maillage près des parois, (iii) aux schémas d’intégration utilisés pour effectuer le transport con-

vectif des éléments de vorticité et (iv) à l'influence des caractéristiques du canal d'entrée sur la

structure de l'écoulement. Cette étude de convergence nous a permis de conclure, entre autres,

que pour la gamme des paramètres étudiée, le raffinement du pas de temps et l’usage de schémas

de convection d’ordre supérieur sont plus critiques que le raffinement des paramètres de géné-

ration face à l’obtention de solutions précises (tout en minimisant les temps de calcul). Spécifi-

quement, les simulations effectuées à l’aide d’un schéma de convection du 4ème ordre de type

Runge-Kutta sont plus précises et convergent plus rapidement que si des schémas d’ordre infé-

rieur sont utilisés. Ceci diffère du consensus général qui veut que les paramètres de générations

soient ceux qui affectent davantage la solution pour le type de méthodes considéré dans cette

thèse. Ce consensus est cependant basé sur l’analyse d’études de convergence effectuées en con-

sidérant des écoulements en régime permanent : dans ces études, il semble que, en moyennant

les variables de l’écoulement afin d’obtenir la solution en régime permanent, les résultats sont en

quelque sorte « filtrés » et les influences spécifiques associées aux différents paramètres numéri-

ques se voient « masquées » lors de l’analyse. D’autre part, concernant ces mêmes paramètres de

génération, un nouvel algorithme pour générer la vorticité aux parois a été proposé dans cette

thèse dans le but d’améliorer la résolution de l’écoulement : les résultats ont témoigné de son effi-

cacité versus les algorithmes existants.

En considérant un deuxième modèle de marche descendante, et en moyennant les valeurs instan-

tanées des variables de l’écoulement pour représenter le régime permanent, des simulations ont

été effectuées afin de comparer nos résultats à ceux d’études expérimentales disponibles en litté-

rature. Nous avons d’abord constaté, en comparant les profils de la composante longitudinale de

la vitesse pour quatre valeurs du nombre de Reynolds, que la méthode numérique est tout aussi

bien adaptée à la prédiction d’écoulements en régime permanent, qu’à la prédiction de ceux en

régime instationnaire. Nous avons de plus constaté que la longueur de la zone de recirculation est

dictée par le nombre de Reynolds, i.e. plus Re est élevé, plus la zone de recirculation est longue.

Le troisième modèle envisagé dans cette thèse représente les cavités qui résultent de l’arrange-

ment des écailles (en forme de bardeaux) sur les ailes de papillons. L’intérêt d’une telle géométrie



Conclusion 86

 Université de Sherbrooke Thèse de doctorat - Rodrigue Savoie 1996

est qu’il a été démontré expérimentalement que la portance de l’aile est plus grande dû à la pré-

sence des écailles (comparativement à la même aile qui est dépourvue d’écailles). Étant donné

que les ailes sont dotées d’une multitude de cavités, il s’avère pratique d’imposer une condition

de périodicité à l’entrée et à la sortie du modèle numérique pour simuler l’écoulement au-dessus

d’une cavité parmi une infinité de cavités successives : une telle condition de périodicité, à notre

connaissance, n’a jamais été implantée en considérant des méthodes vortex. En imposant cette

condition, et à partir de l’étude partielle présentée dans cette thèse, le sujet général a été dégros-

sit et l’analyse a été initiée dans le but éventuel d’expliquer l’augmentation de portance attribuée

à la présence des écailles.

En considérant ce modèle, des simulations ont été effectuées en considérant une gamme étendue

du nombre de Reynolds (Re = 0.62 à 624)1. En particulier, il semble que pour des valeurs du nom-

bre de Reynolds considérées dans la gamme du régime transitoire (entre les régimes laminaire et

turbulent, soit Re = 624 dans cette étude), des structures cohérentes (régions de vorticité) se dé-

tachent périodiquement de la paroi verticale du modèle et se voient convectées en aval par

l’écoulement principal. Ce détachement périodique semble subsister jusqu’à ce que la couche li-

mite à la section de la marche se développe à un niveau tel que la convection des structures vers

l’aval n’est plus soutenue. Avec le même modèle, des simulations ont été effectuées pour une

gamme de valeurs du nombre de Reynolds considérées dans le régime des écoulements de Stokes

(écoulements rampants). En littérature, on fait souvent allusion au fait que la méthode des vortex

aléatoires est très mal adaptée à la résolution de tels écoulements : cette hypothèse étant basée

sur la convergence de l’OST. Nous avons cependant montré, en raffinant le pas de temps de ma-

nière appropriée, qu’il est bel et bien possible d’effectuer de telles simulations et que les résultats

se comparent très bien aux visualisations tirées de travaux expérimentaux.

Considérations futures. Afin de développer davantage la procédure numérique élaborée dans cette

thèse, d’autres études expérimentales en considérant les mêmes types de modèles étudiés ici

s’avéreraient très utiles. En particulier, les études devraient être effectuées en régime laminaire

en portant une attention particulière sur les stades initiaux et intermédiaires du développement

de l’écoulement. Ces études devraient faire usage d’équipements des plus modernes afin de pren-

dre des mesures précises de la vitesse et des autres quantités physiques de l’écoulement durant

toutes les phases de son développement.

                                                          
1 L’étude a été abordée selon deux points de vue, i.e. les points de vue pratique et académique. En effet, si on considère l’écoulement au-

dessus des ailes d’un papillon en vol plané, les valeurs du nombre de Reynolds se situent aux alentours de 1.00. Les cas académiques
étudiés où nous avons imposé des valeurs plus élevées du nombre de Reynolds (100 et 624) étaient pour vérifier l’influence de la condi-
tion de périodicité sur la dynamique des structures cohérentes.
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Du point de vue numérique, une étude détaillée concernant l’influence des paramètres numéri-

ques a été présentée dans cette thèse. Nous avons par contre considéré que les algorithmes d’in-

terpolation linéaire initialement proposés par Christiansen (1973) n’avaient pas d’influence signi-

ficative sur les résultats lorsque des maillages raffinés étaient utilisés. Une étude quantitative fai-

sant usage de schémas d’ordre supérieur aiderait à clarifier l’envergure desdites influences. De

plus, nous proposons (i) d’élaborer la méthode pour traiter les écoulements tridimensionnels et

(ii) d’implanter des algorithmes pour permettre l’étude d’écoulements à valeurs élevées du nom-

bre de Reynolds (tout en implantant des algorithmes de génération de maillage).
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A N N E X E A Schémas de convection

Introduction.  On présente ici la formulation des six schémas de convection utilisés dans cet ou-

vrage pour déterminer la vitesse de convection uiC des éléments de vorticité. Les schémas ont été

évalués par rapport (i) à leur précision, (ii) au temps de calcul nécessaire à l’obtention de résultats

convergés et (iii) à la quantité de mémoire dynamique requise pour effectuer les simulations.

Le premier des critères a été exposé au chapitre 3 (à la figure 5). Dans cet exposé, la précision des

calculs (en ce qui à trait au pas de temps et au schéma de convection) a été évaluée en utilisant les

six schémas de convection avec quatre différents pas de temps pour le modèle de la marche en

régime instationnaire. Les résultats ont été comparés au temps t = 10.5 pour un écoulement à

nombre de Reynolds Re = 303.

Pour ce qui est du temps de calcul, la vitesse globale de la méthode est fortement dépendante sur

le temps requis pour résoudre l’équation de Poisson (équation 2.6) dû à la tolérance serrée () im-

posée sur la fonction de courant . Le nombre de fois que l’équation doit être résolue en un pas

de temps est donc un facteur déterminant quant à la durée totale de la simulation.

Le troisième critère est la quantité de mémoire dynamique requise par le schéma pour emmaga-

siner les propriétés des éléments de vorticité (position, vitesse, circulation transportée et histoire

de son transport). Chaque schéma exige un certain nombre de tableaux unidimensionnels (xN ,

yN , N, …) à N données où N est le nombre total d’éléments dans le domaine de calcul au temps t.

On réfère plus bas à ces tableaux comme des tableaux d’éléments.

Transport total des éléments de vorticité.  Tel que présenté au chapitre 2, le transport total des

éléments de vorticité est obtenu en sommant les déplacements convectif et diffusif affectés à cha-

cun des éléments, soit

 
i i iC x yt t t t d d( ) ( ) ( , )    u , (A.1)

où uiC = uiC ( i(t),t) est une approximation de la vitesse de convection ui = ui ( i(t),t). C’est donc

cette vitesse uiC qui est évaluée à partir des schémas d’intégration présentés ci-bas.
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Schéma du 1er ordre de type Euler.  Trois tableaux d’éléments (xN , yN , N) sont nécessaires à l’ap-

plication de ce schéma. On ne résout l’équation de Poisson qu’une fois par pas de temps. La vi-

tesse de convection est donnée par

u uiC VIC i t ( , )( ) 0 (A.2a)
où

 
i i t( ) ( )0  . (A.2b)

Schéma du 2ème ordre de type Adams-Bashforth.  Cinq tableaux d’éléments (xN , yN , uN
t-t, vN

t-t, N)

sont nécessaires à l’application de ce schéma. On ne résout l’équation de Poisson qu’une fois par

pas de temps. La vitesse de convection est donnée par

u
u u

iC
VIC i VIC it t t


 

( )3
2

0 1( , ) ( , )( ) ( )  
(A.3a)

où
 

 
i i

i i

t t

t

( )

( )

( ),

( ).

  



1

0


(A.3b)

Schéma du 2ème ordre de type Runge-Kutta.  Cinq tableaux d’éléments (xN , yN , uN
t+t, vN

t+t, N)

sont nécessaires à l’application de ce schéma. On doit résoudre l’équation de Poisson deux fois

par pas de temps. Le fait que l’équation de Poisson doit être résolue deux fois par pas de temps

n’implique pas nécessairement que ce schéma requiert deux fois le temps de calcul. D’ailleurs, le

temps requis est en fait moins que deux fois celui requis en appliquant le schéma du 1er ordre.

Ceci est dû au fait que l’approximation initiale est meilleure lorsque la procédure itérative de

Gauss-Seidel est invoquée la première fois qu’on résout l’équation de Poisson pour la fonction de

courant  (au même pas de temps). La vitesse de convection est donnée par

u
u u

iC
VIC i VIC it t t


 ( )( , ) ( , )( ) ( ) 0 1

2


(A.4a)

où
 

  
i i

i i VIC i

t

t t

( )

( ) ( ) ( )

( ),

( , ) .

0

1 0 0



 u 
(A.4b)

Schéma du 4ème ordre de type Adams-Bashforth.  Neuf tableaux d’éléments (xN , yN , uN
t-t, vN

t-t,

uN
t-2t, vN

t-2t, uN
t-3t, vN

t-3t, N) sont nécessaires à l’application de ce schéma. On ne résout l’équa-

tion de Poisson qu’une fois par pas de temps. La vitesse de convection est donnée par

u
u u u u

iC
VIC i VIC i VIC i VIC it t t t t t t


       

( )55 59 37 2 9 3
24

0 1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )     
(A.5a)

où
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De plus, uiC ( i(t), t) et uiC ( i(2t), 2t) sont évaluées à l’aide du schéma du 2ème ordre de type

Adams-Bashforth puisque l’élément i n’existait pas aux temps -t et -2t.

Schéma du 4ème ordre de type Adams-Moulton.  Neuf tableaux d’éléments (xN , yN , uN
t+t, vN

t+t,

uN
t-t, vN

t-t, uN
t-2t, vN

t-2t, N) sont nécessaires à l’application de ce schéma. On doit résoudre

l’équation de Poisson deux fois par pas de temps. La vitesse de convection est donnée par

u
u u u u

iC
VIC i VIC i VIC i VIC it t t t t t t


      

( )9 19 5 2
24

1 0 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )     
(A.6a)
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De plus, uiC ( i(t), t) est évaluée à l’aide du schéma du 2ème ordre de type Runge-Kutta puisque

l’élément i n’existait pas au temps -t.

Schéma du 4ème ordre de type Runge-Kutta.  Sept tableaux d’éléments (xN , yN , xN
t+t, yN

t+t, uN
t+t,

vN
t+t, N) sont nécessaires à l’application de ce schéma. On doit résoudre l’équation de Poisson

quatre fois par pas de temps. La vitesse de convection est donnée par

u
u u u u

iC
VIC i VIC i VIC i VIC it t t t t t t


     ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )   0 1 2 32 2 2 2

6
  

(A.7a)
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Comparaison de l’efficacité des schémas. Un sommaire de l’influence du pas de temps et du

schéma de convection sur les besoins informatiques est présenté au tableau A1. Ce tableau est en

fait une étude comparative qui montre l’effet de ces paramètres sur le temps de calcul requis et

sur le nombre d’éléments à l’intérieur du domaine de calcul pour atteindre un temps de simula-

tion t = 10.5 où Re = 303 sur le modèle de la marche en régime instationnaire. Les résultats pré-

sentés correspondent aux tracés de la fonction de courant de la figure 5.

Grosseur du pas de temps

S
c
h
é
m

a
d

e
c
o
n

v
e
c
ti

o
n

� t=0.50 � t=0.25 � t=0.10 � t=0.05

Temps de
calcul

(hr)

Temps de
calcul

(hr)

Temps de
calcul

(hr)

Temps de
calcul

(hr)

Nombre
d'éléments

vortex

Nombre
d'éléments

vortex

Nombre
d'éléments

vortex

Nombre
d'éléments

vortex

Euler, 1 ordre
er

A.-B., 2 ordre
ème

R.-K., 2 ordre
ème

A.-B., 4 ordre
ème

A.-M., 4 ordre
ème

R.-K., 4 ordre
ème

0.825

0.824

1.406

0.834

1.406

2.456

1.472

1.472

2.541

1.495

2.552

4.545

3.233

3.281

5.615

3.284

5.636

9.900

5.985

6.021

10.400

6.107

10.436

18.431

268 507

273 952

280 596

392 171

276 823

295 225

330 557

334 782

338 285

473 798

337 141

349 140

513 708

516 370

517 163

519 384

517 075

522 344

823 748

824 387

824 783

824 787

824 402

826 757

TABLEAU A1 : L’influence du pas de temps et du schéma de convection sur les temps de calcul requis et sur le nombre
d’éléments à l’intérieur du domaine de calcul pour atteindre un temps de simulation t = 10.5 où Re = 303
sur le modèle de la marche en régime instationnaire.

Équipement informatique.  À titre de référence, tous les résultats présentés dans cette thèse pro-

viennent de simulations qui ont été effectuées sur une station de travail Indy de la compagnie Si-

licon Graphics. Entre autres, l’ordinateur est équipé d’une unité de traitement centrale (CPU)

MIPS R4600 opérant à 133MHz, une unité de traitement numérique (FPU) MIPS R4610 et 64MB de

mémoire dynamique. Parmi les périphériques utilisées, on retrouve deux disques rigides ayant

2GB de mémoire totale, un lecteur cédérom, deux cartes vidéo (qui supportent toutes deux les

formats NTSC et S-VHS) et une unité de sauvegarde auxiliaire DAT ayant une capacité de 5GB. Le

tout fonctionne à l’aide du système d’exploitation IRIX 5.3 et plusieurs logiciels de traitement et de

visualisation de données.
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Pensées diverses

The secret to creativity is knowing how to hide your sources.

Albert Einstein

Disclaimer:
If anyone disagrees with anything I say, I am quite prepared to not only retract it, but also to deny under oath I ever said it.

Tom Lehrer

On two occasions I have been asked [by Members of Parliament], “Pray, Mr. Babbage, if you put
into the machine wrong figures, will the right answers come out?” I am not able rightly to

apprehend the kind of confusion of ideas that could provoke such a question.

Charles Babbage

640K ought to be enough for anybody.

(1981) Bill Gates

A little inaccuracy saves a world of explanation.

C. E. Ares

I have yet to see any problem, however complicated, which, when you looked at it in the right way,
did not become still more complicated.

Paul Anderson

In the beginning, the universe was created. This made a lot of people very angry,
and has been widely regarded as a bad idea.

Douglas Adams

The creator of the universe works in mysterious ways.
But he uses a base ten counting system and likes round numbers.

Scott Adams

I think the world is run by C students.

Al McGuire

Don't worry about people stealing your ideas.
If your ideas are any good, you'll have to ram them down people's throats.

Howard Aiken
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I used to think I was poor. Then they told me I wasn't poor, I was needy.
Then they told me it was self-defeating to think of myself as needy. I was deprived.

(Oh not deprived but rather underprivileged.)
Then they told me that underprivileged was overused. I was disadvantaged.

I still don't have a dime. But I have a great vocabulary.

Jules Feiffer

When shit becomes valuable, the poor will be born without assholes.

Henry Miller

A lady came up to me on the street and pointed to my suede jacket. “You know a cow was murdered for that
jacket?” she sneered. I replied in a psychotic tone, “I didn’t know there were any witnesses. Now I’ll have to kill you too.”

Jake Johanson

Eloquence is the essential thing in a speech, not information.

 Everything has its limit--iron ore cannot be educated into gold.

Get your facts first, and then you can distort them as much as you please.

I am not one of those who in expressing opinions confine themselves to facts.

The trouble isn't that there are too many fools, but that the lightning isn't distributed right.

Whenever you find you are on the side of the majority, it is time to pause and reflect.

Mark Twain

Golf is a good walk spoiled.

Mark Twain

Geoff Howson

Illustration tirée du livre par GEOFF HOWSON, 1988. GOLF: How to
Look Good When You’re Not, Contemporary Books, Chicago.
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This book fills a much-needed gap.

Moses Hadas


