
UNIVERSITE DE SHERBROOKE
Faculte de Genie

Departement de Genie Mlecanique

Analyse vibroacoustique de la plaque raidie avec les elements finis
hierarchiques trigonometriques.

Memoire de maitrise es sciences appliquees
Specialite: genie mecanique

Michel Barrette

Sherbrooke (Quebec), CANADA Fevrier 2000



Resume

Ce memoire propose une nouvelle aproche pour etudier Ie comportement acoustique

et vibratoire d'une plaque munie de raidisseurs. Les plaques raidies sont a la base

de plusieurs structures dans les dommaines naval et aeronautique entre autres. La

comprehension des phenomenes vibroacoustiques est essentielle. En effet, les vibrations

peuvent causer la fatique et la rupture de composantes. Pour sa part, Ie bruit est

sou vent nuisible et il est regi par des lois de plus en plus strides.

Les vibrations ont traditionnellement ete etudiees par des elements finis classiques.

Cependant, ces derniers demandent beaucoup de ressources informatiques et ne peuvent

simuler que les quelques premiers modes.

Pour en ameliorer 1'efficacite, Bardell[l] a propose Putlisation d'elements finis

hierarchiques pour Ie calcul des vibrations d'une plaque homogene. Plus tard, Beslin[5]

a propose Putilisation de fonctions d'interpolation trigonometrique simple comme

base aux elements finis hierarchiques. Ces fonctions se sont averees plus stables

numeriquement et convergement mieux que les elements de Bardell.

Le but de ce memoire sera d'utiliser les elements finis hierarchiques avec les

fonctions trigonometriques de Beslin dans Ie cas d'une plaque finie avec un reseau de

raidisseurs. Les plaques utilisees sont rectangulaires et peuvent avoir des conditions

limites quelconques. Le module de plaque choisi est celui de Love-KirchhofF qui

permet la fiexion seulement. II y aura une description de la methode d'approximation

numerique (Rayleigh-Ritz) et de Passemblage des elements de plaque employe. Par

la suite, on comparera les performances en termes de modes converges par rapport

aux autres methodes d'elements finis. On validera aussi les simulations avec quelques

resultats experimentaux de reponses forcees.

Enfin, on utilisera les fonctions trigonometriques pour Ie calcul de la matrice

d'impedance de rayonnement et des indiquateurs vibroacoustiques. Un exemple de

plaque entouree d'une bafHe rayonnant dans un fluide lourd sera presente.



Remerciments

J'aimerais remercier mes directeurs de maitrise, Ie professeur Alain Berry et Ie Dr.

Olivier Beslin, pour leur soutien, leurs precieux conseils et la patience dont Us ont fait

preuve.

Je tiens egalement a remercier Ie Dr. Andre Cote et Ie Dr. Olivier Foin pour leurs

aides de meme que tous les membres du GAUS que j'ai cotoye et qui ont contribues a

cette maitrise.

11



Table des matieres

1 Introduction 1

1.1 Introduction ................................. 2

1.2 Methodologie ................................ 3

1.3 Structure du document ........................... 4

2 Revue de la litterature 5

2.1 Introduction ................................. 6

2.2 Methode statistique ............................. 6

2.3 Elements finis de frontieres ......................... 6

2.4 Elements finis hierarchiques ........................ 6

2.4.1 Fonctions polynomiales ....................... 7

2.4.2 Fonctions trigonometriques ..................... 10

2.5 Plaque raidie ................................ 10

2.6 Conclusion .................................. 13

3 Energie des plaques et des raidisseurs 15

3.1 Introduction ................................. 16

3.1.1 Theorie classique de 1'elasticite .................. 16

3.1.2 Formulation variationnelle ..................... 17

3.2 Energie de la plaque ............................ 18

3.2.1 Modele de Love-KirchhofF ..................... 19

3.2.2 Modele de Mindlin-Reissner .................... 19

3.2.3 Construction de la fonctionnelle .................. 21

Ill



3.3 Energie du raidisseur ............................ 22

4 Methode de Rayleigh-Ritz 25

4.1 Methode de Rayleigh-Ritz ......................... 26

4.1.1 Fonctions trigonometriques..................... 27

4.1.2 Matrice elementaire de masse et de raideur ........... 29

4.1.3 Reponse forcee ........................... 33

4.2 Continuite a la frontiere entre deux plaques ............... 34

4.2.1 Imposition d'une condition ..................... 36

5 Resultats : vibration des plaques minces homogenes ou raidies 38

5.1 Introduction ................................. 39

5.2 Resultats numeriques pour la plaque homogene ............. 40

5.2.1 Convergence de la plaque rectangulaire .............. 40

5.3 Resultats numeriques pour la plaque raidie ................ 43

5.3.1 Convergence des frequences propres ................ 43

5.3.2 Comparaison avec la litterature .................. 45

5.3.3 Comparaison avec les resultats experimentaux .......... 49

5.4 Conclusion .................................. 53

6 Couplage avec un fluide et rayonnement acoustique 59

6.1 Introduction ................................. 60

6.2 Probleme de la plaque bafflee ....................... 60

6.3 Indicateurs vibroacoustiques ........................ 62

6.3.1 Vitesse quadratique moyenne ................... 62

6.3.2 Pression rayonnee et directivite du champ ............ 63

6.3.3 Puissance acoustique rayonnee ................... 63

6.3.4 Efficacite de rayonnement de la plaque .............. 63

6.4 Calcul de la matrice d'impedance de rayonnement ............ 64

6.4.1 Impedance de rayonnement avec plus d'un element ....... 66

6.4.2 Elements identiques ......................... 68

IV



6.5 Conclusion .................................. 69

7 Resultats : rayonnement acoustique des plaques 70

7.1 Introduction ................................. 71

7.2 Comparaison avec ADNR ......................... 71

.7.3 EfFets du fluide lourd ............................ 76

7.4 Conclusion .................................. 76

8 Conclusion 78

A Impedance de rayonnement 80

A.l Integration numerique ........................... 81

A.2 Calcul des coefficients Fmp ......................... 82



Liste des tableaux

4.1 Tableau des coefficients (arn,bm,Cm,dm) des fonctions trigonometriques

<^m(?) ou 0m(^) =sin(a^+6m)sin(c^+rim) .............. 29

5.1 Resultats pour une plaque homogene simplement appuyee ....... 54

5.2 Resultats pour une plaque raidie. Un calcul avec une maillage 2x1 et

4352 degres de liberte a ete utilise comme solution "exacte" pour Ie calcul

de Perreur. .................................. 55

5.3 Frequences propres pour lecasl... ................... 56

5.4 Frequences propres pour Ie cas 2 ..................... 57

5.5 Frequences propres pour Ie cas 3 ..................... 58

5.6 Frequences propres pour lecas4... ................... 58

A.l Valeurs de s,, a^, &», Ci pour Ie calcul de Fmp = ^ S|=i Sil(a,i, bi,Ci). . . . 83

VI



Table des figures

1.1 La plaque raidie. .............................. 3

2.1 Fonctions hierarchiques utilisees par Bardell[l] .............. 8

2.2 Comparaison entre les fonctions trigonometriques et polyn6miales ... 11

2.3 Convergence des frequences propres d'une plaque simplement appuyee.

Comparaison entre les polynomes(l), fonctions trigonometriques(2) et

la solution analytique(3). ......................... 12

3.1 Volume elastique en 3 dimensions ..................... 16

3.2 Comparaison entre les modeles de Love-KirchhofF et Mindlin. ...... 19

3.3 Raidisseur .................................. 22

4.1 Element de plaque ............................. 26

4.2 Representation graphique des 8 premieres fonctions trigonometriques de

meme que la valeur de la fonction et sa derivee aux extremites. .... 28

4.3 Element de plaque avec 2 raidisseurs. ................... 29

4.4 Coordonnees de 2 elements voisins ..................... 34

5.1 Plaque homogene rectangulaire ...................... 39

5.2 Maillages utilises pour la plaque homogene rectangulaire ........ 40

5.3 Convergence pour la plaque homogene. Nombre de modes a moins de 2%

d'erreur. Maillage lxl(a). Maillage2xl(+). Maillage2x2 (0). Maillage

4x4 (A). .................................. 41

5.4 La plaque enL. ............................... 43

5.5 Vitesse quadratique moyenne de la plaque en L ............. 44

Vll



5.6 Configuration de la plaque d'acier raidie pour comparaison avec Cote 8 46

5.7 Vitesse quadratique moyenne de la plaque d'acier raidie. Comparaison

avec Cote[8] ................................. 47

5.8 Configurations de la plaque raidie utilisee pour comparaison avec Koko

et al [12] .................................. 48

5.9 Configurations de la plaque raidie experimentale ............ 50

5.10 Comparaison avec Pexperience pour Ie cas 1 (1 raidisseur). Ligne pleine :

resultat experimental. Ligne discontinue : resultat numerique ...... 51

5.11 Comparaison avec Pexperience pour Ie cas 2 (2 raidisseur). Ligne pleine :

resultat experimental. Ligne discontinue : resultat numerique ...... 52

6.1 Probleme du rayonnement acoustique de la plaque rectangulaire bafl&ee 60

6.2 Systeme de coodonnees pour 1'integration sur des plaques multiples. Les

origines sont placees au centre seulement pour schematiser ....... 67

6.3 Domaine d'integration avec les variables u et v . ............. 67

7.1 La plaque d'acier rectangulaire. ...................... 72

7.2 Calcul de la vitesse quadratique dans un fluide lourd (trait plein).

Comparaison avec ADNR (trait discontinu) ............... 73

7.3 Calcul de la puissance rayonnee dans un fluide lourd (trait plein).

Comparaison avec ADNR (trait discontinu) ............... 74

7.4 Calcul de 1'efficacite de rayonnement dans un fluide lourd (trait plein).

Comparaison avec ADNR (trait discontinu) ............... 75

7.5 Vitesse quadratique pour un fluide leger (trait plein) et un fluid lourd

(trait discontinu) .............................. 77

Vlll



Chapitre 1

Introduction



1.1 Introduction

Ce memoire propose une nouvelle approche pour etudier Ie comportement

acoustique et vibratoire d'une plaque munie de raidisseurs. Les plaques raidies sont

a la base de plusieurs structures dans les domaines naval et aeronautique en autres. La

comprehension des phenomenes vibroacoustique est essentielle. En efFet, les vibrations

peuvent causer la fatigue prematuree ou la rupture de certaines composantes. Pour sa

part, Ie bruit est souvent nuisible et il est regis par des lois de plus en plus strides.

L'utilisation de materiaux pour minimiser Ie bruit entre souvent en contradiction avec

d'autres besoins comme la legerete et la durabilite. Pour ces raisons, la comprehension

de la vibroacoustique des structures est essentielle pour nous guider a 1'etape de la

conception.

Les vibrations ont traditionnellement ete etudiees par des elements finis classiques.

Cependant, ces derniers demandent beaucoup de ressources informatiques et ne peuvent

simuler que les quelques premiers modes. De plus, Putilisation de ces outils demande

une certaine expertise. D'autres ont utilise des modeles qualifies de "semi-analytiques

comme la methode de Rayleigh-Ritz pour etudier Ie comportement des structures dans

les hautes frequences. Malheureusement, ces methodes sont souvent limitees a des cas

academiques precis et sont peu applicables a des cas reels. La methode proposee se

veut un mixte de ces methodes. Elle est basee sur la methode de Rayleigh-Ritz qui

permet une tres grande efficacite numerique pour atteindre les moyennes frequences.

En meme temps, elle va permettre de modeliser des structures plus complexes avec

un assemblage d'elements inhomogenes et des conditions de frontieres quelconques.

On retire done 1'avantage de Pefiicacite des methodes semi-analytiques tout en restant

assez versatile pour trailer un grand nombre de cas.

Le but de ce memoire sera d'utiliser les elements finis hierarchiques avec les

fonctions trigonometriques pour Ie cas d'une plaque finie munie d'un reseau de

raidisseurs. Les plaques utilisees sont rectangulaires et peuvent avoir des conditions

limites quelconques. Le modele de plaque choisi est celui de Love-KirchhofF qui

permet la flexion seulement. II y aura une description de la methode d'approximation
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FIG. 1.1 - La plaque raidie.

numerique(Rayleigh-Ritz) et de 1'assemblage d'elements de plaques employe. Par la

suite, on comparera les performances en termes de modes converges par rapport

aux autres methodes d'elements finis. On validera aussi les simulations avec quelques

resultats experimentaux de reponses forc6es.

1.2 Methodologie

Nous modeliserons une plaque mince tel que montree a la figure 1.1. Elle aura

des elements disposes de fa^on quelconque et elle pourra etre trouee. Les bords de la

plaque pourront etre libres, en appuis simples ou encastres. Nous utiliserons Ie modele

de plaque de Love-KirchhofF (plaque mince, flexion pure).

Des raidisseurs orthogonaux pourront etre attaches a la plaque selon une ligne. Us

seront consideres unidimensionnels et prennent en compte de la flexion et de la torsion.

Le modele sera Ie meme que celui utilise par Berry [3]. Les raidisseurs seront places a

la frontiere des elements et Us delimiteront ces derniers sur la plaque. Cette faQon de

placer les raidisseurs devrait ameliorer les performances par rapport aux methodes ou

un seul element est utilise [4j.

Une force d'excitation ponctuelle sera placee a un endroit arbitraire de la plaque

pour calculer la reponse vibratoire.



Pour les calculs de rayonnement acoustique, la plaque sera entouree d?un baflle

rigide.

La performance numerique des fonctions-test choisies[5] doit nous permettre 1'etude

acoustique de la structure jusqu'aux moyennes frequences.

1.3 Structure du document

Le document est organise ainsi. Le chapitre 2 effectue une revue de la litterature

sur les outils disponibles en vibroacoustique. Ensuite, on entre plus en detail sur les

travaux faits sur les elements hierarchiques et 1'etude des vibrations de la plaque raidie.

Le chapitre 3 decrit la plaque choisie : Ie modele de flexion pure de Love-KirchhofF.

Ce modele sera compare au modele de Mindlin. Les expressions pour lenergie cinetique

et de raideur des plaques et raidisseurs sera egalement presentee.

Le chapitre 4 presente la methode d'approximation numerique utilisee : la methode

de Rayleigh-Ritz. Apres une description de la methode, on presente les fonctions

trigonometriques utili^ees de meme que la fa^on qu'elles permettent d'assembler les

elements et de tenir compte des contidtions de frontieres.

Le chapitre 5 montre les resultats de la methode appliquee aux vibrations de

plaques raidies. Les performances numeriques seront evaluees a 1'aide d'une etude de

convergence sur les frequences propres. Des comparaisons avec d'autres methodes et

des resultats experimentaux seront presentes.

Le chapitre 6 decrit Ie probleme de la plaque bafHee et applique les fonctions

trigonometriques au calul du rayonnement acoustique.

Le chapitre 7 montre les resultats de la plaque baffl'ee rayonnant dans 1'air et dans

1'eau. Us seront valides par une autre methode numerique appelee ADNR.



Chapitre 2

Revue de la litter at ure



2.1 Introduction

Ce chapitre presente un survol des outils numeriques disponibles pour 1'etude

vibroacoustique des plaques raidies. Par la suite, on decrira ce qui a ete fait pour

Ie calcul des vibrations de plaques avec la methode d'elements finis hierarchiques et les

fonctions trigonometriques.

2.2 Methode statistique

La methode d'analyse statistique de 1'energie (S.E.A, Statistical Energy

Analysis) 18] est souvent utilisee pour analyser les hautes frequences de structures

complexes. Elle comporte plusieurs approximations. L'excitation est aleatoire. La

densite modale doit etre elevee et distribuee egalement sur les modes. Cette methode

s'avere utile pour etudier la repartition de 1'energie vibratoire entre les composantes

de grandes structures dans les domaines naval et aeronautique. Cependant, nous

ne pouvons tirer que peu d'informations sur les vibrations locales. II est impossible

d'obtenir Ie comportement d'un mode particulier. L'analyse est limitee aux hautes

frequences.

2.3 Elements finis de frontieres

Les methodes de discretisations comme les elements finis de frontieres (BEM,

"Boundary Element Method") [14] (pages 355-406) permettent 1'obtention de la reponse

et du rayonnement acoustique d'une structure. Elles sont basees sur une version

discretisee des equations exactes de 1'elastoacoustique. Elles demandent cependant

beaucoup de ressources informatiques pour la resolution des probl^mes complexes.

2.4 Elements finis hierarchiques

Les elements finis conventionnels (version- h) sont utilises depuis plusieurs annees

dans divers domaines du Genie tels que la statique, la dynamique, Ie transfert
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de chaleur, etc. Meme si les elements finis sont bien connus et eprouves, 1'etude

d'un systeme complexe demande beaucoup de ressources informatiques et se limite

aux basses frequences. De plus, Ie degre des fonctions d'interpolation etant fixe, la

convergence s'obtient en variant Ie nombre d'el^ments. Cela demande un travail de

maillage supplementaire.

II existe egalement la version-p[22, 15, 8] des elements finis. Cette derniere permet

d'augmenter 1'ordre d'interpolation des elements. Nous pouvons done generer Ie

maillage et obtenir la convergence desiree grace a cette augmentation de 1'ordre

d'interpolation. Ce moyen est plus simple que la creation d'un maillage adaptatif.

Une classe particuliere des elements version-p sont les elements finis hierarchiques.

Ceux-ci ont une particularite : leurs fonctions d'interpolation d'ordre n font partie des

fonctions d'interpolation n+1. Par consequent, les matrices de masse et de raideur,

calculees a Pordre n, peuvent servir pour celles calculees a 1'ordre n+1. Une voie qui

apparait interessante pour les elements finis hierarchiques est 1'analyse des vibrations ^

moyenne frequence. Atteindre les moyennes frequences avec des elements finis classiques

est difficile. Cela demands une tres grande quantite d'elements. Avec les elements finis

hierarchiques, nous pouvons arriver aux memes resultats avec un nombre raisonnable

d'elements et de fonctions d'interpolation d'ordre tres eleve. Cependant, des que nous

atteignons des ordres eleves avec des fonctions d'interpolation basees sur des polynomes,

nous avons rapidement des problemes d'arrondis numeriques dans Ie calcul de la

valeur des fonctions. Nous verrons qu'avec des fonctions trigonometriques simples, nous

pouvons atteindre des ordres beaucoup plus eleves, et ce, sans connaitre de difficultes

numeriques. Ces points font 1'objet des sections qui suivent.

2.4.1 Fonctions polynomiales

La methode des elements finis hierarchiques, applique au calcul de la flexion des

plaques, est habituellement basee sur des polynomes de Legendre. Ces polynomes ont

ete initialement introduits par Zhu[26]. Dernierement, Bardell[l] a utilise une variante

de ces polynomes comme fonctions-test pour predire les modes de vibrations d'une

plaque mince pour plusieurs conditions de frontieres. Ces fonctions sont presentees au
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tableau 2.1. Les quatres premieres fonctions sont baties a partir des fonctions cubiques

de deplacement des elements finis classiques. Les fonctions d'ordre superieur a 4 sont

donnees par

?s=2 ff\ _ v^-l)/2 (-1)" (2r-2n-7)!! <-r-2n-l
]r^} — ^m=r-l^} — Z^n=0 'y^T (7—2n-l)! <s ^'"

Avec cette base, Bardell est parvenu a calculer les modes de flexion d'une plaque

avec plusieurs conditions de frontieres. II a obtenu les premiers modes avec un seul

element et une dizaine de fonctions polynomiales.

Ce qui rend interessant ces polynomes est que Ie deplacement et la pente sont mils

a chaque extremite des elements pour des ordres superieurs a quatre. On peut done

facilement controler les conditions de frontieres avec les quatre premieres fonctions

de base. En enlevant la fonction correspondante, nous enlevons la possibility de

deplacement ou de rotation d'une frontiere. De cette maniere, on peut imposer des

conditions d'appui simple ou d'encastrement et cela sur les cotes ou sur les coins. Cette

fa§on simplifie la tache. Sinon, une methode comme les multiplicateurs de Lagrange

aurait du etre utilises ce qui alourdit la tache et augmente inutilement la taille des

matrices.

Bien que les polynomes de Bardell comportent certains avantages, ceux-ci peuvent

etre difficilement utilises en moyennes et hautes frequences. D'abord, Ie calcul

d'integrales de surfaces, necessaire dans la methode des elements finis pour modeliser

les plaques, doit etre efFectue symboliquement. Ces integrales doivent etre stockees dans

des tableaux. Dans la litterature, la plupart des calculs, a base de polynomes, ont ete

faits pour des ordres inferieurs a 15. En poussant plus loin, nous nous apercevons que

nous obtenons des erreurs de troncature numerique pour des ordres superieurs a 45,

et ce, lorsque nous travaillons en double precision. Beslin[5] a evalue les limites des

calculs avec des polynomes. II a du utiliser des nombres a quadruple precision pour des

exemples de calculs a des ordres superieurs (de 45 a 1024).



2.4.2 Fonctions trigonometriques

Pour tenter de contrer les limites des polynomes de Bardell a ordre eleve, Beslin[5]

a propose une nouvelle base de fonctions basees sur des fonctions trigonometriques..

Ces fonctions ont plusieurs similarites avec les polyn6mes de Bardell (voir comparaison

au tableau 2.2) :

- Les 4 premieres fonctions permettent de satisfaire les conditions de frontieres.

Toutes les fonctions d'ordre superieur a 4 ont un deplacement nul et une pente

nulle aux extremites.

Avec les fonctions polynomiales, les exposants d'ordres eleves impliquent que les

calculs se font sur plusieurs ordres de grandeur. Cela entraine des erreurs d'arrondis.

Les fonctions trigonometriques, elles, n'ont aucune contrainte de ce cote. Les integrales

de ces fonctions se calculent directement et tres rapidement. Les tableaux pre-calcules

deviennent done inutiles. Elles semblent done etre ideales d'un point de vue numerique.

Des calculs de comparaison ont ete effectues par Beslin[5]. II a compare la convergence

des modes propres d'une plaque aux cotes en appui simple pour des calculs avec les

deux types de fonctions. Nous pouvons remarquer, a la figure 2.3, que pour Ie m^me

ordre de fonctions, les calculs venant des fonctions trigonometriques convergent mieux

pour un meme nombre de degre de liberte. Les fonctions trigonometriques sont done

mains sensibles aux erreurs de troncature, demandent moins de temps de calcul pour

etre generes et convergent mieux que les fonctions polynomiales. Nous verrons aussi

que les fonctions trigonometriques faciliteront Ie calcul du rayonnement acoustique.

2.5 Plaque raidie

Le probleme des vibrations de plaques avec raidisseurs a longtemps ete etudie a

Paide d'elements finis classiques. (Wu 24], Laura et al[13], Bhat[6], Gutierrez et al 10).

Les modeles de plaque etait originellement bases sur Ie modele de Love-KirchhofF qui

ne tient compte que de la flexion de la plaque. Ce modele est souvent valide dans les

cas traites dans la pratique. Cependant, quand nous avons des plaques assez epaisses

nous devons inclure 1'energie de la rotation et du cisaillement de la plaque. Des auteurs

10
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FIG. 2.3 - Convergence des frequences propres d'une plaque simplement appuyee.

Comparaison entre les polynomes(l), fonctions trigonometriques(2) et la solution

analytique(3).
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(Liew[16, 17] et Xiang[25]) ont par la suite utilise Ie modele de plaque de Mindlin

pour introduire ces effets. Berry[4] y a ajoute Ie mouvement dans Ie plan et montre les

differences qu'il peut engendrer.

Les deux modeles de plaques ont leurs equivalents dans les modeles de poutres pour

decrire les raidisseurs. Le modele poutre de Timoshenko est 1'equivalent du modele de

plaque de Mindlin. Pour sa part, Ie modele d'Euler-Bernoulli est 1'equivalent du modele

de Love-KirchofF. Nous choisirons Ie modele de poutre tel que decrit par Berry [2]. Ce

dernier depend de la flexion de plaque et il tient compte 1'energie de flexion et de torsion

du raidisseur.

Du point de vue numerique, des methodes plus performantes ont ete proposees.

Koko[12] a, par exemple, utilise des "super-elements" comportant 55 variables pour

representer Ie modele de plaque. Plusieurs autres auteurs se sont bases sur une variante

de la methode de Rayleigh-Ritz avec des polynomes d'ordres eleves. C6te[8] a, pour sa

part, modelise une plaque raidie finie pour tester une methode d'elements p dans les

moyennes frequences.

Le rayonnement acoustique des plaques raidies a ete relativement peu etudie. On

peut citer les travaux de Mead[19] qui a modelise des reseaux infinis de raidisseurs

orthogonaux et Berry[2, 3, 4] pour une plaque finie avec differents modeles de

raidisseurs.

2.6 Conclusion

La revue des connaissances nous permet de constater que les elements finis

hierarchiques avec fonctions trigonometriques semblent etre les plus efiicaces pour

1'etude exacte des vibrations de plaques jusqu'aux moyennes frequences. Notre objectif

est d'etendre cette methode au calcul vibroacoustique de la plaque raidie.

L'objectif principal est de permettre 1'assemblage des elements finis hierarchiques

de plaques avec des fonctions trigonometriques. Ces derniers ont ete utilises pour Ie

cas d'un seul element jusqu'a present. L'assemblage de plusieurs elements va permettre

d'une part d'augmenter Ie nombre cas traites. Nous pourrons done etudier des plaques

13



en forme de "L" et des plaques trouees. L'autre avantage est 1'amelioration de la

convergence dans Ie cas des plaques raidies. En effet, les modeles a un seul element ont

de la difficulte a reconstruire les vibrations locales entre les raidisseurs. Nous croyons

qu'un maillage plus judicieux peut ameliorer la situation.

Finalement, nous aliens proposer une faQon d'utiliser les fonctions trigonometriques

pour calculer Ie rayonnement acoustique des plaques.
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Chapitre 3

^

Energie des plaques et des raidisseurs
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FIG. 3.1 - Volume elastique en 3 dimensions

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons decrire les fonctionnelles d'energie qui sont utilisees

pour representer la mecanique de la structure. C'est la premiere etape de notre quete

pour decrire Ie mouvement d'un systeme.

3.1.1 Theorie classique de Pelasticite

La structure (la plaque et les raidisseurs) sera consideree comme une matiere

continue elastique. Pour 1'instant, aucun couplage avec un fluide exterieur n'est

considere. On utilisera les theories classiques de 1'elasticite d'un solide en 3 dimensions

(voir la figure 3.1). L'equation du mouvement d'un solide elastique s'ecrit (en notation

indicielle)

Q2Ui
)w = fi + Cry,,y>j (3.1)

ou p est la densite du solide, u est son deplacement, /,; la force volumique et o-y Ie

tenseur des contraintes. On utilise la convention ou les indices latins representent les

3 dimensions spatiales. Un indice muet represente une sommation. Dans Ie cas ou 1'on

considere de petites deformations, Ie tenseur de deformation Cij s'ecrit :
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Ei3 = J (ui,3 + U3,i) (3-2)

Avec un materiau lineaire, la relation contraintes-deformations s'ecrit :

^ij = Cijkl^kl (3.3)

ou Cijki est la matrice d'elasticite. A Pequation du mouvement, il faut ajouter

les conditions limites. Dans les problemes d'elasticite, ces conditions prennent deux

formes : on peut soit imposer un deplacement (conditions de type cinematique) ou

bien imposer une contrainte (conditions de type statique). Les conditions dynamiques

s'ecrivent

^i3n3 = fi sur (5) (3-4)

3.1.2 Formulation variationnelle

Pour trouver 1'equation du mouvement, on a recours a la formulation variationnelle.

On ecrit la fonctionnelle de Hamilton, 1'integrale entre 2 temps arbitraires to et i\ du

Lagrangien du systeme.

r*i

ItQ

ou

H(u)= I ~(T-V+W)dt (3.5)

H(u) = / I L I ^Ps'^T'-^T - 7,SijCijkl£kl + A^ | dv + /_ /,U^S
'to \JV \ Z (77; OT L ~ ~ I JS

dt (3.6)
'to

L'energie cinetique T, de deformation V et Ie travail des forces externes W

apparaissent explicitement. fi et f^ sont respectivement les forces externes de volume et

de surface. La formulation variationnelle se manipule facilement du fait que Ron travaille

avec des quantites scalaires. II est tres facile de decrire un systeme complexe et de faire

les approximations appropiees. Nous allons utiliser la formulation variationnelle avec Ie

deplacement comme variable independante. II existe des formulations de type mixtes,
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comme dans Ie cas de la formulation de Reissner, ou on utilise a la fois les contraintes

et les deplacements comme variables independantes. Cependant, la formulation en

deplacement est habituellement assez precise et elle est la plus couramment utilisee.

La methode variationnelle est basee sur Ie theoreme de Hamilton qui s'enonce de

la maniere suivante :

Si la champ de deplacement de la plaque est cinematiquement admissible, c'est a

dire s \l verifie les conditions aux limites cinematiques (deplacement de la structure sur

la frontiere), et si ce champ de deplacement rend la fonctionnelle de Hamilton extremale

8H(u) = 0 (3.7)

alors Ie champ de deplacement verifie I'equation du mouvement (Eq. (3.1)) du syteme

et les conditions aux limites statiques (Eq. (3.4)).

L'utilisation de la methode variationnelle pour trouver les equations du mouvement

consistera en 2 grandes etapes. La premiere consiste a faire des approximations

"physiques" et a formuler les energies en fonction de la geometrie de la structure. Cette

etape sera faite a la section suivante. La deuxieme etape consiste en une approximation

"numerique" du champ de deplacement. Nous allons voir au chapitre 4 une application

du theoreme de Hamilton pour approximer numeriquement Ie comportement de notre

systeme a 1'aide de la methode de Ritz.

3.2 Energie de la plaque

Pour modeliser une plaque, on peut utiliser Ie modele exact d'elasticite lineaire

en 3 dimensions. Cependant, pour la modelisation numerique, ce modele souffre de

problemes d'arrondis lorsque 1'epaisseur devient tres petite par rapport aux autres

dimensions. Dans Ie cas d'une plaque mince, il est normal de ramener Ie probleme a

deux dimensions.
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Love-Kirchhoff Mindlin

FIG. 3.2 - Comparaison entre les modeles de Love-KirchhofF et Mindlin.

3.2.1 Modele de Love-KirchhofF

Le modele Ie plus simple pour decrire Ie champ de deplacement d'une plaque mince

est celui de Love-KirchhofF. Le deplacement est dependant d'une seule variable : Ie

deplacement transversal w(x,y,t). On qualifie done ce modele de "flexion-pure". Les

deplacements Ui = (u{x,y,z,t),v(x,y,z,t),w(x,y,z,t)) s'ecrivent :

u[x, y, z, T) = —z Q^

v(x,y,z,t]=-za-^ (3.8)

w(x,y,z,t) =w(x,y,t)

Les hypotheses menant au modele Love-KirchhofF sont les suivantes :

- II n'y a aucun mouvement dans Ie plan de la fibre neutre

- Les sections droites deformees restent normales au plan neutre de la plaque

3.2.2 Modele de Mindlin-Reissner

Reissner et Mindlin ont propose une theorie ou les sections droites ne sont plus

necessairement normales au plan neutre. La rotation des sections droites est plutot

fonction de 2 variables i^x et if)y. Cette difference est illustree ^ la figure 3.2. Ces

variables sont les rotations ^x(x,y,t) et ipy(x,y,t) des normales a la surface de la

plaque par rapport aux axes x et y.
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u(x,y,z,t) = -z^(x,y,t)

v(x, y, z, t) = -zipy(x, y, t) (3.9)

w(x,y,z,t) =w(x,y,t)

II est egalement possible d'aj outer les mouvements u(x, y, t) et v(x, y, t) dans Ie plan

de la plaque.

u(x, y, z, t) = u(x, y, t) - z^(x, y, t)

v(x, y, z, t) = v(x, y, t) - z^y(x, y, t) (3.10)

w(x,y,z,t) =w(x,y,t)

Les hypotheses de Reissner-Mindlin prennent en compte Ie cisaillement transverse

de la plaque. Get effet est negligeable pour la vibration des plaques minces en basse

frequence mais peut devenir important pour les plaques plus epaisses ou dans les hautes

frequences.

Wittrick[23] a montre que, en negligeant les effets aux frontieres, 1'erreur engendree

par les approximations de KirchhofF est de Pordre de (h /fJ2) ou h est 1'epaisseur de

la plaque et p, est la demi-longueur d'onde de flexion de la plaque vibrante. En effet,

il existe une relation entre les frequences naturelles d'une plaque de Kirchhoff et celles

d'une plaque de Mindlin dans Ie cas d'une plaque rectangulaire aux cotes simplement

appuyes. Avec uj la frequence d'un mode d'une plaque de KirchhofF et d) celle de la

plaque de Mindlin correspondante, et en negligeant Penergie de rotation on a

^
^ = —'—. — 7= (3.11)

J^—Jf^
6(l-^)/t2 V ^D

ou h est Pepaisseur de la plaque, v Ie coefHcient de Poisson, D = Eh3,12(1 - z^2) Ie

module de rigidite et K un facteur de correction pour compenser 1'erreur commise dans

1'approximation du cisaillement constant sur 1'epaisseur de la plaque dans Ie modele de

Mindlin. Pour une plaque d'acier de 3mm (h = 3mm, E = 200MPa, v = 0.3, K = 5/6)

les effets sont negligables en basse frequence mais pour une frequence de lOOOOHz un

mode sera surestime d'environ 3Hz dans la plaque de KirchhofF par rapport a celle

de Mindlin. Le modele de KirchhofF reste utile pour representer avec sufHsamment de
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precision les structures considerees dans Ie domaine de frequences acoustiques.

3.2.3 Construction de la fonctionnelle

Avec Ie champ de deplacement du modele de Love-KirchhofT (Eq.(3.8)), on peut

construire directement la fonctionnelle (Eq. (3.6)).

Pour 1'energie cinetique T, on s'interessera au deplacement transverse w tout en

negligeant la rotation due aux deplacements u et v.

T"-'-/.?'%*-/.?"•©'"• '»21
Pour Penergie de deformation V, on utilise la loi de comportement de materiau

bidimensionnel isotrope. Avec

1
V = J ^£ijCijki£kidv (3.13)

Selon (Eq.(3.2)), les seules composantes non-nulles de la deformation avec les

hypotheses de KirchhofF sont fn, £21 et £22 •

v = /.. (^1111^1 + ^2222£J2 + 2CWJ2 + £nCii22£22) dv (3.14)
v \ z -^

Le tenseur des coefficients elastiques pour un materiau bidimensionnel isotrope est

donne par

/UU = ^2222 = ^3333 = ~^/i

C'1122 = Cll33 = C'2233 = ~^2 {^•-

C'2121 = ^3131 = ^3232 = 2(l-y2)

L'energie potentielle est done

dxdyvw = L \^ ffST - fsy ^ ^ss^i - -) fs)2ip Js 212(1 - v2) | \9x2 I ' \9y2 I ' ~'Qx2 Qy2~^~ ' ' \Qx9y )

-(3.16)

Les seules forces externes considerees seront les forces trans verses. En notant fz la

force transverse appliquee par unite de surface, on a
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FIG. 3.3 - Raidisseur

W = I fgwdxdy
<s

(3.17)

La fonctionnelle de Hamilton pour les plaques minces en utilisant les hypotheses de

Love-KirchhofF est done

H^)=[tl [^ph(9^
Ao Js}<2^'v\9tj

Eh3

+

2 12(1 - y2)

f.w^dxdy

92w\ f92w\ ^ 92w92w^,^ , f Q2w
~9x2) +[W) + ~9x2~9y2 [ )['9x0y)

(3.18)

3.3 Energie du raidisseur

Nous allons supposer un raidisseur parallele a y tel que montre a la figure 3.3.

Les axes (x, y, z) ont comme origine Ie centre de masse G de la section du raidisseur.

La jonction entre la plaque et Ie raidisseur suit une ligne. Le point 0 est sur Ie plan

moyen de la plaque et vis-a-vis la jonction. L'expression du champ de deplacement

(u(M),r(M),zD(M)) d'un point M dans Ie raidisseur peut etre entierement determine

par Ie deplacement w(0) du plan moyen de la plaque
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u(M) = -(-z(M) - z(0))9-^
Qw(0)S(M) = -(z(M) - z(0))a-^ (3.19)

w(M)=w(0)+(S(M)-£(0))8^
Selon cette expression, la section droite est indeformable et reste fixe par rapport

au point 0 de la fibre neutre de la plaque. L'energie cinetique en fonction du champ

de deplacement ui = {u(M),v{M),w(M)) est definie par

{raid) ^ / ^
Ly ~ Jv^

2'

9u\ (^v\ j_ ( Qu>\
-Qt) + + dV (3.20)^Qt] ' \Qt ]

ou p est la masse volumique du raidisseur et 1'integration est effectuee sur Ie volume

V du raidisseur. Le champ de deplacement (Eq. (3.19)) implique que

T^)=r" [^22(°)[(^)2+(8^)2i
Vmin

+12PS[ ^.2 + '2(0) (^)2 - 2s(°)^a^li (3.21)
+^PISx[(-i^1) + ( Qy[Qt ) ]
+^-(8^1)2h-

ou S est 1'aire de la section droite du raidisseur. Isx et Izz sont les moments d'inertie

de la section droite et definis par

(3.22)
Is.=fsZ2(M)dM

I,,=fsX2(M)dM

On peut obtenir Pexpression pour 1'energie potentielle toujours avec Ie champ de

deplacement (Eq. (3.19)) et utilisant la loi de comportement elastique du materiau

isotrope pour Ie raidisseur.

^)=C [^CT2fc^(0)]
Vmin ~ ' ~ '„ (6.'.

+5^ (8sj^r [r» +/" + S (z-2(0) + 52(0))]]dy
On peut remplacer par la constante de St-Venant Jy 1'expression suivante :

Jy = Ixx + J.-.- + S (z2(0) + rc2(0))
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Pour un raidisseur parallele a 1'axe x de la plaque, on n'aura qu'a permuter les x

et y dans (Eq.(3.21)) et (Eq.(3.23)).

Du fait que ce modele de raidisseur est fonction seulement du deplacement w de la

plaque, cela en fait Ie modele ideal pour etre jumele au modele de plaque en flexion

pure de Love-KirchhofF. La fonctionnelle de Hamilton d'une plaque p avec un raidisseur

y et un raidisseur x sera

H(w)= l~dt[Tp-Vp+Ty-Vy-^T,-V^ (3.25)
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Chapitre 4

Methode de Rayleigh-Ritz
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FIG. 4.1 - Element de plaque

4.1 Methode de Rayleigh-Ritz

On veut tout d'abord exprimer Ie deplacement de la fibre neutre de la plaque en

fonction des fonctions tests. Pour une plaque rectangulaire de longueur a et de largeur

6, on utilise les coordonnees adimentionnelles (^,77) ou ^ = ^ - 1 et 77 = ^ - 1 tel que

montre a la figure 4.1. Le deplacement w(^r),t) est alors donne par

M N
^(^''1^) = E E9mn?0m(0<^(7?)

m==l n=l
(4.1)

°u ^m(Q et ^(77) sont les fonctions test, M et N sont Ie nombre de fonctions

dans les directions x et y respectivement et qmn(t) sont les coefficients inconnus de la

methode Rayleigh-Ritz.

A partir de la definition des energies donnees au chapitre precedant, on peut

extremaliser la fonctionnelle de Hamilton, ce qui s'ecrit 8H = 0.

De fa^on equivalents, on exprime Ie Lagrangien C du systeme
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C = T- V (4.2)

et on peut trouver les equations du mouvement a 1'aide des equations de Lagrange

d ( 9C \ 9C,
dt \Qqmn(t)) 9qmn(t)

Pour une solution harmonique,

w(^,t) = ^tw(^T,) (4.4)
M N

w(^ ri) = s s (lmn(t>m(S)^n(ri) (4.5)
m=l n=l

Les equations de Lagrange conduisent a un systeme d'equations lineraires pour Ie

systeme libre de la forme

(K - (j2M) q = 0 (4.6)

ou K et M sont les matrices de masse et de raideur et q est Ie vecteur de coefficients

inconnus de Rayleigh-Ritz {qmn}-

4.1.1 Fonctions trigonometriques

Les fonctions tests que nous utiliserons seront les fonctions trigonometriques

utilisees par Beslin [5]. Ces fonctions {<^m(Q} sont definies de la maniere suivante :

<MO = Sin(0m€ + bm) sin(cm$ + dm) (4.7)

ou les coefficients am, brm Cmi dm sont donnes a au tableau 4.1. Les fonctions <^m sont

tracees a la figure 4.2.

Ces fonctions permettent d'imposer des conditions libres d'appui simple ou

d'encastrement aux frontieres. Pour ce faire, il suffit de se referer au tableau et d'enlever

les fonctions corespondantes. On peut ainsi emp^cher Ie deplacement et la rotation aux

extremltes.
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FIG. 4.2 - Representation graphique des 8 premieres fonctions trigonometriques de

meme que la valeur de la fonction et sa derivee aux extremites.
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m
1

2

3
4

m > 4

am

7T/4

7T/4

7T/4

7T/4

7r/2(m - 4)

bm

37T/4

37T/4

-37T/4

-37T/4

7r/2(m - 4)

cm

7T/4

7T/2

7T/4

7T/2

7T/2

dm

37T/4

37T/2

-37T/4

-37T/2

7T/2

TAB. 4.1 - Tableau des coefficients (flm; ^m? Cm, rim) des fonctions trigonometriques

<^n($) ou ^m(0 = sin(am^ + bm) sm(c^ + dm)

4.1.2 Matrice elementaire de masse et de raideur

Nous allons maintenant decrire matrices elementaires d'un element de plaque avec

ses raidisseurs comme celui montre a la figure 4.3. Ces matrices elementaires seront

basees sur les expressions des plaques seules et pourrons etres assemblees pour former les

matrices globales. Ces matrices globales representent un systeme complexe de plusieurs

plaques et de raidisseurs.

T1

-1

Raidisseur "x'

+1

Raidisseur "y'

+1

-1

FIG. 4.3 - Element de plaque avec 2 raidisseurs.
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Plaque seule

En substituant (Eq.(4.1)) dans (Eq.(3.12)) 1'energie cinetique de la plaque peut

s'ecrire

Tp=(q)rMpq (4.8)

ou q = {qmn,t} et q = {qmn} sont les vecteurs de coefficients de Rayleigh-Ritz et

Mp est la matrice de masse de la plaque.

M, = [M,^.] = ^ [G^] (4.9)

De fa^on similaire, 1'energie de deformation de la plaque est donnee par

V,=(q)TK,q (4.10)

ou Kp est la matrice de raideur de la plaque.

-p — [J-^pmnrs.

= wb \ 7-22 ^00 ^_ /^a^ ^00 ^22 ^ ^ ^ay ^20 ^-02 _^ ^02 ^20>
^3 [^mn-^ns ' ^ ^ j J-mrJ'ns l " \^ ) \^mr^ns ' ^mr^ns

+2(1 -.) g) '0^] (4.11)

Les termes 1^ des equations (Eq.(4.9)) et (Eq.(4.11)) sont definies par 1'integrale

suivante :

^ = y+l ^^^d^.(?),
Jmr=y-i dsa d^ "? ^•id^a dy

Cette integrate se calcule rapidement de fa^on symbolique et il n'est pas requis de

les enregistrer dans des tableaux pre-calcules.

Raidisseur

L'energie cinetique d'un raidisseur parallele a 1'axe y est donnee par
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T,=(qfM,q (4.13)

ou M.y est la matrice de masse du raidisseur.

My = [Mymnrs]

= ^ [SyW + (5)2) + h, + I»\ <t>^(Q<t>r^y)€

+^l[Sy{S)2+I^^y)MQ^
PySyXb l(l)m,^y)<l>r(Sy) + <^m($y)^(^)] ĵOO

+py^b^(Wr(Qe (4.14)

ou ^y est Ie point d'attache du raidisseur sur la plaque. L'energie de deformation

du raidisseur sera donnee par

y,=(q)TK,q (4.15)

ou K.y est la matrice de raideur du raidisseur.

•V — l/^-ymnrs.

= t|[^+?]^(Wr(0^
+^Jy<t'^(Q^(QG (4.16)

Les expressions pour Ie cas ou Ie raidisseur est parallele a 1'axe x peuvent etre

obtenues simplement en permuttant a et &, x et y de meme que ^ et 77. Les matrices de

masse et de raideur des raidisseurs peuvent elles aussi etre evaluees symboliquement.

Element de plaque et de raidisseur

Nous apellerons "element de plaque" un morceau de plaque qui a ses propres

coefficients de Ritz. L'element contiendra egalement les raidisseurs qui sont attaches
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sur ce morceau de plaque. Avant 1 assemblage, chaque element k sera completement

exprime par sa propre serie de coefficients q^.

Mk Nk

wh(^, n) = E E <^m(^n('?) (4.17)
m=ln=l

Pour Pelement, nous pourrons utiliser 1'expression d'une plaque unique avec ses

raidisseurs. Notons T et Vk, 1'energie cinetique et Penergie de deformation de 1'element

de plaque k avec ses raidisseurs.

Tk=qk^Mkqk (4.18)

Vk = qkTKfcqk (4.19)

L'energie de 1'element de plaque sera egale a 1'energie de la plaque et des raidisseurs

attaches dessus.

Tk = T^ + T^ + T^ (4.20)

Vk = Vpk + V; + Vyk (4.21)

Les matrices de masse et de raideur M et Vfc de 1'element k s'expriment en fonction

des matrices de plaque et de raidisseur de la section precedente.

Mfc = M^+M^ + Mky (4.22)

Vk =Kkp + K^ + K^ (4.23)

Matrice globale du systeme

Les energies cinetique et potentielle peuvent s'ecrire

T = qTMq (4.24)

V = qTKq (4.25)
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ou q = •jq1; q2;...; qt; ...; qNP \ est Ie vecteur de coefficients de Rayleigh-Ritz pour

1'assemblage des Np elements de plaque et

M=

M1

0
Ml

0
MNP

, K=

K]

sont les matrices globales de masse et de raideur,

0

0
Kl

KN?

(4.26)

Mi = M; + M; + M?y

Ki = K^, + K^ + K;

(4.27)

(4.28)

sont leurs matrices elementaires respectives. L'application du principe variationnel

sur la structure globale nous mene au probleme aux valeurs propres

Hg=0

ou H = -a;2M + K et uj est la frequence angulaire

4.1.3 Reponse forcee

Un element de plaque k peut subir un travail externe Wk,

(4.29)

wk=
akbk y+i f+i

fh^,ri)wk^,r,)d^ (4.30)
4 J-i 7-i

ou ak et bk sont les dimensions de la plaque et fk la force associee au travail, on

peut ecrire

Wk = (qk)Tfk

avec fk = { f^ } Ie vecteur de force elementaire sur 1'element k.

(4.31)
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T1'
Î

Element (i)

nj
/T

.y

Element (j)

FIG. 4.4 - Coordonnees de 2 elements voisins

fL=mn
akbk y+i y+i

fk^,n)'i>m(Wn(ri)d^
—1 J — 1

(4.32)

j' ($,77) represente la force transversale par unite d'aire sur 1'element k. Si

1'excitation est une force ponctuelle localisee a (^, 7?S)> fh(^ 'n) = fk^(S ~ SS)^(rl ~ 7lS)

ce qui mene a

akbk
fL=777.71

fk(^k nk(^S)^)^) (4.33)

Le vecteur de force global sera f = {fl;f2; ...;fA:;...} et la reponse forcee de la

structure globale sera la solution du systeme lineaire

(-a;2M + K) = f (4.34)

4.2 Continuite a la frontiere entre deux plaques

Nous decrirons explicitement 1'assemblage entre 2 elements adjacents i et j tels que

montres a la figure 4.4. Nous allons imposer que Ie deplacement et la pente a 1 interface

entre ces 2 elements soit continue pour -1 <,rf = r]3 < +1,

wi^rf) = ^"(-W), VT/
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^^Ml = ldw]^\ ^ (4.36)
a,i d^1 a3 d^

En explicitant avec les fonctions tests de Rayleigh-Ritz,

M N . M N
E £ C.«Wi)^W) = E £ ?L^m(-i)^W), w (4.37)
m=ln=l m=ln=l

K ^L . drh^. . ni K JL
£E^^(1)^('7')=^T£ E e^O)^') = ^r E E ?L^(-i)^W), W (4.38)
m=ln=l u^ u m=ln=l

En regardant les proprietes des fonctions (fcm a la figure 4.2, on note que

= 1 pour m = 3 , , | = 1 pour m = 1
<Mi){ -1—- - , ^(-i)^ —- - (4.39)

= 0 autrement I = 0 autrement

= E pour m = 4 ^ / ^1 =? Pour m = 2
d(f)m ,

' ~w
= 0 autrement ~" I =

Les conditions (Eq. (4.37)) et (Eq. (4.38)) deviennent

W {~! "ul '" ~' ' ^r(-1) \ ~!puul'" ~' (4-40)
= 0 autrement ~" 1=0 autrement

E?^"W) = E(AA(T?*)> W (4.41)
n=l n=l

^E<4AW) = ^E'^-W). V'?' (4.42)
n^l z aj n=l

Ces equations doivent etre valides pour tout (j)n(r]?), les (j>n formant une base de

fonctions sur 1'intervalle —1 <^rjt <, +1. On a done

lin= Qin, Vn (4.43)

9\n = ^2n, Vn (4.44)

pour 1 < n <, N. De fa^on semblable, si les elements % et j avaient une interface

parallele a 1'axe x, la continuite du deplacement et de la pente s'ecrirait

w'(e,l) = w^S',-1), V? (4.45)
2dwi^\l) 2 dw3(^\-l)
bi dr]1 b^ dr]^
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et on obtiendrait les conditions sur les coefficients

9m3= Ci, Vm (4.47)

9;M= bp03^ Vm (4.48)

pour 1 <: m <^ M.

Les conditions de continuite du deplacement et de sa derivee a la frontiere entre

les elements seront suffisantes pour permettre Fassemblage de la structure globale. On

voit que ces conditions se traduisent par de simples conditions sur les coefficients de

Ritz.

4.2.1 Imposition d'une condition

II faut pouvoir implementer une condition entre 2 inconnues du type qg = aq/, telles

qu'elles apparaissent dans les equations (4.43, 4.44, 4.47 et 4.48). Avant 1'application

des equations de Lagrange on avait 1'expression hu hamiltonien (Eq.(4.29)) que 1'on

peut ecrire :

ff=SE^ffy (4-49)
t 3

avec Hij = Kij — c^ My. On peut isoler la partie avec des indices g

^ = S E wHij + E MA + E ^Aj + 93^^ (4.50)
i^9 3^9 i^9 3^9

En appliquant la condition qg = aq/ on remplace et on a

H = Y, ^ g^^' + S QQiqfHig 4- ^ aqfqjHgj + Q;2g^gg (4.51)
i^g 3^9 i^g j¥:9

Cette derniere expression peut s'ecrire simplement

H = ^ ^ 9^j [^ + ^/Q^g + SfjOHgj + ^^a2^] (4.52)
i^9 3+9
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ou 6if est Ie delta de Kronecker qui vaut 1 pour i = / et 0 autrement.

L'extremalisation 6H = 0 donne alors

9
8H = ^ ^- E E [^^-^ + ^/a^ + ^•Q/^' + Sif8fja2Hgg] 5qk (4.53)Qikii^S 3^9

d'ou

5H = £ E [2?, (^, + SkfaH., + Sf,aH,, + S,,S{,a2H^} 5q, (4.54)
k j^g

II faut que 8H = 0 pour tout Sqk et on a finalement

S [^' (^ + ^/Q;^ + SfjaHgj + (^(^a2^)] = 0
3^9

(4.55)

On peut schematiser 1'operation avec une representation matricielle. Le systeme

initial avant 1'imposition de la condition est de la forme suivante :

HT{ • •' H{-{ • •' H,/l tffl •••

ffi f ••' Hff ••' H,1 If // •" n9f •"

H,f ... H!v fg '" 1199 '' 'Hn

Qi

^

%

={0} (4.56)

avec la condition qg = aqf Ie systeme devient

H11 Hfz + aHgt

H^f+aH^g ••• Hff+aHgf+aHfg+a2H,99

q\

(lf
= {0} (4.57)

Les conditions d'interface entre deux elements reviennent done a eliminer des

coefficients de Ritz et a condenser la matrice globale du systeme comme c'est fait

dans (Eq. (4.57)).
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Chapitre 5

Resultats : vibration des plaques

minces homogenes ou raidies
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1.0m

\
1.2m

FIG. 5.1 - Plaque homogene rectangulaire

5.1 Introduction

Ce chapitre presente les resultats de la methode proposee au chapitre precedent.

Tout d'abord, une etude de convergence nous permettra d'evaluer la performance

numerique des fonctions trigonometriques utilisees. Nous comparerons ensuite les

resultats avec d'autres methodes d'elements finis et des mesures experimentales.

L'implementation a ete accomplie par un programme ecrit en FORTRAN90 appele

"SINO". Les plupart des resultats presentes ont ete executees sur un PC-Linux avec

256MB de memoire vive.

Les tableaux de resultats sont presentes a la fin du chapitre.
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1x1 element 2x1 elements

2x2 elements 4x4 elements

FIG. 5.2 - Maillages utilises pour la plaque homogene rectangulaire

5.2 Resultats numeriques pour la plaque homogene

5.2.1 Convergence de la plaque rectangulaire

Dans un premier temps, nous aliens appliquer la methode a une plaque rectangulaire

homogene (sans raidisseurs) pour verifier la convergence de notre methode.

Nous aliens utiliser Ie cas d'une plaque d'acier (£?=200GPa, /?=7800kg/m3) de

dimension 1.2mxl.0m et d'epaisseur h =2.5mm comme celle de la figure 5.1. Cette

plaque a les frontieres simplement appuyees sur chaque cote. Nous pourrons comparer ce

cas a la solution exacte. Cette derniere peut etre obtenue analytiquement, les frequences

propres /y de la plaque sont donnees par

1 [D
2?rV ph

/zi'\\fiJL\2'
a

+ b ) (5.1)

Pour Ie calcul, la plaque est maillee selon plusieurs configurations tel que 1'on peut
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FIG. 5.3 - Convergence pour la plaque homogene. Nombre de modes a moins de 2%

d'erreur. Maillage lxl(D). Maillage 2xl(+). Maillage 2x2 (0). Maillage 4x4 (A).

voir a la figure 5.2. Des maillages de 1x1, 2x1, 2x2 et 4x4 elements de plaques sont

utilises. Le nombre de fonctions tests de chaque element est egalement variable.

Le tableau 5.1 nous montre les resultats obtenus a partir de differentes

configurations. La seconde colonne indique Ie nombre de fonctions tests utilisees par

element et la troisieme colonne indique Ie nombre total de degres de liberte ("degrees

of freedom", dof) utilises. Les deux dernieres colonnes representent Ie nombre de modes

qui out converge respectivement a moins de 1% et 2% de la solution exacte donnee

par (Eq. (5.1)). On remarque qu'il vaut mieux avoir peu d'elements et un nombre de

fonctions tests eleve pour optimiser la convergence des modes.

La figure 5.3 represente Ie nombre de modes a moins de 2% d'erreur en fonction

4000
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du nombre de degre de liberte pour 3 difFerents maillages : 1x1, 2x1, 2x2 et 4x4

elements. Ce graphique montre que pour ce cas, il est preferable d'utiliser un maillage

comportant moins d'elements pour un meme nombre de degres de liberte total. On

remarque egalement que cette courbe suit une tendance lineaire. Cela s'explique par Ie

fait que Ie nombre de fonctions tests doit etre choisi selon la plus petite longeur d'onde

structurale observee sur la plaque. On peut definir cette longeur d'onde structurale A

a la frequence /,

A=^@p-l/2 (5-2)
Le nombre de fonctions tests N^ utilisees dans une direction donnee a une frequence

/ doit suivre a une constante pres Ie nombre de longeurs d'ondes ^ observees dans cette

direction. On remarque que 3 fonctions testx par longeur d'onde sont generalement

suffisantes pour assurer la convergence a mains de 2% d'erreur.

Plaque en forme "L"

Nous aliens considerer une plaque en forme de "L" telle que montree a la figure

5.4. Cette plaque va nous permettre de voir Ie comportement de notre modele pour

des geometries plus complexes. C'est une plaque d'acier (E=200Gpa, p=7800kg/m3,

^=0.3) avec une epaisseur de h =2.5mm.

On veut comparer les resultats avec Ie calcul par elements p d'Andre Cote[8]. Cote

a utilise un modele de plaque de Mindlin et des elements finis de type p. On applique

une excitation ponctuelle a (0.3m, 0.25m) du coin inferieur gauche de la plaque. On

utlisera la vitesse quadratique moyenne (w2) pour representer la reponse vibratoire a

1'excitation. Elle est est definie par

(w2) = ^ J \w(x,y)fdxdy (5.3)
La comparaison des 2 calculs est montre a la figure 5.5. Bien que les 2 courbes

montrent des tendances generales similaires, la reponse differe legerement au-dela de

120Hz. Pour ce cas de la plaque en L, Cote a observe une convergence plus lente avec

ses elements p pour certains modes. II a alors du utiliser un maillage raffine pres du coin
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FIG. 5.4 - La plaque en L.

interieur pour ameliorer la vitesse de la convergence. De son cote, notre methode ne

semble souffrir d'aucun probl^me de convergences mais on obtient des resultats erronnes

pour les modes problematiques. Ceci est du au fait que notre modele de plaque de Love-

Kirchhoff ne respecte pas la discontinuite de la contrainte situee pres du coin interieur

de la plaque.

5.3 Resultats numeriques pour la plaque raidie

5.3.1 Convergence des frequences propres

On reprend la m^rne plaque simplement appuyee de la section 5.2 a laquelle on

ajoute un raidisseur tel que represente a la figure 5.6. Le raidisseur a une section

rectangulaire de 20mm de haut et 10mm de large et il est aligne selon 1'axe y et

passe par Ie centre de la plaque. Le materiau du raidisseur est de 1'acier possedant les

memes caracteristiques que la plaque. Les differents maillages consideres sont presentes
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Vitesse quadratique pour la plaque en L
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FIG. 5.5 - Vitesse quadratique moyenne de la plaque en L
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a la figure 5.2. Nous etudierons la convergence comme nous 1'avons fait a la section

precedente en variant Ie nombre de fonctions tests de chaque element.

Pour chaque cas, Ie raidisseur est place a la frontiere d'un element excepte pour Ie

cas du maillage 1 x 1 ou nous avons place Ie raidisseur au centre de 1'element en posant

^y = 0 dans (4.14) et (4.16). Les resultats numeriques sont presentes au tableau 5.2. On

remarque que Ie nombre de modes converges dans les cas raidis sont comparables au

cas non-raidis pour la plupart des configurations. A Pexception du cas 1x1, il est plus

avantageux d avoir un maillage plus grassier. Les regles pour determiner Ie nombre de

fonctions tests a utiliser, determinees a la section 5.2.1, semblent s'appliquer tant au

cas raidi qu'au cas non-raidi.

Les problemes de convergence du cas du maillage 1x1 sont dus a n'inefficacite

des fonctions globales a reconstruire les modes locaux d'une plaque raidie. Quand on

considere de gros raidisseurs, la plupart des modes sont locaux et Ie deplacement est

petit via-a-vis Ie raidisseur. Les fonctions globales ne sont pas necessairement nulles vis-

a-vis les raidisseurs ce qui entrame une convergence tres lente. On peut done s'assurer

que les modes locaux seront plus facilement reconstruits en imposant que les raidisseurs

soient a la frontiere de 2 elements.

5.3.2 Comparaison avec la litterature

II n'y a pas de solutions exactes de frequences propres d'une plaque rectangulaire

finie raidie. Nous aliens done comprarer nos resultats avec les methodes numeriques de

differents auteurs.

Vitesse quadratique, comparaison avec Cote [8]

On utilise la m^me plaque qu'a la section 5.3.1 a laquelle on ajoute une excitation

ponctuelle a x =.6m, y =.25m tel qu'illustre a la figure 5.6. On peut voir la comparaison

de la vitesse quadratique entre les methodes a la figure 5.7. La comparaison est tres

bonne jusqu'a une frequence de 120Hz et les 2 courbes montrent les memes tendances

generates jusqu'a 500Hz. Les differences viennent, cette fois encore, de la difference

entre les modeles utilises. Le modele de plaque de Love-KirchhofF surestime la raideur
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FIG. 5.6 - Configuration de la plaque d'acier raidie pour comparaison avec Cote[8]

du systeme a hautes frequences par rapport a celui de Mindlin.

Koko et al[12]

Koko 12] a presente des simulations de vibrations libres de plaques raidies avec

ce qu'il appele des "super-elements" de plaques et de raidisseurs. Les super-elements

de la plaque prennent en compte Ie mouvement dans Ie plan de meme que Ie

deplacement transversal. Chaque element a 55 variables. Le champ de deplacement

est represents par des fonctions polynomiales et analytiques. Une combinaison de

polynomes d'Hermitte cubiques et de fonctions trigonometriques (sinus) constitue les

fonctions d'interpolations. Pour leur part, les elements de poutre ont 18 variables et

prennent en consideration la flexion, Ie mouvement dans Ie plan, la torsion de rotation

et la flexion laterale. Le modele de plaque et de raidisseur utilise par Koko est plus

complet que Ie modele de flexion pure que nous utilisons. Cepandant, les effets au-dela

de la flexion devraient etre minimes pour les plaques minces que nous considerons. En

general, Koko utilise un seul element entre les raidisseurs. II parlera alors de maillage

de type I. Dans certain cas, il utilise aussi 2x2 elements (maillage de type II) entre les

raidisseurs.
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Vitesse quadratique pour la plaque raidie

-80
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Frequence (Hz)
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FIG. 5.7 - Vitesse quadratique moyenne de la plaque d'acier raidie. Comparaison avec

Cote[8]
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FIG. 5.8 - Configurations de la plaque raidie utilisee pour comparaison avec Koko et

al [12]
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Les configurations utilisees pour les comparaisons sont presentees a la figure 5.8.

Dans tous les cas, la plaque est encastree sur les quatres cotes.

Pour Ie cas 1, la plaque a une epaisseur de h = 1.27mm, les caracteristiques du

materiau de la plaque et du raidisseur sont E =68.9GPa, p =2670kg/m3, v =0.3. Deux

raidisseurs differents sont consideres : un "gros" avec une hauteur de 11.33mm et une

largeur de 6.35mm et un "petit" avec une hauteur de 8.28mm et une largeur de 4.93mm.

Pour Ie cas 2, les caracteristiques de la plaque sont les m^mes mais la section des

raidisseurs est differente : Ie "gros" a une hauteur de 16.53mm et une largeur de 2.29mm

et Ie "petit" a une hauteur de 11.43mm et une largeur de 1.85mm.

Dans les cas 3 et 4, la plaque a une epaisseur de 1.37mm, les caracteristiques de

materiau de la plaque et du raidisseur sont E =71GPa, p = 2700kg/m3 et v =0.3. Le

raidisseur a une section rectangulaire de 11.3mm de hauteur et 6.25mm de largeur.

Koko a rapporte des calculs de frequences propres pour ces cas ainsi que des valeurs

experimentales et des result ats obtenus par elements finis classiques. Les tableaux

5.3, 5.4, 5.5 et 5.6 montrent les comparaisons des frequences propres avec toutes ces

methodes. Dans la plupart des cas, les resultats semblent en accord pour chacune des

methodes.

5.3.3 Comparaison avec les resultats experimentaux

Des experiences ont ete menees par Hedi Kaffel[ll pour mesurer la reponse d'une

plaque excitee par une force ponctuelle. La configuration utilisee est montree a la figure

5.9. La plaque est faite d'aluminium ( E =68.5GPa, p =2680kg/m3, v =0.33 ) , a des

dimensions de 480mm x 420mm et une epaisseur de /i=3.22mm. Les raidisseurs utilises

ont des sections en forme de "T" (voir figure 5.9). Des configurations a 1 et 2 raidisseurs

seront utilises (cas 1 et cas 2). Le materiau des raidisseurs est identique a celui de la

plaque.

Les cotes de la plaque sont appuyes sur des lames flexibles d'acier. Ce montage

bloque Ie mouvement transversal de la plaque et semble bien approximer ie

comportement d'une plaque en appui simple [7]. La plaque est excitee par un pot

vibrant qui cree une force ponctuelle sur la plage de frequence de 0 a SOOHz. Le
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FIG. 5.9 - Configurations de la plaque raidie experimentale
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FIG. 5.10 - Comparaison avec Pexperience pour Ie cas 1 (1 raidisseur). Ligne pleine :

resultat experimental. Ligne discontinue : resultat numerique

point d'excitation est situe a ri;=80mm, ?/=70mm du coin de la plaque pour tous les

cas. L'amplitude F de 1'excitation est mesuree en meme temps que 1'amplitude de la

vitesse transversale Vi en utilisant un vibrometre laser a effet Doppler. Le panneau

est discretise en n=361 (19x19) points de mesure egalement espaces sur la surface

vibrante. La reponse peut alors etre exprimee par 1'admittance quadratique moyenne

de la structure.

lOlogio
'n_, V?'z=l Yi

2nF2 (5.4)

Les figures 5.10 et 5.11 montrent la comparaison entre Pexperience et la simulation

pour les cas 2 premiers cas. Pour les simulations, on a utilise un element entre chaque

raidisseurs et chacun de ces elements contenait 20x25 fonctions tests.

Pour Ie cas 1, la theorie et Pexperience semblent en accord jusqu'a 500Hz. Par

centre, la simulation semble avoir plus de difficulte a predire correctement la reponse
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FIG. 5.11 - Comparaison avec 1'experience pour Ie cas 2 (2 raidisseur). Ligne pleine

resultat experimental. Ligne discontinue : resultat numerique
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forcee du cas 2. On remarque que les frequences de resonance sont en general sur-

estimees dans la simulation par rapport a 1'experience. La cause peut venir des

conditions de jonction entre la plaque et les raidisseurs qui ne sont pas respectees

par Ie modele theorique (comme la continuite de rotation).

5.4 Conclusion

Nous avons calcule les frequences propres et la reponse forcee d'une plaque

homogene ou raidie a 1'aide des elements hierarchiques trigonometriques. Les resultats

avec des plaques minces et de petits raidisseurs se comparent bien aux autres methodes

numeriques et aux resultats experimentaux. Le cas de la plaque en L nous rappelle

que 1'on ne peut modeliser une discontinuite de contrainte avec un modele de Love-

KirchhofF.

Nous avons aussi determine des regles simples de maillage s'appliquant tant a la

plaque non-raidie qu a la plaque raidie.
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Maillage

1x1

2x1

2x2

4x4

1x1

2x1

2x2

4x4

1x1

2x1

2x2

4x4

1x1

2x1

2x2

4x4

Mi xNi

14x14

8x14

8x8

5x5

34x34

18x34

18x18

10x10

50x50

26x50

26x26

14x14

62x62

32x62

32x32

17x17

dof

144

144

144

144

1024
1024

1024

1024

2304

2304

2304

2304

3600
3600

3600
3600

Modes

converges

£l mains de

1% d'erreur

45
35

35
0

527
439

430
249

1423

1369
1203

953
2312

2210

2210

1884

Modes

converges

a moins de

2% d'erreur

45
58
58

0

629
593

586
505

1502

1451

1441

1300

2418

2340
2311

2127

TAB. 5.1 - Resultats pour une plaque homogene simplement appuyee
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Maillage

1x1

2x1

2x2

4x4

1x1

2x1

2x2

4x4

1x1

2x1

2x2

4x4

Mi xNi

14x14

14x8

8x8

5x5

34x34

34x18

18x18

10x10

50x50

50x26

26x26

14x14

dof

144
144

144

144

1024

1024

1024

1024

2304
2304

2304

2304

Modes a

mains de 1%

d'erreur

1

15

15

0

8
399
399
235

95
1150

1150

835

(non-raidie)

(45)
(35)
(35)
(0)

(527)
(439)
(430)
(249)
(1423)
(1369)
(1203)
(953)

Modes a

mains de 2%

d'erreur

2
52

52

0

176
574
574

481

1406
1424

1424

1274

(non-raidie)

(45)
(58)
(58)
(0)

(629)
(593)
(586)
(505)

(1502)
(1451)
(1441)
(1300)

TAB. 5.2 - Resultats pour une plaque raidie. Un calcul avec une mailla^

degres de liberte a ete utilise comme solution "exacte" pour Ie calcul de

;e 2 xl et 4352

1'erreur.
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Raidisseur

"Gros"

"Petit"

frequence naturelle (Hz)

Mode

1

2

3
4
5

6

Mode

1

2

3
4
5

6

Non-raidie

292.8

597.2

597.6

881.3

1071.3

1076.6

Non-raidie

292.8

597.2

597.6

881.3

1071.3

1076.5

Sino

727.8

783.2

1015.5

1033.8

1450.0

1457.9

Sino

671.2

744.4

984.6

1027.2

1434.4

1451.9

Koko[12] FE[12] Experience[12]
736.8

769.4

1019.6

1032.3

1483.7

1488.3

718.1

751.4

997.4

1007.1

1419.8

1424.3

689.0

725.0

961.0

986.0

1376.0

1413.0

Koko[12] FE[12] Experience[12]
679.1

716.9

990.1

1022.9

1469.3

1442.3

670.7

724.0

977.2

1002.1

1408.7

1414.1

627.0

662.0

924.0

953.0

1370.0

1338.0

TAB. 5.3 - Frequences propres pour Ie cas 1
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Raidisseur

"Crns"

"Petit"

frequence naturelle (Hz)

Mode

1
2

3
4

5

6

Mode

1

2

3
4
5

6

Non-raidie

271.4

553.6

554.0

816.9

993.0

997.9

Non-raidie

271.4

553.6

554.0

816.9

993.0

997.9

Sino

949.3

1265.8

1331.8

1464.0

1572.7

1739.9

Sino

923.6

1202.4

1236.1

1264.7

1540.5

1696.9

Koko[12] FE[12] Experience[12]
1072.8

1334.2

1410.3

1483.2

1649.2

1730.5

965.3

1272.3

1364.3

1418.1

1602.9

1757.1

909.0

1204.0

1319.0

1506.0

1560.0

1693.0

Koko[12] FE[12] Experience[12]
938.5

1178.6

1182.4

1330.4

1569.8

1674.5

928.6

1205.1

1229.8

1274.6

1557.4

1714.5

859.0

1044.0

1292.0

1223.0

1503.0

1650.0

TAB. 5.4 - Frequences propres pour Ie cas 2
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Mode

1
2

3
4
5

6

7
8
9

Non-raidie

221.8

342.5

543.0

546.4

655.4

828.2

847.1

1029.1

1118.0

Sino

828.4

832.5

851.8

862.3

1298.9

1336.4

1344.0

1352.5

1596.1

Koko type I

846.8

846.1

849.4

862.0

1448.0

Koko type II

838.2

841.6

844.2

858.4

1254.3

1354.6

1347.3

1353.6

1503.0

TAB. 5.5 - Frequences propres pour Ie cas 3

Mode

1

2

3
4
5

6
7

8

9

Non-raidie

295.5

602.7

602.7

888.8

1080.7

1085.8

1355.3

1355.3

1729.5

Sino

1135.3

1153.0

1153.0

1153.0

2021.9

2328.1

2328.5

2328.5

2330.0

Koko type I

1149.6

1152.5

1161.9

1161.9

2042.1

Koko type II

1141.7

1148.0

1157.4

1157.4

1859.8

2348.0

2342.1

2342.1

2390.1

TAB. 5.6 - Frequences propres pour Ie cas 4
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Chapitre 6

Couplage avec un fluide et

rayonnement acoustique
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6.1 Introduction

Le rayonnement acoustique des plaques est un probleme important. La

comprehension de ce phenomene nous permet de nous guider a 1'etape de la conception

pour reduire Ie bruit rayonne par plusieurs composantes mecaniques. Peu de cas

analytiques du rayonnement sont connus mis a part les cas de plaques et coques infinies

ou de plaques finies bafHees avec des geometries particulieres. Nous verrons que les

fonctions trigonometriques nous permettent d'implementer, de fagon simple et efficace,

Ie calcul du rayonnement des plaques dans un fluide lourd et leger.

Le but de 1'etude est 1'analyse du comportement acoustique des modes de

vibration d'une plaque rectangulaire mince, raidie et bafflee. Avec la reponse vibratoire

d'une plaque, nous pourrons determiner la pression rayonnee en champ lointain

et la directivite du rayonnement. Par la suite, nous pourrons nous interesser aux

caracteristiques globales du rayonnement telles que 1'efficacite de rayonnement modale

et la puissance rayonnee.

6.2 Probleme de la plaque bafflee

FIG. 6.1 - Probleme du rayonnement acoustique de la plaque rectangulaire bafflee

La plaque bafflee consite en une plaque entouree d'une surface rigide et infinie (Ie

baffle). Nous etudirons Ie cas ou on a Ie vide d'un cote de la plaque et du fluide dans
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la region au-dessus du plan de la baffle (voir la figure 6.1). Le probleme de la plaque

bafflee est decrit par les equations suivantes :

- Equation d'onde dans Ie fluide

CJ2
V2p(rc,^)+^-p(^2/^)=0 (6.1)

- Continuite de la vitesse a la surface de la plaque

^(rc, y, 0) = /3oc<J2w(2;, y) (6.2)

- Condition de Sommerfeld pour la pression dans (V)

Ce probleme peut etre resolu grace a la methode integrale. En supposant que nous

connaissons Ie mouvement de la plaque w(x,y), la solution satisfaisant les equations

du probleme est donnee par 1'integrale de Rayleigh.

p(x, y, z) = -pQUj2 /_ G(x, y, z, x', y', 0)w(x', y')dx'dyf (6.3)
's

ou
,—jkR

G(x,y,z,x',y',0)=e^ R= [(x - x')2 + (y - y')2 + z\'2 (6.4)

Le fluide exerce une charge sur la plaque. Cette charge correspond a la pression

parietalep(a;, y, 0) venant de la solution de Rayleigh et fournit un travail externe W^lv e

a la structure.

Wfluide = - I p(x,y,Q)w(x,y)dxdy (6.5)
's

Ce travail s'ajoute au travail fourni par les excitations externes Wext. Nous pouvons

done Pinclure dans 1'expression de 1'Hamiltonien.

fyj} = I ^ \J1Pla9ue + rpr°'id' _ yplaque _ yraid ^_ y^ext _j_ ^y/Zwdej
ftl

/to

L'application du principe variationnel nous conduit au systeme lineaire suivant :

-UJ2 [Mmnpq] + [Kmnpq} + ^ [Zmnpq} {^mn} = {^} (6.7)
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Mmnpq est la matrice de masse, Kmnpq est la matrice de raideur et Fpq est Ie vecteur

force. [Zmnpq] est la matrice d'impedance de rayonnement donnee par

JPouJ f f ... /„ ..\e~jhR
Jmnpq — —^

Q-JkR
. Wmn(x, y)——Wpq(x', y')dxdydx'dy' (6.8)

'S JS

ou

R=[(x-x')2+(y-y')2+z2}1" (6.9)

Le systeme d'6quation (Eq.(6.7)) nous permettra de trouver les coefficients de Ritz

qmn- Avec ceux-ci, nous pourrons calculer les indicateurs vibroacoustiques.

6.3 Indicateurs vibroacoustiques

6.3.1 Vitesse quadratique moyenne

La vitesse quadratique moyenne, qui est un indicateur global, nous informe sur Ie

mouvement a la surface de la plaque. Celle-ci est definie par :

{w2}=^f\w(x,y)\2dxdy (6.10)
En exprimant la deformee de la plaque sur une base de fonctions {4>m(x} ^ (f)n(y)}

w(x,y) =J^qmn(l>m(x)(l)n(y) (6.11)
mn

La vitesse quadratique moyenne est done donnee par :

(w2) = ^cEE^mn^ l^m(x)(l)n(y)(l)p(x)(l)q(y)dxdy (6.12)
~^m ~pq " Js

En coordonnees adimentionnelles (a = 2x/a,(3 = 2?//6), nous avons :

cj2ab
w"} =

ni .... r1

\(lmnfpq / , ^m(o')^p(a)^ / ^ ^(/3)^(/?)d/? (6.13)
—1 J —1mn pq

que nous pouvons done simplement ecrire :

(w2) = ^ {<?}T [M^]{g'} (6.14)
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6.3.2 Pression rayonnee et directivite du champ

La pression rayonnee de la plaque bafflee, en fonction des coefficients de Ritz s'ecrit

p(x, y, z) = -pouj2 ^ qmn ^ (l)m(x')(t)n(yt)Gdxfdy' (6.15)
^- Js'

Cette integrate a une singularite en R = 0. Cependant, cette singularite peut etre

facilement levee et integree numeriquement par une quadrature de Gauss (voir annexe).

II n'est done pas requis de faire des approximations en champ lointain. La formultation

reste valide en champ proche et lointain.

6.3.3 Puissance acoustique rayonnee

La puissance acoustique rayonnee pourra, dans notre cas, ^tre calculee ^ partir de

P information sur Ie champ proche.

W= I i.dxdy (6.16)
rs

i%(x,y) est 1'intensite acoustique normale a la surface de la plaque. Cette intensite

est exprimee par :

i^x, y) = ^Re [-p(x, y, 0)jijw*(x, y)] (6.17)

En remettant la derniere expression dans (6.16), on obtient

W=\Re
mnpq

que P on peut ecrire

P^ 3 E (lrnn(fpq ^ ^^mW^y^G^x)^) (6.18)

^
W = ^- ^ J?e[^g;,Z^,] (6.19)2 mnpq

6.3.4 Efficacite de rayonnement de la plaque

L'efficacite de rayonnement est un indicateur global qui permet de quantifier

I'efficacite de la plaque pour transformer les vibrations en rayonnement acoustique.

63



L'efficacite a est definie par :

w
a = _CA.;.2V (6-20)PQCQS (W2

Nous n'avons alors qu'a utliliser les calculs de TV(6.19) et {w } (6.14) pour retrouver

la valeur de a.

6.4 Calcul de la matrice d'impedance de rayonnement

La matrice d'impedance de rayonnement est definie de la fa$on suivante :

,-jkR3PQ^>
/mnpg —

g~.

Wmn(x, y)——Wpq(x', y')dxdydx'dy' (6.21)
r5 JS

ou Wmn(x^y) est donne par

Wmn = E ^-(2T - 1)^(2^ - 1) (6-22)
^ ' a

On doit faire une integrale quadruple et singuliere qui est lourde a integrer

numeriquement. Heureusement, on peut effectuer un changement de variable de sorte

que Ie coefficient ez^- soit fonction de 2 variables seulement. Cette transformation

permet d'integrer symboliquement une partie de 1'expression pour laisser une integrale

double a integrer numeriquement. Ce changement de variable est inspire des travaux

de Sandman[21] et utilise recemment par Nelisse[20].

En coordonnees adimentionelles (o; = 2rc/a, /3 = 2?//6) on a

Zmnp,= JJ^- 1.' // // /;^(a-l)^(^-l)K(a,/3,a',^')^(a'-l)0,(/3'-l)dad^a'd/3'
'0 JO JO JO

avec

<MO = sm(a.ra^ + 6m) sm(c^ + rfm), (6.24)

,-jkR

/<Qi, /3, Q;/, /0') = ^—^—„ __,^ (6.25)^A-;-^ /- ^.^ ^^^ ^ ^_^-)2-]1/2
(a-at)2+^=^-[
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et

R=a-
?^2

(a - a')2 +
1/2

, r = a/b (6.26)

En effectuant Ie changement suivant :

u = a- a', u' =P-?'

v = a', v' = /3f

Ie terme K, devient independant de v et v

(6.27)

/2lV2

K,(u, u) =
,-,t[^\

[u^r
(6.28)

Le Jacobien de cette transformation est 1. En ne considerant que la partie en a et

a , P integrate subit Ie changement suivant :

"2 y2 <2-tii-tl

dada ->• / du I dv + / <^z / dv
'0 JO JO JO J-2 J-u

Cette transformation nous donne

(6.29)

J^ ^ ^da/^(o^)^(a')^(a, /3, a/, /3/;

(6.30)
Jo du Jo dv(j)m(u -v- Y)(j)p(v - l)K,(u, u{)

+ J°2 du I-u dv<t)m(u -V- l)(l>p(v - 1)K(U, U')

dans Ie second terme du dernier membre, on peut changer u par —u et poser

v —> v — u, K, n'est pas modifie et Ie second terme devient

•2 r2-ui-U

du / dv(f)m(v — Y)(t)p(u —V— l)/t(tA, U )
'0 JO

et (6.30) devient finalement

»2

du [Fmp(u) + Fpm(u)] K,(U,U')
ro

(6.31)

(6.32)

ou
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Fmp = /. <t>m(u + V - l)^(u - l)dv (6.33)
Fo

<2-u

,0

Ce dernier peut etre evalue symboliquement (voir Annexe). En efFectuant la meme

integration sur u' et v', Pimpedance de rayonnement s'ecrit finalement

jpoujab2 f2 f2
'Jmnpq ~ ~~[Q7T~ [FmpW + Fp^(u)] [Fnq(u') + Fqn(u')} ^ U')dudu' (6.34)

F0 JO

Cette integrate pourra etre evaluee numeriquement tel que decrit dans 1'annexe.

6.4.1 Impedance de rayonnement avec plus d'un element

Vu que notre maillage est tel que 1'on a une plaque a la frontiere de 2 raidisseurs,

il nous faut modifier la formulation des indicateurs vibroacoustiques et distribuer

les integrales sur chaque element. Par exemple, pour la matrice d'impedance de

rayonnement on a, dans Ie cas d'un seul element

Zmnpq = J PO^ /„ /„. w(xl, y')G(x, y, x', y')dx'dytdxdy (6.35)

On doit separer Ie domaine d'integration en N elements d'ou

S=S1+52+-+SN (6.36)

S' = S[ + ^2 + ... + ^

L'expression de la matrice d'impedance pour les elements de plaque k et i sera

^»,, = ]p^ f f ^k {^k, yk) Gwi (x\ y<) dxtdytdxkdyk (6.37)

que 1'on peut ecrire explicitement

Z^ = 3P^ 5Sk d^ ^ ^yk 55i dxi ;o6' dy'

^ (2^ - 1) ^ (2^ - 1) ^, (2$ - 1) ^ (2^ - 1)
avec
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Element 1 Element 2

FIG. 6.2 - Systeme de coodonnees pour 1'integration sur des plaques multiples. Les

origines sont placees au centre seulement pour schematiser

1/2
R = {[(xh - xi) + {XS - X^}' + [{yk - y') + (^ - Y^ }"' (6.39)

ou (X^YQ k) et (X^Yf) sont les coordonnees des origines des axes des elements k

et i respectivement.

avec Ie changement de variable

/ — r,,ku= xn — x", u' = yn — y

V = X\ V' = y^
(6.40)

(-a^,

(0,0) (aKO)

FIG. 6.3 - Domaine d'integration avec les variables u et v

Ie Jacobien 1 et les integrales dans Ie domaine (u,r) (voir la figure 6.3) se

transforment de la fa^on suivante :
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•afc . rai . rak rai r0 r—u rak rai

dxR I dx't -> I du I dv - I ,du I dv - I du / dv (6.41)
F0 JO J-ai JO J-ai JO Jak—ai J-u+ak

(Eq. (6.38)) devient alors

ZSnp, = 3P^ [A du IS' dv - fa_,, du Jo-" dv - ;;;_„. du f^ dv]

. [A du' !S' dv' - ;°,. du' Jo-"' du' - f^, du' f^ dv'} (6.42)

.^ (2^ - l) ^ (2^ - l) ^p (2^ - l) ^ (2J, - l)
En distribuant les integrales on obtient 9 expressions de la forme suivante

du ^ du'G(u, u') fe dv4>m (2—;^ - l) ^ (2^ - l) j[' ^'^n (2 u'+v' .\ , Lv'
-1|^|2^-1bk -^^r^

(6.43)
Les integrales en v et en v' peuvent etre evaluees symboliquement ce qui laisse une

integration numerique double sur u et u .

6.4.2 Elements identiques

On etudie d'abord Ie cas ou 1'on a des elements identiques, avec les memes

dimensions (ak = ai = a,bk = bi = b)

En suivant une procedure semblable au cas a un element, on utilise les coordonnees

adimentionnelles

^ ^=¥,.i-2f, ^i=2f (6.44)
a D a

(Eq.(6.38)) devient

,2^2 /-2.y2.r2.y2. / . ^ pJ'fcoA
ki -I fJQWu/ u i ~ j }y I ~ j Qk I ~ j_i I ~ j ok j. /„. 1 \ M ( ok/7'

^mnpq - ~^ ' dak ^ dpk [ dai ^ d(3k^ ^ - 1) ^n (/?' - l) t-^-(t>p (ai - l) ^ (^ - l)

(6.45)
on effectue ensuite un changement de variable
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u=ak-a\ u'=^k-l3i

v = a\ v' = /3Z
(6.46)

pour obtenir

ryki _
£Jmnpq

avec

jpouja 2b2 y2 y2

32?r Jo Jo
dudu' [Fmp(u) + Fpm(u)] [Fnq(uf) + Fqn(u')] K(u, Ut, Z, k)

'0 JO

(6.47)

K,(u,u ,i,k) =
Q-jkoR

R (6.48)

et

R= ^+^-X5) +|^'+y,*-yj\'
2'

1/2

(6.49)

6.5 Conclusion

Nous avons utilise les elements finis hirerarchiques pour exprimer Ie rayonnement

acoustique d'une plaque bafflee. Nous avons pu obtenir une expression pour la pression

locale de meme que les indicateurs acoustiques globaux de la plaque dans un fluide leger

ou lourd. L'utilisation des fonctions tests trigonometriques nous a permis de calculer

une partie de la matrice d'impedance de rayonnement de faQon symbolique.
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Chapitre 7

Result at s : rayonnement acoustique

des plaques
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7.1 Introduction

La methode presentee au chapitre precedent sera appliquee au calcul du

rayonnement acoustique dans un fluide quelconque d'une plaque en appui simple sur

les cotes. Les resultats seront compares avec une autre methode numerique similaire.

7.2 Comparaison avec ADNR

ADNR est un logiciel developpe au GAUS (Groupe d'acoustique et vibration et

PUniversite de Sherbrooke) permettant, en autre, Ie calcul des indicateurs vibro-

acoustique des plaques multi-couches [9]. Ce logiciel utilise Ie modele de plaque de

Love-Kirchhoff et est base sur une methode variationelle de type Rayleigh-Ritz. Les

fonctions tests w(x, y, t) utilisees permettent des calculs avec des plaques aux frontieres

simplement appuyees.

x
w(x, y,t) = ^ ^ amnW sin (m7r^ ) sin (nir^) (7.1)^l^l"""tv-/"~v' ay~~-v- 6/

On va comparer Ie cas d'une plaque d'acier (2?=200GPa, p=7800kg/m3) de

dimension 1.2m xl.Om et d'epaisseur h =2.5mm tel que preesente a la figure 7.1. Cette

plaque est simplement appuyee sur chaque cote. On y applique une force ponctuelle a

(0,45m, 0,125m) du coin inferieur gauche.

Avec un modele de plaque identique et une methode numerique tres proche, on peut

s'attendre a avoir les memes resultats. C'est ce que 1'on remarque aux figures 7.2, 7.3

et 7.4.
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t

1.0m

0.45m 1 0.125m t
1.2m

FIG. 7.1 - La plaque d'acier rectangulaire.
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Vitesse quadratique de la plaque rectangulaire (eau)

20 60 80 100 120
Frequence (Hz)

140 160 180 200

FIG. 7.2 - Calcul de la vitesse quadratique dans un fluids lourd (trait plein).

Comparaison avec ADNR (trait discontinu)
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Puissance rayonnee de la plaque rectangulaire (eau)

20 40 60 80 100 120
Frequence (Hz)

140 160 200

FIG. 7.3 - Calcul de la puissance rayonnee dans un fluide lourd (trait plein),

Comparaison avec ADNR (trait discontinu)
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Efficacite de rayonnement de la plaque rectangulaire (eau)

20 40 60 80 100 120
Frequence (Hz)

140 160 200

FIG. 7.4 - Calcul de Pefficacite de rayonnement dans un fluide lourd (trait plein),

Comparaison avec ADNR (trait discontinu)
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7.3 EfFets du fluide lourd

Quand la plaque entre en contact avec un fluide lourd, deux phenomenes vont

modifier les vibrations de la plaque. II y a PefFet de masse ajoutee due a la charge du

fluide qui a tendance a reduire les frequences propres. II y a aussi 1'amortissement de

la structure due au rayonnement qui diminue les niveaux vibratoires aux resonances.

Ces 2 effets sont illustres a la figure 7.5 ou Ron compare la vitesse quadratique dans

Fair et dans 1'eau.

On associe Pamortissement par rayonnement a la resistance modale de rayonnement

et la masse rajoutee a la reactance modale.

La tendance generale en basse frequence indique que PefFet de masse ajoutee est

proportionel a la frequence. La reactance est tres superieure a la resistance et cette

derniere peut etre negligee. En haute frequence par contre, la resistance modale tend

vers 1 et la reactance tend vers 0. C'est done Peffet d'amortissement par rayonnement

qui domine en hautes frequences.

7.4 Conclusion

II y a quand meme certains desavantages dont Ie temps de calcul de la matrice

d'impedance de rayonnement Zmnpq qui reste assez long. C'est cependant un gain

important par rapport a 1'integrale quadruple originelle qui est difficile a integrer

numeriquement. II est a noter que la matrice Zmnpq varie doucement sur certaines

plages de frequences et qu'une interpolation pourrait etre faite.

La methodes des elements finis hierarchiques avec les fonctions trigonometriques

permet done d'avoir Ie bruit rayonne d'une plaque dans 1 eau.
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FIG. 7.5 - Vitesse quadratique pour un fluide leger (trait plein) et un fluid lourd (trait

discontinu)
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Chapitre 8

Conclusion
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Resume

Le travail presente dans ce memoire de maitrise a pu demontrer 1'efficacite des

elements finis hierarchiques trigonometriques pour 1'analyse vibroacoustique de la

plaque raidie. La perfomance de ces elements a permis d'atteindre les moyennes

frequences tout en restant conforme aux resultats experimentaux et numeriques des

autres methodes. Cela s'est fait principalement avec les deux originalites suivantes :

- Developpement d'une nouvelle forme de maillage pour y inclure les raidisseurs de

maniere plus efficace.

- Utilisation des fonctions trigonometriques dans Ie calcul du rayonnement

acoustique.

Perspectives

Nous croyons que les elements finis hierarchiques avec fonctions trigonometriques

pourraient etre utilises dans plusieurs cas autres que ceux presentes. Voici une liste de

suggestions sur les premieres ameliorations qui pourraient etre apportees :

- La structure pourrait etre complexifiee avec 1'ajout de masses ponctuelles ou de

plaques multicouches. Des excitations comme des forces lineiques, de pistons ou

des excitations acoustiques pourraient egalement facilement etre modelisees.

- Des ameliorations purement numeriques peuvent etre apportees. Par exemple,

Putilisation de matrices en format creux pour Panalyse modale permettrait de

reduire la taille de la memoire vive requise.

- Une analyse plus poussee pourrait etre faite dans 1'etude de la jonction entre

deux plaques d'epaisseur ou de rigidite differentes. On pourrait egalement tester

d'autres modeles de plaques plus evolu6s qui modeliseraient les discontinuites de

contrainte et Ie cisaillement des plaques.

- Finalement 1'analyse du rayonnement acoustique pourrait s'etendre a des cas plus

complexes comme Ie cas non-baffle.
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Annexe A

Impedance de rayonnement
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A.l Integration numerique

Pour Ie calcul de la pression rayonnee et de la matrice d'impedance de rayonnement,

nous avons a calculer numeriquement une integrale du type

ffF(.,y)
,-JkR

-dxdy (A.l)R
Cette integrale peut etre evaluee numeriquement avec un algorithme de quadrature

de Gauss. Cependant, il apparait une singularite quand R tend vers zero. On peut

verifier que cette singularite est integrable en s'assurant que 1'integration sur une petite

surface autour de la singularite tende vers 0 quand la surface tend vers 0.

L'integration sur la petite surface 63; x Cy a la forme suivante en considerant que

F(x,y) est constant sur ce domaine

•£a; f-ey r „ <^—:

1= lim. Urn, C / ~ / ' dxdy \x2 +y2\~^'t' (A.2)
ej-~>0 e;~->0 ~ JQ JQ

En passant en coordonnees polaires et en definissant Pangle 0 par tan9 = €a;/Cy, il

vient

re f^e , r/2 r^e
I = lim_ lim. C { I I """' + / / '""" ^ c^r^ (A.;

e^->0ey->0 \ JQ JQ j0 JQ

Ce qui nous donne

1 = l[m.llm.c {e-ln I —5-1 + Evln I —F I } (A-4)
1 + sin 0\ . . /1 + cos 6'

€^->oey~->o~ r"''v cos e ) • ~y~~ \ sin e

Le domaine d'integration 63; x Cy devrait rester rectangulaire pour une plaque

rectangulaire et Pangle 0 devrait se maintenir autour de 45° quand Cx et €y tendent vers

0. Les logarithmes de (A.4) sont done finis ce qui implique que 1'integrale I tend vers

zero. On pourra alors passer par-dessus cette singularite en choisissant correctement

les points de Gauss.
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A. 2 Calcul des coefRcients Fmp

Pour Ie calcul de la matrice d'impedance de rayonnement Zmnpq, on a vu a la section

6.4 que 1'on doit evaluer symboliquement Ie terme suivant :

•2-u

Fmp = /. (t>m(u + V - l)(l)p(v - l)dv (A.5)
0

Sachant que 1'on utilise les fonctions hierarchiques trigonometriques

(t)m(x) = sm(amX + bm) sm(cmX + dm) (A.6)

Fmp devient

Fmp = Jo2-u sin(am2: + bm) sm(cmX + ^m) sm(ap2; + bp) sm(cpX + c?p)^

= Jo2-u sin(A) sin(B) sin(C<) sm(D)dv

avec

== OjmX -t- Oyn

== CmX ~h dm

C = a?x + &p

D = CpX + dp

En utilisant les identites trigonometriques on a

sin(A) sm(B) sin(C) sin(P)
= j[_ cos(A - B - C-D) + cos(A + B - C - D) + cos(A - B + C - D)

- cos(A + B + C - D) + cos(A - B- C+P) - cos(A + B - C + D)

- cos(A - B + C + P) + cos(A +B+C+D)]
(A.9)

L'integrale du cosinus donne, avec a, &, c des constantes quelconques

Jo2-u cos(av + bu + c) = ^ (sin(a(2 - u) +bu+c) - sm(bu + c)) (pour a / 0)

== (2 - u) cos(c + bu) (pour a = 0)
(A.10)
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TAB. A.l - Valeurs de s^, a^, ^, c^ pour Ie calcul de Fmp = j S?=i Sil(a^ b^ Ci)

I

1
2

3
4

5
6
7

8

Si

-1

1

1

-1

1

-1

-1

1

di

Oifn ~h dp ~\~ Cm ~\~ Cp

O'm ~^~ O'p C-m Cp

Q'm ^p -t- ^m ^p

^m ^p ^m ~t~ ^p

'?7i utp *-'m i l-'p

"rn u'p i '-'771

'm i u"p

'm i '-up ' '-'m i ^p

^k
'^m ~1~ Cm

0'm ~ C-m

^m -t~ ^m

^m (-'m

0'm ~~ Cm

'0'm ~1~ <-;m

~am ~ (-m

O'm + Cm

0'm ^p

^'m ^"p

0'm ~t- ^p

0'm ~t- 0"p

'771 I u'p

0'm ~t~ ^"p

^m ^p

'm u"p

-\

Ci

>m -t- ^p — ^m — ^p

+ &m + &p + Cm + Cp

)m — Op — C'm ~1~ ^p

^m Op -t- Cy^ Cp

}m Op -t- Cyn, Cp

^m ^p ^m ~t~ ^p

bm +bp+ Cm + Cp —

dm + dp

'771 u/p

'm u/p

"m + dp

'Jm ~~i~~ u'p

dm

dm

- dp

Up

'rn i vp '-'771 *^p i u"m i u'p

La valeur de Fmp(u) peut alors s'exprimer de la fac con suivante :

mp == ^ ^ ^ Sj,! [0,^ 0^ Cj, (A.11)
i=l

ou I(a,i, bi, Ci) est donnee par (Eq.(A.lO)) et s^, a^ b^ Ci sont donnees au tableau A.l
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