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Resume

Les structures spatiales se doivent d etre de plus en plus legeres a cause du cout de transport

pour les mettre en orbite. Etant donne les exigences au niveau de leur positionnement et

de leur amplitude de vibration , il est necessaire d'avoir des structures spatiales rigides et

precises. Dans plusieurs cas, reduire Ie poids resulte a augmenter la flexibilite. Ceci cause

des instabilites structurales, telles que des amplitudes de vibration indesirables. De plus,

ces problemes reduisent la precision et 1 exactitude des mouvements. Par consequent, il est

essentiel de controler et de stabiliser les structures durant leur utilisation. L'utilisation de

structures intelligentes integrant des capteurs et des actionneurs piezoelectriques est un

moyen efficace. De plus, en integrant des couches viscoelastiques a 1 interieur des structures

intelligentes, leur efficacite s'accroit significativement.

Afin de concevoir, evaluer et selectionner des structures intelligentes efRcaces, il est im-

portant de connaitre precisement leur comportement statique et dynamique. Par conse-

quent, des methodes d analyse et d optimisation pour des structures intelligentes doivent

etre developpees.

Le but de cette etude etait de developper une formulation de plaque multicouche par la

methode des elements finis integrant des couches elastiques, viscoelastiques et piezoelectri-

ques. La formulation tient compte a la fois de la. masse, de la rigidite et de 1 amortissement

de chacune des couches. Une theorie de plaque discrete et lineaire ainsi que Ie principe de

Hamilton sont utilises pour la developper les equations de mouvement de la plaque. La



continuite des contraintes de cisaillement et des deplacements est imposee aux interfaces

des couches. Sept degres de liberte par noeud sont necessaires pour decrire correctement Ie

mouvement de la plaque. Un element fini de plaque quadratique a 8 noeuds possedant 56

degres de liberte a ete developpe. Les deformations membrane, de flexion et de cisaillement

sont incluses dans la formulation. Un degre de liberte electrique supplement aire par element

est necessaire pour chaque couche piezoelectrique. Cette formulation par la methode des

elements finis peut etre utilisee pour obtenir la reponse statique ou dynamique d'une plaque

isotrope multicouche soumise a des excitations mecaniques et/ou electriques.

Des etudes de plaques integrant des couches viscoelastiques et des composantes piezoelectri-

ques (capteurs et/ou senseurs) ont ete realisees pour valider la formulation. Des conditions

limites libres, simplement appuyees et encastrees ont ete utilisees. Des comparaisons avec

des resultats analytiques et numeriques ont ete realisees. Ces comparaisons ont permis

de demontrer la qualite des resultats obtenus. Get element fini de plaque multicouche est

sans aucun doute un outil performant pour faire Petude de plaques integrant des couches

viscoelastiques et des composantes piezoelectriques.
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Chapitre 1

Introduction

Dans plusieurs applications rencontrees en ingenierie, Ie bruit et les vibrations sont des

problemes importants. Les methodes conventionnelles pour traiter ces problemes consistent

soit a utiliser des techniques d'amortissement passif, en ajoutant une ou plusieurs couches

de materiaux viscoelastiques sur les surfaces vibrantes, soit a, reconcevoir Ie systeme. Les

principaux desavantages sont que la premiere methode est peu efRcace a basses frequences

alors que la deuxieme est generalement tres couteuse. Ces dernieres annees, Ie controle actif

du bruit et des vibrations est apparu comme une technologie viable et capable de combler

les lacunes dans Ie domaine des basses frequences. Leg recents developpements ont ete

facilites par la croissance technologique rapide dans Ie domaine des processeurs de traitement

de signaux et des transducteurs de controle. Presentement, deux approches de controle

peuvent etre utilisees pour reduire activement Ie bruit genere par des structures vibrantes. II

s'agit des approches ANC ("Active Noise Control") et ASAC ("Active Structural Acoustic

Control"). Ce qui differencie ces deux approches est Ie genre d'actionneurs utilises pour

effectuer Ie controle. Dans Ie premier cas, des actionneurs de controle acoustiques sont

utilises alors que dans Ie deuxieme cas, des actionneurs de controle mecaniques sont utilises

(voir figure 1.1).

La communaute scientifique s'interesse de plus en plus au concept de structures intelli-
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Figure 1.1: DifFerentes approches pour Ie controle du bruit [6]

gentes. Ces dernieres sont constituees d'un systeme de capteurs qui detecte Ie deplacement,

la vitesse, 1 acceleration ou la. deformation interne causee par des vibrations, des variations

de temperature ou des pressions externes. Cette information est introduite dans un algo-

rithme de controle programme a 1'interieur d'un microprocesseur qui, par la suite, active un

systeme d actionneurs. Ces derniers peuvent changer la forme de la structure de maniere a

attenuer sa, reponse statique ou dynamique. Ces systemes intelligents ont des applications

dans Ie domaine des grajides structures spatiales et des satellites, des structures d avion et

d'helicoptere, des automobiles et des automates programmables.

Le Groupe d'Acoustique et de vibrations de 1'Universite de Sherbrooke (GAUS) realise des

recherches dans Ie domaine du controle actif du bruit. L objectif principal du groupe en

matiere de controle actif et de developper et mettre en oeuvre de nouvelles strategies de

controle actif du bruit, que ce soit a Pinterieur du champ acoustique (controle actif acous-

tique - approche ANC) ou a la source meme du bruit (controle vibratoire de rayonnement

acoustique - approche ASAC). Ces differentes strategies s'appuient sur une connaissance

des capteurs et des actionneurs mis en oeuvre ainsi que sur une maitrise des algorithmes de

controle utilises. Les competences ainsi acquises au sein du groupe ont ete eprouvees dans

Ie cadre d applications industrielles.



L objectif de la recherche en controle actif vibratoire de rayonnement acoustique au GAUS

est d'arriver a creer, a plus ou mains long terme, des materiaux intelligents, c'est-a-dire

integrant des capteurs et des actionneurs au sein meme d'une structure. La maitrise des dif-

ferents types de capteurs et d'actionneurs compte pour une part importante de la recherche

dans ce domaine.

1.1 Methodologie retenue

Ce projet de recherche porte sur la modelisation par elements finis de capteurs et d action-

neurs piezoelectriques. Cette modelisation se fait a partir d'une plaque multicouche dont

certaines couches peuvent etre composees d'un materiau piezoelectrique. Par ailleurs, cer-

taines de ces couches peuvent etre constituees de materiaux viscoelastiques afin de pouvoir

faire 1'etude de 1'amortissement actif. Get outil de recherche permettra de predire Ie com-

portement vibratoire d'une plaque integrant des capteurs et des actionneurs piezoelectriques.

Cette prediction pourra se faire autant au niveau des valeurs des variables mecaniques que

de celles des variables electriques.

Le modele developpe est consistant, c'est-a-dire que les actionneurs et les capteurs sont

consider es comme des couches de la plaque laminee. Ceci permet de tenir compte de la masse

et de la rigidite des couches piezoelectriques. La formulation variationnelle est basee sur Ie

principe de Hamilton. L'energie potentielle de la plaque est constituee de trois composantes :

1'energie elastique, 1 energie piezoelectrique et 1 energie dielectrique.

Les champs de deplacement et de potentiel electrique sont lineaires et discrets. La continuite

des deplacements et des contraintes en cisaillement est imposee aux interfaces des couches.

Ces conditions, physiquement admissibles, permettent de reduire Ie nombre de degres de

liberte elastiques par noeud a 7 (u, u, w, ^, 0y, Qw/Qx et 9w/9y) independa.mment du nom-

bre de couches a Pinterieur de la plaque laminee. Un seul degre de liberte electrique (^) par

couche piezoelectrique est necessaire. Un element isoparametrique de plaque a 8 noeuds est



utilise pour discretiser Ie milieu. L'element tient compte a la fois de Peffet membrane, de

flexion et du cisaillement transversal. Une partie complexe de la rigidite est introduite pour

modeliser Pamortissement des materiaux viscoelastiques.

1.2 Structure du document

Ce memoire a ete redige de maniere a bien faire ressortir 1'analogie existant entre Ie com-

portement elastique et piezoelectrique des materiaux. Les chapitres 3 et 4 font un rappel

sur la theorie des materiaux elastiques et piezoelectriques respectivement. La structure de

ces deux chapitres etant la meme, 1'analogie entre les deux comportements est clairement

illustree.

Le chapitre 5 fait un rappel sur la theorie des materiaux multicouches. Les notions presentees

aux chapitres 3 et 4 seront reprises et combinees a Pinterieur du chapitre 5. Encore une fois,

les sections de ce chapitre ont ete structurees de maniere a bien faire ressortir 1 analogie

entre les comportements elastiques et piezoelectriques.

La formulation de Pelement fini est presentee au chapitre 6. Les relations de 1 approche

globale du chapitre 5 sont reprises et discretisees atm d obtenir les expressions des matrices

de masse et de rigidite elementaires ainsi que 1'expression du vecteur de force elementaire.

Par la suite, les matrices et les vecteurs elementaires sont assembles et analyses a partir des

equations de mouvement presentees au chapitre 7.

Finalement, Ie chapitre 8 presente les resultats obtenus lors de la validation de Pelement fini

multicouche. Ce chapitre est divise en trois sections : validation de la composante elastique,

viscoelastique et piezoelectrique. Chacune des composantes a ete validee separement de

fa^on a s'assurer qu'elle se comporte correctement.



Chapitre 2

Etat des connaissances

2.1 Introduction

La technologie des structures intelligentes utilisant un reseau de capteurs et d'action-

neurs aura un impact important au niveau de la, conception, du developpement et de la

fabrication de la prochaine generation de produits. L'idee d'appliquer les materiaux in-

telligents aux systemes mecaniques a ete etudiee par des chercheurs de differentes disci-

plines. Presentement, plusieurs materiaux ayant un comportement adaptable sont utilis-

ables comme capteurs ou actionneurs. Ces materiaux comprennent les polymeres et les

ceramiques piezoelectriques, les alliages a memoire de forme, les fluides electro-rheologiques

et les fibres optiques. La modelisation et la simulation de ces materiaux joueront un role de

dans la conception de structures intelligentes.

Les materiaux piezoelectriques possedent certaines proprietes facilitant leur utilisation com-

me element de controle des structures. Premierement, Us se deforment lorsqu'on leur ap-

plique un champ electrique. Cette propriete, efFet inverse de la piezoelectricite, permet de les

utiliser comme actionneur. Deuxiemement, ils produisent une tension electrique lorsqu on

les deforme. Cette propriete, effet direct de la piezoelectricite, permet de les utiliser comme



capteur. Les equations suivantes presentent respectivement I'efFet direct et inverse de la

piezoelectricite.

M = [C\{e}-[e}t{E} (2.1)

{D} = [e]{e}+[df{E} (2.2)

ou

{a} Vecteur des contraintes
{D} Vecteur des deplacements electriques
{e} Vecteur des deformations
{E} Vecteur des champs electriques
[<7] Matrice des constantes elastiques a champ electrique constant
[e] Matrice des constantes piezoelectriques en deformation
[d\t Matrice de permittivite dielectrique a. deformation constante

De fa^on generale, les materiaux piezoelectriques ont Phabilete de transformer de 1'energie

mecanique en energie electrique et vice-versa.

On attribue essentiellement 1 efficacite des structures intelligentes a leurs proprietes de

legerete, de force et de faible consommation electrique des actionneurs piezoelectriques.

Ces caracteristiques rendent cette classe d'actionneurs interessante pour Ie controle actif

des vibrations structurales.

Le concept de base du controle actif du bruit date de 1930. Le brevet depose par Lueg [33] a

toutes les caracteristiques d'un systeme de controle actif dans les conduits. Ce brevet utilise

Ie principe de superposition et stipule que les variations de pression, causees par une onde

plane qui se propage dans un conduit rigide, peuvent etre eliminees si une deuxieme onde

d'amplitude egale mais dephasee de 180 degree est generee.

II y a eu peu de developpement entre 1934,1'annee ou Lueg a depose son brevet, et Ie milieu

des annees 1980. Le manque de controleurs numeriques en est la raison principale. Ces

derniers sont necessaires pour determmer 1'amplitude et la phase de 1'onde secondaire qu'il
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faut generer ainsi que pour 1'identification et Padaptation de difFerents filtres numeriques.

A la fin des annees 1980, 1'interet du comportement mecanique et electrique des plaques

multicouches avec couches piezoelectriques est reapparu dans Ie domaine des structures

intelligentes. Etant donne la plus grande demande pour ces structures, une meilleure con-

naissance du couplage des champs mecanique et electrique etait requise comparativement

aux modeles simples deja developpes dans Ie passe. De plus, les solutions exactes ou analy-

tiques n'etaient connues que pour des geometries tres simples. Par consequent, les methodes

approximatives, telle la methode des elements finis, se revelaient un outil precis et puissant

pour concevoir et analyser les structures intelligentes.

Afin de faire une synthese sur la modelisation de capteurs et d'actionneurs piezoelectriques,

une revue de la litterature a ete effectuee. La premiere partie porte sur la modelisation ana-

lytique et approximative des plaques multicouches. Sachant que les structures intelligentes

sont modelisees a partir d?une plaque laminee comportant des couches piezoelectriques, il

est essentiel de bien connaitre les travaux deja realises jusqu'a maintenant dans ce domaine.

La deuxieme partie porte sur la modelisation analytique et approximative des composantes

piezoelectriques. Ces notions sont a la base des travaux effectues dans Ie cadre de ce pro jet

de maitrise.

2.2 Modelisation de plaques multicouches

2.2.1 Modelisation analytique

La modelisation de plaques multicouches repose sur 1'expression d'un champ de deplacement

que Ron suppose initialement. Le champ peut etre suppose pour 1'ensemble de Pepaisseur de

la plaque (champ de deplacement global) ou pour chacune des couches constituant la plaque

laminee (champ de deplacement discret). La modelisation la plus simple est de supposer

un champ de deplacement global lineaire. Cependant, la precision des resultats obtenus

est moindre. Pour ameliorer la precision, on utilise des champs de deplacement d'ordre
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superieur ou discrets. Mlalheureusement, cette approche augmente Ie nombre de degres de

liberte (DDL). II est done necessaire de faire un compromis entre la precision des resultats

desiree et la lourdeur des calculs a effectuer [34, 37].

Champ de deplacement global

Une fa^on de modeliser Ie comportement d'une plaque laminee est de la remplacer par

une plaque monocouche de rigidite et de masse equivalente et de definir un champ de

deplacement dans la direction de 1 epaisseur. Dans ce cas, on parlera d un champ de de-

placement global. Plusieurs theories de plaque laminee utilisent un champ de deplacement

global. Cependant, Ie champ de deplacement differe selon les theories.

Les theories de premier ordre definissent un champ de deplacement lineaire dans la direc-

tion de Pepaisseur et modelisent la plaque laminee a partir d'une plaque simple equivalente.

On divise ces theories en deux grandes families : les theories classiques (CLPT :" Classical

Laminated Plate Theory") et les theories de cisaillement (FSDT :"First-order Shear De-

formation Theory") [55]. En fait, les theories classiques sont une extension de la theorie

de plaque de Love-KirchhofF alors que les theories en cisaillement sont une extension de la

theorie de plaque de Reissner-Mindlin. Contrairement aux theories en cisaillement (FSDT),

les theories classiques (CLPT) ignorent les 2 composantes de deformation du cisaillement

transversal. Par consequent, les CLPT sont inadequates pour modeliser des plaques rela-

tivement epaisses. Quant aux FSDT, il est necessaire d'appliquer un facteur de correction a

la rigidite de cisaillement etant donne que Ie champ de deplacement utilise predit une distri-

bution lineaire du cisaillement. Les FSDT permettent de modeliser des plaques relativement

epaisses et leur precision dependra de la validite du facteur de correction utilise. Le prin-

cipal avantage d utiliser les theories de premier ordre est que leur champ de deplacement

global peut etre defini a partir de seulement 3 (CLPT) ou 5 (FSDT) DDL. Ceci allege con-

siderablement les calculs. Ces theories sont adequates pour predire Ie comportement global

d'une plaque mince (CLPT) ou epaisse (FSDT). Par contre, elles ne satisfont pas aux con-

ditions de continuite des contraintes de cisaillement entre les couches de la plaque laminee.



Par consequent, ces theories sont inadequates pour predire Ie comportement local d'une

plaque laminee. Dans Ie cas d'une plaque d'epaisseur considerable, ces theories deviennent

imprecises, meme pour predire Ie comportement global.

Les theories d ordre superieur definissent un champ de deplacement global non-lineaire dans

la direction de 1'epaisseur de la plaque. Ce champ de deplacement est generalement defini

a partir d'un polynome du troisieme ordre. L'avantage d'utiliser ces theories est qu'elles

predisent correctement Ie comportement global d'une plaque laminee. En ce qui concerne Ie

comportement local, les resultats varient selon la severite des changements des proprietes

mecaniques entre les couches. De plus, ces theories ne necessitent pas 1 utilisation d un

facteur de correction en cisaillement etant donne que la distribution de la contrainte de

cisaillement n'est pas lineaire. Finalement, Ie nombre de DDL de deplacement a resoudre ne

depend pas du nombre de couches. Malheureusement, Ie nombre de DDL necessaires pour

definir Ie champ de deplacement est malgre tout considerable (11 DDL) [31, 32]. De plus, la,

precision des resultats diminue lorsque Ie nombre de couches augmente et lorsque les pro-

prietes mecaniques different considerablement entre les couches. Finalement, la continuite

des deplacements et des contraintes entre les couches n'est pas satisfaite.

Afin de reduire Ie nombre de DDL dans la theorie d ordre superieur, il est possible d im-

poser certaines conditions au champ de deplacement telle Pannulation des contraintes de

cisaillement aux surfaces externes de la plaque [42]. Ce nouveau champ de deplacement

ne possede que 5 DDL, soit Ie meme nombre que pour une theorie de premier ordre. Par

ailleurs, aucun facteur de correction en cisaillement n est utilise dans cette theorie. On

obtient alors une theorie simple d'ordre superieur [42, 44, 45]. Le principal avantage des

theories simples d'ordre superieur est que Ie nombre d'inconnues a, resoudre ne depend pas

du nombre de couches dont est constituee la plaque laminee et que ce nombre peut, pour

certaines theories, etre Ie meme que pour une theorie de premier ordre. II est done possible

de modeliser des plaques ayant plusieurs couches sans augmenter la lourdeur des calculs.

L'inconvenient majeur est que ces theories ne respectent pas necessairement toutes les con-

ditions de continuite des contraintes et des deplacements entre les couches. Par consequent,



la. prediction du comportement local d'une plaque laminee est imprecise.

Certaines theories superposent une fonction lineaire de type zig-zag (fonction lineaire par

morceaux) a un champ de deplacement global de premier ordre afin d'obtenir plus de

precision [8, 9]. L'avantage d'utiliser la theorie zig-zag de premier ordre est que son champ de

deplacement est defini a partir de seulement 5 DDL. De plus, cette theorie permet de predire

Ie comportement global et local d'une plaque avec une ties bonne precision a partir d une

simple theorie de premier ordre. M^alheureusement, cette theorie n'est applicable que dans

Ie cas d'une plaque laminee symetrique. Cette condition restreint done considerablement

1 utilisation de cette theorie.

Champ de deplacement discret

Pour obtenir des resultats tres precis, il est necessaire de definir un champ de deplacement

pour chacune des couches. Dans ce cas, nous faisons appel a un champ de deplacement

discret [46, 48, 50]. Le cout associe a cette grande precision est que Ie nombre de DDL de

deplacement inconnus est fonction du nombre de couches. En effet, pour une plaque laminee

possedant N couches, Ie nombre d'inconnues est egal a 2A^+3 [50]. Cette theorie devient done

rapidement lourde a utiliser lorsque Ie nombre de couches augmente. Certaines conditions de

continuite doi vent etre satisfaites aux interfaces des couches. Ces conditions auront comme

consequence d'assurer la continuite de certaines composantes du champ de deplacement

des couches. Selon Ie type de conditions imposees, nous obtiendrons differentes theories de

plaque laminee. L'avantage des theories discretes est qu'elles predisent avec exactitude Ie

comportement global et local d'une plaque laminee peu importe ses caracteristiques. Cepen-

dant, Ie nombre d'inconnues est dependant du nombre de couches. II est toutefois possible

de reduire ce nombre a 5, independamment du nombre de couches, en imposant des condi-

tions de continuite adequates (continuite des deplacements et continuite des contraintes de

cisaillement) [48]. Les resultats obtenus semblent etre du meme ordre de precision que ceux

obtenus avant Pimposition des conditions de continuite. Dans ce cas, il est tres avantageux

d'utiliser ces theories.
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La figure 2.1 resume schematiquement les differentes theories utilisees pour modeliser les

plaques multicouches.

Champs de deplacement :
hypotheses de Love-Kirchhoff ou
hypotheses de Reissner-Mindlin

Continuites de deplacements

£
Champ de deplacement

global

1
Champ de deplacement

discret

^ 1
Theories

premier ordre

5 inconnues

Theories
ordre superieur

11 ou 5 inconnues

Continuite
deplacements

(2N+3) inconnues

Continuite
deplacements et

cisaillements

5 inconnues

Figure 2.1: Resume schematique de la modelisation de plaques multicouches [12]

2.2.2 ]VEodelisation par elements finis

La modelisation de plaques multicouches peut se faire a partir des theories tridimension-

nelles (elements solides) ou bidimensionnelles (elements de plaque) de Pelasticite. L'avantage

d utiliser les theories tridimensionnelles est qu elles procurent des resultats tres precis etant

donne qu'aucune hypothese sur Ie champ de deplacement dans la direction z n est imposee.

Cependant, Ie nombre de DDL necessaire pour leur mise en oeuvre reduit considerablement

leur champ d'application et des problemes numeriques peuvent survenir dans Ie cas de

structures minces. Les theories bidimensionnelles, pour leur part, utilisent des hypotheses

compatibles avec les phenomenes physiques afin de simplifier la formulation du probleme.

C'est sur ces theories que reposent les modeles presentes dans la suite de cette section.
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Les theories bidimensionnelles sont fondees sur une approche variationnelle analogue a celle

presentee pour la modelisation analytique des plaques multicouches. Par consequent, on

peut diviser les modeles d'elements finis en 2 grandes classes : champ de deplacement global

et champ de deplacement discret.

Champ de deplacement global

Une des premieres analyses par elements finis de plaques multicouches fut realisee par Pryor

et Barker [39]. L'element fini rectangulaire utilise possedait 28 degres de liberte et incluait

1'efFet membrane, de flexion et de cisaillement transversal. Leur modele etait cependant

limite uniquement a 1'analyse statique des plaques laminees.

Plus tard, Pillasch, MEajerus et Zak [38] ont developpe un modele par elements finis pour

1'analyse dynamique des plaques laminees epaisses. L'objectif de leurs travaux etait de

developper un modele capable de predire les contraintes inter-laminaires ainsi queIe change-

ment d'epaisseur de la plaque. Par consequent, leur modele etait base sur des elements

solides (3D). Certaines hypotheses de plaque, comme par exemple la grandeur du deplace-

ment w comparativement aux deplacements u et v, ont ete utilisees afin de reduire quelque

peu Ie nombre de degres de liberte .

Un modele general de plaque laminee a ete presente par Reddy, Barbero et Teply [43]. Leur

modele utilisait des elements quadrilateraux isoparametriques. Le champ de deplacement

defini permettait d'utiliser un nombre de degres de liberte par noeud (minimum 5) adapte a

la precision desiree ("Generalized Laminate Plate Theory"), De meme, on pouvait modeliser

un element de la structure multicouche en utilisant un nombre d elements inferieur, egal

ou superieur au nombre de couches suivant la precision desiree. II fa,ut cependant souligner

qu'a chaque fois qu'on ajoutait un element supplementaire pour mieux definir 1 aspect mul-

ticouche, on ajoutait autant de degres de liberte que ceux precedemment selectionnes. Avec

ce type d'element, la continuite des contraintes de cisaillement et des deplacements aux

interfaces de meme que Pannulation des contraintes sur les faces externes de 1'element sont
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assurees.

Ghosh et Dey [22] ont developpe un modele par elements finis base sur un modele en

deplacement quadratique. Ceci permettait de modeliser adequatement la distribution du

cisaillement transversal. Un element de plaque standard a 4 noeuds avec 7 degres de liberte

par noeud a ete utilise pour discretiser Ie milieu. Plusieurs types de plaques ont ete analyses

et les resultats obtenus concordent avec les solutions analytiques deja existantes.

Un element triangulaire de plaque en flexion base sur une theorie de plaque d'ordre superieur

a ete developpe par Cho et Parmerter [9] pour analyser les plaques laminees symetriques.

Get element possedait 5 degres de liberte par noeud. Une analyse dynamique a ete realisee

et les resultats obtenus ont ete compares avec la theorie tridimensionnelle de 1'elasticite afin

de verifier la precision de Pelement. Mlalheureusement, cet element est limite a 1'analyse de

plaques laminees symetriques.

Une formulation par la methods des elements finis pour Panalyse de plaques laminees basee

sur une theorie d'ordre superieur a ete presentee par Verijenko, Adali et Piskunov [54].

DifFerents types d'elements tenant compte de la deformation axiale et de la deformation en

cisaillement ont ete developpes. Le nombre de degres de liberte par element est independant

du nombre de couches de la plaque. Les auteurs ont demontre la precision de leur element en

comparant leurs resultats a ceux obtenus a partir d'elements solides. Pour un meme ordre

de precision, leur modele necessitait moins de degres de liberte que les modeles d elements

solides.

Cho et Parmerter [10] ont developpe une methode par elements finis post-priori a 1 interieur

d'un programme utilisant un element de Mindlin standard a 4 noeuds. Leur methode utilise

les solutions de la theorie en cisaillement de premier ordre. Pour obtenir des deformations

et des contraintes plus precises, un champ de deplacement d'ordre superieur est utilise a

Pintedeur de leur programme. En egalant les energies de deformation des deux theories,

Us ameliorent la precision des contraintes et des deformations obtenues. Presentement, les

auteurs travaillent sur Ie developpement d'un element fini n'utilisant pas des polynomes
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orthogonaux afin de pouvoir appliquer leur methode a des plaques de forme plus generate.

Champ de deplacement discret

Un element de plaque multicouche incluant PefFet de cisaillement a, ete developpe par DiS-

ciuva [17]. L'element est de forme rectangulaire et possede 32 degres de liberte comprenant

les deformations membranes, de flexion et de cisaillement. La formulation est basee sur une

theorie amelioree de cisaillement de plaque qui definit un champ de deplacement lineaire

et discret pour chaque couche. De plus, les conditions de continuite des deplacements aux

interfaces des couches sont satisfaites. L auteur a demontre 1 efficacite du modele a predire

la reponse de plaques minces et epaisses soumises a une charge statique.

Dans une autre etude, DiSciuva [18] a fait 1'evaluation de differents types d'elements de

plaque multicouches a partir de sa theorie de plaque et une theorie de cisaillement de pre-

mier ordre (FSDT). Pour permettre d'evaluer les elements entre eux, 1'auteur a presente les

resultats de la reponse statique et dynamique d'une plaque carree laminee symetriquement

(3 couches). Des conclusions interessantes ressortent de cette etude. Entre autre, une con-

vergence rapide de la reponse globale de la plaque vers la solution analytique est obtenue

pour tous les types d'elements etudies (T6, Q8 et RQ4) sauf ceux dont les fonctions d'in-

terpolation sont lineaires (T3, Q4).

A Pinterieur du GAUS, Cournoyer [12] a developpe un element fini de plaque multicouche

dans Ie cadre de son projet de maitrise pour faire Petude du traitement viscoelastique de dis-

ques encastres-libres. Cette theorie inclut les effets membrane, de flexion et de cisaillement.

L'element fini quadrilataire developpe possede 9 noeuds et 7 DDL/noeud. La continuite des

deplacements et des contraintes de cisaillement est imposee a 1'interface de chacunes des

couches. Une comparaison entre ses resultats et des resultats analytiques a ete realisee.
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2.3 Modelisation de capteurs et d'actionneurs piezoelectri-

ques

Ces dernieres annees, Ie domaine de 1 aerospatiale s'est interesse de plus en plus au deve-

loppement des structures intelligentes. Ces dernieres sont generalement faites de materiaux

composites afin d'avoir un rapport rigidite-poids ties eleve. De plus, ces structures sont con-

stituees en partie de materiaux piezoelectriques qui servent comme capteurs et actionneurs.

Lorsque ces structures sont jumelees a un bon algorithme de controle, elles possedent la

capacite de controler leur reponse dynamique par elles-memes.

Pour etudier Pefficacite des algorithmes de controle et optimiser la geometrie et Ie po-

sitionnement des capteurs et des actionneurs, une bonne modelisation de 1'interaction

electro-elastique des capteurs et des actionneurs piezoelectriques avec Ie milieu elastique

est necessaire. Les solutions exactes pour 1'analyse de ces structures sont limitees aux

geometries et conditions aux limites tres simples. Lorsque la geometrie ou les conditions

aux limites deviennent complexes, des difficultes surviennent dans les modeles analytiques.

Par consequent, Ie developpement des elements finis est tres important.

2.3.1 Modelisation analytique

Solution exacte

La theorie lineaire de la piezoelectridte des plaques a ete principalement developpee par

Tiersten [49]. II fallut attendre Ie debut des annees 1980 avant que les analyses statiques

et dynamiques des structures intelligentes debutent. Les travaux de Bailey et Hubbard [2]

et de Crawley et de Luis [14] ont permis de demontrer Pefficacite des systemes de controle

actif sur des elements structuraux simples en utilisant des capteurs ou des actionneurs

piezoelectriques. Leurs travaux portaient sur 1'etude analytique et experimentale du com-

portement statique et dynamique d'une poutre de type structure intelligente.
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Bailey et Hubbard [2] ont developpe et applique trois algorithmes de controle differents sur

un systeme de poutre piezoelectrique pour controler les vibrations transitoires d'une poutre

encastree. Les algorithmes ont ete testes experimentalement et Ie controle simultane des

trois premiers modes de vibrations a ete demontre.

Une des premieres etudes faites sur la reponse d'une structure elastique a un actionneur

piezoelectrique est celle de Crawley et de Luis [14]. Us ont fait Ie developpement analy-

tique et experimental d'actionneurs piezoelectriques comme elements d'une structure intel-

ligente. Us ont considere Ie cas d'une excitation symetrique produite par deux plaquettes

piezoelectriques collees ou inserees symetriquement en vis-a-vis sur une poutre elastique

encastree. Les deux plaquettes piezoelectriques pouvaient etre actionnees en phase pour

induire une deformation axiale ou en opposition de phase pour induire une deformation

de flexion pure. A partir d'une analyse statique, les intensites de la force axiale et du mo-

ment flechissant dues aux plaquettes piezoelectriques ont ete determinees. Les resultats ont

demontre que lorsque les plaquettes piezoelectriques etaient liees parfaitement a la poutre,

Ie transfer! des deformations se faisait aux extremites des plaquettes. Ces resultats ont par

la suite ete utilises pour une analyse dynamique en supposant que la rigidite et la. masse

des plaquettes etaient negligeables et que leurs frequences de resonance ne se situaient pas

dans la zone frequentielle etudiee.

Les modeles de structures intelligentes existant jusqu alors etaient limites aux systemes

unidimensionnels (poutres). Une extension des travaux de Crawley et de Luis [14] a ete

faite par Dimitriadis, Fuller et Rogers [19] pour traiter Ie cas des systemes bidimensionnels

(plaques). Us ont fait Panalyse statique et dynamique d'une plaque elastique, simplement

appuyee, excitee par des plaquettes piezoelectriques parfaitement liees et positionnees selon

trois configurations differentes. Leur analyse a demontre que la deformation induite dans

une plaque par deux plaquettes piezoelectriques en opposition de phase est equivalente a

un moment flechissant applique aux extremites des plaquettes.

Afin de verifier 1'exactitude des hypotheses de modelisation utilisees dans les etudes prece-

dentes, Ray, Rao et Samanta [41] ont determine la solution exacte (3D) des equations de
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mouvement regissant Ie comportement d'une plaque piezoelectrique soumise a un eiFort de

flexion. Leurs resultats ont demontre que pour une plaque piezoelectrique ayant un allonge-

ment (rapport longueur sur epaisseur) superieur a 6, les deformations, les contraintes et Ie

potentiel electrique varient lineairement dans la direction de Pepaisseur. Pour les plaques

plus epaisses, une variation d ordre superieur est necessaire.

Par la suite, Ray, Battacharya et Samanta [40] ont fait 1'etude d'une plaque laminee de

type structure intelligente (avec couches piezoelectriques). En supposant que les couches

piezoelectriques etaient parfaitement liees a la couche elastique principale, ils ont determine

la solution exacte des equations de mouvement pour Ie cas d'une plaque rectangulaire simple-

ment appuyee. Leurs resultats ont demontre que PefRcacite d'un actionneur piezoelectrique

a induire une deformation dans la structure augmente significativement lorsque 1'allonge-

ment de la couche elastique principale diminue. Ce phenomene s explique par Ie fait que

1'efficadte de Pactionneur augmente proportionnellement a son eloignement de 1'axe neutre.

Les solutions analytiques des equations de mouvement des poutres et des plaques de type

structures intelligentes sont limitees aux geometries et conditions aux limites simples. Pour

les cas plus complexes, aucune solution analytique n'existe. Dans ce cas, il est necessaire de

faire appel a des methodes de resolution approximatives, comme la methode de Rayleigh-

Ritz.

Solution approximative (Rayleigh-Ritz)

En se basant sur les travaux de Crawley et de Luis [14], Crawley et Lazarus [13] ont

developpe un modele de plaque, avec couches piezoelectriques, pour faire une analyse plus

approfondie. En solutionnant a. partir de la methode de Rayleigh-Ritz, leur modele per-

met de trailer des cas de plaques laminees plus generaux. Les conditions aux limites, la

geometrie et les eiForts externes peuvent etre de diverses formes. Leur modele a ete verifie

experimentalement. Leurs solutions ont demontre, entre autres, que la deformation et la

courbure induites dans les actionneurs piezoelectriques dependaient de plusieurs facteurs
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tels la deformation de Pactionneur, Ie rapport des rigidites et la geometrie du systeme.

Un modele variationnel pour I'analyse dynamique d'une plaque soumise a une excitation de

plaquettes piezoelectriques a ete presente par Charette [7]. Contrairement a la plupart des

autres modeles deja existants, sa formulation tient compte du couplage dynamique (masse

et rigidite) existant entre les plaquettes piezoelectriques et la plaque elastique. Un champ

de deplacement discret, lineaire et sans cisaillement (Kirchhoff) a ete utilise pour definir Ie

mouvement de la plaque et des plaquettes. La solution de 1 equation de mouvement a ete

approximee a, partir de la. methode de Rayleigh-Ritz. Leurs resultats ont demontre que les

plaquettes piezoelectriques liees a la plaque elastique modifiaient legerement les deformees

modales de la plaque.

Bien que la methode approximative de Rayleigh-Ritz permette d'etudier des modeles ayant

des geometries et des conditions aux limites plus generales et sans solution analytique, la

methode des elements finis est indispensable pour concevoir et analyser des structures intel-

ligentes complexes. La principale difficulte lors de 1 utilisation de la technique de Rayleigh-

Ritz est la definition des fonctions-essais pour des cas de geometries complexes.

2.3.2 Modelisation par elements finis

La modelisation par elements finis de capteurs et d'actionneurs piezoelectriques se divise en

deux grandes classes : les theories tridimensionnelles et les theories bidimensionnelles.

Elements finis solides (3D)

Le premier principe variationnel enonce pour modeliser Ie comportement des materiaux

piezoelectriques a, ete public par Holland et Eernisse [26]. Ce principe servait de base aux

methodes de resolution approximatives telle la methode de Rayleigh-Ritz. M;eme si ces

developpements permettaient d'etudier une large classe de problemes, Us n'etaient pas suff-

isamment generaux pour etre utilises d'une fa^on generale dans 1 analyse des materiaux
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piezoelectriques.

Le developpement d'elements finis piezoelectriques solides a debute avec les travaux de Allik

et Hughes [1]. Us developperent un element fini tetraedre pour 1'appliquer a des problemes

electro-elastiques tridimensionnels. Leur formulation etait basee sur Ie principe variationnel

enonce par Holland et Eernisse [26]. Leur element etait utilise pour 1'etude de la physique des

cristaux piezoelectriques et la technologie des transducteurs. Par la suite, Naillon, Coursant

et Besnier [36] presenterent leur formulation. Leur modele etait utilise pour 1'etude de la

resonance des structures piezoelectriques utilisees dans les sondes echographiques. Leurs

champs d'applications etaient relativement limites.

Le principal desavantage d'utiliser des elements solides (hexaedre et tetraedre) conven-

tionnels pour des applications de plaques laminees est qu'ils sent trop epais. Lorsque leur

epaisseur devient trap petite compa,rativement a la longueur de Pelement, 1'energie de

deformation en cisaillement s'accumule dans la direction de Pepaisseur (blocage en cisaille-

ment). Ceci a pour efFet de fournir des resultats peu precis. De plus, Ie nombre de DDL

necessaire pour modeliser une plaque a partir d'elements finis tridimensionnels est tres

eleve. Une technique utilisee pour ameliorer la precision des elements solides dans 1'analyse

de plaques est d'introduire 3 degres de liberte incompatibles a 1 interieur de 1'element comme

Font fait Tzou et Tseng [51, 53] a partir des travaux de Allik et Hughes [1]. Toutefois, Ie

modele engendre possede encore plus de degres de liberte et est done plus lourd a traiter.

Un des premiers travaux sur les modeles de materiaux composites lamines contenant des

ceramiques piezoelectriques fut publie par Ha, Keilers et Chang [23, 24]. Leur modele per-

mettait d'obtenir la reponse statique et dynamique d'un composite lamine soumis a une

charge mecanique et electrique. Us ont developpe une formulation par elements finis a par-

tir du principe variationnel en considerant 1'energie potentielle de la structure de meme que

Penergie potentielle electrique des piezoceramiques. Un element solide tridimensionnel a 8

noeuds fut utilise pour 1'analyse. Chaque noeud possedait 4 degres de liberte, soit 3 degres

de liberte mecaniques (deplacements) et 1 degre de liberte electrique representant la tension

dans la direction perpendiculaire aux electrodes. Pour tenir compte du comportement global
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de flexion resultant de la deformation locale des piezoceramiques, des modes incompatibles

tridimensionnels ont ete introduits.

L utilisation d'elements solides isoparametriques pour modeliser des plaques, des capteurs

et des actionneurs piezoelectriques genere de gros modeles qui necessitent 1'utilisation de

techniques speciales comme la reduction de Guyan pour reduire Ie nombre total de degres de

liberte. De plus, des problemes associes au blocage en cisaillement surviennent. En ajoutant

3 degres de liberte internes, on limite ces problemes, mais on fait face a un modele plus gros

et plus complexe. Une fagon plus efRcace de modeliser des plaques laminees est d utiliser

des elements finis bidimensionnels (plaque) .

Elements finis de plaque (2D)

Une formulation par elements finis plus efRcace a ete presentee par Hwang, Park et Hwang

[27, 28] pour Panalyse du controle des vibrations de plaques laminees contenant des capteurs

et des actionneurs piezoelectriques. Les equations de mouvement ont ete formulees a partir

de la theorie classique des plaques laminees et du principe de Hamilton. La discretisation

s'est faite avec un element de plaque en flexion de 4 noeuds (12 DDL) avec 1 degre de liberte

electrique supplementaire par element. Notons que la modelisation est faite de fagon que les

capteurs et les actionneurs doivent etre obligatoirement opposes sur la plaque. Les auteurs

ont modelise a la fois Ie comportement statique et dynamique de la plaque laminee.

Pour modeliser des plaques epaisses, il est necessaire de tenir compte de 1'effet du ci-

saillement transversal. Chandrashekhara et Agarwal [5] ont presente une formulation par

elements finis de plaques laminees utilisant des couches piezoelectriques a partir d une

theorie de deformation en cisaillement de premier ordre. Leur modele est valide pour des

elements piezoelectriques continus ou segmentes pouvant etre internes ou externes a la

plaque laminee. La particularite de leur modele est que la tension electrique n'introduit pas

de degre de liberte supplementaire. La charge generee par Ie capteur et la reponse de la

plaque a une tension imposee a Pactionneur peuvent etre calculees independamment. Leurs
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resultats ont demontre que la masse et la rigidite des plaquettes piezoceramiques avaient

une influence notable sur la reponse transitoire du systeme.

Un modele semblable a celui de Hwang, Park et Hwang [27, 28] mais plus versatile a

ete presente par Detwiler, Shen et Venkayya [16]. En effet, ce modele possede 2 DDL en

deplacement de plus par noeud afin de tenir compte de 1'efFet membrane et du couplage

membrane-flexion. De plus, les capteurs et les actionneurs sont modelises comme des couches

supplementaires et leur position n'est pas limitee. Les equations de mouvement sont derivees

a partir du principe variationnel en tenant compte a la fois de Penergie potentielle elastique

et electrique. Ces equations sont discretisees en elements finis bidimensionnels en utilisant

la theorie classique des plaques laminees (CLPT).

Les modeles par elements finis proposes jusqu a maintenant pour analyse! les structures

intelligentes etaient principalement limites aux poutres et aux plaques minces a cause du

type de champ de deplacement utilise (CLPT ou FSDT). Les modeles d'elements finis bases

sur la theorie classique des lamines (CLPT) ou la theorie de deformation en cisaillement de

premier ordre (FSDT) predisent correctement Ie comportement global des plaques laminees

pour les premiers modes de vibration. Cependant, ces modeles souffrent de problemes de

rigidite en cisaillement et de modes de deformation qui necessitent une attention particuliere.

Pour obtenir des resultats plus precis dans Ie cas de poutres ou de plaques epaisses, il est

necessaire d'utiliser une theorie discrete ou d'ordre superieur. Afin d'ameliorer la precision,

Samanta, Ray et Bhattacharyya, [47] ont presente une formulation par elements finis basee

sur une theorie d'ordre superieur de plaques laminees (HSDT). Un element quadratique

bidimensionnel a 8 noeuds a ete utilise pour discretiser la geometrie. Leur modele permet

done de trailer a la fois les plaques minces et epaisses.

Un modele d'elements finis de plaque base sur une theorie discrete a ete presente par Heyliger

et Ramirez [25] pour Panalyse de plaques contenant des couches piezoelectriques. Un champ

de deplacement permettant d'avoir une discontinuite C1 (pente - premiere derivee) aux in-

terfaces des couches represente plus fidelement Ie comportement theorique et physique d'une

plaque multicouche. Dans cette etude, deux modeles differents ont ete consideres. Le premier
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modele permet une deformation de la plaque dans la direction de Pepaisseur contrairement

au deuxieme modele. Le probleme considere permet de determiner Ie comportement des

champs elastique et electrique dans la direction de 1'epaisseur d une plaque laminee com-

posee de couches purement elastiques, piezoelectriques ou de materiaux conducteurs. Les

excitations peuvent etre introduites soit par une force mecanique ou electrique. Les resultats

presentes permettent de conclure que 1 hypothese de deformation nulle dans la direction de

Pepaisseur d'une plaque multicouche doit etre utilisee avec precaution car des erreurs sig-

nificatives pour etre obtenues pour certaines conditions de charge.

2.4 Conclusion

A partir de 1'analyse de Petat des connaissances, on constate que la modelisation de capteurs

et d'actionneurs piezoelectriques peut se faire a partir de plaques multicouches. Les capteurs

et les actionneurs sont representes par des couches piezoelectriques a 1'interieur de la plaque

laminee.

La plupart des theories developpees pour analyser les composites piezoelectriques incluent

des limitations qui peuvent fausser Ie comportement pour certaines applications. Par exem-

pie, lors de Panalyse de lamines epais, Phypothese de Love-Kirchhoff conduit souvent a

des resultats peu precis. De plus, certaines etudes utilisent une representation de force

equivalente pour induire des deformations d actionneurs dans Ie lamine. Ces approches

ne solutionnent pas les equations de couplage piezoelectrique mais essaient de les simuler

indirectement.

Une nouvelle modelisation par elements finis de plaques laminees piezoelectriques capable

de modeliser la variation d'epaisseur des couches, la lamination, la reponse des capteurs et

des actionneurs et la reponse locale et globale de la plaque est necessaire. Pour analyser

des lamines epais, un rafHnement des modeles deja existants est indispensable. Dans cette

presente etude, un champ de deplacement et de potentiel electrique lineaires et discrets
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seront utilises pour modeliser Ie comportement d'une plaque laminee dans la direction de son

epaisseur. Notre formulation permettra. d'etudier la contribution structurale des actionneurs

et des capteurs ainsi que leur couplage avec 1'efFet piezoelectrique. De plus, 1'amortissement

sera pris en compte par la modelisation de couches viscoelastiques a 1'interieur de la plaque

laminee.

Le developpement d un tel element permettra de faire des etudes d'optimisation sur la

position des capteurs et des actionneurs piezoelectriques, sur Pamortissement actif et sur

Pisolation active. L'originalite de ce travail reside dans Papplication d'une theorie discrete

de champs de deplacement et du potentiel electrique a des plaques multicouches a la fois

elastiques, piezoelectriques et viscoelastiques.
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Chapitre 3

Theorie des materiaux elastiques

3.1 Introduction

Ce chapitre fait un rappel sur la theorie de 1'elasticite lineaire applicable pour des materiaux

homogenes et isotropes, theorie qui sera utilisee dans Ie reste de ce document. II s'agit prin-

cipalement d exposer les equations regissant Ie comportement d un corps elastique. Dans

un premier temps, une approche locale sera utilisee pour caracteriser Ie comportement d'un

corps elastique tridimensionnel. Par la suite, a partir d hypotheses classiques, Ie comporte-

ment local d'une plaque elastique epaisse sera presente. Finalement, les relations locales

obtenues seront utilisees pour caracteriser Ie comportement global d'une plaque epaisse

elastique. Les relations ainsi obtenues seront utilisees ulterieurement lors de 1'elaboration

de la formulation variationnelle d'une plaque multicouche.

3.2 Approche locale — theorie de Pelasticite lineaire

Dans cette section, les equations de la theorie de 1 elasticite lineaire seront presentees. Ces

equations permettent de caracteriser localement Ie comportement d'un corps elastique et
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d'evaluer les 15 variables fondamentales d'un probleme d'elasticite : 3 deplacements (u,

v, w), 6 contraintes (cr^, o-y, (7.3, r^y, r^, Ty^) 6 deformations (£3;, £y, ^, 7^, jxz 7y^). Un

rappel sera done fait sur les equations de mouvement, les lois de comportement, les relations

deform ation-deplacement et les conditions aux limites.

/

3.2.1 Equations de mouvement

La figure 3.1 montre Petat de contrainte en un point d'un corps elastique sollicite par un

systeme de forces volumiques externes Fx, Fy et Fz. Les equations de mouvement d un corps

elastique sont obtenues en faisant Pequilibre des forces internes et externes agissant selon

les 3 directions principales a;, y et z [35]. Nous trouvons alors

9(Tx , ST:

9x
9r.

+ xy

xy

9x
Qrxz

9x

+

9y
9(7,

+

9y
9r^

+

+

OTr
9z

9r^

+ FX =

yz

yz

Qy +

9z
Oo-z

9z

^Fy =

+F. =

pu

pv

pw

(3.1)

(3.2)

(3.3)

^a—^r^,"^sy

r,, + -^ tl/.

Figure 3.1: Etat de contrainte en un point d'un corps elastique.

ou p est la densite du corps elastique. Ce bilan mecanique, correspondant a 1'equilibre des

forces, s'exprime par V equation de Newton pour les milieux continus.
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3.2.2 Lois de comportement

Les lois de comportement expriment la relation qui existe entre les contraintes et les

deformations d'un corps elastique (loi de Hooke). Ces relations ont etc obtenues a la

suite de nombreuses observations experimentales [4]. Pour un corps isotrope se deformant

lineairement, les lois de comportement sont

E
(T-r. =

0~11 =

CTy. =

T~xy =

Tyz =

(1+^(1-2^)
E

(1+^(1-2^)
E

(1+^(1-2^)
E

2(l+^)7a;y
E

2(1 +^)7a"
E

'^yz

Mi-^)+^fe/+^)|

\£y(l-v) +^(^+^)|

|^(l-^)+^+£y)|

2(1 +^>

Sous forme matricielle, les lois de comportement s expriment comme suit

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

^x

(Ty

<^z

Txy

^xz

[ryz )

B(l - v)
(1+^(1-2^)

1-v 1-v

1-v

v v
T=v 1—u

0 0

1-v

1

0

0

0

0
0

0
l-2v
2(1^1

0

0

0

0
0

0
1-2^

2(1^)
0

0
0

0
0

0
l-2v

2(1-^)J

x

€y

£z

7xy

^xz

ITy-z

(3.10)

soit

{a} = [C] {£}
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ou

{a} Vecteur des contraintes
{e} Vecteur des deformations
[C] Matrice des constantes elastiques

3.2.3 Relations deformation-deplacement

La figure 3.2 represente un corps ayant subit une deformation normale et de cisaillement.

D6formation normale

r* .A'

Aa ^t

D6formation de cisaillement

B'.

Ab /
{

/
; <---

'r"

/

/

..-"-*

Aa

Figure 3.2: Corps avant et apr es deformation

La deformation normale e et la deformation de cisaillement 7 sont definies comme suit [35].

£ == Urn
Aa->-0

I'A' - I A

IA
7T

Um [--A'I'B'
Aa -+ 0

Ab -)• 0

(3.12)

(3.13)

A partir de ces definitions et en faisant 1 hypothese que les deformations du corps elastique

sont faibles (i.e. elasticite lineaire), nous arrivons a exprimer les relations deformation-

deplacement comme suit [35] :
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£» - s (3-14)

., = g (3.15)

. = ^ (3.16)

— yi (3.17)

- = £^ (3.18)
9w . 9v^ = i+^ (3-19)

ou u, v et w representent les deplacements du corps dans les directions x, y et z respective-

ment.

3.2.4 Conditions aux limites mecaniques

Aux equations precedentes, il faut associer des conditions aux limites de deplacements et

de forces sur la frontiere du corps elastique.

Conditions cinematiques (deplacements)

Sur une partie Su de la frontiere, des deplacements u, v et w peuvent etre imposes [15].

U ( 2' u > ?/u i ^"u J ==

v(Xn, yn, Zn) = V OU (Xn, ^, Zn) G Sn (3.20)

w(xu,yu^u) = w

Ces relations sont parfois appeles conditions aux limites essentielles.
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Conditions cTequilibre (forces)

Sur une partie Sf de la frontiere, des forces par unite de surface (contraintes) ,3;, fy et fz

peuvent etre imposees [35].

tx(xf^ y/^ Zf) = a^x + Txyny + TXZ^Z = fx

ty(Xf,yf,Zf) = T^Tla, + (TyTly-}-Ty^ = fy OU (Xf,Vf,Zf) ^Sf (3.21)

tz(Xf, Vf, Zf) = Txz^x + Tyzny + 0-z^ = fz

ou n;c, ny et n^; representent des vecteurs unitaires dans les directions a;, y et z respective-

ment. Ces relations sont parfois appelees conditions aux limites naturelles.

3.3 Approche locale — theorie de plaque elastique

Afin de trailer des problemes de plaques elastiques epaisses, des hypotheses doivent etre

imposees afin de simplifier les equations generales de Pelasticite lineaire. L'hypothese clas-

sique de plaque de Mindlin permet de trailer Ie cas de plaques epaisses en tenant compte de

Peffet du cisaillement transversal. Cette section traitera done du cas bidimensionnel de la

theorie de Pelasticite. Les hypotheses de Ivlindlin seront utilisees pour simplifier les equations

presentees a la section precedente.

3.3.1 Champ de deplacement

Nous savons que les plaques multicouches ont generalement une epaisseur considerable

{h/L > 0.1). Par consequent, PefFet du cisaillement transversal est non negligeable et

la theorie de plaque la plus adequate a utiliser est celle de Mindlin. Cette theorie fait

1'hypothese que les sections droites avant deformation restent droites apres deformation.

Contrairement a la theorie de plaque de KirchhofF, les sections droites ne forment pas
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necessairement un angle droit avec Ie plan neutre de la plaque apres deformation [11].

plan de r6f6rence

Figure 3.3: Schema d une plaque elastique.

Section de plaque initiale Section de plaque deformee

Figure 3.4: Deformation d'une section de plaque elastique.

Supposons qu'une plaque elastique (voir figure 3.3) est soumise a une charge quelconque.

Selon la theorie de plaque de Mindlin, la section de la plaque se deformera comme 1 illustre

la figure 3.4. Le champ de deplacement correspondant est Ie suivant
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'9wo(x,y,t)
u(x,y,z,t) = uo(x,y,t)-z ( "~u^'-/ -^(x,y,\

v(x,y,z,t)

w(x,y,z,t)

9x
'9wo(x,y,t)

[x, y,t) - z [ — ~^v' ' - (py[x, y, \
9y

= UQ (x,y, t) - zQ^ (x,y, t)

== vo(x,y,t) - z0y(x,y,t)

= wo(x,y,t)

ou

uo(x,y,t)
vo(x,y,t)
WQ (x, y,t)
8u>o(x,y,t)

Qx
8wo(x,y,t)

9y
yx(x,y,t)
yy{x,y,t)
Ox(x,y,t)
Oy(x,y,t)

Deplacement membrane dans la direction x
Deplacement membrane dans la direction y
Deplacement transversal

Rotation de flexion des sections normales a 1 axe x

Rotation de flexion des sections normales a 1 axe y

Rotation de cisaillement des sections normales a 1 axe x
Rotation de cisaillement des sections norm ales a 1 axe y
Rotation totale des sections normales a, 1 axe x
Rotation totale des sections normales a 1 axe y

Ce champ de deplacement est lineaire dans la direction de Pepaisseur de la plaque et il

tient compte a la, fois de Peffet membrane, de PefFet de flexion et de 1 effet du cisaillement

transversal. Sous forme matricielle, il s'exprime comme suit
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(3.22)

soit

{U} = [T<]M - z[T.]{u}

ou
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[Tf] Operateur de localisation des variables de translation
[Tr] Operateur de localisation des variables de rotation

Notons que les variables de rotation de flexion QWQ/QX et QwQ/Qy sont redondantes et

inutiles pour 1'instant. Nous verrons leur utilite au chapitre traitant des materiaux multi-

couches.

3.3.2 Lois de comportement

Afin de simplifier Ie probleme tridimensionnel d'elasticite en un probleme bidimensionnel,

une hypothese doit etre adoptee : 1'hypothese de contrainte plane ((T^ = 0) ou Phypothese

de deformation plane (s^ = 0) [35]. Dans notre cas, une hypothese de contrainte plane sera

adoptee etant donne que la contrainte dans la direction de Pepaisseur de la plaque est tres

faible comparativement aux contraintes dans les deux autres directions <7z <€ ^x^y Pa-r

consequent, la, contrainte dans la direction de 1'epaisseur de la plaque sera supposee nulle.

az = (i+^i_2^)IEZ(1 ~ v) + ^ + £y)] = ° (3-23)

alors,

£,=——(e^£y) (3.24)

Dans ce cas, les lois de comportement deviennent
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(TT. =
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E
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E
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7yz"" - 2(T+^

La forme matricielle des lois de comportement devient alors
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(3.31)

(3.32)

Notons qu'etant donne Ie champ de deplacement utilise, la deflexion transversale de la plaque

est constante dans la direction de Pepaisseur (^ = 0). Par consequent, la deformation

transversale est nulle {ez = 0) malgre 1'hypothese de contrainte plane imposee.

II est possible de separer les lois de comportement en deux composantes : une composante

membrane-flexion et une composante cisaillement. La composante membrane flexion repre-

sente les contraintes et les deformations causees par PefFet membrane et 1'efFet de flexion
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alors que la composante de cisaillement represente les contraintes et les deformations causees

par Peffet du cisaillement [29]. L'equation (3.31) devient alors

0'x
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0

0
1-v

2

(3.33)

soit

{amf}

{^}
[G»/] o
o [cy

km/}

{£<=}
(3.34)

ou

{(Tmf} Vecteur des contraintes dues aux efFets membrane et flexion
{<7c} Vecteur des contraintes dues au cisaillement
{£m/} Vecteur des deformations dues aux effets membrane et flexion
{£c} Vecteur des deformations dues au cisaillement
[Cm f] M.&ince des constantes elastiques pour les effets membrane et flexion
[Cc] Matrice des constantes elastiques pour Ie cisaillement

3.3.3 Relations deformation-deplacement

Nous avons vu a la section 3.2.3 les relations deformation-deplacement de la theorie bidi-

mensionnelle de Pelasticite lineaire. En appliquant ces relations au champ de deplacement

defini a la section precedente, nous obtenons

34



•X

£y

Sz

^xy

'7x2

7yz

QUQ
9x

QVQ
9y

0
QUQ

.9y

-e.7X

-»..7y

z

+

+

+

90^
9x

96y
9y

QVQ
9x

9wo
9x

9wo

90^ , 90y
9y 9x

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Sous forme matricielle, les relations deform ation-deplacement d une plaque de Mindlin s -

expriment comme suit
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{£}=[Dn]{u}

ou

{e} Vecteur des deformations
{u} Vecteur des deplacements
[Du] Operateur differentiel des deplacements

(3.41)
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Le vecteur des deformations peut etre divise en 3 parties, soit

Deformations dues a PefFet membrane

w=

QU(
Qx

QVQ
Qy

0
9uc QVQ

9x

Q_
Qx

0

0
9

,9y

0
Q

Qy

0
_9_
Qx

0
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
0

UQ

VQ

WQ

9 we
%

9w(
Qy

(3.42)

soit

ou

W = [D^]{u]

{?} Vecteur des deformations dues a 1'efFet membrane
[Dum] Operateur differentiel des deplacements dus a PefEet membrane
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Deformations dues a la flexion

{x} = ~4x} = -^ <i

90s
. 9y

90s
9x

96^
9y

0

+ 90y_
"Qx

• = —z

0

0

0

0

0

0

0
0

0

0

0
0

Q_
9x

0

0
Q_

Qy

0
Q

9y

0
9_

Qx

0

0

0

0

0

0

0

0

UQ

VQ

WQ

QW(
Qx

9wf~w

(3.43)

soit

ou

{X} = [Dnf]{u}

{x} Vecteur des deformations dues a la flexion
[Duf] Operateur differentiel des deplacements dus a la flexion

Deformations dues au cisaillement

{f}=
QUI(
Qx

QW(
Qy

00^-1 0 00

00^ 0 -100

UQ

VQ

WQ

9wc
9 x

OWQ
~0y~

(3.44)
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soit

W=[Dnc]{u}

ou

{7} Vecteur des deformations dues au cisaillement
[Due] Operateur differentiel des deplacements dus au cisaillement

3.4 Approche globale - principe de Hamilton

Maintenant que les equations regissant Ie comportement local d une plaque epaisse elastique

sont bien posees, utilisons les pour caracteriser son comportement global. Pour ce faire,

Ie principe variationnel de Hamilton sera utilise. Ce principe est base sur une approche

energetique. Ce principe n'est en somme qu'une forme integree dans Ie temps du principe des

travaux virtuels. Nous devrons done definir les expressions de Penergie cinetique, de 1'energie

de deformation et du travail des efforts externes d'une plaque. L approche energetique est

a la base de la methode des elements finis.

3.4.1 Fonctionnelle de Hamilton

Soit la fonctionnelle de Hamilton H suivante [21]

H= I (T-V+W)dt (3.45)

ou

T Energie cinetique
V Energie potentielle
W Travail des efforts externes
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Selon Ie principe de Hamilton, Ie mouvement reel d'une plaque est celui qui rend stationnaire

la fonctionnelle de Hamilton

g I (T-V-\-W)dt=0 (3.46)

par rapport a toute variation arbitraire de deplacement compatible entre deux instants t^

et ^2» ma-is s'annulant toutefois aux extremites de Pintervalle.

8q(ti} = Sq(t,) = 0 (3.47)

Les expressions de Penergie cinetique T et potentielle V ainsi que Ie travail fait par les

efforts externes W sont donnees aux sections suivantes.

/->
3.4.2 Energie cinetique T

Pour un milieu continu elastique, Penergie cinetique T est definie comme suit

-H(S)^ @HS)'-
Sous forme matricielle, 1 energie cinetique s exprime comme suit

T=12PUU}t{u}dv (3-49)

ou {U} est Ie vecteur des deplacements u, v et w. En substituant 1'expression matricielle

du champ de deplacement (3.22), nous obtenons
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T = ^piwt([Tt}t-z[Tr\t}([Tt\-z[TA}{u}dV
<v

= \P I W [[Ttf [Tt] - z ([T^ [T,] + [Tff [T,]) + z2 [Tr]t [T,]] {u} dV (3.50)
<v

En integrant Penergie cinetique dans la direction z a Pinterieur des bornes [z- /i/2, z+^/2],

nous obtenons

T =

soit

|p ^ {&}' [h [Tt]1 [T,] - ^ ([T.]' [Tt] + [Tt]t [T,]) + (^ 4- ^h) [T,]t [T.]] {»} dS

T=y {u}t[M,}{u}dS (3.51)

ou

[M.]=

h

0

0

—zh

0

0

0

0

h

0

0
—zh

0

0

0

0

h

0

0

0

0

—zh

0

0

t?+^h
0

0
0

0

—zh

0

0
^+z2hJ2

0

0

0

0

0

0

0
0

0

0

0

0

0
0

0

0

(3.52)

ou z represente la position du plan neutre de la plaque par rapport au plan de reference.

Remarquons que lorsque Ie plan neutre de la plaque se situe a la position du plan de reference

(z = 0), les termes de couplage membrane-fiexion disparaissent a 1'interieur de la matrice

[M.].
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3.4.3 Énergie potentielle V

Pour un milieu continu élastique, l'énergie potentielle V correspond à l'énergie de déforma

tion qui est définie comme suit

V = \f ai£idV (3.53)
^ Jv

= 1,2,... ,6. À partir de la loi de comportement d'un matériau élastique (3.33) ,

l'expression de l'énergie de déformation s'écrit comme suit sous forme matricielle

V=\j^{e)'[C\{e}dV (3.54)

Pour le cas d'une plaque de Mindlin tenant compte de l'effet membrane, l'énergie de

déformation peut être divisée en quatre composantes : l'énergie de déformation due à l'effet

membrane, à la flexion, au couplage membrane-flexion et au cisaillement.

V - Vmembrane d" Vflexion + Vmembrane-flexion "b ̂ cisaillement (3.55)

Énergie de déformation due à PefFet membrane

À partir du vecteur des déformations dues à l'effet membrane (3.42) et des lois de com

portement (3.33), nous définissons l'énergie de déformation due à l'effet membrane comme

suit

= \l^{D}'[C„,]mdV (3.56)
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En integrant Penergie potentielle dans la direction z a Pinterieur des bornes [z—h/2, z-{-h/2]^

nous obtenons

Vmembrane = ^ [ W [Cm}} W dS (3.57)
fs

Energle de deformation due a la flexion

A partir du vecteur des deformations dues a la flexion (3.43) et des lois de comportement

(3.33), nous definissons Penergie de deformation due a la flexion comme suit

Vf^ion = ^ f{x}t[Cmf]{x}dV (3.58)
'V

En integrant Penergie potentielle dans la direction z aPinterieur des bornes [z—h/2, z-\-h /2],

nous obtenons

V/lerion = ^+^)^{X}< [£'„,/] {x}dS (3.59)

/

Energie de deformation due au couplage membrane—flexion

A partir des vecteurs des deformations dues a PefFet membrane (3.42), a la flexion (3.43) et

des lois de comportement (3.33), nous definissons Penergie de deformation due au couplage

membrane-flexion comme suit

Vmembrane-fle.ion = ^ [ {f3}t [Cmf] {x} + {x}t [Cmf] W dV (3.60)
fv
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En integrant 1 energie potentielle dans la direction z a Pinterieur des bornes [z—h/2, ^+/i/2],

nous obtenons

Vmembrane-flexion = -^h / {/3}t [Cm f] {x} + {x}t [Cm f] {f3] dS (3.61)
vs

Energie de deformation due au cisaillement

A partir du vecteur des deformations dues au cisaillement (3.44) et des lois de comportement

(3.33), nous definissons Penergie de deformation due au cisaillement comme suit

Vdsaillerr.eni = ^k f Wt[Cc}W dV (3.62)
fv

Un facteur de correction en cisaillement k est introduit pour tenir compte du fait que

la. distribution de la contrainte de cisaillement decoulant du champ de deplacement de

Mindlin est lineaire alors qu'elle devrait etre parabolique. Afin que 1'energie de deformation

en cisaillement de la distribution lineaire (Mindlin) soit egale a celle de la distribution

parabolique (reelle), un facteur de correction en cisaillement de 5/6 doit etre applique [29] .

Notons que cette valeur est exacte uniquement pour un cas de plaque monocouche.

En integrant 1'energie potentielle dans la direction z a Pinterieur des bornes [z—h/2, z^-h/2]

et en supposant que la composante volumique est constante dans cette direction, nous

obtenons

Vd.aillement = ^ ( Wi[Cc}W dS (3.63)
vs

Finalement, nous obtenons Pexpression de 1'energie de deformation de la plaque de Mindlin
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v=\j, h W [<7">/1 W+ (S + Z2h} W [C<">/1 W
membrane ' ^ ^

flexion

^ (Wt [c^f] {x} + {xY [C^f] {P}}^
membrane—flexion

+ kh Wt [Co] WdS (3.64)
s._ "'.__ ^

•V

cisaillement

3.4.4 Travail W

Pour un milieu continu elastique, Ie travail fait par les efforts externes W est defini comme

suit

W = / {uY {F} dV + / {uY {f} dS + {uY {P} (3.65)
ry Js

ou

{F} Force volumique
{/} Force surfacique
{P} Force ponctuelle

En integrant la composante volumique du travail fait par les efforts externes dans la direction

z a 1'interieur des bornes [z — h/2, z + h/2] et en supposant que la composante volumique

est constante dans cette direction, nous obtenons

W = I (h [uY {F} + {uY {/}) dS + {uY {?} (3.66)
fs
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3.5 Conclusion

Un rappel sur la theorie des materiaux elastiques a ete fait pour pouvoir modeliser Ie

comportement des couches elastiques a 1'interieur d une plaque multicouche. La theorie

de plaque utilisee tient compte de 1'effet du cisaillement (theorie de M^indlin). Les relations

obtenues seront reprises lors du developpement de la formulation variationnelle d'une plaque

multicouche aux proprietes elastiques, viscoelastiques et piezoelectriques.
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Chapitre 4

Theorie des materiaux

piezoelectriques

4.1 Introduction

Ce chapitre fait un rappel sur la theorie de la piezoelectricite lineaire. Rappelons que nous

sommes interesses a modeliser une plaque multicouche contenant des couches de materiaux

elastiques et des couches de materiauxpiezoelectriques. Les couches piezoelectriques agissent

soit comme capteurs ou actionneurs. Tout comme pour Ie cas des materiaux elastiques

(chapitre 3), nous modeliserons Ie comportement d'un corps piezoelectrique tridimensionnel

et bidimensionnel selon une approche locale. Finalement, une approche globale sera utilisee

pour formuler Ie comportement d'une plaque piezoelectrique. Les relations ainsi obtenues

seront utilisees ulterieurement lors de 1'elaboration de la formulation variationnelle d'une

plaque multicouche.

Afin de faciliter la comprehension des phenomenes electriques a 1 interieur d un corps

piezoelectrique, une analogie peut etre faite entre les comportements mecanique et elec-

trique. Le tableau 4.1 presente 1'analogie entre les differentes variables mecaniques et elec-
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TABLEAU 4.1: ANALOGIE ENTRE LES VARIABLES MECANIQUES ET ELECTRI-
QUES

Mecanique
Variables

Deplacement
Force
Contrainte
Deformation
Rigidite
Module de rigidite

Unites

metre
newton

newton/metre2
metre/metre
newton/metre
newton/metre

Electrique
Variables

Potentiel
Charge
Deplacement
Champ electrique
Capacite
Module dielectrique

Unites
volt
coulomb
coulomb/metre2
volt/metre
coulomb/volt
coulomb/volt'metre

triques.

4.2 Approche locale — theorie de la piezoelectricite lineaire

Dans cette section, les equations de la piezoelectricite lineaire 3D seront presentees. Ces

equations permettent de caracteriser localement Ie comportement cPun corps piezoelectrique

et d'evaluer les 7 variables electriques fondamentales d'un probleme de piezoelectricite : 1

potentiel electrique (f)^ 3 deplacements electriques (-Da;, Dy, Z).;;) et 3 champs electriques {Exi

Ey^ Ez). Un rappel sera done fait sur les equations de mouvement, les lois de comportement,

les relations champ-potentiel electrique et les conditions aux limites.

/^
4.2.1 Equations de mouvement

Les equations de mouvement electriques d'un corps piezoelectrique sont obtenues en faisant

Pequilibre des charges electriques a 1'interieur de son volume [49]. Nous supposerons que Ie

material! piezoelectrique ne permet pas 1 accumulation de charges. Nous trouvons alors

9D^ , 9Dy . 9D
9x + 9y + Oz

=0 (4.1)
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Ce bilan electrique, correspondant a 1'equilibre des charges electriques, s'exprime par Ie

theoreme de Gauss (ou equation de charge de Pelectrostatique).

4.2.2 Lois de comportement

Les lois de comportement d'un materiau piezoelectrique expriment la, relation qui existe

entre les deplacements et les champs electriques ainsi que Ie couplage entre les deplacements

electriques et les deformations mecaniques et entre les contraintes mecaniques et les champs

electriques. Ces lois de comportement sont presentees dans Pouvrage de Tiersten [49]. Notons

que Ie phenomene de piezoelectricite est reversible et qu il comporte un effet direct et inverse.

Pour un materiau piezoelectrique polarise dans la direction de Pepaisseur (z), les lois de

comportement sont :

EfFet direct de la piezoelectricite

Dx

Dy

D.

0 0 0 0 ei5 0

0 0 0 624 0 0

631 632 633 0 00

€x

Ey

£z

7a?y

'YXZ

7yz

+
dll

0

0

0

^22

0

0

0

^33

^
Ey

E^

(4.2)

soit

{D} = [e]{e] + Wt{B} (4.3)

ou
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{D} Vecteur des deplacements electriques
{e} Vecteur des deformations
{E} Vecteur des champs electriques
[e] Matrice des constantes piezoelectriques en deformation
[d] M^atrice de permittivite dielectrique a deformation constante

EfFet inverse de la piezoelectricite

<^x

(7y

(TZ

Txy

^xz

^~yz

Cll Ci2 Ci2 0 0

Cl2 Cll Cl2 0 0

Cl2 Ci2 GH 0 0

0 0 0 C44 0

0 0 0 0 C44

00000

0

0

0

0
0

C44_

<

£x

£y

£z

7xy

/7xz

fyz

0

0

0
0

eis

0

0

0

0

624

0

0

631

es2

es3

0
0

0

<x

Ey

E.

(4.4)

soit

{a} = [q{e} - [e]({E} (4.5)

ou

{a} Vecteur des contraintes
{e} Vecteur des deformations
{E} Vecteur des champs electriques
[C] Matrice des constantes elastiques a champ electrique constant
[e] Matrice des constantes piezoelectriques en deformation

Les materiaux piezoelectriques couplent les equations mecaniques aux equations electriques.

Le terme de couplage est represente par la matrice des constantes electriques [e] qui relie les

deplacements electriques aux deformations mecaniques et les contraintes mecaniques aux

champs electriques.
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4.2.3 Relations champ-potentiel electrique

Les relations entre Ie champ electrique E et Ie potentiel electrique (f) sont definies comme

suit [52] :

E'= -g (4-6)

^ = -g (4-7)

.. = -9^ (..3)

Le champ electrique est done simplement Poppose du gradient du potentiel electrique.

4.2.4 Conditions aux limites electriques

Aux equations precedentes, il faut associer des conditions aux limites de potentiels et de

charges electriques. [52]

Conditions cinematiques (potentiel)

Sur une partie Scfc de la frontiere, des potentiels electriques (f) peu vent etre imposes.

(f)(x^y^,z^) = (/> ou (x^y^z^)<ES^ (4.9)

Ces relations sont parfois appeles conditions aux limites essentielles.
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Conditions d'equillbre (charges)

Sur une partie Sq de la frontiere, des charges electriques par unite de surface (deplacements

electriques) Da;, Dy et D^ peuvent etre imposees.

(lx\xqi Vqi ^q) = L)x ' lt1'x

qy(Xq,yq,Zq)=Dy-ny OU (Xq,Vq,Zq)€Sq (4.10)

q^Xq,yq,Zq)=Dz'n^

ou n^, ny et n^ representent des vecteurs unitaires dans les directions a;, y et z respective-

ment. Ces relations sont parfois appelees conditions aux limites naturelles.

4.3 Approche locale - theorie de plaque piezoelectrique

Afin de trailer des problemes de plaques piezoelectriques, des hypotheses doivent etre im-

posees afin de simplifier les equations tridimensionnelles de la piezoelectricite lineaire. En

plus de 1 hypothese de plaque de Mindlin pour la composante elastique, une hypothese de

champ electrique unidirectionnel {Ey; = Ey = 0) seraimposee pour la composante electrique.

Cette section traitera done du cas bidimensionnel de la theorie de la piezoelectricite. L'hypo-

these de champ potentiel unidirectionnel sera utilisee pour simplifier les equations presentees

a la section precedente.

4.3.1 Champ de potentiel electrique

Le potentiel electrique (f) est defini lineaire dans la direction de 1 epaisseur et constant sur

Ie plan x — y de la couche piezoelectrique. Cette hypothese est valide etant donne que

1'epaisseur des couches piezoelectriques est faible comparativement a Pepaisseur des autres

couches.
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^,y,^,t)=(z-z)^ (4.11)

ou

<^>o Potentiel electrique
h Epaisseur de la plaque
z Position du plan neutre de la plaque

4.3.2 Lois de comportement

II est possible de separer les lois de comportement en deux composantes : une composante

membrane-flexion et une composante cisaillement. Dans ce cas, Pequation de 1'efFet direct

de la piezoelectricite s ecrit

D^

Dy

D.

0000

0 0 0 624

631 632 633 0

ei5 0

0 0

0 0

Sx

£y

£z

7xy J

^xz

7yz

+

d11

0 d
0

•22

0

0

0

^33

EX

Ey

E..

(4.12)

et devient,

{D} = [emf]{e^} + [ec\{£c} + Wf{E} (4.13)

De meme, Pequation de 1'efFet inverse de la piezoelectricite s'ecrit
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et devient

Cll Cl2 Ci2 0

Cl2 Cn Ci2 0

Cl2 Ci2 Cn 0

0 0 0 C44

0
C44 0

0 C44

0 0 631

0 0 632

0 0 633

0 624 0

|ei5 0 0|

0 0 01

{(Tmf} = [Cmf]{£mf} - [emf] {E}

{^-J = [Cc]{£c} - [ec]t{E}

EX

Ey

E.

(4.14)

ou

{^mf}
{^mf}
[cmf]
[emf]
{"c}
{Ec}
[Cc]
[<-c]

w
{£•}

Vecteur
Vecteur
Matrice
Matrice
Vecteur
Vecteur
M^atrice
Matrice
MAtrice
Vecteur

des contraintes (membrane et flexion)
des deformations (membrane et flexion)
des constantes elastiques a champ electrique constant (membrane et flexion)
des constantes piezoelectriques en deformation (membrane et flexion)
des contraintes (cisaillement)
des deformations (cisaillement)
des constantes elastiques (cisaillement)
des constantes piezoelectriques en deformation (cisaillement)
de permittivite dielectrique a deformation constante
des potentiels electriques

4.3.3 Relations champ— potent iel electrique

Nous avons vu a la section 4.2.3 les relations champ-potentiel electrique de la theorie de

la piezoelectricite. En appliquant ces relations au champ de potentiel electrique defini a la

section 4.3.1, nous obtenons
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Ej; = Ey = 0

(4.15)

(4.16)

Notons que Ie champ electrique resultant est constant dans tout Ie volume de la plaque.

Sous forme matricielle, nous obtenons

EX

/y

E.

0

0
1~h

soit

{M (4.17)

{E} = [D^}W (4.18)

ou

{E} Vecteur du champ electrique
{<^>} Vecteur du potentiel electrique
[D^\ Operateur differentiel du potentiel electrique

Etant donne que la valeur de la tension est constante sur la surface de chacune des electrodes

(capteur ou actionneur), un seul degre de liberte electrique par couche est sufRsant pour

modeliser Ie potentiel electrique.

4.4 Approche globale — principe de Hamilton

MEaintenant que les equations regissant Ie comportement local d'une plaque piezoelectrique

sont bien posees, utilisons les pour caracteriser son comportement global. Tout comme pour
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Ie cas d'une plaque elastique, Ie principe de Hamilton sera utilise. Nous devrons done definir

les expressions de Penergie cinetique, de 1'energie potentielle et du travail fait par les efforts

externes.

4.4.1 Fonctionnelle de Hamilton

Nous avons vu a la section 3.4.1 que Ie principe variationnel de Hamilton s exprime comme

suit

8 I (T-V^-W)dt=0 (4.19)
'to

Sq(ti) = 8q(t^ = 0

ou

T Energie cinetique
V Energie potentielle
W Travail des efforts externes

Les sections suivantes presenteront les expressions de Penergie cinetique T et potentielle V

ainsi que Ie travail W pour Ie cas d une plaque piezoelectrique.

f^,

4.4.2 Energie cinetique T

La composante electrique d'un materiau piezoelectrique ne contribue pas a 1'energie cineti-

que. Par consequent, Pexpression de Penergie cinetique T est la meme que celle presentee a

la section 3.4.2, soit

T=^P l{u}tlMe]{u}dS (4.20)
is
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ou

[Me] =

h

0

0

—zh

0

0

0

0
h

0

0

—zh

0

0

0

0

h

0

0

0

0

—zh

0

0

g + ^h
0

0
0

0

—zh

0

0

^ + ^
0

0

0

0

0

0
0

0

0

0

0

0

0
0

0

0

(4.21)

4.4.3 Energie potentielle V

Pour un milieu continu piezoelectrique, Penergie potentielle V comporte deux composantes :

une composante elastique et une composante electrique. Nous definissons alors 1 energie

potentielle comme suit

y=l / aedV-1: [ DEdV
ry , ^ ^y

(4.22)

elastique electrique

Notons que 1 energie potentielle electrique est negative.

A partir des lois de comportement d'un materiau piezoelectrique 4.3 et 4.5,1 expression de

Penergie potentielle s'ecrit sous forme matricielle comme suit

v = I {£}' [C] {£},- {£}' [e]' {£} - {£}' [e] {e},- {£'}<Jd]< {£} dy (4.23)
elastique piezoelectrique dielectrique

soit
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elastique ~T~ Vpiezoelectrique T v dielectrique \tt"

En introduisant les lois de comportement a Pexpression de 1'energie potentielle, les com-

posantes elastique et electrique se sont couplees pour finalement former trois composantes :

les composantes elastique, piezoelectrique et dielectrique.

^

Energie potentielle elastique

L energie potentielle elastique est definie comme suit

Vela^ue = \( {e}i [C] {e} dV (4.25)
fv

En utilisant les vecteurs de deformation due a 1'efFet membrane, a la flexion, au couplage

flexion-membrane et au cisaillement (voir section 3.4.3), nous pouvons detailler 1'expression

de Penergie potentielle elastique

v^.u,^ = ^ y {/3}< [£•„/] {,3} A? + J (^ + z2h) ^ {x}< [C-^/] {x} dS

Azh [ {f3}t \.cmf} w + {xY [Cmf} W dS + ^kh [ Mt [Cc] {7} dS (4.26)
's ~ ~ z Js

Energie potentielle piezoelectrique

L'energie potentielle piezoelectrique est definie comme suit

VpU.oelectriqne = - ^ f {e}t [e]t {E} + {E}t [e] {e} dV (4.27)
'V
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En utilisant les vecteurs de deformation due a PefFet membrane, a la, flexion et au cisaille-

ment, nous pouvons detailler 1'expression de 1'energie potentielle piezoelectrique.

Vpifao.i,*.,.. =-\ Wt [e"v]t <E} + {x}' [<w]1 {^} + {7}< [ecf {E}

+ {EY [e^f] {,3} + {E}t [<„/] W + {£;}' [ej {7} ^(4.28)

Sachant que Penergie potentielle piezoelectrique due au cisaillement est nulle etant donne

que Ex = 0, 1'expression se reduit done a

Vpi^aelectrique = - ^ / Wt [emf]t {E} + {x}t [emf}i {E}
'V

+ {E}t [e^] {?} + {E}t [e^f] {x} dV (4.29)

En integrant Penergie potentielle piezoelectrique dans la direction z a Pinterieur des bornes

[z — /i/2, z + h/2], nous obtenons

Vpi^oelectrique = - ^ / h {/?}* [e^]* {E} + ^ {x}' [em/]' {E}
<s

-}-h {E}i [e^f] {?} + zh {E}t [e^} {x} dS (4.30)

Energie potentielle dielectrique

L'energie potentielle dielectrique est definie comme suit

Vdielectri^e = -^ f {E}' [df {E} dV (4.31)
]v

En integrant 1'energie potentielle piezoelectrique dans la direction z a 1 interieur des bornes

[z — /i/2, z + ^/2], nous obtenons
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Vdielectri,ue = -\h f {E^ [df {E} dS (4.32)
vs

4.4.4 Travail W

Le travail fait par les efforts externes fait sur une plaque piezoelectrique peut etre de nature

mecanique, s'il est fait par une force mecanique, et/ou de nature electrique, s il est fait par

une charge electrique.

W=W^c+Welec (4.33)

Travail mecanique Wjnec

Pour un milieu continu piezoelectrique, Ie travail mecanique Wmec est defini comme suit

Wmec = / {U}t {F} dV + / {uY {f} dS + {u}t {P} (4.34)
<v Js

En integrant la composante volumique du travail mecanique dans la direction z a 1 interieur

des bornes [z — h/2, z + ^/2], nous obtenons

Wmec = I (h {UY {F} + {U}t {f}) dS + {u}t {P} (4.35)
r5

ou

{u} Deplacement
{F} Force volumique
{/} Force surfacique
{P} Force ponctuelle
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Travail elect rique Weiec

Pour un milieu continu piezoelectrique, Ie travail electrique Weiec est defini comme suit

Weiec=- I Wt{D}dS (4.36)
r5

ou

{(f)} Potentiel electrique
{D} Charge electrique surfacique (deplacement electrique)

4.5 Conclusion

Un rappel sur la theorie des materiaux piezoelectriques a ete fait pour pouvoir modeliser Ie

comportement des couches piezoelectriques a I'interieur d'une plaque multicouche epaisse

(theorie de Mindlin). Ces relations seront reprises lors du developpement de la formula-

tion variationnelle d'une plaque multicouche aux proprietes elastiques, viscoelastiques et

piezoelectriques.
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Chapitre 5

Theorie des materiaux

multicouches

5.1 Introduction

Ce chapitre fait un rappel sur la theorie des materiaux multicouches. IMaintenant que les

theories des materiaux elastiques, viscoelastiques (chapitre 3) et piezoelectriques (chapitre

4) ont ete introduites, la theorie des materiaux multicouches nous permettra de joindre

ces deux dernieres theories. Dans un premier temps, une approche locale sera utilisee pour

caracteriser Ie comportement d'une plaque multicouche elastique et piezoelectrique respec-

tivement. Finalement, les relations locales obtenues seront utilisees pour caracteriser Ie

comportement global. Ces relations globales pourront etre utilisees ulterieurement lors de

la formulation d'un element fini multicouche.
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5.2 Approche locale — theorie de plaque elastique multicou-

che

Dans cette section, une theorie discrete de plaques elastiques laminees sera introduite. Ceci

signifie qu'un champ de deplacement lineaire sera defini pour chacune des couches. Nous

developperons done les relations de la theorie des plaques elastiques pour trailer les plaques

elastiques multicouches. Pour reduire la taille du probleme, nous imposerons des conditions

de continuite des deplacements et des contraintes de cisaillement a Pinterface de chacune

des couches. Les relations ainsi obtenues seront utilisees pour developper la formulation

variationnelle.

5.2.1 Champ de deplacement

Nous avons vu a la section 3.3 que la theorie la plus adequate pour modeliser des plaques

multicouches considerablement epaisses est celle de ]V[indlin. De plus, la modelisation la plus

generale d'une plaque multicouche est de definir un champ de deplacement independant pour

chacune des couches [48].

Supposons qu'une plaque laminee composee de N couches elastiques (voir figure 5.1) est

soumise a une charge quelconque. Selon la theorie de plaque de Mindlin, la section de la

plaque se deformera comme 1 illustre la figure 5.2.

En superposant une serie de champs de deplacement respectant les hypotheses de la theorie

de Mlndlin, nous obtenons Ie champ de deplacement discret correspondant

,CTI|

ucn(x^^z^t) = uy(x,y,t) -z^wo ^'y'</; - vT(x^^t)) = uy(x^^t) - z6^(x^y^

, en i

vcn(x^y^^ = v^(x^^)-z^wo^y^}-^n(x^,t)^v^(x^,t)-z0^(x^^)

wcn(x,y,z,t) = w^n(x,y,t)
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plan de r6f6rence

Figure 5.1: Schema d'une plaque elastique multicouche

Section de plaque initiale Section de plaque deformee

c(n+l)

couche
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B

WQ

c(n-l)

/
,.. \8w/_ I^ / > x
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< uc(n-l) X
lcnuo-

Figure 5.2: Deformation d'une section de plaque elastique multicouche.
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ou

u'on(x,y,t)
v^n(x,y,t)
w^n(x,y,t)
9w^n(x,y,t)

9<%y,t)
~9y

yT(x^.t)
^n(x^^t)
0T(x^^t)
oy^.y.t)
zcn

Deplacement membrane dans la direction x de la ne couche
Deplacement membrane dans la direction y de la ne couche
Deplacement transversal de la ne couche

Rotation de flexion des sections normales a 1'axe x de la ne couche

Rotation de flexion des sections normales a Paxe y de la ne couche

Rotation de cisaillement des sections normales a 1'axe a; de la ne couche
Rotation de cisaillement des sections normales a Paxe y de la ne couche
Rotation totale des sections normales a Paxe x de la ne couche
Rotation totale des sections normales a Paxe y de la ne couche
Position z par rapport au plan de reference de la ne couche

Notons que la deflexion transversale w^n de la plaque laminee est la meme pour toutes les

couches. Ce champ de deplacement tient compte a la fois de PefFet membrane, de PefFet de

flexion et du cisaillement transversal. Sous forme matricielle, il s'exprime comme suit

wl

1000000

0100000

0010000

,cn'0'

Qcn
'y

9wS"
9a;

Qwm
~Qy

— z

0001000

0000100

0000000

, en
bo

V,
, en'0'

WQ"

ecn

OT
Qwm

9x
9<l
~0y~ ' ^

(5.1)

soit

{Ucn} = [Tt]{ucn} - z[Tr}{ucn}
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5.2.2 Relations deformation-deplacement

Nous avons vu a la section 3.2.3 les relations deformation-deplacement de la theorie de

1 elasticite. En appliquant ces relations au champ de deplacement defini a la section (5.2.1),

nous obtenons les relations suivantes

.en _

y

.en

,cn _
ixy ~

a.

'yz

9y^
9x

9v^n

9y

90C.
— z-

— z

9x
90cyn

9y
0

9u^n , 9v^n
9y 9x

9w^n
9x

9w^n

-^4-

)cn
'" +~9y

'90^n , 90cyt
-z{ r^-+-^-

9y 9x

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

Sous forme matricielle, les relations deformation-deplacement d'une plaque multicouche

s'expriment comme suit

'xy

,cn
xz

'yz )

_9_
9 x

0

0
Q_
9y

0

0

0
8
9y

0
_9_
Qx

0

0

0

0

0
0
Q_

9x
9
9y

A.
~Qx

0

0
.-9.

-1

0

0

z^-zty

0
z-^-~Qx

0

-1

0

0

0
0

0
0

0

0

0
0

0

0

, en
lo

,cn
Jo

, en
/0

Qcn
'X

6cn
'y

9w^"
Qx

Q^_
Qy >

(5.8)

soit
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{ecn} = [Dn]{ucn}

ou

{ecn} Vecteur des deformations de la ne couche
{ucn} Vecteur des deplacements de la ne couche
[Du] Operateur differentiel des deplacements

Comme a la section 3.3.3, nous pouvons separer les deformations en trois composantes.

Deformations dues a Peffet membrane

{?'cn\ = ,

Qum
9x

9vm
~9y

0
Qumv Qv^n

Qx

a
Qx

0
0
9_

.9y

0
Q_
9y

0
Q_

Qx

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
0

0

0

0

0

0
0

u\

VQ"

wg"

ecn

,cn'0'

I en
'y

Qx
Qw"1
~9y~

(5.9)

soit

ou

{F} = [D^}{uen}

{/3cn} Vecteur des deformations de la ne couche dues a PefFet membrane
[-Dum] Operateur diiferentiel des deplacements dus a 1'efFet membrane
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Deformations dues a la flexion

{Xcn} = -z{xcn} = -^ {

90cn
Qx

Q6m
9y

0
Q9m , 9Qm

, Qy^ I Qxcn

0

0

0
0

0

0

0

0

0

0

0
0

Q_
Qx

0

0
Q_

9y

0
_9_

Qy

0
9

Qx

0

0

0

0

0|
0|
0|
0|

, en
''0

,cn
Jo

. enWQ"

ecn
x

"r
Qww

Qx
9wm

9y

(5.10)

soit

{Xcn} = [Dnl}{um}

ou

{Xcn} Vecteur des deformations de la ne couche dues a la flexion
[Duf] Operateur differentiel des deplacements dus a la flexion

Deformations dues au cisaillement

{7cn} =

9y
I en
'y

00^-1 0 00

0 ° % 0-100

, enIQ

, en
Jo

w,
,cn
0

OT
ey

Qwm
Qx

9^n
w

(5.11)
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soit

{fcn} = [D^{ncn}

ou

{'ycn} Vecteur des deformations de la ne couche dues au cisaillement
[Due] Operateur dilfferentiel des deplacements dus au cisaillement

5.2.3 Conditions de continuite

Afm de reduire Ie nombre d'inconnues du probleme, nous pouvons imposer certaines con-

ditions de continuite entre les couches. Ces conditions ont comme consequence de limiter

Ie mouvement de certaines variables du champ de deplacement des couches. La continuite

des deplacements et des contraintes de cisaillement sera imposee a 1'interface de 2 couches

successives [48]. Nous verrons qu'a, partir de ces conditions de continuite, les variables du

champ de deplacement des couches superieures peuvent etre exprimees a partir de celles de

la premiere couche [12]. Ceci permet d'avoir un nombre de variables inconnues constant peu

importe Ie nombre de couches de la plaque.

Continuite des deplacements aux interfaces des couches

La continuite des deplacements aux interfaces des couches (aucun glissement) s'exprime

mathematiquement comme suit

ucn(x,y,z=zcn+hcn/2) = uc(n+l\x,y,z=zcn+hcn/2) (5.12)

vcn(x,y,z=zcn+hcn/2) = vc^n+l\x,y,z=zcn-}-hcn/2) (5.13)

wcn{x,y,z=zcn-^hcn/2) = wc^+^(x,y,z=zcn+hcn/2) (5.14)
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En substituant les expressions du champ de deplacement, nous obtenons

, en \ , . ,, / i^cn

UQn - [^cn +^-] ^n = UCQ(n+l) - ^Zcn + — J ^n+l) (5.15)

en \ , . , / l^cn

"5"-(^"+"2-) OS" = ^»+l)-(ic»+^-)^(n+l) (5.16)

,c(n+l)JQ- = W'Q •-' [b.l

Finalement, nous arrivons a Pexpression des variables de deplacement de la (n+ l)e couche

,c(n+l) _ ,,cn _ { yen _L n ^ ^cn _ ^c(n+l)uo' ' = uo~ ~ [ z~" + -~o- J ^^" - °x'" ' ~' ] [Q--

^(n+1) ^ ^n _ ^cn 4. ^".^ ^cn _ ^(n+1)'
-'0 — U0 ~ \^ ~r ~)~ I \vy ~ vy~ '] \tJ'

w^(n+l) = w^n (5.20)

La figure 5.3 illustre graphiquement la condition de continuite des deplacements aux inter-

faces des couches.

Continuite des contraintes de cisaillement transversales aux interfaces des cou-

ches

Pour assurer la continuite de la contrainte de cisaillement aux interfaces, nous ecrivons

r^(x^y^=zcn+hcn/2) = T^I\X^^Z = zcn + hcn/2) (5.21)

r^(x^^=zcn^-hcn/2) = r^n+l\x^^=zcn^-hcn/2) (5.22)

ou Gcn represente Ie module de rigidite en cisaillement de la ne couche. Connaissant la loi

de comportement d'un corps elastique isotrope, nous pouvons ecrire
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Avant deformation Apr^s d6formation

z.

,c(a+l) couche(n+1)

couche n

^c(n+l) ""•^ QT

^c(n+l)

.en

z»+^_|ec^n+l)

, en

zcn+^-le2 J"x

^x

^ ^
^ u;<n+l)

Figure 5.3: Condition de continuite des deplacements aux interfaces des couches.

.en
xz

r~icn ^,cn _ ricnGr-" 7^" = >cn-^"+
9w^r
9x

.en _^ ^cn ^cn
, en

icn i UUJO
'v ' Qy

= Gcn ^

= Gcn ^

(5.23)

(5.24)

Notons a partir des equations precedentes que la contrainte de cisaillement est constante

dans la direction de Pepaisseur de la plaque. En substituant dans les expressions precedentes,

nous obtenons

, en
icn I ncn i UUJOGc" [~eT + ~9^

,cn
icn I acn i L/u/0

ry 9y

Qc(n+l) ( _^c(n+l) _^_
X

c(n-<9wi?
Qx

^("+1)
= (^(n+1) | _^("+1) + ^_

'v ' Qy

(5.25)

(5.26)

ou
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Gcn^n = G'c(n+l)^(n+1) (5.27)

Gcn^n = Gc(n+l)^(n+1) (5.28)

Apres manipulation

?cn / /^ncn\ ^->nc(n+1)
^(n+1) ^ ^ f ^cn _ VWO" \ ^_ C'WO'0?"1' = G^) [^ ~ ~9^) + 9x (5-29)

ff,("+l) = .Gcn.. ('ff- 9U>"^ I a<(n+l)
"»""" = G^W ^" ~ ~W) + ~~9y~~ (5'30)

ou

fcn
^(n+l) = ^ . ^cn
-x - Qc(n+l)^ ^•t

i en
3c.(n+1) = wcn
"y ~ Gc(n+i) Yy ^-l

Sachant que la deflexion w de la plaque est constante dans la direction de Pepaisseur, nous

pouvons ecnre

9w^n _ 9wc^l}
^ = *^- (5-33)
9wQn 9wc^n+l)
^ = v-^- (5.34)

Finalement, nous arrivons a Pexpression des variables de rotation de la (n + l)e couche en

fonction des variables de la ne couche
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ffc{n+l) ^
Gc

)c(n+l)
'y

(}c(n+l) "^
1 en

icn
Qc(n+l) "V

+(1-
Gcn \ 9wcon 9wco

+11-

Gc(n+l)j Qx
Gcn \ 9w^n

9x
9wcol

(9c(n+l)
Gcn

^

^Gc(n+l) ) Qy ~ Qy Gfc(n+1) ry

(5.35)

(5.36)

Nous voyons done qu'il est possible d'exprimer les variables de deplacement de la (n + l)e

couche a partir des variables de deplacement de la ne couche. A partir des equations (5.18)

(5.19) (5.20) (5.33) (5.34) (5.35) (5.35) et en posant

.(n+l)n

.(n+l)n
T2

z~

y" +

.(n+l)n Gc

.(n+l)n

G^(n+l)
Gcn

^c(n+l)

1-
Gc

Gc(n+l)

1-
G?c(n+1)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

nous pouvons exprimer la continuite des variables de deplacement sous la forme matricielle

suivante

,c(n+l)
<'o

,c(n+l)

w,
c(n+l)
0
=(n+l)

1 0 0 T.(n+l)n

0
0

0

0

0
0

1

0

0

0
0

0

0

1

0

0

0

0

0
0

rl»+

0

0

0

0
.(n+l)n
2

0

0
.(n+l)n

.(n+l)»

.(n+l)n
T3

0

1

0

0
(n+l)n
L

0

0
(n+l)n
3

0
1

, en
''0

, enVQ

, enWQ

)cn1~x~

]cn
7y

Qww
Qx

9wc,n
Qy ^

(5.41)

soit
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{uc(n+1)} = [g(n+l)n]{ncn} (5.42)

ou

{'uc(n+1)} Vecteur des variables de deplacement de la (n + l)e couche
{ucn} Vecteur des variables de deplacement de la ne couche
[g("+l)n] Matrice de continuite entre la ne et la (n + l)e couche

En examinant 1'equation (5.41), nous remarquons qu'il y a des termes dans les colonnes 6 et

7 de la matrice [g(n+l)n]. Nous voyons alors 1'utilite des variables de rotation de flexion ^ et

%. Ces dernieres nous permettent d'imposer les conditions de continuite entre les couches.

Nous pouvons utiliser la derniere expression pour exprimer les variables des deplacements

de toutes les couches en fonction des variables de la premiere couche.

{ucn} = [gn(n-l)][g(n-l)(n-2)]...[g32]b21]{uc1} (5.43)

{ucn} = [Qn]{uc1} (5.44)

ou

{ucn} Vecteur des variables de deplacement de la ne couche
{ucl} Vecteur des variables de deplacement de la lere couche
[Qn] Matrice de continuite entre la ne et la lere couche

En developpant, nous trouvons que
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[Ql]=

1000000

0100000

0010000

0001000

0000100

0000010

0000001

(5.45)

et

ou

m=

100T2 0 Ti 0

0100 T2 0 Ti

0010000

0 0 0 T4 0 Ts 0

0000 T4 0 Ts

0000010

0000001

n=2,3,...,^V (5.46)

n i—1 I / i—1

= ^+EEK-l)+r:i(i-l) j ^z(z-l) / ^(j-1) n Mk-1)

n. =

t=3 j=2

EK-W)
i=2 \. k=2

k=j+l

- E
i=2

-^-i) TT ^(fc-i) 1-^1 <9~^\[i^']=^~^)
n

^k(k-l) _i4 = n
d

k=2
Gc

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)
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5.3 Approche locale — theorie de plaque piezoelectrique mul-

ticouche

Dans cette section, une theorie discrete de plaques piezoelectriques laminees sera intro-

duite. Ceci signifie qu'un champ de potentiel electrique lineaire sera defini pour chaque

couche piezoelectrique. Nous developperons done les relations de la theorie des plaques

piezoelectriques pour trailer les plaques piezoelectriques multicouches. Contrairement au

cas de la plaque elastique multicouche, aucune condition de continuite electrique ne sera

imposee a Pinterface des couches piezoelectriques. Les couches de la plaque n'etant pas toutes

piezoelectriques, un champ de potentiel electrique sera defini uniquement pour les couches

piezoelectriques. II serait done impossible de definir des conditions de continuite electriques

entre une couche elastique et piezoelectrique. Les relations obtenues seront utilisees pour

developper la formulation variationnelle de 1'element fini de plaque multicouche.

5.3.1 Champ de potentiel electrique

Soit une plaque laminee composee de Np couches piezoelectriques. En superposant une

serie de champs de potentiel electrique lineaires, nous obtenons Ie champ electrique discret

suivant

\cn^
4,^(x,y,z,t)=(z-zcn)'y<j— (5.51)

ou

(f)'Qn(t) Potentiel electrique de la ne couche
hcn Epaisseur de la ne couche
zcn Position z par rapport au plan de reference de la ne couche
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5.3.2 Relations champ— potentiel electrique

A partir des relations champ-potentiel electrique definies a la section 4.2.3, nous determi-

nons 1'expression des champs electriques

Ecn = -'z

Ecn

, en
/0

hcn

Ecn =
'V

(5.52)

(5.53)

Notons que Ie champ electrique resultant est constant dans tout Ie volume de la couche.

Sous forme matricielle, les relations champ-potentiel electrique s expriment comme suit

\ET
i^n
[ET^

0

0
J_
hcn

soit

W} (5.54)

{Ecn} = [D^cn} (5.55)

5.4 Approche globale — principe de Hamilton

Maintenant que les equations regissant Ie comportement local d'une plaque multicouche

elastique et piezoelectrique sont bien posees, utilisons les pour caracteriser son comporte-

ment global. Tout comme pour Ie cas des plaques monocouches, Ie principe de Hamilton

sera utilise. Nous devrons done definir les expressions de Penergie cinetique, de 1'energie

potentielle et du travail fait par les efforts externes.
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5.4.1 Fonctionnelle de Hamilton

Nous avons vu a la section 3.4.1 que Ie principe variationnel de Hamilton s exprime comme

suit

8 I (T-V+W)dt=0 (5.56)
'to

Sq(ti) = 8q(t^) = 0

ou

T Energie cinetique
V Energie potentielle
W Travail

Les sections suivantes presenteront les expressions de 1'energie cinetique T et potentielle V

ainsi que Ie travail W pour Ie cas d'une plaque multicouche possedant des couches elastiques

et piezoelectriques.

5.4.2 Energie cinetique T

L'energie cinetique d'une plaque multicouche est definie comme etant la somme des energies

cinetiques de chacune des couches [48].

N
T=Y,Ti (5.57)

1=1

En substituant 1'expression de Penergie cinetique de chacune des couches (section 3.4.2),

nous obtenons
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T= IE^/K. {'7'"}t{;7°'}dy. (5-58)

En substituant Pexpression matricielle du champ de deplacement (section 5.2.1), nous

obtenons

T=HLl>" i {y'}t([Ti]t-^T^)([T,]-.[Tr]){uci}dV. (5.59)
i=i Jvi

Tenant compte des conditions de continuite (section 5.2.3), 1'expression de Penergie cinetique

devient

T = ^ E P'" L {ucl Y W ([T']< -z ^i') ([T'i - z w) N'l {U<:1} dv-
^1 Jvi

= I E P" i. {ucl}' [Q'r [r<i< ^ W {"d }
i=i Jvi

-. {u61}' [Q']t ([T,]< [T<] + [Tt]t [T.]) [Q'] {ucl}

+^2 {ucl}t [Qi]t [T^ [T,} [Qi] {ucl} dVi (5.60)

En integrant Penergie cinetique dans la direction z a Pinterieur des bornes [zm — /ict/2, zc't +

h /2\ sur chacune des couches, nous obtenons

T = ^ s>ci /1hct {ucl }f [(3']< py' tT<] N'] {ucl}
S Jsi

-zcihci {ucl y [Qi]t ([T,]t [Ti] + [Tif [Tr]) [Qi] {ucl}
hct"

12
+ ( ^T + zci2 hci} {ucl }' NT W W W {ucl} dSi (5.61)

soit
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T = ^ E/'ci /1 {ucl}< W [<•] to'] {»cl}d5.
i=l Jsi

(5.62)

ou

w =

hct

0
0

zclhcl

0
0

0

0
hcl

0

0

-zclhcl

0

0

0

0
hci

0

0
0

0

-zcthct

0

0

Ag- + zci2 hci

0

0

0

0
-zclhct

0

0
hct j_ ^ci2 ^ci
l2-~1- z~

0
0

0

0
0

0

0
0

0

0

0

0

0

0

0
0

(5.63)

r^l
5.4.3 Energie potentielle V

L'energie potentielle d'une plaque multicouche est definie comme etant la somme des ener-

gies potentielles de chacune des couches [48].

N
v=^v. (5.64)

i=l

Nous avons vu a la section 4.4.3 que Penergie potentielle de chacune des couches comporte

trois composantes

t — r elastzque^ ~T r piezoelectrzque^ -T v dieiectrzque^ (5.65)
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Energie potentielle elastique

En substituant Pexpression de Penergie potentielle elastique de chacune des couches (section

3.4.3), nous obtenons

V^.U,n. = | E ^. {£°'}t [cd] {£°} dv' (5.66)

En utilisant les vecteurs de deformation due a PeflFet membrane, a, la flexion, au couplage

membrane-flexion et au cisaillement (section 3.3.3) , nous pouvons detailler 1 expression de

1 energie potentielle elastique

^.,,,«. = I s / {/3C'}< [CS;/] {/?"} + {X°}' [^/] {Xci}
membrane flexion

{/3c'}t[^/]{xc'}-{xci}t[%]{/3ci}

+k
membrane—flexion

{7"}< [Ca] {-/"} dV. (5.67)
cisaillement

En substituant Pexpression des vecteurs de deformation de chacune des couches (section

3.3.3), nous obtenons

lv^
elastique —

i=l J vi

+

+

{uci}t[D^}t[C^]*[D^}{u'!'}

{ue'}t[D^[C^}[D^}[uc'}

{uc'}t[D^]t[C^][D^{uci}

{u"}t [D^ [Ci,} [D^] {»"'}

k{uci}t[D^]t[C^}[Dnc\{uci}dVi
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Tenant compte des conditions de continuite (section 5.2.3), 1'expression de Penergie poten-

tielle devient

lv^
'VT^iJv^

+

+

{»cl}' [Q']t [£)„„.]' [C'^/] * [;)„„] [Q-] {u<:1}

{ucly[Q']t[D^t[C^][Dnf][Q']{uc1}
{ucl}1 [Q'}\D^}t [C^] [D^f] [Q'] {ucl}
{ucl}t [Q']tW [C^,} [£>„„] [Qi] {ucl}

k{ucl}t [Qi]t[D^]t [C^] [D^] [Ql] {ucl) dVi (5.69)

En integra.nt Penergie potentielle dans la direction z a Pinterieur des bornes [zcl —^ct/2, zc't-\-

hcl /2] sur chacune des couches, nous obtenons

N
elastique

+

=^Y.[ A"'2^.'

+zc^hc

{u':l}t[Q']t[D^]t[C^][D^][Qi]{ucll

12
c1}

-zclhct

-zclhct

{ud}t[Qi]t[D^t[C^][D^[Q']{ucl}

{ucl}t [Qi}\D^}t [C^,} [D./] [0'] {ud}
{ucl}1 [Qi]t[A./]t [C-^;/] [O.J [Q-] {ucl}

-}-khci {ucl}t [Qi]t [Dn^ [Cf] [D^] [Qi] {ucl} dSi (5.70)

Energie potentielle piezoelectrique

En substituant Pexpression de Penergie potentielle piezoelectrique de chacune des couches

(section 4.4.3), nous obtenons

N
V^oelectr^e = -^ / {eci}i [eci]t {Eci} + {Eci}t [eci] {eci} dVi (5.71)

2^1Jvi

81



En utilisant les vecteurs de deformation due a 1'efFet membrane et a la flexion (section 3.3.3),

nous pouvons detailler 1'expression de 1 energie potentielle piezoelectrique

N

v^^^ = -^ E /. W [es/]t {sd} + {x°}t [e^/]t {^i}
^1 Jvi

+ {Eci}t [e^] {/?-} + {Eci}t [e^] {xct} ^ (5.72)

Rappelons que 1'energie potentielle due au cisaillement est nulle etant donne que Ex = 0.

En substituant 1'expression des vecteurs de deformation et du vecteur potentiel electrique

de chacune des couches (section 3.3.3 et 4.3.3), nous obtenons

N
Vpie.aelectri,ne = -\ ^ /. {UCT}* P-l* Kvl' [^l {^}

i=IJvi

+ {uci}t[^]t[e^]t[^i]{r}
+ {r}t [D^ [e^f] [D^f] {uci}
+ {r}' W [<,] [^] {u°} dV. (5.73)

Tenant compte des conditions de continuite (section 5.2.3), Pexpression de Penergie poten-

tielle devient

N
Vpie,aelectri,ne =-^ I {ucl}t [Qi]t [Dnm]t [ec^]t [Dc{] {^ci}

^ljvi

+ {"cl}<[Qi]<[I5«/]l[e^]t[^]{^}

+ {^•}t [Dff [e^,} [A,/] [Qi] {«cl}
+ {r}t[^']tK/][^][0']{»<:1}^ (5.74)

En integrant Penergie potentielle dans la direction z a 1'interieur des bornes [zc't —/ict/2, zct+

h^/2] sur chacune des couches, nous obtenons
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N
^ V" / i.ci fn,ci\t [r)i'}t m i* r^ci I* rnct'1 j'/Act

/piezoelectrique=-7) ^ ^ I n-~" tu"J" L^'J L-^umJ [emf\ [JJ^
1^~ljsi

-y'he' {ucl}t [Q']t[D^]t [ec^]t [D'}} {r}

+A" {<!>"}'[D^ [e^][D^}[Q'] {ucl}

-y'h" {r}' [D^ [C/] [0«/] [Q'] {ucl} AS, (5.75)

Notons que 1'energie potentielle piezoelectrique due au cisaillement est nulle.

Energie potentielle dielectrique

En substituant Pexpression de Penergie potentielle dielectrique de chacune des couches (sec-

tion 4.4.3), nous obtenons

Vdielectri^e = -^ ( [Eci}t [dci]t {Eci} dVi (5.76)
SJV.

En substituant 1'expression du vecteur potentiel electrique de chacune des couches (section

4.3.3), nous obtenons

N
V^ectri^e == -| E {, W W W \-D1>'\ ^ci} dvi (5-77)

i=T Jvi

En integrant Penergie potentielle dans la direction z a Pinterieur des bornes [zcz —/ict/2, zcl-\-

^ct/2] sur chacune des couches, nous obtenons

N
Vdieleatri,ne = -^ E /,. hci ^ct}t [^ [dci\t [Dc^ ^ci} d^ (5-78)

i=lJst
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5.4.4 Travail W

Le travail fait sur une plaque multicouche est definie comme etant la somme des travaux

faits sur chacune des couches. Ce travail peut etre de nature mecanique, s'il est fait par une

force mecanique, et/ou de nature electrique, s'il est fait par une charge electrique.

N N
S>.=E
i=l i=l

W= ^W, = ^ (T^ec. + ^ec.) (5.79)

Travail mecanique Wmec

En sommant Pexpression du travail mecanique fait sur chacune des couches (section 4.4.4),

nous obtenons

N
Wmec = E /„ {uci}t {Fci} dvi + /„ {uci}t {fci} dsi

^ </V.-V ' v ' ^5.

+ {uci}t {Pci} (5.80)

ou

Fc } Force volumique appliquee sur la ie couche
f } Force surfacique appliquee sur la ie couche

{?"} Force ponctuelle appliquee sur la ie couche

Tenant compte des conditions de continuite (section 5.2.3), 1'expression du travail mecanique

devient

w^ = ^ /^ {»cl}< [Q']t {Fci} dV, + /_ {»cl}' [Q']' {/"} dS.
H JV..' '- -~ ' 75.

+ {uci}t [Qi]t {Pci} (5.81)
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En integrant la composante volumique du travail mecanique dans la direction z a 1'interieur

des bornes [zct — /ict/2, zc'1 + hc'i /2] sur chacune des couches, nous obtenons

W^tc = E /, (/icl {ucl}' W {F<:'} + {»cl}f t(3']t {/"}) ^.
i=l Jsi

+ {ucly [Qi]t {Pci} (5.82)

Travail elect rique Weiec

En sommant Pexpression du travail electrique fait sur chacune des couches (section 4.4.4),

nous obtenons

N
Welea = - T / {^}' {£>"} ^ (5.83)

SJ5.

ou

{Dci} Charge surfacique (deplacement electrique) appliquee sur la ie couche

Finalement, en combinant les expressions du travail mecanique et electrique, nous obtenons

Pexpression complete du travail fait sur une plaque multicouche.

N
w = £ /„ ^ {ucl}' [^1< {JFCt} + {ucl}' W {fci} - ^ci}t {Dci} dsi

i=l Jsi

+ {uci}t [Qi]t {Pci} (5.84)
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5.5 Conclusion

Un rappel sur la theorie des plaques multicouches elastiques, viscoelastiques et piezoe-

lectriques a ete fait pour pouvoir modeliser Ie comportement d'une plaque mnlticouche.

Ces relations seront reprises au chapitre suivant pour developper la formulation variation-

nelle d'un element fini de plaque multicouche aux proprietes elastiques, viscoelastiques et

piezoelectriques.
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Chapitre 6

Element fini de plaque multicouche

6.1 Introduction

Ce chapitre traite du developpement d'un element faii de plaque multicouche contenant des

couches elastiques, viscoelastiques et piezoelectriques. Maintenant que la formulation varia-

tionnelle du probleme de plaque multicouche est developpee, il ne reste plus qu'a discretiser

les expressions contenues dans la fonctionnelle de Hamilton et a resoudre. Un element fini

quadrilatere a 8 noeuds sera developpe. Dans un premier temps, les fonctions d'interpolation

utilisees pour discretiser Ie milieu seront presentees. Par la suite, les expressions des termes

energetiques contenus dans Ie principe de Hamilton seront approximees a partir des fonc-

tions d'interpolation. Finalement, les expressions des matrices elementaires, soit la matrice

de masse, de rigidite et Ie vecteur des forces nodales seront obtenues.
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6.2 Discretisation de la geometrie

6.2.1 Fonctions cPinterpolation

Un element de plaque quadrilatere isoparametrique a 8 noeuds (QUADS) a ete developpe

pour discretiser la plaque de telle sorte que les variables du probleme peuvent etre exprimees

selon 1 approximation nodale suivante :

< = E^-< (6-1)
1=1

8
"o1 = EAr'< (6-2)

1=1

8

< = EAr'< (6-3)
1=1

9^ = Y,N^. (6-4)
i=l

^ = E^ (0-5)

^ -1^
f -1^

t^

€ = € (6.8)

Notons que les conditions de continuite des deplacements et des contraintes de cisaillement

aux interfaces des couches necessitent Putilisation des rotations de flexion 9w/9x et 9w/9y.

La figure 6.1 montre Ie schema d'un element bidimensionnel a 8 noeuds alors que la. figure

6.2 montre les degres de libertes de chacun des noeuds.

Afin cTeliminer autant que possible les desanvatages associes a la presence de nombreux

noeuds interieurs, les elements de la famille polynomiale de Serendip ont ete developpes.



N4 N7 N3

N8 N6

N1 N5 N2
/

Figure 6.1: Element bidimensionnel a 8 noeuds.

z,w

x,u

Figure 6.2: Degres de liberte de chacun des noeuds de Pelement.

Pour un element 2D a 8 noeuds, les polynomes d'interpolation de la famille de Serendip

sont les suivants [3]

N, = ^(l-S)(l-,)-l(l-0(l-,2)-^(l-e2)(l-,) (6.9)

N2 = I(1+0(1-'?)-I(1-^)(1-';)-^(1+0(1-'?2) (6.10)

W3 = ^(1+$)(1+,)-^(1-^)(1+,)_^(1+^(1_,2) (fin)

N, = ^(l-$)(l+,)-I(l-^)(l+,)-^(l-$)(l-^) (6.12)
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M> = ^(l-$2)(l-^)

Ne = i(l+0(l-^2)

N-, = J(l-^)(l+»))

Ns = ^(i-<0 (i - >?2)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

ou—l<^<let—l<^<l- Ges fonctions d'interpolation contiennent un polynome

complet du 2e ordre plus les termes ^2 77 et ^r]2. Notons que Ie polynome d'interpolation du

potentiel electrique est 1 etant donne que Ie potentiel est constant sur la surface des couches

piezoelectriques.

La relation permettant d'obtenir les derivees d'une fonction quelconque u par rapport aux

coordonnees de Pespace vrai (x,y) en fonction des derivees par rapport aux coordonnees

reduites (^, rf) est la suivante

9s
^ 9?
Qx 9y
Qr] 9r]

(6.17)

soit

9-\=J^}9iJ=-/l^j (6.18)

d'ou

Q
9x

=J -1 0
9^

90



ou J est Ie Jacobien de la transformation (^, T)) — > (a;, y) tandis que ^ -^^ et {^} designent

les operateurs derivees premieres par rapport, respectivement, aux coordonnees reduites et

aux coordonnees de 1'espace vrai.

L'utilisation de coordonnees reduites (^rj) simplifie Ie domaine sur lequel les integrales

sont definies. Cependant, les elements de surface doivent etre exprimes en fonction des

coordonnees reduites (espace parent). Si dS est un element de surface dans Pespace vrai

(a;, y), dS est evalue en fonction de (^, 77) de la fa^on suivante

dS = dx dy = |J| ^ <^

Afin de simplifier les expressions discretisees des energies, les transformations de gradients

ne seront pas tenu en compte dans Ie reste de cet ouvrage. II est cependant important de

ne pas les omettre lors de 1'integration des energies.

6.2.2 Discretisation des variables du probleme

Connaissant les fonctions d'interpolation des variables nodales, nous pouvons approximer

les variables du probleme.

{»cl} = W{U} (6.19)

{^'} = W {<&"} (6.20)

ou
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{/uc1} Vecteur des deplacements
{U} Vecteur des deplacements nodaux
[Nu] Matrice d'interpolation des deplacements

{(f> } Vecteur des potentiels electriques
^$ct^. Vecteur des potentiels electriques nodaux
[N^] ]V[atrice d'interpolation des potentiels electriques

La forme detaillee des equations d'interpolation nodale est donnee a 1'annexe A.

6.3 Approximation de la solution

Nous avons introduit a la section 4.4 Ie principe variationnel de Hamilton pour Ie cas d une

plaque multicouche piezoelectrique. Dans cette section, nous ne ferons que reprendre les

expressions de chacune des composantes energetiques de ce principe et nous y introduirons

les expressions d'interpolation nodale. De cette maniere, nous obtiendrons des expressions

energetiques approximatives et discretes.

/

6.3.1 Energie cinetique T

Nous avons obtenu a la section 4.4.2 1'expression de Penergie cinetique d'une plaque multi-

couche piezoelectrique pour un milieu continu

N r . .

T = E ^ /. {ucl}' [Q'l' [<'] W {ucl}ds- (6-21)

Nous pouvons exprimer Ie vecteur vitesse des variables de deplacement a partir de 1'appro-

ximation nodale de la section 6.2.2

{ucl}=W[u} (6.22)
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En substituant cette expression dans 1'expression de Penergie cinetique, nous obtenons une

expression discrete de 1 energie cinetique.

N r r . ^t

T = I; £ P" /,. {u}1 [Ay< [Q'] f [M.°] w ?] {c/} d5. (6.23)

6.3.2 Energie potentielle V

Nous avons vu a la section 5.4.3 que Penergie potentielle d'une plaque multicouche pie-

zoelectrique comporte trois composantes : 1'energie potentielle elastique, piezoelectrique et

dielectrique.

elastique T ypiezoelectrique T v dielectrique \,'J'

Energie potentielle elastique

Nous avons obtenu a la, section 5.4.3 Pexpression de Penergie potentielle elastique d une

plaque multicouche piezoelectrique pour un milieu continu

N
Vela^ne = ^ ^ / ^' {^c1}' ^T [^m]t [C^] [^m] [Qi] {ucl}

T^iJs'

.2^.. hci3
+ (zcphc< + 'Ti-) {ucl}' I0']t [ou/]< [^/l ^/l [<3t] {ucl}

-z" h" {ucl }t [Q'] ' [D^]t [C^f] [D^f] [Q'] {ucl}

-y-ha {ucl}t [Of [Dnj}t [C^] [D^] [Q'] {ucl}

-{-khci {ucl }t [Qi]t [Dncf [C?] [Due] [Qi] {ucl } dSi (6.25)
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Nous pouvons exprimer Ie vecteur des variables de deplacement a partir de 1'approximation

nodale de la section 6.2.2

{ucl}=[N^]{U} (6.26)

En substituant cette expression dans Pexpression de Penergie potentielle elastique, nous

obtenons son expression discrete.

N
Velasti,ne = ^ E /, hci W W W' P-l' [c^] [£>u-l W W W

i=lJsi

.Ct3

+ ( ?°2 A" + "^ ) {VY [Nnf [Q']' [D^ K/] P-/] [Q'] W {U}

-z"ha {U}t [N^ [Q']t [D^}t [C^] [D^f] [Q'] [MJ {U}

-^•h" {UY W [Qi]t [D»f]t [C^] [D^] [Qi] [Nn] {U}
+khci {UY [Nnf [Qi]t [Dn,]t [Cf] [Dnc] [Qi] [Nn] {U} dSi (6.27)

En posant

[%J = [D^\ [Q'] [iVJ

[S?/] = [A./] [Q-] [^]
[%] = [A.c] [0'] [W.]

Pexpression discrete de 1'energie potentielle elastique se reduit a
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N
V,(o.<.,.. = ^ E /, feci <u}t [B?,n] ' [C^] fe] {C^}

^i3

+ (2ct2fe°'+ ^ ) {u}t [•Bs'/]< [cs;/] [-B?/] {u}

-z-h" {UV [B^ [C^] [B^] {U}
-z-h" {U}t [B^]t [C^] [B^] {U}
^-khci {UY [Bc^] * [C-] [B^] {U} dSi (6.28)

Notons que Pexpression detaillee des matrices differentielles [Bu] est presentee a 1'annexe

B.

Energie potentielle piezoelectrique

Nous avons obtenu a la section 5.4.3 1 expression de Penergie potentielle piezoelectrique

d une plaque multicouche piezoelectrique pour un milieu continu

V^ailectri^e =-^ [_ hci {ucl}t [Qi]t [D^ [e^]t [D^] {^}
T^i Jsi

-y<hci {ucl}1 [Q']t[D^]t [e^]t [^] {^}

+h" {^••}< [Dff [ei,} [D^] [Q'] {ucl}
-zcihci {^ci}t [Dc^ [ec^] [Dnf] [Qi] {ucl} dSi (6.29)

Nous pouvons exprimer Ie vecteur des variables de deplacement et de potentiel electrique a

partir des approximation nodales de la section 6.2.2

{ucl} = W{U} (6.30)

{^•} = TO{$"} (6.31)
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En substituant ces expressions dans 1'expression de Penergie potentielle piezoelectrique, nous

obtenons son expression discrete.

JL^1 hc

-zclhct

+/^

-zcthcl

{UY [W.]' [(?•]' [C^]t [e^]1 [^•] [^] {$»}

[U}t [Ay* [Q']t [D^ [e^]t [D?] W {<!>"}
{$"•}' TO* [C?]t [e^/] [0^] [Qi] [^] {U} (6.32)
{y'}t W [Df}t [e^} [D^f] [Q'] [WJ {U} dS.

En posant

ICl
5um.

\Buf\

\Bl.

= [Dn^][Qi]W

= [Dn/][Qt][Nn]

= [D?] TO

Pexpression discrete de Penergie potentielle piezoelectrique se reduit a

Jv-
-ly"

2 ^ 75.1=1J J«

hc

-zclhct

+^ct

-zcthcl

{U}t [B^}t Kf/]' [B-}} {$"}

{U}t[B^\' [e^]t [B$] {y}
{$"•}* [Bf}t [<,] [B^] {y}
{^}t[B^t[ec^][B^]{U}dSi (6.33)

Notons que les expressions detaillees des matrices difFerentielles [Bu] et [B^] sont presentees

a 1 annexe B.
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Energie potentielle dielectrique

Nous avons obtenu a, la section 5.4.3 Pexpression de Penergie potentielle dielectrique d'une

plaque multicouche piezoelectrique pour un milieu continu

N
Vdielectri^e = -^ E /„ hci {^Y [D?l< W \-Dt} ^ci} dsi (6-34)

i=lJsi

Nous pouvons exprimer Ie vecteur du potentiel electrique a partir de 1 approximation nodale

de la section 6.2.2

{^••}=[^]{$c'} (6.35)

En substituant cette expression dans Pexpression de 1 energie potentielle dielectrique, nous

obtenons son expression discrete.

N
Vdiele^ne = -^ E /_ hci ^V W \Dt'\i W W ^ ^ci} d^ (6-36)

1^.JSi

En posant

[Bf} = [0?] TO

Pexpression discrete de Penergie potentielle dielectrique se reduit a

N
Vdieleatr^e = -^ E /- hci W \Bt}i W \B1'\ ^ci} dsi (6-37)

5';
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6.3.3 Travail W

Nous avons vu a la section 5.4.3 que Ie travail fait sur une plaque multicouche piezoelectrique

peut etre de nature mecanique et/ou electrique.

Travail mecanique Wmec

L'expression du travail mecanique fait sur une plaque multicouche piezoelectrique (section

5.4.4) pour un milieu continu est

N
Wmec = Y, I hci {UC1Y [Qi]t {Fci} + {Ucl}i [Qi]t {fci} dSi

i=l Jsi

+ {ucly [Qi]t {Pci} (6.38)

Nous pouvons exprimer Ie vecteur des variables de deplacement a partir de 1'approximation

nodale de la section 6.2.2

{ucl}=[Nn]{U} (6.39)

En substituant cette expression dans 1 expression du travail mecanique, nous obtenons son

expression discrete.

N
Wmec = E /, hci {U}t [N^f [Qi]t {Fci} + {U}t [N^ [Qi]t {fci} dSi

i=l Jsi

+{U}i[Nn]t[Qi]t{Pci} (6.40)

ou
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[F' } Force volumique appliquee sur les DDLs de la ie couche
/ } Force surfacique appliquee sur les DDLs de la ie couche
P } Force ponctuelle appliquee sur les DDLs de la ie couche

Travail elect rique Weiec

L'expression du travail electrique fait sur une plaque multicouche piezoelectrique (section

5.4.4) pour un milieu continu est

N
Welec = - E /„ ^ci}t {Dci} dsi (6-41)

7=1Jsi

Nous pouvons exprimer Ie vecteur des variables de potentiel electrique a partir de I'approx-

imation nodale de la section 6.2.2

{<T}=[^] {<!>"} (6.42)

En substituant cette expression dans Pexpression du travail electrique, nous obtenons son

expression discrete.

N
W,lec = - V / W W {Dci} dSi (6.43)

i=lJsi

Finalement, en combinant les expressions du travail mecanique et electrique, nous obtenons

Pexpression discrete complete du travail fait sur une plaque multicouche.

w = £ /„ ^ <^^ [A'u]t [^1' {Fct } + W ^Nuf W ' [fci}
i=lJst

- {^ciy w {Dci} ds, + {U}t [Nnf [Qi]i {Pci} (6.44)
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6.4 Calcul des matrices elementaires

Dans cette section, nous reprendrons les expressions discretes des energies cinetique et po-

tentielles et du travail fait par les efforts externes pour determiner 1 expression des matrices

de masse et de rigidite et du vecteur des efforts externes.

6.4.1 Matrice de masse elementaire

L'expression de Penergie cinetique d'une plaque multicouche piezoelectrique pour un milieu

discret est donnee par (voir section 6.3.1)

N
T = I £ PC< /^. {;7}1 [w»]' [<2']< [M'°] [<3t] [Jv"] {{7} dsi (6-45)

soit

T=^[u}'[M][u} (6.46)

ou

[M] = Y, Pd I W [(?•]' [Mr] [Q'] [^] dS, (6.47)
s Jsi

est 1'expression de la matrice de masse elementaire du probleme.
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6.4.2 Matrice de rigidite elementaire

Rigidite elastique

L expression de 1 energie potentielle elastique d'une plaque multicouche piezoelectrique pour

un milieu discret est donnee par (voir section 6.3.2)

^..<.,«. = ^ E /1 /l° {u^ fc]' [(7s/] fe] m
7^1 Jsi

soit

ou

u ,3

+ ( zcishc< + 'l2~ ) {u}< t<]' K/] [•B^] ^

--zc'hci {UY [%,]' [C^] [B^] {U}

-zc'hci {U}' [B:,]t [C^] [B^] {U}

+khci {[/}' [<]' [C,"j [<] {U} dS. (6.48)

Velastique = | {U}' [K^] {U} (6.49)

[&-„„] =E/-hc> KUt [cs;/] [st]
i=lJsi

,ci3
I'2 1 /-I . rt \ r T-x-i i ^+[^h"+'^} [<]'[cs;/] ?'/]

-y'v [B^]t [c^] [B^]
-zc'ha [B^ [d,} [B^]

+khci [B^ [C?] [Bt} dSi (6.50)
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est Pexpression de la composante de la matrice de rigidite elementaire due a 1'elasticite.

Afin de modeliser 1 amortissement structural des couches viscoelastiques a 1'interieur de la

plaque multicouche, un facteur de perte T] (ou coefficient d'amortissement structural) est

ajoute au module de rigidite a 1'interieur des matrices des constantes elastiques [C\.

E=E(l+jrj) (6.51)

La composante reelle (I?) represente la rigidite structurale alors que la composante imagi-

naire {jrfE) represente 1'amortissement structural. Notons que ce modele d'amortissement

convient seulement en regime harmonique. Dans ce cas, Pexpression de la composante de la

matrice de rigidite elementaire due a 1'elasticite devient complexe

[KJ = E /.ha Kin]t [C^]' [BSn]
i=lJsi

.3

+[~zcphc'+h^} [<]'[^/]*[<]

-i"ft" [<,]' [C-^]* «]

-A" [B^\t [C^]' [B^]

+khci [B^ [C^ [Bi] dSi (6.52)

ou Pexposant * fait reference a une quantite complexe.

Rigidite piezoelectrique

L'expression de 1'energie potentielle piezoelectrique d'une plaque multicouche piezoelectri-

que pour un milieu discret est donnee par (voir section 6.3.2)
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^.fao.i.*,,«. = -j E /,, /t° -{y}' W [e^]< [B?] {$°}
z=iJsi

-yihel {U}' [B^]t [C/]' [B^] {$"}

+fc" {$"}' [B^]' [e^] [BS,] {U}
-y'hci {$"}< [^••]t [e^/] [B;/] {U} dS. (6.53)

soit

Vpie.aelectri,ne = \ {U}t [Kn^\ {$"'} + ^ {<S>ci}t [A^] {U] (6.54)

ou

N
[K^} = - E /- hei W [e^]< [B?] - ~zeihc' [%]' [e^]t [B?]ds-

1=1Jsi
N

,cz rocz'i* r^ct i rDci 1 ^cij^ci f RCt'l* f^ct '] f ]QCZ '| ^/c.^J = ~2^ L /l"' WJ Lem/J ?mJ -^'"^" L£(0'J Lem/J ?/J a^ ID-
i=lJsi

sont les expressions de la composante des matrices de rigidite elementaires dues a la piezo-

electricite.

Rigidite dielectrique

L'expression de Penergie potentielle dielectrique d'une plaque multicouche piezoelectrique

pour un milieu discret est donnee par (voir section 6.3.2)

N
Vdiele^ne = -^ E / hci {^ci}t [Bt}i [dci}t [B?l {^ci} dsi (6-56)

'izi Jsi
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soit

Vdielectri,ne = \ {<S>ci}t [K^] {^ci} (6.57)

ou

[&-„] = - ^ /_ h" [B?]f [d-]' [Bf] dS.
;=!J5<

(6.58)

est Pexpression de la, composante de la matrice de rigidite elementaire due a la dielectricite.

Finalement, en combinant chacune des composantes de la matrice de rigidite, nous obtenons

une matrice de rigidite elementaire construite de la fa^on suivante

w =
K*.uu KU<P

K,f,u K^
(6.59)

Le terme K^ caracterise la composante elastique de la structure alors que Ie terme K^

caracterise la composante electrique. Le couplage entre les deux composantes est caracterise

par les termes K^ et K^u-

6.4.3 Vecteur de force elementaire

Force mecanique

L'expression du travail mecanique fait sur une plaque multicouche piezoelectrique pour un

milieu discret est donnee par (voir section 6.3.3)
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Wmec = Y, I hci {U}i Wt [Qi}i {Fci} + {UY [N^f [Qi]t {r} dSi
i=l Jsi

-^-{U}tWt[Qi]t{Pci} (6.60)

soit

Wm,c={U}t{F} (6.61)

ou

N
w = E /.hci ^ w {Fci}+ [Ay' [^T {fci} dsi

i=l Jst

+{U}t[Nnf[Qi]t{Pci} (6.62)

est Pexpression de la composante mecanique du vecteur force elementaire

Force elect rique

L expression du travail electrique fait sur une plaque multicouche piezoelectrique pour un

milieu discret est donnee par (voir section 6.3.3)

N
Welec = - E /„ ^ci}t W {Dci} dsi <6-63)

~izl Jst

soit

Welec={^ci}i{Q} (6.64)
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ou

Jv-
W=-^ I Wt{Dci}dS, (6.65)

i=lJsi

est Pexpression de la composante electrique du vecteur force elementaire

Finalement, en combinant chacune des composantes du vecteur de force, nous obtenons un

vecteur de force globale construit de la fa^on suivante

(6.66)

Les vecteurs et les matrices elementaires sont donnes par des integrales qui doivent etre

evaluees numeriquement dans la majorite des cas. En fait, chaque terme du vecteur ou

de la matrice fait Pobjet d une integration numerique ou quadrature. La quadrature de

Gauss est un moyen efficace d'evaluer 1'integration d'une fonction dont les valeurs sont

connues en des points equidistants. Le nombre minimal de points de Gauss necessaires pour

Pintegration numerique exacte d'un polynome depend de 1'ordre de ce polynome. Pour

integrer exactement un polynome d'ordre (2n — 1) en ^ et d'ordre (2m — 1) en ?7, au mains

nxm points de Gaus sont necessaires. Trois par trois points de Gauss sont done necessaires

pour integrer exactement les polynomes de la famille de Serendip d'un element de plaque a

8 noeuds. On parle d'integration reduite lorsqu on utilise un nombre de points d integration

inferieur a celui qui conduit a une quadrature exacte. La composante de cisaillement de la

matrice de rigidite elastique a ete sous-integree (seulement 2x2 points de Gauss) afin de

prevenir Ie phenomene de blocage en cisaillement.
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6.5 Conclusion

Les expressions des matrices elementaires, soit les matrices de masse, de rigidite et Ie vecteur

des forces ont ete developpees. Une fois les matrices et les vecteurs elementaires obtenus, il

est possible de les assemble! pour former des matrices et des vecteurs globaux representant

des structures de geometrie quelconque. Par la suite, il est possible d'en faire une analyse

modale, statique ou dynamique. Ces notions sont presentees au chapitre suivant.
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Chapitre 7

Analyse de plaques multicouches

par la methode des elements finis

7.1 Introduction

Ce chapitre presente les equations de mouvement regissant Ie comportement modal et dy-

namique de structures a plusieurs degres de liberte. Ce chapitre est divise en deux sections :

analyse d'une plaque elastique et analyse d'une plaque piezoelectrique. Les expressions des

matrices et des vecteurs elementaires ont ete developpees au chapitre precedent. Pour con-

struire les matrices et les vecteurs globaux, on precede a 1 assemblage des matrices et des

vecteurs elementaires. La technique d'assemblage des matrices est tres courante et ne sera

pas traitee dans ce document. Le lecteur peut retrouver cette information dans la plupart

des ouvrages de base en elements finis. A partir des equations de mouvement presentees

dans ce chapitre, nous serons en mesure d obtenir la reponse modale et dynamique d une

structure composee de plusieurs elements de plaque multicouche.
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7.2 Analyse cTune plaque elastique et viscoelastique

Cette section presente les equations de mouvement regissant Ie comportement modal et dy-

namique d une plaque elastique et viscoelastique. La methode de 1'energie de deformation

modale MSE ("Modal Strain Energy method") sera introduite comme outil de calcul de

1'amortissement modal equivalent. Finalement, la vitesse quadratique moyenne sera intro-

duite comme variable caracteristique du comportement dynamique d'une plaque multi-

couche.

7.2.1 Analyse modale

L'analyse modale ca.racterise la vibration libre d'une structure. Elle permet de determiner

les frequences de vibration (valeurs propres) et les deformees modales (vecteurs propres) de

la structure.

Equation de mouvement

La vibration libre d'une structure est obtenue lorsqu'aucune force n'est appliquee sur celle-

d. La forme discretisee de 1'equation differentielle decrivant la vibration libre d'une plaque

multicouche (ou autre structure) est :

m{V(t)}+[Kt^{ut(t)}={0} (7.1)

ou la, matrice de rigidite [K^u] et Ie vecteur des deplacements {u*(t)} sont complexes si la

plaque multicouche possede des couches amortissantes (viscoelastiques). II est possible de

transformer cette derniere equation en un probleme aux valeurs propres en supposant une

solution de la forme suivante :
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{^(t)}=^r^ejy(r)t (7.2)

ou {^?*(r)} et u*^ representent les re vecteurs propres et valeurs propres complexes que

1 on peut exprimer comme suit :

{<!?*"} = {4r)}+j{^r)} (7.3)
^*(r) = 4rVl+^(r) (7.4)

Notons que cette approche utilisant des valeurs complexes pour les valeurs propres et les

vecteurs propres n'est pas habituelle. En general, nous nous interessons uniquement a la

valeur reelle des valeurs propres et des vecteurs propres. Cette approche a ete preferee dans

Ie cadre de cet ouvrage pour faciliter 1'introduction de la, methode MSE a la section suivante.

En substituant la forme complexe de la solution du vecteur {u*(t)} a 1'interieur de 1'equation

de mouvement, nous obtenons Ie probleme aux valeurs propres suivant :

(KJ - ^*(r)2 M) {^*(r)} ej^r}t = {0} (7.5)

soit

([A-:J-'y(r)2[Afl){l'*(r)}={0} (7.6)

Nous savons que Ie nombre de solutions possibles a cette equation est egal a la dimension

des matrices [K^u] et l^]- Cha-cune de ces solutions represente les valeurs propres u}*^ et

les vecteurs propres {13/*(r)} de la structure. Notons que la resolution d'un probleme aux
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valeurs propres complexes est tres couteuse numeriquement. Le temps de calcul necessaire

peut etre jusqu a 3 fois celui de la meme structure sans amortissement [30]. Si on neglige

1 effet de 1'amortissement, Ie probleme aux valeurs propres se reduit a.:

([A^]-^(r)2[M]){^r)}={0} (7.7)

Methode de Penergie de deformation modale (MSE)

La methode M5E ("Modal Strain Energy method") est une approche permettant d'exprimer

la reponse d une structure a partir de ses modes de vibration reels si des facteurs d amor-

tissement modaux appropries sont introduits dans 1'equation de mouvement decouplee de

la structure. [30]

En negligeant la composante imaginaire de la matrice de rigidite [A^u]» les valeurs propres

u)^ et les vecteurs propres {^r^r)} seront reels et respecteront la relation suivante :

^ = ^)^^^w} (7.8)
{<^)}<[M]{^)}

Les indices ont ete supprimes etant donne que les quantites sont reelles.

Ne negligeant pas la composante imaginaire de la matrice de rigidite [A'^], les valeurs

propres u*^ et les vecteurs propres {1Q?*(r)} seront complexes. En exprimant Ie matrice de

rigidite de la fa^on suivante

Kn]=[KR]^J[Ki] (7.9)

ou les indices R et I font reference a, la composante relle et imaginaire respectivement, la

relation entre les valeurs propres et les vecteurs propres devient
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^ fl + ,^} = {'r-M}1^] {$•"} ^ ;{'r*w}^^] {<'"(->}
VR ^ IJI' ^~ {^^}t[M]{^^} "7{^(r)}t[M]{vr(r)} v<"1

Une approximation de la valeur des facteurs d'amortissements moda.ux peut etre obtenue

en approximant les deformees modales complexes {^*(r)} par les deformees modales reelles

^(r) ^ qui sont obtenues en solutionnant Ie probleme aux valeurs propres uniquement avec la

composante reelle de la matrice de rigidite. Cette approximation suppose un amortissement

faible a Pinterieur de la structure. Suite a cette approximation, nous pouvons ecrire

^ fl+,,W) . ^[K^+^IKI}V (7.11)
'" ^TJ11 ^~ {^)}*[M]{^(r)} ' J{^(r)}t[M]{^(r)}

En separant les composantes reelles et imaginaires, nous obtenons :

^ = {$w}^{!w} (7.12)
{^(r)}'[M]{^(r)}

^rY = {'(r)r?1{'M} (7.13)
{^)}'[M]{^(r)}

Finalement, nous obtenons

^=GW^ (7.14){<r(r)}fM{i?(r)}

Cette equation nous permet de calculer rapidement les amortissements modaux equivalents.

Essayons maintenant de comprendre la signification de cette equation.

Salt une plaque multicouche contenant N couches. La rigidite de chacune des couches s ex-

prime comme suit
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[JC;:'] = [K'S}+j[KT} (7.15)
?ln](l+jVn) (7.16)

ou 1 indice en fait reference a la ne couche. La rigidite de la plaque multicouche est simple-

ment la somme des rigidites de chacune des couches

N
[A-:j=E([An(1+-"'"')) <7-17)

n=l

Par consequent,

[KH\ = ^[Kj?] (7.18)
n=l

N
[KI'\ = E wn [^"D (7-19)

n=l

L'energie totale de deformation d'une plaque multicouche elastique associee a une deformee

modale est donnee par

y(r) = S^({^(r)}T[Ain]{1g?(r)}) (7-20)
n==l

= [^[KH]^} (7.21)

L'energie de deformation attribuable a chacune des couches est donnee par

V^=[^r}Y[Km[^r)} (7.22)
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En combinant les 3 dernieres equations, nous pouvons exprimer les facteurs d'amortisse-

ments modaux (7.14) en fonction des energies de deformation de chacune des couches

_^ v(r)
i(r) = E ricnw) (7-23)

n=l

.M
ou r]cn est Ie facteur d amortissement modal de la ne couche alors que -^y est la por-

tion d'energie de deformation modale attribuable a la ne couche lorsque la plaque mul-

ticouche se deforme selon son re mode de vibration. Nous pouvons done conclure que Ie

facteur d'amortissement modal equivalent d'une plaque multicouche est fonction des fac-

teurs d'amortissement et de la portion d'energie de deformation modale de chacune des

couches. Par consequent, pour obtenir un amortissement eleve a 1'interieur d une plaque

multicouche, il est necessaire d'avoir une couche ay ant un facteur d'amortissement eleve et

se deformant considerablement comparativement aux autres couches.

7.2.2 Analyse dynamique

L'analyse dynamique d'une plaque multicouche permet de determiner sa reponse lorsqu'elle

est excitee par une force externe. II s'agit done de faire 1'etude de la. reponse forcee d une

structure.

Equation de mouvement

Pour determiner la reponse dynamique d'une plaque multicouche, Pequation de mouvement

suivante doit etre resolue :

[M] {&•(()} + [J<:J {«•(()} = {F*(t)} (7.24)
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ou 1 exposant * fait reference a une quantite complexe.

Decomposition modale

Afin de reduire la dimension du probleme, il est courant d utiliser la decomposition modale

pour faire 1 analyse dynamique d'une structure. Le principe de la decomposition modale est

cTexprimer la reponse de la structure en une somme lineaire et ponderee de ses vecteurs

propres. Par consequent, en projetant les matrices de dimension N X N sur la base modale

des n premiers modes de vibration d'une structure, la dimension du probleme a resoudre

devient n X n.

Soit PJr^], une matrice contenant les n premiers modes de la structure. La solution {u*(t)}

de la structure peut etre exprimee en une somme lineaire et ponderee de ses vecteurs propres

{"•(()} = (1+^(1))^1 (1+^)^2 ... (l+^(n))^n

91 (t)
W)

[<?nWJ
{»•(*)} = ?:] {?(()}

(7.25)

(7.26)

ou {q(t)} est Ie vecteur des coordonnees generalisees. En projetant 1'equation de mouvement

dynamique de la plaque multicouche (7.24) sur la base de ses n premiers modes de vibration,

nous obtenons

?:]t [M] [>P;] {g(t)} + K]t KJ [<P:] {$(()} = ['?:]' {F*(t)} (7.27)

En utilisant des vecteurs propres normalises par rapport a la matrice de masse de la plaque

multicouche, les simplifications suivantes peu vent etre faites
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TO' {Ft(t)} = ^

WM[v:] =

^i^<*_.irm =nJ L-l*-uuJ L:EnJ —

(l+^(l))Fo,(t)

(1+^°')?^)

(1+J^)^)
1+J?7(1)

= [Fa(t)]

1+J'?7 (Q

0
,(1)2

1+ jrjW

=[!'

^'-(1+^(1))

4"r(i+^<n>)
= [A^uJ

et, Pequation de mouvement dynamique devient

[n{w}+[i<u w)} ={^s} (7.28)

Ainsi, Ie probleme de dimension initiale N xN a ete reduit a, n equations lineaires decouplees

(1+^)^)+(1+^))4)^)= (I+^)FG.W z=l," (7.29)

soit

qi(t)^-^R)qi(t)=FG,(t) i=l,n (7.30)
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L'equation precedente est 1'equation de mouvement d'un systeme a 1 DDL. En solutionnant

qi{t) pour i = 1,2,...,n , nous pouvons retrouver tres rapidement la response dynamique

de la plaque multicouche. Notons que pour resoudre les coordonnees generalisees, la base

reelle sans amortissement uniquement est necessaire. De plus, la methode de decomposition

modale n'est possible que si Pan assume une valeur constante du coefRcient d'amortisse-

ment rf de chacune des couches (matrice de rigidite constante). Par consequent, pour faire

Panalyse d une plaque possedant une couche viscoelastique dont 1 amortissement varie avec

la frequence, une autre methode de resolution devra etre adoptee.

Vitesse quadratique moyenne

Par definition, Pexpression de la vitesse quadratique moyenne d'une plaque est

W=^ f\^\dA (7.31)

ou A est la surface vibrante de la plaque. Sachant que la vitesse transverse {w} d'une plaque

multicouche s exprime comme suit

{w*}=^*{w*}ej^ (7.32)

nous pouvons exprimer la vitesse quadratique moyenne a la surface d une plaque multicouche

sous forme matricielle comme suit

(w2) = ^*2 ^ [w*]' [w*] dA (7.33)
2 JA

Notons que pour des mouvements de plaque en flexion, la vitesse quadratique moyenne

peut etre approximee par 1'energie cinetique (a une constante de masse pres). En effet,
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dans ce cas, les vitesses dans Ie plan de la plaque et les effets de rotation sont negligeables

comparativement aux vitesses transverses.

7.3 Analyse d'une plaque piezoelectrique

Cette section presents les equations de mouvement regissant Ie comportement modale et dy-

namique d'une plaque piezoelectrique. Nous verrons qu'il existe deux families de resonances

piezoelectriques correspondant aux deux types de conditions aux limites electriques. La

vitesse quadratique moyenne sera introduite comme variable mecanique caracteristique

du comportement dynamique de la plaque piezoelectrique alors que la tension surfacique

moyenne sera introduite comme variable electrique caracteristique.

7.3.1 Analyse modale

L'analyse modale caracterise la vibration libre d'une structure. Elle permet de determiner

les frequences de vibration (valeurs propres) et les deformees modales (vecteurs propres) de

la structure.

Equation de mouvement

Pour determiner les vecteurs propres et les valeurs propres d'une structure piezoelectrique,

Pequation suivante doit etre resolue :

M 0
0 0

u-(t)

4>(t)
+

uu lxu<f>

K^u K^
(7.34)

Notons que les efforts externes sont nuls lors d'une analyse modale. Pour transformer

Pequation de mouvement en un probleme aux valeurs propres, il suffit de substituer les
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formes de solution suivantes

{u"(t)} = ^*(r)}e^(r)*

Wt)} = ^(^e^rh
(7.35)

(7.36)

Alors, nous obtenons

KI. Kuu u<t>

K^u K(f>4>
-û

M 0

0 0

^r*(r)

^(r)
jy(rh _ (7.37)

Le nombre de solutions possibles a cette equation est egal a la dimension des matrices

de rigidite et de masse. Chacune des ces solutions represente les vecteurs propres <[^*(r)}

et ^ $(r) ^ et les valeurs propres u}*^. Les matrices de rigidites [K] et de masse [M] ont

ete assemblees sans tenir compte des conditions aux limites. Dans Panalyse d'une struc-

ture piezoelectrique, nous avons des conditions aux limites essentielles (imposition des

deplacements et/ou des potentiels electriques) et des conditions aux limites naturelles (im-

position des forces et/ou des charges electriques). Les conditions aux limites naturelles

sont tenues en compte lors de 1'evaluation du vecteur des efforts externes. Cependant, les

conditions aux limites essentielles doivent etre tenues en compte suite a Passemblage des

matrices et des vecteurs elementaires. Supposons que Pequation de mouvement du systeme

d elements finis avant Pimposition des conditions aux limites essentielles est

-;/.ruu

Kl£uu

Klf
•^u

K//
(f)U

r</ruu

'"
-^u

r^fl
•<f>u

R-f1. K^'.
-U<f> 1YU(J)

ylf
U<f)

Klf,'H

K'A

^ J<^.
-UU lYU(f>

L^>

K{\

^(r)2

Mff Mfl 0 0

Mlf M11 0 0

0 000

0 000

^

}

<

v^'
^(r)

^(r)

^f(r)

<

<(

0

0

0

0

(7.38)
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ou 1 exposant f designe les DDLs fixes (connus) alors que 1'exposant 1 designe les DDLs

libres. En fixant les DDLs {^ff } et {$/ } a 0, Pequation de mouvement precedente

devient :

K£uu

-4>u

-u4>

^ll.
1<N>.

.-.*(r}2— u"
Mu

0

0

0

^
$<

*(r)

1^ (7.39)

L'equation de mouvement precedente peut etre separee en deux equations distinctes (equa-

tions elastique et electrique).

[<]{<P''<r)}+[<,]{$'(r)}-""r)2[M"]{<I/'-(r)} = {0} (7.40)

[K^{VW}+[K^{^} = {0} (7.41)

Pour diminuer la taille du systeme a resoudre lors de 1'analyse modale, nous pouvons con-

denser les potentiels electriques libres <{ $( } a Pinterieur de 1'equation elastique sachant

que

{^)}=-[^]-1[^]{^} (7.42)

L equation du mouvement modale se reduit done a

([^]-^r)2[M"]){<^(r) }={()} (7.43)

ou

yll I -_ I vll* rll.\ \K11,
•u(f>\ \^(f>4

-1
'"
-<f>u (7.44)
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II existe deux families de resonances piezoelectriques correspondant aux deux types de

conditions aux limites electriques. En effet, nous pouvons laisser Ie potentiel electrique libre

$ ^ ou Ie forcer a etre nul ^ $ ^ = 0. Nous verrons qu une famille de resonances sera

obtenue lorsque les electrodes de la structure seront en circuit ouvert (potentiel electrique

libre) tandis que Pautre famille sera obtenue lorsque les electrodes seront court-circuitees

(potentiel electrique nul).

Solution electrodes ouvertes

Pour obtenir la solution modale d'une plaque piezoelectrique a electrodes ouvertes, nous

de vans laisser Ie potentiel electrique libre. Dans ce cas, Ie probleme aux valeurs propres

suivant doit etre resolu :

JC";uu

k0U

Lu</>

L^>.

- A*M2
Mu

0

0

0
(7.45)

ou 1 equivalent

([A-"']-a,*W2[M"]){»'-(r)}=0 (7.46)

Les vecteurs propres et les frequences propres peuvent done etre obtenus en resolvant 1'une

des deux equations precedentes a Paide d'un algorithme de calcul de valeurs propres et

vecteurs propres approprie.

Solution electrodes fermees

Une plaque piezoelectrique a electrodes fermees est obtenue en court-circuitant les deux

surfaces de la plaque. Dans ce cas, nous annulons la valeur du potentiel electrique dans
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la, direction de Pepaisseur de la plaque ({$?(r)} = 0). Par consequent, Ie comportement de

la plaque piezoelectrique devient identique a celui d'une plaque purement elastique et Ie

probleme aux valeurs propres de la section precedente se reduit a

([K^-y(r)l[M"}')[^r}}=W (7.47)

Notons qu'une plaque purement elastique est moins rigide qu'une plaque piezoelectrique.

Par consequent, les valeurs propres d'une plaque piezoelectrique a electrodes fermees seront

plus faibles que celles d une plaque piezoelectrique a electrodes ouvertes.

7.3.2 Analyse dynamique

L'analyse dynamique permet d'etudier la vibration d'une structure sous 1'eifet d une excita-

tion externe en determinant sa reponse. Pour Ie cas d une plaque piezoelectrique, nous nous

interesserons a 1'excitation induite par un actionneur et a la reponse fournie par un capteur.

La vitesse quadratique moyenne sera utilisee comme indicateur de vibration induite par

Pactionneur piezoelectrique alors que la tension moyenne sera utilisee comme indicateur de

la reponse fournie par Ie capteur piezoelectrique.

Equation de mouvement

Pour determine! la reponse dynamique d'une plaque multicouche piezoelectrique, 1 equation

suivante doit etre resolue :

M 0

0 0

uf(t)

4,(t)
+

JC*.
uu Ku<f>

K^u K<)>4>
(7.48)
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ou Pexposant * fait reference a une quantite complexe. Nous avons vu lors de Pa.nalyse

modale que les matrices de rigidite [K] et de masse [M] ainsi que les vecteurs de force

{F(A)} et {Q(t)} ont ete assembles sans tenir compte des conditions limites. Les elements

piezoelectriques peuvent etre utilises soit comme capteur, via 1'effet direct de la piezoelectricite,

ou soit comme actionneur, via PefFet inverse de la piezoelectricite. Dependant de leur utilisa-

tion, les conditions aux limites electriques imposees varieront d'une composante piezoelectrique

a une autre. Supposons que Pequation de mouvement du systeme d'elements finis avant 1'im-

position des conditions aux limites essentielles est

Mff Mfl 0 0

Mlf M11 0 0

0 000

0 000

I »/•(() I
fi'-(t)

$'(t)
[$/(t)J

+

~cfl fl K//
U<f> •i^U(f>

r^ruu K\ TllKIL K-If

•4>u ±Y4>u 1Y4>.

U(f) 'Ll~u4>

KIL
r^ff
^u

^.l
^u KIA K //

<

u^(t)
»'"(()

$'(t)
^(t)

Fl'(t}

F-'(t)

Q'{t)
. QfW,

(7.49)

ou Pexposant f designe les DDLs fixes (connus) alors que 1'exposant I designe les DDLs

libres. En resolvant pour les DDLs libres {u {t)} et {<I>^)} , nous obtenons

Mlf M11 0 0

0 000

uf\t)
»'•(()

$'(t)
^(t)

Kl£
uu

rlf
^u

Klt
uu

-4>u

-u<f>

'"
L 00

r<<
-u4>

vlf.
L^>.

u^(t)
»'•(()

<S>l(t)

$/(()

\F'-(t)

, Q'(t)

(7.50)

Connaissant la valeur des DDLs imposes {u^ (t)} et {<t>^ (<:)}, nous pouvons les isoler et les

transferer du meme cote que Ie vecteur force

123



M11 0

0 0
+

;*
•uu •t^u4>

-4>u -(v^.

»'•(() \_iF'-(t)

$'(() I I Q'(t)
(7.51)

[M'/] {£/•(*)} + [Kl!:} {«/•(()} + [^] {$/(()}
[<]{«/'(t)}+K]{^(t)}

Remarquons que 1 imposition de la valeur de certains DDLs revient a modifier Ie vecteur des

forces externes. En fait, Ie nouveau vecteur de force obtenu est celui qui permet de deformer

la structure de maniere a obtenir les valeurs des DDL imposes. Notons par ailleurs que Ie

vecteur des potentiels electriques imposes {<S>^{t)} represente les tensions appliquees aux

bornes des actionneurs piezoelectriques. Quant aux capteurs piezoelectriques, leurs tensions

electriques sont obtenues en solutionnant Ie vecteur des tensions electriques libres {$?(^)}.

Excitation par un actionneur piezoelectrique

Supposons une plaque elastique ne possedant aucun capteur piezoelectrique excitee par des

actionneurs piezoelectriques. Dans ce cas, la dimension du vecteur des potentiels electriques

libres {<& (t)} est nulle etant donne qu'aucun capteur n'est integre a la structure. De plus,

supposons qu'aucun deplacement n'est impose a la structure. Par consequent, la deuxieme

ligne de Pequation (7.51) disparait et 1'equation de mouvement de la plaque devient

[M"] {.'•(()} + [^';] {"'•(<)} = [F''(t)} - [<t] {$/(t)} (7.52)

Nous voyons done que 1'excitation d'une plaque a partir d'actionneurs piezoelectriques re-

vient a modifler Ie vecteur force de Pequation de mouvement. La valeur des tensions im-

posees aux bornes des actionneurs sont stockees a Pinterieur du vecteur des potentiels

electriques forces {^l}. La dimension de ce vecteur est egale au nombre de tensions im-

posees a Pinterieur de la structure. En solutionnant I'equation precedente, nous pouvons

fadlement determiner la vitesse quadratique de la plaque a partir de 1'equation (7.33).
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Reponse d'un capteur piezoelectrique

Supposons maintenant une plaque elastique possedant uniquement des capteurs piezoelec-

triques. Dans ce cas, la dimension du vecteur des potentiels electriques forcees {^^} est nulle

etant donne qu aucun actionneur n'est integre a la structure. De plus, supposons qu aucun

deplacement n'est impose a la structure. Par consequent, Ie vecteur force ne comporte que

des efforts d'excitation mecaniques. De plus, aucune charge n'est accumulee sur les capteurs

piezoelectriques ({Q } = 0). L'equation de mouvement de la plaque (7.51) devient alors

M11 0

0 0

r ^".
LUU lYU<f>

-4'u 1Y4>4>.

(7.53)

La valeur des tensions obtenues aux bornes des capteurs piezoelectriques {$ (^)) sont

obtenues en resolvant Pequation precedente. La dimension du vecteur {^l(t)} est egale

au nombre de tensions lues a Pinterieur de la structure. En calculant la moyenne des ten-

sions aux bornes d'un meme capteur, nous obtenons la tension moyenne a la surface de ce

capteur.

7.4 Conclusion

Une revue des equations de mouvement pour Panalyse modaJ.e et dynamique d'une plaque

multicouche elastique, viscoelastique et piezoelectrique a ete faite. De plus, la methode

MSE a ete introduite pour determiner 1'amortissement modal equivalent de plaques multi-

couches amorties par des couches amortissantes. Finalement, les equations de mouvement

des actionneurs et des capteurs piezoelectriques ete presentees. Toutes ces equations seront

utilisees au chapitre suivant pour valider chacune des composantes de 1'element multicouche

developpe.
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Chapitre 8

Validation de Pelement fini

multicouche

8.1 Introduction

A partir des notions presentees aux chapitres precedents, un programme d'elements finis a

etc developpe afin de valider 1 exactitude de la formulation. Ce chapitre traite de la validation

de Pelement fini multicouche. Le but de ce chapitre est de demontrer que 1'element fini

developpe se comporte correctement. La procedure de validation se divise en trois etapes :

validation de la composante elastique, de la composante viscoelastique et de la composante

piezoelectrique. Pour chacune des etapes, une comparaison sera faite entre les resultats

de modeles analytiques et/ou d'elements finis et notre modele. Ces resultats seront obtenus

suite a une analyse modale et dynamique pour des conditions aux limites libres, simplement

appuyees et encastrees.
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8.2 Validation de la composante elastique

Cette section presente les resultats de la validation de la composante elastique de 1'element

fini de plaque multicouche. Premierement, des analyses modale et dynamique ont ete re-

alisees pour un modele de plaque simple aux conditions aux limites libres, simplement

appuyees et encastrees. Ces resultats ont ete compares a ceux obtenus a partir d'un modele

d'elements finis solides (1MSC/NASTRAN). Finalement, notre modele de plaque a ete scinde

en plusieurs couches (3 et 5) d'epaisseur totale identique a celle du modele initial. Les

resultats de Panalyse modale et dynamique ont ete compares entre eux. Ceci a permis de

valider les conditions de continuite aux interfaces de chacune des couches.

8.2.1 Plaque monocouche

Le modele de plaque monocouche utilise pour valider la composante elastique est represente

a la figure 8.1 alors que les proprietes mecaniques du modele sont presentees au tableau 8.1.

Le maillage de la plaque etait constitue de 8 X 8 elements de plaque quadratiques a 8 noeuds.

Un maillage tridimensionnel compose de 8x8 X 2 elements solides quadratiques a 20 noeuds

(CHEXA) a ete construit et analyse a 1'aide du programme MSC/NASTRAN pour valider

les resultats. Les elements finis solides n'imposent aucune hypothese sur Ie mouvement des

corps elastiques. Us sont bases sur la theorie tridimensionnelle de 1'elELsticite. Par consequent,

les elements finis solides sont les elements les plus naturels et les plus representatifs du

comportement des corps elastiques. C'est pour cette raison que nous les avons utilise comme

outil de compcLiaison.

Analyse modale

Une analyse modale a ete realisee a la fois avec les modeles d'elements finis bidimensionnel

et tridimensionnel pour differentes conditions aux limites sur Ie contour de la plaque. Les 10

premieres frequences de vibration ont ete determinees (voir tableaux 8.2, 8.3 et 8.4). Pour
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Figure 8.1: Schema d'une plaque monocouche

TABLEAU 8.1: PROPRIETES MECANIQUES D'UNE PLAQUE MONOCOUCHE

E
p
h
z

v
7?

Proprietes mecaniques

Module Young
Densite

Epaisseur
Position plan neutre
Coefficient Poisson
Amortissement

Valeurs

68.5
2680.0

3.22
0.00
0.33

0.005

GPa
kg/m3

mm
mm
(—)
(—)

1'analyse de la plaque aux conditions aux limites simplement appuyees, un deuxieme modele

de validation a ete utilise. Ce modele analytique a ete developpe et valide experimentalement

a Pinterieur du GAUS [20].

TABLEAU 8.2: FREQUENCES PROPRES DE VIBRATION D'UNE PLAQUE MONO-
COUCHE AUX CONDITIONS AUX LIMITES LIBRES

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

MEF-3D (Hz)
0.018
0.015
0.014
0.012
0.007
0.006

51.261
69.882
100.052
125.842

MEF-2D (Hz)
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
51.725
71.181
101.985
128.260

Erreur (%)
N/A
N/A
N/A
N/A
N/A
N/A
0.90
1.86
1.93
1.92
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TABLEAU 8.3: FREQUENCES PROPRES DE VIBRATION D'UNE PLAQUE MONO-
COUCHE AUX CONDITIONS AUX LIMITES SIMPLEMENT APPU-
YEES

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

Analytique (Hz)
78.270
180.092
211.262
313.083
349.794
432.914
482.785
534.735
587.377
704.437

MEF-3D (Hz)
77.930
179.635
210.793
312.812
349.166
432.036
484.742
535.617
587.791
718.897

MEF-2D (Hz)
77.931
179.747
210.950
313.213
350.263
433.585
486.536
538.003
593.129
723.670

Erreur (%)
0.00
0.06
0.07
0.13
0.31
0.36
0.37
0.45
0.91
0.66

TABLEAU 8.4: FREQUENCES PROPRES DE VIBRATION D'UNE PLAQUE MONO-
COUCHE AUX CONDITIONS AUX LMTES ENCASTREES

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

MEF-3D (Hz)
147.670
278.906
326.117
460.926
488.985
600.169
689.826
750.455
773.332
964.898

MEF-2D (Hz)
144.431
272.859
319.234
450.416
480.102
590.313
675.378
736.767
766.858
960.515

Erreur (%)
-2.19

-2.17

-2.11

-2.28

-1.82

-1.64

-2.09

-1.82

-0.84

-0.45

Les resultats obtenus temoignent de la precision et de la validite de la composante elastique

de Pelement fini multicouche developpe. L'erreur represente 1'ecart entre les resultats de la

MEF-2D et ceux de la MEF-3D. Remarquons que, pour Ie cas de la plaque libre et simple-

ment appuyee, la valeur des frequences de vibration obtenues par Ie modele tridimensionnel

sont legerement inferieures a celles obtenues par Ie modele bidimensionnel. Ceci s'explique

facilement etant donne que Ie modele tridimensionnel est moins restrictif sur Ie mouvement

de la plaque et par consequent, mains rigide. Cependant, pour Ie cas de la plaque encastree,
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les frequences de vibration obtenues par Ie modele 3D sont legerement superieures a celles

du modele 2D. Ceci est probablement du a une legere difference de rigidite au niveau de

Pimposition des conditions aux limites (encastrement). En ce qui concerne Ie modele an-

alytique, les frequences de vibrations obtenues sont superieures a celles obtenues par les

modeles d elements finis. Ceci s'explique par Ie fait que Ie modele analytique ne tient pas

compte de PefFet du cisaillement (theorie de KirchofF). Notons que pour la plaque aux con-

ditions aux limites libres, les 6 premieres frequences de vibration sont nulles et representent

les 6 modes rigides de la plaque.

Analyse dynamique

Une analyse dynamique a ete realisee a la fois avec Ie modele d'elements finis bidimensionnel

et Ie modele analytique avec des conditions aux limites simplement appuyees. Une force

unitaire a ete appliquee a une position quelconque de la plaque afin d'exciter Ie plus de modes

possibles. La vitesse quadratique de la plaque a ete utilisee comme resultat de comparaison.

La figure 8.2 presente la vitesse quadratique de la plaque obtenue par les deux modeles de

plaque sur la plage frequentielle de 0-500 Hertz. Les 10 premiers modes de vibration de

la plaque ont ete utilises pour decomposer la reponse dynamique de la plaque sur sa base

modale.

Rappelons que Ie maillage de la plaque est constitue de 8 x 8 elements de plaque quadra-

tiques. Ce raffinement du maillage nous permet d'obtenir une bonne precision pour tous les

modes dont Ie nombre de demi-longueurs d'onde est inferieur ou egal a 3.

8.2.2 Plaque multicouche

Afin de valider les conditions de continuite des deplacements et des contraintes de cisaille-

ment a 1'interface de chacune des couches, nous avons scinde la plaque elastique de la sec-

tion precedente en plusieurs couches (3 et 5 couches). L'epaissseur totale et les proprietes
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Figure 8.2: Vitesse quadratique moyenne d'une plaque monocouche aux conditions aux lim-
ites simplement appuyees

mecaniques de chacune des plaques scindees ont ete gardees constantes. Par consequent,

chacune des plaques scindees devait avoir les memes proprietes modales et dynamiques

afin de valider les conditions de continuite. Le maillage utilise comportait Ie meme nombre

d elements que celui de la section precedente, soit 8x8 elements.

Analyse modale

Une analyse modale a ete realisee avec les deux modeles de plaques multicouches aux con-

ditions aux limites simplement appuyees. Les 10 premieres frequences de vibration ont ete

determinees et comparees entre elles (voir tableau 8.5).

Les frequences de vibration obtenues sont exactement les memes pour les trois modeles de

plaque (1, 3 et 5 couches). Ces resultats demontrent que la continuite des deplacements et

des contraintes de cisaillement est bien imposee aux interfaces de chacune des couches.

131



TABLEAU 8.5: FREQUENCES PROPRES DE VIBRATION D'UNE PLAQUE SCINDEE
EN PLUSIEURS COUCHES AUX CONDITIONS AUX LIMITES SIM-
PLEMENT APPUYEES

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

MEF-1 couche (Hz)
77.931
179.747
210.950
313.213
350.263
433.585
486.536
538.003
593.129
723.670

MEF-3 couches (Hz)
77.931
179.746
210.949
313.212
350.261
433.584
486.534
538.001
593.127
723.668

MEF-5 couches (Hz)
77.931
179.747
210.950
313.213
350.263
433.585
486.536
538.003
593.129
723.670

Analyse dynamique

Afin de s'assurer de la validite des conditions de continuite a 1'interieur de notre formulation,

une analyse dynamique des plaques multicouches a ete realisee avec les 3 modeles. La

plaque a ete excitee par une force unitaire au meme endroit que celui de la plaque de la

section precedente. La vitesse quadratique de la plaque a ete utilisee comme resultat de

comparaison. La figure 8.3 presente la vitesse quadratique obtenue par les trois modeles de

la plaque simplement appuyee sur la plage frequentielle de 0-500 Hertz. Les 10 premiers

modes de vibration de la plaque ont ete utilises pour decomposer la reponse dynamique de

la plaque sur sa base modale.

Nous voyons encore une fois que les trois modeles de plaque se comportent exactement de

la meme maniere. Ceci semble evident etant donne que les trois modeles de plaque ont

les memes proprietes mecaniques et les memes dimensions. Cependant, ces resultats ne

peuvent etre obtenus que si les conditions de continuite des deplacements et des contraintes

de cisaillement sont bien imposees aux interfaces des couches.
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Figure 8.3: Vitesse quadratique moyenne d'une plaque scindee en plusieurs couches aux
conditions aux limites simplement appuyees

8.3 Validation de la composante viscoelastique

Cette section presente les resultats de la validation de la composante viscoelastique de

1 element fini de plaque multicouche. Premierement, des analyses modale et dynamique

ont ete realisees pour un modele de plaque avec un recouvrement complet de materiau

viscoelastique contraint aux conditions aux limites libres, simplement appuyees et encas-

trees. Ces resultats ont ete compares a ceux obtenus a partir d'un modele d'elements fi-

nis solides (MSC/NASTRAN). Le modele d'amortissement utilise dans par Ie programme

MSC/NASTRAN est Ie meme que celui utilise dans la presente formulation (amortissement

structural). Finalement, un modele de plaque avec un recouvrement partiel de materiau

viscoelastique contraint aux conditions aux limites libres, simplement appuyees et encastrees

a ete etudie. Notons que les proprietes du materiau viscoelastique ont etc considerees con-

stantes en frequence. Cette condition est essentielle pour pouvoir appliquer la methode de

1 amortissement modal et la decomposition modale.
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8.3.1 Recouvrement complet

Le modele de plaque recouverte completement d'une couche viscoelastique contrainte utilise

pour valider la composante viscoelastique est represente a, la figure 8.4 alors que les pro-

prietes mecaniques du modele sont presentees au tableau 8.6. Le maillage de la plaque etait

constitue de 8 X 8 elements de plaque quadratiques a 8 noeuds. Un maillage tridimensionnel

compose de 8 X 8 X 2 elements solides quadratiques a 20 noeuds (CHEXA) par couche a ete

construit et analyse a Paide du programme MSC/NASTRAN pour valider les resultats.

0.42m

0.48m

Figure 8.4: Schema d'une plaque recouverte completement d'une couche viscoelastique con-
trainte

TABLEAU 8.6: PROPRIETES MECANIQUES D'UNE PLAQUE RECOUVERTE COM-
PLETEMENT D'UNE COUCHE VISCOELASTIQUE CONTRAINTE

E
p
h
z

v

TL

Proprietes
mecamques

Module Young
Densite
Epaisseur
Position plan neutre
CoefRcient Poisson
Amortissement

Couche 1 :
Aluminium
68.5

2680.0
3.22
0.00
0.33

0.005

GPa
kg/m3

mm
mm
(—)
(—)

Couche 2 :
Viscoelastique

5.2
1015.0
0.254
1.737

0.3
1.0

MPa
kg/m3
mm
mm
(—)
(—)

Couche 3 :
Aluminium
68.5

2782.0
0.508
2.118

0.3
0.005

GPa
kg/m3
mm
mm
(—)
(—)

Analyse mo dale

Une analyse modale a ete realisee a la fois avec Ie modele d'elements finis bidimensionnel et

tridimensionnel pour differentes conditions aux limites sur Ie contour de la plaque. Les 10
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premieres frequences de vibration ont ete determinees (voir tableaux 8.7, 8.8 et 8.9) ainsi

que les 10 premiers modes de vibration (voir annexe C). Pour Panalyse de la plaque aux

conditions aux limites simplement appuyees, un deuxieme modele de validation a ete utilise.

Ce modele analytique est Ie meme que celui utilise a la section precedente [20].

TABLEAU 8.7: FREQUENCES PROPRES DE VIBRATION D'UNE PLAQUE AUX
CONDITIONS AUX LIMITES LIBRES RECOUVERTE COMPLETE-
MENT D'UNE COUCHE VISCOELASTIQUE CONTRAINTE

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

MEF-3D (Hz)
0.014
0.009
0.003
0.023
0.029
0.042

58.075
81.217
113.746
138.413

MEF-2D (Hz)
0.000
0.000
0.000
0.000
0.008
0.010
58.260
82.255
115.064
139.764

Erreur (%)
"N/A^

N/A
N/A
N/A
N/A
N/A
0.32
1.28
1.16
0.98

TABLEAU 8.8: FREQUENCES PROPRES DE VIBRATION D'UNE PLAQUE AUX
CONDITIONS AUX LIMITES SIMPLEMENT APPUYEES RECOU-
VERTE COMPLETEMENT D'UNE COUCHE VISCOELASTIQUE
CONTRAINTE

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

Analytique (Hz)
89.531
197.016
228.573
328.964
364.442

443.856

MEF-3D (Hz)
86.446
190.417
221.630
320.366
356.159
419.457
435.297
439.206
446.816
449.964

MEF-2D (Hz)
85.653
188.458
219.302
317.452
353.400

432.334

Erreur (%)
-0.92

-1.03

-1.05

-0.91

-0.77

N/A
-0.68

N/A
N/A
N/A

Une fois Panalyse modale realisee, la methode d'analyse MSE ("Modal Strain Energy
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TABLEAU 8.9: FREQUENCES PROPRES DE VIBRATION D'UNE PLAQUE AUX
CONDITIONS AUX LIMITES ENCASTREES RECOUVERTE COM-
PLETEMENT D'UNE COUCHE VISCOELASTIQUE CONTRAINTE

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

MEF-3D (Hz)
154.540
282.945
327.678
456.783
482.990
586.629
672.831
728.797
748.940
925.660

MEF-2D (Hz)
149.841
274.587
318.258
443.502
471.124
573.561
655.769
712.341
739.162
917.810

Erreur (%)
-3.04

-2.95

-2.87

-2.91

-2.46

-2.23

-2.54

-2.26

-1.31

-0.85

method") a ete utilisee pour comparer les amortissement modaux equivalents obtenus par

les deux modeles. Les resultats sont presentes dans les tableaux 8.10, 8.11 et 8.12.

TABLEAU 8.10: AMORTISSEMENTS MODAUX D'UNE PLAQUE AUX CONDITIONS
AUX LIMITES LIBRES RECOUVERTE COMPLETEMENT D'UNE
COUCHE VISCOELASTIQUE CONTRAINTE

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

MEF-3D

0.068
0.057
0.078
0.099

MEF-2D

0.073
0.064
0.087
0.105

Erreur (%)
N/A
N/A
N/A
N/A
N/A
N/A
7.35
12.28
11.54
6.06

Les resultats obtenus temoignent de la precision et de la validite de la composante vis-

coelastique de Pelement fini multicouche developpe. L'erreur represente 1'ecart entre les

resultats de la MEF-2D et ceux de la MEF-3D. Remarquons que les valeurs des frequences
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TABLEAU 8.11: AMORTISSEMENTS MODAUX D'UNE PLAQUE AUX CONDI-
TIONS AUX LIMITES SIMPLEMENT APPUYEES RECOUVERTE
COMPLETEMENT D'UNE COUCHE VISCOELASTIQUE CON-
TRAINTE

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

MEF-3D

0.105
0.126
0.130
0.124
0.128
1.000
0.124
1.000
1.000
1.000

MEF-2D

0.111
0.128
0.130
0.121
0.123

0.117

Erreur (%)
5.71
1.58
0.00
-2.42

-3.91

N/A
-5.65

N/A
N/A
N/A

TABLEAU 8.12: AMORTISSEMENTS MODAUX D'UNE PLAQUE AUX CONDITIONS
AUX LIMITES ENCASTREES RECOUVERTE COMPLETEMENT
D'UNE COUCHE VISCOELASTIQUE CONTRAINTE

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

MEF-3D (Hz)
0.126
0.119
0.115
0.100
0.102
0.095
0.081
0.079
0.084
0.075

MEF-2D (Hz)
0.127
0.116
0.111
0.096
0.097
0.089
0.077
0.075
0.078
0.069

Erreur (%)
0.79

-2.52

-3.48

-4.00

-4.90

-4.21

-6.32

-5.06

-7.14

-8.00

de vibration obtenues par Ie modele tridimensionnel sont legerement inferieures a celles

obtenues par Ie modele bidimensionnel pour Ie cas de la plaque libre seulement. De plus,

nous pouvons noter 1 apparition de modes de vibration locaux a 1 interieur du modele tridi-

mensionnel de la plaque simplement appuyee (voir deformees a 1'annexe C). Ces modes

locaux ne peuvent etre predits par les modeles de plaque (analytique et MEF) etant donne

les restrictions de mouvement imposees par Ie champ de deplacement utilise (w constant
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dans la direction z}. La presence de la couche viscoelastique de faible rigidite est la cause

de 1 apparition des modes locaux. Ces modes locaux apparaitront a plus hautes frequences

pour Ie cas de la plaque encastree etant donne la plus grande rigidite de cette plaque. Re-

marquons que les amortissements modaux equivalents des modes locaux sont egaux a 1, soit

la valeur de Pamortissement modal de la couche viscoelastique. Ceci signifie que 1'energie

de deformation modale provient uniquement de la deformation de la couche viscoelastique.

En d'autres mots, la couche viscoelastique est la seule a se deformer aux modes locaux.

Analyse dynamique

Une analyse dynamique a ete realisee a la fois avec les modeles d'elements finis bidimen-

sionnel et tridimensionnel et Ie modele analytique aux conditions aux limites simplement

appuyees. Une force unitaire a ete appliquee a un point quelconque de la plaque afin d'ex-

citer Ie plus de modes de vibration possibles. La vitesse quadratique de la plaque a ete

utilisee comme resultat de comparaison. La figure 8.5 presente la vitesse quadratique de la

plaque obtenue par les trois modeles de plaque sur la plage frequentielle de 0-500 Hertz.

Tous les modes de vibration de la plaque dont la frequence est inferieure a 700 Hertz ont

ete utilises pour decomposer la reponse dynamique de la plaque sur sa base modale.

Encore une fois, les resultats obtenus temoignent de la precision et de la validite de la com-

posante viscoelastique de Pelement fini multicouche developpe. Notons que la force utilisee

pour exciter la plaque ne permet pas d'exciter les modes locaux du modele tridimensionnel.

Par consequent, les modes locaux n'apparaissent pas sur Ie graphique de la vitesse quadra-

tique moyenne de la plaque viscoelastique contrainte. Notons que Ie modele analytique ne

tient pas compte du cisaillement dans les couches cT aluminium. Ceci pourrait etre la raison

pour laquelle Ie modele analytique sous-estime 1'amortissement par rapport aux modeles

d elements finis.
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Figure 8.5: Vitesse quadratique moyenne d'une plaque aux conditions aux limites simple-
ment appuyees recouverte completement d'une couche viscoelastique contrainte

8.3.2 Recouvrement partiel

Le modele de la plaque recouverte partiellement d'une couche viscoelastique contrainte

utilise pour valider la composante viscoelastique est represente a la figure 8.6 alors que les

proprietes mecaniques du modele sont presentees au tableau 8.13. Le maillage de la plaque

etait constitue de 8 X 8 elements de plaque quadratiques a 8 noeuds. Notons que les zones

surfaciques monocouche et multicouche de la plaque ont ete modelisees avec 1'element fini

multicouche. Un maillage tridimensionnel compose de 8x8 X 2 elements solides quadra-

tiques a 20 noeuds (CHEXA) par couche a ete construit et analyse a 1'aide du programme

MSC/NASTRAN pour valider les resultats.
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0.48m

Figure 8.6: Schema d'une plaque recouverte partiellement cPune couche viscoelastique con-
trainte

TABLEAU 8.13: PROPRIETES MECANIQUES D'UNE PLAQUE RECOUVERTE PAR-
TIELLEMENT D'UNE COUCHE VISCOELASTIQUE CONTRAINTE

E
p
h
z

v

_7L

Proprietes
mecamques

Module Young
Densite

Epaisseur
Position axe neutre
Coefficient Poisson
Amortissement

Couche 1 :
Aluminium
68.5

2680.0
3.22
0.00
0.33

0.005

GPa
kg/m3

mm
mm

(—)

Couche 2 :
Viscoelastique

5.2
1015.0
0.254
1.737

0.3
1.0

MPa
kg/m3

mm
mm
(—)
(—)

Couche 3 :
Aluminium
68.5

2782.0
0.508
2.118

0.3
0.005

GPa
kg/m3

mm
mm
(—)
(—)

Analyse modale

Une analyse modale a ete realisee a la fois avec les modeles d'elements finis bidimensionnel

et tridimensionnel pour differentes conditions aux limites sur Ie contour de la, plaque. Les

10 premieres frequences de vibration ont ete determinees (voir tableaux 8.14, 8.15 et 8.16)

ainsi que les 10 premiers modes de vibration (voir annexe D).

Une fois Panalyse modale realisee, la methode cP analyse MSE ("Modal Strain Energy

method") a ete utilisee pour comparer les amortissement modaux obtenus par les deux

modeles. Les resultats sont presentes dans les tableaux 8.17, 8.18 et 8.19.

Les resultats obtenus temoignent de la precision et de la validite de la composante vis-
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TABLEAU 8.14: FREQUENCES PROPRES DE VIBRATION D'UNE PLAQUE AUX
CONDITIONS AUX LIMITES LIBRES RECOUVERTE PARTIELLE-
MENT D'UNE COUCHE VISCOELASTIQUE CONTRAINTE

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

MEF-3D (Hz)
0.007
0.012
0.013
0.016
0.018
0.022
52.090
70.790
100.268
127.140

MEF-2D (Hz)
0.003
0.000
0.000
0.000
0.004
0.005

52.445
71.912
101.967
129.288

Erreur (%)
N/A
N/A
N/A
N/A
N/A
N/A
0.68
1.58
1.69
1.69

TABLEAU 8.15: FREQUENCES PROPRES DE VIBRATION D'UNE PLAQUE AUX
CONDITIONS AUX LIMITES SIMPLEMENT APPUYEES RECOU-
VERTE PARTIELLEMENT D'UNE COUCHE VISCOELASTIQUE
CONTRAINTE

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

MEF-3D (Hz)
78.579
181.833
213.298
314.618
349.268
418.878
430.996
442.005
448.985
478.891

MEF-2D (Hz)
78.381
181.425
212.844
314.237
349.541

431.571

Erreur (%)
-0.25

-0.22

-0.21

-0.12

0.07
N/A
0.13
N/A
N/A
N/A

coelastique de Pelement fini multicouche developpe. L'erreur represente 1 ecart entre les

resultats de la MEF-2D et ceux de la MEF-3D. Remarquons encore un fois que les frequences

de vibration obtenues par Ie modele tridimensionnel sont legerement inferieures a celles

obtenues par Ie modele bidimensionnel uniquement pour Ie modele libre, Ie seul n ayant

aucune condition aux limites d'appliquee. Ceci concorde avec Ie fait que les conditions aux

limites a Pinterieur des modeles multicouches 3D sont probablement plus rigides que celles
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TABLEAU 8.16: FREQUENCES PROPRES DE VIBRATION D'UNE PLAQUE AUX
CONDITIONS AUX LIMITES ENCASTREES RECOUVERTE PAR-
TIELLEMENT D'UNE COUCHE VISCOELASTIQUE CONTRAINTE

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

MEF-3D (Hz)
148.456
279.456
326.282
459.673
485.531
594.369
683.855
743.305
766.767
954.118

MEF-2D (Hz)
143.245
271.812
318.153
448.063
475.738
583.646
668.736
729.061
759.434
948.847

Erreur (%)
-3.51

-2.74

-2.49

-2.53

-2.02

-1.80

-2.21

-1.92

-0.96

-0.55

TABLEAU 8.17: AMORTISSEMENTS MODAUX D'UNE PLAQUE AUX CONDITIONS
AUX LIMITES LIBRES RECOUVERTE PARTIELLEMENT D'UNE
COUCHE VISCOELASTIQUE CONTRAINTE

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

MEF-3D (Hz)

0.030
0.030
0.028
0.028

MEF-2D (Hz)

0.030
0.031
0.028
0.028

Erreur (%)
N/A
N/A
N/A
N/A
N/A
N/A
0.00
3.33
0.00
0.00

des modeles multicouches 2D. De plus, des modes locaux apparaissent a hautes frequences

dans Ie modeles d'elements finis 3D (voir deformees a 1'annexe D). Notons que les resultats

du tableau 8.19 presentent des erreurs significatives. Les amortissements modaux de la

MEF-3D sont, en general, plus eleves que ceux de la MEF-2D. Considerant les resultats

du modele 3D comme reference, les resultats laissent croire que la couche viscoelastique du

modele 2D devrait se deformer davantage afin d'augmenter la valeur des amortissements

modaux. Cette difference est probablement due a des effets de bord induits par les conditions
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TABLEAU 8.18: AMORTISSEMENTS MODAUX D'UNE PLAQUE AUX CONDITIONS
AUX LIMITES SIMPLEMENT APPUYEES RECOUVERTE PAR-
TIELLEMENT D'UNE COUCHE VISCOELASTIQUE CONTRAINTE

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

MEF-3D (Hz)
0.033
0.037
0.038
0.034
0.032
1.000
0.031
1.000
1.000
1.000

MEF-2D (Hz)
0.034
0.037
0.037
0.032
0.032

0.029

Erreur (%)
3.03
0.00

-2.63

-5.88

0.00
N/A
-6.45

N/A
N/A
N/A

TABLEAU 8.19: AMORTISSEMENTS MODAUX D'UNE PLAQUE AUX CONDITIONS
AUX LIMITES ENCASTREES RECOUVERTE PARTIELLEMENT
D'UNE COUCHE VISCOELASTIQUE CONTRAINTE

Mode
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

MEF-3D (Hz)
0.032
0.034
0.032
0.029
0.025
0.024
0.023
0.021
0.017
0.024

MEF-2D (Hz)
0.024
0.028
0.026
0.024
0.021
0.021
0.020
0.018
0.022
0.021

Erreur (%)
-25.00
-17.65
-25.00
-18.75
-16.00
-12.50
-13.04
-14.29

29.41
-12.50

aux limites.

Analyse dynamique

Une analyse dynamique a ete realisee a la fois avec Ie modele d elements finis bidimensionnel

et Ie modele analytique aux conditions aux limites simplement appuyees. Une force unitaire a

ete appliquee a un point quelconque de la plaque afin d'exciter Ie plus de modes de vibration
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Figure 8.7: Vitesse quadratique moyenne d'une plaque aux conditions aux limites simple-
ment appuyees recouverte partiellement d'une couche viscoelastique contrainte

possibles. La vitesse quadratique de la plaque a ete utilisee comme resultat de comparaison.

La figure 8.7 presente la vitesse quadratique de la plaque obtenue par les deux modeles de

plaque sur la plage frequentielle de 0-500 Hertz. Tous les modes de vibration de la plaque

dont la frequence est inferieure a 700 Hertz ont ete utilises pour decomposer la reponse

dynamique de la plaque sur sa base modale.

Encore une fois, les resultats obtenus temoignent de la precision et de la validite de la com-

posante viscoelastique de 1 element fini multicouche developpe. Notons que la force utilisee

pour exciter la plaque ne permet pas d'exciter les modes locaux du modele tridimension-

nel. Par consequent, les modes locaux n apparaissent pas sur Ie graphique de la vitesse

quadratique moyenne de la plaque viscoelastique contrainte.
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8.4 Validation de la composante piezoelectrique

Cette section presente les resultats de la validation de la composante piezoelectrique de

Pelement fini de plaque multicouche. Premierement, la validation de PefFet inverse d'une

plaque piezoelectrique (actionneur) a ete efFectuee. La plaque elastique a ete excitee a partir

d'un actionneur piezoelectrique en appliquant un potentiel electrique sur celui-ci. Par la

suite, la validation de PefFet direct d'une plaque piezoelectrique (capteur) a ete effectuee.

Pour ce faire, une plaquette piezoelectrique a ete ajoutee sur la surface de la plaque elastique

etudiee precedemment. En excitant la plaque a Paide d une force mecanique, nous avons

determine la tension electrique a, la surface du capteur piezoelectrique. Les resultats ont ete

compares a ceux obtenus a partir d'un programme analytique developpe a 1 interieur du

GAUS [6].

8.4.1 Actionneur

Le modele de plaque utilise pour valider PefFet inverse de la piezoelectricite (actionneur) est

represente a la figure 8.8 alors que les proprietes mecaniques et electriques du modele sont

presentees au tableau 8.20. Le maillage de la plaque etait constitue de 16 X 16 elements

de plaque quadratiques a 8 noeuds. La plaquette piezoelectrique couvrait 4x4 elements

de plaque multicouche. Notons que tous les autres elements ont ete modelises aussi par

Pelement de plaque multicouche dont une seule couche a ete definie.

Ullii^iilii

^^^
Figure 8.8: Schema d une plaque excitee par un actionneur piezoelectrique
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TABLEAU 8.20: PROPRIETES MECANIQUES ET ELECTRIQUES D'UNE PLAQUE
EXCITEE PAR UN ACTIONNEUR PIEZOELECTRIQUE

E
p
h
z

v

f}
e

d

Proprietes
mecaniques/electriques

Module Young
Densite
Epaisseur
Position axe neutre
Coefficient Poisson
Amortissement
Constante piezoelectrique
Constante dielectrique

Couche 1 :
Aluminium
68.5

2680.0
3.22
0.00
0.33

0.005

GPa
kg/m

mm
mm
(—)
(—)

T^T
(—)

Couche
PZT
63.0

7750.0
0.254
1.737
0.33

0.001
14.0

0.210 x 10-9

2 :

GPa
kg/m3

mm
mm
(—)
(—)

-Cjm2r

F/m

Seulement une analyse dynamique a, ete realisee pour valider 1'efFet piezoelectrique inverse

de Pelement fini multicouche. Une tension de 2 Volts a ete appliquee aux bornes de la

plaquette piezoelectrique du modele d'elements finis afin cPexciter la plaque. Notons que

Pactionneur du modele analytique est modelise a partir de deux plaquettes piezoelectriques

collees symetriquement en vis-a-vis. Par consequent, une tension de 1 Volt a ete appliquee

sur chacune des plaquettes piezoelectriques dans Ie modele analytique.

La figure 8.9 presents la vitesse quadratique moyenne de la plaque sur la plage frequentielle

de 0-1500 Hertz avec un pas frequentiel de 1 Hertz. Les resultats sont compares a ceux

obtenus par un programme analytique developpe au GAUS [6]. Les 16 premiers modes de

vibration de la plaque ont ete utilises pour decomposer la reponse dynamique de la plaque

sur sa base modale. Notons que les modes "electrodes fermees" ont ete utilises comme base

modale.

La qualite des resultats demontre la validite de 1'efFet piezoelectrique inverse de 1'element de

plaque. Remarquons que Ie modele d'elements finis est plus souple que Ie modele analytique.

Ceci devient de plus en plus notable lorsque la frequence d'excitation augmente. Ceci est

principalement du au fait que Ie modele analytique neglige 1'efFet du cisaillement transversal

contrairement au modele d'elements finis.
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Figure 8.9: Vitesse quadratique moyenne d'une plaque simplement appuyee et excitee par
un actionneur piezoelectrique.

8.4.2 Capteur

Cette section presente les resultats de la validation de Peffet piezoelectrique direct de

Pelement de plaque multicouche. Premierement, une analyse dynamique a ete realisee pour

un modele de plaque avec un recouvrement complet de materiau piezoelectrique aux con-

ditions aux limites simplement appuyees. Par la suite, un modele de plaque avec un recou-

vrement partiel de materiau piezoelectrique ayant les memes conditions aux limites a ete

analyse.

Recouvrement complet

Le modele de la plaque recouverte completement d'un capteur piezoelectrique utilise pour

valider Peffet direct de la piezoelectricite (capteur) est represente a la figure 8.10 alors que les

proprietes mecaniques et electriques du modele sont presentees au tableau 8.21. Le maillage
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de la plaque etait constitue de 12 X 12 elements de plaque quadratiques a 8 noeuds.

0.42m

0.48m

Figure 8.10: Schema d'une plaque recouverte completement d un capteur piezoelectrique

TABLEAU 8.21: PROPRIETES MECANIQUES ET ELECTRIQUES D'UNE PLAQUE
RECOUVERTE COMPLETEMENT D'UN CAPTEUR PIEZOELEC-
TRIQUE

E
p
h
z

v

_ZL
e

d

Proprietes
mecaniques/electriques

Module Young
Densite
Epaisseur
Position axe neutre
CoefRcient Poisson
Amortissement
Constante piezoelectrique
Constante dielectrique

Couche 1 :
Aluminium

68.5
2680.0

3.22
0.00
0.33

0.005

GPa
kg/m3

mm
mm
(—)
(—)
TT
(—)

Couche 2
PVDF

2.0
1800.0

0.1
1.66
0.29

0.001
0.046

0.1062 x 10-9

GPa
kg/m3

mm
mm
(—)
(—)
C/m2
F/m

La figure 8.11 presente la tension moyenne du capteur sur la plage frequentielle de 0-1500

Hertz avec un pas frequentiel de 1 Hertz. Les resultats sont compares a ceux obtenus par

un programme analytique developpe au GAUS [6]. Les 50 premiers modes de vibration de

la plaque ont ete utilises pour decomposer la reponse dynamique de la plaque sur sa base

modale. Notons que Ie nombre de modes utilises peut affecter considerablement la position

des anti-resonances. En effet, Ie PVDF mesure une deformation (integree spatialement)

qui represente la premiere la difference des premieres derivees spatiales du deplacement

aux extremites du capteur. La convergence est done moins rapide que lors du calcul de la

vitesse quadratique. Avec seulement 10 modes de vibration, Panti-resonance situee a 209

Hertz etait situee a 191 Hertz. II est done necessaire d'avoir un grand nombre de modes lors
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Figure 8.11: Tension moyenne a la surface d'un capteur piezoelectrique recouvrant comple-
tement la surface d'une plaque simplement appuyee.

de la decomposition modale pour avoir une bonne convergence des anti-resonances.

Les resultats obtenus permettent, encore une fois, de valider la composante piezoelectrique

de 1'element fini multicouche.

Recouvrement partiel

Le modele de la plaque recouverte partiellement d un capteur piezoelectrique utilise pour

valider 1'efFet direct de la piezoelectricite (capteur) est represente a la figure 8.12 alors que les

proprietes mecaniques et electriques du modele sont presentees au tableau 8.22. Le maillage

de la plaque etait constitue de 16 X 16 elements de plaque quadratique a 8 noeuds.

La figure 8.13 presente la tension moyenne a la surface du capteur sur la plage frequentielle

de 0-1500 Hertz avec un pas frequentiel de 1 Hertz. Les resultats sont compares a ceux

obtenus par un programme analytique developpe au GAUS [6]. Les 50 premiers modes de

149



A

t—^ii
illiUil
r

M'SSSSMinsiil

<te
0.48m

Figure 8.12: Schema d'une plaque recouverte partiellement d'un capteur piezoelectrique

TABLEAU 8.22: PROPRIETES MECANIQUES ET ELECTRIQUES D'UNE PLAQUE
RECOUVERTE PARTIELLEMENT D'UN CAPTEUR PIEZOELEC-
TRIQUE

E
p
h
z

v

'n

e

d

Proprietes
mecaniques/electriques

Module Young
Densite

Epaisseur
Position axe neutre
CoefRcient Poisson
Amortissement
Constante piezoelectrique
Constante dielectrique

Couche 1 :
Aluminium
68.5

2680.0
3.22
0.00
0.33

0.005

GPa
kg/m3
mm
mm
(—)
(—)

~v=)~

(—)

Couche 2
PVDF

2.0
1800.0

0.1
1.66
0.29

0.001
0.046

0.1062 x 10-9

GPa
kg/m3
mm
mm
(—)
(—)
C/m2
F/m

vibration de la plaque ont ete utilises pour decomposer la reponse dynamique de la plaque

sur sa base modale. Notons que les resultats obtenus par la MEF predisent d'autres modes

de vibration que ceux predits par Ie programme analytique (par exemple a 180 hertz et a

315 hertz).

8.5 Conclusion

Les resultats presentes dans ce chapitre nous ont permis de demontrer la validite de Pelement

fini de plaque multicouche developppe. Le nombre et la variete des modeles utilises ont

demontre la polyvalence et la precision de cet element.
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Figure 8.13: Tension moyenne a la surface d'un capteur piezoelectrique recouvrant partielle-
ment la surface d une plaque simplement appuyee.
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Conclusion

Ce memoire presente la formulation, par la methode des elements finis, d'une plaque mul-

ticouche integrant les effets elastique, viscoelastique et piezoelectrique. Ce modele tient

compte des efFets de masse, d'amortissement et de raideur pour chacune des couches du

lamine. Les deplacements dans la direction transversale de la plaque sont modelises selon

une theorie discrete pour chacune des couches et Ie principe de Hamilton est utilise pour

definir les equations de mouvement de la plaque laminee. Les continuites de contraintes de

cisaillement et de deplacements sont imposees a chacune des interfaces. L'element fini est

un quadrilatere defini par un total de 8 noeuds avec 7 degres de liberte (DDL) par noeud.

Tous les effets d'extension, de flexion et de cisaillement transversal sont inclus dans la for-

mulation. Un DDL electrique supplementaire par couche piezoelectrique est ajoute dans Ie

modele. Get element fini peut etre utilise pour realiser des analyses statique et dynamique

de plaques multicouches assujetties a des excitations mecaniques et electriques.

La validation de ce modele d'elements finis fut efE'ectuee en plusieurs parties. Premierement,

la composante elastique ainsi que les conditions de continuite des deplacements et des con-

traintes de cisaillement ont ete validees. Des analyses modales et dynamiques ont ete ef-

fectuees et les frequences de vibration ainsi que la vitesse quadratique moyenne ont ete

utilises comme variables de comparaison. Deuxiemement, la composante viscoelastique a

ete validee en utilisant, entre autre, Ie facteur d'amortissement modal equivalent (methode

MSE) comme variable de comparaison. Finalement, la validation de la composante piezo-

electrique a ete effectuee. La tension electrique moyenne a ete utilisee comme variable de
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comparaison pour valider 1'efFet direct (capteur) alors que la vitesse quadratique moyenne

a ete utilisee pour valider 1'efFet inverse (actionneur) de la composante piezoelectrique. Les

resultats presentes lors de la validation ont demontre 1'efficacite et Ie bon comportement

de cet element. Get element peut etre utilise, a la fois, comme capteur et/ou actionneur

piezoelectrique combine a des couches elastiques et/ou viscoelastiques.

Originalite scientifique

Les travaux presentes dans ce memoire ont mene a 1'originalite scientifique suivante :

- Developpement d'une formulation de plaque multicouche par la methode des elements

finis basee sur un champ de deplacement discret et integrant, a, la fois, des couches au

comportement elastique, viscoelastique et piezoelectrique.

Perspectives

Les travaux presentes id sont une premiere etape pour 1 obtention d un outil numerique

efficace pour Panalyse de structures multicouches integrant des materiaux amortissants et

des composantes piezoelectriques. Us restent plusieurs points a approfondir et developper.

En void quelques uns :

- Permettre la transposition cet element fini dans Pespace pour modeliser des structures

non-planes (tridimensionnelles).

- Integrer cet element fini parmi la banque d'elements du GAUS de maniere a ce qu il

puisse etre utilise par tous. De plus, cette integration permettra d utiliser cet element

avec d'autres elements de la banque.

- Faire 1'analyse de structures complexes connues afin d'evaluer les limites de cet element

fini, principalement en ce qui concerne les hypotheses de modelisation des variables
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electriques.

Developper un algorithme de calcul pour pouvoir permettre aux proprietes des couches

amortissantes de varier en frequence.

Programmer un algorithme de controle actif entre les composantes piezoelectriques

(capteurs et actionneurs) pour permettre de faire Petude du controle actif, de 1'amor-

tissement actif et de Pisolation active de structures multicouches. De plus, cet element

fini pourra etre utilise comme base pour une etude deja en cours au GAUS sur 1 opti-

misation de la position de capteurs et d'actionneurs piezoelectriques a 1'interieur d'une

structure.

Completer Petude de convergence pour valider la technique de resolution modale.
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Annexe A

Discretisation des variables nodales
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A.l Interpolation nodale des variables de deplacement de la lere couche
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A.2 Interpolation nodale des variables de deplacement de la ie couche
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Annexe B

Calcul des matrices differentielles
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B.l Matrice different ielle de la composante membrane de la lere couche [BIC1J
um_

Wm] = [Dnm][N.]
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B.2 Matrice differentielle de la composante membrane de la ie couche [B^~\

[B^] = [D^][Qt][lV.

0^

9
fX

0

0
9

.9y

9Ni
a^

0

0
9Niw

0
9

0
9

Qx

0

0

0

0

0
9Ni
-9^

0
QN-i
9x

0
0

0

0

0

0

0

0

0
0

0

0

T2

T2

0

0
0

0

QNi
Qx^

0

0
9Ni
^v

0
0

0

0

T,

T.

1

0

0

0

0

0

0

0
QNi
"Qy

0
ajv-i
Qx

0

1
0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

Ti

Ti

T2

0

0

T4

0
0

0

9Ni
-ai-

0

0
9Ni
9y

0

T2

0

0

T4

0

0

Ti

Ti

Ti

0

0

Ts

0
1

0

0
9Nr
~9y~

0
9Ni
Qx

0

Tt

0

0

Ts\
0

1

M
0

0

0

0
0

0

9Ns
Qx

0

0
9Ns
~9y~

0

M
0

0

0
0

0

0
ffNg
-9y

0
9Ns
Qx

0
0

A^i

0

0
0

0

0

0
0

0

0

0

0

M
0

0

0

Ts

T2

0
0

0

0

Nl

0

0

9N,,
9x

0
0
aiVfl
~9y~

0

0

0

0

0

M
0

0
^s^a.L2-9y-

0
,^&-9x

0

0

0

0

0
0

N,

Ti

Ti

9Ne
-9x

0
0
9Ne
~w

Ns

0
0

0

0

0

0

0
9NsTi^
0
9Na

tl-8^

3

Ns

0

0

0
0

0

0

0

Ns

0
0

0

0

0

0

0

Ns

0
0

0

0

0
0

0

Ns

0

0

0
0

0

0

0

Ns

0

0

0
0

0

0

0

N&



u
 s

.^
.
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B.4 Matrice differ entielle de la composante de flexion de la ie couche \B^~\

[%] = [£W][ol][Ay
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B.5 Matrice different ielle de la composante de cisaillement de la lere couche [B^]

[B^] = [D^][N.]
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B.6 Matrice differentielle de la composante de cisaillement de la ie couche [B^]

[B^] = [D^][Qi}[Nn]
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B.7 Matrice differentielle du potentiel electrique de la ie couche [B^]

[Bc,] = [D^][N,]
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Annexe C

Deformees modales d'une plaque

recouverte completement d une

couche viscoelastique contrainte
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C.l Conditions aux limites libres

(a) Mode 7 (b) Mode 8

(c) Mode 9 (d) Mode 10
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C.2 Conditions aux limites simplement appuyees

(a) Mode 1 (b) Mode 2

(c) Mode 3 (d) Mode 4
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(e) Mode 5 (f) Mode 6

(g) Mode 7 (h) Mode 8
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C.3 Conditions aux limites encastrees

(a) Mode 1 (b) Mode 2

(c) Mode 3 (d) Mode 4
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(e) Mode 5 (f) Mode 6

(g) Mode 7 (h) Mode 8
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(i) Mode 9 (j) Mode 10
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Annexe D

Deformees modales d une plaque

recouverte partiellement d une

couche viscoelastique contrainte
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D.l Conditions aux limites libres

Mode?, 5.209MOOIHZ Mode 8, 7.B79M001HZ

(a) Mode 7 (b) Mode 8

Mode 9, l.UBoriXKH! Mode 10, 1.27lMfl02Hz

(c) Mode 9 (d) Mode 10
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D.2 Conditions aux limites simplement appuyees

Mode 1. 7.858W001HZ Mo<to2, 1.818M002HZ

(a) Mode 1 (b) Mode 2

Mode3. 2.133e«02Hz Mode 4, 3.146e+<B2?

(c) Mode 3 (d) Mode 4
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Mode 5, 3.493e4<102Hz| Mode 6, 4.189e+002HE

(e) Mode 5 (f) Mode 6

Mode?, 4.310c4fl02Hz

Mcdc8, 4.420M<»2Hz|

(g) Mode 7 (h) Mode 8
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Mode 9, 4.4!Xte»<)02Hz| Mode 10. 4.78!te»<02Hzl

(i) Mode 9 (j) Mode 10
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D.3 Conditions aux limites encastrees

Mode I, I.485w<U2Hz Mode 2. 2.794et<U2Hl

(a) Mode 1 (b) Mode 2

Mode 3, 3.263c»<XGHz Mode 4. 4.597etfl02Hz

(c) Mode 3 (d) Mode 4
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Mode5, 4.855M<X)2Hz| Mode6,5.944c4fl02Hz|

(e) Mode 5 (f) Mode 6

Mode?. 6.839MflOZHzl Modes, 7.433wfl02Hz

(g) Mode 7 (h) Mode 8
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Mode 9. 7.668»KU2Hz Mode 10, 9541e«»2Hz|

(i) Mode 9 (j) Mode 10
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