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Bevezeto

A Példatar az ELTE matematikus és alkalmazott matematikus szak mésod-
éves Operacidkutatas targyanak oktatasa soran 6sszegytijtott feladatokat tar-
talmazza. Szeretnénk koszonetet mondani Berndth Attildnak, Fekete Zsolt-
nak, Juttner Alparnak, Makai Martonnak, Szab6 Jécintnak, Szeg6 Laszlénak,
Végh Lészlénak, és mindenki méasnak, aki akar gyakorlatvezetOként, akar az
EGRES csoport tagjaként részt vett a feladatok gytijtésében és kiotlésében.
Kiilon koszonet Mardti Gabornak, aki annak idején a feladatgy(ijtemény elsé
valtozatat osszeallitotta és gondozta; az 6 munkaja alapozta meg a mostani
példatarat.

Budapest, 2013. januar.

A szerkesztOk: Bérczi Kristof, Frank Andrds, Kaszanitzky Viktoria,
Kirdly Csaba, Kirdly Tamds, Kovdcs Erika Rendta,
Pap Gyula, Pap Julia



Jelolések

*

o . kénny( példa, *: nehéz példa, **: kegyetlen nehéz példa.

e R, jeloli a nemnegativ valés szamok halmazat, Z, a nemnegativ egész
szamokét.

e Egy n € Z; szdmra [n] :={1,2,...,n}.

e A 07 jelenthet szamot is és nullvektort is; az azonosan 1 vektor jelolése
1.

e Vektorok szovegkornyezettdl fiiggben lehetnek sor- vagy oszlopvektorok.
e xs az S halmaz karakterisztikus vektora (masnéven incidencia-vektora).
e Az A métrix sorait ill. oszlopait rendszerint ;a ill. a; jel6li.
e Az x, y vektorokra:
o x <y, ha z; < y; minden koordinataban;
ox<y,hax<yész#y;
o ¢ <y, ha x; < y; minden koordinataban.
e Egy irdnyitatlan gréafban egy v cstics fokszamat d(v)-vel jeloljitk
e Egy grifban egy v cstcs szomszédainak halmazat N (v)-vel jeloljitk

e Egy G = (S,T; E) paros gratban az X C S és Y C T halmazok szomszé-
dainak halmazat T'(X)-szel illetve I'(Y')-nal jeloljiik.

e D = (V, A) irdnyitott grafban U C V halmazra op(U) az U-ba belépd
élek szdma, dp(U) az U-bdl kilép6 élek szdma. Ha nem okoz félreértést, a
graf jelét elhagyjuk; egy v cstics esetén p(v) ill. §(v) a v-be belépd illetve
v-bol kilépd élek szama.

e D = (V, A) irdnyitott grafra, z : A — R fliggvényre és U C V halmazra



JELOLESEK

e G = (V, E) irdnyitatlan grifra, z : E — R fiiggvényre és U C V halmazra

d.(U) = Z{m(e) : e € E pontosan egy végpontja van U-ban},
ix(U) = Z{x(e) : e € E mindkét végpontja U-ban van},
ex(U) = Z{x(e) : e € E legaldbb egy végpontja U-ban van}.

o G grifra G[U] az U cstcshalmaz altal feszitett részgraf.

e Egy S alaphalmaz X és Y részhalmazaira XAY = (X \Y)U (Y \ X), a
két halmaz szimmetrikus differenciaja.






I. rész

Feladatok






1. fejezet

Bevezeto feladatok

1.1. Skatulya-elv

1. Bizonyitsuk be, hogy egy 100 f5s tarsasdgban mindig van legaldbb
kilenc ember, aki ugyanabban a hénapban sziiletett! (Megoldds)

2% Az 1,2,..., 2012 szamok koziil kivalasztottunk 1007-et. Bizonyitsuk
be, hogy van koztiik kett, melyek Gsszege oszthaté 2013-mal. (Megoldés)

3. Egy négyzet alakii 3x3-as tablazat minden mezéjébe befrjuk a 7,8,9
szamok valamelyikét. Kitolthet6-e a tablazat gy, hogy minden sorban és
oszlopban és a két atléban is csupa kiilonb6z6 eredményt adjon a beirt szamok
osszege? (Megoldas)

4. Egy sakktablan elhelyeziink 33 bastyat. Igazoljuk, hogy ki lehet valasztani
5-6t gy, hogy paronként nem {itik egymast! (Megoldés)

5.% Adott 100 (nem feltétleniil kiilonb6z8) egész szdm, aq, ..., a190- Mutassuk
meg, hogy kivilaszthaté néhany tgy, hogy az 6sszegiik oszthaté 100-zal!
(Megoldas)

6.* Bejdrhat6 egy 7 x T-es sakktébla egy ldval gy, hogy ugyanarra a me-
z6re ériink vissza, ahonnan indultunk, és minden mez6t pontosan egyszer
érintettiink? (Megoldas)
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7.*% Igazoljuk, hogy egy nm + 1 tagbdl 4116 szdmsorozatnak vagy van n + 1
tag monoton névd, vagy m+1 tagi monoton fogyé részsorozata! (Megoldés)

1.2. Alapozé6 feladatok

Egy iranyitatlan G grafot osszefiiggének neveziink, ha pontjainak barmely

e sz

c s 2

irdnyban 1étezik él a particiérészek kozott. A tovabbiakban irdnyitott grafokra
idénként a révidebb digraf elnevezést hasznaljuk.

Azt mondjuk, hogy a G iranyitatlan graf k-élosszefiiggd, ha barmely két
pontja kozott létezik k élidegen ut. Ha G-nek legaldbb k£ + 1 pontja van,
és barmely két pontja kozott létezik k bels6leg pontidegen tut, akkor G-t
k-pontosszefiiggbnek, vagy roviden k-osszefiiggének nevezziik.

Egy iranyitott D graf k-élosszefiiggs, ha barmely két pontja kozott 1éte-
zik mindkét iranyban k élidegen ut, és k-pontosszefiiggd, ha legalabb k + 1
pontja van, és barmely két pontja kozott vezet mindkét irdnyban k belséleg
pontidegen 1t.

8. Létezik-e graf a kovetkezd fokszamokkal: 1,1,1,2,4,5,6,6,77 (Megoldas)

9. Legyen G egy irdnyitatlan graf. Igaz-e, hogy vagy G, vagy a komple-
mentere biztosan Osszefiiggé? (Megoldas)

10.% Igazoljuk, hogy egy Gsszefiigg$ grafnak mindig létezik olyan pontja,
melyet elhagyva a graf osszefiiggé marad! (Megoldés)

11. Mutassuk meg, hogy ha egy 2n ponti egyszerii graf minden pontjanak
foka legaldbb n, akkor a graf osszefiiggd! (Megoldas)

12. TIgazoljuk, hogy barmely, legaldbb 6t pont grafban vagy a komplemen-
terében van kor! (Megoldés)

13. Az aldbb felsorolt graftulajdonsdgoknal tudunk-e konnyen ellenérizheté
bizonyitékot adni arra, hogy egy graf rendelkezik az adott tulajdonsiggal? Es
arra, hogy nem rendelkezik ? Tudunk-e gyors algoritmust adni, ami ellendrzi,
hogy a graf rendelkezik-e a tulajdonsaggal?

a) A G graf osszefliggd.

b) D irdnyitott graf aciklikus.
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¢) G grafban van Hamilton-kér (azaz olyan kor, ami az Osszes csiicson
atmegy).

d) G graf paros (azaz 2 szinnel szinezhetd).

e) G graf hdromszogmentes.

f) D nemnegativ élkoltséges irdnyitott grafban a legoles6bb s — t it leg-
feljebb k hosszt (k része az inputnak).

g) D irdnyitott grafban a leghosszabb s—t 1t legfeljebb k hosszi (k része
az inputnak).

14. Adott egy G = (V, E) gréf, egy k pozitiv egész szdm és egy w: E — R
sulyfiiggvény. Adjunk algoritmust, mely eldénti, hogy a graf ponthalmaza
particiondlhaté-e k részre Ugy, hogy a részek kézott mend minden él siulya
legaldbb a! (Megoldés)

15. Igazoljuk, hogy ha egy iranyitatlan grafban az a és b élek egy koron
vannak, tovabba a b és c élek is egy koron vannak, akkor az a és c élek is egy
koron vannak. (Megoldéas)

16. Egy D = (V,A) digraf minden élét megszineztiik piros és/vagy kék
szinnel tigy, hogy minden pontparra legalabb az egyik irdnyban vezet egyszint
ut. Mutassuk meg, hogy létezik olyan pontja a digrafnak, ahonnan minden
pontba vezet egyszinii 1t.

17.* Legyen Z nem-elfajul6, kompakt intervallumok egy véges rendszere.
Definidljuk az Z csticshalmazi G grafot az aldbbi mdédon: két intervallumot
éllel kotiink 6ssze, ha

a) van kozos pontjuk;

b) diszjunktak;
¢) egyik tartalmazza a mésikat;
d) egyik sem tartalmazza a mésikat. Igazoljuk, hogy G-nek egyik esetben

sem lehet feszitett részgrafja legaldbb 5 hossz kor. Melyik esetben
lehet a 4 hosszt kor feszitett részgraf? (Megoldés)

18.* Egy m X mn-es négyzetracs minden mezdje egy négyzet alaku telek.
A telkek koziil n — 1 darab gazos, és sajnos a gaz tovaterjed, ha egy telek
oldalszomszédjai koziil legalabb kett6 gazos, akkor 6 is gazos lesz. Igazoljuk,
hogy nem gyomosodhat el mind az n? telek. (Megold4s)
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1.3. Fak, fenyok

Egy olyan irdnyitott F' = (S, F) fat, amelynek minden pontja elérhetd irdnyi-
tott titon az s cstcsbdl, s-fenydnek neveziink. Egy D digrafot gyokeresen
osszefiiggének neveziink, ha létezik olyan v csticsa, melybdl minden pont
elérhetd iranyitott tton. Fenyves alatt pontdiszjunkt feny6k uniéjat értjik.

19.% Hany mérkézést jatszanak egy n résztvevés kieséses ping-pong ver-
senyen? (Megoldés)

20.% Hiny sszehasonlitéssal lehet megtaldlni n elem koziil a legkisebbet ?
(Megoldas)

21. Egy n ponti faban jelolje B azon pontok halmazat, melyek foka legalabb

2 (nem levelek). Igazoljuk, hogy ekkor > _pd(v) =n —2+|B|.

22.*  Adott egy G graf és az élein egy silyozéds, mely minden élhez kiilon-
bozé értéket rendel. Igazoljuk, hogy ekkor a legolcsébb feszitéfa egyértelmii!
(Megoldas)

23.°  Mutassuk meg, hogy egy irdnyitott fa akkor és csak akkor s-fenyd,
ha az s cstcs befoka nulla, a t6bbi cstics befoka pedig egy.

24.%  Mutassuk meg, hogy egy s-et tartalmazé digraf akkor és csak akkor
s-fenyd, ha az s pontbdl kiindulva el6 lehet gy allitani irdnyitott élek egyen-
kénti hozzavételével, hogy az aktudlisan hozzdadott él hegye 1j pont, mig a
tove mar meglévo.

25. Jelolje S a D = (V, A) digrafban azon csticsok halmazit, amelyek az
s cstcsabdl elérhetok. Mutassuk meg, hogy S minden valddi, s-et tartalmazé
S’ részhalmazabdl vezet ki él, de S-bdl nem. Igazoljuk tovdbba, hogy 1étezik
S-et feszité s-fenyo.

26. Vegylink egy irdnyitatlan grafban egy s gyokeri mélységi fat, irdnyitsuk
az éleit s-tdl kifelé, a nem-fa éleket pedig s felé. Igazoljuk, hogy ha a graf 2-
él0sszefiiggd, akkor az igy kapott irdnyitds erdsen Osszefiiggd. (Megoldés)

27. Legyen c a D gyokeresen Osszefliggé digraf élhalmazan adott nemnega-
tiv koltségfliggvény, és legyen C' egy olyan irdnyitott kore D-nek, amelynek
minden éle 0 koltségli. Mutassuk meg, hogy a C Osszehtzasaval keletkezo
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D' digrafban a legolcsébb s-gyokerti feszité fenyé koltsége ugyanannyi, mint
D-ben. (Megoldas)

28. Készitsiink algoritmust annak eldéntésére, hogy mikor lehet egy digraf
éleinek egy adott F' részhalmazat s-gyokeri feszité feny6vé kiegésziteni a graf
éleit hasznalva. Fogalmazzuk meg a kiegészithet6ség sziikséges és elegendd
feltételét. (Megoldés)

29. Tegyiik fel, hogy a D = (V, A) digrafban van s gyokerti feszité fenyd és
s-be nem 1ép él. Igazoljuk, hogy a digraf egy (V, B) fenyvese akkor és csak
akkor egészithetd ki s gyokeri feszité fenyévé, ha nincsen olyan Z C V — s
részhalmaz, amelybe B-beli él nem 1ép be és minden Z-be 1ép6 uv € A élre
v-be 1ép B-beli él.

30. Legyen ca D = (V, A) er6sen osszefliggd digraf élhalmazén egy koltség-

fiiggvény. Készitsiink polinomidlis algoritmust, amely egy olyan D’ = (V, A’)

erOsen Osszefiiggd részgrafjat adja D-nek, amelynek 6sszkoltsége legfeljebb

kétszerese a legolesébb ilyen részgraf koltségének. (A legolesébb erdsen Ossze-

fiiggd részgraf meghatdrozasa mar az azonosan 1 koltségre nézve is NP-teljes).
(Megoldés)

31. Igazoljuk, hogy ha egy n pontu digraftban van n — 1 élidegen feszitd
s-fenyé, akkor van tarka fenyd, azaz olyan, amelynek semelyik két éle nem
tartozik az n — 1 koziil ugyanahhoz. (Megoldés)

32.% Egy digrafban Ty és Ty két adott r gyokerti feszitd fenyd. Igazoljuk,
hogy el lehet jutni T1-b&l Ty-be gy, hogy az aktudlis T] egy To-ben nem
szerepld élének helyére bevesziink egy alkalmas To — T7-beli élt. (Megold4s)

33. Egy D = (V, A) digraf bizonyos élei pirosak. Igazoljuk, hogy ha van
k piros élt tartalmazé adott gyokerli feszité feny6 és van k + 2 piros élt
tartalmazé, akkor van k + 1 piros élt tartalmazé is. (Megoldés)

34. Bizonyitsuk be, hogy ha egy grafban van k élidegen feszit6 fa, akkor van
agy is, hogy egy elore megadott k elemti F' C E élhalmaz elemei kiilonb6z6
fakban vannak. (Megoldas)

35.% Egy digréfban az s gyokérponton kiviil adott a csicsoknak néhdny s-et
nem tartalmazé részhalmaza. Hogyan lehet algoritmikusan eldénteni, hogy
létezik-e olyan s gyokerli feszité fenyd, amely mindegyik kijel6lt halmazba
pontosan egyszer 1ép be? (Megoldas)
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36.* Egy graf éleinek szinezését anti-tarkdanak nevezziik, ha nincs olyan kor
a grafban, melynek minden éle kiilonb6zé szinii. Igazoljuk, hogy egy n ponta
Osszefliggd grafnak létezik n—1 szint hasznélé anti-tarka szinezése, de n szint
mar nem.

1.4. Vagasok

Egy G (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf csticsait két részre osztva, a részek
kozott mend élek halmazit vagasnak nevezziik. Egy tartalmazédsra nézve
minimdalis vagast elemi vagasnak neveziink. Egy elemi vigis partjain a
pontok azon kétrészes particiéjanak az elemeit értjiik, melyek a vagast meg-
hatérozzak.

A D digraf egy kore illetve vagasa kiegyensitilyozott, ha mindkét irany-
ban ugyanannyi él megy. Egy digraf irdnyitott vagasan olyan vagéast ér-
tiink, melyhez tartozé komponensek mindegyikére vagy kizardlag ki, vagy
kizarélag belépd vagasbeli élek vannak.

Egy irdnyitott vagy irdnyitatlan graf F' feszit6 fajat véve az e ¢ F él F-re
vonatkozé alapkore az F' + e grafban keletkez6 egyértelmii kor.

37.%  Igazoljuk, hogy a G Osszefiigg$ graf egy vagasa akkor és csak akkor
elemi, ha mindkét partja Osszefiiggé részgrafot feszit.

38.” Mutassuk meg, hogy minden vigés felbonthaté elemi végasokra.

39.” Mutassuk meg, hogy egy irdnyitatlan grafban élidegen vagasok uniéja
VAgAas.

40. Igazoljuk, hogy péaros graf egy vagdsat dsszehuizva péaros grafot kapunk.
41. Igazoljuk, hogy paros grafban vagas komplementere vagas.

42. Mutassuk meg, hogy egy Osszefliggs graf vagasa egyértelmiien megha-
tarozza a két partjat.

43. Bizonyitsuk be, hogy egy 6sszefiiggd graf akkor és csak akkor paros, ha
egy F feszitd fajahoz tartozé alapkorok mindegyike paros. (Megoldas)

44.*% Legyen D irdnyitott graf. Adjunk algoritmust annak eldontésére, hogy
D minden kore kiegyensilyozott-e (egy kor kiegyenstlyozott, ha mindkét
irdnyba ugyanannyi él mutat rajta).
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45.%  Bizonyitsuk be, hogy egy D irdnyitott grafban akkor és csak akkor
kiegyensilyozott minden kér, ha D egy G = (S, T; E) paros graf irdny{tdsaval
keletkezik oly médon, hogy elészér minden élt T felé iranyitunk, majd G egy
vagasanak éleit megforditjuk.

1.5. Sétak, Utak

Egy irdnyitott vagy iranyitatlan grafban sétanak nevezziik élek egy
V1V2, V203, ... ,Un—-1Un

sorozatat. Ha v; # v; (i < j) is teljesiil, akkor a sétdt titnak nevezzitk. Ha
V] = Up, akkor korsétardl beszélink. Egy olyan korséta, melyben v; # v
ha i < j és i # 1 vagy j # n, akkor a korsétat kornek (irdnyitott esetben
irdnyitott kornek )nevezziik.

46."% Igazoljuk, hogy ha egy grafban létezik az s csticsbél a ¢ csiicsba séta,
akkor 1étezik 1t is. (Megoldés)

47  Mutassuk meg, hogy egy séta egyszerfisitésével kapott 1t fiigghet a
redukcioban hasznalt korok valasztasatol.

48.”7 Igazoljuk, hogy minden kérséta tartalmaz kort. (Megoldés)

49.%  Igazoljuk, hogy irdnyitatlan grafban a tavolsagfiiggvény kielégiti a
haromszog egyenltlenséget.

50.% Legyen S és T a D digraf pontjainak két részhalmaza. Miként lehet
algoritmikusan eldénteni, hogy 1étezik-e it S-b&l T-be? (Megoldés)

51.°% Igazoljuk, hogy a szélességi keresés (BFS algoritmus) helyesen hata-
rozza meg az kiinduldsi ponttdl valé tavolsdgot. (Megoldés)

52. Legyen D k-élosszefligg6 digraf. Igazoljuk, hogy barhogy is adunk meg
(nem feltétleniil kiilonb6z8) s1, ..., sk ésty,. .., t; pontokat, 1étezik k élidegen
0t tgy, hogy az i-edik s;-b6l t;-be vezet. (Megoldds)

53. Legyen A egy egyszerii, irdnyitatlan graf adjacencia-matrixa. Bizo-
nyitsuk be, hogy akkor és csak akkor igaz, hogy A barmely két kiilonb6z6
soranak a skalaris szorzata legfeljebb egy, ha a graf nem tartalmaz 4-hossza
kort! (Megoldés)
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54. Legyen G egy n pontu, irdnyitatlan, egyszert, Osszefiiggé graf, és jelolje
A a G adjacencia-matrixat. Bizonyitsuk be, hogy minden 1 < i, j < n szdm-
parhoz taldlhaté olyan 1 < k < n szam, hogy az AF matrix i-edik sordnak
j-edik eleme nem nulla. (Megoldés)

55. Igaz-e, hogy ha a G graf adjacencia-matrixdanak 5. hatvanyaban a f6atl6
nem minden eleme 0, akkor van a grafban 5 hosszi kor? (Megoldéas)

56. Léassuk be, hogy egy egyszerii, irdnyitatlan graf akkor és csak akkor pé-
ros, hogyha az adjacencia-matrixanak minden paratlan kitevéjli hatvanyaban
minden diagondlis elem zérus!

57. A G irdnyitatlan graf adjacencia-matrixat jelolje A. Tudjuk, hogy G-ben
nincs hurokél, tovabba azt, hogy A3 féatlébeli elemeinek dsszege 120. Hany
héromszog van G-ben? (Megoldas)

58.* Legyen A az n csicst, egyszerti, dsszefiiged G graf adjacencia-métrixa.
Mi a G graf, ha tudjuk, hogy az A + A% matrix minden eleme azonos?
(Megoldas)

59. Egy digrafban adott két csics, s és ¢, valamint a graf csicsainak egy
M halmazrendszere, melynek minden tagjara teljesiil, hogy s-et nem tartal-
mazza, de t-t igen. Adjunk algoritmust olyan s — t it megkeresésére, amely
M minden tagjaba pontosan egyszer 1ép be.

1.6. Euler-grafok

Egy G irdnyitatlan graf Euler, ha minden pont foka paros. Iranyitott esetben
a pontok fokdnak paritasara tett feltétel helyett azt koveteljiik meg, hogy
minden pont befoka megegyezzen a kifokdval. Egy iranyitatlan graf Euler-
irAnyitasan az élek olyan irdnyitasat értjiik, mely iranyitott Euler-grafot
eredményez.

Euler-sétan egy olyan sétat értiink, mely a graf minden élét pontosan
egyszer tartalmazza. Zart Euler-sétardl beszéliink, ha a séta kezd6- és vég-
pontja megegyezik. Iranyitott esetben csak iranyitott sétakat tekintiink.

60.”~  Igazoljuk, hogy egy G grafnak (akar iranyitott, akar irdnyitatlan)
akkor és csak akkor van zart Euler-sétédja, ha osszefiiggd és Euler. (Megoldés)
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61.% Igazoljuk, hogy egy iranyitatlan Euler-graf felbomlik élidegen korok
unidjira. (Megoldés)

62."% Legyen G egy 6sszefiiggd Euler-graf. Igaz-¢, hogy ha elhagyjuk G-bél
egy korének éleit, akkor a maradékban biztosan van Euler-korséta? (Megol-
dés)

63.”% Legyen G = (V, E) az a graf, melyre V = {1,2,...,100}, és a és b pont
kozott pontosan akkor fut él, ha a — b oszthat6 4-gyel. Van-e a G grafnak
Euler-korsétdja? (Megoldds)

64. Igazoljuk, hogy
a) irdnyitatlan Euler-grafnak létezik Euler-irdnyitésa;
b) tetszbleges irdnyitatlan grafnak létezik sima (=kozel Euler, azaz tet-

sz6leges pont befoka és kifoka legfeljebb eggyel tér el egyméastol) ira-
nyitdsa. (Megoldés)

65. Bizonyitsuk be, hogy tetszOleges Osszefiiggt graf élei bejarhatdk gy,
hogy minden élen pontosan kétszer megyiink &t. (Megoldés)

66. Igazoljuk, hogy egy hurokmentes 4-regularis osszefliggé graf éleinek
létezik egyenletes 2-szinezése, vagyis az éleket lehet pirossal és kékkel szinezni
gy, hogy minden csicsban az élek fele piros, fele kék legyen. (Megoldas)

67. Igazoljuk, hogy egy paros Euler-graf éleit lehet pirossal és kékkel szinezni
gy, hogy minden csicsban az élek fele piros, fele kék legyen. (Megoldas)

68. Igazoljuk, hogy egy Osszefiiggd hurokmentes Euler-graf éleit akkor és
csak akkor lehet egyenletesen 2-szinezni, ha az élek szdma pdros. (Megoldés)

69. Legyen az 6sszefiigg6 G graf minden pontjanak foka paros. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor megszamozhatbak az élek 1-t6l m-ig ugy (m = élek szdma),
hogy minden pontban az oda befuté élekre irt szdmok legnagyobb kozos osz-
t6ja 1. Adjunk példat olyan nem Osszefiigg gréafra, melyre az allitds nem
igaz! (Megoldés)

70. Igazoljuk, hogy egy 100-reguldris graf felbomlik két 50-regularis rész-
grafra! (Megoldés)
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71. Igazoljuk, hogy egy 100-reguléris graf élei megirdnyithatéak tgy, hogy
minden pont befoka pontosan 50 legyen! (Megoldds)

72. Melyik igaz az alabbi allitasok koziil?
a) Minden 100-reguldris graf felbonthaté két 50-regulérisra.
b) Minden 50-reguléris graf felbonthat6 két 25-regularisra.
¢) Minden 100-reguléris graf felbonthaté négy 25-reguldrisra. (Megoldés)

73. (Fleury) Legyen G Osszefiiggd irdnyitatlan Euler-graf. Adott s pontja-
bdl kiindulva gy haladunk, hogy mindig csak addig még nem hasznalt élen
megyilink tovabb, azzal a megkotéssel, hogy ha egy v-pontnal tartva ott még
t0bb nem hasznalt él 1étezik, akkor olyanon haladunk tovabb, amely a hasz-
nélatlan élek G’ részgrafjdban nem elvagé él. Igazoljuk, hogy a v pontnal nem
lehet a G'-nek egynél tobb elvagd éle, és hogy az algoritmus végiil egy zart
Euler-sétat ad. (Megoldas)

74. Legyen D irdnyitott Euler-graf és F' egy s gyokert forditott fenyé D-ben
(azaz F egy olyan irdnyitott fa, amelyben minden kifok egy, kivéve az s ponté,
amelynek 0). Igazoljuk, hogy a kévetkezd algoritmus D-nek egy irdnyitott zart
Euler-sétdjat adja: induljunk ki s-bdl egy tetszéleges élen, és egy altalanos
lépésben mindig egy addig még nem hasznalt élen menjiink tovabb, F' élét
csak akkor haszndlva, ha nincs mar mas lehetdség. (Megoldds)

75. Egy D = (V,A) digraf s pontjdba nem 1ép be él, ¢ pontjabol nem
1ép ki él, mig az Osszes tobbi pont befoka megegyezik a kifokaval. Igazoljuk,
hogy minden S st—-halmazra §(S) — o(S) = d(s) (st—-halmazon egy s-et
tartalmazé, t-t nem tartalmazé halmazt értiink). (Megoldés)

76. Egy D = (V, A) digraf s pontjdba nem 1ép be él, t pontjabol nem 1ép ki
él, mig az Gsszes tobbi pont befoka megegyezik a kifokaval. Igazoljuk, hogy
D-ben létezik §(s) élidegen st-tut. (Megoldas)

77. lgazoljuk, hogy egy G irdnyitatlan graf D és D’ irdnyitdsara a kovetkezSk
ekvivalensek.
a) D’ megkaphat6 a D-bél élidegen (D-beli) egyirdnyd korok megfordi-
tésaval.
b) D’ megkaphaté a D-b6l kiindulva aktudlis egyirdnyt korok egymaés
utdni megforditasaval.

c) op(v) = op/(v) fennall minden v € V cstcsra. (Megoldas)
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78. Igazoljuk, hogy
a) egy irdnyitatlan graf akkor és csak akkor Euler, ha csiicsainak egy
adott sorrendjére minden kezd&szelet paros foki, azaz minden kezdo-
szeletbol paros sok él 1ép ki;
b) egy irdnyitott graf akkor és csak akkor Euler, ha cstcsainak egy adott
sorrendjére minden kezddszelet befoka egyenld a kifokaval.

79.% Legyen G = (V, E) 6sszefiiggd sikbarajzolt graf és jelolje G* = (V*, E*)
a dudlis sikgrafot. A G éleinek egy F' C E részhalmazara jelolje F* C E* a
D* megfeleld éleinek részhalmazat.
a) Igazoljuk, hogy F' akkor és csak akkor kér G-ben, ha F* elemi vigés
G*-ban.
b) Igazoljuk, hogy F akkor és csak akkor elemi vdgds G-ben, ha F* kor
G*-ban.
¢) Igazoljuk, hogy F akkor és csak akkor feszit§ fa G-ben, ha E* — F*
feszité fa D*-ban.

80.* Vezessiik le az Euler-formuldt, miszerint osszefiiggé sikgrafban a csi-
csok szama plusz a tartomanyok szama egyenl6 az élek szama minusz kettovel.
(Megoldas)

81.% Igazoljuk, hogy egy Osszefiiggd sikgraf pontosan akkor Euler, ha a
dualisa paros graf.

82.%  Adott egy D irdnyitott sikgraf, melynek irdnyitatlan alapgrafja 2-
osszefiiggd. A D graf egy ablakdn egy korlatos tartomédnyat hatdrolé (nem
feltétleniil egyirdnya) korét értjik. Igazoljuk, hogy az élidegen egyirdnyi ab-
lakok maximélis szama egyenl6 az egyiranyt ablakokat lefogd élek minimalis
szamaval.

83.** Egy téglalapot kisebb téglalapokra bontunk, melyek oldalai pirhuza-
mosak az eredeti téglalap oldalaival. Igazoljuk, hogy ha a felbontasban sze-
repl6 minden téglalap legalabb egyik oldalhossza egész szam, akkor az eredeti
téglalap valamelyik oldala is egész hosszusagu.
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1.7. Parositasok

84. Legyen G = (S,T;E) egyszerli paros graf, amelyben az S minden
X nemiires részhalmazanak legaldbb d(X) — | X| + 1 szomszédja van T-ben.
Mutassuk meg, hogy ekkor G erdé.

85. Legyen a G = (S,T; E) paros graf erds. Igazoljuk, hogy ekkor az S
minden nemiires X részhalmazénak legaldbb d(X) — | X |+ 1 szomszédja van.

86.% Igazoljuk, hogy két parositds uniéja pontdiszjunkt utakra és korokre
bomlik. (Megoldés)

87. Egy paros graf élei pirossal és kékkel vannak szinezve. Fejlessziink ki
algoritmust annak meghatarozasara, hogy a graf két megadott pontja kozott
létezik-e alterndl6 piros-kék ut. (Megoldas)

1.8. Iranyitott grafok

A D(V, A) irdnyitott graf pontjainak egy sorbarendezését topologikus sor-
rendnek nevezziik, ha minden él kisebb sorszami pontbdl nagyobb sorszamu
pontba fut. Egy irdnyitott graf aciklikus, ha nem tartalmaz irdanyitott kort.

88.”% Igazoljuk, hogy egy digraf pontosan akkor aciklikus, ha pontjainak
létezik topologikus sorrendje. (Megoldas)

89.% Igazoljuk, hogy minden digraf felbonthaté két aciklikus digréafra.
(Megoldas)

90.”  Dolgozzunk ki algoritmust annak eldontésére, hogy két kozos csiics-
halmazon 1évé digrafnak létezik-e kozos topologikus sorrendje. (Megoldés)

91.% Igazoljuk, hogy aciklikus digraf elhagyési sorrendje topologikus sor-
rendet ad (elhagydsi sorrendnek nevezziik a pontok egy olyan sorbarende-
zését, amilyen sorrendben egy mélységi keresés soran a pontok atvizsgaltta
valnak).

92. Adott egy gyokeresen Osszefliggd digraf az r gyokérponttal. Adjunk
algoritmust minimalis szamu él torlésére, mely elrontja a gyokeres Gsszefiig-
gbséget.
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1.9. Mohé algoritmusok

93. (Boruvka-algoritmus) Bizonyitsuk be, hogy dsszefiiggé irdnyitatlan graf-
ban a kovetkezd algoritmus minimalis koltségli feszitéfat talal, ha az élek
koltsége kiilonboz6. Mig legaldbb két pontbdl all a graf, minden ponthoz ve-
gyiik a ré illeszked6 legolcsobb élt. Egyrészt a kapott élhalmazt vegyiik hozza
az épild fahoz, masrészt a most bevett élekbél all6 részgrafban az Gsszefiig-
gbségi komponenseket hiizzuk Ossze. Ismételjik a 1épést.

94. (McNaughton) Szeretnénk n darab munkat elvégezni m darab azonos
tipust, pdrhuzamosan miikodd gépen. Minden munkahoz adott a p; megmun-
kalasi id6. Egy munka feldolgozasat barmikor megszakithatjuk, és barmikor
ujrakezdhetjiik, esetleg egy méasik gépen; a kikotés csak annyi, hogy egy gé-
pen egyszerre csak egy munkat végezhetiink, és egy munka egyszerre csak
egy gépen futhat.
a) Igazoljuk hogy T := max { max pj, % >pj }—nél kisebb hatérid6ig biz-
tosan nem végezheto el az 6sszes munka.
b) Adjunk erdsen polinomiélis algoritmust, amellyel {itemezve pontosan
a fenti idépontra befejezhet6 az osszes munka. (Megoldés)

95. Tegyiik fel, hogy 1 gépre szeretnénk n darab, rendre p; ideig tarté munkat

felrakni, egyszerre csak egy munka lehet a gépen, a munkaknak megszakitas

nélkiil kell elvégzédniiik. A befejezési id6ket Cj-vel jelolve a célunk Z?zl C;
minimalizaldsa. Adjunk algoritmust az optiméalis megoldas megtalalasara.
(Megoldas)

96. A 95. feladat modositasaként tegytik fel, hogy 2 gép van, minden j munka
2 részfeladatbol all, az egyiket az elsé gépen kell elvégezni, ez a; ideig tart,
a masikat a masodikon, ez b; ideig, s minden munkénal el8szor az els6 gépre
es6 részt kell megesindlni. Mutassuk meg, hogy akdr max C; minimalizdlasa,
akar Z?Zl C; minimalizaldsa a cél, mindig van olyan optimdlis megoldas,
ahol a két gépen ugyanolyan sorrendben végezziitk a munkédkat. (C; azt jeloli,
amikor a mésodik gépen befejezddik a munka.) (Megoldds)

1.10. Aramok, tenzidk

Az aldbbiakban D = (V, A) irdnyitott graf, amely irdnyitatlan értelemben
Osszefiiggd. A csticsok szdma n, az éleké m. Altaldban nem tesziink kiilénb-
séget az egyelemii halmaz illetve annak egyetlen eleme kozott. (Az egyetlen
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kivétel, amikor egy v csicsndl 1évé hurokélek a v csiics befokdba beszdmi-
tanak, mig a {v} egyelemil csicshalmaz befokdba nem.) A pontoknak egy
Z C V részhalmazara a Z és V — Z kozott vezetd élek halmazat a digraf egy
vagasanak nevezziik. Ha ezen élek mind Z-be lépnek (vagy abbdl ki) egy-
irdnyu vagasrol beszélunk. Egy vigas indikator-vektora +1 a Z-be 1épé
éleken, —1 a Z-bdl kilépo éleken és nulla kiilonben.

Legyen x : A — R az élek halmazan egy fliggvény. A Z C V &ltal megha-
tarozott vagas illetve maga a Z halmaz x-re nézve semleges, ha

0:(Z) = 6,(2),

ahol p,,(Z) jeloli a Z-be 1épd éleken az x-értékek Osszegét, mig 6,.(Z) a Z-bol
kilép6 éleken az x-Gsszeg. Az x fliggvény aram, ha minden pont semleges.

A digraf egy C = (U, F) kore egy olyan részgraf, amelyben a pontok
befoka es kifoka is 1 és amely irdnyitatlan értelemben Gsszefiiggé. Minden
legalabb 3 éli kornek kétféle bejardsa van. Ezek egyikére gy hivatkozunk,
hogy éra szerinti, a mésikra pedig 6raval ellentétes. Az éra szerinti élek el6re
élek, az draval ellentétesek pedig hatra élek. Ha mindegyik él elére él vagy
mindegyik él hatra él, akkor egyiranyu korrél beszéliink. Egy kér indikator
vektora a kor el6re élein +1, hatra élein —1, a t6bbi élen pedig 0.

A C kor z-re nézve semleges, ha

Pz (C) = B (C),

ahol ¢, (Z) jeloli a kor elére élein az z-értékek Osszegét, mig 5,(Z) a hitra
éleken vett x-Gsszeg. (Itt a ¢ betli a forward széra utal, mig a 3 a backward-
ra.)

Egy = : A — R fiiggvényt tenzidnak neveziink, ha minden kor semleges.

Egy x : A — R fliggvényrdl azt mondjuk, hogy potencidl-kiilonbség,
ha létezik a csticsokon egy olyan m : V — R flggvény, amelyre z(uv) =
m(v) — 7(u) minden uv € A élre. Adott m: V — R-re A : A — R jeldlje azt
a fliggvényt az éleken, melyre

Aq(uww) == 7(v) — w(u).

juk polinom id8ben eldonteni, hogy egy x fiiggvény dram-e és (2) nem tudjuk
hogyan lehet aramot gyartani. Ugyanez a probléma a tenzi6 definiciéjaval.

97.%  Igazoljuk, hogy z akkor és csak akkor Aram, ha minden vigis
semleges.
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98. Bizonyitsuk be, hogy a tenzié semleges, azaz minden st 1t koltsége
ugyanaz. (Megoldds)

99. (nehezebb vdltozat) Adott egy ¢ : A — R sulyfiiggvény a D = (V, A)
digraf élhalmazén. Adjunk algoritmust, amely eldonti, hogy ¢ tenzié-e. Fo-
galmazzunk meg az algoritmus alapjan egy jo karakterizdciot arra, hogy c
tenzi6. (Megoldés)

100. (konnyitett vdltozat) Egy x fiiggvény akkor és csak akkor tenzid, ha
potenciél-kiilonbség. (Megoldés)

101. Ha c egy egészértékii tenzid, akkor eldall c(uv) = m(v) — 7(u) alakban
egy egészértékli m-re. (Megoldés)

102.% Melyek azok a digrafok, amelyek élhalmazéan létezik {41, —1}-értékii
tenzio?

103. Egy x : A — R figgvény akkor és csak akkor tenzid, ha egy rogzitett
feszitéfa minden alapkore semleges. (Megoldas)

104.% Ha egy Z halmaz pontjai semlegesek, akkor Z maga is az. Igaz-e a
megforditds?

105.” Ha egy npontt digrafban n—1 pont semleges, akkor az n-edik is az.

106. Az z: A — R fliggvényre a kovetkez6k ekvivalensek.
(i) « dram.
(ii) Minden csticsra g, (v) < 6. (v).
(iii) Egy rogzitett feszit6fa minden alapvigasa semleges.
(iv) A cstcsok egy rogzitett sorrendjére a kezdészeletek semlegesek.

(Megoldas)

107. Aciklikus digrafban az z : A — R fiiggvényre a kdvetkezOk ekvivalensek.
(i) = dram.
(ii) Minden egyiranyu vigas semleges.

(iii) Egy rogzitett topologikus sorrend kezd&szeletei semlegesek.

(Megoldas)
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108. Adott egy D = (V, A) digraf, és egy F' C A élhalmaz. Mutassuk meg,
hogy a kovetkezdk ekvivalensek :

(i) F karakterisztikus vektora tenzid,

(ii) F éldiszjunkt irdnyitott vigdsok unidja,
(iii) F minden koron ugyanannyi élt tartalmaz mindkét irdnyban.
(Megoldas)

109. Tegyiik fel, hogy D iranyitatlan értelemben 2-6sszefiiggd sikbarajzolt
graf. Igazoljuk, hogy egy x : A — R fiiggvény akkor és csak akkor tenzid, ha
a dudlis irdnyitott sikgrafban aram.

110. Legyen D iranyitott sikgraf, amelyben irdanyitatlan értelemben 2-Gssze-
fliggd.
a) D élein adott egy z fiiggvény. Igazoljuk, hogy x akkor és csak akkor
tenzié, ha minden lap hatarolé kore semleges.

b) Igaz-e az allitas, ha csak a korldtos lapokra kéveteljiik meg a semle-
gességet ?

111. Erdsen osszefiiggé digrafban egy = : A — R fiiggvény akkor és csak
akkor tenzid, ha minden egyiranyt kor semleges.

112.%  Igazoljuk, hogy az dramok altere és a tenzidk altere egymés orto-
gonalis kiegészitd alterei az A — R fiiggvények terében.

113. TetszOleges x aram eléall legfeljebb m —n+ 1 kor indikator vektorainak
linedris kombinacidjaként. Egészértékii x aram el6all legfeljebb m —n + 1 kor
indikator vektoranak egész kombinacidjaként.

114.* Erdsen Osszefliggd digrafban egy > 0 dram eldéll legfeljebb m—n+1
egyiranyu kor karakterisztikus vektordnak pozitiv linearis kombinécidjaként.
Egészértéki x > 0 dram el6dll legfeljebb m — n + 1 egyirdnyd kor karakte-
risztikus vektordanak pozitiv egész kombinacidjaként. (Megoldés)

115. Tetszéleges x tenzi6 elball legfeljebb n — 1 vagés indikator vektordnak
linearis kombinaci6éjaként. Egészértékii x tenzid eldall legfeljebb n — 1 vagas
indikator vektoranak egész kombinaciojaként.

116. Aciklikus digrafban egy « > 0 tenzi6 el6all legfeljebb n — 1 egyiranya
vagas karakterisztikus vektoranak pozitiv kombinacidjaként. Egészértéki x >
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0 tenzi6 el6all legfeljebb n — 1 egyirdnyd vagas karakterisztikus vektoranak
pozitiv egész kombindcidjaként. (Megoldés)
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2. fejezet

Optimalis utak

2.1. Nemnegativ koltségek,
Dijkstra algoritmusa

117.% Keressiink olyan életbél vett problémékat, melyek visszavezethet&k
legrovidebb 1t keresésére! (Megoldds)

118. Adott egy G = (V, E) graf élein egy tetsz8leges ¢ koltségfiiggvény.

a) Adjunk algoritmust olyan s — ¢-Ut keresésére, amely mentén vett leg-
nagyobb stly a leheto legkisebb.

b) Igazoljuk, hogy min { max{c(e) :e € P} : P egy s — t—ﬁt} =

max { min{c(e) : e € F}: F egy s — t-vigds}

(s — t-ut: {s = vy, e1,v1,€9,...,Vk-1,€k, v = t} rendezett halmaz,
melyben vy, . .., v; kilénb6z6 pontok és ey, ... e kiillonb6z6 élek, me-
lyekre e; = v;—1v;; s — t-vagds: valamely s € Xt ¢ X halmazra az X
és V — X kozott fut6 élek halmaza). (Megoldés)

119. Egy D = (V, A) digraf élei pirossal és kékkel szinnel vannak szinezve.
Dontsiik el, hogy 1étezik-e olyan s — t-it, mely mindkét szinbdl legfeljebb &
db-ot tartalmaz. (Megoldés)

120. Igaz-e, hogy Dijkstra algoritmusa aciklikus digraf esetén tetszOleges
koltségfuggvényre a legolesébb utat szolgéltatja? (Megoldés)
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121. A Dijkstra-algoritmus helyességének bizonyitasakor hol hasznéljuk ki,
hogy a koltségfiiggvény nemnegativ? (Megoldds)

122. Adott egy D = (V, A) irdnyitott graf, és egy ¢ : A — R koltségftiige-
vény, mely negativ értékeket is felvehet. Egy megfelel6 konstanssal minden
élen megnoveljik c-t ugy, hogy a kapott ¢’ nemnegativ legyen. Igaz-e, hogy
ekkor ¢-re alkalmazva a Dijkstra-algoritmust az eredeti ¢ koltségfiiggvény
szerint is legréovidebb utat kapunk? A koltségfiiggvény milyen médositdsa
nem valtoztat a legrovidebb utak halmazan? (Megold4s)

2.2. Legrovidebb utak konzervativ stlyozasra
nézve, potencialok

2.2.1. Megengedett potencial l1étezése,

konzervativ stlyozas
Potencial: graf csicsain értelmezett fiiggvény. Megengedett potencial
(egy ¢ : E — R élkoltségre nézve) olyan 7m: V. — R potencidl, amelyre
m(v) — 7(u) < c(uv) minden wv élre. Konzervativ sdlyfiiggvény: élek
olyan stlyozasa, melyre nem létezik negativ koltségli egyirdanyu kor.

123.  Mikor megengedett potencidl a csupa 07 (Megoldas)

124. Mutassuk meg, hogy ha létezik megengedett potenciél, akkor 1étezik
nempozitiv megengedett potenciél is. (Megoldés)

125.% Legyen P egy legolcs6bb st 1t valamely ¢ élstlyozésra nézve.

a) Igaz-e, hogy P minden részitja a két végpontja kozotti legoles6bb 1t ?

b) Mi a valasz, ha feltessziik, hogy ¢ konzervativ?

126.F Legyen c egy konzervativ stlyfiiggvény egy D = (V, A) irdnyitott
grafon. Igazoljuk, hogy az alabbi két potencidl megengedett a c-re nézve:

a) legyen s € V rogzitett. m1(v) legyen a legrovidebb sv it hossza;

b) ma(v) legyen a legrovidebb v-ben végz8d6 1t hossza. (Megoldés)

127. Adott egy D = (V, A) digréf, egy ¢ : A — R konzervativ stlyfiiggvény
és w1, mo megengedett potencidlok. Igazoljuk, hogy
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a) 71 + 5 is megengedett potencial;

t 3wy +4mo
7

b) % is megengedett potencial, s6 is az;

¢) min(my, ) is megengedett potencidl. Mi a helyzet, ha min helyett
max-ot frunk?

d) |m1] is megengedett potencidl, ha c egészértékil. Igaz ez fels§ egész-
résszel is? (Megoldés)

128. Adott egy D = (V, A) irdnyitott graf, és a ¢ : A — 7Z konzervativ
sulyozasra nézve két megengedett potencidl m; és my. Bizonyitsuk be, hogy

ekkor
m AT |, |71+ T2
és
2 2

is megengedett potencidl. (Megoldés)

129. Egy digrafban egy ¢ konzervativ koltségfiiggvényre nézve legrévidebb
s — t-utat szeretnénk keresni, de csak a Dijkstra-algoritmust ismerjiik, ami
negativ élkoltség esetén nem ad optimélis utat. Jon egy ordkulum, és mond
nekiink egy c-re nézve megengedett potencidlt. Mit tegylink? (Megoldés)

130. (Gallai-tétel, 1. vdltozat) Bizonyitsuk be, hogy egy D = (V, A) ira-
nyitott grafban a ¢: A — R koltségfiiggvényre nézve pontosan akkor nem
létezik negativ 6sszkoltségli egyirdnyt kor, ha létezik m: V' — R megengedett
potencidl. S6t, ha c egész, akkor 7 is vdlaszthat6 egésznek! (Megold4s)

131. (Gallai-tétel, 2. vdltozat) Adott egy D = (V, A) digrafésegyc: A - R
koltségfiiggvény. Legyen tetszéleges v € V-re m(v) a v-ben végz6ds sétdk
minimaélis koltsége (a séta egy élen tobbszor is dthaladhat). Mikor 1étezik ez
a minimum ? Bizonyitsuk be, hogy ha minden pontra létezik, akkor minden
wv € A élre w(v) — 7(u) < c(uv), azaz ™ megengedett potencidl. (Megoldéas)

132. (Gallai-tétel, 3. vdltozat) Adjunk a Gallai-tételre alternativ bizonyi-
tést, amely pontszam szerinti indukciét hasznal az alabbi vazlat alapjan.
Vélasszunk ki egy tetszéleges z pontot, minden uz és zv élparra vegyiink egy
1j élt u-bol v-be, amelynek koltsége legyen c(uz) + ¢(zv), majd toroljik a 2z
pontot. A keletkezé kisebb pontszamu grafra alkalmazzunk indukciét.
(Megoldés)

133. Legyen D = (V, A) irdnyitott graf, s € V, és tegyiik fel, hogy s-bél
minden pont elérhetd irdnyitott iton. Adjunk olyan konzervativ élsilyozast,
amivel minden v € V' — s pont s -t8l vett (stilyozott) tdvolsdga
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a) azonos (nem azonosan nulla silyozas mellett);
b) kilénbozs;
c) eléirt 7(v) valds érték. (Megoldas)

134. Adott egy konzervativ koltségfiiggvény egy digraf élein.
a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy nulla koltségii egyirdnya kor éleit meg-
forditjuk és a koltségeket negaljuk, akkor konzervativ koltségfiiggvényt
kapunk.

b) Legyen P legolcsébb 1t az s és t pontok kézott. Bizonyitsuk be, hogy
ha a P 1t éleit megforditjuk és koltségeiket negaljuk, akkor ismét
konzervativ koltségfiiggvényt kapunk. (Megoldas)

135.% Bizonyitsuk be, hogy ha egy digraf minden csticséba vezet negativ
koltségli séta, akkor a silyozas nem lehet konzervativ. (Megoldas)

136.*  Adott egy konzervativ koltségfiiggvény egy digraf élein, és tegytik
fel hogy az s csticsbol minden cstcs elérhets. Jeldlje 11, azon megengedett
potencidlok halmazat, melyek értéke s-en 0. Mutassuk meg, hogy van olyan
m € Ilg, mely minden més v csticson legaldbb akkora, mint barmely mas
IIs-beli potencidl. (Megold4s)

137.*%  Adott egy konzervativ koltségfiiggvény egy erdsen oOsszefuggd dig-
raf élein. Keressiink polinom idében olyan megengedett potencialt, melyre a
potencial legnagyobb és legkisebb értéke kozti kiilonbség maximalis! (Meg-
oldés)

138.*%  Keressiink olyan megengedett potencidlt egy konzervativ koltség-
figgvényre nézve, melyre a potencial legnagyobb és legkisebb értéke kozti
kiilonbség minimalis! (Megoldas)

139.*% Adott egy irdnyitott graf konzervativ silyozassal. Jelolje w(v) a v-ben
végz0do sétak hosszanak minimumat. Bizonyitsuk be, hogy w

a) nempozitiv megengedett potencial;

b) az ilyenek kozott pontonként maximalis. (Megoldés)

140.%*  Adott egy konzervativ koltségfiiggvény egy digraf élein és minden
ponton egy alsé és egy felsd korlat. Hogyan lehet eldonteni, hogy 1étezik-e
megengedett potencidl a megadott korlatok koézott ?
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141. Altaldnositsuk Gallai tételét! Adott két koltségfiiggvény (c és d) egy dig-
raf élein. Hogyan lehet eldonteni, hogy létezik-e 7 potencidl, melyre d(uv) <
w(v) —7m(u) < c(uww)?

2.2.2. A Bellman-Ford algoritmus

142. Adott egy D = (V, A) irdnyitott graf egy ¢ konzervativ koltségfiie-
vénnyel. Tekintsiik az aldbbi D’ segédgrafot: vegyiik V-nek n példany4t:
Vi, Va, ..., V,. Az élek halmaza legyen w;v;41,1 < i < n,uv € A. Bizonyitsuk
be, hogy az aciklikus grafokra tanult legrévidebb 1t algoritmus futdsa D’-n
megfeleltethet6 a Bellman-Fordnak D-n.

143. Hogyan lehet egy s pontbdl indulé legolcsébb legfeljebb i élii sv-sétdkat
kiszamit6 algoritmust arra hasznalni, hogy a v pontban végz6dé legolcsébb
legfeljebb j éli sétakat kiszamitsuk ? Hogyan lehet a v pontban végz6dé leg-
olcsébb legfeljebb j élii sétakat kiszamit6é algoritmust arra hasznélni, hogy
egy s pontbdl indulé legolcsobb legfeljebb i éli sv-sétdkat kiszamitsuk?

144. Adott egy konzervativan silyozott D = (V, A) digraf, benne egy s
pont, melybdl minden méas pont elérhetd irdnyitott tton. Igazoljuk, hogy
ekkor létezik legolcs6bb utak fenyéje, azaz egy olyan s gyokerii feszit6 fenyo,
melyben minden v € V-re az sv-iit minimalis D-ben.

145. (1. vdltozat, nehezebb) Adjunk algoritmust annak eldéntésére, hogy
a) egy digraf stlyozasa konzervativ-e;
b) ha konzervativ, létezik-e nulla silyu kor.

146. (2. vdltozat, konnyebb) Adott egy D = (V, A) digraf és egy ¢c: A - R
koltségfiiggvény, legyen n = |V|. Jelolje v € V-re m;(v) a v-ben végzdds,
legfeljebb j élii sétak minimalis koltségét. Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak
akkor 1étezik negativ koltségli kor, ha létezik v € V', amire m,(v) < m,—1(v).

147. Adott egy irdnyitott graf egy (nem feltétlentil konzervativ) koltségfiige-
vénnyel. Adjunk algoritmust minimalis 6sszhosszi pontosan k é1bdl all6 séta
kiszamitasara. (Megoldés)

148. Egy digrafban adott egy mem konzervativ koltségfliggvény. Adjunk
algoritmust minimadlis atlagi kor keresésére. (Megoldés)
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149. Tekintsiik a a 146. feladatban definialt 7(9) potencialt. Nevezziink egy
pontot hibdsnak, ha

7™ (v) < 7D (v).

a) Mutassuk meg, hogy ha nincs hibds pont, akkor ¢ konzervativ.

b) Ha t hibds, akkor a legolcsébb W (™) (t) legfeljebb n élii t-ben végz6dé
séta tartalmaz egy K negativ egyirdnyt kort. (Igaz-e az allitds megfor-
ditasa, azaz igaz-e, hogy ha v nem hibas, akkor W (") (v) nem tartalmaz
negativ egyirdnyu kort?)

¢) Minden él koltségét egységesen [¢(K)|/|K|-val megemelve, a keletkezd
c koltségfiiggvényre nézve t mar nem hibds, tovabb4 ha egy pont hibés,
akkor c-re nézve is az volt.

150.* Adjunk algoritmust legrovidebb s—t-tut keresésére vegyes grafban tet-
sz0leges koltségfiiggvény mellett, ha tudjuk, hogy nem létezik egyiranyt kor
(azaz olyan kor, melyben az irdnyitott élek egyirdnytak). Adjunk a feladatra
linedris idejli algoritmust. (Megoldés)

151. Egy vegyes graf olyan, hogy az irdnyitatlan élek halmaza erdd és ezek
komponenseit 6sszehiizva aciklikus digrafot kapunk. Dolgozzunk ki algorit-
must, amely tetszéleges koltségfiiggvény esetén kiszamit egy legolcsébb egy-
irdnyu s — t-utat, ahol az egyiranyisag azt jelenti, hogy az iton s-bél indulva
minden irdnyitott él elore mutat. Itt is igaz, hogy van egy legolcsébb utak
részgrafja?

152. Egy bankban tobbféle devizaval kereskednek. Barmely két pénznemre
adott az atvaltdsi ardny. Adjunk algoritmust annak eldéntésére, van-e hiba az
arazasban, azaz olyan atvaltdsi sorozat, melynek kezdeti devizdja megegyezik
a végsével, de tobb van belble, mint az elején? Ha nincs hiba, keressiink
legjobb &tvaltasi médot adott pénznemrodl egy mésikra. (Megoldés)

153. Adott egy D = (V, E) digréf, és egy F' C E élhalmaz. Adjunk polinomi-
alis eljarast annak eldontésére, hogy van-e D-ben kor, amiben a két iranyba
mend F-beli élek szdma kilonbozs. (Megoldds)

154.% Adott egy D = (V, E) digraf és egy 0 < A < 1/2 szdm. Dontsiik
el polinom id6ben, hogy van-e kor, amiben az egyik irdnyba a kor éleinek
kevesebb, mint A hdnyada megy. (Megoldés)



2.2. LEGROVIDEBB UTAK KONZERVATIV SULYOZASRA NEZVE, POTENCIALOK

2.2.3. Pontos élek és alkalmazasaik, Duffin-tétel

Egy D = (V, A) digraf megengedett potencidljara nézve uv € A pontos él,
ha m(v) — m(u) = c(wv). Legyen ¢, (uv) = c(uwv) — (w(v) — 7 (u)).

155. Adott egy konzervativ koltségfiiggvény egy digraf élein és egy megen-
gedett potencial. Igazoljuk, hogy ha P olyan s — t-tt, amely csupa pontos
élbél all, akkor P legolcsébb s — t-1it. Létezhet olyan legolcsébb s — t-1t, ami
nem csupa pontos élbél all?

156. Mutassuk meg, hogy ha egy digriafban egy s — t-iit minden éle benne
van egy konzervativ koltségfiiggvényre nézve legolcsobb s — t-titban, akkor az
ut maga is legolcsébb. Adjunk példat olyan grafra és sulyozasra, amikor ez
nem teljestil.

157. Legyen adott egy c konzervativ koltségfiiggvény a D irdnyitott graf
élhalmazan. Igazoljuk, hogy ha a K egyiranyt kér minden éle benne van
0-koltségli egyirdnyi korben, akkor ¢(K) = 0. (Megoldés)

158. Tegyiik fel, hogy egy digraf s pontjab6l minden més pontba adott egy
ut. Ha ezen utak koltségei megengedett potencialt alkotnak, akkor ezen utak
mindegyike legolesébb ut. (Megoldés)

159. Legyen D gyoOkeresen Osszefiiggs s-bol és ¢ egy konzervativ koltségfiigg-
vény. Ekkor m < p. fennall minden olyan m megengedett potencidlra, melyre
m(s) =0, ahol p.(v) a legolcs6bb sv-tt koltsége. (Megoldas)

160. Adott egy D = (V, A) irdnyitott graf, az élein c¢; és co nemnegativ
tavolsagfiiggvények, és két pont s,t € V. Keressiink olyan iranyitott, s-bdl
t-be mend, c; szerint legrévidebb utat D-ben, ami a ¢y szerint legrovidebb
utak kozott co szerint legrévidebb.

161. Keressiink egy digraf adott s és t pontja k6zott olyan utat, ami a ¢y
sulyfiiggvényre nézve minimaélis, és ezen beliil minimalis a ¢ silyfiiggvényre
is. (Feltessziik, hogy ¢; és co konzervativ.) (Megoldés)

162. Adott egy irdnyitott graf, rajta egy c; pozitiv- és egy co valdsérté-
ki silyozds. Adjunk algoritmust olyan s — -t keresésére, mely c¢; szerint
minimdlis, és az ilyen utakon belill ¢o szerint mazimdlis. (Megoldés)



2. OPTIMALIS UTAK

163. Bizonyitsuk be, hogy ha egy konzervativan élsilyozott digraf barmely
élét elhagyva nem né a legévidebb s—t-t hossza, akkor 1étezik két éldiszjunkt
legrévidebb s — t-it. (Megoldés)

2.3. Leghosszabb utak,
részben rendezett halmazok

Egy részbenrendezett halmaz részhalmaza lanc, ha barmely két eleme relé-
ciéban &ll, és antilanc, ha semelyik kett6 sem.

164. Adjunk min-max tételt aciklikus grafban leghosszabb s — t-it hosszara
a Dulffin-tétel segitségével.

165. Bizonyitsuk be, hogy egy aciklikus graf élei feloszthatok pontokkal gy,
hogy adott s, t pontpdrra minden s—¢-it ugyanannyi élbél alljon! (Megoldés)

166. (Poldris Dilworth-tétel) Igazoljuk algoritmikusan, hogy egy P rész-
benrendezett halmazban a leghosszabb lanc elemszama egyenlé a P-t fedd
antildncok minimélis szdméval! Fogalmazzuk meg és igazoljuk a megfelels
tételt maximalis stlyt ldncokrdl, ha P elemei stilyozva vannak. (Megoldéas)

167. Készitsiink algoritmust egy véges a1, . . . , a, szamsorozat egy leghosszabb
monoton noévekedd részsorozatanak megtalalasara. (Megoldas)

168. Igazoljuk, hogy egy nm + 1 kiilonb6z6 tagbdl all6 a, ..., apm+1 Szdm-
sorozatnak van vagy n + 1 tagi monoton névé, vagy m + 1 monoton fogyo
részsorozata. Létezhet-e mind a két fajta részsorozat? (Megold4s)

169. Bizonyitsuk be, hogy egy aciklikus graf csticsainak van topologikus
sorrendje (azaz olyan, amelyben minden él elére mutat).

170.% Bizonyitsuk be, hogy
a) egy aciklikus graf tekintehtd részbenrendezett halmaznak az elérhetd-
ségi relaciora nézve;
b) egy részbenrendezett halmaz tekinthetd aciklikus grafnak is, azaz nem
lehetséges, hogy aq,...,a; kilonbozo elemekre a; < a;41Vi = 1...k,
ai+1 = a1. Hogyan definidlnad a graf élhalmazat?



2.3. LEGHOSSZABB UTAK, RESZBEN RENDEZETT HALMAZOK

171. Legyen D = (V, A) aciklikus irdnyitott graf, s,t € V kijelolt csticsok, és
c: A — R silyfiiggvény. Adjunk polinomidlis algoritmust, ami eldoénti, hogy
van-e s — ¢ Ut, amin az élstlyok atlaga (a) legfeljebb 10, (b) legaldbb 10.

172.% Egy terviitemezési feladatnal ismerjiik az egyes munkafazisok idé-
szitkségletét és a megel6zési feltételeket. Adott tovabbd minden munkafézis-
hoz egy legkorabbi kezdési feltétel is. Keressiink optimalis titemezést. (Meg-
oldés)

173.% Készitsiink hagymas rantottit. A megpucolt és felvagott hagymét
forré olajban megparoljuk, hozzaadjuk a felvert tojast, megsiitjiik. Kenyérrel
és pirospaprikdval télaljuk. Az egyes miiveletek (idSigényeik): hagymapucolas
(2 perc), a hagyma felvigdsa (4), olaj felmelegitése (2), hagyma péroldsa (2),
tojésok feltorése (1), tojas felverése (2), tojés siitése (7), kenyérszeletelés (2),
terités (2), paprika megkeresése (2). Minimdlisan mennyi id§ alatt készithetd
el a rdntotta? Adjuk meg az optimédlis tlitemezést, és az optimalitast igazold
kritikus utat is.

174. Bizonyitsuk be, hogy egy PERT mddszerrel kapott iitemezés minden
egyes részmunkat is a lehet6 leghamarabb végez el.

175. Adott két véges betilisorozat. Keressiink meg egy leghosszabb k6z6s
részsorozatot. A betilik adott stilyozasa esetén keressiink legnagyobb 6sszstlyt
koézos részsorozatot. (Megoldas)

176. Adott egy paros graf, mindkét osztdlyaban n ponttal: ai,...,a, és
bi,...,bn. Adjunk algoritmus maximaélis méretii olyan parositas keresésére,
ami nem tartalmaz ,keresztez6” éleket, azaz olyan a;by és a;b,, éleket, hogy
j<lésm<k.

177. Adott egy Ut bizonyos részitjainak F rendszere. Valasszuk ki F-nek
éldiszjunkt tagjait ugy, hogy 6sszhosszuk maximalis legyen. (Megoldés)

178. Dolgozzunk ki algoritmust pontsilyozott részbenrendezett halmaz ma-
ximalis stulyt lancanak megkeresésére.

179. Balatoni nyaraléonkat szeretnénk kiadni a nyaron. A sikeres marke-
tingnek koszonhetéen méar annyi foglaldsunk van, hogy nem tudjuk mindet
elfogadni, valogatni kell kézottiik. Minden foglalasnal adott, hogy mikor jon-
nének, és mennyit fizetnének. Adjunk algoritmust, mely megadja, hogyan
kereshetiink legtobbet. Es ha két nyaralénk is van? (Megoldas)
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180. Az aj,as,...,a szamsorozatot konvexnek mondjuk, ha
ap —az > az —ag > -+ 2 ag—1 — Q.

Dolgozzunk ki polinomialis algoritmust, amely egy by,...,b, szadmsorozat
maximalis konvex részsorozatat valasztja ki.

181. Adott n darab térgy és k darab (tetszéleges nagy mélységli) verem.
A targyakat adott sorrendben beletessziik valamelyik verembe, ezt kéveté-
en sorban kivessziik a targyakat a vermekbdl. A targyak mely permutaciéit
kaphatjuk meg a leirt médon? (Megoldés)

182. Adott egy egyenesen véges sok zart intervallum. Akkor és csak akkor
létezik kozottiikk k paronként diszjunkt, ha nem lehet az Osszes szakaszt k-nal
kevesebb ponttal lefogni. Adjunk meg egy algoritmust, amely kivalaszt maxi-
malis szamu diszjunkt intervallumot és meghataroz egy minimalis elemszamu
lefogd pontrendszert.

183. Adott egy egyenesen véges sok zart intervallum. Ha az egyenes minden
pontja legfeljebb k szakaszban van, akkor a szakaszok k diszjunkt szakaszok-
bdl 4ll6 osztélyba sorolhatok.

184. Adott egy egyenesen véges sok zart intervallum. Igazoljuk, hogy a
szakaszokat meg lehet 1igy szinezni pirossal és kékkel tgy, hogy az egyenes
minden pontja lényegében ugyanannyi piros szakaszban van, mint kékben
(az eltérés legfeljebb egy lehet). Igazoljuk, hogy 2-nél nagyobb k-ra is mindig
l1étezik egyenletes k-szinezés.

185. Harom hazaspar mindegyik tagja meglatogat egy beteget. Mind a ha-
rom férj talalkozik két feleséggel. Ekkor az egyik férj taldlkozik a sajit fele-
ségével is.

186. Az A zart szakasz az A; zart szakaszok egyesitése. Ekkor ki lehet valasz-
tani az A; szakaszok koziil néhény diszjunktat gy, hogy az 6sszhossziisaguk
legalabb A hosszénak a fele.



3. fejezet

Parositasok

3.1. Sulyozatlan grafok parositasai

187.%  Adott egy G = (V, E) graf, és benne egy M pérositas. Lassuk be,
hogy az M parositas akkor és csak akkor nem maximalis méretii, ha létezik
olyan alternal6 it M-re nézve, amelynek elsé és utols6 éle nem M-beli.
(Megoldas)

188. (1.vdltozat) Adott egy G = (V, E) graf. Tekintsiik azt a kétszemélyes
jatékot, ahol a jatékosok felvaltva jelolnek ki egy-egy élt a grafbol gy, hogy
a kijelolt élek egy utat alkossanak. A jatékot az a jatékos nyeri, aki utoljara
tud valasztani megfelel6 élt. Mutassuk meg, hogy ha a grafban van egy teljes
parositéds, akkor a kezd§ jatékosnak van nyerd stratégidja. (Megoldéas)

189. (2.vdltozat) Adott egy G = (V, E) graf. Tekintsiik azt a kétszemélyes
jatékot, ahol a jatékosok felvaltva jelolnek ki ismétlés nélkiil egy-egy cstcsot a
grafbdl ugy, hogy az i-edik 1épésben kijeldlt v; csicsra v;—1v; € E (ha ¢ > 2).
Az veszit, aki nem tud 1épni. Mutassuk meg, hogy az elsé jatékosnak pontosan
akkor van nyer6 stratégidja, ha G-ben nincs teljes parositds. (Megoldas)

190. Mutassuk meg, hogy tetszéleges grafban egy nem-bd6vithetd parositas
elemszama legalabb fele a maximalis méretli parositas elemszamanak.
(Megoldés)

191.*% Igazoljuk, hogy ha egy irdnyitatlan graf minden pontjanak foka péros,
akkor a teljes parositasok szdma is paros. (Megoldés)
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3. PAROSITASOK

192.*% (1. vdltozat) Legyen M a G = (V, E) irdnyitatlan graf egy teljes pa-
rositasa. Adjunk polinomiélis futésidejii algoritmust annak eldéntésére, hogy
létezik-e olyan lefogd ponthalmaz, amely minden M-beli élnek pont egy vég-
pontjat tartalmazza. (Megoldés)

193.% (2. vdltozat) Legyen M a G irdnyitatlan graf egy teljes parositdsa.
Adjunk polinomiélis futasidejii algoritmust annak eldontésére, hogy létezik-e
olyan stabil ponthalmaz, amely minden M-beli élnek pontosan egy végpontjat
tartalmazza. (Megoldés)

3.1.1. Paros grafok parositasai

194. (Mendelson-Dulmage-tétel) Bizonyitsuk be, hogy ha egy
G=(ST;E)
péaros grafban létezik az A C S ponthalmazt fedé M7 és a B C T ponthalmazt
fed6 My péarositas, akkor van olyan M péarositas is, amelyik fedi A U B-t.
(Megoldas)
195. Bizonyitsuk be, hogy ha egy
G=(ST;E)

paros gratban létezik az X C S U T ponthalmazt fedé parositas, akkor a
maximalis elemszamu parositasok kozott is van olyan, amelyik fedi X-et.
(Megoldas)

196. Mutassuk meg, hogy egy k-regularis

G=(ST;E)
péaros grafban (k > 1) létezik teljes parositds. (Megoldas)
197. Mutassuk meg, hogy egy k-reguldris

G=(ST;E)

paros graf élhalmaza felbomlik k teljes parositds unidjara. (Megold4s)

198. Mutassuk meg, hogy paros grafban van a maximalis foki csticsokat
fedd pérositas. (Megoldas)



3.1. SULYOZATLAN GRAFOK PAROSITASAI

199. Legyen a
G=(ST;E)

paros grafban a maximaélis fokszdam k. Mutassuk meg, hogy ekkor E-t meg
lehet szinezni Ggy k szinnel, hogy minden v csticsra és mindegyik j szinre a v-
be mend d(v) darab él koziil maximum egy darab szine j. (Azaz egy péaros graf
élhalmaza felbomlik maximalis fokszamnyi diszjunkt -nem feltétleniil teljes-
pérositds uniéjira. (Megoldés)

200. Van egy 32 lapos magyarkartya-csomagunk. Keverés utdn a lapokat
8 darab egyenld kupacra osztjuk (minden kupacban tehéat 4 lap van). Igaz-e,
hogy ki lehet valasztani minden kupacbdl egy-egy lapot, hogy a kapott 8 lap
kozott legyen minden értékbél (7, 8, 9, 10, alsd, felss, kirdly, asz)?
(Megoldés)

201. Egy n x n-es tablazatot latin négyzetnek neveziink, ha tugy irtuk be
a mez6kbe 1-t6l n-ig a szamokat, hogy minden sorban és minden oszlopban
mindegyik szam pontosan egyszer fordul eld. m < n esetén egy n x m-es
tablazatot latin téglalapnak neveziink, ha minden sorban és minden oszlopban
mindegyik szdm legfeljebb egyszer szerepel (természetesen itt is 1 és n kozotti
egész szdmok vannak a mezbkbe {rva). Bizonyitsuk be, hogy minden latin
téglalap kiegészithetd latin négyzetté! (Megoldds)

202.*% (Schweitzer-verseny 2012) Bizonyitsuk be, hogy egy G k-kromatikus
graf éleit tetszolegesen két szinnel szinezve van olyan k ponti részfa, melynek
élei ugyanolyan szintiek. (Megoldés)

203. Egy sakktablan all 33 bastya. Bizonyitsuk be, hogy van kozottik 6t,
mely paronként nem {itik egymaést. (Megoldas)

204. (Birkhoff-Neumann tétel) Egy M négyzetes, nemnegativ elemekbdl
allé matrixot dupldn sztochasztikusnak neveziink, ha minden sor- és oszlop-
Osszeg 1. Egy duplan sztochasztikus matrix permutdciomdtriz, ha minden
sorban és oszlopban 1 db. 1-es szerepel. Mutassuk meg, hogy minden duplan
sztochasztikus matrix el6all, mint permuticiomatrixok konvex kombinacidja.
(Megoldés)

205.% Legyen H a G véges csoport részcsoportja, k pedig H-nak a G-beli
indexe. Ekkor létezik x1,...,x; € G, amely egyszerre jobboldali és balol-
dali reprezentans-rendszere H-nak, azaz Hxq, ..., Hxy az 6sszes jobboldali,
x1H, ...,z H pedig az &sszes baloldali H szerinti mellékosztaly. (Megoldéas)



3. PAROSITASOK

206. Adott egy n pontd paros graf, amiben nincs izolalt pont. Mutassuk
meg, hogy a lefogd élhalmazok minimalis elemszaménak és a parositasok ma-
ximalis elemszamanak Osszege n, és adjunk algoritmust minimélis elemsza-
mu lefogd élhalmaz megtaldlasara. Igaz-e az egyenl6ség nem-paros grafban?
(Megoldas)

207.”% Adott egy D = (V, A) iranyitott graf. Készitsiik el hozza a kovetkezd
G péros grafot: a ponthalmaza a V' két diszjunkt példanyét tartalmazza (V'
és V") ésu' € V' ésv” € V" kozott akkor megy él, ha uv € A. Bizonyitsuk be,
hogy V pontosan akkor fedhetd le pontdiszjunkt D-beli iranyitott korokkel,
ha G-ben van teljes parositas. (Megoldds)

208. Bizonyitsuk be, hogy egy G = (S,T; E) legaldbb 3 pontu péaros grafra
a kovetkezd harom 4llitas ekvivalens:

(i) G Osszefiiggd és minden élét tartalmazza teljes parosités;

(ii) Minden u € S és v € T esetén G — u — v-ben van teljes parositds;
(iii) |S| =T, és minden ) # X C S esetén |[I'(X)| > | X|.
(Megoldas)

209.%%  Mutassuk meg, hogy ha egy G = (S, T; F) egyszer(i paros grafban
van teljes parositds, és minden v € S fokszdma legalabb k, akkor G-ben
legalabb k! teljes parositds van.

210. Mutassuk meg, hogy egy G = (S, T; E) paros graf minimélis lefogd
csicshalmaza mindig I'(X)U (S — X)) alak valamilyen X C S-re. (Megoldés)

211. Adott egy G = (S,T; E) paros graf és egy M pérositds G-ben. Legyen
Rg az M &altal nem fedett csicsok halmaza S-ben. Mutassuk meg, hogy tet-
szlleges X C S-re |Rg| > | X| — |I'(X)|, és csak akkor lehetséges egyenlGség,
ha M maximéalis méret{i parositds. (Megoldds)

212.*% (Nehezitett vdltozat) Mutassuk meg, hogy az alterndlé utas algoritmus
mindig ugyanazt a maximaélis hidnyd halmazt adja eredményiil. (Megoldas)

213. (Konnyitett vdltozat) Mutassuk meg, hogy az alterndl6 utas algoritmus
mindig az egyértelmii legsziikebb maximélis hiany halmazt adja eredményil.
(Megold4s)



3.2. SULYOZOTT PAROSITASOK

214. Hogyan lehet az alternal6 utas algoritmus segitségével az egyértelmii
legb&vebb maximélis hidnyt halmazt megtaldlni? (Megoldas)

215.* Legyen G egy tetszbleges graf, X és Y maximdlis méretli stabil
csticshalmazok. Mutassuk meg, hogy G[XAY] grafnak van teljes parositdsa.
(Megoldas)

216.* (Dilworth) Igazoljuk algoritmikusan, hogy egy P részbenrendezett
halmazban a leghosszabb antilanc elemszama egyenlé a P-t fed6 lancok mi-
nimalis szdmdaval. (Megoldéas)

217. A Nemzeti Sport szerkesztésége elhatdrozta, hogy a Ridban megren-
dezésre keriil6 olimpia valamennyi eseményére sajat tuddsitot kiilld. Rendel-
kezésre all az események pontos kezdési idépontja, idétartama és helyszine.
A gondos szervezék készitettek ezenkiviil egy tablazatot, amiben feltiintet-
ték, mennyi idé alatt lehet eljutni egy helyszinrél egy mésikra. Adjunk (erésen
polinomiélis) eljarast a kikiildendd ujsagirék minimdlis szdméanak meghaté-
rozésara. (Megold4s)

3.2. Sdulyozott parositasok

218.% Bizonyitsuk be, hogy ha egy élstlyozott G = (S, T; F) paros grafban
léteznek olyan maximalis silya M; és M, parositdsok, melyek az A C S
ponthalmazt illetve a B C T ponthalmazt fedik, akkor van olyan maximalis
siulytt M pérosités is, amely fedi AU B-t. (Megoldés)

219.% (Egervdry-tétel) Bizonyitsuk be, hogy ha G = (S,T; E) egy péaros
graf, és ¢: E — R, akkor a maximalis stlyd parositds silya megegyezik a
min{}_ 7(v): 7(u) +7(v) > c(uv) Vuv € E} értékkel. Amennyiben ¢ egészér-
ték(i, igy a minimdlis 7 is vdlaszthaté annak. Amennyiben ¢ nemnegativ és
G teljes paros graf, 7 is valaszthaté nemnegativnak. (Megoldds)

220.* Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges élstlyozott grafban a mohdé algorit-
mus olyan P,,, parositast talal, amely legaldbb fele siilyi, mint a maximalis
silyl parosités. (Megoldés)

221.* Mutassunk példat olyan élstlyozott paros grafra, ahol az élstlyok
egészek, de Egervary eredeti algoritmusa nem polinomiélis futdsideji. (Meg-
old4s)
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222.** Mutassunk példat olyan élsiilyozott paros grafra, ahol Egerviry ere-
deti algoritmusa nem taldlja meg véges sok 1épésben az optimélis megoldast.
(Megoldas)

223.”%  Igazoljuk, hogy a silyozott lefogésok konvex halmazt alkotnak.
(Megoldas)

224.% Biéstyaelhelyezésen béstydk egy olyan elrendezését értjiik, melyben
a bastyak paronként nem iitik egymast. Tekintsiik az aldbbi silyozott mat-
rixot. Adjunk meg egy maximalis silyt béastyaelhelyezést, és egy minimalis
nemnegativ egész stlyozott lefogast is. Melyik maximélis stlyu teljes parosi-
tés keresési feladattal ekvivalens ez a probléma? Mit jelent itt egy silyozott
lefogas?
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(Megoldas)

225.  Adott egy G = (S,T; E) paros graf, ¢ : E — R élstlyok, és egy
minimélis sulyozott lefogas: m : S UT — R. Léssuk be, hogy egy M teljes
péarositds pontosan akkor maximalis silyd, ha minden uv € M élre 7(u) +
m(v) = c(uv). (Megoldas)

226. Legyen G = (S,T; E) péros graf, M egy teljes parositds. Irdnyitsuk
M éleit T felé, a tobbi élt pedig S felé; legyen az igy kapott irdnyitott graf
D. Bizonyitsuk be, hogy egy c: E — R silyozasra nézve M pontosan akkor
maximalis silyu teljes parositas, ha M éleire c-t, a tobbi élre pedig —c-t irva
konzervativ stlyozdst kapunk D-ben. (Megoldés)

227.*% Bizonyitsuk be az Egervdry-tételt (219. feladat) a 226. feladat és a
Gallai-tétel (130. feladat) segitségével. (Megoldas)

228. Mutassunk példat olyan élsilyozott G = (S, T; E) teljes paros grafra,
ahol |S| = |T'| és minden minim4lis 7 silyozott lefogdsban van olyan v pont,
amire m(v) < 0. (Megoldés)
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229.”F  Egy teljes paros (S, T; E) grafon, melyre |S| = |T|, adott egy nem-
negativ élstlyozas valamint egy 7 silyozott lefogas. Adjunk ennek segitségével
m-vel azonos Osszértékii, nemnegativ stilyozott lefogist. (Megoldds)

230. Mutassunk példat olyan G = (S,T; E) paros grafra nemnegativ élst-

lyokkal, ahol van teljes parositds, és minden minimélis 7 stlyozott lefogdsban

van olyan v pont, amire 7(v) < 0. Van-e olyan példa ahol G teljes paros graf?
(Megoldas)

231. Tegyiik fel, hogy van egy algoritmusunk, ami egy paros grafban tud
keresni egy maximadlis stilyt teljes parositast. Adott egy G = (S, T; E) paros
graf, és egy c¢ valés (akdr negativ) értékii sulyfiiggvény. Adjunk maximdlis
sulyt (nem feltétleniil teljes) parositast keresd algoritmust! (Megoldés)

232.”%  Legyen G = (S,T;E) olyan paros graf, amiben létezik teljes pa-
rositas. Mutassunk példat, amikor a maximalis silyu teljes parositds sulya
kisebb, mint a maximélis silyu parositds stlya. (Megoldas)

233. Bizonyitsuk be, hogy a maximalis stilyt teljes parositas stilya pontosan
akkor egyenlé a maximdélis parositdséval, ha létezik nemnegativ minimalis
stlyozott lefogds. (Megoldas)

234.* Igaz-e a kovetkezd allitas: ha egy pédros grafban nincs teljes péarosi-
tés, akkor a stulyozott lefogdsok silyanak nem létezik minimuma semmilyen
élsilyozésra sem? (Megoldéas)

235. Legyen G = (S,T; E) egy péros graf, ¢ : E — R egy sulyfuggvény,
ésm: SUT — R egy minimdlis Osszértékl sulyozott lefogas. Jeldlje G, =
(S,T; E;) a pontos élek grafjat, azaz

Er={we E: w(u)+7(v) = c(uv)}.

Bizonyitsuk be, hogy G-nek egy M teljes parositiasa akkor és csak akkor
maximalis suly, ha M C E.. (Megoldés)

236. Igaz-e, hogy ha egy élstlyozott paros graf minden éle benne van egy
maximalis silyu teljes parositasban, akkor minden kor paratlanadik éleinek
Osszsiilya megegyezik a parosadik éleinek Osszstlyaval? Igaz-e az allitds meg-
forditdsa? (Megoldés)
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237.% Legyen G = (S,T; E) olyan paros graf, amiben 1étezik teljes parositas,

és legyenek c1,co : E — R stlyfiiggvények. Adjunk algoritmust azon maxi-

malis cp-silyu teljes parositas megtalalasara, mely a co-re nézve is maximalis.
(Megoldés)

238.% Legyen G = (5,T; F) péaros graf és ¢ : E — R stlyfiiggvény. Ad-
junk algoritmust azon maximalis stlyi parositds megtalalasara, melynek az
élszdma minimdlis. (Megoldéas)

239. Adott egy péaros graf, és az élein egy stlyozds. Az aldbbi harom allitas
koziil melyik(ek) igaz(ak)? Indokoljuk is a vdlaszt.
a) Ha egy M teljes parositdsnak minden maximalis stlyd teljes pérosi-
téssal van kozos éle, akkor M is maximalis silyu teljes parositas.
b) Ha egy M teljes parositds minden éle benne van valamilyen maximélis
sulyu teljes parositasban, akkor M is maximalis sily teljes parositas.

¢) Mi mondhaté a fenti két kérdésrdl, ha a graf nem feltétleniil paros?
(Megoldas)

240.”% (Konnyitett vdltozat) Tekintsiik a kovetkezd grafot: két diszjunkt
haromszog és kozottiikk harom él, melyek parositast alkotnak. Adjuk meg
az élek egy olyan stilyozasat, melyre nem igaz, hogy ha egy teljes parositas
minden éle benne van maximélis silyt teljes parositdsban, akkor maga is
maximalis sulytd. (Megoldas)

241.* (Nehezitett vdltozat) Adjunk példdt olyan nem pdros grifra és élsi-
lyozasra, melyre nem igaz, hogy ha egy teljes parositas minden éle benne van
maximalis stlyu teljes parositasban, akkor maga is maximalis sily.
(Megoldas)

Alkalmazasok

242. Adott m darab munka és k darab gép. Egy munkat barmelyik gépen
végezhetiink, és barmelyiken egységnyi ido6 alatt késziil el. Egy gépen egyszer-
re csak egy munkat végezhetiink, és azt nem szakithatjuk meg. Ha a j-edik
munkét a ¢ idépontban fejezziik be, annak koltsége c¢;(t), ahol ¢; monoton
nové figgvény. Célunk az 6sszkoltség minimalizdlasa. Mutassuk meg, hogy
ez a feladat megoldhat6 a magyar médszerrel. (Megoldas)
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243. Egy teniszklub tagjai vegyes parokba szeretnének rendez6dni egy ko-
zelgl tenisztornara (feltessziik, hogy ugyanannyi né és férfi jatszik a klub-
ban). Minden egyes né-férfi (n, f) parhoz adott egy nemnegativ nyer(n, f)
szam, ami a varhaté nyereményt jelenti a paros indulésa esetén. A tagok egy
parokba osztasara akkor mondjuk, hogy stabil, ha minden par meg tud &l-
lapodni a varhaté nyeremény egy olyan kettéosztasaban, hogy semelyik két
embernek se érje meg Uj part alkotni, azaz, ha oszt(n) és oszt(f) jeloli a néi
ill. férfi jatékos részesedését a paros nyereményébdl, akkor egyrészt a beosz-
tott parokra nyer(n, f) = oszt(n) + oszt(f), masrészt minden egyéb pérra
oszt(n) + oszt(f) > nyer(n, f). Bizonyitsuk be, hogy van stabil parokba
osztas!
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4. fejezet

Aramok, folyamok

Jeloljon D = (V, A) egy irdnyitott grafot. Valamely z : A — R fluggvényre
és S C V részhalmazra legyen 0,(S) = Y [z(uwv) : uv € A,uv belép S-be]
és legyen 0,(S) = 0.(V — S). Azt mondjuk, hogy = aram, ha teljesiil ra
a megmaradasi szabaly, azaz 9,(v) = 0,(v) fenndll minden v € V csticsra.
(Aramokkal kapcsolatos alapozo6 feladatok a Az 1.10. fejezetben is szerepel-
nek.)

Legyen f : A — R U {—o0} alsé kapacitds, g : A — R U {+oo} fels§
kapacitas ugy, hogy f < g. Azt mondjuk hogy az x &ram megengedett, ha
f<z<yg.

Jeloljilk ki D-nek egy s forrdspontjat és egy t nyelépontjat. A tovabbi-
akban, amikor folyamokrdl lesz szd, végig feltessziik, hogy s-be nem 1ép be
él és t-b&l nem lép ki él. Folyamon egy olyan nemnegativ z : A — R
fliggvényt értiink, amely minden, s-t6l és ¢-t6l kiilonb6z6 pontra teljesiti a
megmaraddsi szabdlyt, azaz g,;(v) = d,(v) fenndll minden v € V — {s,t}
csucsra. Amennyiben még az x < g feltétel is teljesiil egy adott g : A — R
kapacitdsfiiggvényre, megengedett folyamrol beszéliink. Az z(uv) szdm az
x folyam értéke az uv € A élen. Az x folyam nagysiga a val(x) := §,(s)
érték.

Egy {0,1}-értékii folyamot fonatnak neveziink. Az z fonat azonosithaté
azon élek altal alkotott részgraffal, melyeken az x értéke 1. Egy k nagysagu
fonatot réviden k-fonatnak neveziink.

Egy s-et tartalmazé, de ¢-t nem tartalmaz6 halmazt st-halmaznak neve-
ziink. Ha C st-halmaz, akkor a C-bél ki- és C-be belépé élek egy st-vagast
alkotnak. Folyamfeladatoknal, ha ¢ a kapacitasfiiggvény az éleken, akkor a
vagas nagysagan vagy kapacitisin a 6,(C) szdmot értjik (csak a kilépd
éleken Osszegziink!).
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Valamely ¢ : A — R koltségfiiggvényre vonatkozolag a cx skaldrszorzatot
nevezzik az x dram/folyam koltségének.

4.1. Alapozé feladatok

244. TIgazoljuk az alabbi allitdsokat!

a) x akkor és csak akkor dram, ha g, (v) < 0, (v) fennall minden v cstcsra;

b) Ha z dram, akkor ¢,(Z) = 0,(Z) minden Z C V halmazra fennall;

¢) x pontosan akkor dram, ha tetszleges Z C V részhalmazra g,(7) <
02(Z). (Megoldas)

245. Igazoljuk, hogy
a) minden 0— 1 dram éldiszjunkt irdnyitott korok incidencia-vektorainak
Osszege;
b) minden nemnegativ dram irdnyitott kérok incidencia-vektorainak nem-
negativ linearis kombinacidja;
c) minden dram irdnyitatlan kérok 0, £1-incidencia-vektorainak linedris
kombinécidja. (Megoldés)

246. Igazoljuk, hogy egy digrafban pontosan akkor van olyan x dram, amely-
re z(e) < g(e) minden e élre, ha nincs negativ g-nagysigu irdnyitott vagas.

247.  Mutassuk meg, hogy minden z folyamra és minden Z st-halmazra
val(z) = 0,(Z) — 0:(Z). (Megoldas)

248. Igazoljuk, hogy minden x folyam el6all mint egy nemnegativ dram és
st-utak nemnegativ kombinacidja. (Megoldas)

249. Tekintsiik a maximalis folyam-probléma azon valtozatat, melynél a
pontoknak is van kapacitasa. Vagyis a g kapacitas-fiiggvényen kiviil legyen
adott egy gy : V — RU 400 fliggvény, melyre nézve az x folyam akkor lesz
megengedett, ha 9, (v) < gy (v) minden v € V esetén. Fogalmazzuk 4t ezt a
valtozatot egy alkalmas segédgrafon értelmezett folyam-feladatta.
(Megoldas)

250. Igazoljuk, hogy két minimalis kifoki st-halmaz metszete és unidja is
minimalis kifokd st-halmaz. (Megold4s)
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251. Legyen G = (V, E) irdnyitott grif, g : F — Ry U {400} kapacitésfiigg-
vény és s,t € V két kijelolt pont. Lassuk be, hogy pontosan akkor létezik
tetsz6legesen nagy értéki st-folyam, ha létezik egy irdnyitott ut s-bél t-be
melynek minden éle +o0 kapacitasi! (Egy folyamban az éleken mindig véges
értékek vannak!) (Megoldés)

252. Legyen G = (V, E) irdnyitatlan graf, o, 8: V — Z, o < 8. Mikor 1étezik
G-nek olyan irdnyitdsa, amelyre minden v € V esetén a(v) < p(v) < B(v)?
(Megoldés)

253. Tekintsiik az alabbi
D= (V,4)
irdnyitott grafot: V = {v1,...,v,}, v;-b6l vj-be pontosan akkor van él, ha

i < j. Legyen ez esetben g(v;v;) = j — 4. Adjunk meg vy és v, kozott egy
maximalis folyamot és egy minimdlis vagast! (Megoldés)

254. Vezessik le a Maximalis Folyam Minimdlis Vagas (roviden MFMC)
tételbdl

a) Menger tételének irdnyitott éldiszjunkt valtozatat (azaz egy irdnyitott
grafban akkor és csak akkor létezik k darab éldiszjunkt Ut s-bél t-be,
ha minden st-halmazbdl legaldbb k é1 1ép ki);

b) a Hall-tételt (paros graf egyik osztélyét fedd parositdsrdl);
¢) Kénig tételét (paros graf maximélis parositdsdnak elemszdma egyenld
a minim4lis lefogd ponthalmaz elemszaméval).

d) egy tételt arra vonatkozéan, hogy mikor létezik egy paros grafnak
el6irt foku részgrafja. (Megoldés)

255. Bizonyitsuk be Hoffman tételét az MFMC tétel segitségével, ha f és g
véges értékii. Vezessiik le az altaldnos esetet is, vagyis amikor f felvehet —oo,
g pedig +oo értéket is. (Megold4s)

256. Vezessiik le Hoffman tételébdl az MFMC-tételt. (Megoldds)

4.2. Maximalis folyam algoritmusok

257.%  Adott egy halézat és benne egy maximélis folyam. Keressiink mi-
nimélis vagast O(m) idSben!
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258. Egy x adott folyamhoz keressiink algoritmikusan olyan javité utat, ami
legtobbel noveli a folyam nagysdgat. (Megoldés)

Jelolje C azon st-halmazok osztéalyat, amelyek minimélis vagast hatdroznak
meg egy D digrafban egy adott g kapacitasfiiggvényre nézve. Egy minimalis
vagast akkor neveziink legsziikebbnek, ha az 6t definidlé Cy st-halmazra
igaz, hogy Cy = NcecC. Egy minimalis vigas pedig akkor legb&vebb, ha az
8t definidlé O st-halmazra igaz C1 = UgecC.

259.”% Bizonyitsuk be, hogy a javitéutas algoritmus a legsziikebb minimélis
vagast taldlja meg.

260. Hogyan taldlhatjuk meg a legb6vebb minimdlis vagast? (Megoldés)

261. Legyen D = (V, A) egy digraf, melynek élhalmazan adott a g nemnega-
tiv kapacitasfiiggvény. Bizonyitsuk be algoritmikusan, hogy létezik egy olyan
D' = (V, A') digréf, amelyben egy S st-halmaz kifoka pontosan akkor 0, ha
04(S) minimalis. (Megoldas)

262. Egy maximdlis folyamot keresé algoritmus segitségével dontsiik el, hogy
egy digrafban adott als6 és fesld korlatokra létezik-e megengedett aram.

263. Tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre all egy algoritmus megengedett dram
megkeresésére az olyan esetekre, amikor az éleken csak alsé korlat adott.
Erre tamaszkodva készitsiink eljarast az altaldnos esetre, amikor alsé és fels6
korlatok is adottak. (Megoldés)

264. Adott egy hédlézat és g1, g9, - - . , g+ kapacitasfiggvények az éleken. Dont-
siik el algoritmikusan, hogy van-e olyan st-vagas, ami mindegyik g¢;-re mini-
malis! (Megoldés)

265. Egészértékli g kapacitasfiiggvény esetén keressiink olyan minimalis ka-
pacitdsu st-vigést, melyben a kilépé élek szdma minimalis. (Megoldés)

266.* Tetszbleges g kapacitasfiggvény esetén keressiink olyan minimaélis
kapacitdsa st-vagast, melyben a kilépd élek szdma minimélis. (Megoldés)

267.% Adott egy hdlézat és g1 és go kapacitdsfiiggvények. Keressiink olyan
st-vagéast, ami g;-re minimalis és ezek koziil go-re minimélis.
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268.% Tegyiik fel, hogy a D = (V, A) digréfban a g > 0 kapacitasfiiggvényre
nézve nem létezik K nagysdgi megengedett st-folyam. Adjunk algoritmust,
amely meghatarozza, hogy legkevesebb mennyivel kell egységesen a g értékeit
novelni, hogy mar 1étezzék? (Megoldds)

269.* Adott egy D = (V, A) irdnyitott graf valamint egy ¢ : A — R
sulyfiiggvény.

a) Adjunk polinomidlis algoritmust, mely eldénti, 1étezik-e a grafban ne-
gativ Osszsulyt irdanyitott vagas.

b) Tegyik fel, hogy a grafban nem létezik negativ silyu irdnyitott vagas.
Mutassuk meg, hogy ha egy iranyitott vagas minden éle benne van
nulla 6sszstlyt iranyitott vagasban, akkor 6 maga is nulla stly.

(Megoldas)

270.%%  Egy D = (V, A) digraf élhalmazan adott egy g fiiggvény, amelyre
nem létezik x < g aram. Legkevesebb mennyivel kell egységesen a g értékeit
novelni, hogy mar létezzék ?

4.3. Minimalis koltségli aramok, folyamok

271. Igazoljuk, hogy nemnegativ ¢ koltségfiiggvény esetén mindig 1étezik
olyan minimalis koltségli x maximalis folyam, amely st-utak kombinacija.
(Megoldas)

272. Mutassuk meg, hogy tetszbleges ¢ koltségfliggvényre van olyan x mini-
mélis koltségli dram, amire azok az e élek, ahol x(e) # f(e) és z(e) # g(e),
erdét alkotnak. (Megoldds)

273. Ha a koltségfiiggvény potencialkiilonbség, hogyan taldlhatunk polino-
midlis idében minimélis koltségli maximélis folyamot? (Megoldés)

274. Legyen D = (V,E) egy digraf, f és g alsé illetve felsé korlatok az
éleken és ¢ : E — R koltségfiiggvény. Egy x megengedett dramra definidljuk
a D, = (V, E,) digréfot és a ¢, : E, — R fiiggvényt a kovetkez&képpen:

— uv € E, ,elére-él”, ha uwv € E és z(uv) < g(uv), ekkor legyen c,(uv) =
c(w),

— wv € E, ,hitra-6l”, ha vu € E és xz(vu) > f(vu), és ekkor c,(uv) =
—c(vu).
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Mutassuk meg, hogy egy  megengedett aram akkor és csak akkor minimalis
koltségli, ha D, -ben ¢, konzervativ.

275. Hogyan lehet élstlyozott aciklikus digrafban maximélis 6sszstulyd k-
fonatot keresni? (Megoldés)

276. Tegyiik fel, hogy ismeretes egy minimélis koltségii folyam megkeresé-
sére szolgald algoritmus nemnegativ ¢ koltségfiiggvény esetére. Adjunk ennek
felhasznalasaval algoritmust

a) minimalis koltségli dram keresésére, véges kapacitasok és ¢ > 0 esetén;

b) minimélis kéltségii dram keresésére, véges kapacitdsok és tetszéleges c
esetén;;

¢) minimélis kéltségli maximélis folyam keresésére, véges kapacitdsok és
tetszéleges c esetén. (Megoldés)

277. Adott egy G = (V, E) irdnyitott graf, egy ¢ : F — R, kapacités-
figgvény és s,t,v € V pontok. Adjunk polinomidlis algoritmust, ami eldonti,
hogy létezik-e olyan maximalis st-folyam, ami a v pontot

a) hasznélja;

b) nem hasznalja. (Megoldés)

278. Adjunk olyan polinomidlis eljarast, amely eldonti, hogy egy folyamfel-
adatban van-e olyan maximalis folyam, amely egy adott élt

a) telit;
b) nem telit. (Megoldds)

279. Egy adott élrél dontsiik el, hogy minden maxim4lis folyam teliti-e.

4.4. Alkalmazasok és rokon feladatok

4.4.1. Rokon feladatok

Egy m : V — R fiiggvény esetén az = : A — R fiiggvényt m-aramnak
hivunk, ha 0, (v) — d,(v) = m(v) teljesiil minden v € V csicsra.
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280. Legyen m a D = (V, A) digraf ponthalmazan értelmezett fiiggvény,
amelyre ) -y, m(v) = 0. Adott f < g korldtok esetén mi a megengedett
m-aram létezésének sziikséges és elégséges feltétele? (Megoldas)

281. Tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre all egy algoritmus annak eldontésére,
hogy létezik-e nemnegativ m-aram. Ezt szubrutinként hasznélva készitsiink
algoritmust annak eldontésére, hogy adott f és g korlatok esetén létezik-e
megengedett dram. (Megoldés)

282. Adott egy D = (V, E) irdnyitott graf, egy b : V — Z igényfiiggvény,
egy g : E — Z kapacitasfiiggvény, és egy ¢ : E — R stlyfiiggvény. Tekintsiik
a kovetkezd feladatot:

max ce :
0<z(e) <g(e) mindene e E-re,
0:(v) — 6, (v) =b(v) minden v € V-re.

Mutassuk meg, hogy ez visszavezethet a kapacitds nélkiili valtozatra! (Meg-
old4s)

283. Legyen D = (V, A) irdnyitott graf, f : E — RU{—o0}, g : E — RU{o0},
p,b:V — R. Igazoljuk, hogy pontosan akkor létezik

z: E— R,
p(v) < 0:(v) — 0(v) < b(v) Vv €V,
f<z<yg

altaldnositott aram, ha
0§(Z) — 04(Z) <min{b(Z),—p(V - Z)} VZ C V.

(Megold4s)

Egy £ halmazrendszert akkor neveziink laminarisnak, ha barmely két
X, Y € Lesetén XNY = () vagy X és Y koziil egyik a részhalmaza a
masiknak.

284. Legyen D = (V,A) digrdf, F a pontoknak egy lamindris részhal-
mazrendszere. Egy = : A — R fiiggvényre azt mondjuk, hogy F-aram, ha
0:(Z) = 0,(Z) minden Z € F esetén. Adjunk sziikséges és elegendd feltételt
arra, hogy létezzen megengedett (azaz adott f és g kozti) F-dram. Készitstink
algoritmust megengedett F-dram keresésére. (Megoldés)
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285.* Egy 0 — 1-értékli k X k-as matrix minden eleméhez adott a 0-rél 1-re
vagy forditva torténé atforditdsanak koltsége. Valtoztassuk meg minimalis
koltséggel a matrixot, hogy a sorok és az oszlopok 6sszege adott eldirt érték

legyen. (Megoldas)

286. Szeretnénk egy A € R™*™ nemnegativ valés matrixot késziteni, amiben

az i-edik sor Osszege egy eléirt p; szdm (i = 1,...,m), a j-edik oszlop Osszege
egy elbirt ¢; szdm (j =1,...,n), és

max{c;;a;; i =1,...,m, j=1,...,n} <A,
ahol ¢;; (1 =1,...,m, j=1,...,n) é X adott nemnegativ szdmok. Adjunk

polinom idejli algoritmust, ami eldénti, hogy van-e ilyen A matrix!

4.4.2. Grafelméleti alkalmazasok

287.% Legyen G = (V, E) digraf, c: V — R stlyfiiggvény. Keresstink maxi-
mélis silyd részhalmazét V-nek, amelybél nem vezet ki él. (Megoldas)

288.* Egy digrafban adott s, € V, keressiink diszjunkt st- és t5-halmazokat,
melyek befokainak 6sszege minimélis.

289. Hatdrozzuk meg egy irdnyitott graf élosszefoggdéségét gy, hogy szub-
rutinként meghivhatunk egy maximalis folyamot keres6 algoritmust, de leg-
feljebb n-szer, ahol n a graf cstcsszama. (Megoldés)

290. Legyen D = (V, A) irdnyitott graf és H = (V, F) hipergraf. Adjunk
algoritmust annak eldéntésére, hogy 1étezik-e V-nek olyan X nemiires rész-
halmaza, amelynek D-beli pop(X) befoka szigorian kisebb, mint az X-t6l
diszjunkt H-beli hiperélek szdma.

291. Legyen G = (V, E) irdnyitott graf és s, ¢ € V. Hogyan lehet polinomidlis
algoritmussal két s-bdl t-be mend

a) éldiszjunkt utat;

b) (végpontjaiktol eltekintve) pontdiszjunkt utat keresni? (Megoldés)

292. Legyen D = (V, A) egy irdnyitott graf, ¢ : £ — Ry nemnegativ kolt-
ségfiiggvény és s,t € V pontok. Keressiink két
a) éldiszjunkt st-utat minimélis 6sszkoltséggel ;
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b) pontdiszjunkt st-utat minimdlis 6sszkoltséggel. (Megoldds)

293. Készitsiink algoritmust, amely eldonti, hogy létezik-e k éldiszjunkt
st-tut, melyek mindegyike egy adott konzervativ koltségfiiggvényre nézve leg-
oles6bb st-it! (Megoldés)

294,  Adott egy élsulyozott paros graf. Keressiink minimélis stlyt k é1b8l
all6 parositast a k-fonat algoritmussal.

295.%  Elstlyozott digrafban keressiink minimaélis stlyd olyan élhalmazt,
amely minden st-utat lefog. (Megoldés)

296. Pontsilyozott G = (S,T; E) paros grafban keressiink
a) minimdlis silyt lefogdé ponthalmazt;

b) minim4lis stlyt minimélis elemszami lefogd ponthalmazt. (Megoldés)

297.* Adott egy részbenrendezett halmaz alaphalmazin egy sulyfiiggvény.
Keressiink

a) maximalis stlyt antildncot;

b) maximélis stilyd maximélis elemszamu antildncot.

298.* Adott egy részbenrendezett halmaz alaphalmazan egy sulyfiiggvény.
Keressiink maximalis stlyu idedlt. (P idedl, ha x € P, y < z-b6l kovetkezik,
hogy y € P.) (Megoldés)

299. Adott egy D = (V, E) digraf és egy ¢: E — R, élmegforditdsi koltség.
Egy digrafot Euler-grafnak neveziink, ha minden cstcs befoka megegyezik a
kifokaval. Adjunk polinomialis algoritmust, amely bizonyos élek megfordité-
séval Euler-grafot csindl D-b6l (ha lehet) gy, hogy a megforditdsok sszkolt-
sége minim4lis legyen. (Megold4s)

4.4.3. Modellezési feladatok

300. Néhany csaladd kozos vacsorat szervez. A kozosségi hangulatot elésegi-
tendd elhatarozzak, olyan iilésrendet alakitanak ki, hogy egy asztalndl minden
csaladbol legfeljebb egy ember iiljon. A csaladok szdma k, az asztaloké ¢, a;
az i-dik csaldd tagjainak, b; pedig a j-dik asztal iil6helyeinek szdma. Adjunk
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(erésen polinomialis) algoritmust, ami eldénti, hogy létezik-e ilyen tiltetés, és
megad egy ilyet, ha lehetséges. (Megoldds)

301. Egy banyatarsasag geologusai a leend6 kiilszini fejtés tertiiletét 3 dimen-
zibs részekre osztottdk. Ezen részek kozott vannak olyanok, amelyek egymas
f6l6tt helyezkednek el, ezeket természetesen csak szép sorban lehet kibanyész-
ni, mas részek kozott esetleg nincs kapcsolat. A geolégusok megmondték,
melyik részhez mely mas részek eltavolitasa utan férhetiink hozza. Ismert to-
vabba minden egyes rész kibdnyaszési koltsége (feltéve, hogy a folotte levoket
mér kibdnyaszték), és a részb8l nyerhetd érc mennyisége. Ha egy résznek neki-
fogunk, akkor teljes egészében el kell hordanunk. Dontsiik el algoritmikusan,
mely részeket érdemes kibanydszni a profit maximalizdldsdhoz. (Megoldés)

302. Adott egy G = (V, A) irdnyitatlan graf. Egy kijelolt s € V pontja-
ban il a parancsnok, s ¢ B C V halmaz pontjaiban {ilnek a beosztottjai.
Egymassal a graf élein keresztiil kommunikdlhatnak. Minden élre adott az
él atvagasanak koltsége. Hogyan kereshetiink meg egy minimalis koltségii él-
halmazt, amelynek atvagasaval megsziintethetiink minden kommunikaciét a
parancsnok és a beosztottjai kozott?

303. Egy varosban az Ry, ..., R, emberek élnek, és mindegyikiikrol tudjuk,
hogy a Ci,..., Cy klubok kézll melyeknek a tagja. A Py,..., P, partokrol
pedig azt tudjuk, hogy melyiknek ki tagja (egy ember legfeljebb egy partban
lehet tag). Minden klubnak delegédlnia kell egy tagjat az 6nkorményzati testii-
letbe 1igy, hogy testiiletbe a P; partbdl legfeljebb u; ember keriiljon be. Egy
ember csak egy klubot képviselhet azok koziil, amelyekben tag. Keressiink
eljarast a delegatusok kijelolésére.

304. Egy faipari cégnek n erddteriilete van, és meg akarja hatarozni a kovet-
kez8 k év mindegyikében, hogy melyik teriiletrél mennyi fat termeljen ki. Az
i-edik teriiletrél sszesen a; tonna fa termelhet6 ki, ebbdl a j-edik évben leg-
feljebb a;;. Azonban csak az elég id6s fak termelhetdk ki: az i-edik teriileten
a j-edik évben b;; tonndnyi fa elég idds a kitermeléshez (persze ha egy fat egy
évben kivagtunk, azt a kévetkezd évben nem vaghatjuk ki Gjral). A j-edik
évben Gsszesen legfeljebb c; tonna fat szabad kitermelni. Adjunk polinomidlis
algoritmust, amik kiszamolja a maximalisan kitermelheté famennyiséget.

305. Egy foldrengés n telepiilést érintett, az i-edik telepiilésen a; sériilt van,
ezek koziil b; stlyos. Szeretnénk a sériilteket fél 6ran beliil kérhazba szallitani.
Osszesen k kérhaz van, mindegyiknél adott, hogy melyik telepiilésekrdl érhetd
el fél 6ra alatt. A j-edik kérhéaz c; sériiltet tud elldtni, ezek koziil maximum d;
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lehet stlyos. Adjunk polinomidlis algoritmust, ami eldénti, hogy megoldhaté-
e a feladat!

306. Adott m darab lakékorzet és n darab iskola; az i-dik lakékorzet és a
j-dik iskola tévolsdga d;;. Az i-dik lakékorzetben f; fiti és ¢; lany lakik. A j-
dik iskoldba legfeljebb p; gyerek jarhat, ebbdl legaldbb g;, de legfeljebb r;
lehet 1lany. Adjunk a gyerekek szdméban polinomidlis algoritmust, ami min-
den gyereket elhelyez egy iskoldban tigy, hogy az utazasi tavolsagok Osszege
minimaélis legyen. (Megoldés)

307. Szeretnénk n darab munkat elvégezni m darab azonos tipusid, parhuza-
mosan miikodé gépen. Minden munkédhoz adott a feldolgozasi id6, a legkorab-
bi kezdési id0, és a legkésébbi befejezési id6. Egy munka feldolgozdsat barmi-
kor megszakithatjuk, és barmikor ijrakezdhetjiik, esetleg egy masik gépen; a
kikotés csak annyi, hogy egy gépen egyszerre csak egy munkat végezhetiink,
és egy munka egy id6ben csak egy gépen futhat. Adjunk erésen polinomidlis
algoritmust, ami eldonti, hogy az n munka feldolgozéasa elvégezheté-e, és ha
igen, megad egy jé litemezést.

308.% Modellezzilk és oldjuk meg m-arammal az alabbi feladatokat!

a) Adott néhdny bank, valamint hitelek egy listdja. Egy hitelben az szere-
pel, hogy melyik bank tartozik melyiknek és mennyivel (el6fordulhat,
hogy két bank egyméasnak tartozik). Egy napon elhatdrozzak, hogy
egyszerre kiegyenlitik tartozésaikat (feltehetd, hogy erre a célra min-
den banknak elég nagy osszeg all rendelkezésére). Adjunk algoritmust
egy atutalasi-lista meghatarozasara, mely a lehet6 legkevesebb pénzt
mozgat (utalds A-bél B-be majd B-b8l A-ba kétszer szamit).

b) Kozépfoldén a tartomanyok egymassal és K6zépfoldén kiviili helyekkel
is kereskedhetnek. Bizonyitsuk be, hogy ha minden tartomany tobb
cikket exportal, mint importal, akkor ez egész Kozépfoldére is igaz.

309. Egy n periédusbdl all6 idészakban kell tarolékapacitasokat lefoglal-
nunk. A j-edik periédusban legaldbb d; tarolokapacitasra van sziikség. Taro-
l6kapacitast azonban nem csak kiilon-kiilon az egyes periédusokra foglalha-
tunk, hanem hosszabb idészakokra is, és a koltség fligghet az id6szak hossza-
tol. Azaz minden 1 < ¢ < j < n egész szdmparra adott egy c;; érték, ami
egységnyi tarolékapacitds lefoglaldsanak koltsége az i,7 + 1,...,7 periédu-
sokra. A cél ugy lefoglalni a tarolékapacitasokat az igényeknek megfelelGen,
hogy az 6sszkoltség minimélis legyen. Modellezziik ezt halézati feladatként.
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310. Egy hajé utja soran n varosban all meg. Az i-edik varosbdl a j-edik
varosba d;; ember szeretne utazni, a jegy ara pedig c;; A hajon k darab
fér6hely van. A hajétarsasdg meg akarja hatdrozni minden 1 < i < j < n-re,
hogy mennyi i-bdl j-be szd6l6 jegyet adjon el, hogy a jegybevétele maximalis
legyen. Természetesen legfeljebb d;j darab i-bél j-be sz616 jegy adhaté el, és
semelyik ttszakaszon nem utazhat a hajén k-nal tobb ember. Irjuk fel ezt
halézati feladatként. (Megoldés)

4.5. Szintez6 algoritmusok

Alapfeladat: adott egy D = (V, A) digraf, cstcsain egy b : V — Z elbirds,
élein £ < u also- és fels6 korlatok. Keressiink ¢ < x < u élfiiggvényt, melyre
0 (v) — 0, (v) < b,. Az aldbbi feladatokhoz tekintsiik a probléméra tanult
szintezo6 algoritmust.

311. Hogyan lehetne hatékonyabban inicializalni az algoritmust?

312. Bizonyitsuk be, hogy ha tetszélegesen vélasztjuk a kovetkezd aktiv
cstcsot (és nem mindig a legmagasabbat), a futédsi id6 akkor is polinomiélis
marad.

313. Hogyan lehetne a szintezd algoritmust hasznalni arra az altalanosabb
feladatra, amikor minden csicsra egy b(v) érték helyett alsé- és felsd korlat
egyszerre adott? (Megold4s)

314. Adott egy iranyitatlan graf és a csticsokon egy befokel6iras. Keressiink
szintez$ algoritmussal megfeleld irdnyitast (vagy mutassunk bizonyitékot ar-
ra, hogy nem létezik).

315. Keressiink paros grafban az egyik pontosztalyt fedd parositast szin-
tez6 algoritmussal 1igy, hogy csak az egyik pontosztdly pontjait szintezziik.
(Mindkét pontosztallyal lehetséges.)

316. Oldjuk meg a maximalis folyam feladatot szintez& algoritmussal.

317.% Szintez6 algoritmussal keressiink egy grafban két éldiszjunkt feszité
fat. (Segitség: szintezziik az éleket gy, hogy minden fabeli élhez tartozé vigas
egyéb élei legfeljebb egy szinttel legyenek lejjebb.)



5. fejezet

Linearis algebra és
poliéderek

5.1. Linearis algebra

Az aldbbiakban attekintjiik a V' Euklideszi vektortér néhény alaptulajdonsé-
gét. Az alaptest mindig a valés (R) vagy a racionélis (Q) szdmok teste. Ami-
kor Euklideszi vektortérrdl beszéliink, a valds szam n-esek R™ terére (vagy a
raciondlis szdm n-esek Q™ terére) gondolunk. A jellésben nem tesziink kii-
lonbséget a 0 szam és a vektortér nulleleme kozott. A vektortér elemeit néha
vektoroknak, néha pontoknak tekintjiik.

Legyen x és y két azonos dimenzids vektor. Azt mondjuk, hogy = > vy,
ha x minden komponense nagyobb vagy egyenld y megfelelé komponensénél.
Amennyiben x < y és x # y, ugy az xr < y jelolést hasznaljuk. Amikor
z minden komponense szigortian kisebb az y megfelel6 komponensénél, az
r < y jelolést hasznaljuk.

Adott x1, ...,z vektorok és A1,..., A\ szdmok esetén a b := \jx1 +--- +
Az vektort az x1,...,x; vektorok egy linearis kombinacidéjanak nevez-
ziikk. Ha a A; szamok Osszege 1, affin kombinaciérdl beszéliink, mig ha va-
lamennyi \; nem-negativ, igy nem-negativ kombinaciordl van sz6. Egy
nem-negativ, affin kombinaciét konvex kombinaciénak mondunk. Véges
sok vektor linearis kombinacidinak halmazat a vektorok linearis burkanak
nevezziik. Véges sok pont affin (konvex) kombindciéinak halmazét a pontok
affin (konvex) burkanak hivjuk.

Amennyiben a b # 0 elem el6all az x1,. ..,z elemek linearis kombinaci-
6jaként, tgy azt mondjuk, hogy b linearisan fiigg az x1,...,x; elemektol.
Ha b-nek nincs ilyen el6allitasa, akkor b linearisan fiiggetlen az xq,...,xx
elemektSl. A linedris kombindci6 trividlis, ha mindegyik \; egyiitthaté 0.

o7
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Ha legaldbb az egyikiik nem-nulla, nem-trivialis linearis kombinaciérél
beszéliink. Azt mondjuk, hogy az xzi,...,z; vektorok linearisan Ossze-
fiiggnek, ha a vektortér nulleleme el6all nem-trividlis linearis kombinacio-
jukként. Ha nincs ilyen el6allitas, gy az x1,...,x, vektorokat linearisan
fiiggetleneknek mondjuk. Az z1, ...,z vektorok kort alkotnak, ha lineéri-
san Osszefiiggnek, de barmely valodi résziik mar linearisan fliggetlen.

Legyen X és Y két vektor-halmaz R"-ben. Ekkor a vektor-Gsszegiikon
vagy Minkowski Osszegiikon (roviden, Osszegiikon) az X +Y :={z+y:
x € X,y € Y} halmazt értjik. A kiilonbségiik analég médon definidlhaté.

A V vektortér A altere egy olyan nemiires részhalmaza V-nek, amelyre
fennall, hogy

(i) z € A= Az € A minden X € R szdmra,
(ii) z,ye A= x+ye€ A

Nyilvan az egyetlen nulla elembdl 4ll6 halmaz altér, az Gn. trivialis altér.
Maga az egész V is altér. A definiciébdl kovetkezik, hogy a vektortér 0 eleme
minden altérben benne van. Tovabbéa az altér véges sok elemének barmilyen
linedris kombindcidja is az altérben van. Ervényes, hogy alterek metszete is
altér. Konnyen ellenérizhetd, hogy két altér Gsszege is altér, éspedig a mind-
kettét magaban foglald legsziikebb altér. Egy altér dimenzidja az altérbdl
kivalaszthato linearisan fiiggetlen elemek maximélis szdma. Specidlisan a tri-
vialis altér dimenzidja 0.

Két n-dimenziés a = (a1, ...,ay), b= (b1,...,b,) vektor skaldrszorzata
az ab := ai1by +- - - +aypb, szdm. Természetesen ab = ba. Azt mondjuk, hogy a
és b ortogondlis (vagy meréleges), ha skalarszorzatuk 0. Az A, B C V hal-
mazokrol azt mondjuk, hogy egymésra ortogonalisak (vagy merdlegesek),
ha A mindegyik eleme ortogondlis B mindegyik elemére.

A definiciobdl rogton adodik, hogy ha xq, ...,z a V vektortér véges sok
eleme, akkor a linedris burkuk (vagyis a linedris kombindcidjukként eléal-
16 elemek halmaza) alteret alkot, amit az x1,...,z, elemek altal generalt
altérnek is neveziink. Ez nem més, mint az X := {z1,..., 2z} halmazt tar-
talmazo alterek metszete, vagyis a legsziikebb X-t magéban foglalé altér. Egy
A métrix r(A) rangjan az oszlopai 4ltal generalt altér dimenzidjat értjik.

Altereket mas modon is elfallithatunk. Legyen a € R™ nem-nulla vek-
tor. Az a-ra ortogondlis elemek {z € R™ : ax = 0} halmazdt, masszéval az
ax = 0 linedris egyenlet megoldas-halmazat origén atmend vagy homogén
hipersiknak nevezziik, melynek (egyik) normaélisa vagy normal vekto-
ra a. Amennyiben a az i-dik egységvektor, gy az a-ra meréleges vektorok
halmazat koordinata-hipersiknak hivjuk. Ez tehdt mindazon vektorokbdl
all, amelyek i-dik koordinataja 0. Konnyen latszik, hogy egy homogén hiper-
stk alteret alkot. Ebb6l adédik, hogy homogén hipersikok metszete is altér.
Masszdval, adott x1, . .., 2 vektorok mindegyikére ortogondlis vektorok hal-
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maza alteret alkot, melyet az x1,...,z; ortogonalis kiegészits alterének,
mas néven nullterének neveziink. Ha az x; vektorok mindegyike valamelyik
(0,0,...,1,...,0) alakt egységvektor, tigy ezek ortogondlis kiegészité alterét
koordinata-altérnek hivjuk. Ez tehat koordindta-hipersikok metszete, vagy-
is mindazon vektorok halmaza, amelyeknek k elore adott komponense 0. Egy
x pontnak az z; koordinata (vagy tengely) menti vetiiletét ugy kapjuk,
hogy x j-dik komponensét 0-re allitjuk. Valéjaban ez a belsé vetiilet, megkii-
l6nboztetendo a kiilsé vetiilettdl, amelyet igy kapunk, hogy az x vektor j-dik
komponensét eltoroljitk. (A tengelymenti bels§ vetités tehdt a vektorteret egy
alterére képezi le, mig a kiilsd vetités egy mésik vektortérre).

Legyenek U és V vektorterek. Azt mondjuk, hogy a ¢ : U — V leképezés
linearis transzformadcié (vagy leképezés), ha

(i) x € U, X € R esetén p(A\x) = \p(x) és
(i) 2,y € U esetén p(x +y) = ¢(x) + ¢(y)-

Konnyen ellendrizheto, hogy az U azon elemeinek halmaza, amelyek a V'
nulla elemébe képzédnek le, az U-nak alterét alkotjak, amely alteret a ¢
leképezés magterének neveznek. Hasonloképpen egyszerti azt belatni, hogy
V azon elemei, amelyek valamely U-beli elem képeként éllnak elé (azaz a
{¢(u) : u € U} halmaz elemei), a V-nek alterét alkotjak, amely alteret a ¢
leképezés képterének neveznek.

Legyen A m x n-es matrix, azaz A-nak m sora és n oszlopa van. A méatrix
i-dik oszlopéat a;-vel jeldljiik, a j-dik sorat pedig ja-val. Az A sorterén az
R™nek az A sorai dltal generalt alterét értjiik, amelynek jele S(A) vagy
R™A. A sortér tehdt az {y*4A : y € R™} halmaz. Az A métrix nulltere
az A sorainak ortogondlis kiegészit6 altere, melynek jele N'(A). A nulltér
tehdt az Az = 0 egyenletrendszer {z € R™ : Az = 0} megoldéds-halmaza.
Az A oszlopai altal generdlt altér az A oszloptere, jelolésben O(A) vagy
AR™, mig az oszlopainak meréleges altere a matrix bal nulltere. Ennek jele
BN (A).

Mostantél azzal a jeldlési egyszeriisitéssel éliink, hogy nem kiillénboztetjik
meg az oszlop és sor vektorokat. Ennek megfeleléen, ha az Az szorzatot te-
kintjiik, akkor a z-t oszlopvektornak képzeljiik, mig az yA szorzat esetén az
y-t sorvektornak. Hasonloképp, két vektor skalarszorzata esetén sem tessziik
ki a transzpondlasi jelet, vagyis az a és b n-dimenziés vektorok skalarszor-
zatét ab-vel vagy ba-val jeloljik. (Ez az egyszerlisitési megéllapodas zavart
okozhatna, ha az a vektort n x l-es matrixként, a b vektort pedig 1 x n-es
matrixként tekintenénk, mert akkor az ab matrix szorzat egy n x n-es matri-
xot jelol. Szerencsére az a, b vektorok ilyen tipusi szorzatara az aldbbiakban
nem lesz sziikségiink, {gy az emlitett zavar sem fordulhat el§.)

Affin altéren vagy eltolt altéren (vagy affin halmazon) egy altér eltolt-
jat értjiik. Vagyis C' affin altér, ha létezik olyan A altér és a vektor, amelyekre
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C = {z : © = z+a valamilyen z € A vektorra}, vagyis C = A+ {a}. Ilyenkor
konnyen ldthatd, hogy C barmely ¢ elemére C — {c} = A, vagyis az altér,
amelynek eltoldsabdl a C' keletkezik, egyértelmiien meghatarozott. A C affin
altér dimenzidjan a definidlé A altér dimenzidjat értjik.

Amennyiben a € R nem-nulla vektor, 5 tetszéleges szam, az ax = 3 linea-
ris egyenlet megoldds-halmazét hipersiknak nevezziik. Ez az {x € R" : ax =
0} homogén hipersik eltoltja. A fentiek alapjin a hipersik dimenzidja n — 1
(innen az elnevezés). Kovetkezik, hogy az affin altér hipersikok metszetének
tekinthetd. Az {ax < 8} egyenl8tlenség-rendszer megoldds-halmazdt, vagyis
az {z : ar < B} halmazt (zart) féltérnek hivjuk, melynek {z : ax = b} a ha-
tarold sikja, és amelynek normalisa a. (Ha szigorii egyenlétlenség van, nyilt
féltérrél beszélink). A § = 0 esetben azt mondjuk, hogy a féltér homogén.

Az Az < b rendszernek az ax < [ egyenlStlenség logikai kbvetkezmé-
nye, ha minden olyan z-re, amire Az < b teljesiil, ax < f is fennall. Linearis
kovetkezménye, ha Jy > 0, amire yA = a és yb < .

318.% Tegyiik fel, hogy az n x n-es A matrix minden eleme 0 és 9 kozé esé
egész szam, tovibbd hogy a métrix sorait mint n jegyt, tizes szdmrendszerbeli
szamokat kiolvasva csupa 2013-mal oszthaté szamot kapunk. Igaz-e, hogy
ekkor a matrix determindnsa oszthat6é 2013-mal? (Megoldés)

319.”% Igazoljuk, hogy affin alterek nemiires metszete illetve dsszege is affin
altér. (Megoldés)

320. Lassuk be, hogy a legfeljebb méasodfoki polinomok vektorteret al-
kotnak a valds szdmok felett! Hany dimenziés ez a tér? Lassuk be, hogy a
derivélas egy linedris transzformécié! Invertalhaté-e ez a transzformacié ? Mi
a determindnsa? (Megoldas)

321. Lassuk be, hogy az asinx + fcosx alaku fliggvények vektorteret
alkotnak a valés szamok felett! Hany dimenziés ez a tér? Lassuk be, hogy a
derivélas egy lineéris transzformécié! Invertalhaté-e ez a transzformécié ? Mi
a determindnsa? (Megoldas)

322.%  Legyen v1,vs,. .., U, bézis egy vektortérben, u = vy + aavs +
<ot anv, és 1 < j < n. Vezessiik be a kovetkez jeloléseket: v) := v; minden
1 # j esetén és v;- := u. Bizonyitsuk be, hogy ekkor:

/ / !/ ;.
V1, Vs, ..., V, bazis <= a; # 0.
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323. Milyen egyenlétlenség mondhaté egy 0,1-métrix R, Q, ill. GF'(2) feletti
rangjarol? (Megoldds)

324. Igazoljuk, hogy tetszéleges A, B Gsszeszorozhaté métrixokra r(AB) <
min{r(A),r(B)}. (Megoldas)

325. Igazoljuk, hogy tetszéleges A valés matrixra 7(AAT) = r(A). Adjunk
példat komplex matrixra, melyre az 4llitds nem igaz. (Megoldéas)

326. Igazoljuk, hogy

a b b b
b a b ... b

det [0 0 a o b= (a—p)"a+ (n—1)b).
b b b a

(Megoldas)

327.% Ha a z € R” nem-nulla vektor ortogondlis az A mindegyik sorara
(azaz benne van A nullterében, vagyis Az = 0), akkor z linedrisan fliggetlen
az A soraitdl, (azaz z nincs benne az A sorterében). (Megoldds)

328. Legyen A € R"™*" B € R™2*" ég jeloljik az <g> maétrixot C-vel.

Tegyiik fel, hogy r(A) = r(C), és hogy A utolsé oszlopa linedrisan figg A
els6 n — 1 oszlopatél. Lassuk be, hogy ekkor C' utolsé oszlopa linearisan fiigg
C els6 n — 1 oszlopatol! (Megoldas)

329. Hatarozzunk meg vq, ..., v, minimdlis szamu vektort Ugy, hogy egy
adott Az = b linearis egyenletrendszer megoldashalmaza vy, ..., v, vektorok
altal kifeszitett affin altér legyen. (Megoldds)

330. Adjunk meg egy megfelel6 méretli A métrixot és b vektort gy, hogy az
Ax = b linedris egyenletrendszer megoldashalmaza adott vy, ..., v, vektorok
altal kifeszitett affin altér legyen. (Megoldds)

331. [Igazoljuk, hogy tetszéleges matrix magtere és sortere ortogonélis ki-
egészitd alterek. (Megoldés)
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332. Legyen A m X n-es matrix, ahol 1 < m < n. Igazoljuk, hogy ekkor az
Az = 0 homogén linearis egyenletrendszernek 1étezik nem-trivialis megoldasa.
(Megoldas)

333. Igazoljuk, hogy ha egy matrix oszlopai és sorai is linedrisan fiiggetlenek,
akkor a matrix négyzetes. (Megold4s)

334. Mutassuk meg, hogy ha az A’ matrixbdl linedrisan fiiggetlentil kiva-
laszthat6 sorok maximalis szama kisebb, mint az oszlopok szama, akkor az
A’z = 0 rendszernek van nem-trividlis megolddsa. (Megoldds)

335. Tegyiik fel, hogy az A matrixban az els6 r oszlop linedrisan fliiggetlen
és a tobbi oszlop linedrisan fiigg ezektdl. Hasonloképp legyen az elsé s sor
linearisan fiiggetlen és a tobbi sor linedrisan fiiggjon ezektol. Ekkor az els6 r
oszlop és az elsé s sor altal meghatdrozott Ay részmatrix oszlopai is és sorai
is linedrisan fiiggetlenek. (Megoldas)

336. Mutassuk meg, hogy egy matrix rangja nem valtozik, ha hozza-
vesziink egy 1j oszlopot, amely linearisan fiigg az oszlopoktdl, vagy ha elha-

gyunk egy meglévé oszlopot, amely linearisan fligg a t6bbi oszloptdl. Analég
allitds érvényes sorokra. (Megoldas)

337. Bizonyitsuk be, hogy ha egy matrix rangja legalabb 5, akkor tetszoleges
5 fiiggetlen sorahoz van 5 fiiggetlen oszlop, melyekkel vett metszet rangja is
5. (Megoldés)

338. Igaz-e, hogy tetszOleges méatrix néhany linearisan fiiggetlen sorat és
ugyanennyi linedrisan fiiggetlen oszlopat kivilasztva az ezek altal meghaté-
rozott négyzetes részmatrix regularis? Mi a helyzet, ha rangnyi szamu sort
illetve oszlopot tekintiink? (Megoldés)

339. Bizonyitsuk be, hogy egy A matrix linedrisan fiiggetlen oszlopainak
maximalis szdma egyenld a linearisan fiiggetlen sorok maximalis szamaval.
(Megoldés)

340. Igazoljuk, hogy ha egy m x n-es A matrix sorai linearisan fiiggetlenek,
akkor tetszOleges m-dimenziés b vektorra az Axr = b egyenletrendszernek
létezik megoldasa. Mutassuk meg, hogy m = n esetén a megoldas egyértelmii.
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341.* Adott véges sok vektor vy, ..., v,, melyek koziil kivalasztunk maxi-
malisan sok linedrisan fliggetlent, legyenek ezek vy, ..., v,.. Igazoljuk, hogy be
tudjuk osztani a vektorokat gy r csoportba, hogy v; benne van az i-edik cso-
portban (1 <4 <), és barhogy vélasztok ki egy-egy vektort a csoportokbodl,
azok fiiggetlen rendszert alkotnak.

342. Igazoljuk, hogy a kovetkezok ekvivalensek.
(i) Az Az = b egyenletrendszernek létezik megoldésa.

(ii) r(A4) = r([4,1b]), ahol [A, b] az a matrix, amely A-bdl 4ll el6 a b oszlop
hozzavételével.

(iii) Nem létezik olyan y, amelyre yA = 0, yb # 0.

343. Igaz-e, hogy az Ax = 0 egyenletrendszernek akkor és csak akkor 1étezik
seholsem nulla megoldédsa, ha A minden oszlopa linearisan fiigg a t6bbit6l?
(Megoldas)

344. Egy nxn-es nem-szingularis négyzetes matrix els6 m sora altal alkotott
részmétrixot jelolje A;, mig a maradékot As. Tegyiik fel, hogy A; minden
sora ortogondlis A minden sordara. Mutassuk meg, hogy ekkor A; sortere
éppen A, nulltere. (Megoldés)

345. Legyen A; olyan m X n-es matrix, melynek sorai linearisan fiiggetlenek
és m < m. Mutassuk meg, hogy ekkor 1étezik olyan (n — m) x n méretli As
matrix, amelynek sorai ortogondlisak az A; soraira és amely az A;-gyel egyiitt
egy n X m-es nem-szingularis matrixot alkot. Igazoljuk, hogy A; sortere épp
As nulltere, és forditva. (Megoldas)

346. Legyen A; := (I, B) alaku, ahol I,, az m x m-es egységmatrix, B
pedig tetszbleges m X (n — m)-es matrix. Mutassuk meg, hogy ekkor As :=
(BT, —1I,_,,) sortere A; sorterének ortogonalis kiegészits altere. (Megoldas)

347. Igazoljuk a kovetkezdket:

1”7

a) Minden generalt altér el6all nulltérként és minden nulltér el6all gene-
ralt altérként.

b) Egy Az = 0 homogén egyenletrendszer megoldds-halmaza elball véges
sok vektor linearis burkaként.

¢) Véges sok vektor linedris kombindcidinak halmaza el64ll egy homogén
linedris egyenletrendszer megoldés-hal-mazaként. (Megoldés)
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348. Igazoljuk a kovetkezdket:

a) Legyen az Ax = b egyenletrendszernek xy egy megoldasa. Ekkora a
megoldasok M = {z : Az = b} halmaza az R™ tér affin altere, neve-
zetesen az A nullterének zg-lal valé eltoltja.

b) Minden affin altér el6dll egy lineédris egyenletrendszer megoldas-hal-
mazaként.

349. Igazoljuk, hogy ha az Ax = b egyenletrendszernek zy egy megoldasa,
akkor a megoldasok halmaza el6all véges sok vektor linedris burkanak xq-lal
torténd eltoldsaként, azaz {yB + xo : y € R"} alakban valamely B mdtrixra.

350. Mutassuk meg, hogy amennyiben az Axr = b egyenletrendszernek
van megolddsa, gy az M megolddshalmaz dimenziéja n — r(A), ahol n az
oszlopok szama.

351. Tegyiik fel, hogy az Az = b rendszer megoldhaté. Legyen A’ az A
maximdlisan sok linedrisan fliggetlen sordbdl alkotott részmétrix és b’ a b
ennek megfeleld része. Mutassuk meg, hogy ekkor az A'x = b’ tetszbleges z*
megolddsdra Az* = b is teljesiil. (Megoldés)

352. Igazoljuk, hogy ax = § akkor és csak akkor linearis kévetkezmény az
Az = b egyenletrendszernek, ha logikai kovetkezmény.

353. Igaz-e, hogy ha a négyzetes A matrixra Az konvergens, akkor xj
is konvergens, tovabba lim Azy el6all Ax alakban? Mit mondhatunk, ha A
oszlopai linedrisan fiiggetlenek? (Megoldés)

354. Igazoljuk, hogy R"-ben véges sok pont konvex burka zart.

355.% (Cauchy-Binet formula) Legyen A, B € R™*" ahol m < n. Jeldlje
az S C {1,...,n} oszlopok alkotta részmdtrixot Ag ill. Bg. Igazoljuk, hogy

det ABT = ) det Ag - det Bs.
|S|=m

356. Legyen a G = (V, E) irdnyitott graf irdnyitott értelemben vett in-
cidencia-méatrixa A. Eg C E esetén az A-nak FEy-hoz tartozd oszlopaibdl
képzett matrix legyen A(Fy). Igazoljuk, hogy Ey pontosan akkor (irdnyitatlan
értelemben) kormentes, ha A(FEy) oszlopai linedrisan fiiggetlenek. Mekkora A
rangja? (Megoldas)
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357.* Igazoljuk, hogy nemnegativ stlyfliggvény esetén egy véges vektorrend-
szer maximalis sulyd linedrisan fiiggetlen részhalmaza megkaphaté a mohé
algoritmus segitségével. (Megoldés)

358. Legyen P egy n x n-es nemnegativ matrix, melynek minden oszlopaban
az elemek 6sszege 1. Ekkor 1étezik olyan > 0 n-dimenzids vektor, melynek
komponens-0sszege 1 és x = Px.

359. Igazoljuk, hogy ha egy A matrix sorai linedrisan fiiggetlenek, és az
oszlopok 6sszege 0, akkor az Ax = b,z > 0 rendszernek van megoldésa.

5.2. Konvexitas

360.% Igazoljuk, hogy ha z a z1,...,2; pontok konvex kombindcija és
mindegyik z; a vy, ...,y pontok konvex kombinacidja, akkor z a vy,...,u;
pontoknak is konvex kombindcidja. (Megoldés)

361. Mutassuk meg, hogy egy halmaz akkor és csak akkor konvex, ha
barmely két elemének barmely konvex kombinaciéja a halmazhoz tartozik.
(Megoldas)

362. Mutassuk meg, hogy egy zart halmaz akkor és csak akkor konvex, ha
barmely két eleme dltal meghatarozott szakasz felez6pontja is a halmazhoz
tartozik. Adjunk példat, mely mutatja, hogy a zartsagi feltétel nem hagyhaté
el. (Megoldas)

363.”% Mutassuk meg, hogy konvex halmazok metszete is konvex. (Meg-
oldés)

364.”  Mutassuk meg, hogy egy konv(C) halmaz (C' elemeinek konvex
burka, azaz a C-t tartalmazo legszitkebb konvex halmaz) nem mds, mint a C'
elemeinek felhasznalasaval késziilt konvex kombindciék halmaza. (Megoldés)

365.% Mutassuk meg, hogy egy A korlatos és zart halmazra az f : ¢ —
max,e 4 cx fliggvény konvex. (Megoldas)

366. Milyen logikai kapcsolatban allnak zart K C R™ esetén az alabbi
allitasok ?
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(i) K+ K =2K;

(ii) aK + K = (a+ B)K, ahol o, 8 > 0;
(iii) K konvex.
(Megoldas)

367. Hany zart félsik metszeteként allithato eld egy zart korlap? (Megoldés)

368. Hény nyilt félsik metszeteként allithato elé egy nyilt korlap? (Megol-
dés)

369. Igaz-e, hogy ha két zart haromszoglapnak van kozds pontja, akkor
valamelyik hdromszog koréirt kore (mint zart korlap) tartalmazza a mésik
valamely csticsdt? (Megold4s)

370. Igazoljuk, hogy ha a K C R™ konvex, zart halmaz tartalmaz valamely
pontjabdl kiindulé, ¢ iranyt félegyenest, akkor barmelyik pontjabdél kiindulét
is. (Megoldés)

371.% Legyen K C R™ konvex halmaz, inf{dz +dy : € K} > 0, és tegyiik
fel, hogy az f(x) = gii;‘; linearis tortfliggvény felveszi a szuprémumat a K
halmazon. Ekkor {z € K : f(z) = sup f(z)} is konvex.

372. Mutassuk meg, hogy a K konvex halmaz egy pontja pontosan akkor
extremdlis (azaz nem all el K mds pontjai konvex kombindci6éjaként), ha
nem felez8pontja egyetlen K-beli szakasznak sem. (Megoldés)

373. Mutassuk meg, hogy a K konvex halmaz egy v pontja pontosan akkor
extremalis, ha K \ {v} konvex. (Megoldéas)

5.3. Poliéderek

Vektorok egy nemiires C' halmazat kiapnak nevezziik, ha C' zart nemnegativ
szammal torténd szorzasra nézve, vagyis ha C' barmely elemének nem-negativ
szamszorosa is C-hez tartozik. Ebbdl adodik, hogy az origd mindig a kipban
van. A kap trividlis, ha egyetlen pontja van (az origd). Amennyiben a kip
még az Osszeadasra is zart, konvex kuprol beszéliink. Ez kénnyen lathato-
an valéban konvex. Miutdn a tovdbbiakban csak konvex kupokrol lesz szo,
kipon automatikusan konvex kipot fogunk érteni. Egy altér példdul mindig
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kip. (A kip ezen definicidja egyrészt altaldnosabb anndl, mint amit szok4-
sos geometriai kip fogalmunk diktalna, hiszen megenged olyan alakzatokat
is, melyeket sikok hatdrolnak. Példaul a sikban a nemnegativ siknegyed ktp.
Maésrészt szitkebb, mert kip eltoltja nem kip). Két tipikus példa kipra:

Végesen generalt kiup (roviden, generalt kup): Véges sok ay,...,a, €
R™ vektor nemnegativ linedris kombinéaciéinak halmaza.

Jelolése: kip(ai,...,an) == {2 : 2 = 3, Mia;, A\; > 0}. Amennyiben A egy
olyan m X m-es matrix, melynek oszlopai az a; vektorok, ugy az a; vektorok
kipja {Az : 2 > 0} = AR%. Az A métrix sorvektorai R™-ben az {yA :y >
0} = RT*A kipot generaljak, melyet G 4-val jel6liink.

Metszetkip (méds néven poliéder-kip): Véges sok homogén féltér metsze-
te; R:={x: b1z <0,... b,z <0}, ahol b; € R™. Amennyiben B egy olyan
m X n-es matrix, melynek sorai a b; vektorok, igy R = {z : Bz < 0}. A B
oszlopvektorai R™-ben az {y : yB < 0} metszetkipot definidljék.

Megjegyzendd, hogy ha {p1,p2,...,pt,a1,...,a,} vektorok esetén a {z :
z= Zj D+ Aiai, Ay > 0} halmaz generélt kap (vagyis ha csak bizonyos
egylitthatokra koveteliink meg nemnegativitast), éspedig a {p1, —p1,...,pt, —
Dt,a1,...,an} vektorok altal generdlt kip. Specidlisan, a p1,...,ps vektorok
altal generalt altér is generalt kip. A generdlt kip tehdt a generdlt altér
altalanositasa.

Hasonloképp, {q1,...,qt,01,...,bm} vektorok esetén az

{zr:quz=0,...,¢2=0,b12 <0,...,bpz <0}

halmaz metszetkip, éspedig {z : 12 < 0,—q12 < 0,...,qz < 0,—qix <
0,b12 <0,...,bpx < 0}. Specidlisan, a g1, ..., q vektorok nulltere (masné-
ven kiegészit6 altere) metszetkip. A metszetkip tehédt a nulltér 4ltaldnositéd-
sa.

Egy ¢ nemnulla vektor esetén a {Ag : A € R.} generdlt kupot végtelen
irdnynak vagy réviden irdnynak vagy masként sugarnak mondjuk és ¢-val
jeloljuk. A ¢, ..., qr irdnyok egy nemnegativ kombinéaciéjan a qq, ..., g

A generalt kup tekintheté véges sok irdny nemnegativ kombinécidi hal-
mazanak. Egy z pontbdl induld ¢ irdnyi félegyenesen a z + 7 := {z : x =
z + Mg, A € Ry} halmazt értjik, ahol ¢ # 0. Tehat az irdny egy origébol
kiindulé félegyenes, és a félegyenes egy eltolt irdny.

Adott K kiaphoz hozzirendelhetjiik a K* := {z : xz < 0 minden z € K
elemre} halmazt, és ezt a K polarisanak nevezzitkk. Kénnyen latszik, hogy
K™ maga is kip, és az is, hogy a K kip polarisanak polarisa magaban foglalja
K-t, azaz K C (K*)*. Itt nem sziikségképpen 4ll egyenldség, hiszen barmely
kip polarisa kénnyen ellenérizhetéen zart, vagyis nem zart K esetén K #



5. LINEARIS ALGEBRA ES POLIEDEREK

(K*)*. Igazolhat6 ugyanakkor, hogy a K lezartja (vagyis a K-t tartalmazo
zart halmazok metszete) éppen (K*)*. Specidlisan, zart K-ra K = (K*)*.

Poliéder: Véges sok féltér metszete: R := {x : Qz < b}, ahol Q egy
m X m-es matrix, b m-dimenziés vektor. Masszéval a poliéder egy linedris
egyenl6tlenség-rendszer megoldds-halmaza. Figyeljiik meg, hogy a definici6-
bl adéddan egy poliéder mindig konvex, hiszen ha néhany vektor kielégit egy
linearis egyenlétlenséget, akkor konvex kombinaciéjuk is. A hdromdimenziés
térgeometridban megszokott (konvex) poliéderek megadhatdk félterek met-
szeteként, vagyis kielégitik a fenti definiciét, ugyanakkor ez utébbi megenged
nem korldtos poliédereket is. Példaul egy metszetkip vagy egy affin altér
poliéder.

A formailag dltaldnosabb, egyenléségeket és egyenlétlenségeket egyardnt
tartalmazé {Px = by, @z < b1} rendszer megoldds-halmaza is poliéder, hi-
szen egy pxr = [ egyenlet megoldds-halmaza felfoghaté mint a pz < 8 és a
—px < —0 egyenlbtlenségek kozos megoldds-halmaza. Nyilvan az {z : Qz >
b} halmaz is poliéder éppigy, mint a @ oszlopterében 16v6 {y : y@Q < ¢} hal-
maz. Ez is jelzi, hogy egy poliéder tobbféle médon is megadhatd matrixszal.
Az {Az = b,z > 0} egyenlStlenség-rendszerrdl azt mondjuk, hogy standard
alaki, vagyis ha egy olyan egyenletrendszerrdl van sz6, amelynek valtozoi-
ra nemnegativitdsi kikotés van. Az {x : Az = b,z > 0} poliéder standard
alakban van adva. Egy standard alakban adott poliéder tehéat egy affin altér
és a nem-negativ térszoglet metszete.

Az R :={z: Px = by, Qx < b1} poliéder egy z elemére nézve a definidld

M= ( 0 matrix egy sorat valamint a sor altal meghatdrozott egyenlétlen-

séget z-aktivnak vagy roviden csak aktivnak nevezziik, ha z egyenlséggel
teljesiti. A P sorai automatikusan aktivak. A z-re nézve aktiv sorok részmat-
rixdt az M z-aktiv részmatrixanak nevezziik és M -vel jeloljik. A z altal
szigort egyenl6tlenséggel teljestild sorok métrixat Q3 jeloli.

Politép: Véges sok pont konvex burka. (Az {ires halmazt is politépnak te-
kintjiik, mint nulla darab pont konvex burka.) Azt mondjuk, hogy a politépot
a szébanforgd pontok generaljak. Ezek szerint egyetlen pont is politopot al-
kot. Két pont altal generalt politop neve szakasz.

Egy poliédert akkor neveziink korlatosnak, ha létezik olyan K pozitiv
szdm, amelyre |x(i)] < K a poliéder minden x pontjanak mindegyik (i)
komponensére. Egy poliéder (kiils6) dimenzidjin, (réviden dimenzidjin)
az 6t tartalmazé legsziikebb affin altér dimenzidjat értjiikk. A poliéder bels6
dimenzidja a benne fekv affin alterek dimenziéjanak a maximuma. Példaul,
ha a poliéder egyetlen pontbdl &ll, akkor kiils6 és belsé dimenzidja is nulla.
Altalaban egy affin altérnek, mint poliédernek a kiilsé és bels6 dimenzidja
megegyezik az affin altér kordbban mar bevezetett dimenzidjaval, specidlisan
R™ egy hipersikjanak kiils6 és bels6 dimenzidja is n—1. A sikban a nemnegativ
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siknegyed bels6é dimenzidja 0, kiils6 dimenzidja 2. Az n-dimenziés térben egy
féltér, belsé dimenzidja n — 1, kiils6 dimenzidja n.

Egy q vektorrél azt mondjuk, hogy a 2z € R elem mozgasvektora, ha
létezik kicsiny A > 0 szdm, amelyre mind z + Ag, mind z — Ag R-ben van.
A 0-vektor mindig ilyen, mig ha ¢ # 0, nem-trividlis mozgasvektorrdl be-
szélink. Azt mondjuk, hogy z a poliéder relativ belsé pontja, ha létezik
nem-trividlis mozgasvektora. Ha nem létezik, akkor z extrém. Ha minden
vektor mozgédsvektor, akkor z belsé pontja R-nek. A definiciobdl kozvetleniil
kiolvashatd, hogy egy z € R elem mozgasvektorai alteret alkotnak, melynek
neve a z mozgastere. Ennek dimenzidja a z elem ¢(z) szabadsagi foka
vagy roviden foka. Extrém pont foka ezek szerint 0. A 2-dimenzids térben
egy szakasz olyan poliéder, amelynek nincs belsé pontja. Egy 3-dimenzids
kocka belsé pontjainak foka 3, egy lapjanak belsé pontja 2 foki, mig egy
élének belsé pontja 1 foku.

Egy {z + A¢ : A € R} alaki egyenest ¢ irdnyt egyenesnek neveziink, ahol
q # 0. Legyen R = {x : Qx < b} nem-iires poliéder. Egy ¢ vektorr6l azt
mondjuk, hogy R eltolasi vektora, ha R minden z pontjara és minden A
szamra z + Aq € R. Méasszéval, az R barmely pontjan dtmené ¢q irdnyu egye-
nes R-ben van. (Néha hasznéljak a karakterisztikus vektor elnevezést, de ez
nem tul szerencsés, mert ez a név mar foglalt egy halmaz karakterisztikus
vektorara). Rogton latszik, hogy az eltolasi vektorok alteret alkotnak, a po-
liéder eltolasi alterét.

Ha egy poliéder nem tartalmaz teljes egyenest (félegyenest) akkor azt
mondjuk, hogy egyenes-mentes (félegyenes-mentes). A ¢ irdnyt az R
poliéder egy iranyanak nevezziik, ha z + A\qg € R fennall az R minden z
elemére és minden pozitiv A-ra.

A poliéder irdanyainak kapjat a poliéder irany- (néha recessziés) kap-
janak nevezziik. Az R poliéder egy irdnya extrém, ha nem allithaté el6 tole
kiilonb6z6 R-beli irdnyok nemnegativ kombinaciéjaként. Egy altérnek példa-
ul nincs extrém iranya.

A poliédert csticsosnak mondjuk, ha van csticsa. Nem minden poliédernek
van cstcsa, példaul az affin altereknek bizonyosan nincs.

374. Igazoljuk az alabbi allitasokat.
Poliéder eltoltja is poliéder.

o

<R3
NN AN NN

Két poliéder metszete poliéder.
Két politép Minkowski-6sszege politdp.

o,

Két metszetkip metszete metszetkip.

@

Két generalt kip Minkowski-Osszege generalt kip.
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375. Legyen C = kip(a;) végesen generalt kip. Igazoljuk, hogy C' pontosan
akkor csticsos, ha 3b: bx > 0 Vo € C'\ {0}. (V.6. 400.)

376. Legyen A € R**", Tekintsiik az A oszlopai &ltal generalt kipot: C =
{Az € R* : x € R™, z > 0}. Tegyiik fel, hogy A egyik oszlopa sem nulla.

a) Lassuk be, hogy C akkor és csak akkor tartalmaz egyenest, ha 9z > 0
melyre Az =0

b) Léssuk be, hogy C akkor és csak akkor tartalmaz egyenest, ha nem
létezik F C RF zért féltér, melyre C' — {0} C intF (ahol intF az F
halmaz belseje, azaz azon pontjainak halmaza, melyek egy kis sugari
kérnyezete teljesen F-ben fekszik) és a 0 az F' féltér hataran van.

377. Tegyiik fel, hogy P = {Ax < b} # 0. Igazoljuk, hogy ekkor P =
R" <= r(A) =0 (azaz A minden eleme 0) és b > 0.

378. Igazoljuk, hogy ha az R poliéder kiip, akkor metszetkip. (Megoldds)

379. Igazoljuk, hogy egy z € R pont akkor és csak akkor relativ belsé pont,
ha el6all mas R-beli pontok konvex kombinécidjaként.

380. Mutassuk meg, hogy az R = {z € R™ : Qz < b} poliéder egy z
elemének mozgdastere a Q7 matrix nulltere. Més széval a g vektor akkor és
csak akkor mozgasvektora z-nek, ha Q7 ¢ = 0. (Megoldas)

381.% Az R poliéder irdnyainak nemnegativ kombinaciéi is az R irdnyai,
azaz a poliéder irdnyai kipot alkotnak. (Megoldés)

382.% A poliéder egy irdnya akkor és csak akkor extrém, ha nem &llithaté
eld két téle kiillonboz6 R-beli irdny nemnegativ kombinacidjaként. (Megoldas)

383. Igazoljuk, hogy az R poliéder egy z pontjara a kovetkezOk ekviva-
lensek.

(i) z extrém,
(ii) z nincs R-hez tartoz6 szakasz belsejében,
(iii) nincs olyan z’ # 0 vektor, amelyre z 4+ 2’ és z — 2’ is R-ben van.

(Megoldés)
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384" Irjuk fel két adott pont altal meghatérozott szakaszt poliéderként.
(Megoldés)

385. Tekintsiik R™-ben a ) = conv(el7 €2,...,En,—€1,—€2, ..., —en) poli-
tépot, ahol conv () a konvex burkot jeloli. Irjuk fel Q-t poliéderként! (e; az i.
egységvektor.) (Megoldas)

386.* Tetszbleges K kupra definidljuk a K* := {z : zy < 0 Vy € K} poldris
kipot. Igazoljuk, hogy
a) K* zart konvex kip, K N K* = {0}, (R")* = {0}, {0}* =R";
) K1 C Ky = K{2DKj;
) K™ 2 K;
) (Ki+ Ko)*=K;nK;,
)
)

o & o T

Ha K = {Axz : x > 0} (azaz végesen generalt kiip), akkor K** = K ;

f) végesen generalt kipra K + K* = R". (Megoldas)

387. (1. valtozat) Legyen ci,...,Cm,d1,...,d; € R, Ekkor
conv({ci...,cn}) + R ={z R} :djz >1,j=1,...,t}
pontosan akkor teljesiil, ha

conv({dy...,di}) + R} ={z e R} 1z > 1,i=1,...,m}.

388. (2. véltozat) Legyen ci,...,¢m,d1,. .., d; € R}, Ekkor
conv({ci...,cn}) + R ={z €R} :djz>1,j=1,...,t}
pontosan akkor teljesiil, ha
(i) gdj >1,i=1,...,m,j=1,... tre, és
(ii) min{flcy,. .., ley} - minfwdy, ..., wd;} < lw, V0w € R,

389. Legyen C = {z € R" : 2y > 29 > -+ > z,, > 0}. Allitsuk el§ C-t
metszetkipként és generdlt kiapként. (Megoldés)

390. Tekintsiik a

21‘1 — 3%2 S 12
X - 31‘2 S 3
—r1 — 2562 S -8
—2x1 + x2 < —6
—r1 + ZT9 S —1
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egyenlGtlenség-rendszerrel leirt poliédert. Hatarozzuk meg az eltolasi alterét
és irdnykupjat, tovabba adjunk meg olyan ¢ vektort (ha létezik), hogy cx ne
legyen feliilrél korlatos a poliéderen. (Megoldas)

391. Tekintsik a

3r1 + w2 < 4
r1 + QZQ S 4
r, — x99 < 4

< 2

X + T2

egyenlGtlenség-rendszerrel leirt poliédert. Hatarozzuk meg a cstcsait, az elto-
lasi alterét és irdnykupjat, tovabbé adjunk meg olyan ¢ vektort (ha létezik),
hogy cx ne legyen feliilrél korlatos a poliéderen.

392. Tekintsiik a

31 + w2 < 4
r1 + 3I2 S 6
xr, — 2.%2 S 4

< 2

X + Z9

egyenlGtlenség-rendszerrel leirt poliédert. Hatarozzuk meg a cstcsait, az elto-
lasi alterét és iranykupjat, tovabbé adjunk meg olyan ¢ vektort (ha létezik),
hogy cx ne legyen feliilrél korlatos a poliéderen.

393. Tekintsiik a

T < 2
T, + 2.’E2 S 3
—X1 — 31‘2 S 1
r, + X9 S 2

egyenlGtlenség-rendszerrel leirt poliédert. Hatarozzuk meg a cstcsait, az elto-
lasi alterét és iranykupjat, tovabbé adjunk meg olyan ¢ vektort (ha létezik),
hogy cx ne legyen feliilr6l korlatos a poliéderen.

394. Adjunk (a-ra és S-ra vonatkozo) szitkséges és elégséges feltételt arra,
hogy a

max(x1 + x2)
ary + Bre <1

z1,22 >0

linearis programnak

a) legyen optimélis megolddsa;
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b) ne legyen megengedett megoldésa;
¢) legyen megengedett, de ne legyen optimdlis megolddsa. (Megoldds)

395.* Legyen vi,vs,...,v; € R"™. Igaz-e, hogy a K = {Zle Aiv; + A > 0}
generalt kip és az A = {Zle Aiv; Zle A; = 1} affin altér metszete a
P = {Zle Aiv; Zle A = 1, > 0} politép? Mit mondhatunk, ha a
vektorok fliggetlenek? Igazoljuk, hogy pontosan akkor egyenlé a metszet és
a politép, ha 0 ¢ A. (Megoldés)

396. Igaz-e, hogy ha Ax < b,x > 0, max cx nemkorlatos, akkor van olyan
koordinata-egységvektor, hogy Ax < b,z > 0, max e,z sem korlatos?

397. Az Ax < b rendszer sorainak egy részhalmaza élesithetd, ha ezeken
szigoru egyenlOtlenséget megkovetelve is van megoldas. Igazoljuk, hogy éle-
sithetd halmazok unidja is élesithetd. (Megoldés)

398.*% Definialjuk a korldtos H C R™ halmaz szélességét:

w(H) := inf {sup cx — inf cx}.
(H) HCH=1{er zeH )
Legyen A € R™*" P = {z : Ax < b} nemiires, korlatos poliéder, és w; :=
sup{t : az Az < b,;ax < b; — t||;a|| rendszer megoldhatd}, i =1,...,m.
a) Igazoljuk, hogy w(P) < min w;.

b) Mutassunk olyan poliédert, ahol w(P) < min w;.
c¢) Bizonyitsuk be, hogy P tartalmaz # sugart gombot.
d) Bizonyitsuk be, hogy P tartalmaz - Ji) sugart gombot. (Megoldés)

399. Legyen K C R” korlatos, zart, konvex halmaz, € > 0 tetszdleges. Ekkor

w(nli)f © sugarti gombét (w definicidjat lasd a 398. feladatnal).

K tartalmaz
(Megoldas)

400. Legyen C = {z : Az < 0} metszetkip. Igazoljuk, hogy C' pontosan
akkor csticsos, ha 3b: bx > 0 Vo € C'\ {0}. (V.6. 375.) (Megoldés)

401.%*%  Mutassunk olyan poliédert, amely egész pontjainak konvex burka
nem poliéder. (Megold4s)
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402. Legyen P = {z € R": Az < b} # 0 egy korldtos poliéder. Bizonyitsuk
be, hogy létezik egy olyan legfeljebb 2n sorbdl allé6 A’x < b’ részrendszer,
amely 4ltal meghatdrozott poliéder korldtos! (Megoldas)

403. Egy n-dimenziés géomb felszine le van fedve néhany nyilt félgémbjé-
vel. Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthato koziiliikk legfeljebb 2n darab, melyek
6nmagukban fedik a felszint.

404. Legyen A € R**" b € RF és P = {x € R" : Az < b}. Tegyiik fel, hogy a
P poliéder kiip is (azaz x,y € P, u, v > 0 esetén pr+vy € P). Lassuk be, hogy
P metszetkip, azaz valamely A’ € R™" métrixra P = {x € R" : A’z < 0}!

405.* Legyen M azon poliéderek halmaza, amelyek leirhatok Az < 1,2 >0
rendszerrel, ahol A elemei nemnegativak, és minden oszlopban van pozitiv
elem. Legyen A(P) = {y : y > 0,yx < 1 V& € P}. Igazoljuk, hogy P € M
esetén

a) A(P) € M;
b) P = A(A(P)). (Megoldas)

406.* Egy poliédert teljes dimenzidsnak neveziink, ha nincs olyan hipersik,
mely tartalmaznd. Legyen P = {z € R" : Az < b} # 0 egy teljes dimenzids
poliéder. Lassuk be, hogy ekkor az 6t leir6 minimélis rendszer egyértelmii.

407 Trjuk fel az {z € R" : 0 < z < 1} halmazt politépként. (Megoldés)

408. Trjuk fel az {x € R™ : 2 > 0, 3 ; < 1} halmazt politépként.
(Megoldas)

409.  Trjuk fel az {x eR™:2>0,1<> z; <2} halmazt politépként.

410.%  Bizonyitsuk be, hogy barmely n oszlopti métrixra az ARY =
{Az: 2 € R",x > 0} halmaz zart.

411 Legyen A € R**™ b c RF és 2o € P = {x € R" : Az < b}. Lassuk
be, hogy

{z € R" : 3X > 0, melyre 29 + Az € P} = {x € R" : A7 2 < 0}.
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4127 Legyen A € R**™ b c RF és 2y € P = {x € R" : Az < b}. Lassuk
be, hogy

{r e R" : VA > 0 esetén zp + Az € P} = {z € R" : Az <0}.

413.% Legyen zo € R = {x: Apx = by, Ajx < by}, A= <i0). Igazoljuk,
1

hogy
{z: minden A\ € R esetén zo + Az € R} = V|

ahol V az A sortere. (Megoldds)

414." Legyen xp € R = {x: Agx = by, Ajx < b1}, A:= (ﬁ()) Igazoljuk,
1
hogy
{x: létezik A > 0 hogy o + Az € R és 9 — Az € R} = U™,

ahol U az A;) sortere.

415. Tekintsiik az alabbi 20 feladatot. Melyek trividlisak, melyek nehezek ?

a) x € poliéder/politép/metszetkiip/generalt kip?

b) Poliéder/politép/metszetkip/generalt kup tires-e?

c¢) Poliéder/politép/metszetkiip/generalt kiipon korldtos-e egy célfiige-
vény ?

d) Poliéder/politép/metszetkip/generalt kip C féltér?

e) Optimadlis-e egy célfiiggvény poliéder/politép/metszetkip/generdlt kip
adott x pontjaban?

5.4. Bazismegoldasok

416. Tekintsiik az R = {z : Qz < b} poliédert. Valamely ¢ # 0 vektorra a
kovetkezok ekvivalensek:

(i) Qg=0.
(ii) g eltoldsi vektora R-nek.

(iii) R-nek van olyan z pontja, amelyre z 4+ Ag minden valés A\-ra R-ben van.
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(Megoldas)

417. Az R:= {z € R" : Qz < b} poliéder eltolési altere a @ métrix nulltere.
(Megoldas)

418. Az R poliéder egy z pontjat tartalmazo legb6vebb, R-ben fekvd affin
altér az R eltolési alterének z-vel valo eltoltja.

419. Egy R :={z: Qz < b} C R" poliéder dimenzidja n — r(Q).

420. Tegylik fel, hogy az R poliéder nemiires és R = {z : Qv < b} = {z:
Q'z <b'}. Ekkor @ és Q' sortere megegyezik. Tetsz6leges z € R esetén Q7
és Q7 sortere megegyezik. (Megold4s)

Az R = {& : Quz < b} poliéder egy z elemének szintjén a o(z) :=
r(Q) — r(Q7) szdmot értjiikk. Egy 2 € R elemet bazismegoldasnak neve-
ziink, ha a z-aktiv Q7 részmétrix rangja r(Q), més széval a 0 szint{i elemek
a bazismegolddsok. Egy bazismegoldas erds bazismegoldés, ha a nem nulla
komponenseihez tartozd Q-beli oszlopok linearisan fiiggetlenek.

421. Az R poliéder egy z elemének szintje csak a poliédertdl fiigg és nem a
poliédert meghatarozé egyenlotlenség-rendszer konkrét alakjatol. Specidlisan,
a bazismegoldas fogalma is csak a poliédertél fiigg. (Megoldés)

422. Minden nemiires poliédernek 1étezik bazismegoldasa, nevezetesen bar-
mely minimélis szint{l elem bézismegoldds. (Megoldds)

423. Igazoljuk a kovetkezo allitasokat:

a) Egy M = (g) nem-nulla métrix esetén a

P%Zbo,Ql’ < bl

linedris rendszernek egy z megoldésa akkor bazismegoldés, ha r(M) =
r(MZ).

b) Az {Az = b,z > 0} egy z megoldasa akkor és csak akkor bézismegol-
dés, ha a pozitiv elemekhez tartozd A-beli oszlopok linearisan fiigget-

lenek.

c) Az {yA > 0,yb= —1} rendszer egy yo megolddsa akkor és csak akkor
béazismegoldas, ha az A-bdl linedrisan fiiggetleniil kivalaszthato, az yo-
ra merdleges oszlopok maximélis szdma r (A4, b) — 1, ahol r(A,b) jeloli



5.4. BAZISMEGOLDASOK 77

az A matrix b oszloppal torténd bévitésével kapott matrix rangjat.
(Megoldés)

424. Igazoljuk, hogy a 423. feladat (a) részében z szintje (M) — r(M7).

425. Igazoljuk, hogy a Pxg + Azy = b,z1; > 0 rendszer egy megoldésa
akkor és csak akkor bazismegoldéds, ha az x; nem-nulla elemeihez tartozé
P-beli oszlopokat az A-bdl kivdlasztott maximélisan sok linedrisan fiiggetlen
oszloppal kiegészitve még mindig linearisan fiiggetlen rendszert kapunk.

426. Igazoljuk, hogy a {Bx < b,z > 0} rendszer egy z megolddsa akkor
és csak akkor bdzismegoldés, ha a B valamely B’ nemszingularis négyzetes
részmatrixdra z a B'x’ = b egyértelmli megolddsabol 4ll elé nullak hozzavé-
telével.

427. Az R = {z: Qx < b} poliéder egy z elemére a kovetkezék ekvivalensek:

(i) @ oszlopai linedrisan fiiggetlenek és z bazismegoldds (azaz Q7 oszlopai
linearisan fiiggetlenek, vagyis (Q-nak van n darab linearisan fiiggetlen
z-aktiv sora).

(ii) z cstcs.
iii) 2z extrém pont.
(iif) P

(Megoldés)
428. Egy poliédernek véges sok csticsa van. (Megoldés)

429. Egy R = {z : Qz < b} nemiires poliéderre a kovetkezék ekvivalensek:
(i) @ oszlopai linedrisan fiiggetlenek.
(ii) R egyenes-mentes.
(iii) R eltolasi altere trivialis.
(iv) R cstcsos.

(Megoldas)

430. Minden R = {z : Qz < b} nemiires poliéder el64ll, mint egy A altér
és egy R’ csticsos poliéder Gsszege. Nevezetesen, A az R eltolasi altere (azaz
Q nulltere), mig R = RN AL, ahol A+ az A altér ortogonalis kiegészit6je
(vagyis Q sortere). (Megoldés)
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431. Egy R := {z : Mz < 0} metszetkip az A := {z : Mz = 0} eltoldsi
altér (ami specidlis metszetkip) és az R’ := RN A* csticsos metszetkip
vektor-Gsszege. (Megoldés)

432. Tekintsiikk az R = {x : Qz < b} poliédert. Valamely nemnulla ¢
vektorra a kovetkezok ekvivalensek:

() Q¢ <o0.
(ii) ¢ a poliéder irdnya.
(iii) R-nek van olyan z pontja, amelyre a {z 4+ Ag : A > 0} félegyenes R-ben
van.

(Megoldas)

433. Az R := {z € R" : Qz < b} poliéder irdnykipja a @ métrix Mg =
{z : Qz < 0} metszetkipja.

434. TIgazoljuk, hogy egy {x : Px = bg,Qz < b} alakban adott nemiires
poliéder irdnykipja {z : Px = 0,Qx < 0}.

435. Egy poliédernek és iranyktupjanak extrém irdanyai ugyanazok.

436. Egy R = {z: Qz < b} nemiires poliéderre a kovetkezék ekvivalensek:
(i) R nem tartalmaz félegyenest.
(ii) R-nek véges sok csicsa van, melyek konvex burka R.
(iii) R korlatos.
(iv) R irdnykipja trivialis.

(Megoldas)

437.* Minden R # () egyenes-mentes (azaz csicsos) poliéder eléall, mint
a csucsai altal feszitett Ry politép valamint a poliéder C' iranykipjinak a
vektor-Gsszege.

438.% Legyen a C := {z : Qz < 0} nemtrividlis kip egyenes-mentes (=csi-
cs0s), és legyen Z := {z : Qx < 0,cx = —1} poliéder, ahol ¢ a ) sorainak az
Osszege. Ekkor tetszlleges z € Z esetén 2’ a kup irdnya, és a kip tetszéleges ¢
irdnya egyetlen z pontban metszi Z-t. Tovibba Z korlatos és egy z € Z pont
akkor és csak akkor csicsa Z-nek, ha 2" extrém iranya C-nek.
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439. C( egyenes-mentes nemtrividlis metszetkipnak véges sok extrém irdnya
van, és C ezen iranyok generdlt kupja.

440. A C = {z : Qx < 0} egyenes-mentes kip egy z nemnulla eleme
altal meghatarozott Z irdny akkor és csak akkor extrém iranya C-nek, ha z
merdleges a Q matrix r(Q) — 1(=n — 1) linedrisan fuggetlen sordra, azaz ha

r(Q7) =n—2.

441. Legyen A € R¥*™ b € R*, valamint legyen f : R® — R"* a ko-
vetkez6 f(z) := (x,b — Az). (Ekkor tudjuk, hogy minden zy € R™ esetén:
xo megoldasa az Ax < b,z > 0,z € R™ rendszernek <= f(xp) megold4-
sa az Ax + Iz = b, (r,2) > 0,(z,2) € R""* rendszernek.) Lassuk be, hogy
minden xg € R™ esetén: xy bazismegoldsa az Ax < b,x > 0,z € R™ rend-
szernek <= f(z¢) bazismegolddsa az Az + [z = b, (z,2) > 0, (z,2) € Rtk
rendszernek.

442. Lehet-e az Ax < b poliéder erés bazismegoldasainak nemtrivialis kon-
vex kombindcidja erds bazismegoldas?

443.*% Tegytk fel, hogy 1, ...,z € {—1,0,1}" vektorokhoz létezik olyan c,
hogy minden i-re cz;41 < %cac,; és cxy > 0. Igazoljuk, hogy t = O(nlogn).
(Megoldés)

444. Legyen P = {z : Ajx = by, Asx < b} poliéder, z € P, s(z) :=
r(ﬁé) —r(AT), ahol A= azon sorok alkotta métrix, amelyeket = egyenl6séggel
teljesit. Ha a P poliéder valamely x pontjira s(x) legaldbb 2, akkor 1étezik
olyan z # 0 vektor (irdny), hogy {z + Az : A € R} N P korldtos. (Megoldds)

445. Az {x : Az < b} cstcsos poliéder egy zo pontjanak definidljuk a
szintjét a 444. feladat szerint.

a) Bizonyitsuk be, hogy ha s(zg) > 2, akkor x rajta van egy olyan szaka-
szon, amelynek minden bels6 pontja azonos szintl zp-lal, és mindkét
végpontjanak kisebb a szintje, mint xg-nak.

b) Mutassuk meg, hogy olyan szakasz is van, amire a fentieken til az
is teljesiil, hogy mindkét végpont szintje pontosan eggyel kisebb x(
szintjénél.

446. Igazoljuk, hogy az Agx = by, A1z < by rendszer bézismegoldasai csak
a poliédertdl fiiggenek, a rendszert6l nem. Sét, a bazismegoldasok halmaza
fliggetlen a koordinatarendszer valasztasatol.
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447. Igazoljuk, hogy az A1z = by, Agx < by ill. az A1z < by, —Ajx <
—b1, Asx < by rendszerek bazismegolddsai ugyanazok.

448. Igazoljuk, hogy az Ax = b,x > 0 rendszer egy megoldasa akkor és
csak akkor bazismegoldas, ha a pozitiv elemekhez tartozé A-beli oszlopok
linearisan fiiggetlenek.

449. Legyen f < g, ahol f,g € R". Igazoljuk, hogy az Ax =b, f <z <g
rendszer egy z megoldasa pontosan akkor bazismegoldéds, ha az A azon a;
oszlopai, amelyekre f(i) < z(i) < g(i), linedrisan fiiggetlenek. Mik lesznek
az erls bazismegolddsok? Mik lesznek az (erds) bazismegolddsok, ha f < g
helyett csak f < g-t tessziik fel?

1 2 3 2
450.%  Bazismegoldasa-e az |4 5 6|2 < | 6 | rendszernek zy, =
7 8 9 12
1
4 1?7 (Megoldés)
-3

451. Legyen A € R™*" és b € R™. Bizonyitsuk be, hogy ha az {z €
R™ : Ax < b} poliéder x* és z* bazismegoldasait Osszekoté nyilt szakaszon
van harmadik bézismegoldds, akkor AL. = A7 (azaz x* ugyanazokat az
egyenl6tlenségeket teljesiti egyenldséggel, mint z*).

5.5. Fourier-Motzkin eliminacid

Legyen A olyan m X n-es matrix (m > 1,n > 2), amelynek els6, a;-gyel jelolt
oszlopa 0,+£1 értéki. Jeldlje rendre I, J, K a sorok azon indexhalmazait,
melyekre az a;(i) értéke +1,—1 illetve 0. Készitsiik el az A matrixot a
kovetkez6képpen. A K-nak megfelels sorok véltozatlanul keriiljenek be AM-
be. Ezen kiviill minden i € I, j € J valasztasra legyen ;a + ja az Alll egy
sora, melyet jeloljiink ;;ja-val. Ez azt jelenti, hogy ha I vagy J iires, akkor
Al egyszertien az A métrix K-nak megfeleld részmétrixa. Altaldban AM-
nek m — (|I| + |J|) + |I]|J| sora van. Figyeljiikk meg, hogy AM els§ oszlopa
csupa nullabdl all. Hasonléképp, tegyiik fel, hogy a @) matrix els6 oszlopa
0, £1 értékd, és rendeljiik a

Qr' <b (5.1)

egyenlOtlenség-rendszerhez a

QM < plll (5.2)
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rendszert, ahol bl az A := (Q,b) métrixhoz tartozé6 AM métrix utolsé osz-
lopa.
452.
a) Az
Ax <0 (5.3)
egyenlotlenség-rendszernek barmely megoldasa az
Az <o (5.4)

rendszernek is megoldésa, és az (5.4) barmely megolddsanak els§ kom-
ponensét alkalmasan megvaltoztatva az (5.3) egy megolddsat kapjuk.

b) Az (5.1) barmely megolddsa az (5.2) rendszernek is megoldésa, és
az (5.2) barmely megolddsdnak els6 komponensét alkalmasan meg-
valtoztatva az (5.1) egy megoldasat kapjuk.

453. Fourier-Motzkin elimiinacié segitségével oldjuk meg az aldbbi egyen-
16tlenségeket :

2 -3 3 T 1
-1 1 0 X9 < 0
1 0 -3 T3 -2
ill.
2 -1 3 T -1
-1 1 0 T2 < 0
1 0 -2 T3 5
(Megoldés)

454. Mit csinal a Fourier-Motzkin eliminécid, ha annak segitségével akarjuk
megoldani az Axz = b egyenletrendszert, azaz, ha az

()= (%)

egyenl6tlenségrendszer megolddsara hasznaljuk ?

455. Legyen n := 2P + p 4 2. Tekintsiik a
:|:$i1 ixiQ + Ty < Ciinizs 1<i1 <ig < i3 <n

rendszert. Hogyan alakul a sorok szdma a Fourier-Motzkin eliminéci6é soran?
(Megoldas)
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456. Adott k darab pont az n dimenzids térben. A Fourier-Motzkin elimi-
nacio segitségével allapitsuk meg, hogy a 0 pont benne van-e a k darab pont
konvex burkdban. Mit csindl az eljards szemléletesen?

457. Irjuk fel az {z € R3: Qz < b} poliéder x; tengelymenti vetiiletét, ha

1 2 -1 3
—2 0 2 —2

Q= 1 -1 3 és b=| 0
~1/2 3/2 -1 1

0 2 -1 2

458. Bizonyitsuk be, hogy az {x: Qx < b} poliéder linedris képe, azaz
{Az: Qz < b} is poliéder (A egy matrix). (Megoldés)

459. Mutassuk meg, hogy metszetkip tengelymenti (kilsd vagy belsd) vetii-
lete metszetkip, illetve poliéder tengelymenti vetiilete poliéder. (Megoldds)

460. Egy politép és egy generalt kip Osszege poliéder. Specialisan, min-
den politép korlatos poliéder és minden generalt kip el6all metszetkipként.
(Megoldés)

461. (Farkas-lemma, geometriai alak) Ha egy C C RF generalt kiip nem
tartalmaz valamely b € R* elemet, akkor 1étezik olyan (zart) homogén féltér,
amely magaban foglalja C-t, de nem tartalmazza b-t. Ha egy P politép nem
tartalmazza b-t, akkor 1étezik olyan féltér, amely magdban foglalja P-t, de
nem tartalmazza b-t. (Megoldés)

462. Legyen az A matrix sorai 4ltal generdlt kip G4, mig az {z : Az <0}
metszetkipot jelolje M 4. Vezesslink be hasonld jeloléseket a B métrixra is.
Igazoljuk a kovetkezoket:

a) Ha G4 O Mp, akkor M4 C Gp.
b) Ha G4 C Mg, akkor My 2 Gp.
¢) Ga = Mp akkor és csak akkor ha M4 = Gp. (Megoldas)

463. Minden metszetkip el4ll generalt kipként. (Megoldas)

464.* Minden nemiires poliéder el6all mint egy politop és egy generalt kip
Osszege. Specidlisan, minden korlatos poliéder politop.
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465. Minden generalt kip a polarisinak polérisa, azaz (K*)* = K.

466. Tekintsiik négy valtozéban az z; > 0, z; +2; =1 (1 < i < j < 4)
rendszert. Dontsiik el a Fourier-Motzkin eliminacidval, hogy van-e megoldasa
és van-e egész megoldasa.

Egy sorvektort nevezziink szimplanak, ha vagy egyetlen nemnulla eleme
van vagy kett6, de mindkett6 abszolutértéke egy. Egy matrixot szimpldnak
neveziink, ha sorai szimplak.

467. Bizonyitsuk be, hogy a Fourier-Motzkin elimindcié szimpla matrixbdl
szimplat képez. Mondjunk példat ,természetben eléfordulé” szimpla méatri-
xokra!

468. Lassuk be, hogy szimpla matrixokon a Fourier-Motzkin eliminaci6 po-
linomiélis.

469. Legyen A egy irdnyitott graf él-pont incidencia-matrixa. Hogyan lehetne
abrazolni a grafon a Fourier-Motzkin eliminéacié 1épéseit ?

470. Legyen a G = (V, E) irdnyitott graf incidencia-métrixa A. ¢: E — R,
egy mA < ¢ megengedett potencialt keresiink. Hogyan kdvethetd végig a
Fourier-Motzkin eliminacié?

471. Igazoljuk FM eliminaciéval, hogy egy élstlyozott iranyitott grafban
akkor és csak akkor van negativ Gssz-silyu irdnyitott kor, ha nincsen olyan
m:=V — R fuggvény, amelyre m(v) — w(u) < c(uv) fenndll minden wwv élre.
Tovabba, ha a c¢ sulyfiiggvény egészértékii, akkor 7 is vdlaszthaté annak.
(Megoldés)

472. Hatarozzunk meg egy megengedett potencidlt egy tetszdleges grafban
a Fourier-Motzkin eljarassal.

473. Legyen a G = (V, E) irdnyitott graf incidencia-métrixa A. ¢: E — R,
egy mA < ¢ megengedett potencidlt keresiink. Hogyan kdvethetd végig a
Fourier-Motzkin eliminacié?

5.6. Oldalak

Egy haromdimenzids poliédert lapok, élek illetve csticsok hatarolnak. Ezeket
a fogalmakat szeretnénk magasabb dimenziéra kiterjeszteni. Egy R C R”



5. LINEARIS ALGEBRA ES POLIEDEREK

nemiires poliéder F' oldala (face) R-nek egy
F:={ze€R:cx=0} (5.6)

alaki nemires részhalmaza, ahol § := max{cz : x € R} valamely cx linedris
célfiiggvényre, melyre a maximum létezik. A ¢ = 0 célfiiggvényre a definicié
azt adja, hogy R maga is oldal. Valédi oldalon (proper face) olyan oldalt
értiink, amely nem az egész poliéder. A poliéder valédi oldala tehat az op-
timum helyek halmaza valamely nemnulla lineéris célfiiggvényre nézve, méas-
ként szdlva a poliédernek az a része, amely egy hipersikkal érintkezik, amikor
azt kivilrdl a poliéderhez toljuk. Amennyiben az oldal egyetlen pontbdl &ll,
gy ezt a pontot a poliéder csticsanak nevezziik. Tehdt egy z € R pont ak-
kor cstcs, ha létezik olyan ¢ vektor, amelyre a ¢z > cx minden z € R — z-re.
A ¢ # 0 esetben a H = {x : cx = ¢} hipersikot a poliéder egy tamasz-
sikjanak nevezziik.

A definiciébél latszik, hogy egy poliéder oldala maga is poliéder. Egy affin
altér példaul olyan poliéder, amelynek nincs valédi oldala. Poliéder minima-
lis oldalan egy tartalmazasra nézve minimalis oldalt értiink. Egy tartalma-
zasra nézve maximalis valédi oldalt lapnak (facet) neveziink.

A poliédert csiicsosnak mondjuk, ha van csticsa. Nem minden poliédernek
van csucsa, példaul az affin altereknek bizonyosan nincs.

Tekintsiik az R := {a : Pz = by, Qv < b1} nemiires poliédert. Az aldbbi-
akban megvizsgéljuk az R néhany tulajdonsagit a

Px = bo,Ql‘ < b1 (57)

leir6 rendszer fiiggvényében.

A Qr < b rendszer egy gr < [ egyenlStlenségérél azt mondjuk, hogy
implicit egyenl8ség, ha R minden eleme egyenldséggel teljesiti (azaz, ha
a forditott gx > B egyenl6tlenség logikai kovetkezménye az R-t meghataro-
z6 rendszernek. Geometrialilag ez azt jelenti, hogy az R poliéder teljesen az
{z : qx = B} hipersikban fekszik.) Az implicit egyenl6ségek altal alkotott
egyenlGség-rendszert Q=x = b=-vel jeloljiik. Egy nem implicit egyenl6tlensé-
get valédinak mondunk, és az altaluk alkotott rendszert @<z < by -vel jelol-
jik. (Az explicit Pz = by egyenldség-rendszer tagjait automatikusan implicit
egyenléségeknek tekintjiik.)

A Qz < by egyenlStlenség-rendszer egyik gx < (3 tagjat feleslegesnek ne-
vezzik (az (5.7)-re nézve), ha az elhagydsaval keletkez6 rendszer ugyanazt a
poliédert definidlja. (Mésszéval, gz < 8 logikai kévetkezménye annak a rend-
szernek, amelyet az (5.7)-bél kapunk gz < 8 kihagydsdval.) Egy nem felesle-
ges egyenlStlenség neve lényeges. Hasonléképpen beszélhetiink arrdl, hogy
egy Px = bg-beli egyenléség lényeges vagy felesleges annak megfelelden,
hogy kihagyasa R-nél b&vebb poliédert eredményez-e vagy R-t valtozatlanul
hagyja.
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Egy poliéder leirdsdbdl egymés utédn kihagyva az (aktudlisan) felesleges
egyenlGtlenségeket és egyenléségeket olyan leirdst kapunk, amelyben mar
minden egyenldség és egyenldtlenség 1ényeges. A kapott rendszer persze fiigg-
het az elhagyds sorrendjétdl, hiszen egy eredetileg felesleges egyenlétlenség
egy masik elhagyasakor lényegessé valhat. Példaul, ha a poliéder a hiarom
dimenziés tér egy e egyenese, amely hdrom (kiilonbo6zé) e-t tartalmazéd sik
metszeteként van adva, akkor e ezek koziil barmelyik ketté metszeteként is
megadhat6. Azt is feltehetjiik, hogy minden szereplé gx < B egyenlétlenség
valédi, mert kiilonben helyettesithetjiik az qr = § explicit egyenléséggel. Ne-
vezziik az R poliéder (5.7) alaku leirdsat minimalisnak, ha minden egyenl6-
ség és egyenlGtlenség lényeges és minden egyenldtlenség valddi. Latjuk tehat,
hogy 1étezik minimalis leiras.

474. Lehet-e egy konvex (3 dimenzids) poliédernek kevesebb lapja, mint
egy sikra vald vetiilete éleinek szdma? (Megoldas)

475. Konstrudljunk olyan n-dimenzids poliédert, amelynek O(n) hiperlapja
és legalabb 2" csiicsa van. (Megoldés)

476. Létezik-e olyan (3 dimenzids) poliéder, amelynek mind a 6 lapja valodi
trapéz, azaz pontosan az egyik oldalparja parhuzamos, és minden él a két
hozzétartozé lap kéziil pontosan az egyikben tagja parhuzamos élparnak? Es
ha a méasodik feltételt elfelejtjik?

477.*%  Mutassuk meg, hogy az oldalak aldbbi kétféle definicija ekvivalens
az {Axz < b} poliéderre:

(i) bizonyos egyenlétlenségeket egyenldséggel kotiink meg (feltéve, hogy az
igy kapott megolddshalmaz nem fiires);

(ii) valamely ¢ vektorra vessziik a {z : Az < b,cz = max{cx : Az < b}
halmazt (feltéve hogy a maximum létezik).

(Megoldés)

478. Az R = {z : Qz < b} poliéder egy nemiires F részhalmaza akkor
és csak akkor oldala R-nek, ha létezik a @ bizonyos soraibdl 4116 olyan Q'
részmdtrix, amelyre F = {z € R: Q'z = b'}, ahol I/ a Q' sorainak megfelel
részvektora b-nek.

479. Adjunk minden n-re olyan nemiires poliédert R™-ben, mely nem tar-
talmazza az origdt, és nincs valédi oldala.
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480.”F Mutassuk meg, hogy tetszéleges nemiires R poliédernek van olyan
eleme, amely minden valédi egyenlStlenséget szigorian teljesit. (Megoldds)

481. Mutassuk meg, hogy az R = {z : Qz < b} nemiires poliédert tar-
talmazé legsziikebb affin altér Zr = {x : Q=x = b=} , ahol Q= jeldli az
implicit egyenléségeknek megfelel§ részmatrixot. Igazoljuk, hogy a poliéder
dimenzi6ja n — r(Q~). (Megoldés)

482. Mutassuk meg, hogy az R = {x : Qx < b} poliéder egy F oldalat
tartalmazé legszlikebb affin altér {x : Qzz = b3 }. Igazoljuk, hogy az F oldal
dimenzidja n — r(Q7%), illetve egy minimadlis oldal dimenzidja n — r(Q).

Egy c vektort illetve az altala meghatarozott cx célfiiggvényt akkor mond-
juk semlegesnek (vagy neutrdlisnak) az R = {z : Qx < b} poliéderre nézve,
ha R minden x elemére cx értéke ugyanannyi. A semleges vektorok nyilvan
alteret alkotnak, melyet jeloljink Sg-rel.

483. Bizonyitsuk a kovetkezd allitasokat.
a) A semleges vektorok Sg altere éppen a R-et tartalmazé legsziikebb
Zg affin altér Ar karakterisztikus alterének ortogonalis kiegészitdje.

b) Egy ¢ vektor akkor és csak akkor semleges, ha benne van Q= sorteré-
ben. (Megoldés)

484. Az R = {z : Qz < b} csicsos poliéder u és v csticsaira a kévetkezék
ekvivalensek.

(i) w és v szomszédosak.

(ii) A @ azon soraibdl alkotott @7, részmdtrix, melyeknek megfelel6 egyen-
16tlenségeket mind u, mind v egyenléséggel teljesiti, n — 1 rangu.

(iii) Léteznek @-nak olyan @, és Q, n X n-es nemszinguléris részmdtrixai,
amelyekre u a Q,x = b, rendszer, mig v a Q,r = b, rendszer egyértel-
ml megoldasa, és amelyeknek n — 1 soruk k6zos.

485. Tegyiik fel, hogy a {Px = by, Qu < by} rendszer minimélis, és hogy az
R megoldas halmaz nemiires. Ekkor az R-t tartalmazé legsziikebb affin altér
{z : Pz = by}. Tovdbb4 egy-egy értelmili kapcsolat 4ll fenn az R lapjai és a
Qz < by egyenlStlenségei kozott, azaz {x € R: ;qx = b1(i)} lapot alkot, és
minden lap el6all ilyen alakban.

486. Igazoljuk, hogy minden valédi oldal lapok metszete. (Megoldés)
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487. Tegyiik fel, hogy mind a {Pxz = by, Qxr < b1} rendszer, mind a
{P'xz = b, Qz < b}} rendszer minimdlis. Igazoljuk, hogy az ezek &ltal
definidlt nemiires R és R’ poliéderek akkor és csak akkor egyenlSk, ha a
(P,bg) és (P’,bf) matrixok sortere ugyanaz, tovabba a Qz < by és Q'z < b}
rendszer egyenlGtlenségei kozott egy-egy értelmii kapcsolat van, amelyben az
egymdsnak megfelel§ qr < 8 és ¢’z < ' egyenlStlenségekre fennall, hogy a
(g,8) — (¢', 8") vektor benne van a (P, bg) méatrix sorterében (ami ugyanaz,
mint a (P’,b) métrix sortere).

488. Igazoljuk, hogy egy poliéder minden lapjanak dimenzidja eggyel kisebb,
mint a poliéder dimenzibja.

489. Legyen {z : Az < b} a P poliéder egy minimélis lefrdsa. Mutassuk
meg, hogy P pontosan akkor affin altér, ha A = A=. (Megoldds)

490. Igazoljuk, hogy ha egy nemiires poliéder minimélis lefrasdban 1év6
px = 3 egyenlbséget helyettesitjiik a pxr < 8, —px < —f egyenlétlenségekkel,
akkor ezek lényegesek (irredunddnsak).

491. Az m-sori A matrix sorai linedrisan fiiggetlenek. Legyen u és v a
P ={x: Az = b,z > 0} poliéder két csicsa. Bizonyitsuk be, hogy u és v
pontosan akkor szomszédos, ha léteznek A-nak A;, Ay m X m-es részmétrixai,
hogy m — 1 ko6z6s oszlopuk van, tovabba Aix = b ill. Asx = b egyértelmii
megoldasa nullakkal kiegészitve éppen u ill. v.

492. Legyen P egy egyenlGtlenségekkel megadott cstcsos poliéder. Hogyan
donthetjiik el algoritmikusan egy x pontrol, hogy belsé pontja-e P valamely
két szomszédos csticsat Osszekotod szakasznak?

493. Ha gz < 8 valddi és lényeges egyenlétlensége (5.7)+nak, akkor R-nek
van olyan z pontja, amelyre gz = 3. (Megoldés)

494.% Tegyiik fel, hogy az R poliéder egy minimélis (5.7) alakd rendszerrel
van adva. A kovetkezd allitasok ekvivalensek.

(i) R affin altér.
(ii) R-nek nincs valddi oldala.
(iii) Minden lényeges egyenlétlenség implicit egyenldség (azaz @ iires).

(Megoldas)
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495. Mutassuk meg, hogy minden minimalis oldal affin altér. (Megoldéas)

496. Bizonyitsuk be, hogy egy poliéder minimalis oldalainak dimenzidja
megegyezik. (Megoldés)

497.%  Tegyiik fel, hogy (5.7) minimdlis leirdsa R-nek. Az R akkor és csak
akkor van benne egy H := {z : ax = 8} hipersikban (mésszéval axz = j akkor
és csak akkor logikai kovetkezménye (5.7)+nak), ha létezik olyan yo, amelyre
yoP = a és yoby = B (azaz, ax = [ linedris kovetkezménye Px = bg-nak.)

498. Tegyliik fel, hogy R egy minimélis (5.7) rendszerrel van megadva.
Legyen F' az R-nek egy oldala. Legyen Q' a Q-nak egy m' x n-es részmatrixa.
A Q' éltal meghatérozott F' := {x € R : Q'x = b} } oldal akkor és csak akkor
ugyanaz mint F', ha Q' része Qz-nek és r(Q’) = r(Q%).

499. A Qx < b egyenlStlenség-rendszer egy megolddsa akkor és csak ak-
kor bazismegoldas, ha eleme az R = {z : Qz < b} poliéder egy minimélis
oldaldnak.

500. Ha a P poliédernek van két csicsa, akkor minden z € P-hez van olyan
z # 0 vektor, hogy {x + Az : A € R} N P korldtos. (Megoldas)

501. Adott egy egész csticsos poliéder, és egy pontja. Keressiink polinom
id6ben egész pontot a poliéderben! (Megoldés)

502.% Adott egy egész poliéder, és egy pontja. Keressiink polinom idében
egész pontot a poliéderben!



6. fejezet

Linearis programozas

6.1. A Farkas-lemma alakjai

503.% Irjuk fel az aldbbi egyenlétlenség-rendszer megoldhatésaganak fel-
tételét (Farkas-lemma):

21‘1 - 3.T3 + 4I2 =
—x1 —2x9+3x3 > 0,
Z2,T3 2

(Megoldas)

504. Legyen A; € kan, Ay € Rlxn, Az € ]ijn, by € Rk, by € Rl, bs €
R7, a, by € R™. Irjuk fel a Farkas-lemmat az alabbi rendszerre.

x1,%2, 3 € R™ : Ayxy < by, Agwgy < bo, Azxg >
>bs,x1+ 1o+ 23 = b4,aTx2 =V17,21 > 0.

505. Tekintsiik a kévetkez6 alaki egyenlétlenségrendszereket :

Ax =b Az <b Ar =a
1.{ 23>0 2.{ 23>0 3.{ Az <b 4.{Bm§b

a) Vezessiink vissza egy 1. alaki rendszert egy 2. alakira és forditva is!
b) Vezessiink vissza egy 2. alaki rendszert egy 3. alakura és forditva is!
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c) Vezessiink vissza egy 3. alakd rendszert egy 4. alaktra és forditva is!

d) Irjuk fel mind a négy rendszerre a Farkas-lemmét, és igazoljuk a
Farkas-lemma kiilonbozé alakjainak ekvivalencidjat a fenti visszave-
zetések segitségével! (Megoldas)

506.% Igazoljuk a Farkas-lemma kovetkezd sortérbeli jelentését: barmely
altér és az ortogondlis kiegészitéje koziil pontosan az egyikben van olyan
nemnegativ vektor, aminek az utols6é koordinatdja pozitiv.

507. Tekintsiik az Axq+ Bxy = b, x5 > 0 rendszert. frjuk fel a Farkas-lemma,
szerinti dudlisdnak olyan ekvivalens alakjat, amely a primal rendszerrel meg-
egyez6 alaku. Alkalmazzuk a kapott rendszerre a Farkas-lemmat. Mutassuk
meg, hogy az eredetivel ekvivalens rendszerhez jutottunk.

508. Bizonyitsuk be, hogy egy A € R™*™ maétrixra és egy b € R™ vektorra,
ha Pz : Az < b, akkor van m+1 sor, hogy az ezek &ltal kijelolt A’ részmatrixra
és b részvektorra P : A’z <. (Megoldas)

509. Bizonyitsuk be, hogy két diszjunkt poliéder erésen szétvalaszthato, azaz
létezik két parhuzamos elvalaszto hipersik: 1étezik ¢ vektor és a, 5 € R, hogy
SUPgep, ¢ < a < B < infyep, cx. Igaz-e hasonlé 4llitas poliéderek helyett
konvex, zart halmazokra? (Megoldés)

510. Bizonyitsuk be, hogy két diszjunkt konvex poligon valamelyikének van
olyan oldalegyenese, amelyik elvalasztja 6ket. Igaz-e hasonlé allitds magasabb
dimenziéban (lapsikokkal, lap-hipersikokkal)? (Megoldés)

511. Mutassuk meg, hogy ha f < g, akkor

dr: Ax <b, f<zx<g <

By>0: yb+ Y (—yaig) — D>, yaifi <O.

2:ya; <0 wiya; >0

(Megoldas)

512. Igazoljuk, hogy egy rendszernek egy egyenlGtlenség pontosan akkor
logikai kovetkezménye, ha linedris kovetkezménye. Bizonyitsuk ezt a Gauss-
eliminacié segitségével is. A feladat allitasabdl bizonyitsuk be a dualitas-
tételt. (Megoldas)
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513. Legyen A € R¥*" b c RFla e R*",f € Rés P = {z € R* : Az <
b} # 0. Tegyiik fel hogy az Az < b egyenlStlenségrendszernek ax < 5 linedris
(& logikai) kovetkezménye. Lassuk be, hogy Az < b-nek van egy legfeljebb
n + 1 sorbdl all6 A’z < b’ részrendszere, melynek kovetkezménye az ax < 3
egyenlotlenség.

514. Legyen P = {z : Ax < b} # (). Lissuk be, hogy az els6 egyenlStlen-
ség pontosan akkor implicit eqyenldség (azaz minden megoldéds egyenldséggel
teljesiti), ha 3y > 0:yA =0,yb < 0,y;1 > 0. (Megoldés)

6.2. Linearis programok, szimplex moddszer

6.2.1. Bazistranszformaciok, bazistablak

515. Legyen vy, v, ..., v, bazis egy vektortérben, u = ajv; + asve + - -+ +
QApUp, W = Brv1 + P + -+ - + Brv, és 1 < j < n. Vezessiik be a kovetkezd
jeloléseket: v} := v; minden ¢ # j esetén és v§- := u. Tegyiik fel, hogy a; # 0.
Mik a w vektor koordindtéi a v, v),. .., v, bazisban?

516. Tegyiik fel, hogy vy, vs,vs bazis R3-ban, u = 2v; + vy — 4vs és w =
3vy + bug + v3. Mik a w vektor koordinatai a vy, u, v3 bazisban?

517. Tegyiik fel, hogy v1, v2, v3 bazis R3-ban, u = 2vy —v3 és w = vy +3vy —
2v3. Mik az u, w, vy, ve, v3 vektorok koordinatai az vi, ve, v3 bazisban? Mik a
koordinataik a vy, vq, u bazisban?

518. Tegyiik fel, hogy vy, vs,v3 bézis R3-ban, v = v; — v3 és w = 21 —
4vs. Mik az u, w, vy, ve, v3 vektorok koordinatai az vy, va, v3 bazisban? Mik a
koordinataik a u, vo, v3 bazisban?

Legyenek v, ...,v; € R™ tetszOleges vektorok, amelyekre
n = dim(vy, ..., vg).
Legyen a vj,,...,v;, (1 < j; < k, i = 1,...,n esetén) vektorrendszer a

(vi,...,vk) altér egy bazisa, ésazm;; (i =1,...,n, j =1,..., k) egylitthatok
olyanok, hogy v; = mq;vj, + mojvj, + -+ + myjv;, (5 =1,...,k). Jeloljik
M-mel azt az n x k-es matrixot melynek i-dik sordnak j-dik oszlopaban m;;
all. Ezt az M-et a vi,...,v, vektorrendszer vj,,...,v;, béazisdhoz tartozé
bdzistdabldnak nevezziik.
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519. Legyen 1 <i <mn, 1 < j <k. Lassuk be, hogy ({vj,,...,v;,} —{v;,}HU
{’Uj} bézis <— mMj 7£ 0.

520. Legyen 1 < i < n,1 < j < kram; # 0. Legyen j; = j és j| = j
minden 1 <1 < n, [ # i esetén. Jelolje M/ = (m%) avi,..., v, vektorrendszer
vjr,...,vj bazisdhoz tartozé bazistabldt. Lassuk be, hogy mﬁ,ﬂ = Myy —
My 1:1:; minden 1 < v < n,v # 4,1 < pu < k esetén és m’, = — 7 minden

T mMij
1 < p <k esetén.

521. Jeloljik N-nel a vy, ..., v, oszlopvektorokbdl allé n x k-as matrixot,
B-vel pedig a vj,,...,v;, oszlopvektorokbdl all6 n x n-es matrixot. Lassuk
be, hogy M = B~!N.

522. Tegyiik fel, hogy valamely ji,...,j; indexekre vj; =e1,..., v = en,
ahol e; az i-edik egységvektor R™-ben. Jeldljiikk C-vel M-nek azt a részmat-
rixat mely M ji,...,j.-edik oszlopaibdl &ll, pontosabban legyen C' I-edik
oszlopa M-nek j/-edik oszlopa. Lassuk be, hogy B~! = C.

523. Készitsiink az el6z6 feladatok alapjin egy olyan algoritmust, ami in-
vertal egy adott A matrixot vagy kideriti ha nem invertalhatd, és ad egy
osszefiiggést A oszlopai kozott! (Megoldas)

524. Készitsiink az el6zo feladatok alapjan egy olyan algoritmust, ami meg-
old egy adott Ax = b egyenletrendszert, vagy ha nem megoldhatd, akkor ad
egy yA = 0,yb # 0 dudlis megoldést! (Megoldas)

525. a1, az,a3,a4 € R, e1,e0, €3, ¢4 az R* egységvektorai, as, aq, €3, e4 egy
bézis R*-ben és az alabbi tablazat egy érvényes bazistabla (az egységmétrix
nélkiil).

a1 a9 €1 €9
as 0 3 1 1
ag | 2 2 1 13
€3 0 2 2 0
eq |1 |0 |1 |3

a) Léssuk be, hogy as, as, as, e3 linedrisan fiiggd vektorok, és adjunk meg
egy nemtrividlis linedris kombinaciét, mely a 0-t adja!

b) Adjunk meg egy olyan y € R* vektort, melyre ya; = 0, yay = 2,
yaz = 0, yay = 0!
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c) Jeloljiik A-val azt a 4 x 4-es métrixot, melynek oszlopai a1, az, as, as.
Invertalhaté-e A? Ha igen, adjuk meg A~ '-et, ha nem, adjunk egy
linearis Osszefiiggést A oszlopai kozott !

d) Hatdrozzuk meg a;-et!

526. Invertaljuk a kévetkez6 matrixokat:

5 2 8
10 3], 0 2 6
02 1

527. Odjuk meg az alabbi egyenletrendszereket, illetve ha nincs megoldasuk,
adjunk egy dudlis megoldast!

a)
5x1 + 69 —x3 =10
-2 +3x3 = —7
2x1 — 219 =1
b)
211 +x3 =2

6.%'1 — 431‘2 —2.%'3 =-2
9.1‘1 - 2I2 +21‘3 =6

142294+ 3x3 =1
X9 —Tr3 = 2

Z1,T2,23 > 0

528. Oldjuk meg a kévetkezo linedris programozasi feladatot szimplex-mddszerrel :

1+ 29+ x4 = 10
To + a3+ x5 =12
T +x3+ a6 =14

x>0

max 6x1 4 6x + 6x3.
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6.2.2. Végesség, elméleti kérdések

529. Készitsiink olyan példat, melyre a megengedettségi szimplex-mddszer
Bland-szabdly nélkiil ciklizal. (Megoldés)

530.*% (Charnes-Cooper-mddszer) Legyen P = {Az = b,z > 0} # () korlatos,
és tegyiik fel, hogy minden x € P-re dx + dy > 0. Keressiik az alabbi feladat
optimalis megoldasat:

cr + co

P.
maxderdO,:cE

(Megoldés)

531. Bizonyitsuk be a szimplex modszerrel illetve a szimplex moédszerre
hivatkozés nélkiil is, hogy ha egy P poliédernek T egy olyan csticsa, amire cx
nem maximalis, akkor Z-bol indul olyan él, ami mentén czx né.

532. Adott egy P cstuicsos poliéder. Bizonyitsuk be, hogy barmely csticsbél
barmelyikbe eljuthatunk a poliéder élein (1 dimenziés oldalain) haladva.
(Megoldas)

Az A-nak egy m X m-es nemszinguldris részmatrixat bazisnak nevezziik.
Formalisan ebbe beleértjiik, hogy a részmatrix oszlopainak egy sorrendje is
adott. Rogzitett B bézis esetén egy x € R"™ vektort © = (xp,xn) alakban
irhatunk, ahol x g-vel jel6ljiik a bazishoz tartozé koordinatakat, x y-nel pedig
a tébbit. A B-hez tartozé primal vektor: z € R": g = B~'b, zy = 0. Ha
B~'p >0, akkor z primél megoldés, azaz a B bézis primal megengedett.
A B bézishoz tartoz6 szimplex-tabla A = B! A, a jobboldal pedig b = B~'b.

A B bézishoz tartozé dudlis vektor: 4 = cg B!, ahol ¢p a c célfiiggvény B
bézishoz tartozo része. A B béazishoz tartozé redukalt koltség: ¢ = yA — c.
A béazis duil megengedett, ha ¢ > 0, és optimalis, ha primal és dudl
megengedett.

533. Adott egy optimalis bézis.
a) Ha egy valtozé célfiiggvény egyiitthatdjat d-val noveljitk, milyen § ér-
tékek esetén marad a béazis dudl megengedett ?
b) Most legyen w € Q™ adott, és nézziik a kovetkez§ célfiiggvény-mddositést :
¢’ = ¢+ dw. Milyen § értékek esetén marad a bazis dudl megengedett ?

534. Milyen § értékek esetén marad az optimadlis bazis primal megengedett,
ha a jobboldal egyik egytitthatojat noveljiik d-val? Hogy valtozik a célfiigg-
vény értéke? (Megoldas)
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535. Legyen d € Q" adott, és nézziik a kovetkezd jobboldal-mddositast :
b = b+ dd. Milyen § értékek esetén marad a bazis primdl megengedett ?

536. Bizonyitsuk be a szimplex modszerre hivatkozas nélkiil, hogy ha a
max{cz : Az = b,z > 0} feladat célfiiggvényértéke nem korlatos, akkor van
olyan néveld irdny, aminek legfeljebb m + 1 koordinatdja pozitiv, ahol m az
A sorainak a szdma (és a rangja).

537. Adott egy P C Q" korlatos poliéder, ¢ € Q", és egy x € P, ami
nem cstcs. Adjunk polinomidlis algoritmust, ami taldl egy T csticsot amire
cT > cx.

538. Tegyiik fel, hogy egy feladatnal az optimalis bazis nem degeneralt.
Hogyan lehet a szimplex tablabdl kiolvasni, hogy a feladatnak végtelen sok
optimalis megoldédsa van? Mi a helyzet degeneracio esetén?

539. Tekintsitk a max{cz : Az = b,z > 0} feladatot, ahol

30 -2 210 6
A=[-4 1 3 0 0 o], v={2], e¢=(-20-3-1,00).
5 0 -4 3 0 1 1

Mutassuk meg, hogy csak egy optimalis megoldas van. Mi az, és mi az opti-
malis bazis? Minden egyes 1 < j < 5-re mondjuk meg, hogy milyen értékek
kozott valtoztathatjuk c;-t (¢ t6bbi komponensét nem véltoztatva) igy, hogy
ez a bézis optimalis maradjon.

6.3. Dualitas-tétel

540. Irjuk fel a kivetkezs feladat dudlisat:

r1 — 29+ 23 <1

—x1 +x2 + 23 = —1
xr1+x9+ 23>0
z1,22 >0

min 2z + 3z3.
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541. Mennyi min(2z; + 2x2 + 3z3 + x4) a kovetkez6 feltételek mellett:

$1+21‘3—I421
To—2x3+ w421

T1,T2,X3,T4 > 0.

Hasznaljunk grafikus megoldasi médszert. Adjunk meg egy optimalis x vek-
tort.

542. Hatarozzuk meg az alabbi feladat dudlisinak egy optimélis megoldasat !

1 S 17
r1+ T2 < 2
.1‘1+CE2+.1‘3 S 3,
r1t+zetarzt--+z, <o

L1, X2,X3,...,Tn Z 07

max(nzy + (n— 1)ae+ (n— 2)as + - + 2xp—1 + x,).

543. Legyen Ay € kan, Ay € Rlxn, As € ijn7 by € Rk7 by € Rl, bs € Rj,
a, by, c1, ¢, c3 € R™! Irjuk fel a dualitds-tételt az alabbi rendszerre!

max(c1x1 + coxo — c3x3) @ T1, 2,23 € R™,

Aqzy < by, Asaa < by, Az > by, 21 + 22 + 23 = ba,a' 12 = V17,21 > 0

s

544. Mi az alabbi feladat optimumértéke a kiilonbozo célfiiggvények esetén?
Mi a dudlis feladat optimélis megoldasa? Haszndlhatunk grafikus megoldéasi
moédszert. Mikor optimdlis megoldésa a (%, 0; %; 0) vektor a feladatnak?

21‘1—%2+l‘3—$4§1
—x1 —4ro +3x3+ 124 <1

161,...,$420

a) max4r; — 20zo + 9x3 — H1yg
b) max3x; — 20z2 + 8x3 — 5x4
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¢) maxdxzy —20z3 + 93 — bxy (Megoldés)

545. Mi az aldbbi feladat optimumértéke? Mi(k) a dudlis feladat optimaélis
megoldésa(i)?
T+ 3.1?2 — I3 <3
T+ T +2x3+x4 <1
L1,X2,T3,T4 ZO
max 4xq, + 6xs — x3 + x4

Hasznalhatunk grafikus megolddsi médszert.

546. Tekintsik az Az = b,x > 0,z € R"™ rendszert. Az i € {1,...,n}
indexet akkor nevezziik lényegesnek, ha létezik olyan x megoldds, amire x; >
0. Bizonyitsuk be, hogy ¢ pontosan akkor lényeges, ha nem létezik olyan y
vektor, hogy yA > 0,yb = 0 és ya; > 0. (Megoldas)

547. Lehetséges-e, hogy az {z : Az < b, > 0} primdl és az {y : y4 >
¢, y > 0} dudl poliéder egyarant tires? (Megoldés)

548. Lehetséges-e, hogy az {z : Az < b, x >0} ésaz {y: yd >¢, y >0}
poliéderek mindegyike nemiires és korldtos? (Megoldas)

549. Lassuk be, hogy ha az {z : Az <b, x > 0} primdl poliéder iires, akkor
az {y : yA > ¢, y > 0} duél poliéderen (ha nem iires,) a by célfiiggvény
alulrél nem korldtos! (Megoldas)

550. A kovetkezd 9 eset koziil melyik fordulhat el ?

A primal poliéder: iires / nemiires és a célfiiggvény korldtos / nemiires és a
célfiiggvény nem korldtos;

A dudl poliéder: tires / nemiires és a célfiiggvény korldtos / nemiires és a
célfiiggvény nem korlatos.

551. Irjunk fel olyan nemtrivialis lineris programot, ami énmaga dualisa.

552. Igazoljuk a dualitds-tételt az alabbi titon. Tegyiik fel, hogy Ax < b,z >
0 és yA > ¢,y > 0 is megoldhaté. Vizsgaljuk az Az < b, ATy > ¢, by — cx <
0, z, y > 0 rendszer megoldhatdsagat.

553. Vezessiik le a dualitas-tételbdl a Farkas-lemma azon alakjat, hogy az
Az =b,z > 0ill. yA > 0,yb < 0 rendszerek koziil pontosan az egyik oldhatd
meg. (Megoldas)
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554.* Legyenek P; és P, poliéderek, xg € Py N Ps és ¢ olyan, hogy xg maxi-
malizélja cz-et P; N Py-n. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik ¢ = ¢ + ¢o felbontés,
hogy zp maximalizilja c1z-et Pi-en és cox-et Py-n. (Megoldés)

555. A P = {z € R"|Axz < b} poliéderhez adottak a ¢1,co € R™ célfiigg-
vények. A szimplex moddszert szubrutinként alkalmazva adjunk algoritmust
olyan P-beli megoldas keresésére, mely cq-re nézve optimélis, és az ilyenek
kozott co-re is az. (Megoldés)

556.% (Neumann) Egy A € R™*™ métrixra legyen O4 = {Az : x> 0,1z =
1} és Sa = {yA :y > 0,1y = 1} (azaz O4 az A oszlopainak, S pedig az A
sorainak konvex burka). Bizonyitsuk be, hogy ekkor

min max r; = max miny;.
z€04 i yeSa J

(Megoldas)

557. Legyen P = {z: Az = b,z > 0} # 0. A ¢ vektort neutrdlisnak nevez-
ziik, ha cx konstans fiiggvény P-n. ¢; ~ ce, ha ¢; — co neutralis. Bizonyitsuk
be az alabbi allitasokat.

a) TetszOleges y esetén yA neutralis.

Ha ¢ > 0,29 € P,cxy = 0, akkor g minimalis c-re.

Ha ¢ minimalis c-re, akkor 3¢’ > 0,¢’ ~ ¢, hogy c'zg = 0.

Adjunk példéat olyan neutrélis vektorra, ami nem all el§ y A alakban.

Tegyiik fel, hogy P minden z elemére zx41,...,T, = 0, de az els6 k
koordinata néha pozitiv. Ekkor

{neutralis vektorok} = { Z Niei +yA: N eERy e R"} .
i=k+1

(Megoldés)

558. Tekintsitkk a min{cz: Az = b, x > 0} linedris programot. Az i €
{1,...,n} indexet akkor nevezziik lényegesnek, ha létezik olyan x megoldas,
amire x; > 0. Legyen A’ az A lényeges oszlopai dltal alkotott részmétrix, és
jeldlje ¢’ a c megfeleld részét. Igazoljuk, hogy c akkor és csak akkor neutralis,
ha létezik olyan y, amelyre yA’ = ¢'.
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6.4. Szigoru egyenlotlenségek

559. Tegyiik fel, hogy az

Az <b
x>0

max cx

feladat optimuma véges. Ekkor 1étezik z* primdl és y* dudl optimélis megol-
dés, hogy

b—Ax" +y* >0,
Yy A—c+z* > 0.

(Megoldés)

560. Tegyiik fel, hogy az Ax = b egyenletrendszernek létezik olyan z meg-
oldasa, amelynek els6 komponense negativ, a tobbi nemnegativ. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor ekvivalensek az alabbi allitasok:

(i) 3z >0: Az =1b;
(ii) Jy > 0 : Ayy = b, ahol A; az A matrixbdl keletkezik az elsd oszlop

torlésével.

(Megoldés)

561. (Gordan tétele) Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor létezik x
amire Ar < 0 (azaz Az minden koordinataja negativ), ha nem létezik y # 0,
amire yA =0 és y > 0. (Megoldas)

562. Mutassuk meg, hogy az Ax < 0 rendszernek akkor és csak akkor van
nemnulla megoldasa, ha van olyan c vektor, amire az yA = ¢, y > 0 rendszer
nem megoldhaté. (Megoldas)

563.* Legyen C egy ferdén szimmetrikus matrix, azaz CT = —C. Bizonyit-
suk be, hogy
a) vagy létezik © > 0, hogy Cz > 0 és = els6 komponense pozitiv, vagy
létezik x > 0, hogy Cx > 0 és Cz els6 komponense pozitiv;
b) 3z >0:Czx >0, Cx+ x> 0. (Megoldas)
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564.% (Tucker) Tetszleges R™-beli altérbél és az ortogonalis komlemen-
terébol kivalaszthaté egy-egy nemnegativ vektor, hogy az 6sszegiikk minden
komponensben szigortian pozitiv. (Megoldés)

565. Bizonyitsuk be az alabbi allitasokat:
(Gordan) 3x : Ar < 0 <= Py #0,yA =0,y > 0.

)

b) (Stiemke) Ir: Az =0,2> 0 <= fy:yA > 0.

c¢) (Ville) 3z : Az < 0,2 >0 <= Py >0,yA > 0.

d) (Tucker) 3z : Ax > 0,2 > 0,21, >0 <= Py >0,yA <0, (yA) <O0.

(Megoldas)

566.* Legyen A maximalis sorrangi. Ekkor ekvivalensek:
(i) {Az = b,z > 0} korldtos;
(ii) Sor(A)-ban létezik pozitiv vektor (minden koordinitdja pozitiv);

(iii) Null(A)-ban Pz > 0,z # 0 vektor.

567. Legyen A maximélis sorrangi. Ekkor ekvivalensek:
(i) {yA > ¢} korlétos;
(if) Null(A)-ban létezik pozitiv vektor (minden koordindtdja pozitiv);

(iii) Sor(A)-ban fz > 0,z # 0 vektor.

568. Bizonyitsuk be, hogy Az : A1z < b,Asx <0 < Jyi,y2 : Y141 +
y2A2 = O,ylb < O,yl > O,yz > 0.

569. (Tucker) TetszOleges A matrix esetén Jz,y : Ax > 0, z > 0, yA <
0, y<0, 2 — ATy >0, y+ Az > 0. (Megoldas)

570. Bizonyitsuk be, hogy
a) Jr:Ar=bx>0 < yA>0,by <0 esetén yA =0 és yb = 0.
b) dx: Az < b < yA=0,yb <0,y >0 esetén y = 0. (Megoldas)
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571. Bizonyitsuk be, hogy ekvivalensek:
(i) 1étezik z, hogy = > 0, Az = b,z1 > 0 (21 az z elsé komponense);

(ii) minden y-ra, ha yA > 0,yb < 0, akkor yb = 0,ya; = 0 (a1 az A métrix
els6 oszlopa).

(Megoldés)

572. Bizonyitsuk be, hogy dz : Ajz < by, Asx < by < y1,y2 > 0,141 +
Yo As = 0,911 + y2ba < 0 esetén y; = 0 és y1b1 + yobo = 0.

573. Bizonyitsuk be, hogy 3z : Az < by, Asx < by <= Py, y0 >
0,141 + y2 A2 = 0,y1b1 + y2b < 0,91(by — 1) 4 y2b2 < 0.

6.5. Algoritmikus visszavezetések

574. Van egy szubrutin, amely megtaldlja egy {Bxz = 0,1z = 1,2 > 0}
tipust rendszer egy megoldasat, ha létezik. Ennek felhasznalasaval készit-
siink algoritmust, amely megtaldlja egy {Az = b,z > 0} tipusi rendszer egy
megoldasat, ha létezik.

575. Adott egy szubrutin, ami egy olyan @ métrixra, amelynek legfeljebb n
sora és m oszlopa van, a Qz = d, x > 0 rendszernek megadja egy megoldasat,
ha 1étezik. Ezen szubrutin segitségével oldjuk meg minél gyorsabban a Pxg+
Azq = b, x1 > 0 rendszert, ahol P-nek n sora van, valamint P-nek és A-nak
egylitt m oszlopa van. (Megoldés)

576. Adott egy ordkulum, amely A,b,c, xg,yo input esetén ha Axg < b és
YoA = ¢,y > 0 teljesill, akkor megadja a maxcx, Az < b lineédris program
optimumértékét (ami az yo miatt véges). Adjunk polinomiélis algoritmust
ennek felhasznélasdaval valamely egyenl6tlenségrendszer megoldhatésaganak
eldéntésére.

577. Rendelkezésre all egy eljaras, amely tetszOleges A méatrixra és b vek-
torra eldonti, hogy Az = b,z > 0 megoldhaté-e, és ha igen, akkor megad
egy megoldast. Adjunk ezen szubrutin felhasznalasdval polinomiélis eljarast,
amely maximalizdlja a cz célfiiggvényt az {z : A’z < b',x > 0} poliéderen.
(Megoldas)
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578. Adott egy ordkulum, amely egy egyenl6tlenség-rendszerrdl eldonti, van-
e megoldasa. Ezt felhasznalva adjunk polinomidlis algoritmust az

Ar=0b, >0

rendszer egy megolddsdnak meghatdrozasira. (Megoldds)

579. Adott egy szubrutin, amely egy nemiires P poliéderre és egy ¢ vektorra
kiszdmitja max{cx: x € P} értékét, ami oo is lehet. Ezen szubrutin segitsé-
gével dontsd el adott nemiires Py, P, poliéderekrdl, hogy Py C P teljesiil-e!
(Megoldés)

580. Adott egy ordkulum, amely A, b, ¢, zg, input esetén ha Axy < b, akkor
megadja a max cx, Az < b linearis program optimumértékét, vagy azt, hogy
a célfiiggvény nem korlatos. Adjunk polinomiélis algoritmust ennek felhasz-
nalasaval valamely egyenlotlenség-rendszer megoldhatosaganak eldontésére.
(Megoldas)

581. Adott egy szubrutin Az = b,z > 0 egy bazismegolddsanak meghataro-
zasara. Mutassunk olyan polinomialis eljardst, ami a szubrutin segitségével
megadja A'z’ <V, 2’ > 0 egy bazismegolddsat.

582. Adott egy eljaras, amely eldonti, hogy egy tetszéleges k X n-es A mét-
rixra és b k-dimenzids vektorra van-e megolddsa az { Az < b,z > 0} rendszer-
nek. Adjunk polinomiélis eljardst, amely ennek felhasznalasaval eldonti, hogy
van-e megolddsa az {A;x < b} rendszernek, ahol A; egy adott k x (n — 1)-es
métrix. (Megoldés)

583. Adott egy eljaras, amely eldonti, hogy egy tetszbleges Ax < b egyen-
16tlenség-rendszernek, amirdl tudjuk, hogy van megoldasa, egy tetszélegesen
kivalasztott sora redunddns-e. Adjunk polinomidlis eljarast, amely ennek fel-
hasznalasaval eldonti, hogy van-e megoldasa egy adott egyenlGtlenség-rend-
szernek. (Megoldas)

6.6. Dual szimplex médszer

584. Mutassuk meg, hogy a dudl szimplex moddszer egy lépése utan a bazis
dudl megengedett marad.



6.6. DUAL SZIMPLEX MODSZER 103

585. Mutassuk meg, hogy a dudl szimplex médszer egy lépése soran a
célfiiggvény-érték nem ndo.

586. Adjunk modszert egy kezdeti dudl megengedett bazis megtaldldsara.

587. Adott egy G = (Vi, Vo, E) Osszefiiggd péaros graf. Szerepelt, hogy a
graf A incidencia-matrixa TU, tehdt az Az = 1,2 > 0 rendszer pontosan
akkor megoldhaté, ha van teljes parositds. Mi az A matrix rangja? Ha teljes
sorranguva tesszik, mi egy bazis? Mikor primal illetve dudl megengedett egy
bézis?

588. Mit csinal az el6z6 feladatban szereplé rendszerre a dudl szimplex
modszer a ¢ = 0 célfiiggvényre?
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7. fejezet

Teljesen unimodularis
matrixok

Valamely A matrixot akkor neveziink teljesen unimodulérisnak (TU: to-
tally unimodular), ha minden aldetermindnsa (0,+1) értékii. Specidlisan,
ilyen matrix minden eleme 0, +1 vagy —1. Viladgos, hogy TU-matrix transz-
ponéltja is az. Sorokat vagy oszlopokat —1-gyel szorozva vagy elhagyva ismét
TU-matrixot kapunk.

TU matrixok egy specidlis fajtdja a halézati matrix. Legyen D olyan
iranyitott graf, amely irdnyitatlan értelemben Gsszefiiggs és legyen F' egy
feszit6 fa. A Hp matrix sorai az F éleinek felelnek meg, mig az oszlopai az
F-en kiviili éleknek. Minden e = uv nem-fa élre a faban egy egyértelmil (nem
feltétlentl irdnyitott) Ut vezet v-bol u-ba. Ennek egy f elemére a métrix ay e
elemét definidljuk 1-nek, ha f irdnya megegyezik az utéval és —1-nek, ha
azzal ellentétes. A matrix minden méas eleme 0.

589. Milyen A TU maétrix esetén lesz (i AA) TU? (Megoldas)
- —A A\,
590. Mutassuk meg, hogy ha A TU matrix, akkor A a4 TU!

(Megoldés)

591. Mutassuk meg, hogy ha A TU métrix, akkor <161 S}) is TU! (Meg-
oldés)

105
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592. Legyenek A és B TU-métrixok. Igaz-e, hogy ekkor (A,I), (4,—A),
(A,B) is TU? (Megoldés)

593. Mutassuk meg, hogy ha A hélézati métrix, akkor (A, A), (A,I) (i),

(?) is halézati matrix. (Megold4s)

594. Dontsiik el, hogy az aldbbi matrixok kozil melyek lesznek teljesen
unimoduléarisak, ill. hal6zati matrixok:

a) péros graf incidencia-métrixa;
b) irdnyitott graf incidencia-matrixa;

¢) olyan 0 — 1 matrix, amelynek oszlopaiban az 1-esek folytonosan he-
lyezkednek el. (Megoldas)

595. Mutassuk meg, hogy ha egy paros graf incidencia-métrixahoz hozzave-
sziink egy csupa 1 sort, akkor hélézati métrixot kapunk. (Megoldés)

596. Bizonyitsuk be, hogy a kévetkez6 matrix nem halézati matrix, de tel-
jesen unimodularis:

—= e e
_— O O = =
= —_ 0 O =
O R = O
OO~ =

(Megoldés)

597. Bizonyitsuk be, hogy a kévetkezd matrix teljesen unimodularis, de nem
halézati matrix:
1 -1 0 0 -1
-1 1 -1 0 0
0 —1 1 -1 0
0 0 -1 1 -1
-1 0 0 -1 1

598. Mutassunk példat olyan haldzati matrixra, amelynek transzponaltja
nem hdlézati matrix. (Megoldés)



107

599. Legyen V egy (véges) alaphalmaz, Hi,Ho C 2V, és az

A e RUHiIHIH2D)x|V]

matrix a Hy és a Hy (multiplicitdssal vett) unidjanak incidencia-métrixa.
Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd esetekben A TU:
a) ha Hy és Ho egy-egy particidja V-nek,
b) ha H; és Ha egy-egy lanc (azaz Hq, Hy € H; esetén Hy C Hy vagy
H2 Q Hl)

600. Egy halmazrendszer lamindris, ha barmely két eleme vagy diszjunkt
vagy egyik tartalmazza a maésikat. Legyen L1 és Lo két laminaris halmaz-
rendszer ugyanazon az S alaphalmazon. Legyen A az a métrix, aminek sorai
az L1 U Lo-beli halmazok karakterisztikus vektorai. Mutassuk meg, hogy A
hélézati matrix.

601. Legyen A TU matrix, b egész vektor, és az x1,x9 € {x € R™ : Az < b}
egész vektorok olyanok, hogy 0 < x7 <2-1és2-1 < xy <4-1. Lassuk be,
hogy 1étezik olyan egész x¢ € {x € R" : Az < b}, amelyre 1 <z < 3-1.
(Megoldas)

602. Legyen A € R™*" teljesen unimoduldris, by, by € Z™, P, = {a : Az <
bi}, Po ={x: Az < by} és z € P, + P egész. Bizonyitsuk be, hogy ekkor z
el6éll egy Pi-beli és egy Ps-beli egész vektor 6sszegeként.

603. Legyen A TU-maétrix, b egész, xo € {x : Az < b}, ¢ tetszbleges vektor.
Az g vektor kerekitésének azt nevezziik, hogy minden koordinatajat helyet-
tesitjiik annak alsé vagy fels6 egészrészével. Igazoljuk, hogy xg kerekithetd
ugy, hogy a cx célfiiggvény értéke ne csokkenjen. (Megoldés)

604. Legyen az A TU matrix, b egész vektor és a egész vektor, o egész
szam. Tegyiik fel, hogy az Az < b egyenl6tlenségrendszernek van megoldédsa
és neki linearis kovetkezménye az ax < «a egyenlotlenség. Lassuk be, hogy
egész egyutthatokkal is linearis kévetkezménye, azaz 1étezik olyan y > 0 egész
vektor melyre yA = a és yb < a.

605. Mutassuk meg, hogy tetszOleges x1, ..., x, valds sorozat elemeinek van
olyan zi,...,z, kerekitése, hogy minden 1 < i < j < m-re a z + -+ + z;
osszeg kerekitése az x; 4 - - - 4+ x; Osszegnek.
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606. Adottak 0 < a; < b; < 1 valds szdmok (i = 1,...,m), és adott egy
k pozitiv egész. Mutassuk meg, hogy az [a;, b;] intervallumok beoszthatdk k
csoportra gy, hogy tetszéleges x € [0,1]-re az z-et tartalmazé intervallumok
szdma a kiilonbozd csoportokban majdnem ugyanannyi (legfeljebb 1-gyel tér-
het el).

607. Adottak ay; és by egész szdmok (1 < k <[ <n). Egy x € R"™ vektort
nevezzink jonak, ha

l
ag < Z(—l)ixi < by, minden 1 <k <[ < n szampérra.
i=k

Tegyiik fel, hogy 1étezik olyan j6 vektor, aminek minden komponense 0, 1 vagy
2, és olyan j6 vektor is, aminek minden komponense 2, 3 vagy 4. Mutassuk
meg, hogy ekkor létezik olyan j6 vektor, aminek minden komponense 1, 2
vagy 3.

608. Bizonyitsuk be, hogy ha egy TU métrix minden sordban és minden
oszlopaban paros sok nem nulla elem van, akkor a méatrix elemeinek Osszege
oszthaté 4-gyel. (Megoldés)

609.

a) Mutassuk meg, hogy egy m X n-es valés méatrix elemei kerekitheték
ugy, hogy minden sordsszeg és oszloposszeg kevesebb, mint 1-gyel val-
tozzon.

b) Léssuk be, hogy ez még tigy is megtehetd, hogy tetszbleges 1 < i < m-
re az els6 i sor elemeinek Osszege is kevesebb, mint 1-gyel valtozik, és
tetszOleges 1 < j < n-re az els6 j oszlop elemeinek 6sszege is kevesebb,
mint 1-gyel valtozik.

610. Mutassunk olyan P egész poliédert, k pozitiv egész szamot, és z € kP
egész vektort, ahol z nem all el k darab P-beli egész vektor Gsszegeként.
(Megoldés)

611. Egy hipergraf TU, ha incidencia-métrixa TU. Bizonyitsuk be, hogy
TU hipergraf fiiggetlen éleinek maximélis szama megegyezik az éleket lefogd
pontok minimalis szdméaval. Mutassuk meg azt is, hogy ha a hiperélek min-
den pontot fednek, gy a pontokat fedd élek minimalis szima megegyezik az
olyan pontok maximalis sziméval, amelyek koziil minden él legfeljebb egyet
tartalmaz.
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612. Bizonyitsuk be, hogy egy laminéris halmazrendszer incidencia-métrixa
TU.

613. Igazoljuk, hogy egy n-elemi alaphalmazon egy TU hipergrafnak legfel-

() () ()

kiilénb6z6 éle lehet (az tireshalmazt is beleértve). Bizonyitds nélkil felhasz-
nalhat6, hogy ha egy H = (V, E), (V| = n) hipergrafnak t6bb, mint

k—1
> (;)
i=o M
kiilonbozé éle van, akkor kivdlaszthaté X C V, | X| = k dgy, hogy {X Ne:
e € E} = 2%, (Megoldas)

614. Lovasz tétele szerint ha egy n oszlopt 0 — 1 TU-métrixnak barmely két
sora kilénbo6zo, akkor legfeljebb

() =)+

sora van. Bizonyitsd be, hogy ez a korlat éles. (Megoldés)
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8. fejezet

Linearis programozas és
TU-sag alkalmazasai

8.1. Geometriai feladatok

615. (Carathéodory) Ha R™ egy z pontja el6all az a1, aq, ..., a; pontok kon-
vex kombindcidjaként, akkor koziiliik legfeljebb n + 1-nek is el6all konvex
kombinécidjaként. (Megold4s)

616. (Kirchberger) Adott R™-ben véges sok kék és véges sok piros pont. Pon-
tosan akkor nem vélaszthatdak szét (szigorian) hipersikkal, ha van koézottitk
n + 2 pont, hogy mar azok sem vélaszthatéak szét. (Megoldds)

617. Adott a sikon véges sok kék és véges sok piros pont. Pontosan akkor
1étezik a piros és kék pontokat elvalasztd egyenes, ha az alabbi két eset egyike
sem kovetkezik be:

(i) harom egyszinii pont alkotta haromszogben egy ellentétes szint pont,
(ii) két egyméast metszd zart szakasz, az egyik végpontjai pirosak, a mési-
kéi kékek.
(Megoldés)

618. (Helly)
a) Igazoljuk, hogy ha véges sok R"-beli poliéder koziil barmely legfeljebb
n + 1 metszete nem {ires, akkor az 0sszes metszete sem {ires.

111
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b) Bizonyitsuk be ugyanezt poliéderek helyett tetszbleges konvex halma-
zokra. (Megoldas)

619. Adottak az aq,...,a, pontok R™-ben, m > n + 2. Az a; pont ki-
hagyésaval keletkez6 m — 1 pont konvex burkét jeldlje Q. Igazoljuk, hogy
N™,Q; # 0. (Megoldas)

620. irjuk fel LP feladatként a kovetkezot. Adottak aq,as,...,ar € R™
és ¢, p € R™ vektorok. Tegyiik fel, hogy a p-bdl kiindulé, ¢ irdnyua félegyenes
metszi az aq, . . ., a; pontok konvex burkat. Talaljuk meg a p-hez legk6zelebbi
metszéspontot. (Megoldés)

8.2. Modellezés LP feladattal

621. Adott A € R™" b € R™, ¢1,...,¢, € R;. Alakitsuk 4t linearis
programozasi feladattd a kovetkezd feladatot:

n
miani\xﬂ :
i=1
Az <b.

(Megoldas)

622. Adott A € R™*" b € R™, ¢1,...,¢x € R™. Alakitsuk at linedris
programozasi feladattd a kovetkezd feladatot:

Az =D
x>0

min f(2),

ahol f(z) := max{ciz,...,cpx}. (Megoldas)

623. Irjuk fel linedris programozasi feladatként a kdvetkezd két problémat:
egy adott {x € R™ : Az < b} poliéder és a € R™ vektor esetén hatdrozzuk
meg a poliéder egy olyan pontjat, amelyre

a) ||z — a||eo := max |z; — a;| minimélis;

b) ||z —all1 :=>_ |x; — a;| miniméalis. (Megold4s)
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624. Irjuk fel LP feladatként a kovetkezd problémét. Egy adott aru vételét,
eladédsat, tarolasat kell meghatarozni n hénapra. Minden hénapban adott az
eladési és a vételar. Kezdetben 50 egységnyi aru van, a tarolasi kapacitas 100,
a tarolasi koltség 100 Ft havonta. Az adott hénapban vett arut tarolni kell,
az adott honapban eladottat nem. A cél a profit maximalizdldsa. (Megoldas)

625. Egy gyarban négyféle terméket készitenek. Legyenek ezek A, B, C és D.
A termékek eléallitdsa darabolé-, forgacsold- és hegesztégéppel torténik. Az
egyes termékek eldallitasanak fajlagos gépidejét, valamint a gépek kapacitasat
(6rdban kifejezve) a kovetkezd tdblazat mutatja.

Gépek A B C D | Gép kapacitésa
Darabologép 1 2 1 2 2000
Forgacsolégép | 0 1 2 2 1200
Hegeszt6gép 3 2 1 2 3000

Az A és B termékekbél osszesen legaldbb annyit kell termelni, mint a C' és
D termékekbél Osszesen. A B termékbél kétszer annyit kell termelni, mint
C-b6l. A forgécsologép kapacitdsat ki kell haszndlni. Mennyit termeljenek az
egyes termékekbdl, ha a cél az, hogy a kihasznalatlan kapacitasérak mennyi-
sége miniméalis legyen? Irjuk fel az LP feladatot.

626. Egy ékszerésznél 20 dkg arany, 20 db gyémant és 40 db zafir van
raktaron. Haromféle ékszert készithet ezekbdl: 1 db gyémant 2 db zafirral és
3 dkg arannyal, ennek dra 1 millié forint, 2 db gyémant 3 db zafirral és 1
dkg arannyal (4 milli6), vagy 3 db gyémént 1 db zafirral és 2 dkg arannyal
(5 milli6). Hogyan érheti el a legnagyobb bevételt? Oldjuk meg a feladatot
szimplex médszerrel. (Megold4s)

627. Egy irészer-iizletben piros, zold, és kék szinii ceruzdkat drulnak. A ve-
zetdség tigy dont, hogy a maradék készletbdl nem egyesével, hanem kettesével
arulja ceruzékat: egy csomagban mindig kiilonb6z8 szintiek lesznek. A piros-
z6ld, piros-kék, z6ld-kék csomag ara rendre 50, 60 ill. 70 Ft. Az egyes szinekbdl
jelenleg 10-10 darab van mar csak raktaron. Melyik készletbdl mennyit kell
eladniuk, hogy a bevétel a lehetd legtobb legyen? (Nem kotelezd kidrusitani
a teljes raktarkészletet!) Oldjuk meg a problémat szimplex-algoritmussal.
(Megoldas)

628. Van egy fonégépiink, ami napi 18 érat hasznalhato, és egy szovégépiink,
ami napi 3 6rat. Négy terméket készithetiink: FonalA, FonalB, SzoévetA, Szo-
vetB. Az aldbbi tabldzat tartalmazza, hogy az egyes termékekbdl 1 doboz
mennyi munkat igényel a fond- és szévogépen, és hogy mennyiért adhato el.



114 8. LINEARIS PROGRAMOZAS £S TU-SAG ALKALMAZASAI

Hatarozzuk meg szimplex mddszerrel, hogy melyikbol mennyit érdemes készi-
teni. Minden optimalis bazisra nézziik meg, hogy az arak illetve rendelkezésre
allé gépid6k milyen valtozésa esetén maradnak optimélisak (ha egyetlen adat
valtozik).

SzovetA | SzovetB | FonalA | FonalB

Fonégép 10 4 3 2
Sz6v6gép 2 0,5 0 0
Eladasi ar 12 4 2 1

8.3. Grafok

629.%  Mutassuk meg, hogy egy G irdnyitott graf pont-él incidencia-
métrixa pontosan akkor teljes oszloprangi, ha G (irdnyitatlanul nézve) erdé.

630. Mennyi egy G 0Osszefiiggd paros graf incidencia-matrixanak rangja?
(Megoldés)

631. Legyen G irdnyitatlan graf, A a graf egy rogzitett irdnyitasdhoz tarto-
z6 pont-€l incidencia-matrixa, és hagyjuk el a matrix egy sorat, a maradék

maétrixot jelolje Ag. Bizonyitsuk be, hogy a G-beli feszitéfdk szama éppen
det AgAl. (Megoldas)

632. (Cayley) A K, teljes graf feszitéfainak szdma n"~2. (Megoldés)
633. Léssuk be a Farkas-lemma segitségével a Hall-tételt! (Megoldés)

634. Legyen G = (V, E) graf. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkez&k ekvivalen-
sek.

(i) 3z : V — Ry, amelyre minden v € V csticsra

u€N (v)

(i) Ay :V — R, amelyre > .y, y(v) < 0 és minden v € V-re

> ylw) =0,

uwEN (v)

(Megoldas)
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635. Legyen G = (V,E) irdnyitatlan graf, f : V — R. Igazoljuk, hogy
pontosan akkor nem lehet az élekre c(e) valds szdmokat frni gy, hogy

Z clww) = f(v) Yv eV,

weE

ha 3 g:V — R, hogy g(u) + g(v) =0 Vuv € E és

> fv)g(v) # ol

veV

636. Adott egy G = (V, E) irdnyitatlan graf. Mit mond a dualitds-tétel az
alabbi feladatrél? Irjunk nemnegativ szdmokat a graf éleire (z: E — Ry)
tigy, hogy minden v csticsban ) _ - px(e) > 1 teljesiiljon, és a Y . z(e)
Osszeg minimélis legyen. (Megold4s)

637. Bizonyitsuk be TU-méatrixok segitségével

a) Konig tételét, miszerint egy paros grafban a fiiggetlen élek maximalis
szama egyenld az éleket lefogd pontok minimalis szamaval.

b) Egervéary tételét (219. feladat)! (Megoldas)

638. Karakterizaljuk azon 6sszefligg6 G grafokat, amelyekre 1étezik olyan x :
E(G) — R fiiggvény, hogy 3 -, 2(e) = 1 minden v-re teljesiil. (Megoldas)

639.* Karakterizaljuk azon 6sszefiiggd G grafokat, amelyekre 1étezik olyan
z: E(G) — Ry fiiggvény, hogy > .5, x(e) = 1 minden v-re teljesiil. (Megol-
dés)

640. A G = (V, E) irdnyitatlan graf éleire egészeket akarunk irni gy, hogy
minden csiicsban a szomszédos élekre irt szamok Osszege paratlan legyen.
Bizonyitsuk be, hogy ezt pontosan akkor nem lehet megtenni, ha van egy
paratlan U C V halmaz, melybdl nem megy ki él. (Megoldas)

641. Legyen A a K, , teljes paros graf pont-él incidencia-matrixa. Legyen
¢ > 0 sulyfiiggvény az éleken. Tegyiik fel, hogy adott egy polinomialis algo-
ritmus, amely meghatarozza a max cx : Az = 1,z > 0 feladat dudlisinak egy
optimalis megoldasat. Keressiink ezen szubrutint felhasznalva polinomialis
algoritmust, amely megadja a maxcx : Az < 1,z > 0 feladat dudlisanak egy
optimdlis megoldédsat. (Megoldés)
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642. Bizonyitsuk be, hogy izolalt pontot nem tartalmazé paros grafban a
lefogd élek minimélis szdma egyenld a fiiggetlen pontok maximalis szaméaval.
Miért van sziikség az izolalt pontok kizdrdsdra? (Megoldas)

643. Fogalmazzunk meg és bizonyitsunk be minimax tételt az alabbi prob-
lémakra:
a) Egy paros grafban mennyi azon élek maximalis szdma, amelyek koziil
minden pontra legfeljebb 2 illeszkedik ?

b) Egy péros grafban mennyi a legkisebb olyan élhalmaz mérete, amely-
ben minden pont foka legalabb kett6?

644. Legyen A egy paros graf incidencia-métrixa, P = {x : Az = 1,2 > 0}
poliéder. Bizonyitsuk be, hogy

a) P a teljes parositdsok karakterisztikus vektorainak konvex burka;

b) K., teljes paros graf esetén dim P = (n — 1)2. (Megoldas)

645.*  Egy graf részgrafja (< f)-faktor, ha minden foka legfeljebb f(v)
egy adott f : V — N fokkorlatra. Adjunk minimax tételt egy paros graf
(< f)-faktorainak maximélis élszdmara.

646. Legyen G = (S,T;E) péros graf. Lassuk be, hogy pontosan akkor
létezik olyan F' C FE élhalmaz, aminek S-ben minden foka 10 és T-ben minden
foka 20, ha

3X C S, Y C T, amelyekre 20|Y| > 10| X| + d(Y, S — X)
és
3X C S, Y C T, amelyekre 10|X| > 20|Y| + d(X,T - Y),

ahol d(X,Y) az X és Y kozott mend élek szamat jeloli.

647. Bizonyitsuk be, hogy egy paros graf éleit meg lehet szinezni tugy k
szinnel, hogy minden v cstcsra és mindegyik j szinre a v-be men6 d(v) darab
él koztl |d(v)/k| vagy [d(v)/k] darab szine j. (Megoldas)

648.* Legyen a G = (S,T, E) pédros graf, k tetsz6leges egész szam. Ekkor
FE-t meg lehet szinezni Ggy k szinnel, hogy minden v cstcsra és mindegyik j
szinre a v-be mend d(v) darab él kozil |d(v)/k] vagy [d(v)/k] darab szine j
és minden szinosztaly mérete ||E|/k]| vagy [|E|/k]. (Megoldés)
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649. Mutassuk meg, hogy ha egy paros graf minimalis foka ¢, akkor a
grafban van § éldiszjunkt lefog6 élhalmaz. (Megoldas)

650. Bizonyitsuk be TU métrixokkal, hogy egy iranyitott graf éleit meg lehet
szinezni igy k szinnel, hogy ha az i-szini részgraf be- ill. kifokfiiggvényét o;
ill.  §;-vel jeloljik, akkor minden v cstcsra és i szinre

0000 - < [ 2000

(Megoldés)

8.4. Aramok, folyamok

651. Adott egy G = (V, E) irdnyitott graf.
a) Legyen C = {z € RF : x > 0, z dram}. Irjuk fel a C' kipot metszet-
kupként és generdlt kupként !
b) Legyen P = {z € RF : 2 > 0, z dram, Y . p(e) = 1}. Trjuk fel P-t
poliéderként és politépként! (Megoldds)

652. Adott egy G = (V, E) Osszefiiggd irdnyitott graf. Igazoljuk, hogy az
{x € RF : 2 4ram} altér dimenzidja |E| — V| + 1.

653.
a) Legyen @Q a D = (V, A) irdnyitott graf incidencia-matrixa. Ha f és g
egészértékii, akkor a megengedett dramok {z € R4 : Qx =0, f <
x < g} poliédere egész poliéder.
b) Egész kapacitdsok esetén a megengedett folyamok poliédere egész.
(Megoldas)

654. Bizonyitsuk be TU-matrixok segitségével
a) Hoffmann tételét,
b) az MFMC tételt!

655. Legyenek a D = (V, A) digraf élhalmazan adottak az f és g kapacités-
fuggvények és a c¢ koltségfliggvény. Igazoljuk, hogy léteznek az A halmazon
értelmezett f/ és ¢’ fiiggvények gy, hogy D-ben egy = egy f-re és g-re nézve
megengedett aram akkor és csak akkor minimalis c-koltségli, ha x megenge-
dett az f'-re és a g’-re nézve. (Megoldés)



118 8. LINEARIS PROGRAMOZAS £S TU-SAG ALKALMAZASAI

656. Legyen A egy G irdnyitott graf pont-él incidencia-métrixa, f < g
alsé ill. felsé korlatok az éleken. Bizonyitsuk be, hogy zo bazismegoldasa a
megengedett dram feladatnak (azaz {Az =0, f <z < g}-nek) akkor és csak
akkor, ha azok az élek, amelyeken xy nem egyenld egyik korlattal sem, erdét
alkotnak G-ben. (Megoldas)

657. Legyen A hélézati matrix. Bizonyitsuk be, hogy a

p < Az < b,
f<xz<g

rendszer visszavezethetd egy megengedett dram feladatra. (Megoldds)

658. Legyen D = (V, E) egy digraf, f és g alsé illetve felsd korldtok az éleken,
c: F — R koltségfiiggvény, és keressitk a minimalis koltségli megengedett
aramot. Definidljuk a D' = (V| E') segéd-digréifot és a ¢ : E' — R fliggvényt
a kovetkezdképpen :

— uv € B _elére é1”, ha uwv € E és g(uv) = oo, és ekkor legyen ' (uv) =
c(uv);

— uv € E’'  hatra é1”, ha vu € E és f(vu) = —o0, és ekkor legyen ¢/ (uv) =
—c(vu).

Mutassuk meg, hogy ekkor, feltéve, hogy létezik megengedett aram, a kévet-
kezOk ekvivalensek:

(i) cx korldtos alulrél,
(ii) nincs negativ ¢/-koltségli irdnyitott kor D’-ben,

(iii) 1étezik egy olyan 7 : V — R flggvény, amelyre:

w(v) — 7(u) < ¢(uv), ha uv € E és g(uv) = oo, és
w(v) — w(u) > c(uv), ha uwv € E és f(uv) = —oo.

(Megoldés)

659. Legyen D = (V, E) egy digraf, f és g alsé illetve felsd korldtok az éleken,
¢ : F — R koltségfiiggvény, és keressitk a minimalis koltségli megengedett
aramot. Egy o megengedett dramra definidljuk a D, = (V, E,) segéd-digrafot
és a ¢, : E, — R fliggvényt a kovetkezOképpen:

—w € E, ,elére é1”, ha uwv € E és xz(uv) < g(uv), és ekkor legyen
cz(uv) = c(uv);
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— uv € E, ,hatra é1”, ha vu € FE és x(vu) > f(vu), és ekkor legyen
¢z (uwv) = —c(vu).

Mutassuk meg, hogy ekkor a kovetkezdk ekvivalensek:
(i)  minimélis koltségli megengedett dram,
(ii) nincs negativ c,-koltségli irdnyitott kor D,-ben,

(iii) létezik egy olyan 7 : V — R fuggvény, amelyre:

m(v) — 7(u) < c(uv), ha uv € E és z(uv) < g(uv), és
7w(v) — m(u) > c(uv), ha uv € E és x(uv) > f(uv).

8.5. Egyéb kombinatorikai alkalmazasok

660. Legyen I egy nemiires zart intervallum, és I, ..., Ix nemiires zart rész-
intervallumai I-nek. Fogalmazzunk meg minimax-tételt az I, ..., I} koziil
kivalaszthaté diszjunkt intervallumok maximalis szdméra! (Megoldés)

661.* Adjunk kombinatorikus algoritmust a fenti intervallumpakoldsi fel-
adat megolddséra! (Megoldés)

662. Legyen I egy nemiires zart intervallum, és I, ..., Ix nemiires zart rész-
intervallumai I-nek, amik egyiitt lefedik I-t. Fogalmazzunk meg minimax-
tételt az Iy, ..., I kozil I-t fedS intervallumok minimélis szdmara! (Megol-

dés)

663. Adjunk kombinatorikus algoritmust a fenti intervallumfedési feladat
megoldédséra!l (Megoldés)

664. Adott egy Ut valahdny részutjanak rendszere. Mutassuk meg, hogy a
részutakat lehet egyenletesen szinezni k szinnel, vagyis gy, hogy minden élre
minden szinbdl kériilbelil ugyanannyi tt illeszkedik (£1). Adjunk a k& = 2
eset megoldédsara egy egyszerli rekurziv algoritmust!

665. Azt mondjuk, hogy egy {a1,...,a,} halmaz reprezentdl egy {F1, ..., F,}
halmazrendszert, ha létezik m permutéci6, hogy ar; € F; minden i-re. Le-
gyen V véges alaphalmaz, F,G C 2V |F| = |G| = n, ahol n < |V|. Pontosan
akkor létezik olyan n elemii halmaz, ami F-et és G-t is reprezentalja, ha

VI, J C{L,....n}: |Uies FiNUjey Gyl = 11|+ 1] .
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8.6. Hal6zati szimplex mddszer

Egy digraf gyengén Gsszefiiggs, ha az irdanyitast elfelejtve 6sszefiiggo grafot
kapunk. A halézati szimplex mddszer egy

0:(v) = 6, (v) =b, YwveEV -1y
x>0

max E CeTe

eck

alaki feladatot old meg, ahol D = (V, E) gyengén osszefiiggd digraf, vo € V
egy kijelolt csics, b, és ¢, pedig valds szamok (v € V —vyp, e € E). Ha minden
b, egész, akkor van egész optimélis megoldds (miért?).

Bazisnak az élek egy olyan részhalmazat nevezziik, ami irdnyitatlan ér-

telemben feszité fa. Az egyenletrendszer matrixanak azt a nemszinguldris
részméatrixat, amit a fa éleihez tartozé oszlopok adnak, szintén B-vel jelol-
jiik. Az & vektort tigy kapjuk, hogy a B~1b vektort kiegészitjiik 0 értékekkel
a fadhoz nem tartozé éleken. Ha & > 0, akkor a bézis primal megengedett,
és T a hozzé tartozd bazismegoldas. Amint az az el6addsjegyzetben szerepel,
mind Z, mind §j = cg B! konnyen kiszdmolhaté a feszits fan folfele illetve
lefele 1épkedve.
666. Adott egy G = (V1, Va; E) osszefiiggd paros graf. Tudjuk, hogy a graf
A incidencia-métrixa TU (lasd 594. feladat), tehat az Az = 1,z > 0 rend-
szer pontosan akkor megoldhaté, ha G-nek van teljes parositdsa. Mi az A
matrix rangja? Ha teljes sorranguva tessziik, mi egy béazis? Mikor primal
megengedett egy bazis? (Megoldés)

667. Legyen D = (V, E) gyengén Osszefiiggd irdnyitott graf, vg € V, legyen
A az a matrix, amit az incidencia-matrixbol kapunk a vg-hoz tartozé sor tor-
lésével. Tekintsiink egy max{cz : Az = b,z > 0} alaku feladatot. Nevezziink
egy primal megengedett bazist erdsen megengedettnek, ha a feszito fa Gsszes
olyan uv élére, amire T,, = 0, v kozelebb van a faban vg-hoz mint u. Van-e
mindig erdsen megengedett bazis, ha a feladat megoldhat6? (Megoldéas)

668. A 667. feladatban definidltuk az erésen megengedett bazist. Mutassuk
meg, hogy ha adott egy er0sen megengedett bazis, akkor a szimplex-moddszer
egy lépésében a kilépd élt lehet tigy valasztani, hogy a kévetkez6 bazis is
er6sen megengedett legyen. Mutassuk meg, hogy ezzel a modszerrel egy de-
generdlt baziscserénél (tehdt amikor a bazismegoldas nem valtozik) >, .y 7,
szigortian csokken. (Megoldds)
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669. A 667. feladatban szereplé halézati feladatban az x > 0 feltételt cse-
réljik le arra, hogy l. < z. < u, minden e élre, ahol I, < u, egész korlatok.
Mutassuk meg, hogy egy bézis tekinthetd tigy, mint egy F' feszito fa plusz az
E\ F éleinek két részre osztasa. Mikor primél megengedett egy bazis? Hogy
definidlhatjuk a béazishoz tartozé dudlis vektort? Mikor dudl megengedett a
bézis? Mi a feltétele annak, hogy megoldhato legyen a feladat?

670. Legyen V = {v1,v2,v3,v4,05}, és legyen D = (V, E) a teljes irdnyitott
graf V-n, amiben minden él mindkét irdnyban szerepel. Legyen b,, = —1,
by, =1, és by, = by, = by, = 0. Az éleken a sulyfliggvény

ctwy) =~ | 157

Az ezekre vonatkoz6 halozati feladatot tekintjik, azaz
max{cz: x>0, 0,(v) —d(v) =b, Yo €V}
a) Tegyiink meg 2 1épést a primdl halézati szimplex médszerrel a

{1)102,1/11)37011)4,?)1115}

kiindulasi bazisbél. (A Bland szabalynal az élek lexigrafikus sorrend-
ben vannak, azaz v1vse, v1U3, U104, V105, V2U1, Stb.)
b) Tegylunk meg 2 lépést a primal halézati szimplex mdédszerrel a

{UZUla U3V1, U4®1,’U1U5}

kiindulasi bazisbdl, a Bland szabaly alkalmazaséaval.

c) Tegyiink meg 2 1épést a dudl hélézati szimplex mddszerrel a
{v1ve, V504, V403, V3V2 }

kiindulési bazisbdl.
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9. fejezet

Egészértéki programozas

9.1. IP feliras és vagasok

671.% Fogalmazzuk meg IP feladatként egy grafban a fiiggetlen pontok
maximalis szdmat! Mi az LP relaxdcié dudlisa? (Megoldés)

672.” Fogalmazzuk meg IP feladatként egy grafban a maximélis parositis
méretét! Mi az LP relaxdcié dudlisa? (Megoldds)

673. (Halmazfedési feladat) Legyen S egy nemiires alaphalmaz és H egy
hipergraf S-en. Legyen p = min{k : 1étezik H' C H ami fedi S-et, és |H'| =
k}. Fogalmazzuk meg p-t egy IP feladat optimumaként! Mi az LP relaxdcié
dudlisa? (Megoldés)

674. Legyen S egy nemiires alaphalmaz és H egy hipergraf S-en. py =
min{k : 1étezik H' C H ami kétszeresen fedi S-et és |H'| = k (multiplicitds-
sal)}. Fogalmazzuk meg po-t egy IP feladat optimumaként! Mi az LP relax4-
ci6 dudlisa? (A kétszeres fedés azt jelenti, hogy minden s € S esetén s benne
van H' legaldbb 2 elemében.) (Megoldés)

675. (Halmazpakoldsi feladat) Legyen S egy nemiires alaphalmaz és H egy
hipergraf S-en. Legyen v = max{k : létezik H' C H melyre H' elemei disz-
junktak és |H'| = k}. Fogalmazzuk meg v-t egy IP feladat optimumaként!
Mi az LP relaxdci6 dudlisa? (Megoldés)

123
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676. Legyen R C R” egy racs, amit a g1, . . ., g linedrisan fiiggetlen vektorok
generdlnak, azaz R ezek egész egyiitthatés kombindciéibél ll. Irjuk fel a
max{cz : Az <b, x € R} feladatot egészértékii programozasi feladatként.
(Megoldés)

677. (Szimmetrikus utazd igynok feladat) Legyen G = (V, E) irdnyitatlan

graf, és ¢ : E — R, koltségfiiggvény. Irjuk fel egészértékli programozdsi
feladatként a minim4lis koltségli Hamilton-kor megkeresését. (Megoldés)

678.% Irjuk fel a szimmetrikus utazé iigynok feladatot (lasd 677. feladat)
a graf méretében polinomidlis méretli egészértékii programozasi feladatként.
(Megoldés)

679.% (Dijgyljto utazd ugynok feladat) A szimmetrikus utazé tigynok fel-
adat altaldnositdsa a Dijgytijté Utazé Ugynok feladat. Adott n cstics, minden
(i,7) csicsparnak adott a c(i, j) utikoltsége (feltessziik, hogy erre teljesiil a
héromszog-egyenlétlenség), és minden ¢ cstcsnak adott egy p; értéke. Az
iigynok az 1. csuicsbdl indul, és egy kort tesz meg, de nem feltétleniil kell az
Osszes csucsot érintenie. Az tigynok bevétele a koron 1évo csiicsok értékeinek
az Osszege, kiadasa pedig a bejart élek utikoltségeinek Gsszege. A cél a pro-
fit maximalizaldsa. Irjuk fel ezt a feladatot egészértékii linedris programozasi
feladatként! (Megoldds)

680. Legyenek P' = {z € R" : Az <b'}, P? = {z € R" : A%z < b},
.., PP ={z € R" : A¥x < b*} korldtos poliéderek. Irjuk fel vegyes linedris
programozasi feladatként a kévetkezot :

max{cz:x € PUP>U...U Pk}

(Megoldas)
681.% Irjuk fel vegyes programozasi feladatként a kovetkezét:

maXZ fi(z;)
j=1

ljS.%‘jSUj (j:l,...,n)
Ax <b,

ahol f; szakaszonként linedris fiiggvény (j =1,...,n). (Megoldés)
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682.* Adott m gép és n munka. Minden munkét egy gépen kell megszakitds
nélkil végezni, de mindegy hogy melyiken. Minden gép egyszerre csak egy
munkdt tud végezni. A j-edik munkat legkordbban az s; idépontban kezd-
hetjiik, legkésobb a t; idépontban be kell fejezniink, és elvégzési ideje a;.
Tegyiik fel, hogy az s;,1;,a; értékek egészek. Irjuk fel a feladatot egészértékii
programozasi feladatként, ha célunk minél elébb végezni az 6sszes munkaval.
(Megoldas)

683.% Irjuk fel egészértékii linedris programozasi modellel a kovetkez fel-
adatot. Adott n targy, mindegyiket 3 gépen kell megmunkalni: el6szor az elsé
gépen, utdna a masodikon, utdna a harmadikon. Az i-edik targy megmunk&-
lasa a j-edik gépen t;; id6t vesz igénybe, és nem lehet megszakitani. Minden
gép egyszerre csak egy targyat tud megmunkdalni. A cél a minél hamarabbi
befejezése az Osszes munkénak. (Megoldéas)

684. Egy befekteto m kiilonb6z6 befektetési lehetOség koziil valaszthat n
egymas utani idéperiédusban. Az i-edik befektetésbe a j-edik periédusban
beszallni d;; forintba keriil (minden befektetési lehetéségbe legfeljebb egyszer
lehet beszéllni). Adottak még a;; (i € {1,...,m},j € {1,...,n}) szdmok; ha
az i-edik befektetésbe a t-edik periédusban szallunk be, akkor minden j > ¢
periédus elején van a;; bevételiink ebbdl a befektetésbél. Kezdetben a be-
fektetének B forintja van; természetesen a kés6ébbi bevételeit is befektetheti.
Irjuk fel az egészértékii linearis programozasi modellt, ha a cél a netté jelen-
értékének maximalizdlasa, és a kamatlab r. A nett6 jelenérték kiszdmolasa:

n
Jj=

_ G
(14 r)it

ahol C; a pénzmozgas (bevétel minusz kiadds) az j-edik idészakban.

685. Irjuk fel egészérték(l linedris programozasi modellel a kévetkezd fel-
adatot. Egy vallalatnak van m iizlete (uy,...,u,), ezekhez akar raktdrakat
létesiteni. A raktarak m lehetséges helyen épiilhetnek: vy,...,v,. Ha a v; he-
lyen épil raktar, az kétféle lehet: vagy 10 egység kapacitdsi (épitési koltség
f}) vagy vagy 20 egység kapacitast (épitési koltség f7). Az u; tizlet igénye d;
egység, ezt akdr tobb raktarbdl is kielégithetjiik (de csak egész egységenként).
Ha azonban az u; tizletbe t6bb mint 1 raktarbdl szallitunk, az g; extra kolt-
séget jelent (az mindegy, hogy mennyivel tobb mint 1 raktarbdl). Egységnyi
aru szallitasi koltsége v;-bol us-be ¢;;. A cél az 6sszkoltség minimalizéldsa.

686. A http://www.cs.elte.hu/~tkiraly/students/pkl.mps linken el-
érheto fajl egy vegyes programozasi feladatot tartalmaz. Oldjuk meg ezt a
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feladatot valamilyen szoftverrel. Mi az optimumérték? Mi az optimumérték,
ha az xsg, T, ..., T49 valtozokra koveteliink egészértékiiséget? Mi az LP re-
laxalt optimumértéke? Mi az LP relaxédlt optimumértéke, ha a célfiiggvényt
1+ Te + Tg + T52 + T53-ra modositjuk?

Az MPS forméatumrél ismertet6: http://lpsolve.sourceforge.net/5.
5/mps-format.htm. (Megoldés)

687. Koltozéskor szeretnénk n darab targyat, amiknek a mérete rendre
@iy ..., 0n, gy @ kapacitdsu teherautéval elszallitani. A targyakat azonban
eldszor dobozokba kell pakolni (egy dobozba tobb targyat is lehet). Ren-
dendelkezésre all m darab doboz, a méreteik rendre bq,...,b,,. Egy adott
dobozba bepakolt targyak méreteinek Osszege legfeljebb annyi lehet, mint
a doboz mérete. Természetesen nem muszaj az Osszes dobozt felhasznalni.
Hényat kell fordulnunk a teherautéval? Irjuk fel egészértékii modellt a fel-
adatra a GNU MathProg nyelven (http://lpsolve.sourceforge.net/5.
5/MathProg.htm), és oldjuk meg GLPK-val (Windows: http://glpklabw.
sourceforge.net) a kovetkezd adatokra:

Q = 20, dobozméretek: 3,5,7,12, mindegyikbdl 4 db van, targy méretek:
1 (4db), 2 (4db), 3 (3db), 6 (3db), 10 (2db). (Megold4s)

688. Tekintsiik paratlan n-re a kévetkezd feladatot:

max —Tn+1
201+ -+ 22, + 1 =1
z € {01} !
Mutassuk meg, hogy az el6adason latott korlatozas és szétvalasztas algorit-

mus ennél a feladatnal mindenképpen exponencidlisan sok részfeladatot néz
meg. (Megoldés)

689. Tekintsitk a max{cz : Az = b,z > 0} feladatot, ahol

1 0 0 1 0 I 2
A=10 -2 0 1 1 0], b=[2%2], ¢=(0,-3,0,0,0,-2).
0 4 1 -1 0 =5 3

Mutassuk meg, hogy két optimalis bazismegoldas van. Mik azok? Mik a két
optimdlis bézisndl a Gomory-vigasok? (Megoldas)

690. A 689. feladat mindkét optimaélis bazisanal minden egyes 1 < j < 6-
ra szdmoljuk ki, hogy milyen értékek kozott valtoztathatjuk c;-t (¢ tobbi
komponensét nem valtoztatva) igy, hogy az adott bézis optimélis maradjon.
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691. Tekintsiik a kovetkez6 egészértékii programozasi feladatot :

maxxi + rs + T3
201 + 20+ 223 <6
2x1 4 6z + 623 < 21
x1,T2,73 > 0

r1,T2,T3 € Z

Oldjuk meg az LP relaxaltat szimplex modszerrel, és az optimalis megol-
dashoz tartozé szimplex tablabdl generdljunk Gomory-vagast. Irjuk fel a
Gomory-vagassal kiegészitett szimplex tablat. (Megoldas)

9.2. Dinamikus programozas

692. Adott egy fa, és minden csticsanak egy nemnegativ silya. Adjunk dina-
mikus programozasi algoritmust maximélis stlyt stabil csticshalmaz megta-
laldséra. (Egy cstcshalmaz stabil, ha nem tartalmaz szomszédos csticsokat.)
(Megoldas)

693. Adott egy T' = (V, E) fa, egy kijelolt r € V gyokér, és minden v € V-re
egy ¢, € R sily. Egy gyokeres részfa egy olyan részfaja T-nek, ami tartal-
mazza r-et. Egy V' csticshalmazii gyckeres részfa stlya >, oy, c,. Adjunk
dinamikus programozési algoritmust, ami O(|V|) lépésben megtaldlja a ma-
ximdlis stlyt gyokeres részfat (Osszeadds és kivonds 1 1épésnek szamit).

694. Az n pontu Osszefiiggd graf a szomszédsagi méatrixdval adott. A graf
élei kétféle szinliek, minden élhez adott, hogy a szine kék vagy zold. Adott
még egy s csucs a gratban és egy K egész szam. Adjunk algoritmust, ami
O(Kn?) lépésben eldénti, hogy az s csicsbél mely grafbeli csiicsokba vezet
olyan élsorozat (nem feltétleniil it), mely pontosan K élbdl 4ll és melyben
nincsen két egyforma szinti él kozvetleniil egymas utan!

695. Egy szovegszerkeszto program egy dokumentumot oldalakra akar osz-
tani. A dokumentum n darab egymds utdni elembdl (szavakbdl, dbrakbol)
all. Minden 1 < i < j < n-re adott hogy az i-edik elemmel kezd6do és j-edik
elemmel végz6d6 oldal mennyire szép: ¢;;. A dokumentum szépségét tgy kap-
juk, hogy 6sszeadjuk az oldalak szépségét. Adjunk dinamikus programozasi
algoritmust, ami meghatérozza a legszebb beosztast. (Megoldés)
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696. Adott két DNS szekvencia, S; és Sy, amik nem feltétleniil egyforma
hossztiak. Mindkét szekvencia az {4, C, G, T} halmazbdl vett betiik sorozata.
Arra vagyunk kivancsiak, hogy mennyire nehéz az S; szekvenciat atalakitani
az Sy szekvencidava. A megengedett miiveletek a kovetkezok:

— A szekvencidba valahova besziirunk egy elemet. Ennek nehézsége a.
— A szekvenciabdél valamelyik elemet toroljik. Ennek nehézsége f.

— A szekvencia j-edik elemét atalakitjuk z-rél y-ra, ahol z,y € {4, C, G,
T}. Ennek nehézsége ¢y, tehat a betiikté] fiigg.

Az dtalakitds nehézsége a miiveletek nehézségének dsszege. Adjunk dinamikus
programozasi algoritmust, ami kiszamolja a legkénnyebb atalakitast.
(Megoldas)

697. (Erdéforrds-korldtos legolesébb 4t) Adott egy D = (V, A) irdnyitott
graf, s,t € V csicsok, minden e € A élre egy c. € Z koltség és egy r. €
Z er6forrés-igény, valamint egy B € Z, er6forras-korlat. A cél minimélis
koltségli olyan s — t it megtalaldsa, amin az élek er6forras-igényének osszege
legfeljebb B. Mutassuk meg, hogy aciklikus digrafban van O(Bn?) futdsi
idejii algoritmus a feladatra.

9.3. Kozelit6 algoritmusok

698. A minimélis lefogd csiicshalmaz feladatra a mohd algoritmus a kovet-
kez0: valasszunk ki egy maximélis fokt cstcsot, tegyiik be U-ba, és toroljik
a 14 illeszkedd élekkel egyiitt. Ismételjiik ezt amig van él.

Most tekintsiik a kdvetkezd, forditott mohd algoritmust: valasszunk ki egy
minimalis foku csticsot, tegyilik be az 6sszes szomszédjat U-ba, és toroljik 6t
és a szomszédait is a grafbol.

a) Mutassunk példdt, ahol a forditott mohd jobb mint a mohd, és olyat

is, ahol a moho a jobb.

b) Mutassuk meg, hogy se a mohd, se a forditott mohé algoritmus nem
2-kozelits. (Megoldés)

699. Mutassuk meg, hogy a 3-reguléris grafok osztalydban a (698. feladatban
definidlt) moh¢é algoritmus is és a forditott mohé algoritmus is 2-nél jobb
kozelitést ad a minimalis lefogd csticshalmaz feladatra, azaz létezik a < 2,
hogy az algoritmus a-kozelits. (Megoldds)
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700. Adott egy G = (V, E) graf. Készitsiink beléle egy G' = (V4, V5, E')
paros grafot a kovetkez6képpen. Minden v € V' csticsnak megfelel egy v, € V3
csucs és egy v2 € Va cstcs. Minden uv € E élnek két €l felel meg az 4j grafban:
U1v2 és V1U2.
a) Mit tudunk mondani G’-ben a minimadlis silyd csicsfedés feladat LP
relaxaltjanak bazismegoldédsair6l?
b) Mi kévetkezik ebbél a G-re vonatkozé minimalis stlyd cstcsfedés fel-
adat LP relaxaltjanak bazismegoldasaira? (Megoldés)

701. (Metrikus Steiner fa) Az n pontu teljes graf élein adott egy ¢ nemnega-
tiv koltségfliiggvény, ami kielégiti a hdromszog-egyenlétlenséget. Adott tovab-
béa a csiicsoknak egy U részhalmaza. Steiner fdnak neveziink egy olyan fat,
aminek csicshalmaza tartalmazza U-t. Mutassunk polinom ideji 2-kozelit
algoritmust minimalis koltségii Steiner fa megtaldldséra. (Megoldas)

702.% Szeretnénk n darab munkéat elvégezni m darab azonos tipust, parhu-

//////

Minden munkat egy gépen, megszakitas nélkiil kell végezni. A cél a legkés6ébbi
befejezési id§ minimalizalasa. Adjunk 2-kozelit6 algoritmust a feladatra.
(Megoldés)

703.% Adott egy G = (V, E) irdnyitatlan graf, és egy w : E — R, stly-
fliggvény. Adjunk a maximalis sulyt vagas feladatra 2-approximalé mohd
algoritmust! (Megoldés)

9.4. Lagrange-relaxacio

704.% Tekintsiik az aldbbi feladatot:

Qr<p
Az =b

Z =min cx
Ennek Lagrange-relaxaltja:

Qr <p
L(A\) =min(cz + AM(Az — b))
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a) Mi a kapcsolat z és L(\) kozott?
b) Valamely A-ra egy = optimélis megoldas az eredeti feladatnak is meg-
oldasa. Mi mondhaté még x-rél?

¢) Most az eredeti feladatban cseréljitk ki Ax = b-t Ax < b-re. Hogyan
kell még modositani a feladatot, hogy tovabbra is alsé becslést kap-
junk? Mi a helyzet a b) résszel?

705. Tekintsiik az alabbi hatizsakfeladatot: 3 targyunk van, ezek stlyai 2, 3,
1 és értékei rendre 10, 12, 3. A hétizsak teherbirasa 4. Irjuk fel a feladatot IP-
ként és vegyiik a hatizsak teherbirdsdhoz tartozé feltétel Lagrange-relaxaltjat
(vigydzat : a valtozdk egészértékiiségét ne relaxiljuk). Oldjuk meg a Lagrange-
feladatot (azaz keressiik meg a legjobb A-t).

706. Adott egy G = (V, E) osszefiiggd irdnyitatlan graf ¢ élkoltségekkel,
valamint egy w kijelolt csics. Olyan minimélis koltségii feszitofat keresiink,
melynek w-beli foka pontosan k. Tegyiik fel, hogy a feszit6fak poliéderének
ismerjilk a lefrasat: Az < b, ahol z € RIFI.

a) Fogalmazzuk meg a feladatot LP feladatként,

b) alkalmazzunk Lagrange relaxéciot,

¢) adjunk kombinatorikus algoritmust olyan A egytitthaté megtaldldsara,
melyre L(A) éppen a keresett optimum. (Megold4s)

707. Tekintsiik az el6addson szerepld hosszkorlatos it problémaét, és a rela-
xalt alabbi alakjét:
(y,\) € R?
A>0
VP :y <c(P)+ Ad(P) - A)

maxy

Mit csindl a vagosikos algoritmus ezen a példan?



10. fejezet

Konvex programozas

Egy C C R™ halmaz konvex, ha tetszbleges z,y € C és 0 < XA < 1l-re
Az 4+ (1 — ANy € C. Azaz: ha egy szakasz két végpontja benne van C-ben,
akkor a teljes szakasz benne van.

Az x4, ...,z € R™ vektorok egy konvex kombinacidja egy olyan vektor,
ami el8all % | Az alakban, ahol 0 < A <1 (i=1,...,k) és b A = 1.

Egy X C R™ halmaz konvex burka az 6sszes olyan vektorbdl all, ami
X véges sok elemének konvex kombinacidja. Jelolése: conv(X). A C halmaz
pontosan akkor konvex, ha C' = conv(C).

Konvex kup alatt R™ olyan részhalmazat értjiikk, ami zart a nemnegativ
szammal val6 szorzasra és az Osszeaddsra. Egy konvex kup csicsos, ha a
0 extremdlis pontja, ami ekvivalens azzal, hogy nem tartalmaz 0-n atmend
egyenest. Egy K C R" konvex kip poldrisa a K? = {z € R" : 2Ty <
0 Vy € K} halmaz.

10.1. Konvex halmazok

708. Konvexek-e az alabbi halmazok:
a) {(z,y) eR2:0< <2, (-3 +(y—22<2,2y+x>6}
b) {(z,y) €ER?:0<2<2m,y>0,y—sinz <0, y+ (xr—1)2 <2}
c) {(z,y,2) €ER®: 20 —y+32>4, 22+ 422 <4, 23+ 222 + 92 +y <
7, x,y,z > 0}7 (Megoldés)

709. (Carathéodory tétel) Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges X C R™ esetén
tetszéleges x € conv(X) eléall legfeljebb n + 1 X-beli pont konvex kombin4-
ciéjaként.

131
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710.% Mutassuk meg, hogy konvex halmaz belseje és lezartja is konvex.

711 Mutassuk meg, hogy a szimmetrikus valés n x m-es matrixok
n(n + 1)/2 dimenziés terében a pozitiv szemidefinit matrixok konvex kipot
alkotnak. (Megold4s)

712. Mutassuk meg, hogy adott Aq,..., A,,, B szimmetrikus valés n x n-es
métrixokra az {x € R™ : £1 A1 + 2242 + - - + 2 A < B} halmaz konvex.
(A < B azt jelenti, hogy B — A pozitiv szemidefinit.) (Megoldés)

713. Legyen D = {x € R**!: x,,1 > 0}, és definidljunk egy f: D — R"
fliggvényt: z € R™ és t > O-ra f(z,t) = 7. Mutassuk meg, hogy tetszéleges
C' C D konvex halmazra f(C) is konvex, és tetszéleges C' C R"™ konvex
halmazra f~1(C) is konvex. (Megoldas)

714.* Mutassuk meg, hogy ha C' C R"™ zart konvex halmaz, és a* ¢ C,
akkor 1étezik w € R™, hogy wx > wa* minden x € C-re. (Megoldés)

715. Mutassuk meg, hogy ha C' C R™ konvex halmaz, és z* ¢ C, akkor 1éte-
zik w € R™ nemnulla vektor, hogy wx > wx* minden z € C-re. (Megoldas)

716. Mutassuk meg, hogy ha C; és Cs diszjunkt konvex halmazok R"-ben,
akkor 1étezik w € R™ nemnulla vektor, hogy wx > wy minden x € Cy,y € Cs-
re. (Megoldas)

717. Mutassuk meg, hogy konvex kiip polérisa is konvex kip. Igaz-e, hogy
(KP)P = K7 (Megoldas)

718. A szimmetrikus n X n-es matrixok terében definidljuk a skalarszorzatot

a két matrix szorzatanak nyomaként, azaz (A, B) = 331, >0 aibij. Mi a

poldrisa a pozitiv szemidefinit métrixok konvex kipjanak (14sd 711. feladat) ?
(Megoldés)

719.* Bizonyitsuk be, hogy ha K1, K», ..., K,, € R" konvex cstcsos kipok
amikre K1 N---NK,, = {0}, akkor léteznek v’ € K? vektorok (i = 1,...,m),
amik nem mind 0-k, de >/~ v* = 0. (Megoldds)
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10.2. Konvex fiiggvények

720.”% (Jensen egyenlétlenség) Legyen C konvex halmaz, f : C — R konvex
fiiggvény, és x', ..., x* € C. Mutassuk meg, hogy tetszéleges A1, ..., \p € Ry,
Zle Ai = 1 szdmokra

k k
FO - Xiat) <Y nf (@),
=1 =1

721.%  Mutassuk meg, hogy R™-ben tetszbleges norma konvex fiiggvény.

722. Mutassuk meg, hogy ha A € R™ ™ szimmetrikus métrix, akkor az
f(z) = 2T Az fiiggvény pontosan akkor konvex, ha A pozitiv szemidefinit.

723. Mutassuk meg, hogy ha fi, ..., fi konvex fiiggvények a C C R"™ konvex
halmazon, g konvex fiiggvény R*-n, és z < y esetén g(x) < g(y), akkor a C-n
definidlt = — g(f1(x), f2(x),..., fr(z)) figgvény is konvex. (Megoldas)

724. Legyen f konvex fliggvény R™-en. Mutassuk meg, hogy ha valamilyen
B € R esetén az {x € R" : f(z) < B} halmaz nemiires és korlatos, akkor
minden [ esetén korldtos.

725. Adott 0 < k < n egészekre és x € R" vektorra legyen fi(x) az x vektor
k legnagyobb koordinatdjanak az Osszege. Mutassuk meg, hogy fi konvex
fiiggvény. (Megoldas)

726. Mutassuk meg, hogy a szimmetrikus valés n X n-es métrixok n(n+1)/2
dimenzids terében a maximdlis sajatérték fiiggvény, azaz f(A) = Amaz(A)
konvex. (Megoldas)

727. Igazoljuk, hogy minden n természetes szamra

3=

14+e =1 <

%

(1+ezi)%.
1

n
2w o

(Megoldas)
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728. Legyenek «, 3, egy haromszog szogei! Igazoljuk a

3v3

sina+sin 8 +siny < -
egyenl6tlenséget! (Megoldas)

729. Mutassuk meg, hogy minden u; € R, \; >0 (i=1,...,n), > A\ =1
esetén Y Nu; <In(d1 Aie). (Megoldés)

730. (Holder-egyenldtlenség) Bizonyitsuk be, hogy ha p > 1, % +
z,y € RY}, akkor

L—1 &
q

n n 1/p n 1/q
i=1 i=1 i=1
(Megoldas)

731. Mutassuk meg, hogy minden u; >0, A; >0 (i=1,...,n), > A =1

esetén . .
() (58)
i=1 i=1 "

732. Bizonyitsuk be, hogy ha g konvex fiiggvény a C' konvex halmazon, és
g(z) < 0 minden x € C-re, akkor tetsz6leges p > 1-re az

) = <maX {O,log _gl(m)}y

fiiggvény konvex C-n. (Megoldés)

(Megoldés)

733. Legyen f(x1,72,73) = 21+ 217223+ 27223. Mi a fiiggvény gradiense, és
mi az értéke az (1,2,3) pontban. Mi a Hesse-métrix? Lehet-e valahol pozitiv
vagy negativ definit? (Megoldas)

10.3. Feltételes optimalizalas

Egy C C R” konvex halmaznak egy = € C pontban az s € R” vektor meg-
engedett irdnya, ha létezik € > 0, amire az [z, z + €s] szakasz C-ben van.



10.3. FELTETELES OPTIMALIZALAS 135

734. Mik a megengedett irdnyai
a) az U = {(z,y) € R? : 22 +y < 4,z +y < 1} halmaznak a (3,—2)
illetve a (2, —3) pontokban?

b) az U = {(z,y) € R2 : 2 —y+3>0,—22+y—1> 0,2,y >0}
halmaznak a (2,5) illetve az (1,2) pontokban? (Megoldés)

735. Milyen p paraméter mellett lesz az
y* — pr — 4y — min
2249y —4y <5
%+ y<5H
z+y>3
z,y >0

feladatnak a (2,1) pontban optimumpontja? Hasznaljuk a Karush-Kuhn-
Tucker tételt. (Megoldés)

736. Ellendrizziik, hogy az aldbbi feladatokra teljesiil-e a Karush—-Kuhn—
Tucker-féle sziikséges optimalitasi kritérium a megadott pontokban.

a) (z%,y") = (0,-3),
2+ y — min
2+ <9
r+y<L

b) (z%,y7) = (0,0),
T 4+ y — min
22—y <0
20+ < 4.

(Megoldés)
737. Mutassuk meg, hogy az alabbi feladat egy Slater-regularis konvex prog-

ramozasi feladat. Hatarozzuk meg az optimalis megoldasat a Karush—Kuhn—
Tucker optimalitasi feltételek segitségével.

y — min, :E2+y2§17 fx+y2§0, z+y>0.

(Megoldas)
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738. Irjuk fel a Karush-Kuhn—Tucker optimalitési feltételeket, és oldjuk meg
a feladatot.

3z + 22 = min
—r+y+2<0
fx72y+z2§0

(Megoldés)
739. Ellendrizzik a Slater regularitdst és a Karush—-Kuhn—Tucker feltétel
teljesiilését.

a) y—max, 22 +y <1, z+y<1és (2%,9%) = (0,1).

b) —z+y — min, 22+y?+2x <1, |z| <1, |y| <1 és(z*,y*) = (0,—1).

c) y—max, 22 +3y <3, 20 +3y <4, z,y>04és (z*,y*) = (0,1).
(Megoldas)

740. Lehet-e a (0,1) illetve az (1,0) pont optimalis a Karush-Kuhn-Tucker-
féle sziikséges feltétel alapjan az aldbbi feladatban:

z? + % — 20z — 20y — min
y < (z-1)?
x>0
y > 07

(Megoldés)

741. A Karush—-Kuhn—Tucker tételt hasznalva keressiikk meg az alabbi hal-
maznak a (3,4) ponthoz es6 legkozelebbi pontjét:

U={(z,y) eR*:x+y <5, x+2y <6, z,y >0}

(Megoldés)

742. A Karush-Kuhn-Tucker tételt hasznédlva keressitk meg az aldbbi hal-
maznak az ug = (2,4) ponthoz esé legkézelebbi pontjat:

U={(z,y) ER*:x+y <4, 20+y<6, 2,y >0}

(Megoldas)
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743. Dontsiik el, hogy az aldbbi feladat Slater-regularis konvex programozasi
feladat-e, majd oldjuk meg:

—r —y — min
z2+y§3

z+2y>0
x> 0.

(Megoldés)

744. Dontsiik el, hogy az aldbbi feladat Slater-regularis konvex programozasi
feladat-e, majd oldjuk meg:

T — Yy — min
x+y2§3

20 4+y >0
y = 0.

(Megoldas)

745. Megengedett iranyok médszerével oldjuk meg az alabbi feladatot az
uy = (1,1) pontbdl kiindulva.

22 +y? — 6z — 10y — min
r+y <6
x2—y§0

rz>1
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II. rész

Megoldasok
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1. fejezet

Bevezeto feladatok

1.1. Skatulya-elv

1. Indirekt tegyiik fel, hogy nincs ilyen honap. Ekkor minden hénapban leg-
feljebb 8 ember sziilethetett. Mivel 12 hénap van, ez Gsszesen maximum
8- 12 = 96 embert jelent, ellentmondva a 100 {6s 1étszamnak.

2. Egy er6sebb allitast latunk be: azt fogjuk igazolni, hogy a kivalasztott
szamok kozt 1étezik kettd, melyek 6sszege pontosan 2013.
Allitsuk parba a szamokat 1-t6l 2012-ig a kévetkezéképpen :

1— 2012,
2 — 2011,
1006 — 1007.

Ekkor 1006db part kapunk, és minden parban a szereplé szamok &sszege
2013. Mivel 1007db szamot valasztunk ki, biztos, hogy azok koézt szerepel
valamelyik par mindkét tagja.

3. Nem, hiszen 3-7 = 21, 3-9 = 27, vagyis 7 kiilonb6z6 osszeget keverhetiink
ki harmat véve ezen harom szambol, de nekiink 8 kiilonb6z6 értékre lenne
sziikség (3 sor, 3 oszlop, 2 4t16).

4. Osszuk fel a sakktdbla mez6it 8 skatulyaba a kdvetkez6 médon: az elsé
részbe keriilnek a f6atl6 mezdi, a kovetkezdbe a f64tl6 alatti mezék plusz a
bal fels6 sarok, stb. Ekkor 8 skatulyat kapunk, igy barhogy helyezziik el a
33 bastyat, biztosan lesz olyan skatulya, amelyikbe legaldbb 5 bastya kertil.
Ezen bastyak pedig nem {itik egymast.

141
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5. Készitsiik el a kdvetkezo részosszegeket :

s1 = ay,

S = a1 + az,
si:a1+...+ai7

S100 = Q1 +...+a100.

Ha valamelyik s; oszthaté 100-zal, akkor készen vagyunk, igy tegyiik fel, hogy
nem ez a helyzet. Ekkor viszont biztosan van olyan 1 < ¢ < j < 100, melyre
s; és s; ugyanazt a maradékot adjak 100-zal osztva. Ekkor s; — s; oszthatd
100-zal, és ez a kiilonbség konnyen lathatéan néhany aj Osszegeként all elo.

6. Az emlitett bejaras nem lehetséges. A 16 s6tét mezérol mindig vildgosra
1ép, és forditva, igy a bejarasnak mindenképpen sziikséges feltétele, hogy a
tablan ugyanannyi legyen a két szinbdl. Ez 7 x 7-es sakktablara nem teljestil.

7. Indirekt tegyiik fel, hogy egyik emlitett részsorozat sem létezik. Jelolje
a sorozat elemeit aq,...,anm+1, és minden 1 < i < nm + l-re definidljuk
az (r;,y;) part a kovetkezOképpen: x; jeloli az a;-vel kezd6dd leghosszab
monoton névé, mig y; a leghosszabb monoton csékkené részsorozat hosszét.

Ekkor az indirekt feltevés miatt 1 < max;(z;) < n illetve 1 < max;(y;) <
m. Ez azt jelenti, hogy osszesen legfeljebb n - m kiilonbozd (wz;,y;) paros
létezik. Vegyiik észre, hogy i # j esetén (z;,y;) # (x;,y;), ami ellentmond
annak, hogy 6sszesen nm + 1 tagl a sorozat.

1.2. Alapozé feladatok

8. Nem létezik, hiszen a fokszamok 6sszege paros kell, hogy legyen.

9. Igen, mert ha G nem &sszefiiggd, akkor a pontjait két osztalyba oszthatjuk
gy, hogy a két rész pontjai kozétt nem megy él. De ekkor a komplementerben
e két rész kozott egy teljes paros graf taldlhatd, ami 6nmagéban Osszefiiggd.

10. Valgjaban legaldbb két ilyen pont létezik: vegyiink a grafban egy feszi-
tofat, és ennek barmely levele megfelel6 lesz.

11. Indirekt: ha a graf nem Osszefiiggé, akkor a pontjait két részre oszthat-
juk gy, hogy a két pontosztaly kézott nem megy él. Ekkor a kisebbik rész
legfeljebb n pontot tartalmaz, igy barmely pontjanak foka -a graf egyszert
volta miatt- legfeljebb n — 1, ellentmondésban a feladat feltevésével.
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12. Elegend6 belatnunk, hogy egy n ponti grafnak vagy a komplementerének
legaldbb n éle van, ha n > 5. Ez kévetkezik abbdl, hogy (Z) /2>mn,han>5.

14. Huzzuk 6ssze azokat az éleket, melyek sulya kisebb, mint «. Pontosan
akkor 1étezik megfelel6 particié, ha a kapott grafnak legaldbb k cstcsa van.

15. Hasznaljuk a Menger-tételt.

17. Az (a) és (b) esetekben nem, de a (c) és (d) esetekben lehet 4 hosszt kor
feszitett részgraf. Tekintstink mindig egy legkisebb kezd&ponti, azon beliil
leghosszabb intervallumot.

18. A gazos rész keriilete nem néhet.
1.3. Fak, fenyok

19. Minden mérkézésen pontosan egy ember esik ki, és mivel a gyoztesen
kiviill mindenki més pontosan egyszer veszit, igy Osszesen n — 1 mérkdzést
jatszanak.

20. Ez lényegében ugyanaz, mint a 19. feladat: minden Gsszehasonlitasnal,
mint egy ,kieséses” versenyen, tartsuk meg a kisebb elemet.

22. Mutassuk meg, hogy ha F; és F5 minimalis koltségii feszit fak, akkor
minden ¢ silyra ugyanannyi c silyu él taldlhaté Fy-ben és Fy-ben.

26. A mélységi fa irdnyitdsa miatt minden pont elérhetd s-bél. Ugyanakkor
minden pontbdl elérhetd s. Valoban, ha egy v pontbdl s nem érheté el, akkor
létezik a pontoknak egy olyan v € X, s ¢ X részhalmaza, melynek az ird-
nyitasban a kifoka 0. Ez azt jelenti, hogy a mélységi fa tartalmazza az 6sszes
belépb élt, de akkor -a mélységi fa definicidja miatt- ezen élek elvagd élek a
grafban, ellentmondas.

27. D’-ben egy minimdlis koltségli feszitd fenyd stlya legfeljebb annyi, mint
D-ben. Ugyanakkor tetszdleges D’-beli feny6t ,visszafijva” D-be és a kor
megfelelé 0 stlyu éleivel kiegészitve egy ugyanolyan koltségii feszité fenyot
kapunk D-ben.

28. Toroljik azon F-en kiviili éleket a grafbdl, melyek fejébe mar 1ép bele
F-beli él. Pontosan akkor egészithetd ki F' a kivant mdédon, ha az igy kapott
digraf gyokeresen Osszefiiggd. Ennek feltétele, hogy ne legyen olyan Z C V —s
részhalmaz, amelybe F-beli él nem 1ép be és minden Z-be 1ép6 uv élre v-be
1ép F-beli él.
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30. Jeloljiik ki a graf tetszdleges s pontjat gyokérpontnak, majd vegyiik egy
minimalis koltségli s-gyokerti feszit6 ki- és be-feny6 unidjat.

31. Epitsiink fel egy tarka feszit6 s-feny6t mohé médon: ha az aktuélis 1épés-
ben adott egy tarka s-fenyd, mely nem feszit minden pontot, akkor vegyiink
egy olyan élt, mely kilép a mar elért pontok halmazabdl, és még nem hasznalt
szinti. Ilyen biztosan létezik, hiszen a pontok minden s-et tartalmazé valédi
részhalmazabol 1ép ki minden szinbél legalabb egy. (Lasd 25. feladat.)

32. Segitség: tekintsiink egy v levelet T7-ben. Ha a v-be 1ép6 T} és Ta-beli
élek kiillonbozdek, akkor a két él kicserélhetd Ty-ben. Ha T minden levelébe
olyan él 1ép, mely T»-ben is benne van, akkor t6roljiik ezen leveleket T{-bdl és
az igy kapott kisebb feny6 leveleire alkalmazzuk a fentit. Fontos: mutassuk
meg, hogy minden lépésben feny6t kapunk.

33. Hasznaljuk a 32. feladat allitasat.

34. Vegytnk k feszit6 fat. Ha ezek nem teljesitik a feltételt, akkor van koztiik
olyan (F1), mely legaldbb két élt tartalmaz F-bol, és olyan is (Fy), mely 0-
t. Mutassuk meg, hogy ekkor F; N F egy elemét ki tudjuk cserélni Fy egy
elemére.

35. Jelolje c(a) azt a nemnegativ egész szdmot, ahdny kijelolt halmazba az
a él belép. Ekkor pontosan akkor létezik a kivant tulajdonsidgi s-fenyd, ha a
kapott ¢ koltségfiiggvényre nézve a minimalis koltségii fenyd silya megegyezik
a kijelolt halmazok szaméval.

1.4. Vagasok

43. Az ,akkor” irdny nyilvdnvald. A | csak akkor” irdnyhoz: vegyiik a feszité
fa egy j6 szinezését két szinnel. Azt allitjuk, hogy ez egyben a graf egy jé
szinezését adja. Ehhez elegendd ellenérizni, hogy egy tetszéleges él két vég-
pontja kiillonb6z6 szinli. Ez a fa éleire automatikusan teljesiil, mig egy fan
kiviili élre a fahoz tartozd alapkorok parossagabdl kovetkezik.

1.5. Sétak, Utak

46. Tekintsiink egy sétat. Ha ez 1t, akkor készen is vagyunk, ha nem, akkor
tartalmaz kort. Vegyiink egy ilyen kort, és hagyjuk ki éleit a sétabol. Ezt az
eljarast iteraljuk.

48. Hasonldan a 46. feladat megoldasahoz.
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50. Huzzuk 6ssze S pontjait egyetlen ponttd, és futassunk az igy kapott s
pontbdl egy szélességi/mélységi keresést az irdnyitott grafban.

51. Vegyiik észre, hogy a grafban nincs olyan él, mely a szélességi keresés
soran kapott faban legalabb két szintet ugrana.

52. Vegytnk fel egy 14j s pontot és ss; éleket. Ekkor a digraf s-bol gyokere-
sen k-élosszefliggd, ezért Edmonds tétele szerint van benne k éldiszjunkt s
gyokerii feszit6fenys. Vélasszuk az s; — t; utat az i-edik feny&bol.

53. Két kiilonb6z6 sor skaléris szorzata akkor nagyobb mint egy, ha legalabb
két oszlopnal mindkét sorban egyes all. Ez éppen egy 4-hosszi kornek felel
meg.

54. Hasznéljuk ki, hogy az adjacencia-matrix k-adik hatvanyaban az i. sor j.
eleme azt adja meg, hogy hany kiilonb6zo k éli séta létezik az ¢. sornak és a j.
oszlopnak megfelel6 pontok kozott (itt a séta egy élt t6bbszor is hasznalhat).

55. Nem, vegylink egy haromszoget. Ekkor a haromszog tetszéleges pontjahoz
tartozé féatlobeli elem nem 0 az 5. hatvanyban.

57. Mivel G-ben nincs hurokél, ezért egy v pontbdél 6nmagiba egy harom
hosszt séta csak egy haromszog mentén mehet. Mivel egy haromszoéget mind-
harom csicsanal figyelembe vesziink, rdadasul rajta mindkét iranyba mehe-
tink, ezért a haromszogek szama a f6tdlobeli elemek 6sszege osztva 2 - 3-mal,
azaz 20.

58. Egyrészt A f64tl6jaban minden elem 0, mésrészt A? f64t16jaban a csticsok
fokszamai szerepelnek, ezért a graf regularis. S6t, barmely két cstcsra igaz,
hogy a kozos szomszédaik szama eggyel kevesebb, mint a fokszamuk. Tehat
a graf teljes.

59. Vegyiik azt a c élstulyozast, melyben minden él stlya annyi, ahany M-
beli halmazba belép. Ekkor minden s — t-ut legaldbb |M| koltségli. Ha a
legrovidebb 1t koltsége éppen | M|, akkor 1étezik a keresett 1it, kiillonben nem.

1.6. Euler-grafok

60. Az ,akkor” irany nyilvanval6. A ,csak akkor” irdnyhoz tekintsiik a graf
egy korét, és hagyjuk el a grafbol. Ekkor a graf esetleg tobb komponensre
esik szét, melyek mindegyike Euler. Indukciéval, ezekben 1étezik zart Euler-
séta, ezeket pedig megfelelé médon Gsszefiizve az elhagyott korrel az eredeti
grafban kapunk egy megfelel6 Euler-sétat.
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61. Indukciéval: tekintsiik a graf egy tetszdleges korét. Ezt hagyjuk el a graf-
bdl, az igy kapott -esetleg nem Osszefiiggd- graf minden komponense Euler,
igy felbomlik élidegen korok uniéjara. Ehhez hozzavéve az eredetileg elha-
gyott kort egy jé felbontast kapunk.

62. Ugyan a kapott grafban minden pont foka paros, nem igaz az allitas,
mert a megmaradd graf nem feltétleniil Gsszefiiggo.

63. Nem, mert a graf nem 6sszefiiggd: minden mod 4 osztaly egy komponenst
alkot.

64. a) Tetsz6leges zart Euler-sétan végigmenve iranyitsuk az éleket a haladds
irdnydba. b) Parositsuk le a péaratlan foku pontokat 1j élekkel (akkor is,
ha ezzel parhuzamos élek keletkeznek), {gy egy Euler-grafot kapunk. Ennek
tekintsiik egy Euler iranyitasit, majd hagyjuk el az extra éleket.

65. Dupldzzuk meg a graf 6sszes élét. Az igy kapott grafban minden pont foka
paros, igy létezik benne zart Euler-séta. A sétat az eredeti grafban tekintve
egy megfeleld bejarast kapunk.

66. Vegyunk a grafban egy zart Euler-sétdt, melynek kezdépontja s, és szi-
nezziik meg az éleit felvaltva piros és kék szinnel. Ekkor koénnyen lathato,
hogy minden s-t&l kiillénb6z6 csticsban az élek fele piros, fele kék. Az s kez-
dépontra pedig ez azért fog teljesiilni, mert a grafnak a 4-regularitds miatt
paros sok éle van, igy az Euler-séta els6 és utolsé éle kiillonb6z6 szint lesz.

67. Hasonlban a 66. feladat megoldasahoz.

68. Az ,akkor” irdnyhoz lasd a 66. feladat megoldasat. A , csak akkor” irdny-
hoz vegyiik észre, hogy ha egy grafban minden pontra ugyannyi piros €l illesz-
kedik, mint kék, akkor az élek szama sziikségszeriien paros. Valoban, jeldlje p
a piros, k a kék, e pedig az Osszes élek szamat. Ha 6sszeadjuk minden pontra
a 14 illeszked6 piros élek szamat, akkor 2p-t, ugyanezt a kék szinre eljatszva
2k-t kapunk. De 2p = 2k, {gy 2e = 2p + 2k = 4p, azaz 2|e.

69. Egy zart Euler-sétan végighaladva szamozzuk meg az éleket sorban 1-t6l
m-ig, ez konnyen lathatéan jo megoldast ad.
Ellenpélda: két diszjunkt hdromszogbdl allé graf.

70. Hasonlban a a 66. feladathoz.
71. Lésd a 64. (a) feladatot.

72. a) Igaz, lasd 70. feladat. b) Nem igaz, ha a grafnak paratlan sok pontja
van, akkor az élszam is paratlan, {gy nem bonthaté két egyenld részre. ¢) Nem
igaz, ha a grafnak péaratlan sok pontja van, akkor az élszdm nem oszthatd
4-gyel, igy nem bonthaté négy egyenlo részre.
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73. Euler-grdfban minden vigas paros, ezért ha egy él G’-ben elvigd, akkor
elviagja s-et a séta aktudlis v végpontjatél. Két ilyen él nem illeszkedhet v-re.
Nevezziink a sétaban az aktualis G’ gréfra nézve egy élet rossznak, ha elvigd
és s-et még fedetlen élektol vagja el. Tegyiik fel, hogy a séta gy tér vissza
végleg s-be, hogy nem fedett le minden élt. Ekkor a séta utolsé éle rossz
volt. Vegyiik a sétaban az elsé rossz uv élet, az dltala elvagott csicshalmazok
legyenek X és Y. Feltehet6, hogy s € X. Legyen tovabba a sétdban uv eldtt
szerepl6 él wu. Ha w € Y lenne, wu is rossz lett volna, mivel u-nak minden
més éle fedett volt uv vdlasztdsakor. Am w € X sem lehet, mert az ¥ — u
halmazt egy rossz él kordbban elvagta volna s-tol.

74. A 73. feladat megoldasahoz hasonléan. Vegyiik észre, hogy ha lenne rossz
él, az mindenképpen F-beli lenne.

75. Hasznaljuk, hogy

> o(v) = o(S) +i(S) és Y d(v) = 5(S) +i(S).

veES vES

76. Ha 0(s) = 0, akkor az &llitds nyilvan igaz. Indukciéval bizonyitunk: le-
gyen §(s) > 0, és induljunk el s-b6l egy tetszéleges élen. Mivel minden pont
befoka megegyezik a kifokaval, ezért az aktudlis csicsbél mindig tovabb tu-
dunk 1épni egy olyan élen, amit még nem hasznaltunk. Ez az eljaras csak a
t pontban akadhat el, és ekkor taldltunk egy s — t sétat. Ebbol kérck eset-
leges kihagydsédval egy s — t utat készithetiink. Ezt kihagyva a grafbdl 4(s)
pontosan eggyel csokken, és az s-tdl és t-t0l kiillonboz6 pontok ki- és befoka
tovabbra is megegyezik, igy indukciéval kész vagyunk.

77.a) = b) = c) nyilvanvalé. A ¢) = a) implikdciéhoz tekintsiik azon élek
halmazit D-ben, melyek D’-ben forditva &llnak. ¢) alapjén ezen élek D-nek
egy Euler-részgrafjat alkotjdk, mely a 61. feladat alapjén (D-beli) éldiszjunkst
korok uniéjira bomlik. Ezen koroket atforditva éppen D’-t kapjuk.

80. Haromszogeljiik a sikgrafot, és figyeljiik meg, hogy ekdzben a formula
mindkét oldala ugyanannyival valtozik. Igy elegendd az allitast haromszogelt
sikgrafra igazolni.

1.7. Parositasok

86. Egy parositdsban minden pont foka legfeljebb egy, igy két parositas uni-
Ojaban legfeljebb 2. Egy graf, melyben minden pont foka legfeljebb 2, pont-
diszjunkt kérok és utak unibja.
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87. Legyen a paros graf két pontosztalya S és T'. Iranyitsuk a piros éleket S,
a kékeket T felé, és az igy kapott irdnyitott grafban keressiink iranyitott utat
a két pont kozott valamely irdnyban.

1.8. Iranyitott grafok

88. Ha létezik topologikus sorrend, akkor a digraf nyilvan aciklikus. A for-
ditott irdnyhoz vegyilink a grafban egy nyeld pontot (melybdl nem 1ép ki él;
ilyen pont mindig van, ellenkez6 esetben mindig az aktualis pontbdl egy kime-
né élen tovabblépve elébb-utébb irdnyitott kort kapnénk), tegyiik a sorrend
végére, és toroljik a grafbdl. Iteraljuk az eljarést.

89. Tekintsiik a pontok egy tetszoleges sorrendjét. Ebben az elére mend élek

alkotjak az egyik, mig a hatra mend élek a mésik aciklikus digrafot.
90. Tekintsiik a két digraf uniéjat, és az igy kapott grafrél dontsiik el, hogy

aciklikus-e.

1.9. Moh¢ algoritmusok

94. (b) Helyezziik a munkékat egymds utdn egy mT hosszl intervallumra,
vagjuk ezt a szalagot T hosszi részekre, és osszuk ki a részeket a gépek kozt.
Minden gép munkabeosztdsat a neki szant szalagrész mutatja.

95. A munkak a megmunkéldsi id6k szerint nem-csoékkend sorrendben koves-
sék egymast.

96. Felcserélés a masodik gépen.
1.10. Aramok, tenzidk

98. Vegyiink egymads utan egy st utat és egy masikat visszafelé, ezek egyiitt
iranyitatlan értelemben korsétat alkotnak. Minden korséta korokre bomlik,

s sz

99. Lésd 100.

100. Ha tenzid, akkor potencialkiilonbség: hasznaljuk a 98. feladatot. Egy
rogzitett v cstics potencialja legyen 0, minden més csicsé pedig a v-bdl oda-
vezet6 utak hossza. Kénnyen ellendrizhet6, hogy ez valéban potencial lesz.



1.10. ARAMOK, TENZIOK 149

101. Hasznaljuk a 100. feladatban leirt médszert.

103. Hasznaljuk a 100. feladatot. A feszitfa és = definidl egy eltoldstdl el-
tekintve egyértelmii potencialt, melynek potencidlkiilénbsége a fa élein x. Ez
pontosan akkor adja vissza x-et potencialkiilénbségként a tobbi élen is, ha
minden fan kiviili élre az alapkor semleges.

106. (iii)—(iv): tekintstiink egy n pontu utat, mint feszit6fat.

107. (i)—(ii), (ii)—(iii) vildgos. (iii)—(i): indukci6éval beldthat6, hogy min-
den pont semleges.

108. (i)—(iii), (iii)—(i) vildgos. (i)—(ii): hasznédljuk, hogy minden tenzi6
elB4ll egészértékii potencialkiilonbségként (14sd 101.), a k-ndl nagyobb értékii
csucsok egy-egy irdnyitott vagast definidlnak minden olyan k-ra, amely a
potenciél értékkészetébe esik (kivéve a maximumot). Meggondolhaté, hogy
ezek megfeleléek.

114. Feltehetd, hogy « minden élen pozitiv. Legyen C' egyiranyu kor, és jelolje
xc az x dram minimalis értékét C' élein, Cy pedig azon C-beli éleket, melyeken
x értéke éppen x. Csokkentsiik z-et C' élein xo-vel, és tekintsiik az 0j dram
pozitiv értékii éleinek Osszefiiggéségi komponenseit. A nemnegativitds miatt
ezek is erdsen Osszefiiggdek lesznek, és az eredeti graf erdsen Osszefiiggésége
miatt szdmuk legfeljebb |Cp|. Innen indukciéval kapjuk az 4llitast.

116. Legyen 7 egy potencidl, melyre A, = x és tekintsiikk a pontok egy
m(vy) < m(ve) < ... < 7(vy,) sorrendjét gy, hogy az azonos értékii csicsokra
megszoritva topologikus sorrend legyen. Vegyiik észre, hogy A, > 0 miatt ez
a sorrend az egész grafnak is topologikus sorrendje. Indukciéval bizonyitunk
a szigorian monoton ugrasok szamaéara. Jelolje minden 1 < ¢ < n-re V; az
els6 7 pont halmazat, m; pedig azt a potencialt, mely V;-n 0, komplementerén
pedig 1. Ekkor A, éppen a Vj-hez tartozd egyirdnyt vagas karakterisztikus
vektora. Ha valamely i-re 7(v;) < 7(v;4+1), akkor vonjuk ki z-b6l a A, tenzi6
(m(vig1) — 7(v;))-szeresét.
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2. fejezet

Optimalis utak

2.1. Nemnegativ koltségek,
Dijkstra algoritmusa

117. Példéul legrovidebb/legolesébb/leggyorsabb 1t térképen; olyan tomeg-
kozlekedési titvonal, amelyhez minél kevesebb jegy kell, stb.

118.

a) Ha P egy s-bél indulé ut, akkor legyen m(P) = max{c(e) : e € P}.
Induljunk s-bdl és minden mas csticsra hatarozzuk meg az oda veze-
t6 utak m(P) értékei koziil a minimélisat. Ez a Dijkstra-algoritmus
lépéseit médositva megteheto.

b) A max < min egyenl6tlenség kénnyen lathaté. Legyen

*

¢ :=max{min{c(e) :e € F}: F s—t-vigas},

ekkor minden s —t-vagasban van legfeljebb c¢* stlyt él, ezekbol felépit-
hetd egy s — t-1t, melybdl a masik irdnya egyenlétlenség is kovetkezik.

119. Egy v cstcsra jelolje p; (v) a piros élek minimdlis azon s —v-utak kozott,
melyek legfeljebb ¢ kék élt tartalmaznak. Ekkor p;(v) = min(min{p;(u) +
1|uw piros él}, min{p;_; (u)|uv kék é1}). Igy a po,pi1,...,prx tavolsagfiiggvé-
nyek ebben a sorrendben meghatarozhatok.

120. Nem, csak nemnegativ silyfiiggvényre miikodik.

121. Kihasznaljuk, hogy egy 1t részitjai nem hosszabbak az ttnal. Ez nem
teljesiil, ha negativ éleket is megengediink.
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122. Nem igaz, hiszen az utak hossza a benniik szerepl6 élek szdmanak fligg-
vényében valtozik. Egy tenzidval valé eltolas viszont nem valtoztat a legrévi-
debb utak halmazan.

2.2. Legrovidebb utak konzervativ stlyozasra
nézve, potencialok

2.2.1. Megengedett potencial l1étezése,
konzervativ stulyozas

123. Amennyiben az élek stlyai nemnegativak.

124. Vegyiik észre, hogy egy konstanssal valé eltolds nem rontja el a megen-
gedett potencialt. Kell6en nagy abszolit értékii szammal eltolva a potencialt
egy nempozitiv potencialt kapunk.
126.
a) Egy tetszbleges uv € A élre 1 (v) < m1(u) + c(uv) mivel a legrovidebb
v-be vezetd 1t legfeljebb akkora, mint a legrovidebb olyan v-be vezeto
ut, melynek az utolsé éle az uv.

b) Hasonlé meggondolassal kaphaté a ma(v) < ma(u) + c(uv) tetszéleges
uv € A élre.
127.
Az eltolas megtartja a megengedettséget.

o

o
NN NN

Vegyiik észre, hogy a megengedett potencidlok halmaza konvex.

Esetszétvalasztassal kénnyen belathaté.

[oFNe}

Egy wv élre a megengedettség ekvivalens azzal, hogy m(v) < c(uv) +
m(u). Mindkét oldal alsé egészrészét véve is igaz marad a relacid, és ¢
egészértékiisége miatt [7(u)] < c(uv)+ 7w (v)]. Ezt dtrendezve kapjuk
az allitést.

128. Az allitas kovetkezik a a 127. feladat részeibdl.

129. Legyen 7 egy c-re nézve megengedett potencidl. Tekintsiik a ¢/ (uv) =
c(uv) — (w(v) — w(u)) silyfiiggvényt. Egyrészt ¢ > 0, tehat a Dijkstra-
algoritmussal tudunk c’-re nézve legrovidebb st utat keresni. Mésrészt egy
tetsz6leges P st-ut koltsége ¢/ (P) = ¢(P) — w(s) + 7(t) igy egy ut akkor és
csak akkor legrévidebb s — -1t c-re nézve, ha ¢’-re nézve legrovidebb.

130. Ha létezik megengedett potencial, akkor természetesen nem lehet ne-
gativ kor. Ha nincs negativ kor, akkor vehetjitk a a 126 feladatnal definidlt
valamelyik potencialt.



2.2. LEGROVIDEBB UTAK KONZERVATIV SULYOZASRA NEZVE, POTENCIALOK 153

131. Lasd a a 126 és a a 130 feladatok megoldéasait. Miért lesz j6 a potencial
definiciéja, ha utak helyett sétdkat vesziink?

132. Az 1j élek koltségeinek definiciéja miatt akkor és csak akkor létezik
negativ kor a kisebb grafban, ha eredetileg létezett, tehat ¢ a kisebb gréfon
is konzervativ, ha eredetileg az volt. Igy itt 1étezik 7 megengedett potencial.
Legyen m(z) = ming e a{m(u) + c(uz)}. Ez a kiterjesztett potenciil megenge-
dett lesz az eredeti grafon, mert ha lenne sért6 él, az csak zv alaki lehetne,
azaz m(v) — w(z) > c(zv) teljesiilne. Am ekkor 7(z) értékét behelyettesitve
kapnank, hogy valamely uz élre

w(v) — (7(u) + c(uz)) > c(zv),
azaz
w(v) — w(u) > c(uz) + c(zv),
tehat mégsem lett volna megengedett potencidl 7, ellentmondas.

133. A silyozéast a kovetkezé mddon definidljuk:
a) az s-bél kilépd éleken egy rogzitett konstans, a tobbi élen nulla;
b) minden élen legyen egy-egy kiilénb6zé 2-hatvany ;

c) vegyunk egy s gyokerti T' feny6t. A T-n kiviili éleken legyen a sily egy
nagy M konstans, melyre

M > {m(v)}.

veV

T egy uv élén pedig legyen m(v) — 7(u).

134. Gallai-tételb6l: az a) esetben az eredeti graf egy megengedett potencidl-
ja az ujnak is megengedett potencidlja lesz. A b) esetben vegyiink egy olyan
megengedett potencidlt, melyre 7(¢) — 7(s) minimélis. Beldthatd, hogy ekkor
7w pontos P minden élén, igy a transzformdcié utan is megengedett potencial
marad.

135. Gallai-tételb8l: ha konzervativ lenne, lenne megengedett potencial. Am
barmely v-re és negativ 6sszkolségli wo-itra w(v) < m(w), a maximélis 7
értékili v-t véve ellentmondast kapunk, itt nem végzédhet negativ séta.

136. Elsszor vegyiik észre, hogy tetsz6leges m potencidlra m(t) — 7(s) = 7 (t)
legfeljebb akkora, mint a minimalis s — ¢-ut hossza. Igy a a 126. feladatban
definialt 7, potencidl j6 valasztas lesz.

137. Vegyiik a a 136. feladatban definidlt potencidlt minden s € V pontra,
ez pl. a Bellman-Ford-algoritmussal megtehetd polinom idében. Ezek koziil
véalasszuk azt, amelynek a maximalis értéke a legnagyobb.
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138. Az a 127. feladat szerint feltehetjiik, hogy a keresett potencial nempo-
zitiv. Vegyiik észre, hogy egy tetszbleges m nempozitiv potencidlra teljestil,
hogy = (t) legfeljebb akkora, mint egy tetszéleges t-ben végz6ds it, minden
t € V-re. w legyen a a 126. feladatban definialt w5 potencial. Természetesen
m < 0. A a 135. feladat szerint létezik olyan s € V' cstics, melybe nem vezet
negativ séta, tehdt m(s) = 0. Ezen észrevételeket felhasznlva mar konnyen
kovetkezik, hogy a valasztott potencial jo lesz.

139. Lasd a a 138. feladat megoldésat.
2.2.2. A Bellman-Ford algoritmus

147. A Bellman-Fordot médositsuk dgy, hogy a minimumbél vegyiik ki a
mr—1(v) tagot.

148. Jelolje a minimé&lis kordtlag értékét h (feltettiik, hogy h < 0). Vegyiik
észre, hogy ekkor —h az a legkisebb mennyiség, mellyel az élkoltségeket eltolva
konzervativ stlyozast kapunk, valamint tetszéleges K negativ kor koratlagé-
val eltolva a silyozast K 0-kor lesz. A konzervativitas eldontésére szolgald
algoritmusban amig van olyan v cstics, melyre m,(v) < m,-1(v), addig a
mn(v) értéket felvevd sétdban van negativ kor. Ezen kor koratlagaval toljuk
el a koltségeket és ismételjiik az algoritmust. Vegyiik észre, hogy az 1j kolt-
ségfliggvényre mar nem allhat fenn 7, (v) < m,—_1(v), ezért legfeljebb pont-
szamnyi novelést kell végrehajtanunk. Az utolsé kor lesz a legnegativabb.

150. Az irdnyitatlan élek egy F' erd6t alkotnak. F' komponenseit 6sszehtizva
aciklikus grafot kapunk. Ennek egy topologikus sorrendjében haladva meg-
hatarozhaté a minimum: az aktualis komponens F; fajat visszaftjva minden
benne szerepl6 v cstcsra végig kell nézni a korabbi komponensekbdl induld
élek Fj-beli végpontjain 4t v-be mené utakat. Ezeknek az Fj-be es6 része
egyértelmi, a megel6z6 hossza pedig ismert.

152. Az atvaltési lehet6ségek grafjanak éleit silyozzuk az arfolyamok logarit-
musaival. Az els6 kérdés annak eldontése, hogy van-e negativ kor a grafban.
A miésodik pedig egy legrovidebb 1t keresése. Ezek pedig mennek a Bellman-
Ford algoritmussal.

153. Az F-beli éleket elére 1 sullyal silyozzuk, és forditva is behizzuk -
1 stllyal, az E \ F-beli éleket pedig mindkét irdnyban felvessziik 0 stllyal.
A kibévitett gratban ellendrizziik, hogy a stlyozéds konzervativ-e.

154. Legyen az élek silya 1, és forditva is hizzuk be Sket -1 stllyal. A kib6-
vitett grafban minimélis atlaga iranyitott kort keresiink. Lasd a 148. feladat.
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2.2.3. Pontos élek és alkalmazasaik, Duffin-tétel

157. Legyen 7 megengedett potencidl, azaz ¢, > 0. Az &llitds kovetkezik
abbdl, hogy egy egyiranyt kor c-koltsége akkor és csak akkor 0, ha minden
élének c, koltsége 0.

158. Duffin-tételbdl: ha egy P s—t-titra és m megengedett potencidlra 7 (t) —
7(s) = c¢(P), akkor P legrévidebb (és 7 is optimalis).

159. Duffin-tételbdl.

161. Legyen a ci-hez tartozd optimalis pontencidl 7;. Keressiink legolcsobb
s — t-utat mp-pontos élekbdl.

162. Lasd 161. feladat. A pontos élek részgrafja most aciklikus.

163. A pontos élek részgrafjaban van két éldiszjunkt s — ¢-1it.

2.3. Leghosszabb utak,
részben rendezett halmazok

165. Legyen 7(v) a maximalis sv Ut hossza. Ekkor az uv élen m(v) —mw(u) —1
4j pont jo lesz.

166. 1. Maximaélis elemek, majd a maradékban maximalisok, stb. minimé&lis
antildnc-fedést ad. 2. PERT mddszerrrel: az egyes antildncok a PERT szerint
azonos idépontban kezd6d6 munkék.

167. Tekintsiik az aldbbi segédgrafot: V := {s,t,v1,...,v,}, élek sv;, v;t,
tovdbba v;v;, ha 7 < j és a; < a;. Minden v; cstcsra a benne végz6dé élek
stulya legyen a;. Keressiink leghosszabb utat s-bol ¢-be.

168. P = {p;}, pi <p; < i< jésa; <a; részbenrendezés. Hasznaljuk
a Dilworth-tételt. Ha nincs legaldbb n + 1 hosszt antilanc, akkor lefedhetd n
antilanccal, valamelyik antilanc legaldbb m 4+ 1 hosszu.

172. Szokasos graf, s-b6l minden munka kezd6pontjaba él a legkordbbi kez-
dési idéponttal mint sullyal.

175. Elég a silyozott esettel foglalkozni. Legyen a két betiisorozat hossza
k illetve [, és jelolje f(i,7) a két sorozat elsé i illetve j karakterébdl allé
részfeladat optimuméat (1 < i <k és 1 < j <1). Jelolje tovabba c(i) az els§
sorozat i-edik karakterének értékét. Ekkor f(7,0) = f(0,7) = 0. Pozitiv ¢, j-re
pedig f(i,7) = max{f(i — 1,7), f(i,7 — 1), f(i — 1,7 — 1) + ¢(i)}, ha a két
részsorozat utolsé karakterei megegyeznek és f(i, j) = max{f(i—1,7), f(i,j—
1)}, ha kiillonboznek.



156 2. OPTIMALIS UTAK

177. Vegyiik a kovetkezd aciklikus irdnyitott grafot!

V = {s,t, 'U17'Ui,...71}|].‘|7'1)|/]_—‘}, az élek pedig sv;, vit, tovdbba vjv;, ha él-
diszjunktak, és P; megelézi P;-t. Elstlyozas: c(viv]) = |P;|, a tobbi élen 0.
A feladat ekvivalens azzal, hogy leghosszabb utat kell keresni s-bél ¢-be.

179. Max sulyu lanc.

181. Bepakolés szerint szdmozva a targyakat, konnyti belatni, hogy a kapott
permutaciéban nem lehet k-nal hosszabb névekvo részsorozat. Belatjuk, hogy
minden mas el6allhat. Jelolje az i-edik targy helyét a sorban p;. definidljuk
az aldbbi részbenrendezést {1,...,n}-en: i < j <= i < jés m < m;.
Ekkor minden lanc legfeljebb k hosszi, igy Dilworth tétele szerint fedhet6 k
antilanccal. Minden verembe egy-egy antilancot tesziink.



3. fejezet

Parositasok

3.1. Sulyozatlan grafok parositasai

187. Ha létezik alterndlé 1ut, akkor M nem maximélis, mert M és az ut
szimmetrikus differencidjat véve egy nagyobb parositast kapunk.

A miésik irdnyhoz tegyiik fel, hogy M nem maximaélis, és legyen N egy
pérosités, melyre |[N| > |M|. Ekkor NAM alternalé korok és utak diszjunkt
uniéja. Kénnyen lathat6, hogy |N| > |M| miatt ezen alternalé utak kozott
létezik egy olyan, melynek elsé és utols6 éle is (N — M)-beli.

188. Legyen M egy teljes parositds a grafban. Ekkor az elsé jatékos nyerd
stratégidja a kovetkez6: egy M-beli éllel kezdjen, majd minden esetben a
masodik jatékos altal éppen vélasztott élnek az utban elséfokt végpontjat
(ilyen mindig létezik) fed§ M-beli élt adja az tthoz.

189. Tegyiik fel el6szor, hogy G-ben nincs teljes parositds. Ekkor az elsd
jatékos nyero stratégiaja a kovetkezo: valaszt egy M maximalis méretli pa-
rositast, és egy olyan csiccsal kezd, amit nem fed, utana M éleit hasznalja.

Ha G-ben létezik egy M teljes péarositas, akkor a masodik jatékos nyer6
stratégidja a kovetkez6: barmit is valaszt az elso jatékos, a masodik jatékos
kivalasztja annak a pontnak az M-szerinti parjat.

190. Legyen N egy nem bévithetd parositds, M egy maximalis parositas. Ek-
kor NAM alternélé utak és korok diszjunkt uniéja. Mivel N nem boévithetd,
ezért az uniéban nincs egyetlen M-beli élbdl 4116 alternaléd at. Mivel minden
alterndlé korben ugyanannyi, és a korabbiak alapjan minden alterndlé itban
legfeljebb kétszer annyi M-beli él van, mint N-beli, ezért |[M| < 2|N|. Egyen-
16ség csak akkor all fenn, ha minden alterndlé Ut 3 hosszi, és elsé és utolsd
éliikk M-beli.
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191. Legyen A a graf adjacencia matrixa. Ekkor det A péros, hiszen az els6
sorhoz hozzdadva az Osszes tObbit az els§ sorban csupa paros szam all, igy
eszerint a sor szerint kifejtve a determinanst paros szamot kapunk. Egy teljes
parositas megfelel egy a féatlora szimmetrikus, nem-nulla kifejtési tagnak, és
a determindns parossaga miatt ezen kifejtési tagok szama péros.

192. Segitség: Egy v cstcshoz rendeljiik hozza azon cstcsok X, halmazat,
melyek a v-bdl indulé M-éllel kezd6do, és B — M-beli éllel végzddd alternald
sétan elérhet6. Ekkor ha v a lefogé ponthalmazban van, akkor X, is. X,
meghatarozasa megy polinomialisan. Ha X, tartalmaz parositasbeli élt, akkor
v nem lehet a lefogé ponthalmazunkban. Ha u az X,-t6l egy diszjunkt M-
él egyik végpontja, akkor X, diszjunkt X,-t6l (kilénben a masik végpont
X,-ben lenne).

193. A 192. feladatra adott algoritmus itt is j6 lesz, hiszen egy lefogd halmaz
komplementere mindig stabil.

3.1.1. Paros grafok parositasai

194. M és M, unidja alternald utakbol és korokbol all. A koroknél csak My
éleit tekintve az Osszes pont fedve lesz. Amennyiben egy 1t két vége kiilon-
bo6z6 pontosztalyban van, akkor a paratlan sorszamu élei egy a pontjait fedd
parositast adnak. Amennyiben az it mindkét vége mondjuk S-ben van, ak-
kor egyik végpontja nincs benne A-ban, igy ha a masik végpontjabdl indulva
vesszitk minden mésodik élét, akkor A U B-nek az Osszes az tra es6 pontjat
fedjiik.

195. Egy maximélis elemszamt M; és egy X-et fed6 M, pérositds szim-
metrikus differencidja alternalé utakbol és korokbél all. Az olyan alternald
utak mentén, melyeknek egyik vége Ms-beli, cseréljiik ki az M;i-beli éleket
Ms-beliekre. Az igy kapott parositas mar fedi X-et, és maximalis elemszamu.

196. Mivel |E| = k|S| = k|T|, kapjuk, hogy |S| = |T|. Tetsz6leges X C S
halmazra az X és T'(X) kozott mend élek szama egyrészt pontosan k|X|,
masrészt legfeljebb k|T'(X)|, {gy |X| < |T(X)], azaz a grafban van teljes
parositas.

197. Egy reguldris paros grafbdl egy teljes parositas éleit elhagyva jra regu-
laris paros grafot kapunk, igy a feladat allitasa kovetkezik a 196. feladatbol.

198. Uj élek, és esetleg csticsok hozzavételével elérhetd, hogy minden cstics
foka az eredeti graf maximalis fokaval legyen egyenld. Ebben a grafban a 196.
feladat értelmében van teljes parositas. Az eredetileg maximalis foku csticsok-
ra csak eredeti grafélek illeszkednek, igy a kiterjesztett graf teljes parositdsa
meghatarozza az eredeti graf egy maximalis fokt csticsokat fed6 parositasat.
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199. A 198. feladatot ismételten alkalmazva, a parositas éleit egy szinnel
szinezve kapjuk a szinezést.

200. Igaz, hiszen a kupacokra osztas egy 4-reguldris paros graffal szemléltet-
hetd: az egyik pontosztaly a kupacoknak, a masik a 8-féle értéknek felel meg,
és egy kupac-érték par kozott annyi élt hizunk be, ahany olyan értéki lapot
az adott kupac tartalmaz. A 196 feladat értelmében az igy kapott grafban
1étezik teljes parositas, mely pont egy megfelel6 kivalasztast definial. S6t, a
197. feladat alapjan ezt haromszor egymads utdn megtehetjiik, és a végén a
kupacokbdl megmaradé lapok is mind kiillonb6z6 értékiiek lesznek!

201. A 197 feladatot alkalmazzuk azon a paros grafon, melynek egyik pont-
osztalya az oszlopokbdl, masik az 1-t0l n-ig terjedd szamokbdl all, és egy
oszlopot azon szamokkal kotiink Ossze, melyek nem szerepelnek benne. Egy-
egy szinosztaly adja meg a maradék n — m sort.

202. Azt latjuk be, hogy ha nincs k ponti egyszinii részfa valamely 2 szinnel
vald élszinezés esetén, akkor G (k — 1)-szinezhetd. Legyen a két szin a kék
és a lila, és jelolje Ay, ..., Ax a kék, By, ..., By a lila komponenseket. Ekkor
|A;] < k-1, |B;] <k—1minden i = 1,..k; j = 1,...,0. Vegyik azt a
paros grafot, melynek csiicsai az egyszinii komponenseknek felelnek meg, és
az A;-nek illetve a Bj;-nek megfeleld cstcsok kozott A; N B; él fut. Itt egy
halmaznak megfelel6 cstics foka, pont a halmaz elemszama, egy él pedig meg-
felel G egy cstucsanak. Konnyen lathatd, hogy egy parositas megfelel egy stabil
halmaznak, gy a 199. feladat altal adott szinezés egy jé (k — 1)-szinezését
adja G-nek.

203. Készitsiik el azt a G = (S,T; E) paros grafot, melyben S a sakktdbla
sorainak, T" az oszlopainak felel meg, és s € S,t € T kozott megy él, ha az
s sor és t oszlop metszetében all bastya. Ekkor minden pont foka legfeljebb
8, igy az a 199. feladat szerint az élhalmaz felbomlik 8 parositasra diszjunkt
unidjara. Ezek kozt biztos van legaldbb egy, melynek legalabb 5 éle van, és
egy parositas pont bastyak egy olyan halmazat adja, melyek paronként nem
iitik egymaést.

204. Segitség: A Hall-tételt haszndlva megmutathatd, hogy abban a péaros
grafban melynek csticsait a matrix sorainak és oszlopainak, éleit a matrix nem
nulla elemeinek feleltetjiikk meg, 1étezik teljes parositds. Ebbol indukciéval
kovetkezik a tétel.

205. Legyenek a G péaros graf osztilyai a jobb-, illetve baloldali mellékosz-
talyok halmazai, vezessen él koztiik, ha a két mellékosztdly metszi egymast.
Ismert, hogy aH = Hb <= a € Hb. Igy teljes parositast szeretnénk ebben
a grafban, aminek 1étezése a Hall-tételbdl kovetkezik.
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206. Legyen a graf G, és M egy maximalis parositds, L egy minimaélis lefogd
élhalmaz. Ekkor |L| < n—2|M|+|M| = n—|M|, hiszen M-mel lefogunk 2| M|
pontot, és a maradék n—2|M| pont mindegyikéhez egy megfelel§ élt valasztva
n — |M]| éllel lefoghatjuk az Gsszes pontot. Ugyanakkor kevesebb éllel ez nem
oldhat6é meg, hiszen |L| < n — |M| esetén L legfeljebb 2|M| + |L| — |M]| =
|L| +|M| < n pontot foghat le.

Ezzel algoritmust is adtunk: keresslink egy maximélis parositast G-ben,
majd ezt bovitsiik ki minden fedetlen v pontra egy v-t fedd éllel.

A bizonyitas soran nem hasznaltuk, hogy a graf paros, igy az allitds igaz
tetszoleges grafban.

207. Konnyen lathato, hogy D egy iranyitott korének G egy parositasa felel
meg, igy egy korfedésnek egy teljes parositas, és forditva.

208. (i)=(iii): |S| = |T| nyilvdnvalé abbdl, hogy létezik teljes parositds;
IT(X)| > | X| azért teljesiil, mert a Hall-feltétel szerint |T'(X)| > | X/, viszont
egy I'(X)-re illeszkedd, de X-et elkeriils él végpontjait térolve még mindig
van teljes parositas, és ilyen él az Osszefiiggdség miatt van.

(iii)=-(ii) : Az implikdcié kévetkezik abbdl, hogy a Hall-feltétel teljesiil G —
u — v-ben.

(ii)=(i): Nyilvan létezik barmely élet elhagyva teljes parositds. Az Gssze-
fliggdség igazolasdhoz indirekt tegyiik fel, hogy a graf to6bb komponensbol
all. Ekkor u és v valaszthaté ugy, hogy elhagyva 6ket valamelyik komponens-
ben nem egyezik a két szinosztaly mérete, ellentmondasban a teljes parositas
létezésével.

210. Legyen L minimalis lefogd csticshalmaz, és legyen Lg = L NS, Ly =
LNT. Azt allitjuk, hogy I'(S — Lg) = L. Tegyiik fel el6szor indirekt, hogy
létezik v € I'(S — Lg) — L. De ekkor 1étezik olyan uv él, melyre u € S — Lg,
és uv-t nem fogja le L, ellentmondas.

Most tegyiik fel, hogy I'(S — Lg) C L, azaz van olyan Lr-beli v pont,
melynek nincs szomszédja S — Lg-ben. Ekkor L — v is lefogd ponthalmaz,
ellentmondasban L minimélis voltaval.

211. T-hez vegyiink hozzd max{|X|—|T'(X)|: X C S} —1 csticsot, és ezeket
kossiik 6ssze S minden pontjaval. gy a maximalizalé X-re még mindig nem
teljesiil a Hall-feltétel. Ha |Rg| < max{|X| — |T'(X)| : X C S}, akkor M
kiegészithetd S-et fedd parositassa a kiterjesztett grafban, ellentmondas. Az
egyenloség esete hasonlé modon igazolhatd.

212. Segitség: A maximalis hidnyd halmazok metszet-uni6 zart halmazrend-
szert alkotnak. Az algoritmus az egyértelmii legszitkebb maximalis hidnyt
halmazt adja meg.
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213. Segitség: A maximalis hidnyd halmazok metszet-unié zart halmazrend-
szert alkotnak.

214. Segitség: Az algoritmus altal adott ,elérheté pontok halmaz” az egyik
pontosztilyban az egyértelmii legsziikebb maximalis hianyt halmazt, a ma-
sikban az egyértelmi legbévebb maximalis hidnyt halmazt adja.

215. G[X AY] paros graf. Ha nincs teljes parosités, akkor a Kénig-tétel szerint
a minimalis lefogd ponthalmaz mérete kevesebb, mint a csicsszam fele. Ennek
a komplementere stabil, amihez X NY-t hozzavéve egy X-nél nagyobb stabil
halmazt kapunk, ellentmondas.

216. A Konig-tételt alkalmazzuk arra a grafra, melynek cstcsai: V := P+ P’
(dupldzés), élei: p;p’;, ahol p; < p;. (Algoritmus a Koénig-tétel algoritmikus
bizonyitésa alapjan adhaté.)

217. Segitség: Definialjuk a kovetkez6 részbenrendezést az eseményeken: egy
esemény ,kisebb”, mint a masik, ha oda lehet réla érni a ,nagyobbra”. Ekkor
egy tudosité egy lancot tud fedni ebben a részbenrendezett halmazban. Tehat
minimélis lancfedést keresiink, ldsd a a 216. feladatot. A feladat koltséges
arammal is megoldhato.

3.2. Sulyozott parositasok

218. A 194. feladat alkalmazasidhoz vegyiik észre, hogy a maximalitds miatt
egy-egy Mi-Ms- alternalé uton illetve koron az Mi-beli és az Mo-beli élek
stulya megegyezik, igy az ott kapott M parositds maximalis silyt.

219. Segitség: A max < min irdnyt kénnyi igazolni. Egy uv élt egy 7 stlyo-
zott lefogdsra nézve nevezziink pontosnak, ha c(uv) = 7(u) + 7w(v). Elegend§
olyan m-t taldlni, melyre nézve a pontos élek grafjaban van teljes parositas.
Tetszbleges 7 stlyozott lefogasbdl kiindulva a pontos élek grafjaban keressiink
maximalis parositast a Kénig-algoritmussal, és ha az nem teljes, a 7 értékét
moédositsuk gy, hogy a pontos élek grafjdban ndjon a maximalis parositas
mérete.

220. Paros grafban a P, minden uv élére legyen 7(u) = c(uv), w(v) = c(uv).
Ez egy stlyozott lefogds (a mohdsdghdl adéddan), és ezért minden M péro-
sitds stlya legfeljebb ennek az értéke, azaz ¢(M) < 7(V) = 2¢(M,). Nem
paros grafban legyen P a max sulyt parositas. Az M és az M,,, szimmetrikus
differencidja mar paros graf.
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221. Emlékeztetdiil, ha a pontos élek grafja nem tartalmaz teljes parositést,
akkor Egervary eredeti algoritmusa egy tetszéleges maximalis hidnyu halmazt
vesz, és annak segitségével modositja a stulyozott lefogast.

Tekintsiik az aldbbi példat. Legyen X; = {z,a,c} az elsd kivdlasztott
hidnyos halmaz, Xo = {z,a,b} a masodik, majd felviltva valasszuk ezen hal-
mazokat. Kénny ellendrizni, hogy ekkor minden 1épésben maxima4lis hianyu
halmazt vesziink, de az aktudlis stlyozott lefogéds értékét csak 1-gyel valtoz-
tatjuk a megfelel6 pontokon, igy 2™ — 2 iteraciora van sziikség, hogy az ad él
pontossa valjon.

0 o 3 2
X a b C
|
0?/0 3><‘3
- 3
y d e f
0 0 0 0

n
222. Legyen f,, = <1+2\/5) (n=1,2,...). Kénnyen ellenérizhets, hogy f, —
Jnt1 = fni2 €8

S fa=15 <o (3.1)
n=1

Tekintsiik az aldbbi grafot. Az n. iterdciéban valasztott hidnyos halmaz
legyen a kovetkezd:

{z,a,b,d,g}, han=3k+1;
X, =1 {z,a,be,f}, han=3k+2;
{z,a,c,d, f}, han=3k.

Ekkor az i. iteraciéban X; maximélis hidny, és a stlyozott lefogéds értékét
épp f;-vel véltoztatjuk a megfeleld pontokon, ahol i = j (mod3). Ugyanakkor
(3.1) miatt az ah él sosem vélik pontossd, igy az algoritmus nem 4ll le véges
sok iterdcié utan, tovabba a stlyozott lefogasok értéke nem konvergal egy

optimalis megoldashoz.
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223. Egyszeriien a definiciébdl lathatd, hogy két silyozott lefogds konvex
kombinacidja is stulyozott lefogést ad.
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224. A matrix sorainak és oszlopainak megfeleltetve egy teljes paros graf
egy-egy pontosztalyat, az uv élre pedig az u sor és a v oszlop metszetében
allé mez6 silyat irva a feladat ekvivalens egy maximélis stulyu parositas ke-
resésével.

225. Egervary tétele alapjan egy maximalis stulyu teljes parositas stulya meg-
egyezik a minimélis 6sszstlyu sulyozott lefogas silydval, azaz

(M) =" m(v).

veV

Ugyanakkor ¢(M) = 3, cpscluw) <30 cpm(u)+m(v) =0 oy m(v). Azaz
ahhoz, hogy itt egyenléség alljon, minden becslésnek élesnek kell lennie, vagyis
c(uwv) = w(u) + 7(v) minden uv € M esetén.

226. Ha a kapott stlyozas nem konzervativ, akkor egy negativ 9sszsilyt kor
mentén alterndlva -a kor negativitasa miatt- egy nagyobb syt parositast ka-
punk. Forditva, ha M nem maximalis stulyt, akkor egy M’ maximdlis silyd
teljes parositassal vett szimmetrikus differencidjaban kell lennie olyan alter-
nalé kornek, melyben az M’-beli élek dsszestilya nagyobb, mint az M-belieké,
igy D-ben ez a kor negativ 6sszsilyu.

227. Az, hogy a sulyozott lefogdsok dsszértékének minimuma legaldbb annyi,
mint a maximalis sulyu parositas stulya nem bizonyitjuk, csak azt, hogy van
olyan stlyozott lefogds, amire egyenloség all. Kénnyen lathatd, hogy a digré-
fon 1év6 koltségfiiggvényre nézve megengedett 7 potencidlt S-en —1-szeresére
valtoztatva egy olyan 7' : SUT — R fiiggvényt kapunk, amire uv ¢ M
esetén 7'(u) + 7' (v) > c(uv) és uv € M esetén 7'(u) + 7' (v) < c¢(uv). Ekkor
7’ értékeinek novelésével elérhetd, hogy minden pérositds él pontosan legyen
lefogva, (és kozben minden més él lefogva marad). A kapott stilyozott lefogas
Osszértéke igy, mivel M élei pontosak, megegyezik a maximalis silya teljes
parositas sulyaval.

228. S = {a,b}, T = {x,y}, c(ax) = c(by) = 1, c(ay) = 4, c(bx) = —1.

229. A legkisebb m-érték legyen w(v) = —K. Felteheté, hogy v € S. S-en
noéveljiink, T-n csokkentsiink K-val.

230. S = {a,b}, T'={z,y}, E = {ax, by, ay}, c(az) = c(by) = 1, c(ay) = 4.
Teljes grafra nincs példa, hiszen teljes paros graf és nemnegativ ¢ esetén
7 mindig valaszthaté nemnegativnak (lasd a 229. feladatot).

231. Toroljiik a negativ éleket, vegyiink hozza a kisebb csticsosztalyhoz annyi
pontot, hogy a két osztaly egyenld legyen, és hiizzunk be minden nem behi-
zott élet O stllyal. Ebben keressiink maxim4lis stlyt teljes parositast.
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232. Az egyetlen —1 sulyt élbél all6 paros graf megfelel.
233. Segitség: hasznaljuk a 231. feladat megoldasdban irtakat.
234. Segitség: A Magyar-mddszert hasznalva lathatd, hogy igaz.

235. Ha M C E,, akkor ¢(M) = w(V), igy M maximalis sulyd. Tegyiik fel
most, hogy M maximélis silyi. Ekkor nem lehet, hogy valamelyik éle m-re
nézve nem pontos, ellenkezd esetben c¢(M) > 7(V'), ellentmondva 7 stilyozott
lefogas voltanak.

236. Igaz, mert minimalis silyozott lefogasra nézve minden él pontos. A meg-
forditas mar azonosan 1 stilyozassal sem igaz, hiszen tetszd6leges paros grafban
nem feltétleniil van benne minden él teljes parositasban.

237. A 235. feladat szerint ha a ci-pontos élek grafjan kerestink maximalis
teljes parositast co-re, akkor az jo lesz.

238. Egészitsiik ki a grafot 4j élekkel és esetleg pontokal, hogy egy teljes
paros grafot kapjunk. A ¢y stulyfliggvényt definidljuk az eredeti éleken c-nek,
az 10j éleken O-nak. Az igy kapott élsilyozott grafban egy teljes péarositas
maximalis silya megegyezik G maximalis silyt parositasanak silyaval. A co
silyfiiggvény értéke legyen —1 az eredeti éleken és 0 az 1j éleken. Alkalmazzuk
a 237. feladatot.

239. a) Konny(l példdt mutatni, hogy nem igaz; b) Igaz (a 235. feladat mi-
att); ¢) Megmutathat6, (mint a 240. feladat is mutatja), hogy méar b) sem
igaz.

240. A haromszogek élein legyen a stlyozés értéke 1, a koztes éleken 0. Ekkor
konnyen lathatéan minden koéztes él benne van maximalis stlyu teljes paro-
sitasban, ugyanakkor a harom koztes él nem ad maximélis silyd parositast.

241. Léasd a 240. feladat megoldasat.

Alkalmazasok

242. A ¢; fliggvények monotonitdsa miatt az optimalis {itemezésnél min-
den gép maximum [n/k] ideig miikodik, és az utolsé id6intervallumban csak
k(n/k — |n/k]) gép lizemel.

Definidljuk a G = (5, T'; E) teljes paros grafot, és hozza a c silyozast: S :=
{v1,...,vm} (az m darab munkdnak megfelel6 csticsok); T := Ty U- - -UTT, /i1,
ahol T = {uf,...,ul} (t=1,...,|n/k]) és

[, ln/k] n/k]
Tinsk) = {“1 7""“k(n/k7Ln/kJ)}
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(az adott idéintervallumban miikddd gépeknek megfeleld csicsok); ¢(vjul) :=
() (g =1,...,m; t =1,...,[n/k]; i = 1,...,k). Ebben egy minimélis
sulytu teljes parositas megad minden munkahoz egy idépontot és egy gépet,
ami egy minimalis dsszkoltségl iitemezése a munkak elvégzésének.
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4. fejezet

Aramok, folyamok

4.1.

244.
a)

c)

Alapozé feladatok

Ha x aram, akkor nyilvan g, (v) < d,(v) teljesiil minden v-re. Vegyiik
észre, hogy > oy 02(v) = D, cy 02(v) tetszbleges, az éleken értelme-
zett x fiiggvényre. Mivel g, (v) < d,(v) minden v € V-re teljesiil ezért
az egyenlGtlenségnek sziikségképpen minden cstcsra egyenloséggel kell
teljesiilnie.

Ha z aram, akkor » ., 0.(v) = >, c; 0-(v) teljesiil minden Z C V/
halmazra. Ezt hasznalva 0,(Z) — 0.(Z) = 0:(Z) + i.(Z) — i4(Z) —
0(Z) = Y pez 02(v) = > cz02(v) = 0, melyet atrendezve épp a
kivant egyenléséget kapjuk.

A feltétel elégségessége az a) részbdl, a sziikségesség pedig b)-bél ko-
vetkezik.

245. Tekintsiik azon élek részgrafjat, melyekre x(e) # 0.

)

Ebben a részgrafban nincs nyeld, tehdt tartalmaz egy C' irdnyitott
kort. Vonjuk le x-bdl C incidencia-vektorat, mellyel egy 2’ szintén
0 — 1 4ramot kapunk. Mivel 2’ legaldbb eggyel tobb élen vesz fel nulla
értéket, mint x, az eljaras véges sok lépésben véget ér.

Hasonldan az a) részhez z-b6l vonjuk le C' incidencia-vektordnak z(f)-
szeresét, ahol f azon éle C-nek, melyre z minimalis.

Ebben a részgrafban van egy C’ irdnyitatlan kor. Most f olyan éle
legyen C'-nek, melyre |z(f)| minimdlis majd végezziik el a b)-nél lefrt
miiveletet.

247. 5,(Z) — 04(Z) =X e (05 (v) — 04 (v)) = 64(5).

167
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248. Tekintsiik azon élek részgrafjit, amelyekre  nem nulla. Ha ez a részgraf
nem aciklikus, akkor a 245. b) feladatnél leirt médon kérok mentén csékkent-
ve z-et megkaphatunk egy olyan z’ folyamot, melyre a megfeleld részgraf
aciklikus. Szintén 245. alapjdn x — 2’ dram. z’-r6] pedig hasonlé mddszerrel
konnyen belathatd, hogy st-utak nemnegativ kombindcidja.

249. Definidljunk D = (V, E)-hez egy D’ = (V', E’) digrafot: minden v; € V-
hez vegyiink fel egy v} és egy v cstcsot, tehat V' = {v},v) : v; € V}. Vala-
mint legyen E' = {v/'u} : viu; € E} U{vjv] 1 v; € V}. A kapacitdsfiiggvény
legyen ¢'(v/'u};) = g(viu;) minden v'u} € E'-re és legyen ¢'(vjv}) = gy (vi)
minden vjv] € E’-re. Keressink a D’ digratban maximalis s”t”-folyamot
g'-re nézve.

250. Legyenek Sp, S> minimalis kifokti st-halmazok. Természetesen S; N S
és S1 U Sy is st-halmaz. Valamint: 5(51) + 5(52) > 5(51 n 52) + 5(51 U Sg),
amibdl az allitas kovetkezik.

251. Ha létezik ilyen 1ut, akkor nyilvan van tetszOlegesen nagy értékii st-
folyam. Ha pedig nincs csupa +oo kapacitasi élekbdl all6 at, akkor van egy
olyan vagas, melynek kapacitasa véges. Ezen kapacitas felsd korlat a maximé-
lis folyam nagysagéra, igy nem létezik tetszélegesen nagy értékii st-folyam.

252. Legyen (V, E; A) péros digraf, minden e € E-bdl vezessen él a végpont-
jaiba. Vegytink még fel egy s és t pontot is, vezessiink s-b&él minden E-beli
csucsba, minden V-beli csticsbdl t-be valamint ¢-bél s-be egy-egy élt. A-n az
alsé /fels6 kapacitds legyen 0/1. s-b8l E pontjaiba legyen 1/1, V pontjaibdl
t-be pedig /8, az ts élen —co/ + co. Konnyen lathatd, hogy az {gy definialt
segédgrafban pontosan akkor létezik megengedett aram, ha G-nek 1étezik az
eléirt fokszamkorlatokat teljesité irdanyitasa. A Hoffmann-tétel alkalmazédsa-
val adédik a valasz.

253. Legyen = : E — Z az aldbbi folyam: z(viv,) = n — 1, z(viv;) =
min{i — 1,n — i}, z(v;v,) = min{i — 1,n — i} és 0 kiildnben. Legyen S =
{v1,Vrn 27, Vi 21415 - - - Un—1} gy vagds. Mivel x nagységa egyenlé S kapa-
citasaval x maximalis folyam és S minimalis vagas.

254.

a) Legyen minden él kapacitdsa 1. Ekkor létezik olyan maximalis folyam,
mely minden élen 0 vagy 1, egy ilyen folyam pedig felbonthaté él-
diszjunkt st-utakra. Az MFMC tétel szerint igy az éldiszjunkt st-utak
maximalis szdma megegyezik a minimdlis st-vagas kapacitdsaval.

b) A G = (4, B; E) péros grafbol készitsiink egy irdnyitott D segédgra-
fot: G minden élét iranyitsuk a B-beli végpontja felé. Vegyiink fel két
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4j, s,t csucsot, vezessiink s-bél minden A-beli pontba egy élet vala-
mint minden B-beli pontbdl egy-egy élet t-be. Az Gsszes él kapacitasa
legyen 1. A D segédgraf konstrukci6ja miatt akkor és csak akkor léte-
zik G-ben A minden pontjit fedd parositds, ha D-ben van |A| méretii
folyam. Ugyanis ha a maximélis folyam mérete m < |A|, akkor van egy
m kapacitdst legsziikebb S st-vagas D-ben. Tekintsiik az X = SN A
halmazt. Allitjuk, hogy |X| > |N(X)|. Ha nem igy lenne, akkor az {s}
st-vagds lenne a legsziikebb minimélis, de ennek a kapacitdsa |A|, ami
ellentmondas.

c) Készitsiik el a b) résznél definidlt segédgrafot. Tudjuk, hogy a maxi-
malis folyam mérete megegyezik a paros graf maximalis parositasanak
méretével. Vegylink egy legszlikebb minimalis vagast. Ebbol csak s-
re és t-re illeszkedd élek 1épnek ki. Ezen A U B-beli végpontjai lefogd
ponthalmazt alkotnak, melynek mérete megegyezik a minimélis vagas
kapacitasaval.

255. Tipp: Vegyiik azt a halézatot, melyet tigy kapunk, hogy egy 1j s cstics-
bél minden olyan v csticsba, melyre gf(v) > 05(v), hiizunk élet of(v) —d¢(v)
kapacitdssal, minden olyan v csicsbél, melyre of(v) < 07(v) egy 4j t csticsba
hizunk élet §7(v) — ps(v) kapacitdssal és minden eredeti e élt megtartunk
g(e) — f(e) kapacitassal. Ezen pontosan akkor létezik olyan maximdlis meg-
engedett folyam, mely minden s-bél kilép6 élt telit, ha az eredeti grafban
létezett megengedett dram. (Mégpedig a folyamot az eredeti élekre megszo-
ritva, azt f-hez adva kapjuk az dramot).

Az 4ltaldnos eset: Ha f(e) = —oo és g(e) = +o0, akkor az e él &sszehiz-
haté. Ha mar mindenhol csak az egyik végtelen, akkor élek megforditasaval
elérhetd, hogy f véges legyen. Ekkor a véges esetre mutatott konstrukcid
miikodik.

256. Tipp: Az als6 kapacitas legyen mindenhol 0. Huzzuk be a ts élt akkora
alsé és felsé kapacitassal, amekkora folyam nagysagot szeretnénk.

4.2. Maximalis folyam algoritmusok

258. Vegylink minden élet visszafele irdnyitva a digrdfhoz. Ezen legyen a ¢’
kapacitasfiiggvény egyenld g — z-szel az ,elére” éleken és x-szel a ,hatra” éle-
ken. Induljunk ki a graf ponthalmazan értelmezett tires grafbél. ¢’-re nézve
nagysag szerint csokkend sorrendben hizzuk be az éleket majd minden él be-
htizasa utan eldontjiik, hogy van-e st-it az aktudlis részgrafban pl. szélességi
kereséssel. A legels6 st-ut lesz a legtobbel novelé at. Masik megolddas: lasd
a 118. feladatot.
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260. A forditott grafban keressiink legsziikebb minimélis ¢s-vagast. Ez meg-
tehetd a javité utas algoritmus segitségével (lasd a 259. feladat).

261. Keressiink egy r maximélis megengedett folyamot. Minden e telitet-
len élre legyen e éle D'-nek és minden f élre, melyre z(f) > 0, legyen f
megforditottja éle D’-nek.

263. Minden e = wv élt tordljlink ki, és vegyiink be helyette egy w,. cstcsot
és egy f alsé kapacitasu uw, illetve egy —g alsé kapacitasa vw, élt.

264. Pontosan akkor van ilyen vagas, ha a Z§=1 g; kapacitasfiiggvényre a
minimalis vigds nagysaga egyenl6 a g;-kre vett minimalis vagas nagysagok
Osszegével, tehat t + 1 darab maximalis folyam keresésével és egy noveld
1épéssel eldonthetd.

265. Keresstiink ¢’ := m - g + 1-re minim4lis vdgast, ahol m az élszam.

266. Vegyiink egy maximadlis x folyamot. Egy e élen legyen ¢’(e) = 1, ha
g(e) = z(e), kiillénben pedig oo. Keressiink ¢’-re minimalis vigést.

268. Tegyiik fel, hogy a maximalis folyam értéke k. Legyen Sy egy minimalis
kapacitdsi st-halmaz. Emeljitkk meg a g-t annyival, hogy 4/ (Sp) = K legyen,
vagyis (K — k)/04(Sp)-lal. Tterdljuk ezt az eljardst. A novelést kévetéen méar
minden olyan S st-halmaz kapacitdsa legaldbb K lesz, amelybdl legaldbb
04(Sp) él 1ép ki. Mivel 04(S) legfeljebb |A|-féle értéket vehet fel, legfeljebb
ennyi iteraciéra van sziikség.

269.

a) Keresstink megengedett dramot g = ¢ felsd, f = —oo alsé korlattal.
Ekkor a Hoffman-tétel feltétele (0¢(X) < d4(X)) nyilvan teljesiil min-
den olyan X halmazra, melybe 1ép be él, igy a feltétel csak iranyitott
vagasokra romolhat el. Ezekre pedig a feltétel éppen a 0 < 0.(X)
egyenlGtlenséget adja, azaz pontosan akkor 1étezik megengedett dram,
ha minden iranyitott vagas stulya nemnegativ.

b) Tekintsiik az els6 részfeladatban definidlt dram feladatot, és legyen x
egy megengedett dram. Ha egy irdanyitott viagas silya nulla, akkor a
megfelelé X halmazra 0 = 0.(X) > 0,(X) > 0.(X) — 0.(X) = 0,
hiszen x dram és o(X) = 0. Ekkor viszont végig egyenléség all, azaz
0c(X) = 0,(X), vagyis minden X-bél kilép§ élen az dram értéke meg-
egyezik az él sulyaval. Tehat ha egy irdnyitott vigas minden éle benne
van nulla 6sszsilyt iranyitott vagasban, akkor minden élén az dram
értéke megegyezik az él silyaval, de akkor -ismét az el6z6 egyenl6tlen-
séglanc miatt- 6 maga is nulla silyu.
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4.3. Minimalis koltségili aramok, folyamok

271. A 248. feladat alapjan x el6édll, mint egy aram és st-utak kombinécidja.
Ebbél az 6sszegbdl az dram nem befolydsolja x nagysagat, tehat azt az x-
bdl kivonva egy olyan folyamot kapunk, melynek nagysiga megegyezik x
nagysagaval a koltsége pedig nem nagyobb x koltségénél.

272. Tekintsiik azon e élek részgrafjat, melyekre f(e) # x(e) # g(e). Ha
ebben van egy C kor, akkor ¢(C') = 0-nak kell teljesiilnie. (Ha ¢(C) > 0
(¢(C) < 0) lenne, akkor C' mentén z-et kicsit csokkentve (novelve) kisebb
koltségii aramot kapnank.) Most a 245. feladatnal leirt médon elérhetd, hogy
C valamely élére az aram valamelyik kapacitissal egyenld legyen. Ezzel a
korok szama a részgrafban csokkent, az 0j dram koltsége pedig azonos x
koltségével. Ismételjiik az eljarast, amig erd6t nem kapunk.

273. Legyen 7 a potencidl, aminek potencialkiilonbsége a c. Ekkor egy x
folyam koltsége val(x) - (w(t) — w(s)) (minden mas kiesik), tehdt minden ma-
ximalis folyam ugyanannyi koltségii.

275. A negélt sulyfiiggvényre keressiink legolcsébb k-fonatot. Ezen utébbit
minden digrafban lehet konzervativ stlyozas esetén, hiszen egy megengedett
potencial-kiilonbséggel eltolva ekvivalens feladatot kapunk immér nemnega-
tiv koltségfiiggvényre nézve.

276.

a) A 255. feladatban leirt graf (j éleinek a koltsége legyen 0, az eredeti
élek koltsége legyen c(e).

b) A negativ koltségli éleket toroljik és tegytk vissza megforditva (—g(e),
—f(e)) alsé és felsé kapacitésokkal és —c(e) koltséggel. Igy visszave-
zettiik az a) részre.

c) A 256. feladatban leirt graf segitségével vezessiik vissza a feladatot a
b) részre.

a) Jelolje M a maximélis folyam nagysagat. A v pontot széthizzuk egy
v'v” 1§ éllé, a v-be futd éleket vezetjik v'-be, a kiinduldkat v”-bél
kifelé. t-bél s-be is behtzunk egy élt. A kérdést aram-feladattd fo-
galmazzuk at: legyen f(v'v”) =0, g(v'v") = M, f(ts) = g(ts) = M.
Koltségfiiggvény : c(v'v") = —1, egyébként ¢ = 0. Keressiink minimalis
koltségii aramot.

b) Nézziik meg, hogy a v pontot tordlve csokken-e a maximdlis folyam
nagysdga? (Mdasik megoldds: az a)részben legyen c(v'v”) = 1)
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278.

a) Aram-feladattd frjuk at: legyen f(e) = g(e), vegyiink fel egy ts élet,
melyre f(ts) = g(ts) = M, tobbi élre az als6 kapacitas 0. Dontsiik el,
van-e megengedett dram.

b) Definidljunk egy koltségfiiggvényt az éleken, c(e) = 1, a t6bbi élen 0.
Keressiink minimalis koltségli maximalis folyamot.

4.4. Alkalmazasok és rokon feladatok

4.4.1. Rokon feladatok

280. Tipp: Legyen t 10j cstics és vegyiik a grafhoz a vt éleket minden v € V-
re (m(v), m(v)) alsé és fels§ kapacitdssal. A kapott grafban pontosan akkor
létezik megengedett aram, ha az eredetiben létezett megengedett m-aram.

281. Tipp: A 263. feladat szerint elég azzal az esettel foglalkozni, ha csak
als6 kapacitas adott. Ekkor m(v) = 0f(v) — of(v)-re keressiink nemnegativ
m-aramot. Ezt f-hez adva megengedett aramot kapunk.

282. Minden 7j élt helyettesitsiink egy 3 hossza uttal, aminek a kozépso éle
forditva van, és legyen a két 1ij pont vilj és v?j (tehéat a hérom él: ivilj, v?jvilj,
v7;7). Legyen b(v);) = g(ij) és b(v};) = —g(ij).

283. Legyen D’ = (V'  A’) a kovetkezd irdnyitott segédgraf. V! =V 4 s és
E'=EU{vs:v €V}, az 4j élen az alsé- és felsd kapacitdsok legyenek p(v)
illetve b(v). D’-ben akkor és csak akkor létezik megengedett dram, ha D-ben
van altalanositott &ram. A Hoffmann-tételt felhasznalva az 4llitas kovetkezik.

284. Tipp: Vegyiik azt a particiot, melyet tgy kapunk, hogy a csticsokat
ekvivalenciaosztalyokba soroljuk a szerint, hogy melyik az 6ket tartalmazo
legsziikebb F-beli halmaz. A particié tagjait Osszehizva a kapott grafban
pontosan akkor van megengedett dram, ha az eredeti grafban volt megenge-
dett F-aram (és persze f < g teljesiilt).

285. Jelolje M = (a;;) a matrixot, az sor-, és oszlopdsszegek b;, ¢;. Készitsiink
egy D = (V, A) segédgréfot, ahol V = {s,t} U {v;,w; :4,j = 1,...,k}. Elek
azonos alsé és felsd kapacitdsokkal, és 0 koltséggel: sv; kapacitdsa b;—> ; Gijs
w;t kapacitdsa ¢; — Y, a;j, ts kapacitdsa Y b; = Y ¢;. Tovabbi élek: v;w;
alsé és fels6 kapacitdsa (—a;j,1 — a;;), koltsége (1 — 2a;;)c;;. Koltséges dram.
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4.4.2. Grafelméleti alkalmazasok

287. Definidljuk a V két részhalmazit: S = {v: c(v) > 0}, T ={v : c¢(v) <
0}. Vegyiik fel az s,t extra pontokat, vezessiink éleket s-bél S pontjaiba,
ill. T pontjaibél t-be. Az eredeti élek kapacitdsa legyen végtelen. Egy sv él
kapacitdsa legyen c(v) mig egy vt élé —c(v). Keressiink minimdlis st-vigdst
a segédgrafban.

289. Rendezziik kérbe a pontokat majd a szomszédok kozott keressiink mini-
malis vagast. A legkisebb kapacitasti minimélis vagas kapacitasa lesz a digraf
élosszefliggbsége.

291.

a) Legyen minden él kapacitdsa 1. Keressiink 2 nagysigi megengedett
folyamot.

b) Legyen minden v € V —{s, ¢} pont kapacitdsa 1 majd a 249. feladatn4l
leirt médon vezessiik vissza az a)kérdésre.

292. Hasonl6 a 291. feladat megoldasiahoz, keressiink legolcsobb 2 nagysaga
egész folyamot.

293. Vegyiink egy optimélis megengedett potencidlt és nézziik a pontos élek
grafjat. Ebben keressiink maximalis folyamot az azonosan 1 kapacitasfiigg-
vényre nézve.

295. Ez a minimalis vagas feladat atfogalmazasa.

296. A graf éleit irdnyitsuk S-bol T felé, és tegyiink rajuk oco kapacitast. Egy
gy s cstcsbdl hizzunk minden v € S-be egy sv élt, melynek kapacitasa v
stlya, valamint vezessiink egy 1j ¢ csicsba minden v € T cstcsbdl egy ut élt,
melynek kapacitasa az u silya.
a) Minim4lis st vagast keresiink.
b) Olyan minimdlis st vdgast keresiink, melyben a kilép6 élek szdma mi-
nimalis. (Lasd a 266. feladatot.)

298. Az egyenlStlenség relaciét irdnyitott élekkel reprezentdlva maximaélis
silyt ponthalmazt keresiink, amibe nem vezet él. Lasd a 287. feladatot.

299. s 4j cstcsbodl minden cstcsba vezessen egy (6(v) — o(v))/2 alsé és fel-
s6 kapacitdst, 0 silyu él (ha ez nem egész, akkor nincs Euler atiranyités).
A t6bbi élre rakjunk 0 alsé és 1 fels6 kapacitast. Keressiink minimalis koltségii
(egész) aramot, és az 1 értéki éleket forditsuk meg.
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4.4.3. Modellezési feladatok

300. Legyen V = {v1,..., 05, u1,...,up, 8, t}, A = {sv; : i = 1,...,k} U
{viuj 1i=1,.. . kj=1,...,0U{ut : j =1,..., 0}, g(svs) :== a;, glviu;) =
1, g(ut) :==b; (1 =1,...,k;j=1,...,¢). Létezik-e olyan maximélis folyam,
mely minden s-bol kilépd élt telit.

301. Az elhelyezkedés egy részbenrendezés, egy maximélis stlyud idedlt kere-
siink. Lasd 298.

306. Legyen V := {s, a; ,a”b;,bé,b ci=1,...,m;j=1,...,n}. Az élek/al-
s6/fels6 kapacitasok/koltségek :
(sal/£:/14:/0),
(sa’z’-/&/&-/O) ,
(a{b;/o/fi/dij) ;

(a’ bl/[)/ﬁ /dz])
(bfbj/O/Pj *%‘/0),

(505/a;/75/0) .
(b;t/0/p;/0),
(ts/ X2 i+ 00 /D (Fi+ ) /0)).
(ahol i =1,...,m;j =1,...,n). Keressiink minimélis k6ltségli aramot.

310. Tipp: aruljunk helyre sz6l6 jegyeket. Azaz olyan min koltségli k nagy-
sdgu folyam feladatot irjunk fel, ahol a folyam tt-felbontdsdban minden 1t
megfelel a k hely egyikének.

4.5. Szintez6 algoritmusok

313. Tipp: futtassunk két szintez6 algoritmust egymas utan: a felsé korlatra
"felfelé", majd az alséra "lefelé". Figyeljiik meg, hogy a masodiknal a fels6
korlatok nem romlanak el.



5. fejezet

Linearis algebra és
poliéderek

5.1. Linearis algebra

318. A vélasz igen. Adjuk hozzd az utolsé oszlophoz az utolsé elétti osz-
lop 10-szeresét, az azt megel6zd oszlop 100-szorosat, stb. Ezen 1épések nem
valtoztatjak meg a matrix determinansat, és az eljaras végén az utolsd osz-
lopban csupa 2013-mal oszthat6 szam all. E szerint az oszlop szerint kifejtve
a determinanst adédik az allitas.

319. Jelolje V és W a két affin alteret, és legyen z € V NW. Mivel egy affin
altér egy altér eltoltja, ezért V.=V’ + {z} és W = W' + {2z} ahol V' és W’
alterek. De ebb8l VN W = (V' N W) + {z} , amib6l kévetkezik az 4llitas,
hiszen alterek metszete altér. Osszegre hasonléan gondolkodhatunk.

320. A vektorterek tulajdonsigait konnyd ellenérizni. A tér dimenzidja 3,
bazist alkot pl. az {1,x, 2%} harmas. A derivalas linearis transzformécié vol-
ta kovetkezik a derivilds szabdlyaibdl. A transzformacié nem invertélhato,
hiszen ha két polinom csak a konstans tagban tér el egymastol, akkor deri-
véaltjuk megegyezik. Igy a transzfromécié determindnsa 0.

321. Hasonlbéan a 320. feladathoz.

323. Jeldlje rg,rr, és mp, rendre a Q, R, ill. GF(2) {6lotti rangot. Ekkor
TQ = TR > TF,, ugyanis ha Y A\;a; = 0 valés egyiitthatokkal, akkor a A;-k vé-
laszthatdk raciondlisnak. Sét, nem mind péaros egészeknek is, és ekkor legyen
A, := (A mod 2). Mésképpen: detg = detg és dety, = (detg mod 2).

175
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324. Hasznéljuk fel, hogy r(A4) = dim Im(A).

325. Nyilvan elég teljes sorrangi matrixra igazolni az &llitast. Ekkor ha
TAAT =0, akkor zAATz = 0, azaz |vA|?> = 0, ebbSl zA = 0 és igy = = 0.
A komplex esetben egy ellenpélda: (1 ).

326. Segitség: vonjuk ki az els6 sorbdl a masodikat, majd a méasodikbdl a
harmadikat, stb. Ezutan fejtsiik ki a determinanst az els6 oszlop szerint, és
hasznaljunk indukciét.

327. Indirekt tegyiik fel, hogy z benne van az A sorterében, azaz létezik
olyan y sorvektor, melyre yA = z. De ekkor |z|? = (yA)z = y(4z) = 0,
amibdl z = 0, ellentmondés.

328. Jelolje A’ azt a métrixot, melyet A-bdl az utolsé oszlop elhagyasaval
kapunk. Mivel A utolsé oszlopa, a,, linedrisan fiigg az els6 n — 1 oszloptdl,
ezért létezik olyan z’ vektor, melyre A’'z’ = a,. Ekkor az z = (2/,—1) vek-
torra Az = 0, vagyis « mer6leges A minden sordra. Mivel r(A4) = r(C), ezért
B minden sora linearisan fiigg A soraitdl, emiatt Bz = 0 is teljesiil, és igy
Cz = 0, amit atrendezve épp az allitast kapjuk (hiszen x utolsé koordinétéja
nem nulla).

329. A feladat azzal ekvivalens, hogy adjunk meg minimélis szamu wy, .. .,
wg—1 vektort Ggy, hogy az altaluk feszitett altér az Az = 0 homogén linearis
egyenletrendszer megoldashalmaza legyen. Ekkor ugyanis ezen altért az Az =
b rendszer egy xo megoldasdval eltolva megkapjuk a kivant alteret, a vektorok

pedig az wy + xo, . . ., Wk—1 + Tg, o vektorok lesznek (ha xg = 0, akkor persze
nem vessziik hozza a rendszerhez).
Tlyen wy, ..., wi_1 rendszert pedig konnyen talalhatunk: az A nullterében

kell keresniink egy bézist. Ezt mohé médon megtehetjilk: tegyiik fel, hogy
valamely 0 < ¢ < k—1 értékig meghataroztuk a w;-ket. Legyen A; az a matrix,
melyet A-bdl kapunk a wy, ..., w; vektorok mint sorok hozzéavételével. Ekkor
w;t1-re jo valasztas az A;x = 0 rendszer egy megoldasa.

330. Hasonl6 meggondoldsokat alkalmazzunk, mint a 329. feladatban.

331. Jelolje A sorait 1a,...,ma. Ekkor Ax =0 < ,ax =0Vi < z €
S(A)*.

332. Gauss-eliminaciéval. Vegyiik észre, hogy itt nem iitkdzhetiink ellent-
mondasos sorba, hiszen a rendszer homogén.

333. Kovetkezik a 332. feladatbol.
334. Alkalmazzuk a 328. és a 332. feladatokat.
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335. Megmutatjuk, hogy az A; méatrix oszlopai fiiggetlenek, a sorokra ha-
sonléan megy a bizonyitéas.

Tekintsiik az A els6 r oszlopa &ltal alkotott A’ métrixot (ennek A; részmét-
rixa). Tegytiik fel indirekt, hogy A; oszlopai nem fiiggetlenek. Ez azt jelenti,
hogy létezik olyan x vektor, melyre A;z = 0. Mivel A minden sora fiigg az
els6 s sortdl, ezért ugyanez igaz A’ soraira is. De akkor A’z = 0 is teljestil,
ellentmondva annak, hogy A’ oszlopai linedrisan fiiggetlenek.

336. Jelolje a matrixot A, az oszlopokat aq, ..., ag, az j vektort b. Tegytiik fel
indirekt, hogy né a matrix rangja, azaz 1étezik a matrixban gy maximalisan
sok fiiggetlen oszlop, hogy azokhoz az 1j oszlopot hozzavéve még mindig fiig-
getlen rendszert kapunk. Legyen ez a rendszer aq,...,a;,b. Mivel aq,...,a;
maximalis fiiggetlen A-ban, ezért A minden oszlopa kifejezhetd ezen vekto-
rok linedaris kombinaci¢jaként. Ugyanakkor b linedrisan fiigg A oszlopaitdl,
igy b is kifejezhet6 az ay,...,a; linedris kombinéciéjaként, ellentmondva az
ai,...,a;, b rendszer fiiggetlen voltanak.

Az oszlop elhagydsara vonatkozo allitas hasonléan lathat6. A sorokra vo-
natkozo rész egyszerlien kovetkezik a matrix transzpondlasaval.

337. Tekintsiik az adott 5 sorbdl allé6 matrixot. Erre alkalmazzuk a 335.
feladatot.

338. Altaldban nem igaz, pl. ((1) (1)) els6 oszlopa és sora. r(A) darabra igaz.

Legyen most A = (g g), ahol (Q C) sorai és (g) oszlopai fiiggetlenek.
(B D) sorai (Q C) sorainak linearis kombindciéi, specidlisan B soraira ;b =
x;Q. Ha valamely y-ra Qy = 0, akkor ;by = z;Qy = 0, azaz (g)y = 0, tehat

y=0.
339. Alkalmazzuk a 333. és a 338. feladatokat.

343. Igen. Az "akkor' irdny egyszeri. A "csak akkor" irdnyhoz: legyen
Zj Aija; = 0, ahol \;; # 0. Szorozzuk meg az i-dik egyenletet ¥i-nel, és
adjuk ezeket Ossze, ekkor > p;(¥)a; = 0 adédik, ahol p; nemnulla polinomok.
Valasszuk 9-t gy, hogy ne legyen gyoke egyik polinomnak sem.

344. Mutassuk meg, hogy S(A;1) C Ker(A4s), és a dimenziéjuk megegyezik.

345. A;-bdl kiindulva mindig egy sorral bévitsiikk a matrixot gy, hogy az
aktudlis sor merdleges legyen az 6sszes kordbbira, azaz ha A jeloli az aktudlis
matrixot, akkor vegyiik hozzd az Ax = 0 rendszer egy megoldasat sorként.

A kapott A matrix nulltere nyilvan tartalmazza A; sorterét, az egyenléség
a dimenzidkbdl adodik.

346. Ellenorizziik az ortogonalitast és a dimenzidkat.
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347. Az els6 rész kovetkezik a 345. feladatbdl, a méasik két rész kovetkezik az
els6bdl.

*

351. Legyen g az Az = b egy megoldasa. Ekkor A’ (zg—x*) = 0, azaz xo—=x
merdleges az A’ matrix minden sordra. Ugyanakkor A’ az A maxim4lisan sok
linedrisan fiiggetlen sorabdl allt, azaz xg — x* val6jdban A minden sorara
meréleges, igy A(xg — x*) = 0, tehat Az* = Axg = b.

353. Altaldban nem igaz az allitds: ha A-nak két oszlopa van, melyek meg-
egyeznek, akkor az x;-ket valtakozva a megfelel6 egységvektornak véve kons-
tans sorozatot kapunk, holott x; nem konvergens.

Tegyiik most fel, hogy A oszlopai linedrisan fiiggetlenek, és legyen Az =
2z1,. Jeldlje a z, sorozat limeszét a z vektor. Ekkor xj konvergil A~!z-hez,
jelolje ezt a vektort x. Teljestilni fog, hogy Az = z.

356. Ha Ej irdnyitatlanul tartalmaz kort E; élhalmazzal, akkor vegyiik az
A(FE;) részmétrixot. Az oszlopokat szorozzuk meg +1-gyel tgy, hogy egy
irdnyitott kor incidencia-matrixat kapjuk. Most az oszlopokat osszeadva 0-t
kapunk.

Forditva, legyen Ey olyan hogy A(Ey) oszlopai Osszefliggenek valamilyen
egyiitthatékkal. Egy nemnulla egyiitthat6éju él mindkét végpontjaban kell
hogy kapcsolddjon nemnulla egyiitthatoja él. Ezeken az éleken haladva egy
id6 utén kell hogy kort taldljunk.

Végiil, A rangja a maximalis linearisan fiiggetleniil kivalaszthatd oszlop-
rendszer elemszama, azaz a maximalis élszamu részerdd, még masként egy
feszit6erdo élszama.

357. Legyen vy, ...,v, egy maximéalis sulyu fiiggetlen részhalmaz, és tekint-
sitk a rendszer vektorait sily szerint csokkend sorrendben 1gy, hogy azonos
sulyu vektorok koziil a v;-ket vessziik elére. Ebben a sorrendben futtatva a
moho algoritmust a kérdéses rendszert kapjuk.

5.2. Konvexitas

s sz

den z; helyére a v;-k megfelel§ konvex kombinacibit.

361. Az ,akkor” irdny nyilvanval6. A ,csak akkor” irdnyt indukci6val bi-
zonyitjuk. Tegyiik fel, hogy k£ — 1 pont konvex kombindciéjarél mar tud-
juk, hogy a halmazhoz tartozik, és tekintsiik & pont konvex kombinécio-
j4t: v = — Mt Ae—aUkon g —

jat: v = Ay 4+ -+ + A\pvg. Legyen u; = W v és ux = wy.
Ekkor w; és us is a halmazhoz tartozik az indukciés feltevés miatt. De
v = (A1 + -+ Ap—1)ur + Ague, azaz el6all két pont konvex kombindcio-

jaként, és igy v is a halmazban van.
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362. Az ,akkor” irdny nyilvdnvalé. A | csak akkor” irdnyhoz a 361. feladat
értelmében azt kell megmutatnunk, hogy a halmaz barmely két elemének
barmely konvex kombinéaciéja a halmazhoz tartozik. Legyen u és v két pont,
w = au+ (1 —a)v valamely 0 < a < 1 szdmra. Az u—v szakaszbdl kiindulva,
mindig az aktudlis szakaszt felezve és a w-t tartalmazé részét megtartva sza-
kaszok olyan sorozatat kapjuk, melyek végpontjai w-hez tartanak és benne
vannak a halmazban, igy a zartsaghol adéddéan w is eleme a halmaznak.

A feladat mésodik feléhez: alljon a halmaz a [0,1] intervallum azon racio-
nalis elemeibdl, melyek % alakba ifrhatdak, ahol g 2-hatvany.

363. Ha két pont benne van a két halmaz metszetében, akkor barmely konvex
kombinéciéjuk is.

364. Nyilvin a C elemeibdl képzett konvex kombinaciok halmaza konvex,
és tartalmazza C-t, igy konv(C)-t is. Ugyanakkor C' Ckonv(C), és konv(C)
konvex, igy tartalmazza a C elemeibdl képzett 6sszes konvex kombinaciét.
Igy a két halmaz egybeesik.

365. Azt kell megmutatnunk, hogy f(9£%) < f(cl);f(”). Legyenen x € A
olyan, hogy f(c1 + c2) = (1 + c2)x. Ekkor nyilvdn f(93<2) = atey s
teljestil. Mivel f(ec1) > c1x és f(ca) > cox, kapjuk, hogy f(%) = %x <

fler) | fle2) _ flen)+f(c2)
2 + 2 - 2 :

366. (iii) = (i4) = (i) konnyen lathaté. (i) = (#it) kovetkezik a 362.
feladatbdl.

367. Megszamlalhaté sok.

368. Kontinuum, mert minden egyes hatarpontot csak egyetlen félsikkal lehet
levagni.

369. Igaz, ugyanis indirekt tegyiik fel, hogy egyik korre sem teljesiil az allitas.
A két kor nyilvan metszi egymdst két pontban. A metszéspontjaikon atmend
egyenes szétvalasztana a két haromszoget, ellentmondas.

370. Tegyiik fel, hogy K tartalmazza az u pontjabdl kiinduld, de nem tar-
talmazza a v pontjabdl kiinduld, ¢ irdnyu félegyenest. Ez azt jelenti, hogy
u + Ac € K minden A > 0 esetén, de létezik olyan p > 0 szadm, melyre
v+ pc ¢ K. Tekintsiik a kovetkez6 pontok sorozatat: w; := FTMU + & (u+1ic)
(1 > p). K konvexitdsa miatt w; € K, ugyanakkor w; — v + pc (i — 00), igy
K zartsaga miatt v + pc € K, ellentmondés.

372. Egy extremdlis pont természetesen nem &allhat el6 K-beli szakasz fe-
lez6pontjaként. A forditott irdnyhoz tegytik fel, hogy az v € K pont eléall
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legalabb hdrom K-beli pont konvex kombindciéjaként, v = Ajv1 + -« - + Agvp
(k > 3). Ekkor v eléall az u; = % és us = vy, pontok konvex
kombinaciéjaként, azaz létezik Ot tartalmazé szakasz K-ban. Ezen a szaka-
szon két elég kozeli pontot véve v-hez az elGall a két pont altal meghatarozott

szakasz felezépontjaként.

373. v extremdlis <= nem 4ll el6 mas K-beli pontok konvex kombindci-
bjaként <= K \ {v} zart a konvex kombindcié képzésre — K \ {v}
konvex.

5.3. Poliéderek

378. Mutassuk meg, hogy a poliédert kimetsz6 zart félterek mindegyike ho-
mogén.

380. Ha g mozgasvektora z-nek, akkor elég kicsi A > O-ra z + A\g € R és
2z — Aq € R. Ez azt jelenti, hogy Q(z + A\q) = Qz + A\Qq < b és Q(z — \q) =
Qz — AQq < b, ami csak 1gy lehetséges, ha Q7 ¢ = 0.

Ha Q7 q = 0, akkor tudunk olyan kicsi A > 0 szdmot valasztani, melyre
z 4+ Aq és z — A\q is R-ben van.

381. Legyen R = {zx € R" : Qz < b}. Ekkor egy ¢ vektor akkor irdnya R-nek,
ha Qq < 0. Koénnyt 1atni, hogy az ilyen vektorok halmaza zart a nemnegativ
egyiitthatés linearis kombinacidkra, igy konvex kipot alkotnak.

382. Hasonlbéan a 372. feladathoz.
383. Hasonléan a 372. feladathoz.

384. Legyen a két pont x = (x1,...,2,) és y = (y1,...,Yn). Ekkor az &l-
taluk meghatdrozott szakaszt a kovetkezé z vektorok alkotjik: {z € R™ :
min(z;,y;) < z; < max(x;,y;)}. Ez a halmaz pedig konnyen lathatéan egy
poliéder.

385.QQ ={reR*": —-1< Z’fml <1, -1<x <1(t=1,...,n)}, ami
koénnyen lathatéan egy poliéder.

386. Segitség az (e) részhez: y € K* <= yA < 0 szerint z € K** «—
yz <0Vy e K* <= fy:yA<0,yz2>0 < Fy:yA>0,yz2 <0 <
Jrx:Ax=2,2>0 < z€ K.

Segitség az (f) részhez: K* metszetkip, igy generalt kip is, tehat K + K*
is generalt kap. (K + K*)* = K* N K = {0}.
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389. Metszetkupként:
C={zeR": 29—21<0,...,2y —Tp_1 <0,—z, <0}.

Generalt kipként:

C=1{y - (1,0,....0) +y2- (1,1,0,...,0)+...
+yn(1a17a1)a ylvaynzo}

390. Eltolasi altér: azon z vektorokat keressiik, melyekre a feladathoz tartozé
A métrixra Az = 0, azaz 227 — 320 = 0, 21 — 329 = 0, stb. Ebbdl azonnal
latszik, hogy z1 = 22 = 0, azaz a poliéder eltolasi alterre trivialis.

Irdnykip: azon z vektorokat keressiik, melyekre Az < 0, azaz 221 — 329 <
0, 21 — 329 <0, —21 —229 <0, =221+ 20 <0, —21 + 22 < 0. Ezen feltételek
mindegyike akkor teljestil, ha %zl <29 < 2.

Mivel példdul a z = (1,1) vektor benne van az irdnyktpban, tetszéleges
¢ = (a,b) vektor j vdlasztas lesz, melyre a + b > 0.

394. Abrazoljuk a megoldéshalmazt koordindtarendszerben o és 8 fiiggvé-
nyében.

395. AN K D P Aaltaldban. Ha 0 € A, akkor konnyt latni, hogy a generalt
affin altér megegyezik a generalt altérrel. Ennek része a kip, és a metszet
egybeesik a kippal, ami nem korlatos, mint a politép, tehat nem egyenléek.

Tegyiik most fel, hogy 0 ¢ A. Legyen u € AN K, tehdt u # 0. Ekkor
w=% Nvi, i > 0ésu =" v, S8 = 1. Azt éllitjuk, hogy
a A;-k jok lesznek a politopbeli eldallitashoz. Ha Zle A; = 1, akkor készen
is vagyunk, igy tegyiik fel, hogy 0 < Zle Ai # 1. Alkalmas a-ra, ahol
0<a#1laue ANK, ésu € ANK. Ekkor 0 = —%su + —Lau, tehdt
el6éallt a 0 az affin altér elemeként, ellentmondas.

397. Vegyiik az élesitheté halmazokhoz tartozé megoldasok szamtani koze-
pét.

398. a) w; éppen az ;a irdnyu szélesség.

b) P :=conv((0,0,1),(0,0,1), (1,1,0), (~1,1,0)), w; = 2 > 1 = w(P).

c) Feltehetd, hogy A soraira ||;a|| = 1. P tartalmaz ¢ sugari gébmbot <=
{z: Az <b— 01} # 0. Az a) rész szerint Iz : Az < b, ;axD < b; — w(P).
T = % S,

d) Kell: {;az < bi—%} félterek metszete nem iires. Helly-tétel miatt elég
legfeljebb n + 1 félteret nézni, ezek metszetére w(P’) > w(P). Alkalmazzuk
a c¢) részt.
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399. K kompakt, ezért 3Y C K véges halmaz, hogy Vx € K3y € Y :
|z —y|| < &. P:=conv(Y),w(P) > w(K) — . Lasd a 398. feladat d) része.

400. Segitség: —> : b:= —1A.
401. Tekintsiik a kovetkezd poliédert a sfkon: z > 0,y < /2 - .

402. Vazlat: n = 1-re OK. Ha mar nem tudunk tébb lapot elvenni, akkor
létezne legalabb 2n 4 1 vektor, hogy barmely kett6 legalabb derékszoget zar
be. Ez indukcié miatt nem lehet.

e sz

csokra megkovetelni az egyenlOtlenséget. Legyenek a B matrix sorai P csu-
csai, A(P) = {y > 0: By < 1}. B elemei nemnegativak, és minden oszlop-
ban van pozitiv elem, hiszen ha pl. « pozitiv elem A els6 oszlopdban, akkor
Ley € P.Tehdt A(P) € M. Mésrészt P C A(A(P)) trivialis, ha pedig z € P,
akkor 3b; csticsa P-nek, hogy zb; > 1, tehédt z ¢ A(A(P)).

407. A feladatban szereplé halmaz az n-dimenziés 0 — 1 vektorok konvex
burka.

408. A feladatban szereplé halmaz az n-dimenziés egységvektorok konvex
burka.

413. Az A maétrix sorterének kiegészité altere konnyen lathatéan teljesiti
a feltételeket. Ha lenne olyan x, melyre Az # 0, feltehetd, hogy Az els6
koordindtédja pozitiv. Ekkor elég nagy A-ra z¢ + A\x ¢ R.

5.4. Bazismegoldasok

416. Mindegyik implikacié egyszertien kovetkezik az eltolasi vektor definici-
6jabol.

417. Léasd a 416. feladat a) és b) része.

420. A 416. feladat szerint egy ¢ vektorra akkor és csak akkor Qg = 0, ha
Q'q = 0, vagyis Q és Q' nulltere megegyezik, igy sorteriik is.

A mésodik részhez indirekt tegytiik fel, hogy mondjuk Q7 sortere nem tar-
talmazza @', valamely ¢’ sordt. Ekkor a Fredholm féle alternativa tételbdl
kovetkezik, hogy létezik olyan ¢ vektor, amelyre Q7 ¢ = 0, g¢’ > 0. De ekkor
kicsiny pozitiv A-ra 2z’ := z + Ag olyan, hogy Qz’ < b, de q¢’ > 0 miatt
Q'z' £V, ellentmonddsban a feltevéssel.

421. Kovetkezik a 420. feladatbdl.
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422. Legyen z € R minimélis szint{i elem. Belatjuk, hogy o(z) = 0, azaz
z bézismegoldas. Ha indirekt r(Q) > r(Q7), Ggy a Fredholm tétel szerint
létezik g vektor, amelyre @7 g = 0 és Q¢ # 0. A ¢ esctleges negédldsdval
elérhetjiik, hogy a Q¢ vektornak van szigortian pozitiv komponense. Ekkor
van olyan A > 0 érték, amelyre 2’ = z + \q € R és ;q2’ = b(i) a Q5 valamely
q sordra (b(i) a b vektor i. komponensét jeloli). Q7 ¢ = 0 és ;qq # 0 miatt
iq linedrisan fiiggetlen Q7 soraitdl. Igy QT2 = b, miatt 7(Q%) > 7(Q7),
ellentmondasban z valasztasaval.

423.
b) Jelolje m és n az A sorainak és oszlopainak szaméat. Esetleges sorcserével
feltehetjiik, hogy z-nek az utolsé j komponense pozitiv. Jeldlje az ezen j

oszlophoz tartozé m x j-es részmétrixot A’. Legyen M := , ahol I az

A
—1I
n X n-es egységmatrixot jeloli. Definicié szerint z akkor bazismegoldas, ha
r(M>) =r(M) = n. Ekkor M7 az M métrix elsé m + (n — j) sora (vagyis
az A sorai valamint a —I els6 n — j sora). Ennek a bal als6 (n — j) x (n — j)-
es részmatrixa egy negativ egységmatrix, igy M7 rangja pontosan akkor n,
ha az els6 n — j oszlopanak és utolsé n — j soranak kitorlésével keletkezd
A’ részmétrix rangja n — (n — j) = j, ami épp azt jelenti, hogy A’ oszlopai
linearisan fiiggetlenek.

c) Jelolje Ag az A azon a; oszlopaibdl all6 részmatrixot, melyekre yo mers-
leges, azaz a;yo = 0. Definicié szerint yo akkor bazismegoldas, ha r(Ag,b) =
r(A,b). Az allitds azzal ekvivalens, hogy yo pontosan akkor bazismegoldés, ha
r(Ap) = r(A,b) — 1. Azt kell tehdt csak beldtnunk, hogy r(Ag) = (Ao, b) — 1.
De ez rogton latszik, hiszen ygAg = 0 és yob = —1 miatt a b vektor nem fiigg
linedrisan Ag oszlopaitol.

427. (i) = (ii) Legyen c a Q)T sorainak az Osszege, azaz ¢ = y1Q, ahol y; azt
a (0 — 1)-es vektort jeloli, amelyben a Q7 sorainak megfelelé komponensek
értéke 1, a tobbié 0. Tetszéleges z € R esetén cx = (11Q)z = y1(Qz) < y1b =
11(Qz) = (11Q)z = cz. Ha itt valamely © € R elemre egyenléség szerepel,
akkor Q7 x = b7, ennek pedig z az egyértelmii megoldasa, hiszen a feltevés
szerint ()7 oszlopai linearisan fiiggetlenek.

(ii) = (iii) Ha z cstcs, akkor létezik egy olyan ¢ vektor, amelyre cz >
cx minden z € R — z elemre. Ha 2z, indirekt, nem extrém, akkor létezik
z,y € R — z, melyekre z = (z 4+ y)/2. De ekkor cx < ¢z és cy < cz és gy
cz = (cx + cy)/2 < (cz + ¢z)/2 = cz, ellentmond4s.

(iii) = (i) Tegyiik fel, hogy z extrém. Amennyiben Q7 oszlopai, indirekt,
linearisan Gsszefliggbek, gy létezik egy ¢ nemnulla vektor, amelyre Q¢ = 0.
De ekkor kicsiny pozitiv e-ra z+eq is és z —eq is benne van R-ben (merthogy
kielégitik {Qx < b}-t), ellentmonddsban a feltevéssel, hogy z extrém.

428. Kovetkezik a 427. feladatbdl.
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429. Az elsd harom feltétel ekvivalencidja kozvetleniil adédik a 416. feladat-
bél.

(iv) = (i) Ha z cstcs, akkor a 427. feladat nyomédn Q7 oszlopai linearisan
fliggetlenek, igy persze @ oszlopai is azok.

(i) = (iv) A 422. feladat miatt van bazismegoldds, és a 427. feladat miatt
barmely z bazismegoldas cstics.

430. El8szor belatjuk, hogy R C A+ R, azaz barmely z € R elem el64ll egy
A-beli és egy R'-beli elem 6sszegeként. Valdéban, minden z elem egyértelmiien
elédll egy A-beli z; és egy At-beli z; elem dsszegeként. Beldtjuk, hogy 2y €
R’. Ha nem ez volna, a helyzet, akkor z € AL miatt 2, nem volna R-ben, azaz
2o megsértené Qr < b valamelyik sorat. De akkor Qz; = 0 miatt z = 21 + 29
is megsértené ugyanazt a sort, ellentétben a z € R feltevéssel. Igy valéban
R C A+ R'. Mésrészt a definiciékbol vildgos, hogy A+ R' C A+ R C R,
amib6l A + R’ = R.

Végiil beldtjuk, hogy R’ egyenes-mentes, {gy csticsos. Az A altér egy bazi-
sabol, mint sorvektorokbdl készitsiik el a Q* matrixot. Ekkor tehdt Q sorai és

Q* sorai egymasra merdlegesek, egyiitt kifeszitik az egész teret, azaz ( g*>

teljes oszlop-rangi. Miutdn R’ a {Q*z = 0,Qx < b} rendszer megoldds-
halmaza, a 429. feladatbdl adédik, hogy R’ egyenes-mentes.

431. A 430. feladat alapjan csak azt kell latnunk, hogy R’ metszetkip, de ez
vildgos, hiszen egy altér metszetkup.

432. (ii) = (iii) semmitmondé. A (iii) = (i) és (i) = (ii) irdnyok kézvetleniil
latszanak.

436. (i) = (ii) Mivel R nem tartalmaz félegyenest, {gy egyenest még kevés-
bé, és ezért a 429. feladat miatt van csiicsa, a 428. feladat miatt véges sok
csucsa van. Jeldlje Ri a cstucsok konvex burkat. Belatjuk, hogy R = Rk . Ha
bizonyos vektorok kielégitenek egy egyenlétlenség-rendszert, akkor barmely
konvex kombinacidjuk is kielégiti, ezért Rx C R.

A forditott irdnyu tartalmazds igazolasdhoz indirekt tegyiik fel, hogy a
poliédernek van olyan z pontja, amely nem all el csiicsok konvex kombiné-
cidjaként. Valasszuk z-t olyannak, hogy @7, a z-aktiv részmatrix maximalis
legyen. Mivel z nem cstics, igy Q7 oszlopai linedrisan 6sszefiiggenek. Ezért 1é-
tezik egy nemnulla g vektor, amelyre Q7 ¢ = 0. Kicsiny pozitiv A-ra z+Aq € R
és mivel R nem tartalmaz félegyenest, nagy A értékre z + A\q € R. Ez azt je-
lenti, hogy @5-nek van olyan ;¢ sora, amelyre ;qq > 0. Igy ha A-t nullatol
kezdve folyamatosan noveljiik, lesz egy olyan A; érték, amelyre 21 := z 4+ A\1q
benne van R-ben és aktiv részmétrixa szigorian bévebb Q7 -nél. (Nevezete-
sen A1 := min(by (¢) — ;¢2)/(;qq), ahol a minimum a Q7 azon ;g soraira megy,
amelyekre ;qq > 0.) Anal6g médon létezik egy 2o := z — Aaq vektor R-ben
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(A2 > 0), amelynek aktiv részmdtrixa szigortian b&vebb Q7 -nél. A z-re tett
feltevés miatt mind z7, mind zo benne van Rg-ban, és ezért a zq29 szakasz
belsejében fekvd z is, ellentmondas.

(if) = (iii) Trivialis.

(iii) = (iv) Ha indirekt létezne az irdnykipnak ¢ nemnulla eleme, akkor
barmely z € R elemre a {z + Aq : A > 0} félegyenes R-ben volna, és igy R
nem lenne korlatos.

(iv)= (i) Ha indirekt valamely ¢ nemnulla vektorra a {z + Ag : A > 0}
félegyenes R-ben volna, akkor sziikségképpen Q¢ < 0, azaz ¢ benne volna az
iranykupban.

443. (229 — z1)c < 0,..., (22t — ®t—1)c < 0,cxy = l-nek van megoldésa.
Korabban lattuk, hogy 1étezik erés bazismegoldas, és tigy all el6, hogy a mat-
rix egy maximalis nem szinguldris részmatrixat véve egyenlGséggel megoldjuk
a megfeleld rendszert, majd a megoldast 0-dkkal egészitjiikk ki. A megoldés
Cramer-szabaly szerinti el6allitasaban a feltételek miatt a nevezo6 legalabb 1,
a szamlalé legfeljebb 27"n! (durva becslés). Igy ¢ < log|ex,| < log(n2"n!) =
O(nlogn).

444. Van legalabb két, A=-tdl fiiggetlen sor, a; és a;. Ekkor 3z : A=z = 0,
a;z = —1, a;z = 1. Ez az irdny jo lesz.

450. A matrix rangja 2, o pedig a rendszer utolsé két sordt egyenlséggel
teljesiti, melyek rangja szintén 2, igy xo bazismegoldas.

5.5. Fourier-Motzkin eliminacid

453. Csak az els6vel foglalkozunk részletesen. A Fourier-Motzkin eliminacié
lépései:

2 =3 31-1 1 —% % _%
-1 1 0 0 ]=1 -1 1 0 0] =
1 0 3| -2 1 0 -3| -2

1 3| 1 _ _
:><0 2 3 _22>:><8 1_2_;):(000—3).

Mivel az utols6 rendszer nem oldhaté meg nincs megoldés. (A mésodik rend-
szerre azt kapjuk, hogy xs-at tetszélegesen megvalaszthatjuk, példaul x, =
1,29 = 1,23 = 0 egy megoldés.)

455. Kezdetben 8(}) egyenlStlenségiink van. Indukciéval: p 1épés utdn n' =
n — p darab valtozo marad, és szerepel az Osszes 2P + 2 tagi Gsszeg, az 0sszes
lehetséges elbjellel, igy az egyenlétlenségek szdma legalabb 22712 = 27"
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458. Irjunk fel egy magasabb dimenziés poliédert (z,z)-vel (ahol z = Az),
majd vetitsiik a megfelel§ koordinatak mentén.

459. A 452. feladat szerint az {z : Az < 0} metszetkip z; tengelymenti bels§
vetiilete az {x : Az < 0} metszetkip. Miutdan AN els§ oszlopa O-vektor, a
kiils6 vetiilet nem més, mint az {2’ : A'Ma’ < 0} metszetkip, ahol A’ jelsli
az AM-bél az elsé (azonosan nulla) oszlop elhagyasaval keletkezd métrixot. Az
R = {2’ : Qz’ < b1} poliéder ; menti belsd vetiilete a 452. feladat alapjan
az {2’ : QMa’ < b} poliéder, mig a kiilsé vetiilete az {z’ : Q'Mz’ < b1}
poliéder, ahol Q'Y az a matrix, amely Q'l!l elsé (azonosan nulla) oszlopanak
elhagyasaval keletkezik.

460. Tekintsiik R™-ben az A (m X n-es) matrix oszlopai altal generélt kipot
és az A’ (m x n'-s) mdtrix oszlopai altal feszitett politépot. Ezek Osszege a
C:={z:z=Az+ A2, (x,2') > 0,ex’ = 1} halmaz, ahol e a csupa egyesb&l
allé (n’ dimenziés) vektort jeldli.

Tekintsiik most R™"+% ‘ben az R := {(z,z,2/) : Az + Az’ — [z =
0,2 > 0,2’ > 0,ex’ = 1} poliédert. Ha R-nek vessziik a kiils§ vetiiletét
az (z,z’) komponenseinek megfelel koordindtdk mentén, akkor (definicié
szerint) azon z vektorok halmazéit kapjuk, melyekhez van olyan (z,z"), hogy
Ar+ A2 —I2=0,2 > 0,2’ > 0,ex’ =1, azaz z = Az + A'z’. Vagyis a kiils§
vetiilet éppen C, és igy a 459. feladat alapjan C' valéban poliéder.

461. Mivel minden generalt kip metszetktp, azaz véges sok homogén féltér
metszete, igy ha b nincs a kipban, akkor nincs benne ezen félterek valame-
lyikében. A maésodik rész ugyanigy kovetkezik abbél, hogy minden politép
poliéder, azaz véges sok féltér metszete.

462. a) Tegyiik fel, hogy G4 O Mp és lassuk be, hogy M4 C Gp. Ehhez
legyen z € Ma, vagyis ;az < 0 fennéll az A minden sorara. Emiatt az A

azaz
G 4 minden ¢ elemére gz < 0. (5.3)

Masrészt, ha indirekt z nincs a Gp generédlt kupban, akkor a Farkas-lemma
(461. feladat) szerint van olyan homogén féltér, amely tartalmazza Gp-t,
de z-t nem. Vagyis létezik olyan ¢ vektor (a féltér hatérolé hipersikjdnak
normaélisa), amelyre egyrészt Bq < 0, azaz ¢ € Mp C G 4, mésrészt gz > 0,
ellentmondva (5.3)-nek. Tehat M4 C Gp.

b) Tegyiik most fel, hogy G4 C Mp. Ekkor G4 minden sorvektora Mp-
ben van, azaz ;a jb < 0 fenndll az A minden ,a és a B minden ;b sorara.
Emiatt minden y € Gp elemre is érvényes ;ay < 0 vagyis y € M4. Tehat
Gp C My.
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c) Az 4llitas igazoldsédhoz figyeljik meg, hogy az a) és b) részek Osszetevé-
sébdl kapjuk, hogy ha G4 = Mp, akkor M4 = Gp. Az A és a B szerepének
felcserélésébél pedig adédik, hogy Gg = My, akkor Mp = G 4.

463. Az A matrix sorai dltal definidlt M4 metszetkuprél fogjuk kimutatni,
hogy generdlt kip. A 460. feladat szerint a G4 generalt kup el6all metszet-
kupként, azaz létezik egy olyan B métrix, amelyre G4 = Mp. A 462. feladat
nyoman M4 = Gp, vagyis M4 a B sorai altal generalt kup.

471. Ha A az incidencia-matrix, akkor a megengedett potencidlok az {z :
Az < c} poliéder elemei. A rendszer megoldhatésigit a FM eliminécidval
tesztelve csak akkor akadunk el, ha taldlunk egy negativ 6sszstulyu korsétat,
ekkor negativ kor is van.

5.6. Oldalak

474. Igen, pl. tekintsiik

conv({(0,0,0), (0,2,0), (2,2,0), (2,0,0), (3,1,1), (—1,1,1)} )
vetiiletét az xy-sikra.
475. Az n-dimenziés kocka megfeleld lesz.

477. (i)-b8l (i1): A1z = by, Agx < by esetén legyen ¢ := 1A;.

(7)-b6l (i): Az < b, cx = ¢p implicit egyenléségeit kell egyenléséggel meg-
szoritani. Ha ez tartalmazna z’ pontot, amire cx’ < cg, akkor cx = ¢ esetén
2" = x+e(x— ') elég kis e-ra a poliéderben van, és cz’ > c¢o, ellentmondss.

480. Minden valddi egyenlGtlenséghez vehetiink egy pontot R-ben, ami azt
szigoruan teljesiti. Ezen pontok silypontja jo.

481. Vilagos, hogy a Zp affin altér tartalmazza a poliédert. Mésrészt legyen
Z egy affin altér amire Zr \ Z # 0, és legyen z € Zr \ Z. A 480. feladat
alapjan van xp € R, ami minden valdodi egyenlGtlenséget szigoruan teljesit.
Ha z¢ ¢ Z, akkor Z nem tartalmazza R-et. Ha x¢ € Z, akkor elég kis e-ra
xo +e(z — o) € R\ Z, tehdt Z ekkor sem tartalmazza R-et.

A poliéder dimenzidja Zr dimenzidja, tehdt n — r(Q7).

483. TetszOleges Ag-re meréleges vektor Sp-ben van. Mdésrészt tetszéleges
s € Sgi-re mer6leges hipersik tartalmazza Ag-t, tehit a metszetiik is, azaz
AR része Sg ortogonilis kiegészit&jének. Ezekbol egyiitt adddik, hogy Agr az
Sr ortogonalis kiegészitéje. A b) rész kovetkezik a 481. feladatbdl.
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486. Lasd 477. feladat.

489. A := (f‘;), ahol A; az implicit egyenléségekhez tartozd oszlopokbdl 4lld
matrix. Ha ja As-beli, akkor a minimalitds miatt 1étezik x;, hogy ;az; < b;
minden i # j-re, és jax; > b;. Ha most xo € P, jaxy < b; akkor x; és 9
alkalmas konvex kombindcidjara jax = b;, affin altérség miatt z, € P.

493. Miutén gz < 8 valddi, 1étezik olyan ' € R, amelyre gz’ < 8. Miutén
gr < [ lényeges, létezik olyan z”, amely az (5.7) rendszerbél a qr < f
egyenldtlenséget megsérti, de a tobbit mind kielégiti. Az z'x"” szakasz egyik
vége R-ben van, masik nincs, igy a szakasznak van olyan z pontja, amely
R-ben van és gz = 5.

494. (i)-bdl (i1): Ekkor van {x : Az = d} alaki lefrdsa. Az oldal fogalma nem
fligg a poliédert leir6 rendszerétdl, és mivel itt csak egyenl6ségek szerepelnek,
R-nek nem lehet valédi oldala.

(#4)-b6l (iii): Tegyitkk most fel, hogy (ii) teljesiil. Ha indirekt (iii) nem
allna, akkor az (5.7)+ban létezne egy gx < ( valddi, lényeges egyenlétlenség.
Ehhez R-nek van olyan x’ pontja, amelyre qz’ < 3, és a 493. feladat szerint
olyan z pontja is, amelyre gz = 8. De ekkor {z € R : gx = (3 valédi (nemiires)
oldala lenne R-nek.

A (917)-bél (4) irdny trivialis.

495. Kovetkezik a 494. feladatbdl.

496. Minimalis oldal az eltolési altér eltoltja.

498. Tegylik fel el8szor, hogy F = F’. Miutdn F-nek a 480. feladat alapjin
van olyan eleme, amely minden valédi F-egyenlGtlenséget szigortian teljesit,
ezért a Q'xz < b] minden sora implicit F-egyenléség, azaz Q' része Qz-nek.
Ha indirekt r(Q’) < r(Q%), akkor van olyan 2/, amelyre Q'z’ = 0, és a Q%
valamely ;q sordra ;qz’ < 0. Ekkor kicsiny pozitiv e-ra és az F’ valamely
z elemére a z 4+ ex’ pont F'-ben van, de szigorian teljesiti a ;qr < b(7)
egyenlotlenséget, ellentmondasban ennek implicit F-egyenl6ség voltaval.

A forditott irdnyhoz tegyiik fel, hogy @’ részmétrixa Qz-nek és r(Q’) =
r(Q%). Mivel F minden z elemére Qzz = by, igy Q'z = b’ és ezért F C F'.
Az F' C F tartalmazas igazoldsdhoz legyen 2’ € F’ és legyen z € F. r(Q’) =
r(QF) miatt az Q% tetszbleges ;¢ sordhoz létezik y, amelyre ;¢ = yQ’. Ekkor
ar = Q) = y(Q'a') = g = y(@'2) = HQ)z = gz = b(i), tehat
Q7x =bg,azaz 2’ € F, ésigy F' C F.

500. Ha u, v cstcsok, akkor z := u — v.

501. Feltessziik, hogy a poliéder R = {z : Qz < b} alakban adott. Legyen
7o a megadott pont. Ha mar x; megvan: szamoljuk ki a Q matrixot. Ha
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r(Qz,) = n, akkor x; cstcs, tehat egész pont, hiszen a poliéder egész. Ha
r(Q7,) < n, akkor legyen z olyan vektort, ami meréleges Q7 soraira. Keres-
siik meg a legnagyobb abszolit értékii § szdmot, amire x; + 0z € R (ez az
abszoldt érték pozitiv, mert 2 merSleges Q7 soraira, és véges, mert R nem
tartalmaz egyenest). Legyen x,11 = x; + dz. Mivel |§| maximélis volt, egy
Gjabb egyenlStlenség teljesiil egyenldséggel, tehdt r(Q,,,) > 1(Qy,)-
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6. fejezet

Linearis programozas

6.1. A Farkas-lemma alakjai

503. Jilyen (x1, 22, 23) < Ply1,y0) :

2y1 +y2 = 0,
4y1+2y2 Z 07
_3y1_3y2 Z 07
Y2 Z 07
-y < 0.
505. A <b
r <b, _
a) 1.« 2.: —Azr < b, 9 1. Artlz =b
z,z >0
x >0
(A b ) T b ,
b)2.<—3..<l>m<<0> 3.-2.: (4 A)(x,><<b>,z,m >0
Axr <a,
c)3.«4.: Az <b 4.+ 3.: —Ar < —a,
Bx <b

506. Vegyiink egy (A a) métrixot, ahol a az utols6 sor. A métrix sorterében
van ilyen vektor <& Jy:yA >0, yp >0 fx > 0: Ax = —a & H(w,2) :
Ax+az=0, >0,z > 0 < a métrix nullterében nincs ilyen vektor.

191
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508. Dualis bazismegoldés.

509. Konvex, zart halmazokra nem igaz: stkon Hy = {(z,y) : y > 2%}
ill. Hy = {(z,y) : y < 0}. Poliéderekre: Farkas-lemmabdl Jy;,y2 > 0 :
Yy1A1+y2A2 = 0,y1b1 +y2be < 0. Y101 < o < B < —yaba, c:= y1 41 = —y2Aa.

510. Sikon: tegyiik fel, hogy P és @ két olyan poligon, amiknek oldalegyenesei
nem valasztjak el 6ket. Ekkor a két poligont hatérolé P; és @), félsikok koziil
harom metszete nem {ires: mert vagy az egyik poligonhoz tartoznak, vagy pl.
P;NQ1NQ2, ami azért nem iires, mert a P} hatarolé egyenese nem valasztja
el a két poligont. Igy alkalmazhatjuk Helly tételét, ami alapjan a két poligon
metszi egymast.

Harom dimenziétol nem igaz: két, élével merdlegesen egymas felé forditott

7

vésO.
511. A Farkas-lemma alapjan pontosan akkor nincs ilyen z, ha
Ny, u,v): yA—u+v=0,
yb—uf +vg <0,
Yy, u,v > 0.
u;-t és v;-t ugyanannyival csokkentve (amig nemnegativak) megoldds marad,

igy ez ekvivalens azzal, hogy olyan megoldas létezik, aminél minden i-re u;
és v; valamelyike 0. Ekkor

{0, ha ya; <0
U; =

, és
ya;, ha ya; >0

0, ha ya; >0
v; = ,
’ ya;, haya; <0

a masik feltétel alapjan pedig az allitdsban szerepl6 egyenlotlenséget kapjuk.

512. Linearis = logikai: ax = yAz < yb < 3.

Logikai = linedris: tegyiik fel, hogy nem linearis kovetkezmény, vagyis
By >0:yA =a, yb < B. A Farkas-lemma alapjan 3(z,t) : t > 0, Az + bt >
0,az + Bt < 0, ami ekvivalens azzal, hogy Jx : Az < b,azx > (.

514. Az <b = —jax < —bq, lasd 512. feladat.
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6.2. Linearis programok, szimplex modszer

6.2.1. Bazistranszformaciok, bazistablak

523. Jeloljik A oszlopait ai,...,a,-nel, tekintsik az ai,...,an,€1,...,€5,
vektorrendszert az e, ..., e, kiinduldé bazissal, majd pivotaljunk be minél
tobb a;-t a bazisba!

524. jeloljik A oszlopait aq,...,a,-nel, tekintstik az aq,...,a,,b,e1,...,¢e,
vektorrendszert az eq,...,e, kiinduld bazissal, majd pivotdljunk be minél
tobb a;-t a bazisba!

6.2.2. Végesség, elméleti kérdések

529. Segitség: Tekintsiik azt a feladatot, hogy a sikon néhéany pont konvex
burkdban benne van-e egy masik!

530. y := ﬁ > 0,y := ﬁ > 0. Ekkor a feladat ekvivalens a kovet-
kezével: Ay — byg = 0,dy + doyo = 1,y,y0 > 0,maxcy + ¢o. Ha itt yo = 0,
akkor Ay = 0,dy = 1,y > 0 miatt y végtelen irdnya a poliédernek.

532. 531-bdl.
534. Legyen b, = b, + ¢. Ekkor

e ¢ nem valtozik, ezért B dual megengedett marad.
o b/ =B, tehat b = B; 'V = b; + 6B;,".
Ez alapjan:

_ b - b, -
V> 04 max{——— :b; >0} <6 <min{—— : b; <0}
Bir Bir
Nézziik meg, hogyan valtozik a célfiiggvényérték a fenti valtoztatas soran, ha
B optimalis bazis marad:
gb' = yb + 0y,

6.3. Dualitas-tétel

544. a) Duélis poliéder grafikusan, (3;2) optimélis dudlis megold4s.

546. i lényegtelen < max{z; : Az = b,z > 0} optimuma 0 < min{yb: yA >
0,ya; > 1} optimuma 0 < Jy : yA > 0,yb = 0,ya; > 0.
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547. Igen, pl. A=(0), b=-1, c=1.

548. Nem. Primél korldtos <= Pz >0: Az < 0,1z >0 < Iy >0:
yA >1 = duél nem korlatos.

549. Farkas-lemma.
553. Az = b,x > 0, max Ox ill. yA > 0, min yb.
554. y = (y1, y2) optimdlis dudlis megoldds, legyen ¢; := y; A.

555. A grafos algoritmusokhoz hasonléan. Egy c¢;-re vett dudlis optimumhoz
tartozo sorokat egyenl&séggé szigoritva keressiink optimumot co-re.

556.

z =0, y =0,
min maxx; =mina: lx=1 =maxf: yl =1, = max miny;.
v€0a i la— Az >0 —yA+pL<0 VESA

557. c) yo dudl-optimélis, ¢’ := ¢ — ypA. d) A = (1 1), b = (0), Vc € R?
neutralis. ) D trividlis, a mésik irdnyhoz 32 € P, hogy xl(-i) >0 (i =
1.0, k). zg = %(x(l) +...4+2%,)-hoz tartozik yo dualis optimalis megoldas.
Ekkor ¢; = (yoA); (i=1,...,k).

6.4. Szigoru egyenlotlenségek

0 A —b
559. Lasd 552. és 563. Legyen C' = <—AT 0 ¢ )

b —cT o
560. (ii) — (i) trividlis, (i) — (ii) adédik z és = megfelelé konvex kombind-
CiGjAbOL.

561. Elébbi ekvivalens azzal, hogy Jx : Az < —1, innen Farkas-lemméabél
adodik.

562. IcPy : yA=c,y >0 <= Fedr: Az < 0,cx >0 < 3Tz : Az <
0,z # 0.

563. a) Farkas-lemma. b) Vegyiink minden i koordindtdhoz egy z()-t a)
alapjan, és legyen x := > ().

564. Az 563. mintdjéra.
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565.Pl.a)Ir: Az <0 <= Fr:Ar < -1 <= Py>0:yA=0,y(-1) <
0 <= Py#0,y>0,yA=0.

569. Lisd 565. d) és 397.

570. Homogenizélassal, pl. a) 3z < Jz/, A : Az’ —Ab=0,2" > 1, A > 1.

571. 1. Homogenizalas. 2. Ax = b, x > 0, max ey x, dualitds-tétel.

6.5. Algoritmikus visszavezetések

575. Gauss-eliminacié a korlatozd matrix soraira, hogy P bal fels6 sarka egy
egységmatrix legyen, mésutt 0.

577. Lasd 552. feladat.

578. Egymas utan hagyjunk ki oszlopokat, hogy a maradéknak még mindig
legyen megoldasa. Végiil bazismegolddshoz jutunk.

579. P, oldalai a célfiiggvények.

580. 3z’ : A’2' <V <= min{b'y’ : y’A’ > 0,y > 0} < 0, ami eldonthetd
az orakulummal.

582. A, végére az oszlopok Osszegének ellentettjét irjuk.

583. Ax < b-hez yA = 0,y > 0,yb > 0, az utols6é redundans-e, y = 0
megoldas mellett.

6.6. Dual szimplex mdédszer
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7. fejezet

Teljesen unimodularis
matrixok

589. Ha A = 0 akkor TU. Ha pedig A # 0, tartalmaz nemnulla a elemet, de

A A a .
ekkor az (A A B ) ami nem TU.

) matrixnak része

590. Tekintsiik 7AA _AA egy B négyzetes részmatrixat. Ha B részmatri-

xa A vagy — A valamelyikének, akkor determinénsa 0 vagy +1 lesz. Kiilonben
B-nek van két sora vagy két oszlopa melyek Gsszege a nullvektor, tehat de-
terminédnsa 0.

A0
0 A//
részmatrixok determindnsarél mar tudjuk, hogy 0 vagy +1. Ha A’ és A”
nem négyzetes, akkor B szingularis; kiillonben det(B) = det(A’) det(A”), igy
ezekben az esetekben is teljesiil, hogy a részmatrix determindnsa 0 vagy +1.

591. Tekintsiink egy B = alakl négyzetes részmatrixot - mésfajta

592. (A, I), (A,—A) TU-métrixok, (A, B) nem feltétlentil.

593. Elég csak az (A, A) és (A, I) matrixokkal foglalkozni. Az (A, A) tet-
szOleges részmatrixa vagy egyenlé A egy részmatrixdval, vagy van benne két
azonos oszlop. Az els6 esetben A TU-sdgébdl kovetkezik, hogy a determindns
0 vagy +, a méasodik esetben a determindns 0 lesz. Az (A, I) tetsz8leges rész-
matrixdban vagy van az I egy oszlopa, vagy méar az A-nak is részmatrixa.
Az els6 esetben elhagyunk az I-beli 1-es szdmhoz tartozé sort és oszlopot,
és indukciét alkalmazunk, illetve ha nincs 1-es szdm, akkor van egy csupa 0
oszlop, amikor a determinans értéke 0.

197
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594. a) halézati métrix, igy egyittal TU is (Tekintsiink egy péaros grafot az U
és V ponthalmazok kozott. A halézat konstrukcidjadhoz vezessiink be még egy
p pontot, és legyen az F fa élei legyenek az up, qu élek (ahol u € U,v € V),
ezzel az irdnyitassal. A paros gréaf éleihez igy a fagraf két megfelel$ éle fog
tartozni.), b) nem TU, ¢) halézati métrix, igy egytttal TU is. (Egy irdnyitott
utat tekintiink az F fanak.)

595. Legyen a péros graf G = (S, T; E). Egészitsiik ki a grafot két 4j ponttal,
jelolje ezeket s és t. Minden v € S pontba vezessiink egy irdnyitott élt s-bdl,
G minden élét irdnyitsuk meg T felé, és minden v € T pontbdl menjen egy
irdnyitott él t-be. Végiil adjuk hozza a ts irdnyitott élet. Ebben az iranyitott
grafban az s és t pontokra illeszked6 élek egy iranyitott fat hataroznak meg,
és az ehhez a fahoz tartozé halézati méatrix épp az incidencia-méatrix egy
csupa 1-es sorral valé kiegészitése.

596. A TU-sidghoz a kovetkezéket gondoljuk végig. Ha elhagyjuk az utolsé
négy oszlop barmelyikét, akkor halézati matrixot kapunk — kénnyen ellen-
Orizhet6, hogy az 5 hosszu uttal, illetve annak 3 hosszu részitjaival repre-
zentalhaté. Ezt a métrix transzponaltjara is alkalmazhatjuk, igy mar csak
a teljes matrix, és a jobb alsé 4 x 4-es részmatrix determinansa hianyzik -
melyeket pedig kézzel ellendrizhetiink, mindkettének 0 a determinansa.

Indirekt tegyiik fel, hogy a méatrix halézati. Ekkor — mivel van benne egy
csupa l-es oszlop — a reprezental6 fa egy 5 hosszu 1t kell legyen. A tobbi
oszlopnak 3-hosszt részutaknak kellene megfelelniiik, viszont ebbél csak 3
kiilonb6z6 van, igy sehogyan sem lehet a maradék 4 oszlopot részutaknak
megfeleltetni.

598. Konstukciéhoz: G-hez tartozé halézati matrix transzpondltja is halézati
<= (@ sikbarajzolhaté.

601. “17%2 1 és 3 - 1 kozti megoldds. Emiatt 1étezik egész ilyen megoldas is,
mert TU a rendszer.

603. Vegylik az {x : Az <b, |z9] <z < [z9]} poliédert, aminek z( eleme.
A leir6 matrixa TU, tehat a csticsai egészek, vagyis xg kerekitései, példaul a
cx-et maximalizald cstcs is.

608. A TU matrixok oszlopainak egyenletes szinezésérol szélé tétel alapjan
az oszlopokat 2 részre tudjuk osztani tigy, hogy minden sorban a 2 részbe
es6 elemek Osszege ugyanannyi (mert a sorok dsszege paros). Mivel minden
oszlopban is paros az 6sszeg, 1gy az elso részbe es6 oszlopok elemeinek Gsszege
paros, az egész matrix elemeinek Osszege pedig kétszer ennyi.

610. P = conv{(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,2)}, k = 2, z = (1,1,1).
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613. A felhasznalhato &llitas szerint ha egy hipergrafnak t6bb mint (;L) +

1
héromelemiti része, hogy erre megszoritva a 23 élbél 4llé teljes hipergré-
fot kapjuk. Az incidencia-métrixban igy kapott részmétrix tartalmazza a

1 10
0 1
11

(n) + (g) kiilonbo6z6 éle van, akkor kivalaszthaté az alaphalmazénak egy

1 matrixot, ami nem TU.
0
614. Legyen az alaphalmaz egy n-éli Gt. Az Gsszes részit (az egypontt tttal

egylitt) TU, mert halézati matrix. Ennek <;> + (7;) + <g> kiilonb6zé sora

van, hisz rendre ennyi a legalabb 2 hosszii utak, az 1 él{ utak, és az iires utak
szama.
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8. fejezet

Linearis programozas és
TU-sag alkalmazasai

8.1. Geometriai feladatok

615. Legyen A € R("tDX? a7 a métrix, aminek i-edik oszlopa a; egy 1-
z
1
rendszernek van nemnegativ megoldasa. Ekkor van bazismegoldasa is (14sd
a 422. feladat), ami a definicié miatt olyan konvex kombindcét ad, amiben
legfeljebb n 4+ 1 nemnulla egytitthaté van.

essel kiegészitve az utolsé koordindtdban. A feltétel miatt az Az =

616. Nem valaszthatéak szét <= a piros ill. kék pontok konvex burkanak
metszete nem iires, tehat a megfelel6 rendszer megoldhaté. Innentdl a 615.
feladathoz hasonldéan fejezhetd be a megoldas.

617. Lasd a 616. feladat.

618. a) Tegyiik fel, hogy iires a metszetiik, vagyis a leir6 rendszereik egyiittes
rendszerének nincs megoldasa. Ekkor van dudlis bazismegoldas, ami legfel-
jebb n + 1 nemnulla elemet tartalmaz (lasd 423. b) feladat). Ekkor viszont a
megfelef§ < n + 1 poliéder metszete is iires. b) A halmazokat lesziikithetjiik
poliéderekké nigy, hogy kivdlasztunk minden legfeljebb n + 1-es metszetbdl

egy-egy pontot.
619. Helly tétellel (618. feladat).

201
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620. Legyen A az aq,as,...,ax oszlopokbdl 4ll6 matrix.

min p :
reR"AeRE peRy,
x = A,
T =p+ pc,

8.2. Modellezés LP feladattal

621. Hasznéljuk azt, hogy x; = z;7 — z, |z;| = 27 + 2, ahol ;' ill. z; az

x; pozitiv ill. negativ része.

622. minz € R: Az =b,2 >0,z > ¢z (i € [k]).

623. Hasznaljuk a 621. és a 622. feladatokat.

624. Legyen e; és v; az eladési és a vételar az i-edik honapban. A valtozék: x¥

(mennyit vesziink az i-edik hénapban), x¢ (mennyit adunk el) és 2! (mennyit
tarolunk).

n
max E (e;xf — vixy —100z}) :
i=1

x¥, ¢, 2t >0 Vi€ |[n],

i iy Mg

xt <100 Vi€ [n],

K3

xt =50+ Z(x;’ —j) Vi€ |n]
j=1

626. Optimalis megoldas: a kétgyémantos ékszerbdl készitiink 10-et.

627. Optimalis megoldéds: mindhdrom fajta csomagbdl 5.

8.3. Grafok

630. Egy feszit6fa fiiggetlen oszlopokat ad, igy a rang > n — 1. De a sorok
alkalmas elGjeles 6sszege 0, tehat nem teljes sorrangi, ebbdl rang = n — 1.
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631. A Cauchy-Binet-formula (355. feladat) alapjén

det AgAj = > det Ap-det A},

FCE,|F|=n—1
ahol F' C E-re Ar az Ay matrix F-hez tartozd soraibdl 4116 matrix. Mésrészt
det Ap = 0, ha F nem} f”eszit()'fa,
+1, ha F feszitéfa
(lasd 629; az elhagyott sor linedrisan fligg a tobbitél).

632. A 631. feladat szerint K, feszitéfdinak szdma det AOAE)'—, ahol Ay a K,
egy iranyitasanak incidencia-métrixa, egy sort lehagyva. Ekkor

n—1 -1 -1 ... -1
-1 n-1 -1 ... -1
A AT = -1 -1 n-1 ... -1
-1 -1 -1 ... n—-1

Ennek a determindnsa a 326. feladat alapjan (n — 1 — (=1))" 171 (n — 1+
(n—1-1)-(=1)) =n""2.

633. Legyen G = (V, E) egy paros graf, és A az incidencia-métrixa. Nézziik
az Az = 1,z > 0 rendszert. Mivel A TU (ldsd 594.), {gy a Farkas-lemma
alabbi egész erésitése is fennall: 3z € ZF : Az = 1,2 > 0 <= Py €
{0,1,—1}V : yA > 0,y1 < 0. Egy primél megoldas egy teljes parositis. Egy
y dual megoldasnal pedig valamelyik szinosztalyban a -1-es csiicsokat véve a
Hall-feltételt megsérté halmazt kapunk.

634. Farkas-lemma az Az = 1, x > 0 rendszerre, ahol A a G adjacenciamat-
rixa.

636. A minimum egyenld a ) |, ¥, maximumaval, ahol y : V' — R, olyan,
hogy minden uv élre y, +y, < 1. (Elnevezéseik: minimélis frakciondlis lefogd
élhalmaz, illetve maximalis frakciondlis fiiggetlen ponthalmaz.)

637. Legyen A a paros graf pont-él incidencia-méatrixa, ami az 594. fel-
adat miatt TU. Hasznédljuk a TU-métrixokra vonatkozé dualitds-tételt. a)
Emiatt a max1z : Ax < 1,z > 0 linedris programnak és a dudlisinak
(minyl : yA > 1,y > 0) is van egész megolddsa. A primdl optimum pont
a maximalis parositds elemszama, a dudl pedig a lefogd pontok minimalis
szédma. b) Hasonlbéan, a max cx : Az = 1,z > 0 LP-nek is van egész optimélis
megoldasa és ha a ¢ egész, akkor a dudlis minyl : yA > ¢ LP-nek is. Ez
éppen Egervary tételét adja.
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638. Hasznaljuk a Farkas-lemmat. Akkor és csak akkor, ha nem lehet V-t
két (A és B) részre particiondlni tigy, hogy |A| # |B| és G péaros graf A és B
kozott.

639. Akkor és csak akkor, ha nem létezik egy X C V fiiggetlen ponthalmaz,
melyre |[N(X)| < |X|. Belathatd, hogy 1étezik 0 — 1 dudl megoldés.

640. Nyilvan elég 0-1 vektorokat nézni. Tekintsiik az Az = 1 rendszert Fy fe-
lett, ahol A a graf incidencia-matrixa, ennek megoldédsai a feladatban szerepld
vektorok koziil a 0-1 vektorok. A Fredholm alternativa tétel szerint pontosan
akkor nincs megoldés, ha van olyan y, melyre yA = 0 és y1 # 0. Egy y pedig
pont egy olyan ponthalmazt incidencia-vektora, ami paratlan elemszamu és
minden élnek 0 vagy 2 végpontja van benne.

641. Keressiik el6szor min 1y : yA > ¢ optimélis megoldasat, ez csak az egyik
osztalyban vehet fel negativ értéket. Legyen A a legnegativabb komponense.
A negativ elemeket tartalmazé osztdlyon noveljiink, a masikon csokkentstink
|A|-kel.

642. Hasznéljuk a TU-métrixokra vonatkozé dualitas-tételt a min 1z : Ax >
1,z > 0 rendszerre, ahol A a paros graf pont-¢él incidencia-matrixa. Pontosan
akkor megoldhaté a rendszer, ha nincs izolalt pont.

644. a) Az 594. feladat miatt P csicsai egészek. b) P affin burka éppen H =
{z : Az = 1} (pl. 557. e) miatt). H kodimenzidja (vagyis a tér dimenzi6ja
- H dimenzi6ja) codimH = r(A) = 2n — 1 (l4sd 629.). Tehét dim P =
n? — codimH = (n —1)2.

647. Hasznaljuk a TU-métrixok egyenletes szinezhetOségét a paros graf inci-
dencia-matrixara.

648. TU-matrixok egyenletes szinezhet0ségét szeretnénk hasznalni; ehhez az
kell, hogy egy paros graf incidencia-matrixa egy csupa 1l-es sorral kiegészitve
is TU marad, ami kovetkezik az 595. feladatbdl.

649. A graf éleit a 647. feladatnak megfeleléen 0 szinnel szinezve a szinosz-
talyok egy-egy lefogd élhalmazt definidlnak.

650. Hasznéljuk a TU-métrixok egyenletes szinezhetOségét az irdnyitott graf
(0, £1-es) incidencia-métrixara.

8.4. Aramok, folyamok

651. Legyen A a G incidencia-métrixa.
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a) Metszetkipként C' = {x € RF : 2 >0, Az = 0} (vagy Az > 0 is elég).
Mivel a leiré6 matrix TU, igy a kipot generdljak a 0-1 elemei, ezek
koziil pedig elég a G irdnyitott koreinek indikator vektorait venni.

b) Poliéderként P = {z € R¥ : 2 >0, Az =0, > . x(e) = 1}. Mivel P
aCésaf{zeRF: Y _px(e) =1} hipersik metszete, igy a) alapjén

P az ﬁ - xo alaki vektorok konvex burka, ahol O iranyitott kor.

653. 594. miatt a leiré méatrix TU.

655. Legyen P a megengedett dramok poliédere. A minimélis c-koltségili ara-
mok P egy oldalat alkotjak, tehat azt kell belatni, hogy P egy oldala szintén
arampoliéder, ugyanazon a grafon, mas kapacitasokkal. Ez igaz, hiszen P egy
oldala eléall {zinP : z. = f.(e € B1),z. = g.(e € By)} alakban, valamely
B1, By C A élhalmazokra és f, (einBy) illetve g (e € By) szdmokra.

656. Lasd a 449. és a 629. feladatokat.
657. Otlet: (z, Ar) dram.

658. (i) = (ii): nyilvdn, hiszen ha lenne egy O irdnyitott kor D’-ben, amire
d(0) < 0, akkor egy tetszbleges x* megengedett dramot O eldre élein egy
6 > 0 szammal novelve, a hatra élein §-val csokkentve szintén megengedett
aramot kapunk, mig célfiiggvény értéke csokkent.

(if) = (iii): a 126. feladat alapjan létezik megengedett potencidl a ¢’ kon-
zervativ sulyfiiggvényre, ez pont egy ilyen m fliggvényt jelent.

(iii) = (i): egy ilyen 7 fiiggvény segitségével tudunk adni alsé korlétot
cx-re élenként.

8.5. Egyéb kombinatorikai alkalmazasok

660. Vegytnk minden ,atombdl” (a részintervallumok, amikre Iy, ..., I} vég-
pontjai felosztjak I-t) egy-egy pontot, és vegyiik az intervallumrendszer inci-
dencia-matrixat ezen a véges ponthalmazon, legyen ez A. 594. ¢) miatt A TU,
igy a dualitas-tétel TU-s valtozatabdl kovetkezik, hogy a maximum ugyan-
annyi, mint a minimalis szdmu pont, amivel le lehet fogni az 6sszes interval-
lumot.

661. Haladjunk végig balrdl jobbra az intervallumon, és vegyiik az els6 olyan
pontot, ahol végetér egy intervallum. Ezt a pontot vegyiik be a lefogd pont-
jaink ko6zé, az intervallumot pedig a diszjunkt intervallumok kozé. Hagyjuk
el azokat az intervallumokat, amiket a pont lefog, és a maradékon folytassuk

ugyanigy.
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662. A 660. feladathoz hasonlbéan; ugyanannyi, mint az olyan pontok maxi-
mélis szdma, amik koziil semelyik kettd sincs egy I; intervallumban.

663. Ures rendszerbdl indulva, ha méar valameddig megvan, vegyiik azt, ami
a még fedetlen intervallum elején kezdddik, s ezek koziil a lehetd legjobbra
megy. Az algoritmus helyességét igazolhatjuk a kovetkezé mddokon. 1. biz.:
indirekt, ha ez nem jé, vegyiink egy olyan optimalisat, ami az elejérdl kezdve
a lehet6 legtovabb megegyezik ezzel, és javitsuk az optimalisat. 2. biz.: ut-
kozben egy dudl megoldast is készitiink: minden kivilasztott intervallumnal
vegyiink egy pontot az eddig fedetlen rész elsé atomjabdl. Mivel a kivalasz-
tott fedd intervallumok szama és a kivalasztott ,fliggetlen” pontok szama
megegyezik, a dualitds-tétel (konny(i irdnya) miatt mindkettd optimélis.

8.6. Haldézati szimplex mdédszer

666. r(A) = |Vi| + |Va| — 1. Bazis: feszitd fa. Egy F feszitd fa primél megen-
gedett, ha van teljes parositasa.

667. Nem feltétlentiil; de ha nincs, akkor vannak olyan élek, amiken minden
megengedett megoldasban 0 a folyam.

668. Tegyiik fel, hogy az e él keriil be a bazisba, és C' a keletkezd kor. Legyen v
a C kor vp-hoz legkozelebbi pontja. A szdba johetd kilépé élek koziil valasszuk
azt, amelyik v-t6l e irdnyaba indulva utolsé a C' kordn.



9. fejezet

Egészértéki programozas

9.1. IP feliras és vagasok

671. Dualis: min{} " . ve : ¥ > 0, dy(v) > 1 Vv € V} (ez a lefogd élek
minimélis szdmanak frakcionélis valtozata).

672. Dudlis: min{}_ ., %o : ¥ > 0, yu+yu > 1 Yuv € E} (ez a lefogd pontok
minimalis szdmanak frakcionélis valtozata).

673. Feltehetd, hogy egy hiperél csak egyszer szerepel. A dudlis feladat:
max{)  co¥s:y >0, >,y <1VZ e H}.

674. Itt nem tehetd fel, hogy egy halmaz csak egyszer szerepel. Legyen H1 az
1 multiplicitasi halmazok rendszere. Ha Z € Hq, akkor az LP relaxdciéban
szerepel az rz < 1 egyenlStlenség, tehat a dudlisban lesz egy ennek megfelels
vz valtozd. A dudlis igy a kovetkezd: max{zses Ys — ZZGHl vy oy, v >
0, —vgz +ZsEZy5 <1VZ e Hy, Esezys <1VZ e 'H*’Hl}.

675. Feltehetd, hogy egy halmaz csak egyszer szerepel. A duédlis feladat:
min{d  q¥s:y >0, > ys > 1VZ € H}.

676. max{cBz : ABz < b, z € Z¥}, ahol B a g, ..., g oszlopokbdl 4ll6
matrix. Tehat 1ényegében x = Bz behelyettesitést végziink.

677. Otlet: hasznaljuk azt a feltételt, hogy d,(U) > 2 minden nemiires U C V'
cstcshalmazra.

678. Tipp: valasszunk egy tetszoleges kiindulasi pontot, és hasznaljunk kiilon
valtozokat minden i € {1,...,|V|}-re arra, hogy egy él a kor i-edik éle-e.

207
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679. Vezessiink be binaris valtozokat arra, hogy egy csicsot meglatogatunk-e.
Ezekkel irjuk fel feltételként, hogy a meglatogatott csticsok foka 2, és min-
den, az l-es csiicsot nem tartalmazé U csicshalmaz vagy nem tartalmaz
meglatogatott csicsot, vagy d.(U) > 2. Igy a kovetkezd rendszert kapjuk (a
csticshalmaz V = {vy,...,v,}):

maxzpiyi - Z CijTij
i=1 0<i<j<n
x € {0,1}(3)
y € {0,1}"
de(vi) =2y, (i=1,...,n)
d.(U)>2y; YUCV —wy, Vo, € U.

680. Hasznéljunk bindris valtozét, ami csak akkor lehet 1, ha o benne van P%-
ben. Mivel a poliéderek korlatosak, létezik egy olyan K szam, hogy minden
poliéderbeli pont minden koordinatdja —K és K kozott van. Jeldlje amax
a legnagyobb abszolit értéket, ami az A’ métrixokban el6fordul, és legyen
L = nKapay. Vegylik észre, hogy tetszoleges i-re és tetszoleges —K és K
kozti z-re A’z < L. Ennek segitségével mar felirhatjuk a rendszert.

max CTx
reR"?

y € {0,1}"
-K<z; <K (j=1,...,n)

k
Zyi >1
i=1

Alg <yb'+ (1 —y)L (i=1,...,k).

681. Tipp: hasznaljunk binaris vadltozokat annak kijelolésére, hogy x; melyik
szakaszon van.

682. Vezessiink be x;; bindris vdltozékat arra, hogy a j munkat az ¢ gépen
végezziik-e. Ezen til haszndljunk z;;, binaris valtozét annak kifejezésére, hogy
a 7 munkét nem kezdjik késébb mint a ;' munkét. Ezekkel a segédvaltozokkal
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felirhatok a feltételek. Legyen t a legnagyobb t; érték.

min u

z € {0,1}m*"

yez

z €{0,1}"*"

uE”L

yi=s; (1=1,....n)
yp<tj—a; (G=1...,n)
u>yj+a; (j=1,...,n)

m
i=1

zjgr=1—=2zj; (G#75")
yi <yj+tzpy (G#75)
Yi Sy —a HtB - i —xip — ) (i=1...,m, j#§).

683. Hasznaljunk binaris segédvaltozdkat az olyan tipusu feltételek feliraséara,
hogy egy adott gépen vagy a j munka elézi meg a j' munkat, vagy forditva.
Egyszeriisités: bizonyithaté, hogy van olyan optimélis megoldés, ahol mind-
harom gépen ugyanolyan sorrendben végezzik a munkékat.

686. Optimumérték: 11. Ha az xg, xg, . . . , T49 valtozdkra kiveteliink egészér-
tékiiséget: 2,1776. LP optimum: 0. LP relaxalt optimumértéke, ha a célfigg-
vényt 1 + x¢ + g + T52 + x53-ra modositjuk: 1,006.

687. A példdban harmat kell fordulni a teherautéval.

688. Minden agban, ahol van rogzitetlen valtozd x,41-en kiviil, és legfeljebb
(n — 1)/2 véltozot rogzitettiink 1-re, ott a felsé korlat 0. Ezeket mind végig
kell nézni.

689. Els¢ bazismegoldas: 1 =2, x3 =3, x5 = % Gomory-vagas: x5 — 2xs +
rq4 < 3. Masodik bazismegoldéas: x5 = 5, z4 = 2, x5 = % Gomory-vagas:
T5 —x1 — 2209 — 3xg < 1.

691. Optimalis megoldéds: x1 = %, zo = 3. A Gomory vagashoz tartozé j
SOr: S3 — %1?3 — %51 — %52 = f%. (Itt s1 és so az eredeti feladat két kiegészitd

(slack) véltozdja, s3 pedig a Gomory vagashoz tartozd 4j kiegészitd valtozo.)
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9.2. Dinamikus programozas

692. A levelektél indulva minden csiicsra szamoljuk ki a leszarmazottainak
részfajdban a max stlyt stabilt, ami tartalmazza/nem tartalmazza a csicsot.

695. Minden j-re kiszamoljuk a j-edik elemmel végz6d6 kezdbszelet legszebb
beosztasat.

696. Tipp: egy atalakitds megfelel egy nem-keresztez6 (nem feltétlentl tel-
jes) parositdsnak S elemei és Sy elemei kozott. Az atalakitds nehézsége: a
parositas mentén az atalakitdsok nehézsége + S; maradék elemeinek torlése
+ S5 maradék elemeinek beszirasa.

9.3. Kozelit6 algoritmusok

698. A moh algoritmus nem 2-kozel{td: definidlunk egy G = (A, B; E) paros
grafot. Az A osztdlyban 60 csics van, mind 5 foka. A B osztdlyban 12 db
5 fokua, 15 db 4 fokua, 20 db 3 foku, 30 db 2 foku, és 60 db 1 foku, Gsszesen
137 db. csics. Minden i € {1,...,5}-re a B -beli i-fokiiak szomszédsdgai A
hé algoritmus lehet hogy a teljes B osztilyt védlasztja, pedig az A osztély
kevesebb, mint fele akkora méretii.

A forditott mohé algoritmus nem 2-kozelit6: definidlunk egy G = (A, B; E)
paros grafot. Az A osztalyban 9 csiics van, a B osztalyban pedig 20. Az A
osztalyban 4 csics mindegyik B-belivel &ssze van kétve, a maradék 5 csics
pedig 4 B-belivel, gy, hogy minden B-beli cstcs 5 fokd. A forditott mohd
algoritmus a teljes B osztalyt valasztja.

699. Konnyti belatni, hogy a forditott mohé algoritmus a csticsoknak legfel-
jebb 3/4-ét vélasztja ki. Kicsit nehezebb, hogy a mohd is (tipp: ha mér 2 a
max fokszam, akkor a maradék cstcsok legfeljebb 2/3-4t valasztja ki).

700. G’-ben a bazismegolddsok egészek (TU). Ebb6l és a G'-beli és G-beli
megoldasok egymasba alakithatésagabdl bizonyithatd, hogy G-ben a bazis-
megoldasok félegészek.

701. Készitsiik el azt a ¢’ koltségfiiggvényt, ahol ¢/ (uv) az u és v kozti leg-
oles6bb 1t koltsége. Keressiink ¢’-re nézve minimalis koltségll feszit fat U
pontjain. A fanak megfelel$ éleket helyettesitsiik a megfeleld legolcsobb utak-
kal, és az {gy kapott grafnak (ami nem tartalmazza mind az n csticsot!) ve-
gyik egy feszitd fajat. Ez 2-kozelit: ha T optimdlis Steiner fa, akkor az éleit
megduplézva a ponthalmazan egy Euler grafot kapunk, és ha ennek egy Euler
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sétdja szerinti sorrendben vesszitkk U pontjait, akkor egy olyan H Hamilton
kort kapunk U-n, amire ¢/ (H) < 2¢(T'). Mérpedig U-n a ¢/-re nézve minimélis
koltségii feszitd fa sulya legfeljebb ¢/ (H).

702. Rogzitsitk a munkék egy sorrendjét. Amint egy gép felszabadul, kezdje
meg a soron kovetkez8, még nem géphez rendelt munkat. Ez (2 — %)—kézelité
algoritmus.

Sét, %—kézelité algoritmus is adhato, ha az el6z6 médszerben megmunkala-
si id6 szerint csokkend sorrendben osztjuk be a munkékat. Tekintsiik ugyanis
a legtobb ideig dolgozd gépet. Ha ezen egyetlen munkét végziink, kénnyen
belathato, hogy a kapott beosztas optimélis. Ha viszont legalabb két mun-
kat osztottunk be, akkor az utolsé munka hossza legfeljebb az optimum fele
(hiszen egy optimalis beosztasban is lennie kell gépnek, melyre az elsé m + 1
munkabdl kett§ be van osztva). Az utolsé munkéit megel6z8 Gsszes kordbbi
egyiitt pedig legfeljebb optimum.

703. Rogzitsiik a pontok egy sorrendjét, amikor vy, vs,...,v;_1 szine mar
rogzitett, valasszuk v;-t kéknek, ha a kordbbi kékekhez mend élek 6sszstlya
legfeljebb akkora mint a pirosakhoz mend, kiilénben pirosnak.

9.4. Lagrange-relaxaci6

706. Eloszor keressiink minimalis koltségii feszitofat, fokszamelGirdas nélkiil.
Ha az igy kapott fa fokszama w-ben nem k, meghatdrozhaté az a A, mellyel
a koltségfliggvényt a w-re illeszkedd éleken eltolva a fokszam eggyel valtozik.
Ezt ismételgetve megkapjuk a megfeleld A-t.
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10. fejezet

Konvex programozas

10.1. Konvex halmazok

708. a) igen, b) igen, ¢) igen

711. Definiciébdl (vagy: a minimélis sajatérték konkav fiiggvény a szimmet-
rikus valés métrixokon).

712. Kovetkezik abbdl, hogy a pozitiv szemidefinit méatrixok kiupja konvex
(lasd 711. feladat).

713. Tekintsiik inkdbb a g(z,t) = (%,1) fiiggvényt. Egy (y,1) pont ésképe a
0-bdl (y,1)-en dtmend nyilt félegyenes. EbbSl konnyen lathaté mindkét irdny.

714. Tipp: nézziik az x*-hoz legkdzelebbi pontot C-ben.

715. x*-hoz konvergal6 pontsorozat a lezarton kivil, 714. feladat.
716. Cy — Cy konvex, 0 nincs benne, 715. feladat.

717. (KP)P = K akkor és csak akkor igaz, ha K zrt.

718. A negativ szemidefinit méatrixok kupja. Tipp: hasznaljuk, hogy A pon-
tosan akkor pozitiv szemidefinit, ha az 6sszes sajatértéke nemnegativ.

719. Legyen Cy = (K1 x Ko x- -+ x K, )\ {0}, és C2 = {(z,z,...,2) : x € R"}.
Ezek diszjunkt konvex halmazok R™"-ben, tehat gyengén szeparalhatok (716.
feladat). A szepardld hipersik normdlvektora adja a megold4st.

213
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10.2. Konvex fiiggvények

723. Definiciébdl

725. Linearis fiiggvények maximuma.

726. Felirhaté végtelen sok linedris fiiggvény maximumaként: Anq.(A) =
max|q|—1 T Az.

727. log(e” + 1) konvex; Jensen egyenlétlenség.

728. sinx konkav a 0 < x < 7 intervallumon; Jensen egyenlétlenség.
729. In z konkav a pozitiv szimokon; Jensen egyenlétlenség.

730. Tipp: hasznéljuk, hogy — log x konvex.

731. Az % fliggvény konvex a pozitiv szamokon; Jensen egyenl6tlenség.

732. Hasznaljuk a 723. feladatot.

733. Az (1,2,3) pontban: (10,21,26). A Hesse-métrix:

12.%‘% I3 i)
I3 0 xr1 + 4.1‘3
T2 71+ 4T3 4z

A féminorok: 1222 ; —x%; —1221 — 962323 + 231 22203 — 1923:%:1:% + 4z2x§. Az
els6 ketté miatt se negativ definit, se pozitiv definit nem lehet sehol.

10.3. Feltételes optimalizalas

734.
a) {z+y<0,2z+y <0}, illetve R?
b) {z —y > 0,4z —y < 0} U {0}, illetve {22 — y < 0} U {0}.

735. A feladat Slater-reguldris. A (2,1) pont az 22 +y <5ésazx+y > 3
feltételeket teljesiti egyenl8séggel. A KKT tétel szerint (2,1) pontosan akkor
optimalis, ha léteznek p > 0 és v > 0 szdmok, hogy

V(y? — pr —4dy) + puV(2* +y —5) + V(3 —x —y) = 0 a (2,1) pontban,
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azaz

—p+4p—v =0,
—2+p—v=0.

Pontosan akkor vannak ilyen p és v nemnegativ szdmok, ha p > 2.

736.
a) igen

b) nem

737. Példaul az (%70) pont Slater-pont. Az optimalis megoldis megkeresé-
se: a KKT feltételek szerint egy optimumbhelyhez léteznek olyan py, pa, ps

nemnegativ szdmok, amikre
V(y) +mV(@® +y? = 1) + V(=2 +y*) + p3V(—z —y) = 0,

és csak az egyenlOséggel teljesiild feltételekhez tartozhat pozitiv p;. A deri-
valtakat kiszamolva:

2w — pp — pz =0,
14+2pmy + 2p0y — 3 = 0.

Ha po = ps = 0, akkor 2uiz = 0 és 2u1y = —1. Ez csak agy lehet, hogy
x =0és y = £1 (mert az elsd egyenlbtlenség egyenldséggel teljesiil), de ez
ellentmond a masodik egyenlGtlenségnek. Tehat us + g > 0, és az els6 KKT
feltétel miatt pqy > 0, igy 22 +y? = 1. Ha py > 0, akkor 32 = =, igy viszont
x +y > 0 csak akkor teljesiilhet, ha y > 0. Ekkor ug = 0 és a méasodik KKT

feltétel nem teljesiilhet. Marad tehat az a lehetéség, hogy ps = 0 és us > 0,

azaz * +y = 0. Tehat az optimalis megoldas: (%, —\% .

)

738. Optimalis megoldés: (%, —i, —

(SIS

739.
a) Slater-reguléris feladat; (0,1) optimélis
b) Slater-regularis feladat; (0, —1) optimélis
¢) Slater-reguldris feladat; (0,1) optimélis
740. (0,1) igen, (1,0) nem.

741. A (2,2) pont.
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742. Az (1,3) pont.

743. Slater-regularis feladat; az optimélis megoldéas (%, IT)

744. Slater-regularis feladat; az optimalis megoldés (—1,2)
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