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OSSZEFOGLALAS: A funkcionélanalizis a matematikai analizisbl kindtt
azon tudomanydg, melynek lényege végtelen dimenzids terek kozti linedris és
nemlinedris leképezések vizsgdlata. A benne megjelend absztrakcié lehetévé
teszi az egységes targyalasmédot. E konyv témajanak, a numerikus funk-
ciondlanalizisnek a fogalma arra alapszik, hogy ezek az egységes, absztrakt
modszerek éppoly alkalmasak a vizsgdlt egyenletek konstruktiv megoldasi
algoritmusainak kidolgozasara és analizisére, mint elméleti vizsgalatukra. E
konyv megirdsanak mozgatérugdja, hogy numerikus funkcionélanalizisrol szo-
16 konyv magyarul még nem elérhet6. A konyv négy részbdl all. Az 1. részben
a funkcionélanalizis egyes alapismereteit foglaljuk 6ssze. A II. és II1. rész line-
aris, ill. nemlinedris operatoregyenletek megoldhatdsigi eredményeirdl, azaz
a megoldas fogalmarol, 1étezésérol és egyértelmiiségérol szol a sziikséges el-
méleti héttérrel egyiitt. A IV. rész tartalmazza a kiilonféle operatoregyenlet-
tipusokra vonatkozé kozelitd maédszerek targyaldsat. A vizsgalt eljardsok el-
s6sorban két nagy csoportba tartoznak: projekcids, ill. iterdciés mddszerek.
Ennek az anyagnak egy része megfelel az ELTE-n tartott funkcionslanali-
zis BSc és nemlinedris funkciondlanalizis MSc eldadas témajanak, az utolséd
fejezet targya pedig djabb kutatasokhoz kapcsolodik.
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Eloszo

A funkciondlanalizis a matematikai analizisb6l kin6tt azon tudoményag, mely-
nek 1ényege végtelen dimenzids terek kozti linedris és nemlinearis leképezések
vizsgdlata. A benne megjelend absztrakcié lehetévé teszi az analizis kiilon-
bo6z6 teriileteit Gsszefogd egységes targyaldsmddot, ebben kiilon emlitést ér-
demel a kiilonbozé fiiggvényosztalyok altal alkotott fliggvényterek egységes
vizsgalata. A funkciondlanalizisnek jelentds magyar vonatkozédsai is vannak:
Riesz Frigyes, Neumann Janos és (a magyar szdrmazdsi) Peter D. Lax neve
elvalaszthatatlan e teriilet fejlédésétél. Neumann munkassdgdhoz kapcsolédik
a funkcionalanalizis egyik legnagyobb hatasi eredménye, 6 dolgozta ki ugyan-
is a kvantummechanika szilard matematikai megalapozasat. E konyv téméja
szempontjabol viszont a funkcionalanalizisnek azon eredményei allnak kozép-
pontban, amelyek operatoregyenletekkel leirhaté modellek, vagyis integral-
és elsésorban differencidlegyenletek dltaldnos targyaldsdra vonatkoznak.

A természettudomanyok szamos teriiletén fellépé kozonséges és f6ként par-
cialis differencidlegyenletek modern elméleti vizsgdlata nagymértékben té-
maszkodik a funkciondlanalizis eszkozeire, mivel e differencidlegyenletek ter-
mészetes alapterét végtelen dimenziés fiiggvényterek alkotjak. A Szoboljev-
terek fogalma tette lehetévé parcialis differencidlegyenletek megoldhatésagd-
nak altaldanos elméletét, melyen beliil példaul a linedris elliptikus esetben a
Dirichlet-féle energia-minimalizalési elv is érvényesithetd, ill. a megoldhatésag
egy altaldnos, bilinedris leképezésekre vonatkoz6 elvre (Lax—Milgram-lemma)
vezetheto vissza.

E konyv téméajanak, a numerikus funkcionalanalizisnek a fogalma arra alap-
szik, hogy ezek az egységes, absztrakt médszerek éppoly alkalmasak a vizsgalt
egyenletek konstruktiv megolddsi algoritmusainak kidolgozasara és analizisé-
re, mint elméleti vizsgalatukra. Ez az alapelv a Nobel-dijas matematikus,
L. V. Kantorovics klasszikus cikkére nyulik vissza [32]. A funkciondlanali-
zisben megjelend absztrakcié sokszor képes a tulajdonsdgok lényegét meg-
ragadni és elegans kezelésmédot adni, ez teszi lehetévé numerikus problé-
mak egyes osztalyainak egységes megértését és kezelését is. A funkciondlana-
lizis médszerei mara mar beépiiltek a numerikus eljarasok modern elméle-
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tébe. Itt emlitendd, az alapvetd példdk kozt tallézva, a végeselem-médszer
egzakt targyaldsa Hilbert-térbeli apparatus felhasznaldsaval, beleértve a ne-
vezetes Céa-lemmadkat, vagy a parabolikus feladatok Lax-féle elmélete, ill.
az iteraciés moédszerek korében a Stokes-tipusi nyeregpont-feladatok meg-
oldasa a megfelel§ operdtor fiiggvénytérbeli szerkezetére alapozva, mint pl.
az Uzawa-algoritmus. Tovabbi magyar vonatkozasért pedig az iteracidk koré-
ben térjiink vissza L. V. Kantorovicshoz: nala irt disszertaciéjaban dolgozta
ki Czach Léaszlé nem korlatos operatorok korldtosra valé transzformécigjat a
konvergencia eléréséhez [12]. Ez az elv kés6bb mdtrixokra vonatkozéan mint
a kondicioszamot javité prekondiciondlds technikaja terjedt el, amely linearis
rendszerek iteraciés megoldasanak ma alapvet6 alkotérésze.

E konyv megirdsdnak mozgatérugéja, hogy numerikus funkciondlanalizisrol
sz616 konyv magyarul még nem elérhetd. A funkciondlanalizis emlitett szerepe
mar szamos helyen megjelenik a numerikus analizist részletesen 6sszefoglalé
[69] kényvben, megforditva azonban, e két teriilet (az absztrakt elmélet és a
kozelitd médszerek) 6tvozésérél szolo olyan munka, amely a funkciondlanalizis
irdnyabdl kiindulva vizsgalja az absztrakt mddszerek alkalmazasait numeri-
kus eljardsokra, nem késziilt magyarul. Az angol nyelvii (mind a klasszikus,
mind az djabb) szakirodalombdl megemlitjiik a [3, 15, 17, 23, 25, 33, 40, 47,
49, 57, 58] miiveket. Magyarul a Newton-tipusi mddszereket épiti fel nor-
malt terekben a [30] konyv, amely a roman nyelvii, klasszikus [29] valtozatra
alapul.

Konyviink bevezetést ad a numerikus funkcionalanalizis néhany fontosabb
fejezetébe. Ehhez el6szor, az 1. részben, a funkciondlanalizis egyes alapisme-
reteit foglaljuk 6ssze. Ennek nem célja e teriilet egy tGjabb felépitése, hiszen
szamos munka létezik magyarul a funkciondlanalizis elemibb és mélyebb el-
méleti eredményeirdl, példdul a klasszikus [59] mfi, a [37, 38] (ezekre szdmos
helyen utalunk) és a [13, 27, 36, 39, 43, 54] konyvek. Az elsé rész célja ehe-
lyett onmagaban hasznédlhaté kiindulast adni a tovabbi részekhez, ez egyben
anyagot ad az ELTE-n tartott alkalmazott matematikus funkciondlanalizis
el6adashoz is. A II. és III. rész linedris, ill. nemlinedris operatoregyenletek
megoldhatdsagi eredményeirdl, azaz a megoldas fogalmardl, 1étezésérol és egy-
értelmiiségérol szol a szitkséges elméleti hattérrel egyiitt. A IV. rész tartal-
mazza a kiillonféle operatoregyenlet-tipusokra vonatkoz6 kozelité mddszerek
targyalasat. A vizsgalt eljardasok elsésorban két nagy csoportba tartoznak:
projekciéds, ill. iterdciés médszerek. Ennek az anyagnak egy része megfelel az
ELTE-n tartott nemlinedris funkciondlanalizis eléadés téméjanak, az utolso
fejezet térgya pedig djabb kutatdsokhoz kapcsolddik [6, 23]. A tdrgyalt méd-
szereket f6 alkalmazasként a konyv tébb pontjan is parcialis differencidlegyen-
leteken szemléltetjiik. A konyv feltételezi az analizis alapjainak, els6sorban a
Lebesgue-integral és normalt terek {6 tulajdonsdgainak ismeretét.
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Koszonetnyilvanitas. E konyv révén szeretném kifejezni kdszonetem Czach
Laszlonak — kollégamnak és korabbi tandromnak —, akitél a teriilet irdnti
érdeklodésemet és elinduldasomat nyertem, és aki velem egyiitt matematikusok
nemzedékeivel szerettette meg az analizist.

A konyv elkésziiltében nagy segitséget jelentett az a két kézirat, melyet Ku-
rics Tamas kollégdm még hallgatéoként készitett két kapcsol6do eléaddsom
alapjan, igényes munkajat eziton koszonom, akarcsak neki és Kovacs Balazs
hallgatémnak a konyv kéziratanak gondos atolvasasat, ellendrzését.

Munkémat az MTA Bolyai Janos Oszténdijanak tdmogatéséval végeztem.






I. rész

Bevezetés a
funkcionalanalizisbe






1. fejezet

Normalt terek

A funkcionélanalizis egyik legalapvetébb struktirdja a normélt tér, mely-
nek lényege a hossz fogalmanak altalanositdsa. Ennek segitségével altalanos
keretben vizsgalhatbak a végtelen dimenzids fliggvényterek, melyek az alkal-
mazdsok szempontjabdl a normalt tér fogalmédnak legfontosabb realizdcioi.
Mivel e konyv feltételezi a normalt terek elemi ismeretét az analizisbol, itt
csak rovid osszefoglaldst adunk néhany olyan alaptulajdonsagrél és példardl,
melyeket leggyakrabban haszndlunk majd, vagy nem tartoznak a szokésos
alapismeretek kozé. A skaldrszorzatterek ennél specidlisabb strukturajaval a
2. fejezetben foglalkozunk majd hasonlé szellemben.

Mivel a normalt terek az euklideszi terek &ltalanositdsat jelentik, egy-egy
4j fogalom prototipusaként gyakran tekinthetjiik magat R™-et. Ezért kiilon
szakaszban tériink ki a véges dimenzids esetre, és ezutdn adunk példdkat
végtelen dimenzids terekre. A normélt terek tovabbi, részletesebb targyaldsa,
beleértve a kés6bbiekben emlitett, de nem bizonyitott allitdsokat és példakat,
megtaldlhaté a [37, 38] konyvekben.

Végiil megemlitjiikk, hogy a funkcionédlanalizis egyes eredményei a normalt
tereknél altaldnosabb struktirdkban (topologikus vektorterekben) is felépit-
hetdk, 14sd szintén [37, 38|, erre az altaldnossdgra azonban e konyvben nem
lesz sziikségiink.

1.1. Normalt terek, Banach-terek és alaptulaj-
donsagaik

A norma definiciéja a hossz fogalmat altalanositja tetszoleges vektortérben.
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1.1. Definicié. Legyen X vektortér K felett, ahol K = C vagy R. Egy
Il : X — RT fiiggvényt normdnak neveziink, ha teljesiti az aldbbi tin. nor-
maaxiémakat:

(i) minden x € X esetén ||z|]| > 0, és ||z|| =0 < 2 = 0;
(ii) minden A € K és x € X esetén || Az|| = |A| ||z]];
(iii) minden z,y € X esetén ||z + y|| < ||z + ||yl
Ekkor az (X, ||-||) part normdlt térnek nevezziik.

Megadunk néhany egyszerti példat normalt terekre, nagyrészt véges dimen-
zi6sakat. A funkciondlanalizis alkalmazédsaiban a végtelen dimenzids terek,
elsOsorban fiiggvényterek jatsszak a f6 szerepet, ezek koziil a legfontosabbak-
kal az 1.3. szakaszban foglalkozunk majd.

e A legegyszeriibb példa X := R mint énmaga feletti vektortér: ez nor-
malt tér az abszolut értékkel mint norméval, azaz ||z| := |z|.

e Han € NT, akkor X := R” normalt tér a szokésos euklideszi norméval,
amit 2-es indexszel szokés jeldlni, azaz x = (1, x2,...,T,) € R™ esetén

zlly = v 22;1 3.

e Az X := R” teret mas normdkkal is elldthatjuk, példdul az tgynevezett
p-normakkal, ahol x € R™ esetén

n
1/p
(Z\xz|p) , ha 1<p<4oo;
el =4 =

Jnax ||, ha p=+oo.

e Ha I = [a,b] adott intervallum, akkor X := C(I) = {f : I — R
folytonos fliggvények} normélt tér az || f|| .. = maxs|f| normdval.
Ugyanezen a vektortéren megadhaté més norma is, pl. || f||; == [; |f].

1.2. Megjegyzés. Minden normdlt tér egyben metrikus tér a o(x,y) =
|z — y|| dn. indukalt metrikdval. (Visszafelé ez nem igaz, vagyis nem min-
den metrikat indukél valamilyen norma, pl. ha az alaphalmaz nem vektortér,
vagy ha a metrika diszkrét.)

A norma révén értelmezhetéek a gombok, kornyezetek és ehhez kapcsoldédo
topoldgiai fogalmak. A nyilt gobmbok segitségével a hatarérték és folytonossag
ugyanugy definidlhat6, mint R™-ben. Utdébbiak ¢ és ¢ nélkiil kozvetleniil is
megfogalmazhatok, ezt tessziik elészor a sorozatok és sorok konvergenciajara,
utdna értelmeziink néhany topoldgiai alapfogalmat.
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1.3. Definicid. (Sorozatok és sorok konvergencidja.) Legyen (X,]||) nor-
malt tér, (x,) C X sorozat, z € X vektor.

(i) limz, =z (vagy x, — x), ha ||z, —z| — 0.

o0 n
(ii) > x, =z, haaz s, := Y x; sorozatra s, — .
n=1 i=1
1.4. Definicié. Legyen (X, |||) normdlt tér.
(i) Ha xp € X adott pont, r > 0 szdm, akkor z¢ kdzepli és r sugari nyilt
gombon, ill. zdrt gombon a

B(zg,r):={x € X : |[x—mo|| <7} és B(xo,7):={z€ X: ||[z—20] <7}

halmazokat értjiik. Egy U C X halmaz kornyezete xg-nak, ha U tartalmaz
xo kbzepl nyilt gbmbot.

(ii) Egy G C X halmaz nyilt, ha minden pontjdnak kornyezete.

(iii) Egy F' C X halmaz zdrt, ha X \ F nyilt. Ez ekvivalens azzal, hogy minden
(xn) C F konvergens sorozat esetén limz,, € F.
(

iv) Egy K C X korldtos halmaz dtmérdje: diam(K) := supK |z =yl
Y€

1.5. Lemma. Normalt térben minden z,y € X esetén |||lz|| — [lyll| < llz — .

Bizonyitds. Mivel z = (z—y)-+y, ezért o] < |l — yll+llyl, azez 2]~ Jyl] <
|l — yl|. Mivel x és y szerepe szimmetrikus, ezért ||y||—||z|| < ||y — || is igaz,
amibol az allitas kovetkezik.

1.6. Kovetkezmény. A norma sorozatfolytonos figgvény, azaz ha x, — x,
akkor ||z || — [z

Bizonyitas. Az eléz6 lemma szerint |||z, | — [|z]|| < [ — 2| = 0, ha n —
00. g

A fenti bizonyitasok megegyeztek az R-ben szokasosakkal, az abszolit értéket
normara cserélve. Hasonléan igazolhatd, hogy normalt térben az 6sszeadas és
a skalarral valé szorzas miiveletei folytonosak.

A normaélt terek egyik alapfogalma a tér teljessége:

1.7. Definicié. Egy normdlt teret Banach-térnek neveziink, ha teljes, azaz
ha minden Cauchy-sorozat konvergens.

A teljesség azt jelenti, hogy ebbél a szempontbdl a tér hasonlit a valés szamok
halmazahoz, ahol klasszikus tétel garantalja a Cauchy-sorozatok konvergen-
cidjat. Néhany tovabbi példa a normalt tereknél mar felsoroltakbol:
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(R™, ||-|l,) Banach-tér a ||z, :== /> ;_, #? euklideszi norméaval.

e Altaldban is: minden véges dimenziés normalt tér Banach-tér. (Ezzel
kiilon foglalkozunk a kovetkezé szakaszban.)

e Ha K # () tetszOleges halmaz, akkor X := {f : K — R korldtos
fuggvények} Banach-tér az || f||, := supg |f| normaval.

o (Cla,b], |l
intervallum helyett egy K C R™ kompakt halmaz is 4llhat.)

max) Banach-tér az || f|| .. = r{l%)](m normaval. (Az [a, D]

s

o (Cla,bl,||I|l;) nem teljes, azaz nem Banach-tér az ||f||; := f: | | nor-
maval. Megadhaté ugyanis olyan (f,) C Cla,b] sorozat, amely a |||
norméban egy f ¢ Cla, b] fiiggvényhez konvergdl, pl. a signumfiiggvény-
hez. Ez Cauchy-sorozat a ||-||; norméban, de nincs limesze C|a, b]-ben.

1.8. Megjegyzés. Bar nem minden normélt tér Banach-tér, igazolhatd, hogy
minden X normalt tér slirtin bedgyazhaté Banach-térbe azonositds erejéig,
vagyis X izometrikusan izomorf egy alkalmas Banach-tér egy siirti alterével.
(Két normélt teret izometrikusan izomorfnak hivunk, ha van kézéttiik nor-
matarté linedris bijekcid; ilyenkor szokds &ket azonositani egymaéssal.) Ekkor
ez a Banach-tér sziikségképpen egyértelmii izometria erejéig, neve X teljessé
tétele.

Egy bizonyitast a 3.12. tételben latunk majd erre. A teljessé tétel létezése
kozvetleniil is igazolhaté metrikus terekre is, azzal az alapgondolattal, hogy a
Cauchy-sorozatokhoz hozzarendelt alkalmas idedlis elemekbdl alkothaté teljes
tér. Espedig, ha két Cauchy-sorozatot ekvivalensnek hivunk, amikor kiilonb-
ségiik 0-hoz tart, akkor az 1j tér a Cauchy-sorozatok ekvivalencia-osztalyaibol
fog 4llni, és egy X-beli elemet a belble alkotott konstans sorozat ekvivalencia-
osztélyaval azonositunk. A hosszi szamolast igénylé részletes bizonyitédst 1lasd
pl. a [37] kényvben.

1.9. Definicié. Legyen X vektortér, ||-||; és |||, normak. Azt mondjuk, hogy
a két norma ekvivalens, ha léteznek M > m > 0 konstansok, hogy

mllzlly <lzlly < Mz, (V2 € X). (L.1)

Konnyen lathatdé, hogy ez valéban ekvivalencia-reldcié. Ha a normak ekvi-
valensek, akkor ugyanazt a topologidt generdljik, vagyis ugyanazok a nyilt
halmazok és a konvergens sorozatok is. Példaul az 1.15 tételben latni fogjuk
majd, hogy véges dimenzids vektortéren barmely két norma ekvivalens.

1.10. Allitas. Legyen X wektortér, |||, és ||, ekvivalens normdk. Ha
(X, [I[1y) teljes, akkor (X, [|-l5) is teljes.
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Bizonyités. A definiciékbdl kovetkezik, hogy ha (z,,) Cauchy-sorozat a ||-||,
norméban, akkor Cauchy-sorozat a ||-||; norméban is, igy (x,) konvergsl a
|I||; norméban, de akkor konvergél (ugyanahhoz a vektorhoz) a ||-||, norméa-
ban is. 0

Végiil a teljességre alapulé néhany nevezetes eredményt adunk meg.

1.11. Tétel (Cantor-féle kdzdspont-tétel). Legyen X Banach-tér. Ha
(F,) C X nem iires zdrt halmazok egymdsba skatulydzott sorozata (azaz Fy D
Fy D ...), melyre diam(F,,) — 0, akkor NF,, egy pont.

Bizonyitas. Vegyiink minden n-re egy z,, € F, pontot. Kénnyen lathato,
hogy ezek Cauchy-sorozatot alkotnak, mivel barmely m > n egészek esetén
|zn — 2w || < diam(F,,) — 0. Mivel X teljes, létezik z* := lim z,,. Mivel min-
den n-re az {xy, Tpy1, - .. } sorozat (amely szintén x*-hoz tart) F,-ben fekszik,
igy F, zartsdga miatt z* € F,, ezekbél z* € NF,. Végil a diam(F,) — 0
feltétel miatt nem létezhet masik olyan pont, amely minden Fj,-nek eleme,
igy a metszet csak x*-bdl all. O

1.12. Allitas (Weierstrass-kritérium). Legyen X Banach-tér. Ha S ||z, ||
konvergens, akkor Yz, is konvergens.
Bizonyitas. Legyenek s, := Z x; és oy = Z |z;|| a megfelel§ részlet-

osszegek. Ekkor > ||z, || konvergenmaja miatt (O’n) Cauchy-sorozat, emellett
minden n > m indexre

n n
HSn*SmH:H Z Ty S Z Hxi”:(fn*o'm:‘o'nfamh

1=m+1 i=m+1

igy (sn) is Cauchy-sorozat. Mivel X teljes, igy ez azt jelenti, hogy >z
konvergens. g

1.13. Tétel (Banach-féle fixponttétel). Legyen X Banach-térés f : X —
X kontrakcid, azaz van olyan q < 1 szdm, hogy

1f(@) = FWl < gllz =yl (Va,y € X).

(1) Ekkor f-nek egyértelmien létezik fixpontja, azaz olyan x* € X, melyre
x* = f(z*).

(2) Bdrmely xg € X esetén az vpy1 := f(x,) (n € N) dterdcié x*-hoz kon-
vergadl, éspedig

lzn — 2] < ||51?1 — 20| (Vn € N).

1-—
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Bizonyitas. (1) Minden n-re ||z,41 — ol = ||f(zn) — f(@n=1)| < glln —
ZTp_1], Igy indukciéval ||z, 41 — zn] < ¢"||z1 — 20||- EbbEl minden m > n
esetén

m—1 m—1 qn
@ — ]| < Zn i =il < ( Z ¢* o1 —ao ] < ool (12)

amibél kovetkezik, hogy (x,) Cauchy-sorozat. Mivel X teljes, igy létezik
x* = limz,. Ez fixpont, mert f (Lipschitz-)folytonos is, amib8l f(z*) =
lim f(z,) = limx,11 = x*. Més fixpont nem lehet, mert ha z** is fixpont,
akkor ||z —a*|| = || f(z™*) — f(z")|| < qll=™ — 27|, ami csak [|2** —2*[| = 0
esetén lehetséges.

(2) Az (1.2) egyenlbtlenség két széléb6l m — oo esetén megkapjuk a kivant
becslést, mivel a bal oldal ||z* — z,||-hez tart, a jobb oldal pedig nem fiigg
m-t6l. O

1.14. Megjegyzés. Az 1.11 és 1.13. tételek teljes metrikus térben is iga-
zak (a bizonyitdsokban csupédn a kiilonbségnormék helyett tdvolsdgokat kell
frni), erre azonban nem lesz sziikségiink. A Banach-féle fixponttétel a legegy-
szeriibb olyan tétel, amely egyenlet megoldhatdsagat és a megfeleld iteracié
konvergenciajat mondja ki, erre a konyv III-IV. részében is utalunk majd.

1.2. Véges dimenzidés normalt terek

A Banach-terekre adott példak kozott mar emlitettiik, hogy minden véges
dimenzids normalt tér teljes. Ezt most igazoljuk is; az ehhez felhasznalt elsé
eredmény 6nmagaban is nevezetes.

1.15. Tétel. Véges dimenzids normdlt téren bdrmely két norma ekvivalens.

Bizonyitas. Elég beldtnunk, hogy minden norma ekvivalens egy rogzitett

normaval. Ha eq, es, ..., e, bazisa X-nek, akkor tetszéleges x € X felirhaté
k
x =Y. x;e; alakban, és az
i=1
= ; 1.
2o = max |zl (1.3)
kifejezés normét definidl. Belatjuk, hogy tetszéleges ||-|| norma ekvivalens a

|||, norméaval, azaz fenndll (1.1) valamilyen M > m > 0 konstansokkal.
Legyen x € X tetszbleges. Az egyik irdny:

k
Jall = || Y- @i,
i=1

k k
<> lail lleall < max Jail (3 lleall) = M ..
i=1 - i=1
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A maésik irdnyhoz elészor vegyiik észre, hogy az 1.5. lemma és fenti irdny
miatt
[zl = wl| < e~ 9ll < Ml —yll (Vo € X),

igy ||-|| Lipschitz-folytonos a |-||,, norméara nézve. Emiatt folytonos is, igy
a Weierstrass-tétel szerint van minimuma az S = {z € X : |z| = 1}
korldtos és zart halmazon, azaz a ||-||, norméval vett egységgomb felszinén.
(S korlatossdga trividlis, zartsdga az 1.6. kdvetkezménynek koszonhetd.) Ez
a minimum pozitiv érték, mivel a nullvektor nincs S-en, igy

min |ly|| =:m > 0.
lylloe=

Legyen most z € X tetszéleges. Feltehetd x # 0, hisz O-ra (1.1) triviélis.
Ekkor y := Hz €S, igy

x|

€T
lall = || = | Il = 9l 2l > m 2] - O
ol

1.16. Tétel. Minden véges dimenzids normdlt tér Banach-tér.

Bizonyitas. Legyen (z") C X Cauchy-sorozat a tér ||-|| norméjéban. Legyen

e1,€sz,...,e, bazis X-ben, és tekintsiik az (1.3) képletben definidlt |||, nor-
mét. Mivel minden n,l € NT esetén ||z —acl”Oo < Lilan — 2|, fgy (2m)
Cauchy-sorozat ||-||-ban is. Ekkor minden ¢ = 1,...,k koordindta esetén

(') C R is Cauchy-sorozat, igy konvergens is, azaz létezik ; := lim 2 € R.
n—o00

Ekkor (z™) is konvergens X-ben:

k
ha z:= Zwiei, akkor ||z" —z|| < M ||z" — 2|, = M max |z} —z;] — 0,
— 1<i<k
ha n — oo. O

1.17. Megjegyzés. (i) A fentiek alapjan véges dimenzids vektortéren bar-
mely két norma ugyanazt a topologiat generdlja, azaz ugyanazok a nyilt hal-
mazok és a Cauchy-, ill. konvergens sorozatok is. Az ut6ébbi jelentése, hogy a
sorozat minden koordinatdja konvergens.

(ii) Egy normalt tér minden véges dimenzids altere zart, mivel Snmaga mint
normalt tér teljes.

(iii) A fentiekhez hasonléan igazolhatd, hogy véges dimenziés normélt térben
minden korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata. Ez ui. R-ben igaz,
igy az els6 koordindtak sorozatdanak van konvergens részsorozata. A masodik
koordinaték ilyen indexti részsorozatdnak is van konvergens részsorozata, és
igy tovabb. Az utolsé 1épésben kapott indexsorozattal az egész sorozatnak
kapjuk konvergens részsorozatat.
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Tovabbi kovetkezmény az a késébbiekben hasznos tulajdonsag, hogy véges
dimenzids altérnek a tér barmely eleméhez van legkdzelebbi eleme.

1.18. Allitas. Legyen (X, |-||) normdlt tér, Xo C X véges dimenzids altér,
x € X tetszbleges vektor. Ekkor létezik yo € Xo, amelyre d := dist(x, Xo) =
[l = wol|-

Bizonyitas. Valasszunk olyan (y,,) C X, sorozatot, melyre d,, := ||z — y,|| —
d. Az (d,,) szémsorozat konvergens, igy korldtos is, {gy az (y,) C Xo vektor-
sorozat is korldtos. Mivel X, véges dimenzids, kivalaszthaté (y,)-b6l kon-
vergens részsorozat, azaz y,, — Yo € Xo. A norma folytonossidga miatt
[z = yoll = lim ||z — yn, [| = limdp, = d. 0

Ez a legkozelebbi elem nem mindig egyértelmii, pl. a maximumnormaval el-
latott C[0, 1] térben az f = 1 konstansfiiggvény 1 tédvolsidgra van a homogén
linedris fiiggvények egydimenziés alterétdl, és ezt minden 0 < ¢ < 2 paramé-
terli g(x) := cx fliggvényen fel is veszi. Konnyen lathaté azonban, hogy ha
egy tér normdja szigortan konvex (azaz ha ||z +y|| < ||z]| + ||y||, amikor =
és y nem egymds szdmszorosa), akkor a legkozelebbi elem mér egyértelm.
Ilyenkor ezt az adott vektor véges dimenzids altérre vald vetiiletének hivjuk.

1.3. Nevezetes Banach-terek, fiiggvényterek

Az alabbi példék altaldban j6l ismertek az analizisbdl, 14sd [37, 38, 59]. Az
LP(Q) tereket fontossdguk miatt részletezziik. Az egyvaltozés Szoboljev-tér
itt ismertetett, Czach Laszl6tol szarmazd felépitése kevésbé ismert az iroda-
lomban, célja a fogalom jél érthetd szemléltetése. A Szoboljev-tér ugyanis az
alkalmazasokban el6fordulé legfontosabb fiiggvénytér lesz, és az egydimenzi-
6s eset joval konstruktivabban lefrhaté, mint a tébbvéltozds [67], melyre a
10.2.2. szakasz elején utalunk majd.

1.3.1. Az L*(Q) terek

Legyen 2 C R™ adott Lebesgue-mérhet6 halmaz, 1 < p < co. Tekintsiik azon
f: @ = R Lebesgue-mérhetd fiiggvényeket, melyekre || f||,, véges, ahol

1/p
</|f|p> ; ha 1<p < +oo,
Q

inf {sup |f| : N C Q nullmértékii}, ha p=+oo.
O\N

I fllzr =

Gyakran || f||» helyett csak [|f||-t frunk, ha nem okoz félreértést, mint pl. e
szakasz szamoldsaiban. Emellett emlékeztetiink az alabbi fogalomra, ill. jelo-
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lésre: a Lebesgue-elméletben egy tulajdonsdgot majdnem mindendtt (m. m.)
érvényesnek neveziink, ha nullmértékli halmaz kivételével teljesiil.

1.19. Definicié. Az LP(Q)) tér azon Lebesgue-mérhetd fiiggvényekbdl &ll,
melyekre || f||,, < oo, beleértve, hogy két fiiggvényt azonosnak tekintiink,
ha m. m. egyenléek. (Pontosabban tehdt, a tér elemei ekvivalencia-osztalyok,
ahol f ~ g, ha f=¢gm.m.)

A m.m. azonositds 6nmagédban is természetes amiatt, hogy a Lebesgue-integral
érzéketlen a nullmértéki halmazon valé véltoztatasra, f6 oka azonban az,
hogy csak igy lesz igaz az elsé normaaxiéma.
Az L>°(Q) tér normajardl emlitést érdemel, hogy barmely f € L>(Q) fiigg-
vényhez megadhaté olyan Ny nullmértékdi halmaz, hogy | f|| .~ = sup |f|.
(Ha ugyanis a definiciébeli infimumot sorozattal kozelitjiik, akkor a megfe-
lel6 nullmértékd halmazok unidja jé lesz Ny-nek.) Ebb6l kévetkezik, hogy
If] < |Iflleo m.m. , ezért néha az L>°-normét a fiiggvény lényeges supremu-
ménak is nevezik és esssup |f|-fel jelolik.

Q

Most belatjuk, hogy LP(€2) normélt tér. Az elsé két normaaxiéma trividlisan
teljesill, az elsénél kihaszndlva a m. m. azonositdst (ugyanis || ||, = 0 esetén
f=0m.m., azaz f az LP(Q) tér 0-eleme). A hdromszog-egyenlStlenséget a
kovetkezo tétel mondja ki.

1.20. Tétel (Minkowski-egyenlStlenség). Legyen 1 < p < oo adott, f, g :
Q — R mérhetd fiigguények. Ekkor

1 +9ll, < UIfIl, + llgll, -

Bizonyitas. Ha p = oo, akkor |f] < ||f|l és |g] < ||gll, m.m., ezért

If+gl <If1+ gl < flloe + ll9lloe mom.,

ami egy lényegében fels korlat, azaz ||f + gl < [|fllo + 119l -

Legyen most p véges. Ha a jobb oldal co vagy valamelyik fiiggvény a 0, akkor
az allitas trividlis. Tegyiik fel tehat, hogy | f[|, # 0 és [lgll, # 0. A t > ¢P
figgvény konvex, igy a Jensen-egyenlOtlenség szerint

1 Wi = (Mo A el gl )
(171, + N, )’ 11, + gl 11, AT, + o, Tall, ) =

LIl If] ”+ lgll, 9] ”'
1£1L, + lgll, \ NI£1, I1£11, + lgll, \ llgll,,
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Mindkét oldalt integralva kapjuk, hogy

1
5 [ U+l =1,
OﬂpmepA
ebbol
17 +ll, < |11 +1at]) <171, + O

A kovetkezé tétel az LP-terekbeli szamitdasok igen gyakran hasznélt segédesz-
koze.

1.21. Definicié. A p,q € [1, 00| szdmokat (egymdshoz) konjugdlt értékeknek
hivjuk, ha % + % = 1. Ha p (vagy q) értéke 1, akkor az egyenl8séget ugy
értjiik, hogy ¢q (vagy p) értéke oo.

1.22. Tétel (Holder-egyenlétlenség). Hao 1 < p < o0 és 1 < ¢ < o©
egymdshoz konjugdlt értékek és f,g mérhetd figgvények, akkor

1fally < 171, Nlglly -

Bizonyitas. Ha a jobb oldal 0 vagy végtelen, akkor az allitas trividlis. Ha
p =1és ¢ = oo (vagy forditva), akkor | fg| = |f|lg| < |f] |9l m.m., emiatt
£l < [If1l1 gl Legyenek most 1 < p,q < 400, és

P U B
11, gl

A t — logt fiiggvény konkavitasat felhasznalva
1 1 1 1 1 1
FG =exp (lnF” + lnGp> <expln (Fp + Gp> =—FP 4+ —GP.
p q p q p q
Ezt integrélva

1 f g 1 ilis 1 gl? 1 1
T Ll A e
1711, [lglly o llfll, lglly —pJollfl,  alallglly 2«

ahonnan atszorzassal adédik a kivant egyenlGtlenség. O

1.23. Megjegyzés. (i) A Holder-egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy ha f €
LP(Q) és g € LY(Q), akkor fg € L'(Q).

(i) A p = q =2 specidlis esetben a fliggvényekre vonatkozé Cauchy—Schwarz—
Bunyakovszkij-eqyenldtlenséget kapjuk.
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(iii) A Hélder-egyenlbtlenség tobbféleképpen dltaldnosithatd.

Indukcioval igazolhato, hogy ha az 1 < p1,...,p, < 00 szdmokra p% +
---+pi:1, akkor

[fr-- Sully < Al - 1l

Pn”

Ebbdl, ha az1 < s1,...,8, <0 és1 < r < oo szamokra i+...+% —
%, akkor a p; := 2t és f; == || helyettesitéssel
[y - bl < ([Pallg, - 1Pnll,, - (1.4)

1.24. Tétel (Riesz—Fischer). LP(Q) a bevezetett normdval teljes, azaz Ba-
nach-tér.

Bizonyitas. Csak 1 < p < oo esetére bizonyitjuk, a p = oo eset analdg a
korlatos fiiggvények terének kordbban emlitett teljességével. Legyen (f,,) egy
L?(Q)-beli Cauchy-sorozat. Ekkor van olyan kg € N, hogy minden m > kg

esetén || fm — fkoll, < 1/2. Ehhez van olyan k1 > ko, hogy minden m > ki
esetén || fm — fi, ||, < 1/4. Hasonléan folytatva az eljirdst, minden n-re van

olyan k, > k,_1 index, hogy minden m > k,, esetén ||fm — f&, Hp < 1/2ntL
Legyen most

n
gn ‘= |fk0| + Z !fk1 - fki_l‘ .
i=1
Mivel g, monoton novo fliggvénysorozat, létezik g := lim g,,. Mivel
n—oo

n n

1
Hgan < ka()Hp + Z kah - fki—1||p < ||fk(]||p +Z ? < ka'()”p +1=K,
i=1 i=1

ezért a g, sorozat monotonitdsa miatt a Beppo Levi-tételbdl kapjuk, hogy
/g”z/ lim g) = lim [ gh < K,
tehdt g € LP(Q)). Ekkor g m. m. véges, ebbdl kovetkezik, hogy az
o0
Fro+ Y (fon = fruss)
n=1

fliggvénysor m.m. pontban abszolut konvergens. Emiatt konvergens is, je-
loljitk a sor Osszegét f-fel. Mivel f és g konstrukciéja miatt |f| < g, igy
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f € LP(Q). A sor n-edik részletsszege éppen fi, , tehdt fr, — f m.m. és
igy |fe, — fI” — 0 m.m. Emellett

|fr, — fl= Z (fo: = fria)| < Z | o = frss| + 1ol = 9,
i=n+1 =1

igy |fx, — fI" < g € LY(Q), azaz |fx, — f|’ — 0 m.m. és van L'(Q)-beli
majoransa. Lebesgue dominalt konvergencia-tétele szerint fQ |fr, — fIP — 0,
azaz || fx, — f Hz — 0. Ezzel belattuk, hogy egy tetszdleges LP(£2)-beli Cauchy-
sorozatnak van olyan részsorozata, amely konvergens. Ebbol az ismert elemi
allitas szerint kovetkezik, hogy az egész sorozat is konvergens. O

1.25. Megjegyzés. Ismeretes, hogy Cla,b] az L*-norméval elldtva nem tel-
jes tér. Hasonléan, (C[a,b], ||Hp) sem az. Igazolhaté viszont, hogy Cla, b]
stir(i altere LP(a, b)-nek a p-norméval, igy (C’[a, b], ||Hp) teljessé tétele éppen
L?(a,b).

A kitev6 novelésével egyre sziikebb tereket kapunk, ez egyszeri szamoldssal

igazolhaté az (1.4) altalanositott Holder-egyenlétlenség alapjan, hy := f és
ho = 1 valasztéssal:

1.26. Allitas. (LP(QY) fiiggése a kitevstdl). Legyen Q@ C R™ korldtos tarto-
mdny, 1 <r < s <oo. Ekkor L*(Q) C L"(Q), sbt létezik ¢ > 0, hogy

1Al < cllF]

L (VfeLq(Q).

1.27. Megjegyzés. Igazolhaté az is, hogy ez visszafelé nem &ll fenn, azaz
kiilonb6z6 kitevojli LP-normdak nem ekvivalensek: alkalmasan vélasztott a >
0 esetén elérhetd, hogy az f () := |xr—xg| ™ fliggvényre (ahol zg € ) rogzitett
pont) f € L"(Q)\ L*(), vagy f € L*(2) ugyan, de a két norma hdnyadosa
eléirt korlat f6lott lesz.

1.3.2. Sorozatterek és C"-terek

Tovabbi fontos példak Banach-terekre az £,-terek:

[e o]
Ly, = {(xn) C K szédmsorozatok, melyre Z |z, |P < oo}7 ha 1 <p < o0,

n=1

loo := {(xn) C K korldtos szdmsorozatok}, ha p = +oo0.
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A norma értelmezése hasonlé a korabbi esethez:

°° 1/p
(Dleal”) 7, ha 1<p< o,
@), =4 =

sup |z, , ha p=+oc0.
n

Az l,-terek valdjaban felfoghaték LP-tereknek is, mivel utébbiak definicié-
jaban nem kellett volna a Lebesgue-mértékre szoritkoznunk: &ltaldban egy
(X, A, p) mértéktérbél kiindulva egy p-mérhetd fiiggvénynek ugyantiigy defi-
nidlhaté a p-normaja és igy az LP-belisége, ahogyan elobb lattuk. Ekkor az
£, terek a (N, P(N), 1) kiinduldsi mértéktérhez tartoznak, ahol p a szdmlalé-
mérték. A fentiek alapjan a Riesz-Fischer tétel atvihetd az ¢, terekre is, ezek
tehat Banach-terek.

Vezessiink még be két 1jabb sorozatteret: legyen ¢ a konvergens sorozatok
tere, ¢ pedig a nullsorozatok tere, a norma mindkét esetben legyen ||(x,,)| :=
sup |z, |. Kénnyen lathatd, hogy ezek teljes terek, mivel zart alterei £o,-nek.

Végiil legyen I = [a,b], n € NT és
C™"(I) ={f : I — R n-szer folytonosan differencialhaté},

ahol a norma

1]

n n
= ““)H - max\ <k>\.
Ezek a mér latott n = 0 esethez hasonléan Banach-terek.

1.3.3. Egyvaltozés Szoboljev-terek

Ebben a szakaszban bevezetjiik a Szoboljev-tér fogalmét az egyvaltozos eset-
ben. A Szoboljev-terek els6sorban tobbvaltozéban, a parcialis differencidl-
egyenletek elméletében rendkiviil fontosak, erre a 10.2.2. szakaszban utalunk
majd; a tobbdimenzids Szoboljev-terek részletes targyaldsa a [67] kényvben
olvashaté. A most adott egyvaltozds definicié specidlis és joval konstrukti-
vabb, mivel megadhaté, milyen fiiggvényekbél all a tér, szemben a tébbdimen-
zi6s esettel, ahol absztrakt teljessé tételként definidljuk a Szoboljev-tereket.
Az egyvaltozds eset nagyobb szemléletessége révén konnyebben lathaté e te-
rek jelentésége, els6sorban majd a gyenge megoldésra valé alkalmazasuknél
a 10.2.1. szakaszban.

A tovébbiakban legyen I = [a, b] korldtos, zrt intervallum.

(a) Els6rendii Szoboljev-terek
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1.28. Definicié. Legyen 1 < p < oo adott szam. Ekkor
WhP(I) := {f : I — R abszoliit folytonos fiiggvények, melyre f' € LP(I)}.

1.29. Megjegyzés. (i) Emlékeztetiink az aldbbi jellemzésekre (az abszolit
folytonossag definiciéja helyett ezeket hasznaljuk fel), ldsd [38, 18. fejezet]).
Egy f : I — R fiiggvény pontosan akkor abszoliit folytonos, ha egy L*(I)-beli
figgvény integralfiiggvénye, ez pedig ekvivalens az aldbbi harom tulajdonsag
egyiittesével :

e f m.m. differencidlhato,
o e L(I),
e f integralfiiggvénye f’-nek (azaz érvényes a Newton-Leibniz tétel).

Itt az f' € L'(I) kitétel értelmes, mert elég hozzd, hogy az f’ fiiggvényt
m. m. értelmeztiik.

(i) A fentiek alapjan: f € WYP(I) & f egy LP(I)-beli fiiggvény integral-
figgvénye.

Tobb normét is bevezetiink a W1P(I) téren: az alapértelmezett norma
» sp \ /P » oy P
1w = (U105 ) = ([ A7P+17) 7 (hat<p < oo),

[ fllwrsoe = max{[[fll e, [/l }s
emellett két ,segédnorma”
A=Al + 0 e 6 Il = 1 f e + 1 e -

Célunk belatni, hogy WP (1) teljes, azaz Banach-tér a W'P-normaval. Ehhez
az 1.10. allitas alapjan azt fogjuk beldtni, hogy a fenti normdak ekvivalensek
és a tér teljes a *-normaval.

1.30. Lemma. A WP(I) téren ||-||y1, ~ ||| ;-

Bizonyités. Mivel R*-ben az [|(x1, z2)||, = (Jz1[P+]22|P) VP vagy || (z1, 22)]| o
= max{|z1|, |z2|} norma ekvivalens a ||(z1,22)||; = |z1| + |z2| norméaval, ez
oroklédik arra az esetre, ha argumentumukba az || f|;, és || f'|| ., szdmokat
irjuk, ami éppen |fllyrn 65 £l 0

1.31. Tétel. A WhP(I) téren |||, ~ |||,
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Bizonyitds. A p = oo esetben az allitas trividlis, hiszen az f fiiggvény foly-
tonossdga miatt | £l = esssup ] = | fllaer &5 Ifll, = If]l.. Legyen
tehédt p < oo.

(i) Az egyik irdnyt becsléshez szintén f folytonossdga miatt

e < ([ mas 57)" = (@0 aymas 77) " = - 1l

(ahol ¢ = (b — a)/P), gy

1Al = e + 1 e < el llmax + 171 e < max{l, e} [ £, -

(i) A mésik irdnyd becsléshez felhaszndljuk, hogy ha f € WP(I), akkor
teljesiil r4 a Newton—Leibniz tétel, azaz

Yy
fw=i@+ [ 1 tmyeD.
Ebbdl, ismét az 1.26. allitast is hasznalva
Y b
FWI @I+ [P @I+ [ 17 1= 1@ 1 <

<f@+e- 1 g

alkalmas ¢; > 0 mellett. Az egyenlStlenség két végét integralva x szerint

b
(b—a)|f(y)l S/ [fl+erb—a)[f'llpe < co-lflle +ex(b=a) 1]l »

majd leosztva az intervallum hosszaval

1

@) < 52l + el (g€ D).

Ebbdl, f folytonossdga révén
c
1 = 03 ] < 5 1+
igy

£, < —

*“b—a

IfllLe + e+ DI M < max{zes, e+ 1} [Ifl. O

1.32. Tétel. W1P(I) teljes a |||, normdval.
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Bizonyitas. Legyen (f,,) Cauchy-sorozat a |||, norma szerint, ekkor (f,)
Cauchy-sorozat a ||| .., normaban és (f,) Cauchy-sorozat a |-, norméban.
Mivel C(I) teljes a |||, -norméaval, ezért létezik f € C(I), hogy fn — f
egyenletesen. Mivel f € LP(I), ezért létezik g € LP(I), hogy f} — g LP-
normaban. Célunk beldtni azt, hogy f € WP(I) és f, — f || ,-normaban.

Mivel f,, € WP (1), ezért

fn(x):fn(a)—i—/wfrlb (Vx € I, n € N*1).

Tekintsiik az n — oo hataratmenetet. Mivel f,, — f egyenletesen, igy pon-
tonként is, azaz f,(z) — f(x). Mivel f/ — g LP-norméban, {gy

/:f;—/;glg/:f;—gls/abwg_

=|fr =9l <cillfn =gl =0,
xr xr
igy / In —>/ g.
a a
T

f(2) = f(a) + / g (Vxel,

vagyis [ integralfiiggvénye g-nek. Mivel g € LP(I), ez épp azt jelenti, hogy
f € WUP(I). Emellett a fenti képletet m.m. derivalva f/ = ¢ m.m. Igy
[fn = fllmax = 0 és 1S = f'llo = I1fn = gll» — 0, amibél kévetkezik, hogy
[ fn = fll. = 0. 0

Ezekbol

1.33. Kévetkezmény. WP (1) teljes a ||| jy1., norma szerint is.

1.34. Megjegyzés. (i) A WBP(I) Szoboljev-tér altaldnositja a C1(I) teret
abban az értelemben, hogy csak m. m. derivdlhatésdgot koveteliink. A teljes-
séget ekkor gy lehetett garantalni, ha a derivaltaknak csak az LP-normajat
(1ényegében stlyozott dtlagdt) mérjiik.

(ii) Mint kordbban emlitettiik, a (C'(I), |||, ») tér nem teljes, és teljessé tétele
az LP(I) tér. Egészen hasonléan (C*(I),|||lyy1.,) sem teljes, és teljessé tétele
a WhP(I) tér.

(b) Magasabbrendii Szoboljev-terek

Errél az esetrdl csak vazlatosan ejtiink szét, mivel teljesen hasonld az els6-
rendfi esethez. Legyen 1 < p < oo, N € NT és

WNP(I) := { fecN Y1) : fN=U abgzolit folytonos, és fIV) e LP(I)},
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normaja pedig
N 1/
Wl = (1N )
k=0

Itt is bevezethetjiik a megfeleld ||.||, és |.||, normdkat, és segitségiikkel iga-
zolhaté:

1.35. Tétel. (WNP(I), ||l yyv.0) teljes, azaz Banach-tér.

A WN-P(T) Szoboljev-tér altalanositja a CN (I) teret tigy, hogy f(V) 1étezését
csak m.m. koveteljitk meg. A (CN(I),|||lyy~.) tér nem teljes, és teljessé
tétele a WN-P(I) tér.

1.4. Linearis leképezések alaptulajdonsagai. A
B(X,Y) tér

Legyenek elGszor X és Y vektorterek. A linedris leképezések vizsgalatakor az
alabbi jeloléseket hasznaljuk majd: azt irjuk, hogy A: X — Y ha D(A) =X
és azt, hogy A: X D= Y, ha D(A) C X altér. Elészor idézziik fel a lineéris
leképezés fogalmat.

1.36. Definicié. Legyenek X és Y vektorterek a K szamtest felett. Egy A :
X D— Y leképezés linedris, ha barmely z,z € D(A) és ¢ € K esetén

(i) Az +z) = A(z) + A(2), (ii) A(cx) = cA(x).

Ezzel ekvivalens definicié: barmely x,z € X és ¢,d € K esetén A(cx +dz) =
cA(x) + dA(z).

A linedris leképezéseket gyakran linedris operdtoroknak hivjuk. Ha A lineéris,

akkor nem okoz félreértést az argumentum zardjel nélkiili jelolése, mivel A
valoban igy viselkedik, mint egy szorzds: a tovabbiakban

Az = A(x).
Az aldbbi tulajdonsagok trividlis kovetkezmények.

1.37. Allitas. Legyen A : X DY linedris leképezés. Ekkor

(i) A0 =0, azaz A a(z X-beli) nullvektort a(z Y -beli) nullvektorba viszi.
(i) R(A) C Y is altér.

(iii) A pontosan akkor injektiv, ha csak x = 0 esetén lehet Ax = 0.

A lineéris leképezések gyakori specidlis tipuséat alkotjak a szamértékii leképe-
zések, ezeket késébb kiilon is vizsgdljuk majd.
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1.38. Definicié. Az A : X — K linedris leképezéseket linedris funkciondlok-
nak nevezziik.

A tovabbiakban legyenek X és Y mormdlt terek, ugyanis a folytonossaggal
foglalkozunk. Elészor egy fontos fogalom:

1.39. Definicié. Egy A : X D— Y linedris leképezést korldtosnak neveziink,
ha van olyan M > 0 allandd, hogy

[Az]| < M|lz]| (V& € D(A)).

Az elnevezés azt tiikrozi, hogy a vektorok hosszanak nytjtasa korlatos mér-
tékli. Ez azt is jelenti, hogy ilyenkor A korlatos halmazt korlatos halmazba
visz. Maga A értékkészlete természetesen nem korlatos, hiszen altér.

Megjegyezziik, hogy pontosabb lett volna az ||Az|ly- < M ||z|| y jel6lés, mivel
a szerepl6 két norma dltaldban kiilonbozd lehet. A jelolések egyszeriibb volta
érdekében azonban itt és a késébbiekben sem tiintetjiik fel ezt, ha nem okoz
félreértést.

A linedris leképezések vizsgalataban alapvetd lesz az alabbi tétel.
1.40. Tétel. Egy linedris leképezés pontosan akkor folytonos, ha korldtos.

Bizonyitas. Ha A korlatos, akkor a linearitds miatt
[Az — Az| = |A(z — 2)[| < Mz — 2| (Vz,z € D(4)),

igy A Lipschitz-folytonos, és igy folytonos is. (Ha x, — =z, akkor ||Az, —
Az|| < M|z, — z|| — 0.)

Ha A nem korldtos, akkor van olyan (z,) C D(A) \ {0} sorozat, melyre
Az, || > n||z.]| (Vn € NT). Emiatt A nem lehet folytonos, mert a z, :=
Zn/(n||zy||) vektorokra

1 3 )
Izl =~ gy 20, de ||Az] 21, fgy Az A0 D

Megjegyezziik azt (ami a fenti bizonyitasbdl is latszik), hogy egy A lineéris
leképezés pontosan akkor folytonos az egész téren, ha egy pontban folyto-
nos, hiszen az {v, — ©¢y = Az, — Axg} kritériumot a linearitdssal egy
pontbdl barhova eltolhatjuk. Tehat A vagy mindenhol, vagy sehol sem foly-
tonos. Hasonléan, a korldtossag ekvivalens azzal, hogy A az egységgdmbot
korlatos halmazba viszi, ekkor ugyanis beszorzas alapjan minden origé koze-
pii gombot, illetve ezek részhalmazait, azaz minden korlatos halmazt korlatos
halmazba visz.
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A korlatos linearis leképezések esetén kitiintetett szerepet jatszanak az egész
téren értelmezett leképezések. Ha ugyanis D(A) slirli X-ben, akkor az A foly-
tonos linedris leképezés egyértelmiien kiterjeszthetd a folytonossdg és lineari-

tds megtartdsdval az egész térre az « — lim Aux,, képlettel, ahol (z,,) C D(A)
n—oo

olyan sorozat, melyre x,, — x. Ha D(A) nem siirli X-ben, akkor D(A)-ra ter-
jesztjiik ki és ezt tekinthetjiik 1j alaptérnek.

1.41. Definicié. Jelolje B(X,Y) az A : X — Y korldtos linedris leképezések
halmazat.

A B(X,Y) halmaz természetes médon vektorteret alkot a leképezések pon-
tonkénti osszeaddsdval és szammal vald szorzasaval. Most normat is definig-
lunk ebben a térben.

1.42. Definicié. Ha A € B(X,Y), akkor legyen
[All := sup{[[Az[| : =€ X, [lz]| <1}
az A ugynevezett operatornorméja, vagy egyszeriien csak norméja.

Ez valds szém, hiszen A korldtos, {gy valamilyen M pozitiv szdmra ||Az| < M
az egységgémbben. SOt, ebbdl latszik, hogy ha M a korlatossdg definiciéja-
ban szerepld alkalmas konstans, akkor ||A|| < M. Ha viszont a fenti normét
tetszéleges linedris leképezésre értelmeznénk, akkor A pontosan akkor lenne
korldtos, ha ||A|| véges. Nyilvanval6 az aldbbi

1.43. Allitas. A fent definidlt operdtornorma valdban norma.

Ha tehdt X és Y normélt terek, akkor B(X,Y’) is normélt tér az operator-
normaval.

A norma aldbbi atfogalmazasai a definiciébdl kovetkeznek:
1.44. Allitas. Ha A € B(X,Y), akkor

A
| Al —sup{xH tx € X,m7é0}

[l
= sup{||Az| : z € X, ||z|| = 1}

=min{M > 0: ||Az|| < M ||z|| Vz € X}.

Az elsd egyenldség tgy is fogalmazhatd, hogy || A|| a vektorok megnytjtdsa-
nak felsd hatara (ill. lehetséges legnagyobb mértéke, amikor sup helyett max
irhaté).
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1.45. Kévetkezmény. (i) Bdrmely A € B(X,Y) ésx € X esetén ||Azx| <
LAl

(i) Bdrmely C € B(X,Y) és A € B(Y,Z) esetén ||AC| < ||A]| |IC]] (a
norma szubmultiplikativ).

1.46. Tétel. Legyen X normdlt tér, Y Banach-tér. Ekkor B(X,Y') is Banach-
tér.

Bizonyitas. Legyen (4,) Cauchy-sorozat B(X,Y)-ban. Rogzitett x € X
esetén az

[Anz — Amz|| < |An — Al ||z

egyenl6tlenség alapjan (A,z) Cauchy-sorozat Y-ban. Mivel Y teljes, ezért
(A, z) konvergens is. Legyen A az az X-bél Y-ba képezd operdtor, amelyre

Az = lim A,x.

n— o0

Ekkor A linedris a limeszképzés linearitdsa miatt. Igazoljuk, hogy korlatos
is, azaz A € B(X,Y). Mivel (A4,,) Cauchy-sorozat és |[|An] — [|Amll| <
|An — Anll, igy (|Ax]]) is Cauchy-sorozat R-ben, igy konvergens is, de elég
annyi, hogy korldtos. gy ||Anz|| < M |z| teljesiil minden z € X és n € N
esetén és mivel A,z — Az, ezért ||Az|| < M ||z||, azaz valéban A € B(X,Y).
Még azt kell beldtnunk, hogy az (A,,) sorozat a B(X,Y) tér normdjiban, az-
az operatornormaban konvergal az A operdtorhoz. Mivel Cauchy-sorozatrdl
van sz0, ezért minden £ > 0 szdmhoz létezik N € N, hogy minden n,m > N
esetén || A,z — Apz| < e|z]| (Vx € X). Legyen z és n rogzitett, és tartsunk
m-mel a végtelenbe, ekkor ||(4, — A)z|| < e ||z| (Yn > N), de ez minden z-re
elmondhaté és N nem fligg x-t6l. Azt kaptuk, hogy minden € > 0 szamhoz
létezik N € N, hogy minden n > N esetén ||A,, — A|| < ¢, tehdt 4, — A
operatornormaban. O

1.47. Kovetkezmény. Ha X normdlt tér és K az alaptest, akkor B(X,K)
Banach-tér.

Példak folytonos, ill. nem folytonos linearis leképezésre. Az aldb-
bi példdknak az a jelent&sége, hogy altalanos elvet tiikroznek: az integralas
folytonos, mig a derivalds nem folytonos, ha adott térbél dnmagaba képezd
operatorként vizsgdljuk. Altaldban is az integralast tartalmazd un. integral-
operatorok folytonosak, mig a derivaldst tartalmazoé tn. differencidloperato-
rok nem folytonosak adott térbdl 6nmagédba képezd operatorként.

Tekintsiik az X := C[a,b] teret a maximum-normdval, és benne az aldbbi
operatorokat:
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1. Legyen D(A) = Cla,b] = X, és f € C|a, b] esetén
(An@ = [

Ekkor A linedris, és

T b
| 1] < [ 1701 < 0~ @) max 70] = 6~ o)1,

t€(a,b]

A =
Af]l Jnax,

igy A korlétos.

2. Legyen D(A) := C'[a,b] C X (azaz tovébbra is a maximum-norméval), és
f € D(A) esetén

Af = f.
Ekkor az f,(z) := e"® sorozatra Af, = f], =nf,, igy
[Afnll
=n — 0o,
[

tehdt A nem korldtos.

Altaldnosabb integréloperdtorokra a 6.2., differencidloperatorokra tobbek ko-
zOtt a 8.1. szakaszban ldtunk majd tovabbi példékat, ezek a kozelité mod-
szerek vizsgédlatanak is fontos targyai lesznek. Megemlitjiik azt is, hogy ha
az alaptér és képtér kiilonbozé (a halmaz ugyanaz is lehet, de a norma més),
akkor nem mondhaté ilyen altalanos elv arra, hogy mely operatorok korlato-
sak vagy nem azok. Két széls6séges példa: ha r < s és az X =Y = L*(Q)
alaphalmazon || f||x = ||fl.- és | flly := | fll s, akkor az Af := f identitds-
operator nem korlatos, mert ahhoz az || f| ;. < M ||f]l . becslés kellene, ami
az 1.27. megjegyzés szerint nem igaz. Masrészt tetszoleges operator korlatos-
sd teheté megfelel6 normaval: ha A linedris leképezés (X, ||| ) és (Y, -|ly)
normélt terek kozt, akkor az ||z|l. := ||z||x + ||Az|y Gj normdt bevezetve
az X térben, nyilvanvaléan ||Az|y < ||z|l. (Vz € X), azaz A korldtos az
(X, 1) és (Y -lly) terek ki,







2. fejezet

Hilbert-terek

2.1. Hilbert-terek értelmezése

A kovetkez6kben a normaélt tereken beliil egy specidlisabb térfogalommal fog-
lalkozunk, melyekben skalarszorzast értelmeziink a tér elemei kozott. Ezaltal
e terek jobban hasonlitanak a véges dimenzids euklideszi terekhez, mint alta-
laban egy normalt tér; értelmezhet6 lesz benniik a merdlegesség, valamint a
vektorok ortonormalt bézissal valé eléallitasanak megfelelGje sor alakjaban.
A skaldrszorzdssal ellatott terek normalt terek is lesznek (az euklideszi hossz
megfelelgjeként természetesen értelmezett norméval), és az erre nézve teljes
tereket nevezik Hilbert-térnek.

A Hilbert-tereket alapértelmezésben a komplex szamtest f6lott szokas tekin-
teni. Itt is igy tesziink, és csak megemlitjiik a valds analégidt; a konyv késébbi
részeiben viszont tobb szerep jut majd a valds Hilbert-tereknek is.

2.1. Definicid. Legyen H vektortér C felett. Egy (-,-) : H x H — C leképe-
zést skaldrszorzatnak neveziink, ha barmely x,y € H esetén

(i) az x — (x,y) leképezés linedris funkcional,

(i) {y, ) = (2,9),

(iii) (x,x) > 0, kivéve ha z = 0.
2.2. Megjegyzés. (a) Az (i) és (ii) tulajdonsdgokbdl adédik, hogy minden
x € H esetén az y — (x,y) hozzdrendeléssel értelmezett funkciondl konjugdl-
tan linearis, azaz

(x,c1y1 + cay2) =C1 (x,y1) + T2 (@, Y2) (Vx,y1,y2 € H, ¢1,¢2 € C).

29
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A skaldrszorzds tehat egy pozitiv definit, konjugaltan bilinedris leképezés.
(Ut6bbit néha szeszkvilinedrisnak is mondjék.)

(b) Mivel egy linedris funkciondl 0-hoz 0-t rendel, igy az (i) tulajdonsdg miatt
(0,y) = 0 (Vy € H). Specidlisan (0,0) = 0, ezért kellett kizdrni az = 0 esetet
a (iii) pontban.

(¢) A fenti megforditdsa is érvényes, azaz ha egy z elemnek minden y € H
vektorral vett skaldrszorzata 0, akkor x = 0. Ekkor ugyanis énmagaval vett
skalarszorzata is 0, {gy a (iil) tulajdonsidg miatt = = 0.

Ha H vektortér C felett egy (-,-) skaldrszorzattal, akkor a (H,(-,-)) part
skaldrszorzattérnek hiviuk. Ha H az R valds test felett vektortér, akkor va-
los skaldrszorzattérrdl beszéliink, ekkor a skaldrszorzas definiciéjaban érte-
lemszertlien a konjugalds elhagyhatd. Valds esetben tehat a skalarszorzat egy
pozitiv definit bilinedris funkcional H x H-n. A skalarszorzattereket szokas
pre-Hilbert-térnek vagy (els6sorban a valds esetben) euklideszi térnek is ne-
vezni.

Norma értelmezése skalarszorzattérben: ha x € H, akkor legyen

]l == v/ (2, @),

ennek neve a skaldrszorzat dltal indukélt norma. Ez az euklideszi hossz meg-
felel6je. A normatulajdonsdgok igazolasdnal csak a hdromszog-egyenlétlenség
nem lesz trivialis; ennek bizonyitasdhoz olyan segédallitasra van sziikségiink,
amely 6nmagédban is a Hilbert-terek egyik technikai alapeszkoze.

2.3. Allitas (Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlGtlenség). Min-
den x,y € H esetén
[z, )| < ll=]] llyll-

Bizonyitas. Legyen A € C tetszoleges. Ekkor
0< flo=Xyl* = (@ =g,z = Ay) = [|z]* = Xz, 9) = Ay, ) + A ly))*

Ha y = 0, akkor trividlisan igaz az egyenlGtlenség, ezért feltehetd, hogy y # 0.
Ekkor megvéalaszthatjuk A-t igy, hogy (z,y) = A ||yH2 legyen. Ekkor (y,z) =
py ||yH2 és A\ = |)\|2, igy, folytatva az egyenlStlenséget,

2
2l w)l
.
llyll

Ezt atrendezve a kivant egyenlotlenséghez jutunk. O

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
O < P =IAF Hy [P =M I+ yll™ = llz P =M lyl” = [l

A, Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij” helyett majd gyakran a CSB roviditést
hasznaljuk. Itt érdemel emlitést a CSB-egyenlétlenség elsé két egyszerti al-
kalmazasa:



2.1. HILBERT-TEREK ERTELMEZESE 31

2.4. Allitas. (i) Birmelyx € H esetén |z| =sup{ | (z,y)|: y e H, |jy|| =
1}.

(i1) A skaldrszorzds mindkét vdltozdjdban folytonos, azaz ha x, — x, akkor
barmely y € H esetén (Tn,y) — (x,y) és (y,xn) = (y, ).

Bizonyités (i) A CSB-egyenlétlenség szerint (z,y) < ||z|| (Vy € H, ||y| =
1), ésy: HIH esetén egyenlGség all fenn.

(ii) Ha @, — @ és y € H, akkor [(zn,y) — (z,9)| = [(zn — 2,9)| < [on —
z|||lyll = 0. Ugyanez igaz a forditott sorrendre is.

2.5. Megjegyzés. A (ii) pont szerint tehat lim (z,,y) = (limz,,y), azaz
a limeszképzés és skaldrszorzés felcserelheto Ugyanezt egy konvergens sor

részletdsszegeire alkalmazva adddik, hogy Z (Tn,y) = (Z Ty Y).

n=1

Térjiink most vissza az indukalt normahoz:
2.6. Allitas. A ||z|| := \/(x,z) képlet valdban normdt definidl H-n.

Bizonyités. A (iii) skaldrszorzat-axiéma miatt barmely x € H esetén ||z| >
0, és csak © = 0 esetén lehet 0. A konstansok kiemelésével |cz|| = /{cx,cz) =

cc{x,x) = |c|||z|| bdrmely ¢ € C, x € H esetén. A CSB-egyenlStlenségbol
pedig konnyen ellendrizhet6 a haromszog-egyenlétlenség:

lz +yl* = (& +y,2 +y) = llz]* + (2, 9) + {y,2) + |1y
= il + llyll* +2Re (z,y)
2 2 2 2 2
<2l +1lyll” + 2@ o) < Ml ™+ lyll™ + 2= [yl = =l + lyl)” -

2.7. Definicié. A (H, (-,-)) skaldrszorzatteret Hilbert-térnek nevezzik, ha H
az indukalt norméval teljes.

Példak Hilbert-térre.

o R™ mint R feletti vektortér valés Hilbert-tér a szokédsos

x y Rn ¢ szyz

skaldrszorzassal. Az indukalt norma ui. éppen az euklideszi tavolsig
lesz, ezzel a tér valéban teljes. (A valés Hilbert-tér fogalma ennek dlta-
lanositésa.)
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e C" mint C feletti vektortér (komplex) Hilbert-tér a

n

(z,w)gn = Z 2;W;

=1

skaldrszorzassal. (Ennek teljessége ekvivalens R?™ teljességével.)

(o)
by = {(:pn) eCN: 2 |:1:n|2 < oo}, azaz a négyzetesen Osszegezhetod
n=1

komplex sorozatok tere Hilbert-tér az

((zn), (yn)>z2 = Z Tnlp,

skaldrszorzassal. A teljesség az 1.3.2. szakaszbol kovetkezik.

L?(Q) = {f : © — C Lebesgue-mérhetd: f|f|2 d\ < oo}, azaz egy
Q

Q C R™ tartomédnyon négyzetesen Lebesgue-integralhaté fiiggvények
tere Hilbert-tér az

(f.0) 0 = /Q /7 dA

skaldrszorzassal. A teljesség az 1.3.1. szakaszbdl kovetkezik. Megemlit-
jiik, hogy a skaldrszorzés (iii) axiéméja megfelel az indukalt norméra
vonatkoz6 els6 axiéménak, és most ez (mint az 1.3.1. szakaszban 14ttuk)
kihasznélja az L?()-beli egyenléség majdnem mindeniitt valé értelme-
zését. Azaz, ha f € L*(Q) és (f,f);= = 0, akkor f = 0 majdnem
mindeniitt.

A 2-es index{i Szoboljev-terek: W2(I) = {f : I — C abszolit foly-
tonos, f' € L2(I)}. A WhH2(I) jelolés helyett gyakran a H'(I) jelolés
hasznélatos, itt ugyanis csak a derivélas rendje szamit, a kitevd viszont
csak p = 2 lehet, ezért nem jeloljiik. Ekkor tehat H'(I) := WhH2(1)
Hilbert-tér az

b
)= [ 3+ £9) dn
skalarszorzéassal. Itt a skalarszorzat dltal indukalt norma

1l o= A NI+ 112,

ami visszaadja az 1.3.3. részben bevezetett normat, igy a teljesség az
1.33. kovetkezménynek koszonhets.
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e A fentihez hasonléan, barmely N € N* esetén HM(I) := WN:2(I)

Hilbert-tér az
» N
(fs9) g~ ;:/ Zf(k)g(k)

k=0

skalarszorzéssal.

2.2. Ortogonalitasi tulajdonsagok Hilbert-térben

2.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy az x,y € H vektorok ortogondlisak (vagy
merdlegesek) egymdsra, ha (x,y) = 0. Ennek jelolése: z L y.

Ugyanez halmazokkal is értelmezheto:

2.9. Definicié. Legyen x € H vektor, K, M C H halmazok.
(i) x L K, hax L k minden k € K esetén.
(iil) K L M, ha k L m minden k € K és m € M esetén.

2.10. Definicié. Legyen K C H tetsz6leges részhalmaz. A K+ := {y € H :
y L K} halmazt K ortokomplementumanak vagy ortogondlis kiegészitGjének
nevezziik.

Mig K barmilyen részhalmaza lehet H-nak, az ortokomplementuma mér nem
lehet akarmilyen.

2.11. Allitas. Bdrmely K C H esetén K+ zirt altér H-ban.

Bizonyitds. Egyrészt K1 altér, mert ha 31,90 L K, akkor barmely ¢, cs
konstansokkal c¢1y1 + coya L K. Masrészt ha (y,) C Ktésy, »yeH,
akkor a skalarszorzds folytonossdga miatt 0 = (y,, k) — (y, k) minden k € K
esetén, igy y € K+ szintén teljesiil. fgy K+ zért. O

2.12. Megjegyzés. Ugyanezen megfontoldssal adodik, hogy barmely K C

H halmaz esetén K+ = ml (ahol ut6ébbi a K lineédris burkdnak lezértjat
jeloli). Azaz, = | K pontosan akkor, ha z L [K]. Itt ugyanis a masodik
formaélisan erésebb tulajdonsdg, viszont ha x 1 K, akkor z ortogondlis a
K-beliek linedris kombindcidira, ill. ezek limeszeire is, azaz minden [K]-beli
vektorra is.

Most néhdany nevezetes szamolasi szabdlyt mondunk ki.

2.13. Allitas. Legyen H Hilbert-tér. Ekkor

1. (Pitagorasz-tétel) Hax,y € H ésx Ly, akkor ||z +y||> = ||lz]|”+y|”.
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2. (Paralelogramma-szabdly) Minden x,y € H esetén
2 2 2 2
o+ yl* + Il = yI* =2 (el + Iy*)
3. (Polarizacios egyenldség) Minden x,y € H esetén

1 2 2 . .2 . .2
(@y) = 1 (e +yl® = o —yl* +illo +iyl* — i llz — iy|*)

3
1 ) .
=7 szﬂx + k2.
k=0

Bizonyitds. A norma-négyzetek kifejtése utdan egyszerli szamolassal adod-
nak. (I

2.14. Megjegyzés. (i) Valés Hilbert-térben a polarizicids egyenléség egy-
szerlibb:

1 2 2
(w.y) = 7 (Il + 9l = o = y)?).

(ii) A polarizdcids egyenldség jelentdsége, hogy a skaldrszorzat kifejezhetd a
norma segitségével (amit a definiciéban forditva tettiink). Ekkor, a metri-
kus terekhez hasonléan, felmeriil a kérdés: ha adott egy normélt tér, akkor
a norma szarmaztathaté-e valamilyen skalarszorzatbol, vagyis bevezetheté-e
olyan skalarszorzat, hogy az altala indukalt norma megegyezik a tér erede-
ti normajdval? A vélasz dltaldban itt is tagadé: igazolhatd, hogy egy nor-
malt tér normdaja pontosan akkor szarmazik skalarszorzatbdl, ha teljesiil a
parallelogramma-szabdly az adott norméra. Ilyenkor a skaldrszorzatot (ter-
mészetesen) a polarizdcids egyenléség adja meg.

A kovetkezb tétel az 1.18. §llitds &dltaldnositdsa. Segitségével lehet ezutdn
igazolni a Riesz-féle ortogonalis felbontési tételt, amely bizonyos értelemben
a Hilbert-tereknek a véges dimenziéshoz hasonlé geometridjat fejezi ki.

2.15. Tétel. Legyen H Hilbert-tér, K C H nem ires, konvex, zdrt halmaz.
Ekkor barmely x € H esetén van egyetlen olyan y € K, melyre |z —vy| =
dist(z, K) (ahol dist(z, K) = inf{||lx —z|| : 2z € K} az z-nek K-tdl vett
tavolsdga,).

Bizonyitas. Legyen d = dist(z, K). Az infimum definiciéja miatt 1étezik
(yn) C K, melyre d,, := ||z — yn|| — d. Irjuk fel a paralelogramma-szabélyt
az & — Yn és x — Yy, vektorokra:
2 2 2 2
122 = (o + 5 + lym = ymll” = 2((l2 = 9l + 12 =y *).
—_————— ———

d,? dm?
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Itt |2z — (yn/—i- ym)|| = 2|z — 25| > 2d, mert K konvexitdsa miatt

bntin ¢ K Igy
”yn - ym”2 < 2(dn2 + dm2) —Ad* = Q(di - d2) + Q(dgn - d2).

Ha n,m — oo, akkor a jobb oldal 0-hoz tart, igy barmely ¢ > 0 esetén
lyn — ymH2 < g, ha n,m elég nagy, azaz (y,) Cauchy-sorozat. Legyen y :=
lim y,,. Mivel K zart, igy y € K, emellett ||z — y|| = lim ||z — y, || = limd,, =
d.

Végiil belatjuk, hogy ez az y egyértelmii. Azt kaptuk ugyanis, hogy béar-
mely tdvolsdg-minimalizdlé sorozat (azaz olyan (y,) C K sorozat, amely-
re ||z — yn|| — d) konvergens. Ha lenne egy mésik z € K vektor, melyre
lz — z|| = d, akkor vegyiink egy (z,) C K sorozatot, melyre z, — z, ez
szintén tavolsdg-minimalizdls. Ekkor (y,) és (z,) Osszefésiilése is tavolsdg-
minimalizald, igy konvergens, de ez csak y = z esetén lehet. O

2.16. Tétel (Riesz-féle ortogondlis felbontas). Legyen H Hilbert-tér, M
C H zdrt altér. Ekkor H = M® M, azaz barmely x € H vektor egyértelmien

/7 ¢

elédll x = x1 + xo alakban, ahol 1 € M és xo € M*.

Bizonyitas. Legyen x € H tetszbleges. Mivel az M zart altér egyben konvex
zart halmaz is, az el6z6 tétel szerint létezik egyetlen olyan z1 € M vektor,
amelyre ||z — x1|| = d := dist(z, M). Legyen o = = — z1, ekkor a felbontds
fennall, igy azt kell csak beldtni, hogy 2 € M+, azaz (4,y) = 0 (Vy € M).
Ez trividlis, ha y = 0, igy legyen y € M, y # 0 tetszoleges.

Legyen A € C is tetsz6leges. Ekkor x1 + Ay € M, ezért

& < o = (@1 + M)I* = |z = MylI” = ll2]* =X (22, 9)=A (g, )+ A [y
Mivel ||x2|| = d, {gy
2012 T 9 o —
0 < AP llyll™ = MA@z, y) = Ay, w2) = AL lyll” = Az, ) — A2, 9)-

A CSB-egyenl6tlenség bizonyitasanak mintajara megvalaszthatjuk A-t dgy,
hogy (w2,) = A|ly||* legyen, és ekkor

2 2 2 2 2 2 2 2
O < A Hlgll™ = A lwll™ = Ayl = = Ayl

ami csak akkor lehet, ha A = 0, azaz ha (x2,y) = 0.

A felbontéas egyértelmi, ugyanis ha x = x1 + 9 = y1 + y2, ahol z1,y1 € M
és To,yp € ML, akkor M > (z1 — 1) = (yo — x2) € M*, azaz x; = y; és
T2 = Y. O
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2.17. Megjegyzés. A tételbeli x1 vektort az z vektor M-re vett (merdleges)
vetiiletének hivjuk, és xps-mel jeloljiik. Erre az alabbiak igazak:

(i)  — xp Ly és dist(z, M) = ||z — xp]|, ez a tétel bizonyitdsdban
szerepel.

(ii) A vetiilet egyértelmiisége miatt egy y € M vektor pontosan akkor esik
egybe xp-mel, ha x —y 1L M.

(iii) ||zaz]) < ||zl|, hiszen x—xp; L xpr miatt ||z||? = ||z —2ar||? + || 2ar]]? >

lar .
(iv) Ha M véges dimenzids altér és benne {eq, ea, ..., e, } ortonormdlt bdzis,
akkor
n
Typm = Z <l‘7 ez> €
i=1

Ugyanis, a jobb oldali vektort y-nal jelolve y € M, és minden e;
bazisvektorra (y,e;) = Yo, (z,€;)0;; = (x,¢e;), ezért v —y L e
(Vj=1,...,n) ésigy x —y L M. Ekkor a (ii) pont alapjén y = x .

2.3. Fourier-sorok Hilbert-térben

E témakor arrdl szol, hogyan lehet altalanositani a véges dimenzids terek
vektorainak ortonormadlt bézissal valé el6allitasat végtelen dimenzids esetre.
A {6 eredmény ilyen elééllitast ad megfelel6 sor alakjaban, igy egy vektor
megszamlalhatéan végtelen sok koordindtaval irhaté le. El6szor azon fogal-
makkal foglalkozunk, amelyek a bazis, ill. ortonormalt bazis fogalma helyére
léphetnek.

2.18. Definicié. Egy {e, }nen C H vektorsorozat teljes rendszer, ha minden
x € H esetén fenndll az alabbi tulajdonsag: ha z L e, (Vn € N), akkor z = 0.

2.19. Definicié. Egy {e, }nen C H vektorsorozat totdlis rendszer, ha lined-
ris burka stiri.

2.20. Allitas. Hilbert-térben egy vektorrendszer pontosan akkor teljes, ha to-
tdlis.

Bizonyitas. Az M pontosan akkor teljes rendszer, ha M+ = {0}, ami a

2.12. megjegyzés szerint pontosan akkor teljesiil, ha [M] = {0}. Ez viszont
a 2.16. tétel szerint ekvivalens azzal, hogy [M| = H, azaz M totalis rendszer.

O
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A totélis rendszer fogalmét Banach-térben is lehet majd hasznélni, mert nem
hasznal ortogonalitast. Hilbert-térben viszont egyszeriibben alkalmazhaté a
teljes rendszer fogalma, igy most ezzel dolgozunk.

2.21. Definicié. Egy {e,}nen C H vektorsorozat ortonormdlt rendszer, ha
elemei paronként ortogonalisak és normaltak, vagyis ha (e;,e;) = ;; = 1,
hai=jés 0, hai#j.

Ezek alapjan értelemszerii a f6 fogalom:

2.22. Definicié. Egy {e,}nen C H vektorsorozat teljes ortonormdlt rend-
szer (TONR), ha teljes és ortonormélt.

2.23. Allitas. Szepardbilis Hilbert-térben mindig létezik teljes ortonormdlt
rendszer.

Bizonyitds. A tér szepardbilis volta azt jelenti, hogy létezik slirli megszam-
ldlhat6 halmaz. Ha ennek elemeit rekurzivan megritkitjuk gy, hogy 1épé-
senként kidobjuk az elézéektél linearisan fiiggd elemeket, akkor egy olyan
Z1,%2,... linedrisan fliggetlen rendszert kapunk, melynek linearis burka azo-
nos az eredetiével, tehat stiri. Ebbdl Gram—Schmidt-féle ortogonalizacios elja-
rassal ortonormdalt ej,es,... sorozatot kapunk, melyre teljesiil, hogy
span{ey,...,e,} = span{xi,...,x,} minden n € N esetén. Emiatt
span{e, e, ...} = span{zi,xa,...} is slirt H-ban, tehdt {e,}nen totélis
rendszer, vagyis teljes rendszer. O

2.24. Megjegyzés. A fenti bizonyitds csak az utolsé 1épésben haszndlja ki,
hogy van skaldrszorzat (ortogonalitds). Ha ezt elhagyjuk, akkor a bizonyitas
tetszbleges szeparabilis normalt térben garantalja megszamlalhaté és linedri-
san fiiggetlen totalis rendszer 1étezését.

2.25. Megjegyzés. (i) A 2.23. &llitds megforditdsa is igaz, vagyis ha van
megszamlalhato teljes ortonormalt rendszer egy Hilbert-térben, akkor az sze-
pardbilis. A rendszer elemeinek racionalis egyiitthatokkal vett linedris kom-
bindcidi ugyanis megszamlalhaté stirti halmazt alkotnak.

(ii) Az ortonormalt rendszer definiciéjdban feltettiik, hogy az megszamlalhat6
sok elembdl all, célunk ugyanis TONR-ek szerinti sorfejtés. Elvileg tetszbleges
szamossagu ortonormélt rendszer is megengedhetd, ebben az értelemben néz-
ve bebizonyithatd, hogy minden (nemcsak szepardbilis) Hilbert-térben 1étezik
teljes ortonormalt rendszer, szepardabilis térben viszont egy ilyen rendszer is
csak megszamlalhato lehet.

Mivel a TONR-eket eleve sorozatnak értelmeztiik, a tovabbiakban csak azt
frjuk: (e,) € H TONR. Célunk az ilyenek szerinti sorfejtés, ehhez el8szér a
Weierstrass-kritériumot (1.12. allitds) élesitjiik ortogondlis sorozat esetén.



38 2. HILBERT-TEREK

2.26. Allitas. Legyen {x,} C H ortogondlis sorozat. Ekkor

oo [ee]
an konvergens <= Z |zalI* konvergens.

n=1 n=1

n n
Bizonyitas. Legyenek s, := > 2; és 0, := > ||as]|> a megfelel részlet-
i=1 i=1
Osszegek. Az ortogonalitds miatt n > m esetén

n 2 n
2 2
lsn = smll = || D @il = D2 il = 00— o = low — o

i=m-+1 1=m+1

igy az egyik sorozat pontosan akkor Cauchy-sorozat, ha a masik is az. Innen
mar H és R teljessége miatt kovetkezik, hogy a két sorozat ekvikonvergens.
d

2.27. Definicié. Legyen H Hilbert-tér, (e,,) C H TONR, = € H adott. A

o0
(1?761‘) €;
i=1

sort az x elem (e,,) rendszer szerinti Fourier-sordnak nevezzik. A ¢; = (z, e;)

szamokat Fourier-egyiitthatoknak hivjuk.

2.28. Tétel (Fourier-sorok f6tétele). Legyen H Hilbert-tér, (e,) C H
TONR. Ekkor tetszéleges © € H elem Fourier-sora konvergens és dsszege
x.

Bizonyitas. (i) (Konvergencia.) Vezessiik be az x; := (x,¢;) e; jeloléseket.
Mivel {z;} ortogonadlis sorozat, ezért a 2.26. allitds alapjan a > x; ortogonélis

n
2 .
sor pontosan akkor konvergens, ha > ||x;||” konvergens. Legyen s,, := Y x; és

i=1
H,, = span{ey,...,en} (n € NT). Ekkor a 2.17. megjegyzés (iii)-(iv) pontjai
szerint s,, = xpg,, vagyis s, az x-nek a H, véges dimenziés altérre vett

n
vetiilete, ill. emiatt |[s,||> < [|lz]|*. Mivel [|s,]® = 32 ||l2i?, ezért a 3 |22
=1

pozitiv tagu sor szeletei feliilrol korlatosak, tehdt konvergens. fgy tehdt > x;
is konvergens.

o0

(ii) (Az Osszeg x.) Legyen a sordsszeg s := >, (x,¢e;) e;, be kell 14tni, hogy s =
i=1

x. Az {e, } rendszer teljessége miatt ehhez elég azt beldtni, hogy (s — x,e;) =
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0 minden j-re. Ez igaz, mert a skaldrszorzéas folytonossidga miatt adédik (1.
2.5. megjegyzés), hogy

(s,€5) = <Z (z,e:) e, €j> = ((wei)eie;) = Z (@,e:) (eire5) = (. €5) .

i=1 i=1 i=1
O
2.29. Allitas. Legyen H Hilbert-tér, (e,) C H TONR, z,y € H. Ha
o) o0 o0 _
T = Zciei, y= Zdie,-, akkor (z,y) = Zcidi.
i=1 i=1 i=1
Specidlisan
oo
2 2
2]* =" lesf* (2.1)
i=1
Bizonyitas. A skaldrszorzds folytonossdga miatt
<l‘, y> = <Z C;€;, Z dj€j> = Z Z cﬂj <6i, 6j> = Z cﬂz
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
A masik egyenléség ebbdl kovetkezik x = y esetén. O

A fenti mésodik allitds atirhaté a Fourier-egyiitthaték ¢; = (z,e;) képlete
révén:

2.30. Kovetkezmény (Parseval-egyenlSség). Legyen H Hilbert-tér, (ey,)
C H TONR, x € H. Ekkor

[e.e]
lz)* = > [z, el
i=1

2.31. Megjegyzés. Ha (e,) C H nem teljes H-ban, csak ONR, akkor
S [z, €)= ||y ||?, ahol V az (e,) linedris burkdnak lezértja. Ugyanis (e, )
i=1

1=

TONR V-ben, igy ott igaz a Parseval-egyenléség xy-re. Itt (x,e;) = (zv,e;)
minden i-re (mivel x —xy L V), {gy a fenti 6sszeg azonos az xy-re vonatkozd
Osszeggel.

Ebbél az is kévetkezik, hogy ONR esetén csak 3. |(z,e,)]* < ||z||* teljesil,

i=1
ez az un. Bessel-egyenlGtlenség.

2.32. Tétel. Minden szepardbilis H Hilbert-tér izometrikusan izomorf fo-
vel.
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Bizonyités. Legyen (e,,) C H TONR H-ban, és tekintsiik a

[ee]
T:az=) cei — (¢i)ien
=1

megfeleltetést. Ez linearis, és H — (5 leképezés, mert ha x sora konvergens,

akkor a 2.26. allitds alapjan (c;) € f2. Emellett T kolcsondsen egyértelmii: in-

jektiv, mivel x egyértelmiien meghatirozza Fourier-egyiitthatéit a ¢; = (x, e;)
o0

képlet révén, és szuperjektiv, mivel barmely (¢;) € €2 elédll az z := > cie;
i=1

sor T-képeként, ahol x sordnak konvergencidjat ismét a 2.26. allitds garan-

talja. Végiil T izometrikus a (2.1) egyenléség miatt. O

2.33. Megjegyzés. A fenti tételnek szdmos hasznos kévetkezménye van.

(i) Ha H szepardbilis Hilbert-tér és (e,,) C H TONR, akkor a tételt at-
fogalmazva, az x* € H vektorokat megfeleltethetjiik a (¢, ¢a,. .. ) koor-
dinatasorozatnak. Fz kozvetleniil dltalanositja a véges dimenzids terek
vektorainak koordinatdkkal valé lefrasat.

(ii) Barmely két szeparabilis Hilbert-tér izometrikusan izomorf egymaéssal.

(iii) Ha H szeparabilis Hilbert-tér és (e,) C H TONR, akkor nemcsak a
vektorok irhatok le végtelen sok koordindtaval, hanem az A : H — H
operatorok is (co x 0o)-es métrixszal.

o0
Legyen el6szor A korldtos linedris operator. Ha © = ) c;e;, akkor
=1
. J
(Az,e;) = > cj{Aej,e;). Ez az a;; = (Aej, e;) jeloléssel azt jelenti,
j=1

o0
hogy ha x koordindtai a ¢; szdmok, akkor Az koordindtdi a > ai; c;
j=1
szamok. Ez egy altaldnositott matrix-vektor-szorzas, vagyis tetszdleges
ilyen operator megfeleltethetd egy alkalmas (a;j),; -+ (00X 00)-es mat-

rixnak.

i,J€

Ez a megfeleltetés megfelel6 modositasokkal dtvihet6 arra az esetre is,
ha D(A) C H és A nem korldtos. Ez fizikai jelentése miatt nevezetes.
A kvantummechanika egyik egzakt megfogalmazasat ugyanis Heisen-
berg in. matrixmechanikaként dolgozta ki, ami az operdtorok végtelen
maétrixszal vald reprezentaciéjat tartalmazza, a masik megfogalmazast
Schrédinger hullimmechanikaként frta le, amely L?(R™)-ben értelme-
zett (nem korlatos) operdtorokat haszndl. Schrodinger azt is megmu-
tatta, hogy a két megfogalmazds ekvivalens [65], majd Neumann Jénos
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ugyanezt az L2(R™) és (2 terek izometridjabdl vezette le [50]. Ez az
ekvivalencia megfelel az operatorok elébb leirt megfeleltetésének.

Most néhdany nevezetes példat mutatunk teljes ortonormalt rendszerre.

2
en(z) == \/;sinnx (n € N*1).

(szinuszrendszer). Itt integréldssal adédik, hogy ez ortonormaélt rend-
szer, tovdbbd az analizis egy tétele szerint ha f € L%(0,m)

o H:=L*0,m),

és [ f(z)sinnz dz = 0 minden n-re, akkor f = 0 majdnem minde-
0
niitt [70]. Ez épp azt jelenti, hogy a szinuszrendszer TONR-t alkot.

o0
A f8tétel szerint tehat barmely f € L2(0,7) esetén f = Y cpen, ahol
n=1
e

¢n = [ fen, és a sordsszeg L?-norma szerinti konvergenciaként értendé.
0

A tovébbi példdkban csak felirjuk a rendszer tagjait. (Ortonormélt-
saguk elemien lathatd, teljességiik részben visszavezethetd a fenti sin-
rendszer teljességére.)

o H:=L*0,m),

(han=0),

1
N
\/gcosmc (haneNT).

en(x) :=

e H :=L?(0,27), és a rendszer elemei

1 . 1. 1
——=sinx, —=cosx, —sin2x, — cos2x,....

1
Vo VT e VT VT

o H := L?(0,27), az el6z6 rendszer komplex megfeleldje:

1
en(z) == Nr

o H:=1/y, e,:=(0,0,...,0,1,0,0...) (neNT).
———

e (n €Z).
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b
o H := L?([a,b];w) esetén, azaz az (f,g) := [ fgwd\ stlyozott ska-

larszorzat mellett ortogondlis polinomokbdl TaONR alkothat6. A poli-
nomok ugyanis totdlis rendszert alkotnak, igy a 2.23. allitas mintajara
Gram—Schmidt-ortogonalizaciéval TONR konstrualhaté, ezek a w sily-
fliggvényre nézve ortogonalis polinomok. Itt w > 0 mérhetd, és konk-
rét valasztasatdl fiiggben tobbféle nevezetes rendszer adédik, példdul a
(—1,1) intervallumon w = 1 esetén a Legendre-, w(z) = (1 — 22)~1/2
esetén a Csebisev-polinomokat kapjuk, mig az I = R intervallumon a
w(x) = e’ silyfiiggvény az Hermite-polinomokat adja. (E rendszerek
numerikus integrélds sordn hasznosak.) Lasd [45, 69].

o H := L?(0,1) esetén a Haar-rendszer olyan 1épcsésfiiggvényekbdl 4ll,
melyek csak 0 vagy +1 értéket vesznek fel 1/2™ hosszi részintervallumo-
kon, éspedig ep o(z) :=1,ha0 <z <1/2és—1,hal/2 <z <1, illetve
n €Nt és0 <k < 2" esetén e, () 1= eg,0(2"z —k), ha & <z < EtL
és 0 kiilonben. (Ennek kozeli rokona a Walsh-Rademacher-rendszer, a
+1 konstansok mds elosztasival [45].) Ez teljes ortogondlis rendszer,
melyb6l normalva TONR-t kapunk.

2.34. Megjegyzés. A Fourier-sorfejtés dltalanosithaté Banach-térre az or-
togonalitds nélkiil: egy (e,) C X rendszert Schauder-bdzisnak hivunk, ha
minden z € X egyértelmfien elddll z = Y7 | c,e, alakban. A fenti e, =
(0,0,...,0,1,0,0...) sorozatok példdul az ¢, térben Schauder-bazist alkot-
nak, ha 1 < p < oc.

2.35. Megjegyzés. A Fourier-sorok gyakorlati jelentése az, hogy egy adott
jel felbonthaté megszamlalhaté sok adott frekvencidju jel szuperpozicidjéra.

Tekintsiik pl. a H = L?(0,27) térben az e, (x) = \/% e'"® (n € Z) TONR-t,

< .
ekkor a fotétel szerint barmely f € L?(0,27) esetén f(x) = \/% > cpe™®,
n=1

27 27
ahol ¢,, = Offén = \/% of f(t)e~tdt.
Megemlitjiik, hogy ha az intervallum R, akkor nincsenek ilyen kitiintetett
frekvencidk, azaz barmely y € R esetén az e, (z) = \/% e fiiggvények kozt
nem tehetd kiilonbség. Ilyenkor a jelek felbontdsandl a fenti sor helyét az
Osszes y-ra vonatkozo integral veszi at, a ¢, egyiitthatok sorozatanak helyét
pedig a Fourier-transzformalt (lasd 6.4. szakasz).

A Fourier-sorok klasszikus elméletér6l. A Fourier-sorok fejlédése soran
eredetileg a pontonkénti konvergencia szempontjabdl vizsgaltdk a sorokat,
f6leg a 3. példaban szerepld sin-cos-rendszer esetén és folytonos fiiggvényre.
Ennek igen kiterjedt elméletébdl (lasd pl. [45, 70]) idéziink néhany alaptételt.
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A sin-cos-rendszer periodikus volta miatt f(0) = f(27) sziikséges feltétel.
Legyen tehat

_ % - . +
sn(x)f?+kz_l(akcoskx+bkbmkm) (n e NT),
1 2m 1 2m
ahol ap == — () cos kz dz, by == — () sin kz dx.
T Jo T Jo

Ha f € C]0,2n], melyre f(0) = f(2n), igaz-e, hogy s, — f pontonként
[0, 27]-ben?

2.36. Tétel (Steinhaus). Létezik f € C[0,2x], f(0) = f(2m), melynek
Fourier-sora minden 7 - r helyen divergens, ahol r raciondlis.

Az egy pontban valé divergencidra Fejér adott el6szor bizonyitdst, ennek
médositasaval adddott a fenti tétel.

Ha a folytonossag feltételét némileg erésitjiik, akkor mar igaz a pontonkénti
konvergencia, s6t az egyenletes is. Egy f : I — R fiiggvényre fenndll az
a-kitevés Lipschitz-folytonossdg (0 < a < 1), ha van olyan C' > 0, hogy
|f(z) — fly)] < Clz —y|* (Vx,y € I). Ekkor azt frjuk, hogy f € Lip®(I).
Az o = 1 esetnek felel meg a szokdsos Lipschitz-folytonossag, mig az o < 1
esetet Holder-folytonossagnak is szokas nevezni.

2.37. Tétel (Lipschitz-kritérium). Legyen 0 < o < 1 adott szdm. Min-
den f € Lip*[0,2x], f(0) = f(27) esetén s, — [ egyenletesen.

Specidlisan, ha f € CY(I), akkor f € Lip*(I) is, ezért ekkor is igaz a fenti
tétel.

Altalanosabb fliggvényosztdlyra a pontonkéntinél gyengébb, de érdemi kon-
vergenciatétel 4ll fenn:

2.38. Tétel (Carleson). Minden f € L%(0,) fiigguény Fourier-sora majd-
nem mindendtitt konvergdl f-hez.

A pontonkénti konvergencia is elérhet6 folytonos fiiggvényre is, ha nem a
részletosszegek konvergencidjat vizsgaljuk, hanem azok szamtani kozepeit.
Vezessiik be az tigynevezett Fejér-kozepeket:
! (80 + 814+ sn)
op = so+s1+ -+ sp)-
n n+1 0 1 n

2.39. Tétel (Fejér). Minden [ € C[0,2n], f(0) = f(2n) esetén o, — f
egyenletesen.







3. fejezet

Folytonos linearis
funkcionalok normalt
térben

3.1. Normalt tér dualisa

3.1. Definicié. Linedris funkciondlnak neveziink egy szamértékii linearis le-
képezést, azaz egy ¢ : X — K linedris leképezést, ahol X vektortér és K = R
vagy C szamtest.

A tovéabbiakban legyen X normélt tér. Az 1.40. tétel funkciondlokra is ér-
vényes, igy egy ¢ : X — K linearis funkciondl pontosan akkor folytonos,
ha korlatos, azaz ha van olyan M > 0 allandd, hogy minden z € X esetén
|px| < M ||z||. A korldtos linedris funkciondlok tere B(X, K).

3.2. Definicid. Legyen (X, ||-||) normélt tér. A B(X,K) teret az X dudlis
terének nevezzik és X*-gal jeloljiik.

Az 1.47. kovetkezmény szerint tetszoleges normalt tér dudlisa Banach-tér.

Példak. 1. Véges dimenzids terek. Ilyenkor a dudlis tér mint vektortér meg-
egyezik az Osz- szes linedris leképezés halmazdval, mert minden linedris leké-
pezés folytonos. Az pedig kénnyen lathaté, hogy ekkor minden ¢ : X — R 1i-
nedris funkciondl valdjaban egy rogzitett o € R™ vektorral valé skalarszorzas.
Legyen ugyanis {e1,...,e,} bazm X-ben, valamint «; = ¢e; (1 =1,. n)
és o := (o, .. ., )Hax-Z{,eIEX akk0r¢z—2&a,:<£, )

=1 i=1
azt jelenti, hogy Hom(X, K) 1zomorf R™-nel (és igy X-szel).

45
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A dudlis tér mint normédlt tér attdl fiigg, milyen normdt hasznaltunk X-en.
Legyen példdul X = R™ a ||.||; norméval, és {eq,...,e,} a standard bé-
zis. Ekkor a véges dimenzids Holder-egyenlétlenség szerint |¢pz| = |(x, a)| <
lz|l; [l o » tehdt || < [la|,, = max; |o;|. Mésrészt ha j az az index, amely-
re |oj| = |la|,, akkor ge; = [|al ., iy [|¢] = [l Ekkor tehdt (R™, |-;)
duélis tere izometrikusan izomorf (R”, ||-|| )-nel.

Ha R"-ben a p-normét haszndljuk (ahol p € (1,00]), akkor dudlis tere
(R"y [ Hq)—val lesz izometrikus, ahol ¢ a p-hez konjugdlt érték, azaz %—l—% =1
A megfelel§ Holder-egyenldtlenség szerint most ||| < [|a|,, és (némi szdmo-
lassal) az x; := |a;|9" sgn a; koordinatéji « vektorra ¢z = ||z, [la[| ,, amibél

ol = llexll-

2. Az LP(Q) terek. Legyen 1 < p < o0 és X := LP(Q). Legyen ¢ a p-hez
konjugélt érték, g € LI(Q2) adott fiiggvény, és tekintsiik a

b @) >R o [ fg
Q
funkcionalt. Ez linedris, emellett a Holder-egyenldtlenség szerint

(601 =| [ fo] < WSl olls = MU (07 € L7(@)),

azaz ¢4 korldtos is.

A fenti becslésbél ||ogl] < |lgll; .- Némi szdmoldssal most is beldthaté az
egyenléség. Ha 1 < g < oo, akkor az f := |g|?7" ! sgn g fiiggvényre lesz ¢, f =
1f1l o lgll o- Ha ¢ = oo, akkor minden € > 0 esetén legyen Q. := {z € Q :
lg(z)| > llgllLe — €}, ill. xq. az Q. karakterisztikus fiiggvénye és A(€2) az
Q. Lebesgue-mértéke, ekkor az f. := ﬁ){ga fiiggvényekre || fe]le = 1 és

ling) by f- = ||gll L. Osszességében tehat barmely 1 < p < oo esetén
e—

16gll = llgll La -

Ha p < oo, akkor igazolhat6é (14sd pl. [38, 21. fejezet]), hogy bdrmely ¢ :
LP(Q2) — R folytonos linedris funkciondl el4ll a fenti alakban alkalmas g €
L1(2) mellett. Igy a g — ¢4 leképezés izometrikus izomorfizmus L9(2)-bdl
LP(Q)*-ba, vagyis

LP(Q)" = LY(Q)

izometria erejéig.

3. A C(K)-terek. Ha K C R™ kompakt halmaz, akkor C'(K)* izometria
erejéig a 1 : K — R korlatos véltozasu eléjeles Borel-mértékek vektortere



3.2. FOLYTONOS LINEARIS FUNKCIONALOK KITERJESZTESE 47

a ||l = |p/(K) norméval, azaz barmely ¢ € C(K)* eléall ¢of = [ fdu
alakban, 14sd pl. [38, 42].

3.3. Allitas. Legyen ¢ : X — K linedris funkciondl. Ha ¢ # 0, akkor ker ¢
1 kodimenzics altér. Ha ¢ folytonos is, akkor ker ¢ zdrt is.

Bizonyitas. Ha ¢ # 0, akkor van olyan z; € X, melyre ¢x; # 0. Ekkor
minden z € X el6all © = (x — Azq1) + Azp alakban, ahol A = ¢z /¢px; valasz-
tassal  — Az1 € ker ¢. Igy X = ker ¢ + span{z }, azaz ker ¢-nek 1-dimenzids
kiegészit altere van, vagyis 1 kodimenziés. Végiil ha ¢ folytonos, akkor ker ¢
zart, mert a {0} zart halmaz 6sképe. O

3.2. Folytonos linearis funkcionalok kiterjeszté-
se

3.4. Allitas. Legyen X normdlt tér, Xo C X altér és ¢ : Xo = K folytonos
linedris funkciondl. Ekkor ¢ egyértelmiien kiterjeszthetd ¢ : Xo — K folytonos
linedris funkciondlld, rdaddsul a norma megtartdsdval, azaz ||¢| = ||¢||-

Bizonyitas. Legyen = € X, ekkor létezik (x,) C X, sorozat, hogy z,, — .
Ekkor (z,) Cauchy-sorozat, valamint

|p2n — dwm| < N10]| lon —zmll  (n,m € NT),

gy (¢x,) C Kis Cauchy-sorozat, azaz konvergens is. Legyen ggx = lim ¢z,
n—oo

koénnyen belathatd, hogy ez nem fiigg az (x,,) sorozat vélasztdsétol. A kapott

¢ kiterjesztése ¢-nek, a limeszképzés miatt linedris, emellett korlatos is, hiszen

|pz| = lim |px,| < lim (| [lzn]l = [[o]] [z]],
n—0o0 n—o0

emiatt [|¢]| < ||¢||. De ¢ kiterjesztése ¢-nek, igy norméaja nem lehet kisebb,
ezért [|o] = [|¢]l- O

3.5. Tétel (Hahn—Banach). Legyen X normdlt tér, Xqo C X altér, ¢ :
Xo — K folytonos linedris funkciondl. Ekkor létezik ¢-nek az egész térre
vald folytonos linedris kiterjesziése, azaz olyan ¢ : X — K folytonos linedris
funkciondl, melyre ¢|x, = ¢. S6t, ez megadhaté normatarté modon is, azaz

16l = l1¢]-

Bizonyitas. A bizonyitast csak valds esetben és szeparabilis térre végezziik
el. A szeparabilitds és a 2.24. megjegyzés alapjan létezik megszamlalhatéan
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sok x1, 3, ... € X\ X linedrisan fiiggetlen elem, amelyre span{ Xy, z1, 22, ...}

surtt X-ben.

Elészér megadunk egy $ : span{ Xy, z1} — R kiterjesztést. A span{Xo,x1}
altér barmely eleme x + Az; alakban frhaté egyértelmii médon, ahol z €
Xo, A € R. Ekkor ¢ lineéris kiterjesztés volta miatt

b(z + Ax1) = ¢z + Ao

alaki kell legyen alkalmas o € R mellett, igy csak o értékét kell jol valaszta-
nunk.

Legyenek y, z € X tetszOleges elemek és legyen M := ||¢||. Ekkor
Y+ oz =0y +2) < My+zl| <M(ly+ il + |z — 2l]),
amit atrendezve azt kapjuk, hogy
¢z = M|z = z1f| < M |ly + 21| — ¢y.

Itt a bal oldal csak z-tdl, a jobb oldal csak y-tdl fligg, igy a bal oldal z-ben
vett szuprémuma nem nagyobb a jobb oldal y-ben vett infimuménél. Igy van
olyan o € R szam, melyre minden y € X esetén

¢z — M ||z — 21| < < M ly + 21| — ¢y,
és ezt valasztjuk a kiterjesztésben. A bal oldalon z := —y vélasztédssal
—¢y — M ly+ 1] < a < My + 21| — ¢y,

azaz
6y + ol <My + x| (3.1)

Ebbél |A|-kel szorozva és x = Ay helyettesitéssel
|9z + Aol < M ||z + Az |,

azaz N
[0z + Aw1)| < Mo+ Al

vagyis <$ korlatos és

.(EH < M = ||¢||. A forditott irdnyd egyenlStlenség ismét
trividlisan igaz, hiszen kiterjesztésrol van sz, igy a normatartast is igazoltuk.
A fenti eljarast folytassuk rekurzivan az X, := span{Xo,z1,...,z,} altérre
és az x,41 elemre alkalmazva; ezzel egy 5 1 U2 X, — R normatarté kiter-
jesztést kapunk, ahol US2 (X, siirti. Ebbdl az egész X-re vald kiterjesztést a
3.4. allitas alkalmazéasaval kapjuk. Ezzel a tételt igazoltuk.
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Ha a tér nem szeparabilis, akkor tekintsiik ¢ normatarto kiterjesztései halma-
zat, és legyen ezen a kiterjesztés miivelete a részbenrendezés. Belathatd, hogy
minden teljesen rendezett részhalmaznak van felsé korlatja. Ekkor a Zorn-
lemma szerint létezik a halmaznak maximélis ¢ eleme, melyre D(¢) = X
teljesiil. Ha ugyanis D($) # X lenne, akkor egy zo ¢ D(¢) elemre és D(¢)-re
alkalmazva a bizonyitds elsd lépését, bovebb kiterjesztést kapndnk, ellent-
mondva ¢ maximalitdsanak. Végiil, a komplex eset megfelel6 modositdsokkal

visszavezethetd a fenti bizonyitasra. O

3.6. Kévetkezmény (,,kis Hahn—Banach-tétel”). Legyen X normdlt tér.
Bdrmely xg € X, xg # 0 elemhez létezik olyan ¢ € X*, hogy ||¢|| = 1 és
$zo = [|z0l|-

Bizonyitas. Legyen Xy = span{zo} és ¢p : Xo — R a kovetkezd leképezés:
ha z = cxy € Xy, akkor ¢o(czo) 1= c||zo||. Ekkor ¢¢ linearis és ¢ozo = ||zol|,
emellett

[P0z = [do(cxo)| = le] [zoll = llexoll = [l=] (Vo € Xo),

amibél adédik, hogy ||éo|| = 1. A Hahn—Banach-tétel dltal adott ¢ : X — R
kiterjesztés jo lesz, hisz mindkét tulajdonsidgot megdrzi. d

3.7. Kovetkezmény. Ha x € X olyan, hogy ¢z = 0 teljestl minden ¢ € X*
esetén, akkor x = 0.

Bizonyitas. Ha x # 0 lenne, akkor az el6z6 kovetkezmény szerint létezne
¢ € X*, melyre ¢z = ||z|| # 0, ami ellentmond a feltételeknek. O

Ennek dtfogalmazésa (2 helyett (z—y)-nal) az aldbbi, tigynevezett szepardcids
tulajdonséag:

3.8. Kovetkezmény. Ha z,y € X olyan elemek, melyekre ¢px = ¢y teljesiil
minden ¢ € X* esetén, akkor x =y.

A Hahn-Banach-tétel szép elméleti alkalmazésa, hogy tetszéleges korldtos
szamsorozathoz rendelheté n. Banach-limesz. Legyen ugyanis X := f a
korldtos szdmsorozatok tere a sup |z, | normdval, és X, a konvergens soroza-
tok altere. Ekkor az Xq-on értelmezett ¢((x,,)) := limz,, funkcional linedris
és |p((xy))| < lim |z, | < sup |z, |, azaz korltos is, igy 1étezik ¢ korlétos li-
nedris kiterjesztése az egész {-re. Ekkor a QNS((xn)) szémot az (x,,) korldtos
sorozat Banach-limeszének hivjuk.

A kovetkezd szakaszban normalt terek fontos tipusaval ismerkedhetiink meg,
és targyalasukban jol alkalmazhatok a Hahn—Banach-tétel kovetkezményei.
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3.3. Reflexiv Banach-terek
3.3.1. Normalt terek masodik dudalisa

3.9. Definicié. Ha X normalt tér, akkor X** := (X*)* az X mésodik dualis
tere.

A definicié értelmes, mert X* is normalt tér, igy van dudlisa. Szintén igaz itt
is, hogy a mésodik dudlis mindig Banach-tér.

Adjunk példat X**-beli funkciondlra. Legyen = € X adott, és z** : X* - K
az a funkciondl, amely minden ¢-hez ¢z-et rendeli hozza, azaz

P = ¢x. (3.2)

Ekkor z** linedris, és korldtos is, mert |z**¢| = |pz| < ||z||||d]] (Vo € X*);
emellett ||z**]| < ||=].

3.10. Allitas. Bdrmely x € X esetén ||z**| = ||z]|.

Bizonyitdas. Ha z = 0, akkor z** = 0. Ha = # 0, akkor elég a > iranyt
megmutatnunk. A 3.6. kovetkezmény miatt van olyan ¢ € X*, hogy ||¢1]| =
1 és ¢1z = ||z||. Ebbél

[« = sup{|z*"¢| : ¢ € X7, ||¢]] =1} = 2™ 1| = |pra| =[] . O

Ez azt jelenti, hogy az x — x** leképezés X izometrikus bedgyazdsa X **-ba.

3.11. Definicié. Ha az x — z** leképezés izometria X és X** kozt, akkor
az X normalt teret reflexivnek nevezziik.

Ekkor tehat X = X** izometria erejéig, azaz egy reflexiv tér azonosithaté a
masodik dudlisdval. Mivel utébbi mindig Banach-tér, ezért minden reflexiv
normalt tér Banach-tér.

Példak. 1. Minden véges dimenzids normalt tér reflexiv. Ekkor ugyanis az
X — X** beagyazas nem lehet valédi, mert dim X = dim X* = dim X**.

2. Ha 1l < p < oo, akkor LP(§2) reflexiv. Ha ugyanis %—i—% = 1, akkor
izometria erejéig

LP()™ = (L9(Q))" = LP(Q).

Megemlitiink egy gyakran hasznalatos jelolést: ha X normalt tér, ¢ € X* és
x € X, akkor legyen
(¢, 2) := ou.
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Ha X Hilbert-tér, akkor az X* = X azonositds mellett ez valoban skalér-
szorzat. (Eléfordul ugyanerre a forditott jelolés is, azaz (x,¢) = ¢x.) A fenti
jelolés elsésorban reflexiv Banach-terek esetén szemléletes, ha ugyanis nem-
csak az X** és X tereket, hanem az x** és = elemeket is azonositjuk, akkor
(3.2) gy irhatd, hogy

(x,0) = (¢, 2) (Vze X, g€ X7),

A

ami szemlélteti X és X* szerepének szimmetridjat és a ,dudlis tér” elnevezést.

3.12. Tétel. Minden normdlt tér teljessé tehetd, azaz izometrikusan izomorf
valamely Banach-térnek egy stri alterével.

Bizonyitds. Az X — X** bedgyazas alapjdn X izometrikusan izomorf az
X** Banach-tér egy alterével, igy slirti az utébbi lezartjaban, ami maga is
Banach-tér. O

3.13. Megjegyzés. A 3.6. kovetkezmény alapjan X és X* kozt is talalha-
t6 kapcsolat. Barmely x € X esetén legyen ugyanis ¢ € X* olyan, hogy
Il = 1 és (6,2) = llz], majd legyen J(z) == |lo] 6. Ekkor [|lJ(z)]| = ||
és (J(x),z) = ||J(2)| ||z]]. Ha X reflexiv és X, X* szigorian konvexek (azaz
gombjeik szigorian konvexek), akkor igazolhaté [76, III. 45.12.], hogy J(z)
egyértelmt, és J : X — X* bijekcié, azonban nem linearis, hacsak X nem
Hilbert-tér. Ekkor tehat X és X* kozt nemlinedris izometria all fenn.

3.3.2. Gyenge konvergencia

3.14. Definicié. Legyen X normélt tér. Egy (z,) C X sorozat gyengén
tart az x € X vektorhoz, ha minden ¢ € X* esetén ¢z, — ¢x. A gyenge
konvergencidt z, — x vagy &, — x jeloli.

Hogy megkiilonboztessék a gyenge konvergenciatol, a mar bevezetett norma-
konvergenciara gyakran mint erés konvergenciara szoktak hivatkozni.

3.15. Allitas. A gyenge limesz eqyértelmd, azaz ha &, —> Y1 €5 Ty, — Yo,
akkor y1 = yo.

Bizonyitas. A feltétel szerint minden ¢ € X* esetén ¢z, — ¢y1 és px, —
¢y2. Mivel K-ban a limesz egyértelmt, ezért ¢y; = ¢ys. Ez minden ¢ € X*
esetén fennall, ezért a 3.8. kovetkezmény szerint y; = yo. a

Ha x, — x erds értelemben, azaz norméaban, akkor a folytonossig miatt
¢x, — ¢xr minden ¢ € X* esetén, azaz az erés konvergenciabol kovetkezik a



52 3. FOLYTONOS LINEARIS FUNKCIONALOK NORMALT TERBEN

gyenge konvergencia. Véges dimenziéban — szokas szerint — a két fogalom egy-
beesik, mindkett6 ekvivalens a koordinatankénti konvergencidval. Altalaban
a megforditds azonban nem igaz. Példaul, végtelen dimenziés Hilbert-térben,
mint az 5.4 allitdsban latni fogjuk, egy ortonormalt vektorokbdl allé sorozat
nem konvergens, de gyengén konvergal a 0-hoz.

Egy Hilbert-térbeli ortonormalt sorozat arra is példa, hogy egy korlatos soro-
zatnak nincs norméban konvergens részsorozata, igy a Bolzano—Weierstrass-
tulajdonsig sem marad érvényben a normakonvergenciara nézve. Ilyen nor-
malt térben is megadhatd, ami azt jelenti, hogy végtelen dimenziéban a zart
egységgdmb nem kompakt halmaz.

3.16. Lemma (Riesz-lemma). Legyen (X, |||) végtelen dimenzids normdlt
tér. Ekkor létezik X -ben olyan (x,) C X wektorsorozat, amelyre

(D) |lznll=1 (¥Vn eN); (13) ||Jzn —xm]| =1 (Vn,m €N, n#m).

Bizonyitas. A keresett sorozatot rekurzidval allitjuk el6. Valasszunk egy
0 # z € X vektort, és legyen z; = ﬁ Tegyiik fel, hogy mar eléallitottuk
az Ti1,%2,...,Tn—1 vektorokat a kivant tulajdonsagokkal. Legyen X,,_1 =
span{z1,...,Zn_1}, ez véges dimenziés altér. Legyen = € X olyan, hogy
x ¢ X,—1 éslegyen d = dist(z, X,,—1), az altér zértsdga miatt d > 0. Az 1.18.
allitds szerint 1étezik yo € X, 1, hogy d = [|x —yo|. Legyen x, := **.
Ekkor ||z, || = 1, valamint

. . 1.
dist(n Xo1) = ot flou =yl =3 ot o o+ dy)]
1 .
=3 dist(z, X,,—1) =1,
mivel ha y befutja X,,_; elemeit, akkor yo + dy is. Mivel tehdt z,-nek az
altértdl vett tdvolsdga 1, igy ||z, — «;|| > 1 minden 1 < j < n esetén. O

A gyenge konvergencia fogalma viszont segit abban is, hogy megmentsiik a
Bolzano—Weierstrass-tulajdonsagot:

3.17. Tétel. Refiexiv Banach-térben minden korldtos sorozatnak van gyen-
gén konvergens részsorozata.

Ezt csak Hilbert-térben igazoljuk majd az 5.6. tételben; az altalanos eset bizo-
nyitdsa megtaldlhat6 [38, 14. fejezet]-ben. A fenti tétel megforditasa is igaz,
vagyis ez a tulajdonsig jellemzi a reflexiv Banach-tereket, ez az Eberlein—
Smulian-tétel.



4. fejezet

Folytonos linearis
operatorok normalt térben

4.1. A Banach—Steinhaus-tételkor

4.1.1. A Banach—Steinhaus-tétel

Ezt a tételt szokas az ,egyenletes korldtossag tételének” is nevezni, és arrdl
sz0l, hogy két, dltalanos esetben kiillonb6z6 korlatossagi fogalom folytonos li-
nedris operdtorokra egybeesik. Jelentosége abban &ll, hogy a gyakran hasznos
egyenletes korlatossagot igy egyszeriibben garantalhatjuk.

4.1. Definicié. Legyenek X,Y normaélt terek. Egy (A,) C B(X,Y) opera-
torsorozat pontonként korldtos, ha minden x € X esetén (A,x) C Y korldtos,
illetve egyenletesen korldtos, ha (||A,||) C R korldtos szdmsorozat.

4.2. Tétel (Banach—Steinhaus). Legyen X Banach-tér, Y normdlt tér.
Egy (A,) C B(X,Y) operdtorsorozat akkor és csak akkor pontonként kor-
ldtos, ha egyenletesen korldtos.

Bizonyitas. Ha (A,,) egyenletesen korldtos, akkor minden = € X esetén
[Anz]| < [[Anl ] < (SupllAnH) ]| < oo,
n

azaz minden rogzitett x esetén || A, x| korldtos.

Legyen most (A, ) pontonként korlatos. El¢szér megmutatjuk, hogy van olyan
B := B(z*,r) C X zart gomb, melyre

sup{||A,z| : n € NT,z € B} = M < cc. (4.1)

53
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Tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Ekkor minden gébmbben és minden n € N¥
esetén van olyan xo pont és k, index, hogy ||Ak,xo| > 2n, s6t ekkor Ay,
folytonossdga miatt o egy kornyezetében 1évé = pontokra ||Ag, z|| > n telje-
siil. Ezt a tulajdonsagot rekurzivan alkalmazva, konstrudlhaté zart gbmbok
olyan By D B D ... egymaésba skatulyazott sorozata, hogy minden =z € B,
pontra || Ay, z|| > n (Vn € NT), és itt feltehetd, hogy diam(B,) — 0, hiszen
pl. minden B, sugarat az el6z6 sugar felénél kisebbre valaszthatjuk. Ekkor
az 1.11 Cantor-féle kozospont-tétel miatt NB,, egy pont, legyen ez x*. Ek-
kor minden n-re z* € B, gy ||Ak,z*| > n, ami ellentmond annak, hogy
(Anz*) C Y korldtos sorozat.

A (4.1) korldt miatt pedig minden z € X, ||z]| = 1 és n € N esetén

1 i . 2
| < (M + 2l + Ane]) < 25,

1
[4nzl = |5 An (@ +72) - ") :

hiszen * és z* +rz € B(z*,r). Eszerint || A, < 22, tehat (||4,]|) korlatos.
O

4.1.2. A Banach—Steinhaus-tétel bizonyitasa a kategoria-
tétellel

Ez a rész a Banach—Steinhaus-tétel egy masik bizonyitasat tartalmazza, amely
egy onmagaban is érdekes, de itt nem bizonyitott metrikus térbeli eredményre
tamaszkodik.

4.3. Definicié. Egy (X, ) metrikus térben egy K C X halmaz
(i) sehol sem stirfi, ha int K = (), azaz K nem tartalmaz gombdt;

(ii) els6 kategdridgju, ha el6dll megszdmldlhatéan sok zért, sehol sem siir(i
halmaz unidjaként;

(iii) mdsodik kategéridji, ha nem elsé kategéridji: azaz, ha K = U2, Kj,
ahol mindegyik K; zart, akkor valamelyik K; tartalmaz gombot.

4.4. Tétel (Baire kategériatétele). Bdrmely teljes metrikus tér mdsodik
kategoridji.

A bizonyitds megtaldlhaté pl. a [27, 37] konyvekben.

A Banach—Steinhaus-tétel 2. bizonyitisa. Csak a forditott irdnyt igazol-
juk (a maésik trividlis volt), tegyiik fel tehdt, hogy (A, ) pontonként korldtos.
Tekintsiik minden j € NT egészre a

Kj={zeX: ||A.z|<j VneNT}
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halmazokat. Minden rogzitett j-re a K;-beli sorozatok limeszei is K;-beliek,
azaz K zért. Mésrészt bairmely € X benne van valamelyik K;-ben, mivel
(A,) korlstos sorozat, igy ||A,z| < j (Vn € NT) alkalmas j-re. Igy tehét
X = U352, Kj, azaz X el64ll megszdmldlhato sok zart halmaz unidjaként. A
4.4. tétel szerint van olyan jo € NT, hogy a K, halmaz tartalmaz gémbot,
azaz van olyan xg € X és r > 0, hogy B(xo,r) C Kj,. Ekkor minden z € X,
Iz]l = 1 és n € N esetén

1 1 2,
|Anz]| = H;An((fﬂo +7z) — xO)H < . (| An(zo + 72)|| + [[Ano ) < 7705

hiszen g és xg +rz € B(xg,r) C Kj,, igy minden A,,-képiik norméja legfel-
jebb jo. Bszerint [|A,|| < 22, tehét (||A,|) korltos. O

4.1.3. A Banach—Steinhaus-tétel alkalmazasai

4.5. Kovetkezmény. Banach-téren értelmezett folytonos linedris operdtor-
sorozat pontonkénti limesze is folytonos linedris. Azaz, ha X Banach-tér, Y
normdlt tér és (A,) C B(X,Y), melyre A,z — Az minden x € X esetén,
akkor A € B(X,Y).

Bizonyitas. A a limeszképzés miatt linedris. Mivel (A,) pontonként (kon-
vergens és igy) korlatos is, a 4.2. tétel szerint egyenletesen is korldtos. Ebb6l

] = tim [ Aual < (sup |Au] ) 1ol < K 2] (2 € X),
vagyis A folytonos is. a

Gyakran a 4.2. tételt egyenletes korlatossdg tételének nevezik, olyankor az
aldbbi kovetkezményét szoktak Banach—Steinhaus-tételnek hivni.

4.6. Tétel. Legyen X Banach-tér, Y normdlt tér, valamint A,, A € B(X,Y)
(n € N*). Ekkor

a) van olyan M C X totdlis rendszer, hogy
A, — A pontonként X -en & Apx — Az (Vx € M),
b) (An) egyenletesen korldtos.

Bizonyitas. Ha (A,) pontonként konvergens, akkor nyilvdn pontonként kor-
latos, igy az 4.2. tétel szerint egyenletesen is korldtos, a kivant tulajdonsagu
totalis rendszernek pedig az M := X valasztas jo lesz.

A forditott irdnyhoz elOszor vegyiik észre, hogy ha A, — A M-en, akkor a
linearitds miatt az [M] burkon is érvényes a konvergencia. Legyen x € X
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tetszéleges elem. Mivel [M] = X, ezért minden ¢ > 0 esetén létezik y € [M],
hogy

3
e =yl < S
2(K +[141)

ahol K :=sup, ||A,|| < co az egyenletes korldtossdg miatt. Ekkor
[Anz — Az|| < [|Anz — Anyl + [[Any — Ayl + [[Ay — Az <
< [[Any — Ayl + ([Anll + [|AID [l =y,

ahol alkalmas kiiszobindex utén az elsd tag e/2-vel becsiilhetd (hiszen y €
[M]), és ilyenkor
€

3
[Anz — Az|| < o + (14all + 1A 57—
2 2(K +[1A1)

e €
<-4+ - =c O
=5 + 2 €
Példak.
1. A Fejér-kézepek egyenletes konvergencidja. A 4.6. tétel alapjan iga-
zolhaté a 2.39. tétel. Legyen tehdt f € C[0, 27|, melyre f(0) = f(2x), és

1

on(f) = ]

(o) +s1(N+-+5ulh)  (eN)

a Fejér-kozepek. Megmutatjuk, hogy o, (f) — f egyenletesen.

Legyen
X :={feC[0,2x]: f(0) = f(2m)}

a maximum-norméval. Ez C[0, 27] zart altere, {gy maga is Banach-tér. Te-
kintsiik az

A X =X,  Aufi=o0.f) (neN)

operdtorsorozatot. A kivant allitas épp azt jelenti, hogy A,, — I pontonként
X-en, ahol I az identitds. Ehhez a 4.6. tétel két feltételét kell ellendrizniink.

(a) Legyen M a trigonometrikus polinomok halmaza. Az erre vonatkoz6
Weierstrass-féle approximaciés tétel miatt barmely f € X egyenletesen koze-
litheté M-beli fiiggvényekkel, igy M siirt, azaz totdlis rendszer is. Masrészt
egy p trigonometrikus polinom Fourier-szelete 6nmaga, ha a szelet foka leg-
alabb p foka, igy s,(p) — p egyenletesen barmely p € M esetén. Ekkor az
sn(p) szeletek szdmtanikdzép-sorozata, ami éppen o, (p), szintén p-hez tart
egyenletesen, azaz X normdjaban. Tehat A,, — I M-en.

(b) A Fejér-kozepek zart alakra hozhaték alkalmas trigonometrikus osszeg-
zésekkel, 1dsd pl. [70]: ha = € [0, 27], akkor

2 ™2 f(x+2t) + fla —2t) ssin(n 4 1)6\2
(n+ 1w /0 2 ( sin¢ ) dt.

on(f)(x) =
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Ebbdl barmely f € X esetén

2 ™2 rsin(n + 1)t 2
41 = o o) < max 1] o [ ()

= cOp 1 = s
max |f] - on(1) = |If]

felhaszndlva, hogy az 1 konstansfiiggvény 0-dfokd trigonometrikus polinom,
fgy (mint 14ttuk) minden s, és {gy o, is helybenhagyja, vagyis o,(1) = 1.
Ebbél ||A,] <1 minden n-re, azaz (A4,) egyenletesen korldtos.

2. Kvadratirak konvergencidja. Legyen [a,b] adott intervallum. Az f €
Cla, b] fiiggvények numerikus integraldsdra dltaldban az

b n
10)= [ 1% Q)= Y auf (@)

alaku kozelitéseket, tin. kvadratirdkat szokéds haszndlni, ahol x; € [a, b] adott
pontok és a; > 0 adott szdmok (silyok), ¢ = 1,...,n. A kvadratirdkat ugy
szokds definidlni (alkalmas interpoldciés médszerek alapjén), hogy az n-edik
képlet pontos legyen a legfeljebb n-edfokd polinomokra, azaz Q,(p) = I(p)
(Vp € P,, ¥Yn € N). Ekkor a 4.6. tétel alapjan konnyen igazolhatd, hogy

Qn(f) = I(f) VYfe€Cla,b], ha n— oo.
Legyen ugyanis A, f := Q,(f) (n € N) és Af := I(f). Ekkor A,, és A: X —

R linedris funkciondlok az X := Cla, b] téren (a szokdsos maximum-normaval
ellatva), melyek korldtosak is, ugyanis
40 f1 <D ailf @) < (3 ) Iflmas & 1AFI< (6= 0) I e
i=1 i=1

(Vf € Cla,b]). Ha M a polinomok halmaza, akkor az erre vonatkozé Weier-
strass-féle approximacios tétel miatt M siird, azaz totalis rendszer is X-ben,
és feltételink szerint A, — A az M halmazon, igy teljesiil a 4.6. tétel (a)
feltétele. Emellett a fenti becslésbol

[4n] €D i =Qu(1) =1  (VneN),
i=1

mivel @, pontos a p = 1 nulladfokd polinomon, igy (A,,) egyenletesen korla-
tos.

(Altalénosabban az is megengedhet6, hogy az «; silyok kozt negativ érté-
kek is szerepeljenek, ekkor viszont (A,,) egyenletes korldtossdgdnak igazola-
séhoz kiilon fel kell tenni, hogy > ., |o;| n-t6l fiiggetlen korldt alatt marad.
A Qn(p) = I(p), Vp € P,, Vn € N feltétel is gyengithetd, elegendd, ha
lim,, o0 @n(p) = I(p) barmely p polinom esetén.)
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4.2. A Banach-féle nyiltleképezés-tételkor

4.2.1. A nyilt leképezés tétele és a homeomorfizmus-tétel

E két tétel koziil kiillondsen a méasodik nevezetes, és sok helyiitt alkalmazhato:
a Banach-féle homeomorfizmus-tétel azt mondja ki, hogy Banach-terek kozti
folytonos linearis bijekcié inverze is folytonos. Ez gy is fogalmazhatd, hogy
Banach-terek kézti folytonos izomorfizmus homeomorfizmus is (utébbi olyan
leképezést jelent, amely maga is és inverze is folytonos); innen ered a tétel
neve. A homeomorfizmus-tétel kozvetlen kovetkezménye lesz a nyilt leképezés
tételének, melyhez viszont tobb technikai eredményen keresztiil juthatunk el.
Ebben a fejezetben B(a, R) jeloli az a kozepii és R sugari nyilt gdmbot.

4.7. Definicié. Legyenek X, Y normalt terek. Azt mondjuk, hogy A : X —
Y nyilt leképezés, ha barmely nyilt halmaz A-képe nyilt.

4.8. Megjegyzés. Konnyen lathatd, hogy egy leképezés pontosan akkor nyilt,
ha barmely nyilt gomb A-képe tartalmaz nyilt gombot a kozéppont képe ko-

riil, azaz ha barmely B(x, R) C X nyilt gombhoz taldlhaté olyan B(Axz,r) C

Y nyilt gémb, melyre A(B(z, R)) D B(Ax,r).

Valéban: egyrészt, ha A nyilt leképezés, akkor a B(z, R) nyilt halmaz képe

is nyilt, igy tartalmaz nyilt gobmbot az Ax pont koriil. Megforditva, legyen

G C X nyilt halmaz. Ha z € G, akkor G tartalmaz valamely B(z, R) nyilt

gombot, igy A(G) tartalmazza az A(B(z, R)) halmazt, utébbi pedig a feltevés

miatt tartalmaz egy B(Az,r) nyilt gémbét. gy A(G) tartalmaz nyilt gdmbot

minden Az eleme koriil, azaz A(G) nyilt halmaz.

4.9. Lemma. Legyen X Banach-tér, Y normdlt tér, A € B(X,Y). Ha van
olyanyo € Y és k,r > 0, hogy B(yo,r) C A(B(0,k)), akkor megadhatd olyan
m > 0, hogy minden y € Y esetén van olyan x € X, melyre Ax = y és
]| < mlyll.

Bizonyitas. Ha B(yo,7) C A(B(0,k)), akkor az is igaz, hogy B(—yo,7) C
A(B(0,k)). Ha ugyanis z € B(—yo,r), akkor —z € B(yo,r) C A(B(0,k)),
vagyis létezik (x,) C B(0, k) alkalmas sorozat, hogy Az, — —z. Ekkor
z=— lim Az, = lim A(—z,),

n—oo n—oo
és mivel —z,, € B(0,k), ezért z € A(B(0,k)). Most ezekbél azt is belatjuk,
hogy

B(0,r) C A(B(0,k))
szintén teljesiil. Legyen ugyanis z € B(0,r), ekkor nyilvdn z +y € B(yo,r)
és z — yo € B(—yo,r). Az eddigiek szerint z + yo € A (B(0,k)), {gy alkalmas
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(vn), (wy) C B(0, k) sorozatokra Av, — z + yg és Aw, — z — yo. Ekkor

_Z+y0 =Yoo .. Ul & T Up + Wy
Ty T T}LIEO(A(Q)“LA(z))nILHéo(A( 2 >>
ahol (v, +w,)/2 € B(0,k), igy z € A(B(0,k)). Legyen most

k
ti=—.
r

Ekkor azt is belathatjuk, hogy minden ¢ > 0 esetén
B(0,0) € A(B(0,t0)). (4.2)

Ha ugyanis z € B(0, ), akkor zr/p € B(0,r), ami az eléz6ek szerint azt
jelenti, hogy zr/o € A(B(0,k)), vagyis z € A(B(0,ko/r)) = A(B(0,t0)).
Most megmutatjuk azt, hogy a fentiekhez hasonlé tartalmazés lezart nélkiil
is adhato, ez a bizonyitas kulcslépése: minden g > 0 esetén

B(0, 0) € A(B(0,2t0)). (4.3)

Ehhez fogjuk kihaszndlni, hogy X Banach-tér. Legyen tehdt y € B(0, o),
megmutatjuk, hogy taldlhaté hozzd olyan x € B(0,2tp), hogy y = Az. A
(4.2) szerint van olyan y; € A (B(0,tp)), hogy

ly =l < 3

Itt y —y1 € B(0, 0/2), igy ismét (4.2) szerint (g/2-re felirva) van olyan ys €
A(B(0,t0/2)), hogy

0
(v — 1) — a2l < 1

Az eljarést folytatva egy olyan (y,) sorozatot kapunk, hogy minden n € N

esetén
to . =
yn €A B0, o1 és nyi
i=1

Ebbdl az kovetkezik, hogy y = Z y;. Véalasszunk olyan z, € B (O, e 1)

(4.4)

27.

elemeket, hogy y, = Az, (ilyen van (4 4) miatt). Megmutatjuk, hogy > (z,)
Cauchy-sor az X Banach-térben. Legyen m > n, ekkor

i L Ui 1 tQ n,Mm—00
in < Z il < t@Z 5i-1 < on—2 0,
i=n i=n i=n
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vagyis teljesiil a Cauchy-kritérium a > (z,) sorra. Legyen a sor dsszege x.

Ekkor
o0 (o) 1
ol < 3 il < 10y 5y = 2t0.
=1 =1

Mivel z = Y72, z;, igy A folytonossdga miatt

[e'S) 9]
i=1 =1

Tehédt minden y € B(0, o) vektorhoz talaltunk olyan = € B(0,2tp) vektort,
hogy Ax = y, amivel (4.3)-t beldttuk.

Legyen végiill m := 4t. Tetszbleges y € Y esetén legyen y = ﬁ Ekkor

2
g € B(0,1), igy az el6z6 rész szerint 1étezik & € B(0,2t), hogy § = AZ. Ha
most z := 2 ||y|| Z, akkor

7

Az =2yl &2 =2ylg=y & =l =2yl Izl <atfyll =mllyll
O

4.10. Lemma. Legyen X Banach-tér, Y normalt tér, A € B(X,Y). Ha
valamely origd kozepd nyilt gomb A-képének lezdrtja tartalmaz nyilt gombit,
akkor barmely nyilt gomb A-képe maga is tartalmaz nyilt gombdot a kozéppont
képe koriil.

Bizonyitas. A feltevés épp azt jelenti, hogy alkalmazhat6 az el6z6 lemma,
ezért megadhaté olyan m > 0, hogy minden y € Y esetén van olyan xz € X,
melyre Az =y és ||z|| < m|y||. Legyen tehdt B(z, R) C X adott nyilt gémb,
taldlnunk kell hozza olyan B(Ax,r) C Y nyilt gdmbot, melyre

A(B(z,R)) D B(Ax,r).

Megmutatjuk, hogy r := % esetén ez fenndll. Legyen y := Ax és § € B(y,r),
alkalmazzuk az el6z6 lemma eredményét az i —y vektorra! Eszerint van olyan
z€ X, melyre AZ =9 —y és ||Z|| <m|g—y|. Ha most & := x + Z, akkor

2 —z| = 12 < m||g —yll <mr =R,
tehdt & € B(z, R), emellett
g=y+ Az = Az + Az = AZ,
igy § € A(B(z, R)). O

4.11. Tétel (Banach-féle nyiltleképezés-tétel). Legyenek X,Y Banach-
terek, A € B(X,Y) szuperjektiv. Ekkor A nyilt leképezés, azaz bdrmely nydlt
halmaz A-képe nyilt.
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Bizonyitas. Mivel A szuperjektiv, tekinthetjiik a képtér Y = U2 ; A(B(0,n))
felbontasat. A 4.4. tétel miatt Y masodik kategéridji, igy az unié valamelyik
tagja tartalmaz nyilt gobmbot. A 4.10. lemma szerint ekkor barmely nyilt gomb
A-képe maga is tartalmaz nyilt gdmbot a kézéppont képe koriil. Ez pedig,
mint a 4.8. megjegyzésben lattuk, épp azt jelenti, hogy A nyilt leképezés.

4.12. Megjegyzés. A nyiltleképezés-tételhez elég feltenni, hogy R(A) ma-
sodik kategdridju, hiszen a bizonyitas ugyanigy halad; ekkor menet kézben a
felhasznalt 4.9. lemma alapjdn kijon, hogy A sziikségképpen szuperjektiv is.

Megjegyezziik azt is, hogy a szuperjektivitasbdl, szintén a 4.11. tételhez fel-
haszndlt 4.9. lemma alapjan, kovetkezik e lemma allitdsa:

4.13. Kovetkezmény. Legyenek X,Y Banach-terek, A € B(X,Y) szuper-
jektiv. Ekkor megadhato olyan m > 0, hogy minden y € Y esetén van olyan
x € X, melyre Ax =y és ||z|]| <m|y|.

4.14. Tétel (Banach-féle homeomorfizmus-tétel). Legyenek X,Y Ba-
nach-terek, A € B(X,Y) bijekcié. Ekkor A=! € B(Y, X).
Bizonyitas. Mivel A szuperjektiv is, a nyilt leképezés-tétel szerint nyilt hal-

maz A-képe nyilt. Ez ugyanaz, mint hogy nyilt halmaz A~ '-6sképe nyilt, azaz
A~! folytonos. a

4.15. Megjegyzés. A homeomorfizmus-tétel a 4.13. kbvetkezménybél is ki-
jon: az ott szerepld = az A bijekcié volta miatt egyértelmii, éspedig x = A1y,
ebbél pedig || A~ y|| < m ||y

A Banach-féle homeomorfizmus-tétel fontos alkalmazasa operatoregyenletek-
kel kapcsolatos. Tekintsiink egy

Az =y (4.5)
operatoregyenletet.

4.16. Definicié. Legyenek X, Y normalt terek és A : X D— Y lineéris ope-
rator. A (4.5) egyenlet korrekt kitdzést, ha

(i) minden y € Y esetén egyértelmiien 1étezik = megoldds, és

(i) x folytonosan fiigg y-tdl.

Azaz, a (4.5) egyenlet akkor korrekt kit{izés®i, ha (i) A : D(A) — Y bijekcid,
és (ii) A~1 folytonos. Mivel A~! linedris, a (ii) pont gy is frhat6, hogy létezik
olyan y-t6l fiiggetlen M > 0 konstans, melyre ||z| < M||y|.

Ha most X,Y Banach-terek és A folytonos, akkor a 4.14. tétel szerint a (ii)
tulajdonsag kovetkezik (i)-bol:
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4.17. Kovetkezmény. Ha X,Y Banach-terek és A € B(X,Y), akkor a
4.16. definicid (ii) pontja kovetkezik (i)-bél, igy elhagyhatd.

A homeomorfizmus-tétel tovabbi alkalmazasa az 1.10. allitdsnak (bizonyos
értelemben) megforditasa.

4.18. Tétel. Legyen X olyan normdlt tér, amely teljes az ||-||; és ||-||, nor-
mdkra vonatkozoan. Tegyiik fel, hogy van olyan M > 0 konstans, amelyre
lz]l; < M ||z|l, minden x € X esetén. Ekkor a két norma ekvivalens.

Bizonyités. A feltétel szerint az (X, ||-||,) és (X, ||-||;) Banach-terek kozot-
ti Iz := x identikus leképezés folytonos linearis és bijektiv. A 4.14. kovet-
kezmény szerint az inverz is folytonos linearis, azaz létezik co > 0, hogy
|17 ], = llzlly < ez ]l O

4.2.2. A zartgraf-tétel

4.19. Definicié. Legyenek X, Y normaélt terek, D C X, és A : D — Y adott
leképezés. Ekkor a T'(A) = {(z, A(z)) : € D} C X xY halmazt A grdfjinak
vagy grafikonjanak nevezziik.

Ha D C X altér és A : D — Y linedris, akkor I'(A4) is altér X x Y-ban. A
tovabbiakban tekintsiik az X x Y szorzattéren az aldbbi normat:

I )l = llzll + vl V(z,y) € X x V.

4.20. Definicié. Legyenek X, Y normalt terek, D C X altér. Az A: D — Y
linedris operator zdrt, ha minden (z,) C D sorozatra fenndll, hogy ha Jz =
limz, € X és Jy =lim Az, € Y, akkor x € D és y = Ax.

A definici6 jelentését magyarazza a kovetkezo éllitas.

4.21. Allitas. Egy A linedris operdtor pontosan akkor zdrt, ha T'(A) zdrt
altér X x Y -ban.

Bizonyitds. Legyen A : D — Y zért linearis operator. Be kell 14tni, hogy
I'(A) minden torlddési pontja eleme a grafnak. Legyen (z,y) € OT'(A), ekkor
van olyan ((zn, Az,)) C I'(A) sorozat a grafban, amely (z,y)-hoz konvergal
a szorzattér normaja szerint, vagyis

[ = || + [[ Az, —y] = 0.

Ebbdl kovetkezik, hogy =, — = és Az, — y. Mivel A zart, igy © € D és
y = Az, azaz (z,y) = (z, Az) € T(A).
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Megforditva, legyen a graf zart és (z,) C D olyan sorozat, hogy z, — = € X
és Az, — y € Y. Be kell latni, hogy © € D és Ax = y. A feltétel szerint
I'(A) 3 (zp, Azy) — (z,y) € T(A) =T(A), mert ['(A) zart. Vagyis x € D és
y = Az, igy A zart. |

4.22. Tétel. Legyenek X,Y normdlt terek, D C X zdrt altér, A: D — Y
korldtos linedris operdtor. Ekkor A zdrt. Specidlisan, minden A € B(X,Y)
operdtor zdrt.

Bizonyitas. Ha z,, — x egy D-beli konvergens sorozat, melyre Az, — v,
akkor D zartsdga miatt x € D, tovabbd A folytonossagdbdl kovetkezik, hogy
Az, — Az, vagyis y = Ax. O

Tehat az operdtorok zartsiga a folytonossdg fogalméanak enyhitése.

4.23. Tétel. Ha eqgy A : D — Y injektiv linedris operdtor zdrt, akkor A1
s zart.

Bizonyitads. Mivel A zirt, ezért I['(A) is zart. Az injektivitds miatt minden
y € R(A) vektorhoz egyértelmiien létezik olyan x € D, hogy y = Az. Ezért

I'(A) = {(z,Az) :x € D} = {(A 'y, y) : y € R(A)}.

Legyen S : X XY — Y X X a koordinata-felcserélé operétor, azaz S(x,y) :=
(y, z). Ez nyilvdn izometria, emiatt zdrt halmaz S-képe zart, {gy az S(T'(4)) =
{(y, A7 1y) 1y € R(A)} =T(A71) halmaz zart, vagyis A~! zart operator. OJ

4.24. Tétel (zartgraf-tétel). Legyenek X,Y Banach-terek, A : X — Y
linedris és zdrt operdtor. Ekkor A € B(X,Y).

Bizonyitds. Mivel X és Y is Banach-tér, igy X x Y is az. Mivel A zart,
ezért ['(A) zart halmaz a szorzattérben. A zdrtsdg és a szorzattér teljessége
miatt a graf is Banach-tér. Tekintsiik a P : I'(A) — X leképezést, mely egy
(x, Axz) € T'(A) parhoz z-et rendeli. Ekkor P linedris, és korlatos is, mert

[1P(z, Ax)|| = [|lz[| < [l=]| + [[Az]| = [|(z, Az)]| .

Emellett P nyilvanvaléan szuperjektiv. Injektiv is lesz, amihez a linearitas
miatt elég azt beldtni, hogy csak a (0,0) elemet viszi az X tér nullelemébe.
Tegyiik fel ugyanis, hogy P(z, Az) = 0: ez P definicidja szerint azt jelenti,
hogy x = 0, ebbdl viszont A linearitdsa miatt Az = 0 is kovetkezik. Osszes-
ségében P : I'(A) — X korlatos linedris bijekcié két Banach-tér kozott, ekkor
pedig a 4.14. tétel szerint P! is korlatos.
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Ezek utén mdr meg tudjuk mutatni, hogy A folytonos. Legyen (z,) C X
sorozat, =, — x € X. Ekkor P! folytonossdga miatt P!z, — P~ 'z, azaz
(Tn, Azy) — (2, Az). Ez azt jelenti, hogy

e — 2l + [ Az, — Az]| = 0,

ebbdl kovetkezik, hogy Az, — Awx. |



5. fejezet

Folytonos linearis
funkcionalok
Hilbert-térben

5.1. Riesz reprezentacios tétele

Példa folytonos linedris funkciondlra Hilbert-térben. Ha y € H rogzitett vek-
tor, akkor a

¢y H—=C, o¢yx:=(z,y)
leképezés a skalarszorzas definiciéja miatt linedris, és korldtos is, ugyanis
|pyx| = [(z,y)| < [l [yl (Vo € H).

Ebbdl az is kovetkezik, hogy ||dy | < ||yl
5.1. Allitas. |¢,] = |ly|l (vy € H).
Bizonyitas. Az y = 0 eset trivialis, amuigy pedig

Y

oyl = sup{|ey (z)| : ||z]| =1} > &y (m

1
)=y v =loll. O

Az aldbbi nevezetes tétel azt mondja ki, hogy a fenti példaval, vagyis adott
vektorral torténd skalarszorzassal minden lehetséges folytonos linedris funk-
ciondlt lefrtunk. (Tehdt ugyanaz a jellemzés igaz, mint véges dimenziéban.)

65
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5.2. Tétel (Riesz reprezenticids tétele). Legyen H Hilbert-tér. Ekkor
minden ¢ : H — C folytonos linedris funkciondlhoz Ilétezik egyetlen olyan
y € H, hogy ¢ = ¢y, azaz

oz = (z,y) (Vx € H). (5.1)

Bizonyitdas. Ha ¢ = 0, akkor y = 0 j6 lesz. Ha ¢ nem azonosan nulla,
akkor a 3.3. allitds szerint ker ¢ valédi (1 kodimenzids) zart altér, igy a 2.16.
tétel szerint (ker @)t # {0}. Legyen z # 0, melyre z € (ker ¢)*, és legyen
xo = (¢x)z — (¢z)x. Ekkor ¢xg = 0, azaz xg € ker @, tehdt (xg, z) = 0. Ezt
részletesen kiirva

0 = (20, 2) = ((¢)z — (¢2),2) = ¢ ||2]|* — ¢z (w,2) ,

vagyis

o= BB _(
[l 2]] [l 2]]
ahonnan y = ﬁz vélasztassal adédik (5.1).
Az egyértelmiiséghez tegyiik fel, hogy y1,y2 a ¢-hez tartozd reprezentans

vektorok. Ekkor ¢z = (x,y1) = (x, y2), vagyis (x,y1 — y2) = 0 minden z € H
esetén, igy y1 = ys. O

Az 5.1. allitas és 5.2. tétel alapjan a
T:H— H*, Y= oy

leképezés normatarté (tehat izometria), valamint bijekcié. A linearitds azon-
ban csak ,majdnem” teljesiil, mivel a (5.1)-beli skaldrszorzatban y a hétsé
helyen all, igy ha c1,co € C és y1,y2 € H, akkor az

(z, c1y1 + cay2) = €1 (T, y1) + C2 (T, Y2) (Vz € H)

egyenlOség alapjan

T(c1y1 + c2y2) = Geyysteayn = C1Oy; + C2dy, = 1T (y1) + 2T (y2),

azaz T konjugéltan linearis leképezés. Ez alapjan azt mondjuk, hogy egy H
Hilbert-tér konjugdltan izometrikus a H* dudlisaval, és gy jeloljiik, hogy

H* =, H.
Bér ez nem teljesen a megszokott izometria, a kapott y — ¢, megfeleltetés

révén a Hilbert-tereket azonosithatjuk a dudlisukkal.

A kapott eredménybdl kovetkezik, hogy minden Hilbert-tér reflexiv. Kénnyen
lathaté ugyanis, hogy a H — H* és H* — H™ kozti konjugdltan linedris
izometridk kompozicidja mar linearis izometria, igy H izometrikus H**-gal.
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5.2. Gyenge konvergencia Hilbert-térben

Gyenge konvergencidval a 3.3. szakasz (b) részében foglalkoztunk. A 3.14.
definicié a Riesz-féle reprezentacids tétel alapjdn skaldrszorzattal irhaté fel:

5.3. Kévetkezmény. Legyen H Hilbert-tér. Egy (x,) C H sorozat pontosan
akkor tart gyengén az x € H vektorhoz, ha

(Tnsy) = (2, 9) (Vy € H).

Lattuk, hogy az erds konvergenciabdl kovetkezik a gyenge konvergencia, azaz
ha x, — = erds értelemben (vagyis normdban), akkor a folytonossdg miatt
¢, — ¢r minden ¢ € X* esetén. A megforditds azonban nem igaz:

5.4. Allitas. Ha {en}nen teljes ortonormdlt rendszer H-ban, akkor ey, -
0. Normdban azonban e, - 0, sét nem is konvergens.

Bizonyitas. A Parseval-egyenldség (2.29. allitas) szerint tetszbleges x € X

o0
esetén |(a:,en)\2 < o0, igy (x,e,) — 0. Ez azt jelenti, hogy e, — 0. Az

n=
viszont vildgos, hogy |le,|| = 1 miatt e, - 0 norméban. S&t, mivel n # m
esetén |len, — eml® = |lenll” + lleml|> = 2, ezért (e,,) nem Cauchy-sorozat, igy
nem is konvergens. a

A fenti allitds barmely {e, }nen ortonormélt rendszerre is igaz, mivel utébbi
teljes a span{en tnen térben, {gy az dllitdst utébbiban hasznéljuk fel.

Hilbert-térben az erds és a gyenge konvergencia kapcsolatat az alabbi tétel
jellemzi.

5.5. Tétel. Legyen (z,) C H, v € H. Ekkor

i) ]l =[]
|xn —z|]| = 0 =

Bizonyitas. (=) Ezt mér tudjuk (a norma és a skaldrszorzds folytonossdgé-
bol).
(<) Tegyiik fel, hogy ) és ii) teljesiil, ekkor

lzn — 1'H2 =(Tn —T,2p —T) = HanQ + ”xH2 —(Tp, ) — (T, 2,) = 0,

ugyanis a gyenge konvergencia miatt (z,,z) — (z,z) = |z|°. O

Az el6z6ek szerint végtelen dimenzids térben a zart egységgdémb korldtos
ugyan, de nem sorozatkompakt, mert egy ortonormalt rendszerbdl nem lehet
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kivalasztani konvergens részsorozatot. Vagyis a Bolzano—Weierstrass tétel 4l-
taldban nem marad érvényben. Ez a tulajdonsidg mégis megmenthetd, mert
gyenge értelemben mar igaz.

5.6. Tétel. Hilbert-térben minden korldtos sorozatnak van gyengén konver-
gens részsorozata.

Bizonyitas. Legyen (z,) C H korldtos sorozat, melyre tehdt ||z,| < C
valamilyen C' > 0 szdmra. Legyen Hy := [(z,)] az (z,) &ltal generdlt zart
altér. Legyen Hy = Hg", igy a 2.16. tétel szerint H = Hy & H;.

Az ((z1,x,)) szdmsorozat a CSB-egyenl6tlenség szerint korldtos, van tehdt
olyan (z}) C (z,,) részsorozat, hogy létezik nh_)rrolo (w1,2L).

Az ((x2,})) szdmsorozat szintén korldtos, van tehdt olyan (22) C (zl)
részsorozat, hogy létezik lim <:z:2,x,21 .
n—oo

Az eljarast folytatva egy olyan (x,) D () D (#2) D ... részsorozat-lancot
kapunk, melyre 1étezik lim <xk, xfl> minden régzitett kK = 1,2, ... esetén.
n—oo

Legyen z, := z}'. A (z,) sorozat részsorozata (z,)-nek és a konstrukecié szerint
(zn) minden régzitett k-ra az els§ néhdny (legfeljebb k) tagtdl eltekintve
részsorozata (xk)-nak, igy létezik nh—{& (zk, #n) minden k-ra. A hatarérték
nyilvan a sorozat tagjainak tetszoleges véges linearis kombinacidjara is 1étezik.
Legyen ¢,y := (y,2,) a [(z,)] linedris burkon értelmezett linedris funkcio-
nal, melyre ||¢,| < C, tehat korlatos is n-t6l fiiggetlen korldttal. A ¢y :=
nhﬁrrolo ony egyenloséggel definidlt ¢ funkciondl szintén linedris és folytonos.
Terjessziik ki ket a 3.4. allitds segitségével ®,,, ® : Hy — C folytonos linedris
funkcionalokkad normatarté médon.

Ekkor a ®,, € Hj funkcionalok egyenletesen korlatosak és ®, — ® ponton-
ként [(zn)]-en, igy az 4.6. tétel szerint ®,, — & pontonként egész Hy-on,
specidlisan minden y € Hy esetén létezik nhﬁnéo (y,2n) = ®y. A®: Hy — C
funkcional linedris és folytonos is a Hy Hilbert-téren, ezért Riesz reprezentd-
ciés tétele szerint létezik z € Hy, hogy WILH;O (y, 2n) = (y,Z) minden y € H

esetén, azaz z, — % Hy-on. Mér csak az kell, hogy ez H-n is igaz. Legyen
tehdt y € H tetszlleges, y = yo + y1, ahol yo € Hy és y; € H;. Ekkor
y1 =y —yo L Ho miatt (z, — 2,y — yo) = 0. Ezt kifejtve

0= <Zn,y> - <Z7L7y0> - <27y> + <2’y0> ’

és felhasznélva, hogy (yo,zn) — (Yo, 2), kovetkezik, hogy (zn,y) — (Z,v)
minden y € H esetén, azaz z, = x7" — 2. O



6. fejezet

Folytonos linearis
operatorok Hilbert-térben

Ebben a részben A : H — H folytonos linearis operdtorokkal foglalkozunk.
A tovéabbiakban jelolje réviden B(H) a B(H, H) teret.

Hilbert-térben folytonos linearis operdtor esetén nem jelent megszoritast,
hogy az egész téren értelmezziik, ugyanis ha eredetileg csak altéren értel-
meztiik, akkor 1étezik természetes kiterjesztése az egész térre:

6.1. Allitas. Ho A : H > H folytonos linedris operdtor, akkor létezik
A: H — H folytonos linedris, sét normatartd kiterjesztése.

Bizonyitas. (i) Eldszor D(A) lezartjdra terjesztjiik ki az operdtort az x —
lim Az, képlettel, ahol x € D(A) esetén (x,) C D(A) olyan sorozat, melyre

n— oo

Tp — . A 3.4 lemma mintdjara kénnyen beldthaté, hogy ez a limesz létezik
és nem fiigg az (z,,) sorozat valasztasatol, valamint a kiterjesztett operdtor
linearis és norméja azonos A normaéjaval.

(ii) Most mér feltehetd, hogy D(A) zart. Legyen = € H tetszOleges. A 2.16.
tétel alapjan x felirhaté x = z1 + xo alakban, ahol z; € D(A) és z2 €
D(A)*. Legyen Az := Ax; (azaz a D(A)* komplementeren 0 értéket adunk).
Nyilvanval6, hogy A linedris és kiterjesztése A-nak. Emellett a norméajat sem
novelheti, mert

1Az = [[Az1]| < | Alllaall < |Alll]

ahol a végén a 2.17. megjegyzést hasznaltuk. g

69
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6.1. Adjungalt operator, specialis operatortipu-
sok

6.2. Allitas. Bdrmely A € B(H) esetén létezik egyetlen olyan A* € B(H),
melyre

(Az,y) = (x, A™y) (Va,y € H).

Ezt az A* operdtort az A adjungdltjinak nevezzik.

Bizonyités. Legyen y € H rogzitett. Ekkor a ¢, : H — C, ¢yz := (Az,y)
linedris funkcional korlatos is, mert

[ya| < ([ Az lyll < ([A[HyID =l (Vo € H).

Riesz reprezentacios tétele szerint 1étezik egyetlen y* € H, hogy ¥yx = (x,y*)
minden z € H-ra. Legyen A* : H — H az a leképezés, melyre A*y := y*,
erre igaz az (Ax,y) = (x, A*y) képlet. Igazolnunk kell még, hogy A* folytonos
linearis. A linearitdst a skaldrszorzat tulajdonsdgaibdl, a korlatossdgot pedig
az

1A%yl = [ly™ [l = [l < (1Al Iyl

becslésbol kapjuk, ahol a kézépsd 1épés az 5.1. allitasbol kovetkezik. O

A bizonyitdsbdl az is kijott, hogy ||A*|| < ||4]|, valéjdban azonban t6bb is
igaz.

6.3. Allitas. Birmely A € B(H) esetén A™ = (A*)" = A és | A*|| = || A]l.
Bizonyitas. Mivel (Az,y) = (x, A*y) = (A**z,y) Vo,y € H), ezért Ax =
A**zx (Vo € H), azaz A = A**. A normékra vonatkozé egyenlStlenséget

figyelembevéve

[A]l =A™ < [[A*] < [|A]l,

azaz mindenhol egyenléségnek kell teljesiilnie. O

6.4. Allitas. Ha A, B € B(H), A € K, akkor
1. (A+ B)" = A* + B*,
2. (AA)* = NA*,
3. (AB)" = B*A*,

4. JAI? = |A*A||  (C*-tulajdonsdg).



6.1. ADJUNGALT OPERATOR, SPECIALIS OPERATORTIPUSOK 71

Bizonyitads. Az elsé hdrom az adjungéltat definidlé egyenléségbdl azonnal
adédik. A 4.-hez egyrészt

1Az|* = (A, Az) = (¢, A" Az) < ||z | A" Az < ||A"A| |l2]®

ad6dik, amibél ||A||> < ||A*A|| kévetkezik; visszafelé, az eléz8 allitast hasz-
nalva

1A= A < A LAl = [LAI*. O

6.5. Tétel. (Operdtorokra vonatkozsé ortogondlis felbontds). Bdrmely A €
B(H) esetén H elddll

R(A) @ ker(A*) =H

ortogondlis direkt dsszeg alakjdban.

Bizonyitas. Mivel R(A) zart altere H-nak, a 2.16. tétel miatt elég beldtni,

hogy (A)L = ker(A*). Ez az aldbbi ekvivalencidkbdl kovetkezik:

yeRA) & yLlRA) & yLlRA < (y,A) =0 Vec H &

& (A'y,z)=0 VaeH & A'y=0 & y € ker(4A"). O
6.6. Definicié. Egy A € B(H) operator
e Jnadjungdlt, ha A = A*;
o izometrikus, ha ||Ax| = ||z| (Vz € X);
e unitér, ha izometrikus és szuperjektiv;

e projektor, ha van olyan K C H zart altér, hogy minden x € H esetén
Ar = xg;

e normdlis, ha AA* = A*A.

6.7. Megjegyzés. Minden onadjungdlt operdtor normadlis. Emellett 1atni
fogjuk a 6.3 ill. 6.4. szakaszokban, hogy minden projektor 6nadjungélt, tovab-
ba A pontosan akkor unitér, ha A bijekcié és A~1 = A*. igy ezek is normalis
operatorok.

6.8. Megjegyzés. (Adjungdlt kiilonboz6 terek kozt.) A 6.2. 4llitds ugyan-
ugy igazolhaté kiilonbozé H, K Hilbert-terek kozott is, azaz barmely A €
B(H,K) esetén létezik egyetlen olyan A* € B(K,H), melyre (Az,y) =
(x, A*y) (Vz € H,y € K). (S6t, barmely X,Y Banach-terek és A € B(X,Y)
esetén is létezik egyetlen olyan A* € B(Y™*, X*), melyre az anal6g formula
teljesiil, skalarszorzat helyett funkciondl alkalmazésa értelmében; ezt az A*-ot
Banach-adjungéltnak hivjuk.)
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6.2. Onadjungalt operatorok
Az 6nadjungalt operator definiciéja gy irhatd, hogy
(Az,y) = (z, Ay) ~ (Yz € H),

legtobbszor ezt hasznaljuk. A kévetkezd jellemzésben fontos, hogy H komplex
Hilbert-tér.

6.9. Allitss. Egy A € B(H) operdtor pontosan akkor énadjungdlt, ha kvad-
ratikus alakja valds, azaz ha (Az,z) e R (Yx € H).

Bizonyitas. Legyen A € B(H) énadjungélt. Ekkor
(Az,z) = (x, A%x) = (x, Az) = (Azx, x),
vagyis (Az, z) valds.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a kvadratikus alak valds értékii. Ekkor barmely
x,y € H esetén

<A(‘L' + y)vx + y) = <Ax>x> + <A.’L‘,y> + <Ay>x> + <Ay7y>>
—_— ———

S eR [QIN

tehat (Ax,y) + (Ay,x) valds. Emiatt a képzetes résziik egymaés ellentettje,
igy

Im (Az,y) = —Im (Ay,x) = Im (z, Ay) . (6.1)
Mivel x tetszOleges volt, ez érvényes ia-re is, azaz Im (A(iz),y) = Im (iz, Ay),
vagyis a Rez = I'm (iz) azonossig révén

Re (Az,y) = Im (i (Az,y)) = Im (i (z, Ay)) = Re {(x, Ay) . (6.2)

A két egyenléségbdl adddik, hogy (Az,y) = (x, Ay), tehdt A nadjungdlt. O

Ez az allitds nyilvanvaléan nem igaz valés Hilbert-térben, hiszen ott sem
minden operator énadjungalt.

A kovetkezé fontos tétel elott megemlitjiik, hogy tetszileges A € B(H) ope-
rator normaja kifejezhetd bilinearis forméval, ami 2.4. allitas operatorokra
valé analdgidja:

6.10. Allitas. Bdirmely A € B(H) esetén ||A|| = sup{|(Az,v)| : z,y €
H, 2] = llyll = 1}
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Bizonyitas. Az ||A|| = sup{||Az| : z € H, ||z|| = 1} egyenléségben ||Az|-ra
alkalmazzuk a 2.4. allitast. O

(Ebbdl is levezethetd az || A*|| = || A|| azonossag.) Onadjungalt operdtor esetén
ugyanezt elég kvadratikus alakkal felirni:

6.11. Tétel. Ha A € B(H) énadjungdlt, akkor

[A]l = sup {|(Az,z)[ : [|z]| = 1}.

Bizonyitds. Legyen Fy := {z € H : ||z|]| = 1} az egységgomb felszine,
a = sup |(Az, z)|. Be kell latnunk, hogy || A|| = a.
Fy

Mivel minden = € Fy esetén |(Az, )| < ||A|| |z]|* = || Al|, ezért szuprémumot
véve kapjuk, hogy o < ||A]|.
A mésik iranyhoz legyen z,y, z € H tetszlleges. Ekkor

4z 2 = [{A( ) (g )0 eI < el

illetve A 6nadjungaltsagdt hasznalva
(Al +y),z+y) — (Alx —y), z —y) = 2((Az,y) + (Ay, 7)) =
2((Az,y) + (Az,y)) = 4Re (Az,y) .

Ezekbdl és a parallelogramma-szabalybdl adédik a

1 2 2 1 2 2
Re (Az,y) < 7o (llz + 9l + o = y)*) = Sa (I + l1y]*)

becslés. Amennyiben x,y € F, akkor az utolsé tag éppen «, azaz Re (Az,y) <

a. Legyen most x € I} tetszlleges, y := ﬁ € Fy. Ekkor
Ax
Re (Az,y) = Re <Ax, 7> = [|Az|| < «a,
|| Az|]
azaz ||All = sup{||Az|| : [|z|| =1} < a. O

6.12. Kévetkezmény. Ha A € B(H) olyan, hogy (Az,z) = 0 minden z €
H-ra, akkor A =0.

Bizonyitas. A feltétel szerint (Az,z) valés minden x € H esetén, {gy a 6.9.
allitas szerint A 6nadjungdlt, ezért a 6.11. tétel szerint | A|| = 0, tehdt A = 0.
d

Ennek A = B — C esetére valé atfogalmazdsa:
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6.13. Kovetkezmény. Ha B,C € B(H) és (Bx,x) = (Cz,z) minden x €
H-ra, akkor B = C'.

Ez a két allitds sem igaz valés Hilbert-térben: pl. R2-ben egy derékszogii
forgatas matrixdanak kvadratikus alakja azonosan 0, hiszen a kép mindig me-
réleges az eredeti vektorra.

A 6.11. tétel segitségével rovid bizonyitas adhaté a 6.4. tételben szereplé C*-
tulajdonségra.

6.14. Allitas. Tetszbleges A € B(H) esetén |A* Al = || A|°.
Bizonyitas. Mivel A* A 6nadjungalt, igy

|A*A|| = sup |[(A*A,x)| = sup |(Ax, Az)| = sup HAI”2 = ||AH2 O
zEF, zEF, zEF,

6.15. Megjegyzés. Ha az operator nem onadjungalt, akkor a 6.11. tétel
helyett a kovetkezé mondhatéd. Tetszéleges A € B(H) esetén a W(A) :=
{(Az,z) : ||z|| = 1} C C halmazt az A operator numerikus értékkészletének,
a w(A) := sup{|(Az,z)| : ||z]| = 1} € R szdmot A numerikus sugardnak
nevezziik. Igazolhaté, hogy tetszéleges A € B(H) esetén 1 [|A| < w(4) <
||A]l, ha viszont A € B(H) normalis, akkor érvényben marad a 6.11. tétel,
azaz w(A) = || 4], 1dsd [9].

6.16. Definicié. Egy A € B(H) operator
e pozitiv, ha (Az,z) >0 (Vx € H),
o szigorian pozitiv, ha (Az,x) >0 (Vx € H, x #0),

e cgyenletesen pozitiv, ha van olyan m > 0, hogy (Az,z) > m|z|?
(Vo € H).

A fent definidlt operdtorok onadjungéltak, mert a kvadratikus alakjuk valds.
A porzitiv operator elnevezés annak ellenére honosodott meg, hogy a kvadra-
tikus alakja csak nemnegativ.

6.17. Definicié. Legyen A, B € B(H). Azt mondjuk, hogy A > B, ha A —
B >0, azaz A — B pozitiv operator.

6.18. Megjegyzés. Az A > B egyenlStlenség tehét azt jelenti, hogy (Ax, x)
> (Bx,z) (Vx € H). Ebbél és a 6.13. kovetkezménybdl adédik, hogy a fenti
reldcié részbenrendezést definidl B(H )-ban.
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6.19. Definicié. Legyen A € B(H) szigorian pozitiv operator. Ekkor az
(x,y) 4 = (Az,y) skaldrszorzatot az A operatorhoz tartozé energia-skaldr-

szorzatnak, az indukalt ||z|| , = (Ax,x)l/ % normét energianormdnak nevez-
ziik. (Kénnyen l4thatd, hogy (.,.) , valéban skalarszorzat.)

Az energianorma mindig gyengébb az eredetinél, hiszen ||.%‘||?4 = (Az,z) <
[IA] ||1“H2 Egyenletesen pozitiv operdtor esetén ez forditva is igaz, ugyanis ek-

kor ||x\|2A = (Az,z) > m||z|?, igy a két norma ckvivalens. Az 1.10. &llitasbol
fakad ekkor a

6.20. K6vetkezmény. Egyenletesen pozitiv operdtor esetén (H, ||-|| ,) is Hil-
bert-tér.

Végiil, a 2.4 allitas energianormara is fennall:

6.21. Allitas. Legyen A € B(H) szigorian pozitiv operdtor. Ekkor barmely
xz € H esetén |||, =sup{|{z, )4 |: v € H, |y, =1}

Az egyenletes pozitivitas tulajdonsaga a kovetkezoképp altalanosithato.

6.22. Definicié. Egy A € B(H) operétort koercivnek hivunk, ha létezik
m > 0, hogy
Re (Az,z) > m|z|® (Vo€ H).

6.23. Megjegyzés. Ha H val6s Hilbert-tér, akkor a fenti definiciéban ,,Re”
elhagyhato, de ilyenkor a koercivitas nem vonja maga utan az énadjungaltsa-

got. A két eset megkiilonboztetésére az ,egyenletesen pozitiv” kifejezést valds

Hilbert-térben is csak akkor hasznéljuk, ha az operédtor egyidejiileg koerciv
és onadjungilt is.

Példa 6nadjungilt, ill. pozitiv operatorra. (Integrédloperdtor)

Legyen I = [a,b], H := L*(I), valamint K € L?(I x I) adott valds értéki
fliggvény és A : H — H a kovetkez6:

b
(Au) (z) = / K(z,s)u(s)ds  (u e L2(I)).

6.24. Allitas. A fenti feltételekkel
(1) A€ L*(I) — L*(I) korldtos linedris operdtor.

(2) Ha K szimmetrikus, azaz K (z,y) = K(y,x), akkor A énadjungdlt.
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(3) Ha K tgynevezett pozitiv magfiigguény, azaz létezik N € L2(I x I) valds
fiigguény, hogy

b
Ka) = [ Ns)N (. s)ds,
akkor A pozitiv operdtor.

Bizonyitas. A linearitds konnyen lathaté, a folytonossaghoz legyen u €
L?(I), ekkor a CSB-egyenlétlenséget alkalmazva

, b| b 2
HAu||L2(I):/ /K(Ls)u(s)ds

§/ab (/;KQ(x,s)ds-/abuQ(s)ds) dz =

b b
2 2 2
=//K%@@mwmm=wmwmwmw

azaz ||Au|| < ||K||||u]|, igy A folytonos is. Ha K szimmetrikus, akkor

(Au,v); . = /b(Au)v = /b /b K(z,s)u(s)ds v(z) de =

//sz )o(z) deds =

— / bu(s) / bK(s,x)@(x) dads = / u(s)(Av)(s)ds = (u, Av) .

Végiil ha K pozitiv magfiiggvény, akkor legyen (Cu)(z f N(z, s)u(s)ds.
Ekkor

(Cu,v) 2 = //Nms dsvx)dx—//Nxs $)v(x) deds =
:/ u(s) / N(z,s)v dxd5—<u,Cv>L2,

ahol (Cv)(s) = fa N(z, s)v(z) dz. Ez a C teljesiti az adjungslt definiciés
egyenlOségét, igy C=cC~. Végiil vegyiik észre, hogy

<Auﬂx>=1Ab(AbAwmswvuhsﬁw)u@>d -

dx <

b b
= [ M) [ Nt ayis = € u)e),
igy (Au,u);. = (CC*u,u); 2 HC’*uHL2 > 0. O
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6.3. Projektorok

6.25. Definicié. A P € B(H) operétor projektor (vagy ortogondlis projek-
cib), ha létezik K C H zért altér, hogy minden z € H esetén Px = vk, azaz
x vetiilete K-ra. A K alteret is feltiintetve jelolje Pk a K-ra val6 ortogonalis
projekciét.

Azaz, hax =xx +xp1, ahol zg € K és 1 € K+, akkor Py : z — zx.
6.26. Allitas. Ha K # {0} zdrt altér, akkor || Px|| = 1.

Bizonyitas. Mivel ||Pxz| = ||lzk| < ||z|, ezért ||Px|| <1,ésha0#z € K,
akkor ||Pgx| = ||z|, azaz | Pk| = 1. O

6.27. Allitas. Egy A € B(H) operdtor pontosan akkor projektor, ha idem-
potens (azaz A% = A) és dnadjungdlt (s6t pozitiv).

Bizonyitéds. Legyen elészér A = Pr. Ekkor P2z = Px(Pga) = Pr(zk) =
rx = Pgx, tehat Pk idempotens, valamint

(Pra,a) = (ex, i +axe) = |ox|” + (ox, wres) = x| 2 0,

igy Py pozitiv és ezért onadjungalt.

Legyen most A idempotens és 6nadjungdlt. Legyen K := R(A), megmutatjuk,
hogy K zért és A = Pk. A zartsaghoz az kell, hogy ha egy (Ax,) C K sorozat-
ra létezik y = lim Ax,, € H, akkor y € K, ez pedig igaz, mert y = lim Ax,, =
lim A%z,, = A(lim Az,) = Ay € K. Legyen most € H tetszbleges, igazol-
juk, hogy Az = Pgx, azaz Az = zk. Itt Az € K, és a 2.17. megjegyzés (ii)
pontja szerint azt kell még beldtnunk, hogy Az—x L K, azaz (Az—x, Ay) =0
(Vy € H). Ez igaz, mert (Ax, Ay) = (z, A*Ay) = (z, A%y) = (x, Ay). O

6.4. Izometrikus és unitér operatorok

6.28. Definicié. Az A € B(H) operator izometrikus, ha minden = € H
esetén || Az| = ||z]|.

6.29. Megjegyzés. (i) Ha A € B(H) izometrikus, akkor A injektiv, ||A|| =
1 és A~ is izometrikus R(A)-rél H-ra, {gy korlatos is.

(ii) Az R(A) képtér nem feltétleniil az egész H, példdul fo-n az A(x1, xo, x3,...)
:= (0,21, x2,...) eltolds-operdtor (shift) izometrikus, de nem szuperjektiv.

6.30. Definicié. Az U € B(H) operdtor unitér, ha izometrikus és szuper-
jektiv is.
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Mivel egy izometrikus operator eleve injektiv, igy egy unitér operator valéja-
ban izometrikus bijekcié.

6.31. Allitas. Egy A € B(H) izometrikus operdtor skaldrszorzattartd is,
azaz (Az, Ay) = (z,y) (Vz,y € H).

Bizonyitas. frjuk fel a 2.13. allitasban szerepld polarizacios egyenléséget:

3

1 ) .
(Az, Ay) = 1 kZ:OZkHAx + zkAyH2 =
1 2 1 3 2
=12 Al +ity)|F = 7 YoMl ity = (). D
k=0 k=0

Visszafelé, a skaldrszorzattartdsbdl trividlisan kovetkezik az izometria (z =y
helyettesitéssel), igy e két tulajdonsig ekvivalens.

6.32. Allitas. Egy U € B(H) operdtor pontosan akkor unitér, ha U bijekcid
ésU L =U".

Bizonyitds. A fentiek alapjan az &llitds ugy fogalmazhaté at, hogy egy
U bijekcié pontosan akkor izometrikus, ha U~' = U*, azaz ha U*U = I.
Valéban, U pontosan akkor izometrikus, ha skalarszorzattart6, vagyis ha
(U*Uzx,y) = (Ux,Uy) = {(x,y) (Vz,y € H), ez pedig ekvivalens azzal, hogy
U*U =1. O

Példa unitér operatorra: a Fourier-transzformacié

Fontos példa unitér operatorra a Fourier-transzformécié, melynek fogalmat
vazlatosan ismertetjiik. E transzformacié tulajdonsagai és alkalmazésai rész-
letesen olvashatdék a [67] konyvben.

6.33. Definicié. Legyen f € L'(R"). Ekkor az

r 1 Ty n
f@) = oy [ @y @eR) (63

Osszefiiggéssel definialt f fliggvényt az f Fourier-transzformdltjanak nevez-
ziik.

Az f € LY(R") feltétel biztositja, hogy az integral értelmes. A Fourier-
transzformdciét ki lehet terjeszteni L?(R™)-re is, ez az tin. Plancherel-tétel:
van olyan F : L?(R") — L?(R™) leképezés (in. Fourier-Plancherel-transz-
formdcid), hogy minden f € LY(R™) N L2(R") esetén Ff = f. Itt az Ff
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filggvényre is érvényben tarthaté a (6.3) képlet, ha mint Cauchy-féértéket
értjiik, azaz origd kozeplt gdbmbokon vett integralok limeszeként:
ei;v-y

(Ff)(x) = fy) dy.

1 i /
— 5 111
(27{)"/2 =0 /B (0)

6.34. Tétel. (1) Az F: L(R") — L*(R"™) leképezés linedris bijekcid, és
1 .
—1 _ —ix-y n
FN@) = oy LW b @R,

ha f € LY (R™)NL2(R™), amigy pedig a fenti képlet szintén Cauchy-féértékként
értendd.

(2) F izometrikus, azaz || Ff|r2@n) = |fllr2@n) (Vf € L*(R™)).

Tehat az F leképezés unitér L?(R™)-ben.

6.5. Sajatérték és spektrum

A spektrum, ezen beliil a sajatértékek fogalma a linedris operdtorok fontos
jellemzéje. Ennek segitségével lehetséges ugyanis bizonyos operatorok olyan
elallitasa, amely analég a szimmetrikus matrixokra ismert fotengelytétellel:
az ezekrdl szol6 eredményekrdl a 6.7.1. szakaszban lesz sz6. (Megemlitjiik a
sajatértékek egy fizikai interpretaciéjat, bar ez elsésorban nem korlatos ope-
ratorokkal kapcsolatos: a kvantummechanikdban a megfigyelheté6 mennyisé-
geket reprezentdlé operatorok sajatértékei a mennyiség lehetséges értékei.)

Ebben a fejezetben legyen X komplex Banach-tér és A : X — X korldtos
linedris operétor, azaz A € B(X). A tételek nagy része ugyanis éppugy igaz
lesz, mint Hilbert-térben; ott szoritkozunk csak Hilbert-térre, ahol 6nadjun-
galt vagy mas Hilbert-térbeli operatortipusrdl esik szo.

6.5.1. Alaptulajdonsagok

6.35. Definicié. Egy A € B(X) operdtornak a A € C szdm sajdtértéke,
ha létezik 0 # u € X, hogy Au = Au; ekkor az u vektort (A-hoz tartozo)
sajdtvektornak nevezziik. Az A € B(X) operétor sajitértékeinek halmazat
Eig(A)-val jeloljiik.

6.36. Megjegyzés. (i) Ha u A-hoz tartozé sajétvektor, akkor barmely ¢ € C
esetén cu is A-hoz tartozd sajatvektor. Adott A-hoz tartozhat t6bb, linedrisan
fiiggetlen sajatvektor is, ekkor ezek linearis kombinaciéi is A-hoz tartozé sa-
jatvektorok. Az 6sszes A-hoz tartozoé sajatvektor tin. A\-hoz tartozé sajdtalteret
alkot. A sajdtaltérre megszoritva az A operator hatdsa a A-val vald szorzés.
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(ii) Egy A € C szdm pontosan akkor sajitérték, ha A — Al nem injektiv.
Ekkor ker(A — AI) a A-hoz tartozé sajdtaltér.

6.37. Allitas. Hilbert-téren értelmezett specidlis operdtorok sajdtértékeire az
aldbbiak teljestilnek.

(1) Onadjungdlt operdtor sajdtértékei valdsak, a kilonbézd sajdtértékekhez
tartozo sajatvektorok ortogondlisak.

(2) Pozitiv (szigorian pozitiv) operdtor sajdtértékei nemnegativak (poziti-

vak).
(8) Unitér operdtor sajdtértékeire |\| = 1.

(4) Ha egy A normdlis operdtorra \ € Eig(A), akkor X € Eig(A*) és ugyan-
azok a sajdtvektorai.

Bizonyitas. (1)-(2) Legyen Au = Au, u # 0. Ekkor
Mlul|? = O, u) = (Au,u) .
Itt |Jul|? > 0, igy ha A énadjungalt/pozitiv/szigortian pozitiv operdtor, akkor

(Au,u) és {gy A is valés/nemnegativ/pozitiv. Legyen most Av = pv, v # 0.
Ha A dnadjungélt, akkor

AMu,v) = (A, v) = (Au,v) = (u, Av) = T {u,v) = p{u,v),

tehat ha \ # u, akkor (u,v) = 0.
(3) Ha A unitér, akkor ||u|| = ||Au|| = |A| [Ju||, tehat |A| = 1.
(4) Mivel A normélis, azaz AA* = A*A, gy ||Az|| = (A*Ax, x>1/2 =
(AA*z,2)'/* = ||A*z|| (Vz € H). Ebbél ||(A — A )ul| = ||(A* = XD)ul| (VA €
C,u€ H),igy (A—M)u=0<% (A" —X)u=0. O
6.38. Definicié. Legyen A € B(X) adott operdtor.

(1) Egy A € C szdm A-nak

(i) reguldris értéke, ha A — Al : X — X bijekcid;

(ii) szinguldris értéke, ha nem reguldris.

Az A operator reguldris értékeinek halmazat jelolje o(A), a szinguldris
értékekét pedig o(A).

(2) A o(A) C C halmazt az A operétor spektrumdnak nevezziik.
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6.39. Megjegyzés. (i) Ha \ reguldris értéke A-nak, akkor (4 —\)~' ¢
B(X), mert a 4.14. kovetkezmény szerint korldtos linedris bijekcid inverze is
korlatos linearis operator.

(ii) Ha A € p(A), akkor az azt jelenti, hogy az Az — Az = y tn. mésodfaju
egyenlet minden y € X esetén egyértelmiien megoldhatd, tovabbd a meg-
old4s folytonosan fiigg y-tdl, vagyis az egyenlet korrekt kitiizésti (lasd 4.16.
definicié).

Ez azt is jelenti, hogy a reguléris értékek kedvezbek a masodfaju egyenletek
viselkedése szempontjabol; ennek ellenére, mint a bevezetében is emlitettiik,
a spektrum bizonyul fontosabb fogalomnak az operdtorok tovabbi vizsgala-
taban.

6.40. Megjegyzés. (A sajdtértékek és spektrum kapcsolata.)

(i) Egy A € B(X) operétor sajatértékei — amennyiben egyéltaldn vannak
neki — mind a spektrumban is vannak, azaz Eig(A) C o(A4). Egy A € C szdm
sajatérték volta ugyanis azt jelenti, hogy A — AI nem injektiv, akkor pedig
bijekcidé sem lehet, azaz A szinguléris érték.

Megforditva altaldban csak véges dimenziés térben igaz, vagyis ha dim X
véges, akkor az A € B(X) operdtorra (lényegében a métrixokra) Fig(A) =
o(A). Ha X végtelen dimenzids, akkor viszont A lehet szingularis érték ugy is,
hogy nem sajatérték, hiszen ha A — AI nem bijekcid, attél még lehet injektiv,
feltéve, ha nem szuperjektiv. Erre a 6.88. megjegyzésben is mutatunk példét.
Az alédbbi példa azt a szélsd helyzetet illusztralja, amikor egydltaldn nincs
sajatérték.

(i) (Példa arra, hogy Eig(A) = .) Legyen J := [a,b] intervallum, X =
H :=1°(J)é A: H— H, (Af)(z) = x f(x). Kénnyen ldthaté, hogy
A € B(H). Ha A € C adott szdm, akkor az Af = \f egyenlet megolddsira
(x =N f(x) =0 mm. z € J, de mivel x # X esetén a bal tényez8 nem 0, igy
f(z) = 0 kell m.m. z € J esetén, tehdt f az L%(J) tér O eleme, {gy A nem
sajatérték.

A fenti operator spektruma viszont nem iires, hanem o(A4) = J. Ha ugyanis
A € J, akkor A — AI nem lehet bijekcié, mert nem szuperjektiv: pl. g =
1 € L?(J), de az (A — \I)f = g egyenlet megolddsa f(z) = -1 (m.m.

x

x € J), ami nem L2(J)-beli, mert négyzetintegralja végtelen. Igy A € o(A).
Ha )\ ¢ J, akkor a fenti f korlatos, {gy L?(J)-beli is, tehat A — AT bijekci6 és
igy A € o(A). A spektrum nem iires voltét a kovetkez6 szakaszban altaldban
is bizonyitjuk.

(iii) Hilbert-térben a spektrumra is igazolhatdk a 6.37. 4llitas sajétértékre ki-
mondott tulajdonsigai. Ezeket legegyszeriibben a megoldhatdsagi tételekbdl
kaphatjuk meg, igy a 7.1. szakaszban igazoljuk a 7.7. allitasban.
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Ha A normélis, akkor igazolhatd, hogy ha A € o(A) nem sajatérték, akkor
van olyan (u,) C H sorozat, melyre |lu,| =1 (Vn € NT) és Au,, — Au,, — 0;
lasd szintén a 7.1. szakaszban a 7.8. allitdsban. Ilyenkor a A szamot szokas
altalanositott sajatértéknek hivni.

(iv) Hilbert-térben a spektrum szorosan kapcsolédik a 6.15. megjegyzésben
definidlt W(A) halmazhoz, hiszen mindkettd tartalmazza a sajatértékeket,
és normadlis operétor esetén mindkett6t ||A|| sugari korlap tartalmazza. Iga-
zolhaté [8], hogy ha A normadlis, akkor W (A) lezdrtja azonos o(A) konvex
burkéval.

6.41. Definicié. Egy A € B(X) operétor reguldris, ha A : X — X bijekcid.
A reguldris operédtorok halmazat B(X)-ban jelolje Reg(X).

Ismét hivatkozva a 4.14. kovetkezményre, ha A € Reg(X), akkor nemcsak
A, hanem A~! is folytonos linedris operdtor. A ,regularis” kifejezést kétfé-
le értelemben is bevezettiik; a definiciékbdl vildgos, hogy A pontosan akkor
regularis értéke A-nak, ha A — A\I regularis, azaz:

6.42. Allitds. \ € o(A) <= A — A € Reg(X).

A tovdbbiakban igazolni fogjuk, hogy bérmely A € B(X) operdtor spektruma
kompakt, nem {iires halmaz.

6.5.2. A spektrum kompaktsaga
6.43. Tétel (Neumann-sor). Ha A € B(X) és ||A|| < 1, akkor I — A €

Reg(X) és
(I—A)~ ZA"

o0
Bizonyitds. A Y A" sor azért konvergens B(X)-normaban, mert ||A"| <
n=0

[A]" (Vn) és fgy

Z A" < Z A" = HAII (6.4)

gy a Weierstrass-kritérium (1.12. 4llit4s) szerint az operdtorsor is konvergens.
Legyen S € B(X) az osszege. Ekkor

(I-A)S=SIT-A)=) (A"—A")=T-A+A-A*+ A’ ... =]
n=0

(ui. a kapott sor szeletei véltakozva I és I — A™, ahol ||A™|| — 0). Tehdt I — A

bijekei6 és S = (I — A)~ L. O
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6.44. Kovetkezmény. Ha A € B(X) és ||A| < 1, akkor ||(I — A)7!| <
1

1Al

Bizonyitas. [|(I—A)~!|| = || > A"|| f6liilr8] becsiilhetd a (6.4) egyenldtlen-
n=0

séggel. (I

6.45. Kovetkezmény. Reg(X) nyilt halmaz B(X)-ben. Espedig, ha B €
Reg(X) és D € B(X) olyan, hogy ||D| < HBil‘lH’ akkor B — D € Reg(X).

Bizonyitas. Itt

B-D=DB(I-B"'D),
ahol az A := B~1D operétorra a feltétel szerint [|A| < ||B~||[|D|| < 1, {gy
I — A =1— B~!'D bijekcié, és akkor B — D is bijekcié. (]

6.46. Kovetkezmény. Ha B € Reg(X) ésC € B(X) olyan, hogy || B — C|| <
||Blfl\| , akkor C' € Reg(X).

Bizonyitas. Legyen D := B — C. Ekkor || D| < HBli,l”, igy az el6z6 kovet-
kezmény szerint C' = B — D € Reg(X). O

6.47. Megjegyzés. A fenti szitudciéban becslés is adhaté C~! norméjsra:
aC =B-D = B(I-B D) azonossigbdl, a 6.44. kévetkezményt haszndlva

le™ | =z =87 D)= B < (I = BT D) || [ B <
< BT [ECh I
T 1-BTD| T 1= [BY[B-C||

Ebbdl lathato, hogy ha C' — B operatornormaban, akkor ||C’1H korlatos
marad.

6.48. Allitas. Az invertdlds, mint a Reg(X) halmazon értelmezett inv :
B+ B leképezés folytonos.

Bizonyitas. Legyen B € Reg(X) rogzitett. Ha C' € Reg(X), akkor
ct'-pt=cY(B-0)B7".
Ebbdl

lim [|[CT'=B7Y < lim [ICTH|[|B-C||B!| =0,
IC=B]—0 IC=B[—0
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mert || B~ rogzitett, és ||C — B|| — 0 esetén a 6.47. megjegyzés szerint
[~ korldtos. O

6.49. Tétel. Bdrmely A € B(X) esetén o(A) nyilt. Espedig, ha A € o(A) és

w € C olyan, hogy |u| < akkor A+ p € o(A).

(A=A~

Bizonyitas. Mivel A—(A+p)l = (A—XI)—pl,ezért a B = (A—\I), D = ul
szereposztassal teljesiilnek a 6.45. kovetkezmény feltételei, azaz A—(A+u)l =
B — D € Reg(X), vagyis A + u € o(A). O

6.50. Kévetkezmény. Bdrmely A € B(X) operdtor o(A) spektruma zdrt.

6.51. Allitas. Bdrmely A € B(X) esetén o(A) korldtos, éspedig ha A €
a(A), akkor |\ < ||A].

Bizonyitas. Legyen A € C, |A| > ||A]|. Ekkor A reguldris érték, ugyanis
1
A=A = —A(I - XA) =-X\I-B),

ahol || B|| < 1, tehét a 6.43. tétel szerint I—B € Reg(X), igy A—AI € Reg(X),
azaz A\ € o(A).
d

6.52. Kovetkezmény. Bdrmely A € B(X) esetén a o(A) spektrum kompakt
(azaz korldtos és zdrt) részhalmaza C-nek.

6.5.3. A spektrum nem iires volta, spektralsugar

A spektrum fentiekben latott kompaktsiga valés Banach-térben is igaz, a
spektrum nem fiires volta igazolasakor viszont ki fogjuk haszndlni, hogy H
komplex Banach-tér (ldsd a 6.58 megjegyzést).

(a) Operatorhatvanysorok

Itt olyan sorokkal foglalkozunk, ahol egy komplex szam hatvanyait operator-

egyiitthatokkal latjuk el.

e Legyen s > 0 adott szdm, és (C,) C B(X) olyan operatorsorozat,
melyre a

> Cup” (6.5)
n=0
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sor konvergens B(X )-norméaban bdrmely p € B,(0) mellett, ahol B,(0) :=
{n e C: |ul < s} C Ckorlap. Ekkor az X = C esethez hasonléan lat-
hato, hogy az

f:Bu0) = B(X), prr Y Cop” (6.6)
n=0

fiiggvény akarhanyszor differencialhaté, és
M)y =nlC,  (¥neN). (6.7)

(Mivel f : C > B(X) tipust fiiggvény, igy minden f(™ derivaltja is
ilyen, igy ezek értékei is operatorok.)

e Egy ¢g: C D— B(X) fuggvényt

— sorbafejthetének hivunk egy A € D, pont koriil, ha a p +— g(\ + p)
filggvény eldall konvergens (6.5) tipusi hatvanysor dsszegeként vala-
mely B,(0) korlapon;

— analitikusnak hivunk, ha minden A € Dy pont kériil sorbafejthetd.
e Az X = C esethez hasonléan igazolhaté a

Liouville-tétel: ha f : C — B(X) analitikus és korldtos, akkor konstans.

(b) Rezolvens, a spektrum nem iires volta

6.53. Definicié. Legyen A € B(X). Az
Ra : 0(A) = B(X), A= (A= AD)7!
leképezést A rezolvensének hivjuk.

6.54. Tétel. Bdrmely A € B(X) esetén R4 analitikus fiiggvény.

Bizonyitas. Legyen A € p(A) rogzitett, s := m. Igazoljuk, hogy f :

= Ra(A+ p) sorbafejthetd a B,(0) korlapon.
Legyen |u| < s. A 6.49. tétel szerint A + u € o(A), és

AN+l =(A— M)(z (A — )J)*l).
Invertalva, valamint felhaszndlva, hogy [[pRa(N)| < s||[Ra(A)|| = 1 és igy

felirhat6 a megfelelé Neumann-sor,

oo

Bah 1) = (1 pRa(n) " Ra() = (3 (#Ra()") Ba(h) =

n=0
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- Z RN O

n=0
Ekkor érvényes a (6.7) képlet, ahol most C,, = Ra(A)" 1.
6.55. Kovetkezmény. Bdrmelyn € N esetén R%)(/\) =nlRa(A)"*L. Spe-
cidlisan, n = 1 esetén R'y(\) = Ra()\)?.

1

6.56. Allitas. Ha )\ € C és S
IAl = [1A]l

Al > [[All, akkor [[Ra(M| <

Bizonyitas. Ha |\| > ||A]|, akkor A € o(A), emellett a 6.44. kovetkezményt
felhasznalva

1 1

R0 = 4= = | (=54) ™ < = = W= ar

O

ol
By

6.57. Tétel. Bdrmely A € B(X) esetén o(A) # 0.

Bizonyitas. Indirekt: tegyiik fel, hogy ¢(A) = C. Ekkor R4 : C — B(X)
analitikus fiiggvény. Igy R4 folytonos is, ezért korlatos a By 4)(0) zért kor-
lapon, és azon kiviil is korldtos, mert ha |A| > 2||A||, akkor a 6.56. &llitds
szerint [|[Ra(N)| < m. Igy Ra : C — B(X) analitikus és korltos, ezért
a Liouville-tétel szerint konstans, amibél barmely A € C esetén R/,(A) = 0.
Ekkor a 6.55. kivetkezmény szerint R4 (\)? = 0, ami lehetetlen, mert R ())
és igy Ra(M\)? is bijekcio. O

6.58. Megjegyzés. A fenti tétel nem igaz valés Banach-térben, Példdul R2-
ben az A(x,y) := (—y, x) forgatdsnak nincs sajitértéke, és mivel véges dimen-
zi6ban Eig(A) = o(A), igy o(A) iires.

Osszefoglalva, barmely A € B(X) operator spektruma nem iires, kompakt
halmaz.

(c) Spektralsugar

Léttuk, hogy a spektrum benne van az origd kdzéppontu, ||A|| sugard zart
korlapban, azonban lehetséges, hogy ennél kisebb sugard korlap is tartal-
mazza. A legkisebb ilyen korlapot a spektrélsugar fogalma irja le, az ezzel
kapcsolatos eredményeket csak roviden vazoljuk.

6.59. Definicié. Az A € B(X) operétor spektrdlsugara az r(A) = )\ma(i) [A]
€o

Szam.
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A 6.51. allitds alapjan r(A) < ||A||. Mint 14tni fogjuk, Hilbert-térben egy tédg
osztaly esetén egyenléség all fenn, éspedig a normélis (ezen beliil az 6nadjun-
gélt, specidlisan pozitiv, ill. unitér) operdtorokra. Ilyenkor valdjdban nincs
sziikség a spektralsugar kiilon fogalméra.

6.60. Allitas. r(A) < inf ||A"|"/™.
neN+

Bizonyitas. Tekintsiik az A" —A"I = (A—AI)(A" 1+ A" 2 4. .4\ 71))
azonossagot, amelyben a szorzat tényezéi felcserélhetéek, és legyen A € C
adott. Ha |A™| > ||A™]|, akkor a 6.51. 4llitds miatt A" € g(A™), azaz A™ —\"I
bijekcid, ezért a fenti azonossidgbhdl A — Al is bijekcid, azaz A € p(A). Ez azt
jelenti, hogy ha A € o(A), akkor A" € o(A™). Ismét a 6.51. 4llitds miatt
(most A"-re) ebbdl |A"| < ||A™], azaz |A| < ||A"Hl/". Mivel ez minden n-re
igaz, az allitast igazoltuk. O

6.61. Megjegyzés. Az el6zénél tobb is igazolhaté, éspedig
r(4) = inf |4 = Jim A"
n n—oo
lasd pl. [8]-ban.

6.62. Allitas. Legyen H Hilbert-tér. Ha A € B(H) normdlis operdtor, akkor
r(A) = || All.

Bizonyitas. Mivel A normadlis, a 6.37. tétel (4) részének bizonyitdsdban lat-
tuk, hogy ||Az|| = ||A*z| (Vz € H). Ebben x-et Az-re cserélve adédik, hogy
|A%z|| = ||A*Az|| minden = € H esetén, azaz |A?|| = ||A*Al|, ekkor a C*-
tulajdonsédg (6.14. 4llités) szerint

|42 = [|A4]1>. (6.8)

A 6.4. 4llitds 3. része szerint barmely n-re (A™)" = (A*)", emiatt ha A
normdlis, akkor A™ is az. fgy a (6.8) tulajdonsagot A™-re is felirhatjuk. Ha A%-
re, majd A-ra alkalmazzuk, akkor ||A4|| = ||AE||2 = HA||4. Ebbél indukcidval
adédik, hogy minden n € N esetén [|A2" | = [|A|]*". fgy

1/2"

r(A) = lim |A"|Y" = lim HAQ" = lim [|A] = [|A]l.
n— o0 n—oo

n—oo
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6.6. Kompakt operatorok

6.6.1. Kompakt halmazok

Ebben a részben elészor roviden felidézziik a kompakt halmazok fogalomko-
rét és alaptulajdonsdgait, 14sd részletesen pl. a [37, 38] konyvekben. Tovédbbra
is Banach-tereket hasznalunk, mivel az operatorokhoz csak erre lesz sziiksé-
glink, de megemlitjiik, hogy az aldbbiak teljes metrikus térben is hasonldéan
értelmezhetSk (s6t, részben topologikus terekben is). Ahol az eredetivel ek-
vivalens definiciét adunk meg, amogott — értelemszertien — az ekvivalenciat
kimondd 4llitds 4ll, ldsd szintén [37, 2.6. szakasz]. Legyen tehdt X Banach-tér.

6.63. Definicié. Egy K C X halmazt fed6 véges e-hdlonak neveziink egy
olyan {z1,...,z¢} C X ponthalmazt, melyre barmely z € K esetén van
olyan k € {1,...,¢}, hogy ||z — x| < e.

6.64. Definicié. Egy K C X halmaz teljesen korldtos vagy prekompakt, ha
(i) barmely € > 0 szdmhoz taldlhat6é a K halmazt fedé véges e-h4lo;

(ii) (ekvivalens definicié) ha pre-sorozatkompakt, azaz minden K-beli sorozat-
nak van konvergens részsorozata X-ben.

6.65. Definicié. Egy K C X halmaz kompakt, ha

(i) barmely nyilt fedésébdl (azaz ha valamely G, nyilt halmazokra K C
UyerG~ ) kivalaszthaté véges részfedés;

(ii) (ekvivalens definici6) ha sorozatkompakt, azaz minden K-beli sorozatnak
van konvergens részsorozata K-ban.

A fenti definicidk (ii) részébdl addédik a

6.66. Kovetkezmény. Fgy K C X halmaz pontosan akkor kompakt, ha
teljesen korldtos és zart.

Példak.

(i) Véges dimenzids térben egy K C X halmaz pontosan akkor korldtos, ha
teljesen korlatos, és pontosan akkor kompakt, ha korlatos és zart.

Az els6 tulajdonsag a Bolzano—Weierstrass-tétel miatt igaz, a masodik a zart
halmazok azon jellemzése miatt, hogy minden (x,) C K konvergens sorozat
limesze is K-beli kell legyen.

(ii) Végtelen dimenziés térben a B(0,1) zart egységgdmb nem teljesen kor-
latos ({gy nem is kompakt), mert nem pre-sorozatkompakt: a 3.16. Riesz-
lemma&aban konstrudlt sorozatnak nincs konvergens részsorozata.

(iii) Végtelen dimenziés térben minden olyan korldtos és zart halmaz kom-

pakt, amely véges dimenzids altérben fekszik. Ez azonban nem sziikséges. Le-
gyen H Hilbert-tér és (e,,) C H TONR, ekkorpl. aT :={z € H : |[(x,e,)| <
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27"} 1n. Hilbert-tégla teljesen korldtos és zart, igy kompakt, ldsd [37, 2.7.
szakasz). Altaldban is konnyen lathaté, hogy ha K C H kompakt, akkor a
d, = sup{|{z,e,)| : = € K} (n € NT) sorozatra (amely K atmérdje az
n-edik koordindta irdnydban) limd, = 0, azaz a K halmaz ,egyre kevéshé
nyulik az djabb dimenziékba”. (A Hilbert-tégla esetében d,, = 27™.)

(iv) A definicié alapjan teljesen korldtos halmaz barmely részhalmaza is tel-
jesen korlatos.

6.67. Allitas. (1) Ha K C X teljesen korldtos, akkor korldtos.

(2) Ha K C X kompakt, akkor korldtos és zdrt.

(8) A fenti dllitasok megforditdasa véges dimenzics térben igaz, végtelen di-
menzids térben viszont nem.

Bizonyitds. Az (1) rész a definiciébdl kovetkezik, a (2) rész pedig az (1)
részbél és a 6.66. kovetkezménybdl. A (3) rész elsé 4llitdsat a fenti példdban
indokoltuk, a masodik részre példa a zart egységgdmb, amely korlatos és zart
halmaz, de (szintén a fenti példdbdl) nem teljesen korldtos. O

6.68. Megjegyzés. A kompakt halmaz fogalma bizonyos szempontbdl a
Hkorlatos és zart” altalanositasa végtelen dimenziéra, pl. véges dimenziéban
korldtos és zdrt halmazon folytonos fiiggvényre ismert tételek (Heine-tétel az
egyenletes folytonossigrél, Weierstrass tétele a maximum és minimum léte-
z6sérél) végtelen dimenzids tér esetén kompakt halmazra érvényesek [38, 1.
fejezet].

6.6.2. Kompakt operatorok alaptulajdonsagai normalt tér-
ben

6.69. Definicié. Egy A € B(X) operétor kompakt, ha barmely korldtos hal-
mazt teljesen korlatosba visz.

Ekvivalens definicidk:

— ha barmely (z,) C X korldtos sorozat esetén (Ax,)-nek van konvergens
részsorozata X-ben;

—ha a B(0,1) zart egységgomb képe teljesen korlatos.

Itt az els6 ekvivalencia a halmazok pre-sorozatkompaktsaga alapjan kovet-
kezik. A maéasodik formadlisan gyengébb az operator kompaktsdgéanal, de ha
B(0, 1) képe teljesen korldtos, akkor linedris transzforméciéval barmely gémb
képe is az, és akkor a gobmbok barmely részhalmazanak, vagyis barmely kor-
latos halmaznak a képe is teljesen korlatos.

6.70. Megjegyzés. Egy operdtor kompaktsaga erdsebb, mint a korlatossag
(folytonossdg), hiszen korldtos halmazt teljesen korldtosba visz, ami korldtos

1S.
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1. példa kompakt operatorra: ha A € B(X) véges rangii operator, azaz ha
R(A) dimenzidja véges. Ekkor ugyanis A korldtossdga miatt korldtos halmaz
képe korlatos, de akkor teljesen korldtos is, hiszen véges dimenzids altérben
fekszik.

Ez a példa még trivialis volt, de ez alapjan konnyen adhatunk majd tovab-
biakat is. Nem kompakt operator megadasara pedig tobbek kozott az alabbi
allitds hasznalhato.

6.71. Allités. Legyen A € B(X), (e,) C X sorozat, melyre ||e,| =1 (vn €
NT). Ha van olyan § > 0 szdm, hogy || Ae, — Aey|| > § (Vk # n), akkor A
nem kompakt.

Bizonyitas. Ekkor (e,) C X olyan korlatos sorozat, melyre (Ae,)-nek nincs
konvergens részsorozata. O

6.72. Kovetkezmény. Legyen H Hilbert-tér, A € B(H), (e,) C H orton-
ormdlt rendszer. Ha van olyan § > 0 szdm, hogy || Ae, — Aeg|| > 6 (Vk #n),
akkor A nem kompakt.

Példa nem kompakt operatorra. Végtelen dimenziés térben az I identitas-
operator nem kompakt. Hilbert-tér esetén ez egyszeriien latszik a 6.72. kovet-
kezménybol, mert a 2.3. szakaszban leirtak szerint létezik teljes ortonormalt
rendszer H-ban, igy

e — Tex])* = llen = exll® = lleal® + llex]® = 2.

Banach-tér esetén a 3.16. Riesz-lemma segitségével véalaszthaté ki olyan so-
rozat, melynek tagjai egyenletesen téavol vannak egymastdl.

6.73. Allitas. Kompakt operdtorok B(X)-beli limesze is kompakt.

Bizonyitas. Legyen (A,) C B(X) kompakt operdtorokbdl allé sorozat és
lim |4, — A]| = 0. Igazoljuk, hogy A is kompakt. Elég beldtni, hogy
n—oo

A(B(0,1)) teljesen korlatos, azaz ha e > 0 rogzitett, akkor adjunk meg hozzd
egy véges e-halét. Mivel A,, — A operdtornorméban, ezért létezik N € N,
hogy
€
[Anv — Al < 3

Masrészt Ay kompakt, igy létezik y1,y2,...,y¢ € X, hogy minden y €
An(B(0,1)) esetén

13
ly — il < 5
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valamely %k indexre. Ez ugyanazt jelenti, mint hogy barmely z € B(0,1)
esetén van olyan yj, melyre

g
Az — yrll < 3

Ekkor tetszéleges = € B(0,1) esetén van olyan yy, hogy

[Az —yi|| < Az — Anal| + |[Ave — yel < [[A = Ax|[ 2] + [[Anz —yill <

cfaio.
2 2 7
tehdt az An-hez tartozé e/2-hél6 jé lesz e-halénak A-hoz. O

A sorozat tagjaiként vehet6k példaul véges rangu operatorok, melyekrdl a
korabbi 1. példaban lattuk, hogy kompaktak.

6.74. Kovetkezmény. Véges rangu operdtorok B(X)-beli limesze is kom-
pakt.

Ez alapjan gyakran konnyen belathaté egy adott operatorrdl, hogy kompakt.

2. példa kompakt operatorra. Legyen I = [a,b], H := L?(I), valamint
K € C(I x I) adott valés értékii fiiggvény és A: H — H a kovetkezd:

b
(Au) (z) == / K(z,s)u(s)ds (u € L*(I)).

Mivel K € L3(I x I) is, a 6.24. &llitds alapjan A : L2(I) — L*(I) korldtos
linedris operator.

6.75. Allitas. A fenti A operdtor kompakt.

Bizonyitds. A Weierstrass-féle approximéciés tétel szerint van olyan (FP,)
kétvaltozds polinomsorozat, hogy 1}1&;{\]( — P,| = e, — 0, han — oc.
X

Legyen ,
(Anu) (z) = / Po,s)u(s)ds  (u e LA(I)).

n n—i o
Ekkor A, véges rangd, hiszen ha P,(z,s) = > Y ¢;jz*s’, akkor
i=05=0

n

(Apu) (z) := Z(g Cij /ab sju(s)ds) !

i=0 j=0
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n-edfokid egyvaltozés polinom. Emellett, felhasznalva az 1.26. allitast,

1A = An)ullzz < erll(A = An)ullzee < ersup (A = An)u(@)] <
e

b
< ey sup / K (2,5) — Pa(z, )|lu(s)|ds
x€l Ja

< cren|lullpr < cogn||ullze Yu € L*(I),

igy ||A— A,| < cogp, — 0. A 6.74. kivetkezmény szerint tehat A kompakt.
O

6.76. Megjegyzés. Altalanosabban, ha K € L2(I x I) magfiiggvény, akkor
is igaz, hogy A kompakt operdator. A fenti bizonyitdsban ekkor polinomok
helyett alkalmas 1épcsésfiiggvényeket hasznalunk.

6.6.3. Kompakt operatorok néhany tovabbi tulajdonsaga
6.77. Allitas. Kompakt operdtorokra az alabbi tulajdonsdgok teljesiilnek:
(1) A kompakt operdtorok vektorteret alkotnak.

(2) A kompakt operdtorok osztdlya kétoldali idedlt alkot a B(X) gytriben.
Azaz, kompakt és korldtos linedris operdtor szorzata kompakt operdtor.

Bizonyitas.

(1) Ha A kompakt és A € C, akkor AA trividlisan kompakt, elég tehdt két
kompakt Osszegét vizsgdlni. Legyenek A, B € B(X) kompakt operatorok,
S C X korldtos halmaz. Ekkor (A + B)(S) C A(S) + B(S), ahol utébbi két
teljesen korlatos halmaz Gsszege, igy maga is teljesen korldtos.

(2) Legyen K € B(X) kompakt, A, B € B(X), S C X korldtos halmaz. Iga-
zoljuk, hogy (K A)(S) és (BK)(S) teljesen korldtos halmazok. Tekintsiik elé-
szor (KK A)(S) = K(A(S))-t. Mivel A folytonos, ezért A(S) korldtos halmaz,
fgy K kompaktsidga miatt K(A(S)) teljesen korldtos, tehat KA kompakt.
Ha most B(K(S))-et tekintjiik, K (S) teljesen korlatos. Mivel teljesen korla-
tos halmaz folytonos képe is teljesen korlatos, ezért B folytonossiga miatt
B(K(S)) teljesen korlatos. O

6.78. Allitas. Ha X végtelen dimenzids Banach-tér, akkor eqy A € B(X)
kompakt operdtornak nem lehet korldtos inverze.

Bizonyitas. Ha létezne A~! € B(X), akkor A~'A = I az ideéltulajdonsdg
miatt kompakt lenne, de végtelen dimenzids térben az identitds nem lehet
kompakt. O

Ennél t6bb is igaz:
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6.79. Allitas. Legyen X Banach-tér, A € B(X) kompakt operdtor. Ha R(A)
zart, akkor sziikségképpen véges dimenzids.

Bizonyitas. Mivel R(A) zért altér, igy teljes is. Ekkor A € B(X, R(A))
Banach-terek kozotti szuperjektiv operator. A 4.11. tétel szerint A nyilt le-
képezés. Eszerint a B(0,1) C X nyilt egységgdmb képe nyilt halmaz, azaz
V = A(B(0,1)) kornyezete a nullanak R(A)-ban, masképpen mondva léte-
zik r > 0, hogy B(0,7) C V (ahol B(0,r)-et mint R(A)-beli gémbét értjiik).
Viszont A kompakt, {gy V teljesen korldtos (és vele egyiitt V minden rész-
halmaza is), de ez B(0,r)-re csak véges dimenziéban teljesiil. O

6.80. Kovetkezmény. Ha X végtelen dimenzids Banach-tér és A € B(X)
kompakt operdtor, akkor A nem lehet szuperjektiv.

Mivel egy véges rangu operator mindig kompakt, a 6.74. kovetkezmény szerint
ilyenek limesze is kompakt. Hilbert-térben ez forditva is igaz:

6.81. Tétel. Legyen H Hilbert-tér, ekkor a véges rangu operdtorok siri al-
teret alkotnak az B(H)-beli kompakt operdtorok halmazdban.

Bizonyitas. Beldtjuk, hogy minden A € B(H) kompakt operétor és € > 0
esetén létezik A-t6l operatornormaban legfeljebb e tavolsagra levs véges ran-
gu operdtor. A kompakt, tehdt A(B(0,1)) C H teljesen korldtos. Nyilvdn
olyan e-hél6 is létezik, amelynek pontjai A(B(0,1))-beliek. Legyenek tehat
Z1,...,%, € B(0,1) olyan elemek, hogy a Axi,..., Az, pontok e-halét al-
kotnak A(B(0,1))-re nézve.

Legyen M := span{Az1,...,Ax,}. Ez a H Hilbert-tér véges dimenzids al-
tere, legyen Py az M-re vett ortogondlis projekcié. Ekkor Py, véges rang,
folytonos és linedris. Legyen = € B(0, 1) tetszbleges, ekkor 1étezik x;, hogy
|Ax — Az;|| < e. Ekkor

|[Az — PpAz|| = || Az — Ax; + Az, — PryAx| =

(I = Prr)(Az — Azy)|| < [ = Pu| [ Az — Azif| <,

mert (I — Ppy) = Pyo szintén ortogondlis projekcid, {gy norméja 1. Tehdt
|A — (PpA)| < e, ahol Py A véges rang. O

6.82. Kovetkezmény. Ha H Hilbert tér, akkor minden A € B(H) kompakt
operdtor elddll véges rangi operdtorok limeszeként.
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6.6.4. Kompakt 6nadjungalt operatorok spektruma

Ha egy 6nadjungélt operator kompakt, akkor érvényes a szimmetrikus mét-
rixokra ismert f6tengelytétel [24, II. 6.3] végtelen dimenzids altalanositésa.
Ezt az aldbbi tétel és a 6.85. kiovetkezmény mondja ki. (Ehhez kapcsolddik
utdna a 6.92 el6allitdsi tétel is.)

6.83. Tétel (kompakt 6nadjungilt operatorok fététele). Legyen H
Hilbert-tér, A € B(H) kompakt onadjungdlt operdtor. Ekkor o(A) megszdm-
lalhatd, és a(A)\ {0} csak sajatértékekbdl all, melyek csak a 0-ban torlddhat-
nak. A X # 0 sajdtériékek rangja (azaz a ker(A— XI) sajdtalterek dimenzidja)
véges.

Ha H szepardbilis, akkor a sajdtvektorokbdl teljes ortonormdlt rendszer vd-
laszthato H -ban.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy H végtelen dimenzids, hiszen véges dimenzi-
6ban allitasunk a mar emlitett fétengelytétel.

1. lépés. Igazoljuk, hogy o(A) \ {0} csak sajatértékekbdl 4ll. Mivel a 6.40.
megjegyzés (iii) pontja szerint o(A4) C R, igy ezt elég valés A-ra. Legyen
tehat A € R, X # 0, és tegyiik fel, hogy A nem sajatérték. Megmutatjuk, hogy
ekkor \ € p(A), azaz reguldris érték.

Mivel A\ nem sajatérték, igy A — AI injektiv; célunk, hogy szuperjektiv is
legyen. Mivel ker(A — AI) = {0} és A — A\ dnadjungdlt is, a 6.5. tételbdl
H = R(A — \I), azaz R(A — \I) siiri.

Legyen y € H tetszbleges; célunk, hogy y € R(A—AI). Mivel utébbi siirt, igy
annyit mar allithatunk, hogy van olyan (z,) C H sorozat, hogy Az, — Az, —
y.

(i) Tegyiik fel eldszor, hogy () korldtos, vagy legaldbbis van korldtos rész-
sorozata. Mivel A kompakt, igy (Ax,)-nek van konvergens részsorozata, azaz
melyre Az, — z valamely z € H esetén. Mivel y = lim(Axz,, — Az,,) és
lim Az, = z, igy (z,,) is konvergens és y = z— Alim z,,, , felhaszndlva, hogy
A # 0. Ha z := limz,, , akkor y = z — Ax. Mdésrészt A folytonossiga miatt
Az =lim Az, = z, gy y = Az — Azx. Igy tehét y € R(A — \I).

(ii) Nézziik most a mésik esetet, amikor (x,, )-nek nincs korldtos részsorozata,
azaz ||z, || — oco. Igazoljuk, hogy ez lehetetlen. Legyen ugyanis ekkor u, :=
m7 ez korlatos, igy a fentiek miatt Au,, — z valamely z € H esetén és
alkalmas részsorozatra. Most y = lim(Az,, — Az,,) = lim|/z,, | (Au,, —
Ay, ), ami csak akkor lehet, ha lim(Au,, — Au,,) = 0, kiilénben a szorzat
nem lehetne konvergens ||z, || — oo miatt. Mint az el6bb, ekkor létezik u :=
limu,, és fenndll z = Au, mésrészt z = lim Au,, = Au, ezekbdl Au = Au.
Itt w # 0, mivel [ju| = lm |ju,, || = 1, igy A sajatérték, ami ellentmond a
feltevésnek.
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2. lépés. Sorbarendezziik a sajatértékeket.

(i) Legyen elészor A1 a legnagyobb abszolit értékii sajatérték. Mivel A 6n-
adjungélt, a 6.62. allitas szerint tehat

M| = max{|\|: A€ a(4)} = |A].

Legyen e; A;-hez tartozé normélt sajatvektor és Hy := span{e;} (1-dimenzids
altér). Ekkor A|y1 : Hi- — Hi-, azaz A invaridnsan hagyja Hi-et, mert ha
r € Hi, azaz (r,e;) = 0, akkor (Ax,e;) = (x, Aey) = M\ (x,e1) = 0, azaz
Az € Hi.

ii) Legyen Ay az a sajatérték, melyre
(i) Legy ] , mely
|Ao| = max{[A| : A € o(Alg1)} = [|A|g -

(Utébbi azért igaz, mert A gt is onadjungdlt.) Mivel Ay A-nak is sajét-
értéke, {gy |A1| > |A2|. Legyen es Ao-hez tartozé normadlt sajatvektor és
Hjy = span{ei,es}. Ekkor Alp. : Hsy — H3, mert ha x € Hy, azaz
(x,e;) = 0 (i = 1,2), akkor (Az,e;) = (x,Ae;) = \i(z,e;) =0 (i = 1,2),
azaz Ar € Hy .

(iii) Az eljarast folytatva, nyeriink egy A1, Ag, ... sajatérték-sorozatot, melyre
A=A > ..o,

és egy megfeleld ey, eo, . . . sajatvektor-sorozatot, amely ortonormélt rendszert

alkot. A megfelel6 H,, := span{es,...,e,} alterekre

[Ant1] = max{|A\|: A € o(A

)t =1l el (6.9)

3. lépés. Igazoljuk, hogy a fenti eljarassal kapott \,-ek csak a 0-ban torléd-
hatnak, és az 6sszes sajétvektorbol TONR-t alkothaté ker(A)+-ben.

(i) Ha minden lépésben |\, | > 0 marad, akkor
Ao :=inf|\,| =0,
ugyanis barmely n # k esetén
[ Ae, — Aerl]” = | Anen — Arerl|” = X2 + A2 > 222,

igy Ag > 0 esetén A nem lehetne kompakt a 6.72. kdvetkezmény miatt. fgy
An — 0, és az Osszes nem 0 sajatértéket megkaptuk.

Emellett az e, sajdtvektor-sorozat teljes ortonormélt rendszert (TONR-t)
alkot UH,,-ban. Mi a helyzet utébbi ortokomplemetuméban? Itt

1Al || = Al [ = fl| Al | = inf A | =0,
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tehdt (UH, )t = ker(A). Megforditva,
UH,, = ker(A)*,

tehdt az e, sajatvektor-sorozat TONR-t alkot ker(A)--ben.
(ii) Ha az eljards véges sok A1,..., A, # 0 sajatértéket produkal (azaz A,41
mér nulla; ez akkor lehet, ha A véges rangi), akkor a megfelel§ ey, ..., e,
vektorok ortonormalt bazist (ONB-t) alkotnak ker(A)--ben.

4. lépés. A fentiekbdl kovetkezik, hogy o(A) megszdmldlhatd, és csak a 0
lehet torlédasi pontja. Emellett egy A érték csak véges sokszor ismétlédhet,
igy véges sok fiiggetlen sajatvektora van, tehdt a A # 0 sajatértékek rangja
véges.

5. lépés. Lattuk, hogy a kapott e, sajatvektor-sorozat TONR-t vagy ONB-t
alkot ker(A)--ben, annak dimenzi6jatdl fiiggden. Ha H szepardbilis, akkor
ker(A) is az, igy (ha ker(A) nem csak a 0 altér) valaszthaté benne is TONR
sajatértékhez tartozéak. Ezeket is hozzavéve a ker(A)L-beli e, sajétvekto-
rokhoz, a kapott sorozat TONR-t alkot H-ban. [

6.84. Megjegyzés. Legyen H tetszlleges (nem feltétleniil szepardbilis) Hilbert-
tér. Ekkor a fenti bizonyitds 2. 1épésének eljarasaval a nem 0 sajatértékekhez
tartozé sajatvektorokbdl ker(A)L-ben alkothaté teljes ortonormalt rendszer,
ami a 6.83. tétel befejezd allitasanak altalanosabb megfeleléje.

6.85. Kovetkezmény. Legyen H tetszdleges (nem feltétleniil szepardbilis)
Hilbert-tér, és (ex),en+ 0z A operdtor N\, # 0 sajatértékeihez tartozo orton-
ormdlt sajatvektorrendszer. Ekkor

Az = Z A (T, ex) eg (x € H). (6.10)
k=1

Bizonyitds. Mivel az (e,), o+ sorozat ker(A)*-beli TONR, az x € H vektor
felirhaté @ = xo + Y, (7, ex) ex alakban, ahol z( € ker(A) és a mdsodik
tag a ker(A)*-beli komponens. Mivel A folytonos linedris és Az = 0, ezért
ha alkalmazzuk erre a sorra, akkor megkapjuk (6.10)-et. g

6.86. Megjegyzés. A 6.83. tételbdl kovetkezik, hogy Hilbert térben min-
den A € B(H) kompakt énadjungdlt operdtor eléall véges rangi operato-
rok limeszeként, azaz a 6.82. kovetkezmény specidlis esete. Legyen ugyanis
A, € B(H) a kovetkez6 véges rangii operétor:
n
Apz = Z A (z, er) ek (x € H), (6.11)
k=1
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ahol (ex),en+ @ Ak 7# 0 sajitértékekhez tartozé ortonormélt sajatvektorrend-
szer, amely ker(A)*-beli TONR. Ekkor (A — A,)|g, = 0és (A — Ap)|pyr =
Alg s, ahol Hy, := span{ex, ..., e,}, {gy (6.9) alapjén

1A = Al = || Al s

= |)\n+1‘ — 0.

6.87. Megjegyzés. (i) A 6.83. tétel llitdsai kompakt normélis operator ese-
tén is igazak, ldsd [42, Chap. 28].

(ii) A 6.83. tétel elsd fele X Banach-térben is igaz tetszéleges A € B(X)
kompakt operdtorra, 14sd [38, 14. fejezet], ez a Riesz—Schauder-tétel. Azaz,
o(A) megszamldlhatd, és o(A) \ {0} csak sajatértékekbdl all, melyek csak a
0-ban torlédhatnak, ill. a A # 0 sajatértékek rangja véges.

6.88. Megjegyzés. (i) Ha A € B(H) kompakt és H végtelen dimenzids,
akkor 0 € o(A), ugyanis az A — 0 -1 = A operdtornak a 6.78. allitds miatt
nem lehet korldtos inverze.

(ii) A fentiek alapjan egyszer(l példék adhatdk olyan operdtorokra végtelen
dimenziés Hilbert-térben, hogy a spektrum megegyezik, ill. szigortian bévebb
a sajatértékek halmazanal. Ha ugyanis egy kompakt onadjungélt operdtor
nem injektiv, akkor 0 is sajatértéke, igy Eig(A) = o(A); ha viszont injektiv,
akkor 0 nem sajatértéke, de a fentiek szerint spektrumpontja, gy Eig(A) C
o(A).

A 6.83. tétel eredménye lehetové teszi mésodfaji egyenletek konstruktiv meg-
oldaséat az A sajatértékei és sajatvektorai ismeretében.

6.89. Tétel (Hilbert—Schmidt-sorfejtés). Legyen H szepardbilis Hilbert-
tér, A € B(H) kompakt énadjungdlt operdtor, A € C reguldris értéke A-nak.
Ekkor az

Ax —dx =y
masodfaji egyenlet az aldbbi mddon oldhaté meg.
Legyen (ex) a sajdtvektorokbdl alkotott teljes ortonormdlt rendszer, (Ax) a
megfeleld sajdtértékek sorozata multiplicitdssal szamolva. Ha

o0

o0
Ck
= Cr€ = r = €L.
Yy kz_:lkk ;Ak_Ak

Bizonyitas. Mivel A reguldris érték, igy az x megoldés 1étezik és egyértelm.
oo
Legyen x = Y {reg, ahol a & egyiitthatékat még nem ismerjiik. Ekkor ¢, =

k=1
(y,ex) = (Ax — Az, e) = (x, Aer) — (Azyer) = (A — A {(z,er) = (A — A&
Itt A\p — A #£ 0, igy vele osztva kovetkezik az allitas. O
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6.90. Megjegyzés. A mddszer akkor is miikodik, ha H nem szeparabilis.
Ekkor ker(A)‘-ben 1étezik TONR, igy y = 29+ Y. crey alakban 4ll els, ahol
k=1

oo
xo € ker(A). A fenti eljardst kiegészitve ekkor x = f§x0 + > )\kc’j)\ ek-
k=1

Linedris algebrai egyenletrendszerek ismert tulajdonsiga négyzetes matrix
esetén, hogy a rendszernek pontosan akkor létezik tetszoleges jobboldal ese-
tén megolddsa, ha a homogén rendszernek csak a 0 megoldasa. (A megfelels
linedris leképezés tehat pontosan akkor szuperjektiv, ha injektiv: ez abbol
kovetkezik, hogy a képtér és magtér dimenzidja egyiitt kiadja az egész tér
— véges — dimenzi6jat.) A fenti tulajdonsdg nem igaz altaldban végtelen di-
menzios terekben, de kompakt operatorbol képzett A — A\ operatorokra igen,
amit az aldbbi nevezetes tétel mond ki.

6.91. Tétel (Fredholm-féle alternativatétel). Legyen X Banach-tér, A €
B(X) kompakt operdtor, A € C, X # 0 adott szdm. Ekkor az

Ax—dx =y

mdsodfajiu egyenlet megoldhatosdgdra nézve két eset lehetséges:

(i) (ha A nem sajdtértéke A-nak:) bdarmely y € X esetén az Ax — Az =y
egyenletnek egyértelmiien létezik megolddsa;

(it) (ha X\ sajdtértéke A-nak:) az Ax — Az = 0 homogén egyenletnek létezik
x # 0 megolddsa.

Ha H Hilbert-tér és A énadjungdlt, akkor a (ii) esetben az Ax — Az = y
egyenletnek pontosan akkor létezik megolddsa, ha y L ker(A — M), azaz ha
(y,v;) =0, ahol vq,...,v, bdzis ker(A — \I)-ben.

Bizonyitas. Ha A # 0 nem sajatérték, akkor 6.87. megjegyzés (ii) része
alapjdn reguldris érték, {gy a 6.39. megjegyzés (ii) része szerint barmely y € X
esetén az Ax — \x = y egyenletnek egyértelmiien létezik megoldasa. Ha A
sajatérték, akkor a (ii) tulajdonsdg definicié szerint teljesiil.

Ha H Hilbert-tér, A 6nadjungélt és A € Eig(A), akkor igazolnunk kell: y €
R(A—X) &y L ker(A—XI). A (=) irdny kovetkezik a 6.5. tételbdl, ha azt
(A — A)-re alkalmazzuk. A («=) irdnyhoz legyen A = \; a j-edik sajatérték
ésy L V;:=ker(A—\;I) adott vektor. Legyen el6szor H szeparabilis, ekkor
y= > drer = >, deg, ahol (eg) a sajitvektorokbdl alkotott TONR. Ha

k=1 en LV
Cr = /\kd_’“/\j (k € NT), akkor a 2.26. 4llitds alapjan z := > cpey értelmes,
X ekl‘/}‘
mert minden k # j esetén [y —A;| > dist(o(A)\{\;}, igy § := A; > 0 mellett
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> el <5 X ld = gyl < oo Emellett (A-ND)z = 3 (A~
ekJ_Vj ekJ_Vj Skl_‘/j
Aj)ewer = Y drep =y, igy y € R(A—AI). Ha H nem szeparabilis, akkor a
er LV
fenti = és y is kiegészithetd alkalmas ker(A)-beli komponenssel, felhasznélva,
hogy a ker(A) altérben A — \;I megegyezik —\;I-vel. O

6.7. Operatorok spektralis eloallitasa, operator-
figgvények

6.7.1. Operatorok eléallitasa spektrumuk alapjan

6.92. Tétel (Hilbert—Schmidt). Legyen H Hilbert-tér. Ekkor barmely A €

B(H) kompakt dnadjungdlt operdtor elddll az

o0
A=) "\P, (6.12)
n=1
pontonként konvergens sor alakjdban, ahol a |A1| > |A2| > ... valds szdmsoro-

zatnak csak a nulla lehet torléddsi pontja, és P, (n € N*) projektor (éspedig
az, amely az Sy, = {x € H : Ax = \,x} sajdtaltérre vetit).

Bizonyitas. Tekintsiik a (6.10) sorfejtést, ahol (ex),cn+ a sajatvektorokbol
allé ker(A)*-beli TONR. Ha most a sajatértékeket atindexeljiik gy, hogy
csak a kiilonbozo sajatértékeket vessziik figyelembe, akkor legyen P, az S,
sajataltérre vett ortogondlis projekcié. Ekkor

P,x = Z (x,e) e

i: e, €Sy
és igy
Az => M\P,x  (Yz e H). 0

n=1

6.93. Megjegyzés. (Kompakt normélis operdtor spektralfelbontdsa.) A 6.87.
megjegyzés alapjdn a 6.92. tétel barmely A € B(H) kompakt normadlis opera-
torra is igaz. Igy tehat egy A € B(H) kompakt normalis operétor eldallithaté
a sajatértékei és megfelelé projekcidk szerinti (6.12) un. spektrdlfelbontdssal,
ahol [A\1]| > |A2| > ... komplex szdmsorozat. Ez a tulajdonsdg a szimmetri-
kus, ill. normaélis métrixok spektralfelbontasanak kozvetlen dltaldnositdsa, a
kiilonbség csak az, hogy most nem véges sok projekcio szerepel.
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Ilyen felbontas nemcsak kompakt operdtorra lehetséges, hiszen tetszéleges
(en) C H TONR és (\,) C C korldtos szamsorozat esetén definidlhaté az
alabbi operator:

T = Z cpnen esetén Az = Z AnCnén (x € H). (6.13)

n=1 n=1

Koénnyen 1dthatd, hogy ||Az|| < (sup, |An])||z], igy A € B(H). Az A operé-
tornak ekkor (e, ) teljes sajétvektorrendszere. Itt A pontosan akkor kompakt,
ha A, — 0. Ha a 6.92. tétel bizonyitasdhoz hasonléan atindexeljiik a sajatér-
tékeket és bevezetjiik a P, projekcidkat, akkor a (6.12) felbontdshoz jutunk.

A fenti konstrukciéval igazolhaté az alabbi tulajdonsag, amely a 6.52. kdvet-
kezmény és 6.57. 4llitds ,,megforditasa”

6.94. Allitas. Bdirmely K C C kompakt, nem iires halmazhoz van olyan
A € B(H) operdtor, hogy K = o(A).

Bizonyitas. Létezik olyan ()\,) C C megszamldlhaté halmaz, amely sii-
riit K-ban. Ez korldtos szamsorozat, igy ha H szepardbilis Hilbert-tér és
benne (e,) C H TONR, akkor értelmezhet a (6.13) operdtor. Itt A sa-
jatértékei a A, szdmok, igy (An)nen+ C 0(A), ebbdl o(A) zdrtsdga miatt
K= (M )n€N+ C 0(A). Ha viszont A € C\ K, akkor A reguldris érték, mivel

barmely y = Z dpe, esetén az (A — A )z = y egyenletnek z = Z oS 7/\ en
n=1
egyertelmu megoldasa Itt az utébbi sor konvergenciaja a 2.26. alhtas alapjan

a Z | n |2 < me e Z |dn|? = W ly]|? < oo becslésbél kivet-
kez1k O

Mi mondhaté a (6.12) felbontds helyett, ha az A operdtornak nincs teljes
sajatvektorrendszere? Vizsgaljuk meg ezt a 6.40. megjegyzés (ii) példdja alap-
jén, amikor A-nak nincs egyetlen sajitértéke sem. Legyen most I = [0, 1],
H:=1L*1I)és A: H— H,

(Af) (@) ==z f(z).

Léttuk, hogy ekkor o(A) =1 = [0, 1].

A fenti A operator egyszeriien kozelithetd olyan A, operatorokkal, melyekre
érvényes a (6.12)-nek megfeleld felbontés. Legyen n € Nt és bontsuk fel
[0,1)-et az I = I(") [2=1 k) nemdtfeds intervallumokra (k = 1,...,n).

n ’
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Legyen yi, = X;gn) az I, karakterisztikus fiiggvénye (amely Ii-ban 1-et, I\ I;-

ban 0-t vesz fel) és A\, = )\,(C”) =% (k=1,...,n), valamint adott f € L2(I)
esetén

(Anf)(@) =X f(x) (haz€ly), azaz Anf:=» Mexaf,
k=1

n
tehdt A, a > Ay 1épceséstiiggvénnyel vald szorzéds operdtora. Konnyen lat-
k=1
haté, hogy a

Po=P™ L2(1) = L2(I),  Puof = xnf

leképezés (amely Ii-ban helybenhagyja és azon kiviil lenulldzza f-et) projek-
cié az Ip-n kiviil eltiing L2-beli fiiggvények alterére, igy

An = zn: >\k:Pk-
k=1

Megmutatjuk, hogy A,f — Af (Vf € L*(I)) L?>-normaban, ha n — oco. A
definiciébél x € I esetén [z —\,| = |z —£| < L gy |(z— ) f(2)] < L|f(2).
Ez minden k-ra igaz, igy (A — A,)f| < 1|f| pontonként az egész I-ben,
amibél [|[(A — A,)fllz2 < L[| fllz2 — 0. Tehdt

n
Z AP — A pontonként L?(I)-ben.
k=1

Vezessiik be azt a P leképezést, amely az I}, intervallumhoz a P projektort
rendeli, azaz legyen P(I}) := Py, ekkor

> AP(I;) —+ A pontonként L(I)-ben. (6.14)
k=1

Az operéatorelballitds f6 észrevétele az, hogy a fenti formula analég egy egy-
valtozds integrallal: az id(\) := X valds fiiggvényre, p-vel jeldlve a Lebesgue-
mértéket és [ . du(N)-val a X valds fiiggvényeinek p szerinti integraljat,

n 1
> Aun(h) - /0 Adu(N).

Ez alapjdn a kovetkez6t mondhatjuk: jelolje B(I) az I intervallum Borel-
halmazait, és legyen

P:B(I) - B(H)
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az a leképezés, amely egy w € B(I) halmazhoz a

Pw): f—=xof

projektort rendeli. (Ez a projektor tehat w-ban helybenhagyja és azon kiviil
lenullazza f-et; lényegében P(w)f az fi, lesziikités, amit még 0 értékkel ter-
jesztiink vissza I-re. Specidlisan, ha w = Ij, akkor P(Iy) éppen a fenti Py
projektor.) Itt tehdt P egy projektorértékid mérték. Ekkor a (6.14) formula
alapjan az A operatort Ugy értelmezhetjiik, mint az id(\) := X identitasfiigg-
vénynek a P projektorértékii mérték szerinti integraljat az I intervallumon,
azaz

1 n
A:/ AdP()) = lim > AP (L), (6.15)

A fenti konvergencia I-nek az Ii-kra valé felbontdsa helyett tetszéleges wy

n
Borel-részhalmazaira valé felbontdsai esetén is igazolhaté, haa > Agxw, 1ép-
k=1
csOsfiiggvény egyenletesen tart az id(\) := A identitdsfiiggvényhez. A tovabbi
részletek targyaldsa nélkiil most csak kimondjuk, hogy a kapott integralfor-
mula altaldban is igaz barmely normalis operdtor esetén, ahol az I intervallum
helyére az adott operator spektruma 1ép:

6.95. Tétel (spektraltétel). Legyen H Hilbert-tér, A € B(H) normdlis
operdtor. Ekkor létezik egyetlen olyan P : B(c(A)) — B(H) projektorértéki
mérték az A spektrumdnak Borel-részhalmazain, hogy

A= /U(A) AdP(N). (6.16)

A P mértéket az A operdtor spektrdlfelbontdasanak hivjuk.

A tételben szerepld integrél tehdt ugy értendd, hogy fenndll a (6.15)-beli
limesz megfelelGje, azaz

A= lim ; e P(wp) (6.17)

o(A)-nak tetszéleges wy Borel-részhalmazaira valé felbontésai esetén, ha a
Y h_1 MkXw, lépeséstiiggvény egyenletesen tart az id(A) = A identitédsfiigg-
vényhez. A P mértékre a ,spektralfelbontas” elnevezés a kompakt esettel
analdg, lasd 6.93. megjegyzés. S6t, a 6.92. tétel specidlis esete a 6.95. tétel-
nek, ha a P mértéket a {\g} sajatértékekbdl all6 egypontu halmazokon az Sy
sajatalterekre vetité Pg, projektoroknak, a sajatértékek halmazanak komp-
lementerén pedig a nulla operatornak definidljuk (diszkrét tartéji mérték). A
spektraltétel bizonyitdsa és a témakor részletes targyaldsa pl. a [62] kényvben
olvashaté.
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6.7.2. Operatorfiiggvények

Adott A € B(H) operator esetén értelmes A-nak az A™ hatvanya barmely
n € N esetén: A"z := A(A(...(Ax)..)) (han > 1) és A° := I (az identi-
tds). Ezekre érvényesek a szokdsos szdmoldsi szabdlyok, pl. A" A™ = A™T™,
Természetes mdédon nyerhetjiik ezekbdl A polinomjait is. Kérdés, hogy altald-
nosabb f valds fiiggvény esetén hogyan értelmezhetjiik egy operdtor f(A) €
B(H) fuggvényét tgy, hogy ez kiterjessze a fentieket és érvényben maradja-
nak a szdmoldsi szabdlyok. A gyakorlatban fontos esetek kozott emlithetjiik
egy pozitiv operdtor négyzetgyokét, vagy egy operator exponencidlis fiigg-
vényét. Matrixokra az utébbi linedris differencidlegyenleteknél bukkan fel,
aminek végtelen dimenzids megfelelGje is értelmes, ldsd a 9. fejezetben.

Ebben a szakaszban kétféle megkozelitést vazolunk.

(a) Operatorfiiggvények hatvanysorral

Az operatorpolinomok természetes altaldnositasai az operatorhatvanysorok,
ezzel egy operator analitikus fliggvényeit definidlhatjuk. A 6.5.3. szakasz-
ban lattunk ilyen példdt a Neumann-sorndl. A (6.6) definiciéhoz képest vi-
szont mas helyzetben vagyunk, mert ott szamot hatvanyoztunk operator-
egytitthatokkal, most pedig adott operatort hatvanyozunk és az egyiitthatok
szamok.

”, o0
6.96. Allitas. Legyen R > 0, (¢,) C C, és legyen a Y, ¢,z™ hatvdnysor
n=0
konvergens bdarmely z € C, |z| < R esetén. Ekkor bdrmely A € B(H) esetén,
o0

melyre ||A|| < R, a > ¢, A" sor konvergens B(H)-normdban.

n=0

oo oo
Bizonyitas. Az operdtorsor abszolit konvergens: > |lc, A" < > |enl||AlI™ <
n=0 n=0

oo az ||A]| < R feltétel és a hatvdnysor abszolit konvergencidja miatt, {gy az
1.12. 4llitas szerint az operatorsor konvergens is. g

6.97. Definicié. Legyen R >0, f: C — C, melyre f(2) = > 2™ (V]z] <
n=0

R). Ho A € B(H) és || A|| < R, akkor
f(A4):= chA".
n=0

Példak.
1. Operator exponencidlisa. TetszOleges A € B(H) esetén legyen
oo
A’ﬁ,
eti=>" (6.18)

n!’
n=0
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Mivel a megfelel6 szamsor mindeniitt konvergens, a 6.96. allit4s szerint a fenti
operatorsor értelmes.

6.98. Allitas. Legyenek A, B € B(H).

(i) Ha AB = BA, akkor eAt8 = e4eB.

(ii) e = I (ahol 0 a nulla-operdtor és I az identitds).
eA)fl A

(iii) e? invertdlhato és ( =e”

(i) e < el 4l

Bizonyitas. Ugyanigy, mint a matrixokndl. Az (i)-hez {rjuk fel hatvanyso-
rokkal az e’ = e%’ (a,b € R) azonossigot, majd cseréljiik ki a-t és b-t
A-ra és B-re. A (ii) pont a definiciébdl kovetkezik. Az (i)-ben B = —A he-
lyettesitéssel kapjuk (iii)-at. A (iv) pont abbél kovetkezik, hogy ||e?| felss
becsléseként bevihetjiik a normakat a szumma mogé, majd a hatvanyok ala.
(]

2. Egyenletesen pozitiv operator négyzetgydke.
El6szor az identitasoperator perturbacidéinak négyzetgyokét értelmezziik: az

(I4+z)* =3 (%)a™ (Ja| < 1) sorfejtés alapjén

n

(I+C)Y? = i (1/2) C", ha CeB(H), |C] <1.

n=0

Legyen most A € B(H) egyenletesen pozitiv operdtor. Ekkor tehdt A énad-
jungalt és léteznek olyan M > m > 0 dllanddk, hogy

mlul]® < (Au,u) < M |[ul®>  (Vu € H). (6.19)
(Itt a 6.11. tétel alapjan || A|| < M.) Némi szdmoldssal igazolhatd, hogy ekkor
=

<1
m+ M

M—-—m
A-T| <
H_M—i—m

(A levezetést 1asd a 16. fejezetben, a (16.5) formuldnal, ahol erre altaldnosabb
helyzetben van sziikség.) Ha tehét
2 m+ M

= A-1T kk 1 és A=
c T , akkor [|C] <1 és 5

(I+0).

fgy értelmezhetd

1/2': m+M 1/2: m+M 0 ]_/2 2 B n
A'V 2 (I+0) Vo2 nzzon(erMA[)'
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6.99. Allitas. Ha A € B(H) egyenletesen pozitiv operdtor, akkor (Al/z)2 =
A, és AY? is nadjungdlt.

Bizonyitas. Az (AY/ 2)2 = A tulajdonsighoz irjuk fel hatvdnysorokkal a
(V1 + ¢)? = 1+c azonosségot (c € R, |¢| < 1), majd cserdljiik ki c-t a fenti C-
re és szorozzuk meg az egyenléséget ™FM vel. A'/2 snadjungalt volta abbél
kovetkezik, hogy hatvanysordanak minden tagja 6nadjungélt. O

(b) Operatorfiiggvények spektralis el6allitissal

Legyen most H szeparabilis és A € B(H) olyan operator, melynek létezik
(en)nent+ C H teljes sajdtvektorrendszere, azaz (e,) TONR és Ae, = Apen
(n € NT) valamely (),) C C korldtos szdmsorozatra. (Ha példaul A kompakt
onadjungdlt, akkor ez teljesiil, és (\,) valds nullsorozat, 1ld4sd 6.83. tétel).
Ekkor

oo o0
T = Z cpen esetén Az = Z AnCrén (x € H).
n=1

n=1

Ekkor A hatvényai és igy polinomjai is invaridnsak a sajatirdnyokban, azaz

hap(z) = Y ¢;2? adott polinom, akkor minden n-re p(A)e, = 3 ¢;A%e, =
i=0 i=0
k .
> M e, = p(An)en, ezért
i=0
[e) [e)
x = Z cnen esetén p(A)r = Zp()\n)cnen (x € H).
n=1 n=1

Ez az egyenl6ség motivalja a kovetkez6 definicidt:

6.100. Definicié. Ha H szepardbilis és az A € B(H) operdtornak létezik
(en)nent+ C H teljes sajdtvektorrendszere A, sajdtértékekkel, valamint ha f :
C — C korlatos a (An),cn+ halmazon, akkor legyen f(A) € B(H) az az
operdtor, melyre

x = Z cnen esetén  f(A)x = Z F(An)cnen (x € H).
n=1 n=1

6.101. Megjegyzés. (i) Az f(A)z sordnak konvergencidjat az (f(\,)) szdm-
sorozat korlatossaga garantdlja.

(i) A definiciébdl kovetkezik, hogy a fiiggvénymiiveletek megdrzédnek a meg-
felel§ operdtorokra, pl. (f - g)(A) = f(A)g(A) vagy (f o g)(A) = f(g(A)).
(iii) Konnyen lathatd, hogy ha az A operdtorra értelmes a 6.97. definici6
is, akkor a kétféleképp definidlt f(A) operdtor ugyanaz (a hatvdnysort po-
linomok limeszeként irjuk fel), igy jogos, hogy mindkétszer az f(A) jelslést
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hasznaltuk. Egyik definicié sem specidlis esete a masiknak, azaz el6fordul,
hogy csak az egyik vagy csak a mésik hasznalhato.

Mi mondhaté &altaldnosabban, ha A olyan operator, melynek nincs teljes
sajatvektorrendszere? Erre normadlis operator esetén a 6.95. spektréltétel,
ill. a benne szerepl6 P projektorértékii mérték hasznalhato. Espedig7 ha
A € B(H) normélis operator és P a spektralfelbontésa, azaz érvényes (6.16),
akkor adott f: 0(A) — C korldtos, mérhetd fiiggvény esetén legyen

fay= [ royaP), (6.20)
o(A)

ahol az integralt a (6.17)-nek megfelelé hatardtmenettel értelmezziik (A he-
lyett f(Ax) szerepel). Ez a definicié kiterjesztése a fenti, teljes sajatvektorrend-
szerrel bevezetett fogalomnak, és a fiiggvénymiiveletek itt is megérzédnek a
megfelel6 operatorokra.

Az f(A) operétor és az f fiiggvény (maximum)-norméja szorosan kapcsolddik
egymashoz:

6.102. Allitids. Ha A € B(H) normdlis operdgtor és f : o(A) — C korldtos,
mérhetd figguény, akkor || f(A)] < sup |f].
o(A)

Bizonyitas. Tegyiik fel eldszor, hogy A-nak van (e,,) teljes sajétvektorrend-

(&) (&)
szere. Ha x = Y cpen € H és ||z]|2 = 3 |en|? = 1, akkor
n=1

n=1
1F(Az]* =D [fA)enl < sup [FV)P D leal® =
p— A€EEig(A) n—1

= sup |fNP< sup [F(V?,
AEEig(A) A€o (A)

fgy || f(A)| < sup |f|. Ha A-nak nincs teljes sajdtvektorrendszere, akkor a
o(A

fentebb emlitett hatdratmenetet alkalmazzuk, és a kozelitd Gsszegeknél az

el6bbi gondolatmenet megfelel§jét hasznéljuk, a részleteket 1ldsd [62]-ben. O

Az (6.20) integréllal értelmezett operdtorfiiggvények alaposabb tdrgyaldsa
szintén [62]-ben olvashaté. Megemlitjiik innen, hogy a fenti dllitdsban folyto-
nos f esetén egyenldség all fenn. (Ez teljes sajitvektorrendszer esetén rogton
latszik, sot itt elég f korlatossaga is; ha ugyanis g, a sajatértékek olyan
részsorozata, melyre |f(Ag,)| — Sup\egiga) [f(N)], és ex, jeloli a megfeleld
normélt sajatvektorokat, akkor || f(A)ex, || = [f(Ak,)| = supxegmigea) [f(A)].)
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A fenti definicidval példaul tetszéleges (nemcsak egyenletesen) pozitiv opera-
tor négyzetgyoke is értelmezheto:

AYV? = VAdP(N),
o(A)

ill. specialisan, TSVR mellett
AV2g = Z \f/\ncnen.

n=1

Ekkor is igaz, hogy (A1/2)2 = A.
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7. fejezet

Operatoregyenletek
megoldhatésaga korlatos
operator esetén

Ebben a fejezetben operatoregyenletek megoldasdnak 1étezésére és egyértel-
miiségére vonatkozoé tételeket igazolunk koercivitasi feltételekre alapozva. Ez
a témakor tartalmazza a Lax—Milgram-lemmat, amely alapvet6 fontossagu
szamos alkalmazdsban, elsésorban elliptikus feladatok gyenge megolddsanal
és az erre alapuld végeselemes megoldasoknal. Felépitésiinkben elOszor ope-
ratoregyenletekkel foglalkozunk, és ezekre tamaszkodva igazoljuk a bilinedris
formékat hasznalé Lax—Milgram-lemmat és valtozatait.

Az 1. részben alapértelmezésben komplexnek tekintettiink egy Hilbert-teret,
ahogy ebben a témakorben szokas. Ennek oka, hogy a funkciondlanalizis fejlo-
dése soran a f6 motivacidt jelento fizikai alkalmazdsokban komplex térre volt
sziikség. Néhany fontos allitdsnal, amely kihasznalja a tér komplex voltat, ezt
kiilon megemlitettiik; amigy az I. rész tobbi fogalma és vizsgalt tulajdonsdga
altalaban érvényes valds térben is.

A tovabbiakban, vagyis operatoregyenletek és numerikus moédszerek esetén
mar jéval nagyobb szerep jut a valds Hilbert-tereknek, sét legtobbszor csak
ez hasznalhaté kényelmesen. fgy ebben és a kovetkezd fejezetekben mindig
sz6t ejtiink arrdl, milyen (valds és/vagy komplex) terekben dolgozunk; eleinte
legtobbszor mindkettdre érvényes tételeket latunk, késébb altalaban méar csak
valds terekrol lesz szd. A szamtestre altaldnosan a K jelolést hasznaljuk, azaz
K :=R vagy C.

111
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Ezzel kapcsolatban célszerii el6re tisztdzni két rokon fogalom, az egyenletes
pozitivitas és a koercivitds kapcsolatat, utébbinak ugyanis (bér a 6.2. szakasz-
ban ezt is bevezettiik) eddig nem jutott érdemi szerep. Osszefoglalva tehét:

e Egy A € B(H) operétort egyenletesen pozitivnak hivank

— H komplex Hilbert-tér esetén:
ha létezik m > 0, hogy (Az,z) > m|z|®> (V& € H).
(Ekkor A sziikségképpen énadjungalt is.)

— H valés Hilbert-tér esetén:

ha A onadjungslt és létezik m > 0, hogy  (Az,z) > m|z|?
(Vz € H).

e Egy A € B(H) operétort koercivnek hivunk

— H komplex Hilbert-tér esetén:
ha létezik m > 0, hogy Re (Az,z) >m|z|® (Vz € H).

— H valés Hilbert-tér esetén:
ha létezik m > 0, hogy (Az,z) > m||z||> (Vz € H).
(Ekkor A nem feltétleniil snadjungdlt.)

Egy operator tehat pontosan akkor egyenletesen pozitiv, ha koerciv és
onadjungalt.

7.1. Egyenletek koercivitasi feltételek mellett

Legyen H valdés vagy komplex Hilbert-tér, A € B(H). Ebben a szakaszban
arra adunk feltételeket, hogy egy Ax = y egyenletnek barmely y € H esetén
l1étezzék egyetlen z* € H megolddsa. Ez ugyanazt jelenti, mint hogy A bi-
jekcié6 H-rél H-ra. Az egyenletekkel valé megfogalmazds elsGsorban a tételek
alkalmazdsai soran lesz hasznos.

Az Az = y alaku egyenleteket szokés els6fajinak, mig adott A szdm esetén az
Az — Az = y alaktakat masodfajinak nevezni. Utébbira a 6.6. szakasz végén
lattunk példat, amikor A kompakt; ilyenkor — ha a tér végtelen dimenzids — az
els6faji egyenletnek nem is lehet minden jobboldalra megoldédsa, mert a 6.80.
kovetkezmény szerint kompakt operdtor nem lehet szuperjektiv. (Kompakt
els6faji operatoregyenletek kezelése gyakran épp masodfaju kozelitéseikkel
torténik, amit a 17.2. szakaszban vazolunk.)

A megoldas 1étezése és egyértelmiisége mellett az is fontos tulajdonsag, hogy
az x megoldas folytonosan fiiggjon az y jobboldaltél. A 4.17. kévetkezmény



7.1. EGYENLETEK KOERCIVITASI FELTETELEK MELLETT 113

szerint ez esetiinkben kovetkezik abbdl, hogy A bijekcié, igy nem kellene
kiilon igazolni, a folytonos fliggésben szerepl6é konstans konkrét értéke miatt
azonban tobbszor mégis megfogalmazzuk.

7.1.1. Megoldhatésagi tételek

7.1. Tétel. (,Elsé megoldhatisdgi tétel”.) Legyen A € B(H) egyenletesen
pozitiv operdtor, azaz A énadjungdlt és létezik m > 0, hogy (Az,x) > m ||x||2
(Vo € H). Ekkor bdrmely b € H esetén az Az = b egyenletnek létezik egyetlen
x* € H megolddsa.

Bizonyités. Tekintsiik a (H, ||-|| 4) energiateret, amely az egyenletes poziti-
vitds miatt maga is Hilbert-tér (lasd 6.20. Kovetkezmény). Rogzitett b € H
esetén legyen ¢ : H — K, ¢v = (v, b), amely nyilvan linedris és folytonos is,
mert

1 1
] = (0.0 < oll 140 < —= ol 0l = (= 1ol ) ol

A Riesz-féle reprezentécios tétel szerint egyértelmiien 1étezik egyetlen z* € H,
melyre ¢v = (v,2*), minden v € H esetén. Utdbbi pedig ekvivalens azzal,
hogy z* megoldédsa az Ax = b egyenletnek, mert

(0,0) = v = (v,2%) , = (Av,z") = (v, Az*) (Vv € H),

azaz b= Ax*. O

A kovetkez6 megoldhatdsagi tételben altalanositjuk az egyenletes pozitivitas
feltételét. Idézziik fel a fejezet elejérdl a koercivitas fogalmat: lattuk, hogy
ha H valés Hilbert-tér, akkor a definiciéban ,Re” elhagyhatd, de ilyenkor a
koercivitds nem vonja maga utan az onadjungaltsigot.

7.2. Tétel. (,,Mdsodik megoldhatdsdgi tétel”.) Legyen A € B(H) koerciv ope-
rator. Ekkor bdarmely b € H esetén az Ax = b egyenletnek létezik egyetlen
x* € H megolddsa.

Bizonyitas. (1) Elgszoér megmutatjuk, hogy a tett feltevések esetén az aldbbi
két tulajdonsag teljesiil:

(i) || Az|| > m|jz| (=€ H);
(i) A* injektiv.

Valéban, egyrészt az

m||z|* < Re (Aw,x) < |[(Az,z)| < || Az|| ]| (7.1)
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egyenl6tlenségek miatt [[Az|| > m|z|| (Vo € H). Specidlisan, emiatt A
injektiv is. Mdasrészt, itt A* is koerciv:

Re (A*z,x) = Re (x, Az) = Re (Az,z) = Re (Az,z) >m|z|> (Vo€ H),

ezért A* szintén injektiv.
(2) Most megmutatjuk, hogy az (i)-(ii) tulajdonsdgokbdl kévetkezik a kivant
megoldhatdsag. Mivel A injektiv, igy legfeljebb egy megoldés lehet, azaz elég
igazolni a megoldés 1étezését. Tekintsiik az eredeti egyenlet szimmetrizaltjat,
azaz az

A*Ax = A™D
un. normaélegyenletet. Ennek az operatora méar onadjungdlt és egyenletesen
pozitiv, hiszen

(A" Az, ) = | Az]® > m? |l2|* (Ve € H).

A szimmetrizalt egyenlet az el6z6 tétel szerint egyértelmiien megoldhatd, azaz
létezik x* € H, melyre A*Ax* = A*b. Ebbdl pedig A* injektivitasa révén
Az* = b is kovetkezik. a

A fenti tétel ritkdbban haszndlt, de enyhébb feltételre épiilé véltozata:

7.3. Tétel. Legyen A € B(H), melyre van olyan m > 0, hogy | {(Az,x)| >
m||z||* (Vz € H). Ekkor barmely b € H esetén az Az = b egyenletnek létezik
egyetlen x* € H megolddsa.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel bizonyitdsa most is mitkodik: ott is az | (Az, x) | >
m ||z||* egyenlétlenséget hoztuk ki és onnan folytattuk, lasd (7.1), valamint
ezt is 6rokli A*, hiszen | (Az, z) | = | (A*z,x) |, {gy A* most is injektiv. O

A 7.2. tétel bizonyitasa alapjan mar egyszeriien megadhaté az altaldnos jel-
lemzés. (Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban viszont legtébbszor az elsé két
tétel alkalmazhaté kénnyebben.)

7.4. Tétel. (A megoldhatdsdg sziikséges és elégséges feltétele.) Egy A € B(H)
operdtor pontosan akkor bijekcio H-rdl H-ra, ha az aldbbi két tulajdonsdggal
rendelkezik:

(i) létezik m > 0, hogy ||Az|| > m|z|| (Vo€ H);

(ii) A* injektiv.

Bizonyitds. (<) A 7.2. tétel bizonyitdsanak mdsodik részében éppen azt

igazoltuk, hogy az (i)-(ii) tulajdonsdgokbdl kiovetkezik a kivdnt megoldhatd-
Sag.
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(=) Ha A bijekci6, akkor a Banach-féle homeomorfizmus-tétel (4.14. tétel)
szerint A~ korldtos, azaz létezik M > 0, melyre [|A~ y|| < M||y|| (Vy € H).
Ebbdl y = Ax és M = 1/m helyettesitésekkel épp az (i) feltételt kapjuk.

Masrészt, a 6.5 felbontdsi tételbél R(A) = H miatt ker(A*) = {0}, azaz A*
injektiv. O

A feladatok korrekt kitfizését (14sd 4.16. definicié) a konkrét konstanssal fo-
galmazzuk meg.

7.5. Tétel. (A megoldds folytonos fiiggése a jobboldaltsl.) Ha teljesiilnek a
7.1., 7.2., 7.3 vagy 7.4. tétel feltételei az Au = b operdtoregyenletre, akkor
lull < 1o

Bizonyitas. A 7.1-7.3. tételek feltételeibdl kivetkezik a 7.4. tétel (i) feltétele,
amely szerint [|b]| = || Au|| > m ||u]. O

7.6. Megjegyzés. A 7.4. tétel elégséges iranya kozvetleniil is bizonyithatd
az aldbbi médon. Teljesiiljenek az (i)-(ii) feltételek. Ekkor (ii) miatt ker(A*) =
{0}, igy a 6.5 felbontasi tételbl H = R(A) & ker(A*) = R(A), azaz R(A)
stirlt. Mésrészt R(A) zért is, mert ha Az, — y € H, akkor (Az,) Cauchy-
sorozat, és (i) miatt |2, — 2| < L[ Az, — Azy, fgy (z,) is Cauchy-
sorozat: tehat 1étezik x := lim x,,, amire viszont A folytonossiga miatt Ax =
lim Az,, =y, azaz y € R(A). Ezekb6l R(A) = H, és A trividlisan injektiv is
(i) miatt, azaz bijekcid.

Ez a bizonyitds a 7.2 és 7.3. tételekre is miikodik, mivel azokat a fenti (i)-(ii)
tulajdonsigokra vezettiik vissza.

7.1.2. Néhany kovetkezmény

A megoldhatésédgi tételek segitségével igazoljuk a spektrum néhany korabban
emlitett tulajdonsagat.

7.7. Allitas. Legyen A € B(H). Ha A énadjungdlt operdtor, akkor spektru-
ma valds, és ha A pozitiv operdtor, akkor spektruma nemnegativ.

Bizonyitas. (i) Legyen A ¢nadjungélt és A = a+ i € C\ R, azaz 8 # 0.
Ekkor barmely u € H esetén ((A — Au,u) = (Au,u) — allul]® — iB||ul?,
ebbil kapjuk, hogy (A — A)u,uw)| > [Tm {(A — ADyu,u] = |8]]ul?, igy a
7.3. tétel szerint A — AI bijekcid, de akkor A € g(A).

(ii) Legyen A pozitiv operdtor. A fentiek szerint spektruma valds, igy elég
igazolni, hogy ha A < 0, akkor A € g(A). A fentiek mintdjara barmely v € H
esetén ((A— ADu,u) = (Au,u) — M|u||? > =Xul|?> = |M||u]|?, {gy most a 7.1.
tétel szerint A — AI bijekcid. O
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7.8. Allitas. Legyen A € B(H) normdlis. Ha A € o(A) nem sajdtérték,
akkor van olyan (u,) C H sorozat, melyre ||u,| =1 (Vn € Nt) és Au,, —
Au, — 0.

Bizonyitas. Legyen A € 0(A), azaz A — AI nem bijekcié. Ekkor a 7.4. tétel
(1) vagy (ii) tulajdonsdga nem teljesiilhet (A — AI)-re. Ha A nem sajatértéke
A-nak, akkor a 6.37. allitas (iv) pontja szerint A nem sajatértéke A*-nak, azaz
A* — X = (A — \I)* injektiv, vagyis a (ii) tulajdonsag teljesiil (A — AI)-re.
Ezért az (i) tulajdonsdg sériil (A — AI)-re, ami azt jelenti, hogy | irH1f1 (A —

M)u|| = 0. Ez az infimum fogalma alapjdn épp azt jelenti, hogy létezik a
kivént (u,) sorozat. O

Most egy hasznos allitast igazolunk koerciv operatorokra.

7.9. Allitas. Ha egy A € B(H) operdtor koerciv m > 0 konstanssal, azaz
Re (Az,z) > m||z|* (Vo € H), akkor |A~"|| < L.

Bizonyitas. Itt m ||z||* < Re (Ax,z) < ||z|| | Az, igy ||lz| < LAz (vz €

H), és mivel A bijekcié, igy v := Az helyettesitéssel ||A~1v|| < L [jo (Vv €
H), azaz ||[A7'| < L. O

Ennek megfelel6je onadjungélt esetben kvadratikus alakokra is érvényes, mind-
két iranybol:

7.10. Allitas. Egyenletesen pozitiv operdtor inverze is egyenletesen pozitiv.
Espedig, ha A énadjungdlt és

mllul® < (Au,u) < Mul*  (Vu€ H),

akkor ) )
2 - 2
i ull < (A7 u,u) < - [l (Vu € H). (7.2)

Bizonyitis. A 6.99. llitast hasznélva A'/? énadjungalt és
mull® < |AY2ul? < M lul*  (Vue H),

amibél a 7.4. tétel alapjan A'/? bijekcid, igy v := A'/2u helyettesitéssel
P < AT < el? (e B)
M - —m '

ez éppen (7.2). O
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7.2. Bilinearis formak, Lax—Milgram-tételkor

Ebben a szakaszban szorzattéren értelmezett leképezésekkel foglalkozunk, és
atvissziik rajuk az el6z6 szakaszbeli megoldhatdséigi tételeket. Itt a komplex
mellett a valds eset is fontos (és némileg kiilonbozd) lesz, {gy dltaldban pér-
huzamosan megfogalmazott értelemszerii allitdsokkal vizsgaljuk a két esetet.

7.11. Definicié. Egy B: H x H — K (ahol K = C vagy R) leképezés

(a) bilinedris, ha mindkét valtozéjdban linedris;

(b) kongjugdltan bilinedris, ha elsé valtozéjaban linedris, masodik valtozéjdban
konjugdaltan linearis;

(c) szimmetrikus, ha B(z,y) = B(y,z) (Vz,y € H);

(d) konjugaltan szimmetrikus, ha B(z,y) = B(y,z) (Vx,y € H);
(e) korldtos, ha létezik M > 0, hogy |B(z,y)| < M|z| |ly]] (Vz,y € H);
(f) koerciv, ha létezik m > 0, hogy Re B(x,z) > m|z||> (Vo € H).

7.12. Megjegyzés. (i) A (konjugdltan) bilinedris leképezéseket gyakran
(konjugdltan) bilinedris formdanak, a konjugédltan bilinedris leképezéseket pe-
dig néha szeszkvilinearisnak is hivjdk.

(ii) A bilinedris/szimmetrikus leképezések értelemszertien inkébb a K = R,
mig a konjugéltan bilinedris/szimmetrikus leképezések inkdbb a K = C eset-
ben fordulnak els. Tipikus példa a skalarszorzat.

(iii) A K = R esetben, azaz val6s Hilbert-térben a koercivitds értelemszertien
a B(x,x) > ml|z||? feltétellé egyszerfisodik.

7.13. Tétel (korlatos formak Riesz-reprezenticidja). Legyen H wvalds
(komplex) Hilbert-tér, és B : H x H — K korldtos, (konjugdltan) bilinedris
forma. Ekkor létezik egyetlen olyan A € B(H) korldtos linedris operdtor,
melyre

B(z,y) = (Az,y)  (Va,y € H).

Bizonyités. Rogzitett y € H esetén legyen v, : H — K, ¢,z := B(x,y). Ez
nyilvén linearis és folytonos is, mert

[Yya| = [B(z,y)| < Mlz| |yl = (M [lyll) [« (Vo e H).

S6t, ||yl < M |ly|l. A Riesz-féle reprezentacids tétel szerint egyértelmiien
létezik egyetlen y* € H, melyre ¢,z = (z,y*) minden x € H-ra, ami a
Cy := y* jeloléssel B(z,y) = (x,Cy). Igazoljuk, hogy C € B(H). Nyilvan
C' linedris, mivel B és a skaldrszorzés is (konjugdltan) bilinedris. Emellett az
5.1. allitdsbdl

1CYl = lly" [l = vyl < M iyl (Vy € H),
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azaz C korldtos is. Végiil A := C* esetén B(x,y) = (x,Cy) = (Az,y) (Vz,y €
H). O

Az A operatort gyakran a B forma Riesz-reprezentdnsdnak hivjuk. A tétel
megforditva is trividlisan igaz: adott A € B(H) esetén a fenti B forma kor-
latos és (konjugdltan) bilinedris.

7.14. Allitas. Legyen H wvalds (komplezx) Hilbert-tér, B : H x H — K
korldtos, (konjugdltan) bilinedris forma, és A € B(H) a B forma Riesz-
reprezentdnsa.

(1) B pontosan akkor (konjugdltan) szimmetrikus, ha A énadjungdlt.

(2) B pontosan akkor koerciv, ha A koerciv.

Bizonyitas. Mindkett6 a definicidk kozvetlen kovetkezménye. a

7.15. Megjegyzés. A 7.13. tétel akkor is igaz, ha két kiilonbozé Hilbert-
téren értelmezziik a B formét, azaz B : H x K — K korlédtos, (konjugaltan)
bilineéris forma. Ekkor létezik egyetlen olyan A € B(H, K) korldtos lineéris
operator, melyre

B(z,y) = (Az,y) (Vze H, ye K).

A bizonyitds ugyanis szé szerint atviheté erre az esetre. Természetesen ekkor
nincs értelme a 7.14. allitasnak.

A kovetkezd tétel alapvet6 fontossagi szamos alkalmazasban. Els6sorban va-
16s térben haszndlatos, ezért erre kiilon fogalmazzuk meg. Bar alaptételrol
van sz0, a szakirodalomban szokdsos hagyoméany szerint a ,lemma” elneve-
zést viseli.

7.16. Tétel (Lax—Milgram-lemma, koerciv valtozat). (1) Legyen H
valds Hilbert-tér, B : H x H — R korldtos, koerciv bilinedris forma. Ek-
kor barmely ¢ : H — R korldtos linedris funkciondlhoz létezik egyetlen olyan
u € H, melyre

B(u,v) = ¢v (Vv € H). (7.3)

(2) Ha H komplex Hilbert-tér, akkor R helyett C-be képezd, bilinedris helyett
konjugdltan bilinedris formdra és B(u,v) helyett B(v,u)-ra igaz a fenti dllitds.

Bizonyitas. (1) A 7.13. tétel alapjan legyen A € B(H) a B forma Riesz-
reprezentansa: B(u,v) = (Au,v) (Yu,v € H). Legyen tovdbbd b € H a ¢
funkciondl Riesz-reprezentansa: ¢v = (v,b) = (b,v) (Vv € H). Azt kell
tehdt igazolnunk, hogy létezik egyetlen olyan u € H, melyre (Au,v) = (b, v)
(Vv € H), azaz melyre Au = b. Mivel A koerciv, ez a 7.2. tétel szerint teljesiil.
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(2) Hasonld, most a (7.3) egyenléség az A*u = b egyenletre vezethetd vissza.
g

A fenti tétel ritkdbban hasznalt, de enyhébb feltételre épiilé véltozata:

7.17. Tétel (Lax—Milgram-lemma, altaldnos valtozat). Helyettesitsiik
a 7.16. tétel feltételeiben B koercivitdsdt az alabbi feltétellel: van olyan m > 0,
hogy |B(z,x)| > mlz||* (Vx € H). Ekkor is igaz, hogy valds tér esetén bdr-
mely ¢ : H — R korldtos linedris funkciondlhoz létezik egyetlen olyan u € H,
melyre B(u,v) = ¢v (Vv € H). (Komplex tér esetén pedig a (2) dllitds igaz.)

Bizonyitas. Ugyantugy kell, mint az el6z6t, de a 7.2 helyett a 7.3. tételt
hasznaljuk. O

7.18. Megjegyzés. A 7.6. megjegyzés gondolatmenete a Lax—Milgram-lem-
ma esetében is, kozvetleniil is alkalmazhatd, valdjaban igy is szdl az eredeti
bizonyitds [42, Chap. 6]. Altalunk adott bizonyitasa a Riesz-féle reprezenta-
ciés tételre és az A*Ax = A*y normalegyenletre vezette vissza, hogy ezek
széleskori hasznalhatésagat illusztralja.

Legéltalanosabban az aldbbi sziikséges és elégséges feltétel adhatd, ez a ne-
vezetes eredmény [7] a Lax—Milgram-lemma kiterjesztésének tekinthetd.

7.19. Tétel (Babuska-lemma). Legyen H wvalds Hilbert-tér, B : H x H —
R korldtos bilinedris forma. FEkkor az alabbi két dllitds ekvivalens:

(1) Barmely ¢ : H — R korldtos linedris funkciondlhoz létezik egyetlen olyan
u € H, melyre
B(u,v) = ¢v (Vv € H). (7.4)

(2) A B formdra az aldbbi két tulajdonsdg teljesiil:

(i) létezik m >0, hogy inf sup B(u,v) > m;
llull=1|jv|=1

(i) sup B(u,v) >0 (Vv #0).

flull=1

Bizonyitas. Az el6z8 tétel bizonyitdsa szerint az (1) tulajdonsig ekvivalens
az Au = b egyenlettel, ahol A € B(H) a B forma Riesz-reprezenténsa és b €
H a ¢ funkciondl Riesz-reprezentansa. Mésrészt a (2)-b6l az (i) rész jelentése:
inf sup (Au,v) = inf [JAu| > m, azaz |Az| > m||z|| Vz € H, ami a
llull=1|jv)=1 [lull=1
7.4. tétel (1) része. A (ii) rész jelentése pedig sup (Au,v) = sup (u, A*v) =
llull=1 llull=1
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|A*v]| > 0 (Vv # 0), azaz A* injektiv, ami a 7.4. tétel (ii) része. Igy a 7.4.
tétel alapjan (1) és (2) valéban ekvivalens. O.

Végiil a 7.5. tételbol és az 5.1. allitasbdl adddik a folytonos fiiggés:

7.20. Kovetkezmény. Ha teljesiilnek a 7.16. vagy 7.19. tétel feltételei a
(7.4) egyenletre, akkor |ul < L[|

7.3. Nyeregpont-feladatok megoldhatésaga, inf-
sup-feltétel

7.3.1. Operatorokkal megadott nyeregpont-feladatok

Szamos alkalmazasban taldlkozhatunk az aldbbi specidlis alaki rendszerrel:

Au+ Bp=f (75)
B*u—-Cp=g. '

(Ilyen példdul a Stokes-feladat, lasd 10.3 fejezet, vagy elliptikus feladatok
els6rend(l rendszerré valé dtirdsa.) Itt feltessziik, hogy H, K valés Hilbert-
terek, f €e H ge K, A: H—> H, B: K — H é C : K — K korlitos
linearis operatorok, valamint A és C' 6nadjungalt, és van olyan m > 0, hogy

(Au,u) > m|ul®, (Cp,p) >0 (Vu e H, pe K). (7.6)

A (7.5) rendszer lényegében egy operdtormatrixra vonatkozo6 egyenlet a H x K
szorzattéren.

A ,nyeregpont-feladat” elnevezés abbdl szarmazik, hogy a fenti rendszer meg-
oldasa egy alkalmas kvadratikus tipusi funkciondl nyeregpontjaként all elo,
ezt a 14.1 fejezet végén targyaljuk.

Ha C is egyenletesen pozitiv:
(Cp.p) > ollul” (W€ K)

(ahol o > 0), akkor érdemes beszorozni a mésodik egyenletet (-1)-gyel. Igy a
kapott operdtormétrix ugyanis (bar mér nem szimmetrikus) koerciv a H x K
szorzattéren:

(e 2) (1) (1)) = ) + 8o = B + o)

= (Au,u) +(Cp,p) > min{m, o} (lul* + |pl]*)  V(u,p) € H x K,
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a 7.2. tétel szerint tehdt barmely (f,g) € H x K esetén a (7.5) feladatnak
létezik egyetlen (u,p) € H x K megoldésa.

A tovébbiakban azt az esetet vizsgaljuk, amikor C = 0, azaz

{Au—i—Bp:f

7.7
B*u =g (77)

(mint példdul az emlitett Stokes-feladat). Ekkor nem miikodik az elébbi elja-
réas; ehelyett A bijekcid voltat kihasznalva atrendezziik az egyenletet. Fejezziik
ki az els6 egyenl6ségbol u-t:

w=A"\(f - By), (7.8)
és helyettesitsiik a masodikba:
B*A™Yf-Bp)=yg, azaz B*A7'Bp=B*A7'f-—g=:3. (7.9)

Legyen
S:=B*A"'B, (7.10)

ez az un. Schur-féle komplementer-operdtor. Itt a 6.8. megjegyzés alapjan
B*:H — K, {gy S: K — K. Ha meg tudjuk oldani a (7.9)-ben kapott

Sp=37 (7.11)

egyenletet a K téren, akkor (7.8)-bél u-t is megkapjuk, igy kész vagyunk.

A (7.11) egyenlet megoldhatdsdga nem nyilvanvals, mivel B, ill. B* dltaldban
nem bijekcidk. Az S specidlis alakjara tdmaszkodva a megoldhatdsig kulcsa
az alabbi feltétel:

van olyan v > 0, hogy [|Bp|| = 7([p| (vp € K). (7.12)
Ezt az alabbi alakban szokéas felirni:

7.21. Definicié. A (7.7) feladathoz tartozé inf-sup-feltétel:

B
inf sup (Bp.w) =:v>0. (7.13)
pek\{0} yemryfoy [IPIlIlull

Kénnyen ldthat6, hogy (7.12) és (7.13) ekvivalens: a 2.4. llitds alapjan

= sup ,
[ A RN e [ ]

1 Bpll _ (Bp,v) (Bp, u)
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tehat (7.12) és (7.13) is azt jelenti, hogy a fenti érték valamely kozos v > 0
korldt f5l5tt van barmely p esetén. (A p = 0 eset érdektelen, ekkor (7.12)
trividlis.)

Megjegyezziik, hogy itt a ||.|| jel6lést a H és K terekben két kiilonbozé nor-
méra haszndljuk; bar lehetne a precizség kedvéért ||.|| g és ||.||x jeloléseket is
irni, ezt — a kevesebb index érdekében — nem tessziik, mivel a kdrnyezetbol
egyértelmii, melyik normarol van szo.

7.22. Allitas. Ha B* : H — K szuperjektiv, akkor teljesiil a (7.13) inf-sup-
feltétel.

Bizonyitas. A kivant inf-sup-feltétel ugy is irhatd, hogy létezik v > 0, melyre

B
sup (Bp,u)

z7lpl (vp € K). (7.14)
wem\{oy |lull

Legyen most p € K tetszbleges adott vektor. A feltevés szerint létezik w € H,
melyre B*w = p, emellett a 4.13. kovetkezmény alapjan megadhaté olyan p-
t6l fiiggetlen v > 0, melyre

Ipll = ~llw]-
Ebbdl

* 2
sup (Bp,u) > (Bp,w)  (p,B*w) |pl

_ = 1Pl s o 0
wergoy Tl = Tl foll = Tl

7.23. Tétel. (Nyeregpont-feladat megoldhatdsdgi tétele.) Legyenek H, K va-
l6s Hilbert-terek, A € B(H) és B € B(K, H), ahol A dnadjungdlt és teljestil
(7.6). Ha fenndll a (7.18) inf-sup-feltétel, akkor bdrmely (f,g) € H x K
esetén a (7.7) feladatnak létezik egyetlen (u,p) € H x K megolddsa.

Bizonyitas. Elészér megmutatjuk, hogy a (7.10)-ben definidlt S : K — K
Schur-féle komplementer-operator bijekcié. Ehhez a 7.1. tétel szerint elég S
egyenletes pozitivitdsa. Felhasznéljuk, hogy A egyenletes (igy szigori) pozi-
tivitdsa miatt A~1 is szigordan pozitfv: valéban, (A~1y,y) = (z, Az) > 0
(Vy € H, y = Ax helyettesitéssel). Emiatt értelmes az ||.|| 4-1 energianorma,
és teljesiti a 6.21. allitast. Ezekbol

(Sp,p) = (B*A™'Bp,p) = (A~'Bp, Bp) = HBpHi,l = thlsup 1<Bp, h>124,1 =
W g—1=

B 2
= sup (Bp,AT'h)*= sup (Bp,z)’= sup %
= I=la=2 wernfoy Il
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2

qp P
wer\foy [ull?[lA]
ahol elébb a h = Az (és megfeleld ||h[|%_. = (A7 h,h) = (2, Az) = |z]%),

majd a z = m helyettesitésseket hasznaltuk, és az inf-sup-feltétel (7.14)

B 2
|2 = ||AH2 ”p” )

alakjat tekintettiik. fgy tehdt S egyenletesen pozitiv, azaz bijekcio.

EbbdSl mar kénnyen kész vagyunk: adott f és g esetén a (7.9), azaz (7.11)
egyenletnek pontosan egy p € K megolddsa van, ebbél (7.8) alapjin u-t
is egyértelmilen megkapjuk, és a kapott (u,p) péar az eredeti (7.7) feladat
megoldésa. O

Vegyiik észre, hogy B* : H — K szuperjektiv volta sziikséges a (7.7) rendszer
megoldhatdsagahoz a 2. egyenlet miatt. Ebbdl, a 7.22. allitasbol és a 7.23.
tételbdl kovetkezik az aldbbi jellemzés:

7.24. Tétel. Legyenck H, K valds Hilbert-terek, A € B(H) és B € B(K, H),
ahol A énadjungdlt és teljesiil (7.6). Ekkor az aldbbi hdrom dllitds ekvivalens:

(1) Bdrmely (f,g) € H x K esetén a (7.7) feladatnak létezik egyetlen (u,p) €
H x K megoldasa.

(2) B* : H— K szuperjektiv.
(8) Teljesiil a (7.13) inf-sup-feltétel.

Most kiterjesztjiik a 7.23. tételt arra az esetre, ha A nem 6nadjungélt. Ehhez
sziikséges az alabbi

7.25. Lemma. Ha A € B(H) koerciv operdtor, akkor A~ is koerciv.

Bizonyitas. A 7.2. tétel szerint A bijekcié, igy A™! valéban létezik, és x =
A1y helyettesitéssel

m

A2

m
| Az]* = lyI* (e H). O

(A~ Yy, y) = (z, Az) > ml|z|? > R

7.26. Tétel. Legyenck H, K valds Hilbert-terek, A € B(H) és B € B(K,H),
ahol A koerctv. Ha fenndll a (7.13) inf-sup-feltétel, akkor bdarmely (f,g) €
H x K esetén a (7.7) feladatnak létezik egyetlen (u,p) € H x K megolddsa.

Bizonyitas. Hasonlé a 7.23. tétel bizonyitdsdhoz. Most is elég megmutat-
nunk, hogy a (7.10)-ban definidlt S : K — K Schur-féle komplementer-
operator bijekcié. Ehhez most a 7.2 tételt hasznaljuk, amihez S koercivitasa
kell. A 7.25. lemma és 6.21. allitas alapjan

T sup (Bp,z)>

m
> W”BPH2 =



124 7. OPERATOREGYENLETEK MEGOLDHATOSAGA

Bp,u2 7wy2
sup BRI  Y

m
= > (p € K). O
IAI wemvgoy  llul® — A2

7.27. Megjegyzés. A 7.5. tétel miatt a (7.7) feladat megoldésa folytonosan
fligg a jobboldalaktdl, hiszen megoldhatdésagat az S Schur-operator koercivi-
tdsdra vezettiik vissza. Utébbi miatt tehdt p, majd (7.8) révén w is folytonosan
fligg a jobboldalaktdl.

7.3.2. Bilinearis formakkal megadott nyeregpont-feladatok

Legyenek tovéabbra is H, K val6s Hilbert-terek. Legyenek A : H x H — R és
B: K x H— R korlatos bilinearis formék, ahol A koerciv:

Alu,u) > mul®>  (Yu e H), (7.15)

legyenek tovabba ¢ : H — R és ¢ : K — R korldtos linedris funkcionélok.
Tekintsiik az alabbi feladatot: keresendé (u,p) € H x K, melyre
A(u,v) + B(p,v) = v (Vv € H),

(7.16)
B(q,u) =1q (Vg € K).

Ennek megoldhatésaga kozvetleniil visszavezethetd az el6z6 szakaszra. A {6
tulajdonsdg most is a megfelel inf-sup-feltétel:

B
inf sup (p, w) =~v>0. (7.17)
peK\{0} yem{oy [Pl

7.28. Megjegyzés. A (7.17) inf-sup-feltétel tigy is irhatd, hogy

inf sup B(p,u) =+ >0,
Ipll=1|ju)=1

ami analdg a 7.19. tételbeli (i) feltétellel egy masik, rokon szituicidban.

7.29. Tétel. Legyenek H, K wvalds Hilbert-terek, A : H x H — R és B :
K x H — R korldtos bilinedris formdk, ahol A koerciv. Ha fenndll a (7.17)
inf-sup-feltétel, akkor barmely ¢ : H — R és ¢ : K — R korldtos lined-
ris funkciondlok esetén a (7.16) feladatnak létezik egyetlen (u,p) € H X K
megoldasa.

Bizonyitas. A 7.13. tétel és 7.15. megjegyzés alapjdn legyen A € B(H) és
B € B(K, H) rendre a A és B forma Riesz-reprezentdnsa:

Au,v) = (Au,v)  (Vu,v € H), B(p,v) = (Bp,v) (Vpe K,ve H).
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Legyen tovabba f € H és g € K rendre a ¢ és ¢ funkciondal Riesz-reprezentansa:

pv=_fv) (WeH), Pg=(g,q9 (VqeK).
Ekkor a (7.16) feladat gy irhat6, hogy

(Au + Bp, v) = (f,v) (Vv e H),
(Bg,u) ={(9.9) (Vg€ K),

ami ekvivalens a (7.7) feladattal (a fenti mésodik egyenléséget (¢, B*u) =
(g, g) alakban frva). A tett feltevések épp azt garantéljik, hogy A koerciv
és B-re teljesill a (7.13) inf-sup-feltétel. Igy alkalmazhaté a 7.26. tétel, tehat
feladatunknak létezik egyetlen (u,p) € H x K megolddsa. O

7.30. Megjegyzés. A 7.27. megjegyzésben elmondottak miatt a (7.16) fel-
adat megoldasa is folytonosan fiigg a jobboldalaktdl, hiszen a fenti bizonyi-
téasban a (7.7) feladatra vezettiik vissza.






8. fejezet

Nem korlatos operatorok

A gyakorlatban természetes médon eléfordulé differencidloperatorok gyakran
linearisak ugyan, de nem folytonosak, ha adott térbél 6nmagaba képezé ope-
ratorként vizsgaljuk. (Erre az 1.4. szakaszban lattunk példét, és més esetek-
ben is hasonléan igazolhaté.) A megoldhatdsagi tételek kiterjesztéséhez igy
a nem korlatos operatorok korében is értelmeziink néhany fontos fogalmat,
és megvizsgaljuk néhany mindségileg mas tulajdonsigukat. Ezek segitségé-
vel altalanosithatéak a kordabbi megoldhatdsigi eredmények. Megjegyezziik,
hogy a nem korlatos operatoroknak itt csak alaptulajdonsdgaira van sziik-
ségiink; igen kiterjedt, részben fizikai modellek altal motivalt elméletiikrdl a
[54, 59, 60, 62] kényvekben b&vebben olvashatunk.

A tovébbiakban legyen H Hilbert-tér. Az eredmények (ahol kiilén nem sz6-
lunk réla) valés és komplex esetben is érvényesek.

8.1. Nem korlatos operatorok alaptulajdonsa-
gai

A nem korlatos operdtorok altalaban nem az egész téren vannak értelmezve,
csak annak egy alterén. A korlatos esetben errél természetes médon meg
lehetett adni az egész térre vald kiterjesztést (ldsd 6.1. megjegyzés), ilyen
azonban most nincs. SOt, az értelmezési tartomany fontos szerepet jatszik az
operator tulajdonsagaiban.

8.1. Definicié. Ha D(A) C D(B) és B kiterjesztése A-nak, akkor azt irjuk,
hogy A C B.

Az értelmezési tartoméanyok fontos esete az aldbbi:

127
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8.2. Definicié. Egy A : H D— H linedris operdtor siiriin definidlt, ha D(A)

surtt H-ban.

8.1.1. Szimmetrikus és 6nadjungalt operatorok
8.3. Definicié. Egy A : H D— H linedris operator szimmetrikus, ha (Az, y)
= (x, Ay) teljesiil minden z,y € D(A) esetén.

Szimmetrikus operatorok szamos esetben el6fordulnak. Ilyenek példaul az
elliptikus differencidloperatorok, melyek egy osztalyat a 8.1.2 szakaszban is-
mertetjiik, ill. a kvantummechanikdban a megfigyelheté mennyiségeket rep-
rezentald operatorok (s6t, utébbiak énadjungéltak). A kovetkezd tétel szerint
egy nem korldtos szimmetrikus operator nem lehet az egész téren értelmezett
operétor. Ez is jelzi, hogy nem korlatos operdtorok esetén természetes (az
operétorokhoz hozzdtartoz6) tulajdonsig az, hogy csak altéren értelmezziik.

8.4. Tétel (Hellinger—Toeplitz). Legyen A : H — H linedris operdtor,
D(A) = H és (Az,y) = (x, Ay) minden xz,y € H esetén. Ekkor A € B(H).

Bizonyitas. Beldtjuk, hogy a I'(A) graf zart. Legyen (z,,) C H, ©, — x és
Az, — y. A skalarszorzas folytonossdga miatt minden z € H esetén

(z,y) = lim (2, Azp,) = lim (Az,x,) = (Az,z) = (z, Ax),

n—o0 n—0o0

azaz (z,y — Az) = 0 minden z € H esetén, amibdl kovetkezik, hogy y = Ax.
Tehat a zartgraf-tétel szerint A folytonos. O

Szimmetrikus operédtorra is igaz, amit csak 6nadjungaltra mondtunk ki, ne-
vezetesen, a korabbi bizonyitas sz6 szerinti megismétlésével kapjuk:

8.5. Allitas. Ha H komplex Hilbert-tér, akkor
A: H >~ H szimmetrikus <= (Az,x) € R Vz € D(A) esetén.

A folytonos esethez teljesen analég médon definidlhatdk a pozitiv operatorok:

8.6. Definicié. Egy A : H O— H szimmetrikus operator
e pozitiv, ha (Az,z) >0 Vz € D(A),
o szigordan pozitiv, ha (Az,z) >0 VY € D(A), = #0,

e egyenletesen pozitiv, ha létezik m > 0, hogy (Az,z) > m ||z|* Vz €
D(A).
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Komplex térben nem kell el6re feltenni, hogy A szimmetrikus, mivel a 8.5.
allitds miatt ez automatikusan fenndll, valds térben viszont a szimmetriat be-
leértjiik a (szigori/egyenletes) pozitivitds fogalméba. Ugyantigy jarunk tehat
el, mint a korlatos esetben a 7. fejezet elején.

8.7. Allitas. Egy injektiv szimmetrikus operdtor inverze is szimmetrikus.

Bizonyitas. Ha u,v € R(A), akkor létezik x,y € D(A), hogy Ax = u és
Ay = v. Ekkor

<A_1u,v> = (z, Ay) = (Az,y) = <u,A_1v>. O

Kovetkezo célunk az adjungalt fogalmanak értelmezése nem korlatos esetre.
Azaz, adott A operatorhoz olyan A* operatort keresiink, melyre

(Az,y) = (z, A™y) (Vz € D(A), y € D(A")) (8.1)

és A* értelmezési tartoménya a leheté legbévebb. Ezt az aldbbi definicié
teljesiti:

8.8. Definicié. Legyen A : H D— H sirin definidlt operator. Ekkor A
adjungdltja az az operator, melyre

() D(A):={yeH: 3y € H, hogy (Az,y) = (v,y") ¥z € D(A)}, és
(i) A'y:=y* (Vy € D(A)).

Az adjungélt operétor j6ldefinidlt, ugyanis ha y € D(A*)-hoz tartozna egy
YT és egy y5 is, akkor minden z € D(A) esetén (z,y]) = (x,y3) teljesiilne,
ami D(A) siirlisége miatt azt jelenti, hogy yi = y3.

8.9. Megjegyzés. D(A*) a legb6vebb olyan halmaz, amelyen az adjungalt
(8.1) definiciés egyenlésége teljesiil. Ez valdjaban megegyezik azon y € H
vektorok halmazdval, melyekre az & — (Az,y) linedris funkciondl korldtos,
azaz melyekre 1étezik olyan m, > 0, hogy | (Az,y) | < my||lz| (Vo € H). Az
utébbi elvben ellenérizheté feltétel (szemben a nemkonstruktiv definiciéval).

8.10. Definicié. Az A : H D— H operétor dnadjungdlt, ha A = A*.

7

8.11. Allitas. Egy A : H D= H siirin definidlt operdtor pontosan akkor
szimmetrikus, ha A C A*.

Bizonyitas. A szimmetria azt jelenti, hogy (Ax,y) = (x, Ay) teljesiil minden
x,y € D(A) esetén. Ez viszont azt jelenti, hogy y € D(A*), mert Ay jé lesz
y*-nak. Mds széval D(A) C D(A*) és A*y = y* = Ay, azaz A C A*. O
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8.12. Allitas. Legyen A : H D— H stiriin definidlt, szimmetrikus és szuper-
jektiv. Ekkor A énadjungdlt.

Bizonyitas. Elég, ha belatjuk, hogy A* C A, ennek forditott irdnyat ugyanis
mér tudjuk. Legyen y € D(A*), kell, hogy y € D(A) szintén teljesiil. Mivel
A szuperjektiv, 1étezik x € D(A), hogy Ax = A*y. Ekkor minden z € D(A)
esetén (Ax, z) = (A*y, z) is teljesill, igy a szimmetria miatt

(x, Az) = (Ax,2) = (A%y,2) = (y, Az) <= (vt —y,Az) =0

teljesiil minden z € D(A) esetén. Itt Az befutja H-t, gy y =z € D(A). O

A fenti bizonyitasbdl mellesleg az is kijott, hogy A injektiv. Legyenek z1, x5 €
D(A) C D(A*), ekkor A*z1 = Axq, ill. ha Azy = Axe, azaz A*x1 = Axo,
akkor a bizonyitottak szerint 1 = .

8.13. Allitas. Legyen A : H OD— H stirin definidlt linedris operdtor. Ekkor
ker(A*) = R(A)*.

Bizonyitds. y € R(A)t <= (Awr,y) = 0 minden x € D(A) esetén. Ez
y* := 0 vélasztdsssal pontosan azt jelenti, hogy (Axz,y) = (x,y*) minden

x € D(A) esetén < y € D(A*) és A*y=y* =0 < y e ker(4*). 0O

8.14. Kovetkezmény. Ha egy A : H D— H sdrin definidlt linedris operd-
tor szimmetrikus, akkor ker(A) C R(A)*.

Bizonyitas. Az 8.11. allitas szerint A C A*. Ezt az el6z6 allitassal kombi-
nilva kapjuk, hogy ker(A4) C ker(A*) = R(A)*. O

Ebbol kovetkezik, hogy ha egy szimmetrikus operator nem injektiv, akkor
szuperjektiv sem lehet, sot a képtér siiri sem lehet H-ban.

8.15. Allitas. Ha eqy A : H D~ H operdtor egyenletesen pozitiv m > 0
konstanssal, valamint A szuperjektiv, akkor ||[A7Y| < %

Bizonyitéds. Mivel A injektiv, a feltétel miatt bijekcid, azaz létezik A~1 :
H — H. Igy megismételhetd a 7.9. allitas bizonyitésa. g

Példa szimmetrikus operatorra. Legyen H = L?(R) és Au = iu/, ahol
D(A) := C}(R) a kompakt tartéji u € C1(R) fiiggvényekbdl 4ll, azaz melyek
egy kompakt halmazon kiviil azonosan nullak. Ekkor

(Au,v) = /+00 'y = z[uv} o _l_/+<>0 wv’ = /+OO u(iv’) = (u, Av)

—00 -0 —00 —00
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(Yu,v € C§(R)),

azaz A szimmetrikus.
Ez az A nevezetes operdtor. Legyen ugyanis M : L2(R) — L?(R), Mu =
id - u, azaz (Mu)(z) = zu(z) (z € R). Ekkor

AMu — MAu = i(id - u)’ —id - iv’ = iu
(Vu € D(A)),
azaz A és M teljesiti a kvantummechanikaban alapveté
AM — MA =il

Heisenberg-féle felcserélési relaciét. (S6t, igazolhatd, hogy lényegében, azaz
unitér transzformdcié erejéig csak ezek az operdtorok teljesithetik, ldsd [42,
Chap. 35].)

8.1.2. Elliptikus operatorok

Legyen Q C R™ korldtos tartomény, p € C'(Q), p(x) > m > 0, Lu :=
—div(p Vu), u € C%(Q) N CH(Q). Peremértékfeladat alatt egy

Lu=—div(pVu) = f,
{ + peremfeltétel (8.2)

tipust egyenletet értiink, ahol a peremfeltétel az alabbi harom lehetéség va-
lamelyike:

1. ujpq = 0 (Dirichlet-peremfeltétel),
2. dyujpo = 0 (Neumann-peremfeltétel),
3. g9yu+ huppg = 0, ahol g,h > 0, g* + h? # 0 (Robin-peremfeltétel).

(Az L operétor most egyszeriiség kedvéért nem tartalmaz alacsonyabbrendi
tagot.)

A szamitasok alapja legtobbszor a nevezetes

8.16. Tétel (Green-formula). [67] Legyen Q C R" korldtos tartomdny,

melyre O € PCY, ésp € CY(Q). Legyen L a kovetkezd differencidloperdtor:
Lu = — div(p Vu). Ekkor minden v € C*(Q) N CY(Q),v € CH(Q) fiiggvényre

érvényes:
/(Lu)@z/qu-Vﬁ—/ p OyuT do. (8.3)
Q Q o0
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8.17. Allitas. Legyen H = L%(Q), és legyen az Lu := — div(p Vu) operdtor
értelmezési tartomdnya

1. D(L) ={u e C*)NCHQ) : upa =0}, vagy
2. D(L) ={ueC*()NCHQ): dupa =0}

Mindkét esetben L szimmetrikus és pozitiv operdtor, sét az 1. esetben szigo-
rian pozitiv is.

Bizonyitds. A Green-formula alapjan barmely u € D(L) esetén

(L, u) p2(q) :/(Lu)ﬂz/p \Vu|27/ p dyuu > 0.
Q Q 00
S

0

Ha (Lu, u)Lz(Q) =0, akkor Vu = 0, azaz u = c. Az els6 peremfeltétel esetén
ebbdl az is kovetkezik, hogy u = 0. g

Most példakat adunk szimmetrikus/énadjungélt operatorokra, ill. adjungalt-
ra.

1. példa: kézinséges differencidloperdtorok. Legyen mindvégig I = [a,b],
H = L*I).
(i) Legyen Lu := —u”. Ha D(L) := H*(I) N H{(I) = {u € H*(I) :

u(a) = u(b) = 0}, akkor L énadjungslt operator L?(I)-ben.

Itt D(L) siirli részhalmaza H-nak. A 8.12. 4llitds szerint elég megmu-
tatnunk, hogy L szimmetrikus és szuperjektiv. A definicié alapjan az
értelmezési tartomany elemei olyan u € C1(I) fiiggvények, melyekre
v m. m. differencialhaté, v’ € L%(I) és u(a) = u(b) = 0. Parcialis
integralassal kapjuk, hogy

b b
oy = = [ = s [l 20
a S—— a
0

(A 8.17. 4llitds az n = 1, p = 1 specidlis esetben ugyanezt adja, de
csak C2-beli u esetén.) fgy L pozitiv (és ezért szimmetrikus) operator.
Legyen most f € L2(I) tetszéleges. Kell, hogy létezik u € D(L), melyre
Lu = f, azaz megoldandé a —u” = f egyenlet. Legyen F(t) := f; I
ekkor F' € H'(I). Kétszer integralva

u(a:):f/ F +cx+d,
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ahol u € H2(I). A ¢ és d konstansok az u(a) = u(b) = 0 peremfelté-
telekbdl egyértelmiien meghatdarozhaték. Tehat L szuperjektiv, amibdl
kovetkez6en nadjungalt is.

(ii) Legyen Lu:= — (pu')’, ahol p € C'(I,R), p(z) > m > 0. Ha D(L) :=
H?(I) N H(I), akkor L énadjungalt operator L%(I)-ben.
Ez az el6z6 példa 4altalanositasa, hasonléan adddik.

(iii) Legyen Lu := — (pu/)’, ahol p € C'(I,C). Legyen D(L) := H?*(I) N
H}(I). Ekkor L*v = —(p')" (v € H?(I) N HY(I)).
Ugyanis, ha u € H%(I) N H(I), akkor

(L, 0) oy = / b (= u)) o= / o (-@) 9
(Yo € H*(I) N H(I)).

(iv) Legyen Lu := — (pu')’, és 4jbél p € C*(I,R), p(x) > m > 0, de most
D(L) = {u € C?*(I) : u(a) = u(b) = 0}. Ekkor minden u € D(L)-re
és minden v € H?(I) N H}(I)-re teljesiil (8.4) (ahol p f6lott nem kell
konjugélt), igy L*v = — (pv') (Vv € H?(I) N H{(I)). Ez azt jelenti,
hogy L C L*, azaz L szimmetrikus, de nem 6nadjungalt.

Teljesen hasonldk igazolhatéak magasabb dimenziéban:

2. példa: parcidlis differencidloperdtorok. Legyen mindvégig 2 C R" kor-
latos tartomany, amely egy konvex tartomany C2-diffeomorf képe, és H =
L?(Q). Legyen Lu := —div(p Vu).

(i) Ha p € C*Q,R), p(z) > m > 0 és D(L) = H?(Q) N H(Q), akkor L
szimmetrikus és szuperjektiv, igy 6nadjungalt is.

(ii) Hap € C*(Q,C) és D(L) = H*(Q)NH (), akkor L*v = — div(p- Vo).
(iii) Ha pedig p € C*(Q,R), p(z) > m > 0, D(L) = {u € C*(Q) N C(Q) :
ujpq = 0}, akkor L szimmetrikus, de nem énadjungélt.

8.1.3. Sajatértékek, kompakt inverzii operatorok

8.18. Definicié. Legyen A : H D— H linedris operdtor. A A € C szdm
sajétértéke A-nak, ha létezik 0 # u € D(A), hogy Au = lu.

A korlatos 6nadjungalt esetre vonatkozo tétel bizonyitdsdnak megismétlésével
kapjuk:



134 8. NEM KORLATOS OPERATOROK

8.19. Allitas. Ha A : H >~ H szimmetrikus linedris operdtor, akkor a
sajdtértékei valdsak és a kilonbozd sajatértékekhez tartozd sajdtvektorok or-
togondlisak.

8.20. Allitas. Legyen A : H > H linedris operdtor, amely injektiv. Ekkor
A € Eig(A) <= 1/\ € Eig(A™'), és ugyanazon sajdtvektorok tartoznak
hozzdjuk.

Bizonyitas. Az injektivitds miatt A # 0. Ekkor

1
Au = — Xu:A_lu. O
A kovetkez6 tétel a kompakt 6nadjungalt operdtorok fétételébél és a fenti
allitdshdl kovetkezik.

8.21. Tétel. Legyen H szepardbilis és A : H D— H linedris operdtor, amely
injektiv, szimmetrikus és R(A) = H. Ezenkiviil legyen A~ : H — H kom-
pakt. Ekkor A-nak megszdmlalhatoan sok sajatértéke van, melyek valdsak,
+o00-hez tartanak és a normdlt sajdtvektorokbdl teljes ortonormdlt rendszer

(TONR) alkothato.

Példak. (a) Ha I = [0,b], H = L*(I), Lu = —u", D(L) = {u € C?(I) :
u(0) = u(b) = 0}, akkor L inverze a Green-fiiggvényt tartalmazé folytonos
magu integraloperator, amely a 6.75. allitas szerint kompakt. fgy L-re igaz a
8.21. tétel. Valdjaban itt L sajatértékei és (normélt) sajatvektorai expliciten
is ismertek:

A = (%)2, up(x) = \/§~sin(kb7r z) (k e NT). (8.5)

(b) Legyen Q C R" korldtos tartomany, amely egy konvex tartomany C?-
diffeomorf képe, és H = L*(Q). Legyen Lu := —div(p Vu), D(L) = H?*(Q)N
H}(Q). Az eléz6 szakaszban lattuk, hogy L szimmetrikus, injekt{v (hiszen
szigorian pozitiv), R(L) = L*(Q) = H. Ezenkiviil az is teljesiil, hogy L~!
kompakt. (Ez kévetkezik [67, 9.3.]-b6l, mert az ottani G operétor esetiinkben
éppen L1 fgy L-re igaz a 8.21. tétel.

Ha specidlisan L = —A és Q = [0, a] x [0, b], akkor L sajétértékei és (normélt)
sajatvektorai ismertek:

2 12

Al = 7r2<%+b—2), ugi(z,y) = \/% sin(%x) cos(%y) (k,1 € NT).
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Alkalmazasok.

(a) Hilbert—Schmidt sorfejtés. A sajatvektorok TONR volta segitségével
az Au = f egyenlet megoldasa felirhaté a sajdtvektorok szerinti sorfejtéssel.
Espedig, ha (er) a normélt sajatvektorok rendszere, akkor

[e o] [e°]
= cker,  u=Y &ex.
k=1 k=1

Ekkor az u ismeretlen fiiggvény & egyiitthatokra a
ek = (f,en) = (Au, ex) = (u, Aeg) = Mg (u, ex) = Ak

egyenletbdl adédik, hogy

&= 1

L
(b) Az els6 sajatérték varidcios tulajdonsaga.
8.22. Allitas. Legyen H szepardbilis és A : H D— H szigorian pozitiv ope-
rdtor, melyre R(A) = H és A~ kompakt. Ekkor

(Auu) = M Jlul® (u€ D(A))

(ahol A1 = A1 (A) a legkisebb sajdtérték), azaz A egyenletesen pozitiv is.

Bizonyitas. A feltétel szerint A normélt {e,}nen sajatvektorai TONR-t
alkotnak. Az eléz6 bizonyitasban lattuk, hogy (Au,er) = A\i&k, ebbdl

<Au7u> = <Au7 Z&cek’> = ng (Auvek> = Z Ak ‘§k|2 >
k=1 k=1 k=1

[ee]

> M) [l = A [l O
k=1

A tételbsdl kovetkezik, hogy minden u € D(A) \ {0} esetén
(Au, u)

A < 5
[l

= o(u),

sot, mivel u = e; esetén egyenléség van, ezért

o (Au,u)
= min 5 -
weD(AN0}  ||ul|

(8.6)
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A o(u) kifejezést az u-hoz tartozé Rayleigh-hdnyadosnak nevezziik.

(c) Operatorfiiggvények

Kompakt inverzii operator esetén adaptélhaté az operdtorfiiggvények 6.100.
definicidja:

8.23. Definicié. Legyen H szepardbilis és A : H D— H szigordan pozitiv
operdtor, melyre R(A) = H és A~! kompakt. Jelslje (\,) €s (en) a sajdtér-

tékek és megfeleld sajdatvektorok sorozatdat. Ekkor f : R — R adott fiiggvény
esetén legyen f(A): H D— H az az operdtor, melyre

o0 oo

D(f(A) = {a = cuen € H: 3 [f el < o0},

n=1 =

F(A)z =" f(An)cnen.

Legyen példdul a > 0 szdm és f(x) := e~ **. Ekkor barmely z = > c,e, € H
n=1

esetén

[e'S) &S] oo
S IFAn)enl> = le e P <Y enl® = [|2)f* < o,
n=1 n=1 n=1

—a

mivel A, > 0 miatt e**» < 1. igy

D —f, a3 ehae, 6
n=1

(Az f(A) tehét lehet bévebben értelmezve, mint A.)

A korlatos esethez hasonléan a fiiggvénymiiveletek megérzédnek a megfelels
operédtorokra (most a megfelel§ értelmezési tartomdny erejéig). Példdul, ha
a, B > 0 szamok, akkor (8.7) alapjan

o—(a+B)A _ ,—aA,—BA

8.2. Energiatér és gyenge megoldas szimmetri-
kus operator esetén

8.24. Definicié. Legyen A : H D— H szigortan pozitiv operdtor. Az (u,v) 4
:= (Au,v) formét az A-hoz tartozé energia-skaldrszorzatnak nevezzik, az A-
hoz tartozé energiatér pedig Ha := [D(A), (-,-) 4], azaz D(A) teljessé tétele
az energia-skalarszorzattal.
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Ha specidlisan A egyenletesen pozitiv, azaz A szimmetrikus és A > p I vala-
milyen p > 0 szamra, akkor

lully = (u,u) 4 = (Au,u) > pllul® ¥ ue D(A).

8.25. Allitas. Ha A egyenletesen pozitiv, akkor Ha C H, azaz Ha azonosi-
tas erejéig bedgyazhato H -ba.

Bizonyitas. Legyen u € Hga, ekkor H, definicidja szerint létezik (u,) C
D(A) sorozat, melyre ||u — u,||, — 0. Ekkor (u,) Cauchy-sorozat ||| ,-ban.
Az egyenletes pozitivitds miatt

1
[ | 7 [r — |4

azaz (u,) Cauchy-sorozat |-||-ban is, azaz létezik @ € H, hogy w, — @ ||-||-
ban. Megmutatjuk, hogy a ¢ : u — @ hozzarendelés injektiv. Mivel ¢ lineéris,
igy elég belatni, hogy ha 4 = 0, akkor v = 0. Tekintsiik & = 0 esetén a fenti
(un) sorozatot. Ekkor, felhaszndlva, hogy u, — @ ||-||-ban és u, — u ||-|| 4-
ban,

0 = (@, Av) = lim(u,,, Av) = im(u,,v) 4 = (u,v) 4 (Vv € D(A)),

azaz u merdleges a Ha-ban sliri D(A) halmazra, igy u = 0. Igy tehat v
injektiv, azaz bijekciot 1étesit H4 és H egy részhalmaza kozott. O

8.26. Kovetkezmény. Ha A > pl, akkor az
2 2
ully = pllull (8.8)
becslés minden uw € Hy esetén is fenndll.

Bizonyitas. Vegyiink egy u, — u D(A)-beli sorozatot, ahol a konvergencia
||| 4 szerint értends. Az el6zéek szerint ||-|| szerint is igaz a konvergencia.

Az ||unH124 > pllun||® egyenldtlenséghél hatératmenettel kovetkezik a kivént

ull? >npllu 2 eovenlétlenség. (Ezt a gondolatmenetet stirtiségi érvnek szok-
AZDP gy g g g
tuk hivni, és a késébbiekben is tébbszor haszndljuk.) O

8.27. Allitas. Ha A egyenletesen pozitiv, R(A) = H és A~ kompakt, akkor
a (8.8) becslésben az éles p hatdr az A operdtor A1 legkisebb sajdtértéke. Azaz,

lal = Acllull®  (Vu € Ha) (8.9)

és ez a konstans nem javithato.
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Bizonyitas. A 8.22. allitds és (8.6) szerint a fenti igaz u € D(A) esetén, és
gy (a 8.26. kovetkezménybeli siirtiségi érvet megismételve) u € H 4 esetén is.
O

Példa. Legyen Q C R™ korldtos tartomany, H = L?*(Q)), A = —A, ahol
D(A) = H%(Q) N HE (). Ekkor

(u,v)A:—/Q(Au)@:/QVu~V5:(u,v)Hé(Q),

vagyis a Laplace-operator energiatere H} ().
Emellett a 8.27. allitds alapjan kapjuk az un. Poincaré—Friedrichs-egyenldt-
lenséget:

IVullZa@) = Mllullza@) (Vo€ Hg(Q), (8.10)

ahol A\; a —A operator legkisebb sajatértéke 2-n Dirichlet-peremfeltétel mel-
lett. Itt emlitést érdemel \; egyszerli becslése:

2

nm
AN > 8.11
Y= diam(Q)2’ (8:.11)

ahol n a tér dimenzidja és diam(Q) a tartomany dtmérdje, lasd [67].
Ha ugyanitt az operétor a 8.1.2. szakasz elején bevezetett Au := — div (p Vu),

akkor az energiatér szintén HE (), most a stilyozott

(u,v) 4 :/qu-VE
Q
skalarszorzattal.

Ha A egyenletesen pozitiv, akkor értelmezhetd operdtoregyenlet gyenge meg-
oldaséanak fogalma az elliptikus feladatoknal megszokottak analdgidjara:

8.28. Definicié. Legyen f € H adott vektor. Az u € Hy4 vektor az Au = f
feladat gyenge megolddsa, ha

(w,v) 4 = (f,v) (Vv e Hy). (8.12)

Vildgos, hogy u € D(A) esetén a gyenge megoldés teljesiti az Au = f egyen-
16séget, igy ennek dltaldnositdsardl van szé az f ¢ R(A) esetre.

8.29. Tétel. Ha A egyenletesen pozitiv, akkor minden f € H esetén az Au =
f egyenletnek egyértelmiien létezik uw € Ha gyenge megolddsa.
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Bizonyitas. Legyen ¢ : Hy — C, ¢v := (v, f) linedris funkcionél. Ekkor a

1
N IflHlvlly - (Vv e Ha)

becslés miatt ¢ korlatos is H4-ban. Riesz reprezentacids tétele szerint egyér-
telmtien létezik u € H4, hogy ¢v = (v, f) = (v,u) 4, ezt konjugalva megkap-
juk (8.12)-t. O

|[po] = [(v, )] <

8.30. Megjegyzés. Az Au = f egyenlet gyenge megoldasara az
1
lulla < —= [l
b

folytonos fiiggés teljesiil, hiszen (8.12)-ben v = u helyettesitéssel, majd a (8.8)
becslés alapjan

1
lull = (u,u)a = (f,0) < [Ifllu]l < W [alliive

Fontos példaként szolgal ismét a Laplace-operdtor. Erre a fenti tétel a Hg ()
térben szokasos értelemben vett gyenge megoldédst adja, mellyel a 10.2.2 sza-
kaszban foglalkozunk.

A gyenge megoldés egy szép elméleti alkalmazédsaként kapjuk az tin. Friedrichs-
féle kiterjesztést. Itt az alapprobléma az, hogy egy szimmetrikus operatornak
van-e 6nadjungalt kiterjesztése. Ez altaldban nem igaz, de egyenletesen pozi-
tiv esetre igen, és egyszeriien kovetkezik a fentiekbol:

8.31. Allitas. Ha az A szimmetrikus operdtor egyenletesen pozitiv, akkor
van A énadjungdlt kiterjesztése. Erre R(A) = H.

Bizonyitas. A 8.12. lemma alapjan elég igazolnunk, hogy A-nak van szuper-
jektiv, szintén szimmetrikus kiterjesztése. Legyen A : H >— H a kdvetkezd:
D(A) := {u € Hy ¢ H: 3f € H, hogy u az Au = [ egyenlet gyenge
megolddsa, Au := f. Ekkor a 8.29. tétel szerint A szuperjektiv. Masrészt a
gyenge megoldas fogalma alapjan (Au,v) = (f,v) = (u,v)4 (Vu,v € D(A)),

igy (Au,v) = (u,v)a = (v,u)a = (Av,u) = (u,fh}), azaz A is szimmetrikus.
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8.3. Gyenge megoldas nem szimmetrikus ope-
rator vagy nyeregpont-feladat esetén

A szimmetrikus operdtor energiatere segitségével két tovdbbi feladatra értel-
mezziik a gyenge megoldast, valamint bizonyitjuk 1étezését és egyértelmiisé-
gét.

8.3.1. Nem szimmetrikus operator esete

Legyen ismét H valds Hilbert-tér, és tekintsiik az
Lu=yg (8.13)

operatoregyenletet, ahol L : H D— H nem szimmetrikus, nem korlatos ope-
rator. Szeretnénk ismét értelmezni a gyenge megoldas fogalmat a g ¢ R(L)
esetre, de most L nem generdl energia-skalarszorzatot, mivel nem szimmet-
rikus. fgy a feladatot egy alkalmas masik S operator energiaterére vezetjiik
vissza, ahol S mér szimmetrikus. Ez a felépités és alkalmazdsai [6]-b6l szar-
maznak.

8.32. Definicié. Legyen S : H D— H egyenletesen pozitiv operator. Azt
mondjuk, hogy az L : H D— H lineéris operator S-korldtos és S-koerciv, ha

(i) D(L) C Hg és D(L) stiri Hg-ben (az energianorméban);
(i) létezik M > 0 dllandd, hogy

[(Lu,v)| < Mljul[s|lvlls  (Vu,v € D(L));

(iii) létezik m > 0 dllandd, hogy

(Lu,u) > m|ul|% (Vu € D(L)).

8.33. Definicié. Legyen L : H D— H S-korldtos és S-koerciv. Ekkor Lg €
B(Hg) az a korldtos linedris operdtor a Hg téren, melyre

(Lsu,v)s = (Lu,v) (Vu,v € D(L)).
8.34. Allitas. Az Lg operdtor joldefinidlt.

Bizonyitas. Az u,v — (Lu,v) bilinedris forma folytonos a Hg-normdra néz-
ve a 8.32. definicié (ii) pontja szerint, igy egyértelmiien kiterjesztheté6 Hg-re
a folytonossdg (és az M korldt) megtartdsdval. A kiterjesztett formdnak a
7.13. tétel altal megadott Riesz-reprezentansa épp az Lg operdtor lesz. [
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8.35. Megjegyzés. (a) Mivel D(L) siirli Hg-ben, a 8.32. definicié (ii) és
(iii) pontja 6roklédik az Lg operdtorra:

(Lsu,v)s| < Mlulsllolls,  (Lsu,ups > mllul}  (u,v € Hy).
(8.14)
Utébbi szerint tehat Lg koerciv a Hg téren.

(b) Ha R(L) C R(S), akkor az Lg operdtor D(L)-re vett lesziikitése fel-
bonthaté az aldbbi médon:

-1
Ls|p,y =S7'L. (8.15)

Ekkor ugyanis a D(L) siir(i altérre nézve
(Lsu,v)s = (Lu,v) = (SS™' Lu,v) = (S~ Lu,v)s (Vu,v € D(L)).

(Megjegyezziik, hogy itt az R(L) C R(S) feltétel nem nagy megszoritas,
mert a 8.31. allitas szerint vehetjiik S helyett a Friedrichs-kiterjesztését,

amelyre R(S) = H.)

8.36. Definicié. Legyen L : H D— H S-korlatos és S-koerciv. Az u € Hg
vektor a (8.13) egyenlet gyenge megolddsa, ha

(Lsu,v)s = (g,v) (Vv € Hg). (8.16)

8.37. Tétel. Bdrmely g € H esetén az (8.13) egyenletnek egyértelmiien lé-
tezik gyenge megolddsa.

Bizonyitas. Legyen
B(u,v) := (Lsu,v)g és ¢v:=(g,v) (Vu,v € Hg).

Ekkor (8.14) alapjén B : Hs X Hg — R korldtos és koerciv bilinedris forma,
ill. a 8.29. tétel bizonyitdsdval megegyez8 moédon ¢ : Hg — R korldtos linedris
funkciondl. Igy alkalmazhatjuk a 7.16. tételt (Lax-Milgram-lemma). g

8.38. Megjegyzés. Vildgos, hogy u € D(L) esetén a gyenge megoldés tel-
jesiti az Lu = g egyenléséget, igy ennek altalanositdsardl van sz6 a g ¢ R(L)
esetre.

8.39. Megjegyzés. E szakaszban foglaltak komplex térben is érvényesek,
ekkor az S-koercivitdsnal a 8.32. definicié (iii) pontjit értelemszertien a

Re (Lu,u) > mlu|% (Vu € D(L))

feltétellel helyettesitjiik.
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8.3.2. Nyeregpont-feladat esete

Tekintsiik a (7.7) rendszer megfelel3jét nem korldtos operdtorokkal:

{Su—i—Np:f

8.17
N*u =g, ( )

ahol H, K valés Hilbert-terek, S : H D= H és N : K D— H sflirtin definialt
operétorok, valamint S szimmetrikus és egyenletesen pozitiv. Tegyiik fel még,
hogy D(N*) D Hg, ahol Hg az S energiatere. A (8.17) feladathoz tartozé
inf-sup-feltételt az S-normara nézve irjuk el6:

(Np,u)

inf sup =v>0. 8.18
vl 01 we s, TollTulls (8.18)

Ertelmezziik a gyenge megoldés fogalmat! Tegyiik fel elészér, hogy (u, p) erés
megoldds (azaz u € D(S) N D(N*), p € D(N)) és szorozzuk be az elsd, ill.
maéasodik egyenletet tetszbleges v € H, ill ¢ € K vektorral:

{ (Su,v) + (Np,v) = (f,v) (Vv € H),
(N*u,q) =(9,9) (Vg € K).

A D(N*) D Hg feltevés miatt itt v € Hg esetén (Np,v) = (p, N*v). Ez
alapjan bevezethetd:

8.40. Definicié. Az (u,p) € Hg x K pér a (8.17) feladat gyenge megoldésa,

ha

(u,v)s + (p, N*v) = (f,v) (Vv € Hg), (8.19)

(N*u,q) =(9.a) (Vg€ K). '
8.41. Tétel. Legyenek H, K wvalés Hilbert-terek, S : H >~ H és N : K D
— H, ahol S szimmetrikus és egyenletesen pozitiv. Tegyik fel még, hogy
D(N*) D> Hg és N*: Hs — K korldtos az S-normdban. Ha fenndll a (8.18)
inf-sup-feltétel, akkor bdarmely (f,g) € H X K esetén a (8.17) feladatnak 1é-
tezik egyetlen (u,p) € Hg x K gyenge megolddsa.

Bizonyitas. Legyen A(u,v) := (u,v)s, B(p,v) := (p, N*v),ill. ¢ f := (f,v),
vy = (g, q); ezzel feladatunk (7.16) alakd. Célunk, hogy alkalmazzuk a 7.29.
tételt, H helyett a Hg térrel. Itt A : Hg x Hg — R trividlisan korldtos
és koerciv bilinearis forma, hisz ez maga a Hg tér skalarszorzata. Masrészt
B: K x Hg — R is korlatos bilinearis forma, mert N* : Hg — K korlatossdga
révén |B(p,v)| < |Ip|[IIN*||||lv]] (Vp € K, v € Hg). Ellenérizniink kell még a
(7.17) inf-sup-feltételt B-re, H helyett a Hg térrel: D(N) siirliségét hasznélva,

B(p,u) . (p, N*u)

i su —_— = i sup
peR\{0} uema\fop IIPlllulls  per\(0} uems\roy IIPIlllulls
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B it (p, N*u) (Np,u)

beDtNN ) weronto) TPTTalls  pentoN0) wemnoy Tollulls 1~
(8.20)
Végiil, ¢ : Hs — R korlatos linearis funkcional a 8.29. tétel bizonyitasa sze-
rint, ill. ¥ : K — R trivialisan korldtos linedris, hiszen K-beli skalarszorzat.
Igy tehét teljesiilnek a Hg x K térben a 7.29. tétel feltételei, amibél mar

kovetkezik a kivant megoldhatdsag. O






9. fejezet

Operator-
differencialegyenletek

Ebben a fejezetben

u(t) = Au(t) (9.1)
alaku lineéris operator-differencialegyenletek megoldhatésagardl lesz szd né-
hény egyszerii esetben, érintve a témakorben alapvetd félcsoportok fogalmat.
A félcsoportok elmélete igen kiterjedt, gyors fejlddésben 1évé teriilet, amely
a (9.1) egyenleten tuli (ill. (9.1)-re is az itt tdrgyaltndl &ltaldnosabb) ese-
tek vizsgdlatanak is hatékony eszkoze, ennek részletes Gsszefoglalasat adjak
a [22, 53] konyvek.
A (9.1) egyenlet vizsgdlata el6tt motivacidként érdemes a skaldr analégidjat
felidézni. Legyen a # 0 valds szdm és tekintsiik az aldbbi kozonséges differen-
cidlegyenlet kezdetiérték-feladatat:

z(t) = az(t), z(0) = zo.

Ennek megolddsa z(t) = e**xq, amit {rjunk az exponencialis fiiggvényt exp,-
val jelslve, x(t) = exp,(t)zo alakban. Ekkor az exp, fiiggvény tulajdonképpen
a fenti feladat megoldé-operdtora, az alabbi tulajdonsdgokkal:

exp,(0) =1, expy(t + s) = exp,y(t) expa(s) (Vi,s > 0). (9.2)
Ezek barmely exponencidlis fiiggvényre igazak, az a szdmot az
exp,(0) =a (9.3)

derivéltbdl kapjuk meg. A (9.2) azonossdgok félcsoport-tulajdonsdgnak te-
kintheték, a derivaltbdl visszakapott a szam pedig a megoldé-operdtor gene-
ratoranak, mivel meghatdrozza, melyik exponencidlis fliggvényrol van sz6. A

145
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félcsoportok absztrakt fogalma ezeket iilteti &t normélt terekbe, megvilagitva
a skalar és a normalt térbeli feladat hasonld szerkezetét.

Elészor a félcsoportok fogalmét és a (9.1) egyenlettel valé kapcsolatat vézol-
juk, majd ez alapjan két megoldhatdsagi tételt adunk meg.

9.1. Félcsoportok és operator-differencialegyen-
letek

Az el6zé fejezetektol eltérden itt eldszor nem csak Hilbert-térben nézziik a fel-
adatot, mert egyes alkalmazdsokban X szerepét a C(I) vagy C(9) tér jatssza,
a targyalasban pedig egy darabig nincs kiilonbség a Banach- és Hilbert-tér
esete kozt. Legyen tehdt X Banach-tér, A : X D— X siir(in definidlt opera-
tor, up € D(A) adott vektor, és tekintsiik az aldbbi kezdetiérték-feladatot:
keresendé olyan u : [0,00) — X fiiggvény, melyre

u(t) = Au(t), u(0) = ug. (9.4)

Mivel a keresett fiiggvény u : R D— X tipusi, igy a megolddsnak (a kezdeti
feltételen til) egyszeriien azt kell teljesitenie, hogy

lim u(t+h) —u(t)

e S (9.5)

ahol t = 0 esetén csak h — 07 esetén kell a limesz.

El6szor (9.2)-(9.3) mintdjéra értelmezziik a félcsoport és a generdtor fogal-
méat, majd ebbél szdrmaztatjuk a (9.4) feladat megoldédsét. Egyszeriiség ked-
véért feltessziik a félcsoport folytonos fiiggését a paramétertol a pontonkénti
konvergencidra nézve (err6l 14sd kés6bb a 9.3. megjegyzést).

9.1. Definicié. Legyen X Banach-tér, T : [0,00) — B(X) leképezés, melyre
() T(0) =1

(i) T(t+s)=T@)T(s) (Vt,s>0);

(iii) barmely x € H esetén t — T'(t)x folytonos mint [0,00) — X leképezés.
Ekkor a {T'(t)}+>0 operatorhalmazt (egyparaméteres, erésen folytonos) fél-
csoportnak hivjuk.

9.2. Definicié. Legyen X Banach-tér, {T'(t)} adott félcsoport, A : X >— X
stirtin definidlt operdtor. Azt mondjuk, hogy A a {T'(¢)} félcsoport generdtora
(vagy A generalja a {T'(t)} félcsoportot), ha

D(A):{er: Ji= lim %x} és  Az=2 (Vze D(A)).

h—0+
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9.3. Megjegyzés. (i) A félcsoport fenti definicigjdban a (iii) pont helyett
szokds csak a t = 0 pontbeli folytonossigot feltenni (azaz, hogy T'(t) — I
pontonként X-en, ha t — 0). Ebb6l ui. mér igazolhaté a folytonossdg minden
t-ben, vagyis a (iii) pontban feltett alakban, ezt a hosszabb levezetést azon-
ban elhagytuk, 14sd pl. [62]. A takarékosabb definici6 esetén is ilyenkor eré-
sen folytonos félcsoportnak hivjdk {T'(¢)}-t. A félcsoport folytonossdga azért
fontos, mert ebbdl igazolhatd, hogy mindig létezik a fenti definicié szerinti
generdtora, 14sd szintén [62]-ben.

(ii) A generdtor fogalma alapjan

lim L) =1

o, h ug = Aug (VUO S D(14))7 (96)

ami értelmezhetd gy, hogy T'(0) = A (D(A)-ban pontonként), tehdt (9.3)
megfelel6jeként.

9.4. Lemma. Ha az A : X D— X sirdn definidlt operdtor egy {T'(t)} fél-
csoportot generdl, akkor bdrmely ug € D(A), t > 0 esetén T (t)ug € D(A)
€s

AT (t)up = T(t) Aug.

Bizonyitas. A félcsoport-tulajdonsigok miatt barmely ¢, h > 0 esetén

anQfIW:Tm[JTmW, (9.7)

mivel mindkét oldal megegyezik w up-lal. A generator fogalma sze-

rint limp_q T(hh)J ug = Aug, igy h — 0 esetén, T'(t) € B(X) miatt (9.7) bal
oldalanak limesze T'(t)Aug. Ekkor (9.7) jobb oldaldnak limesze is T'(t)Aug,
ami viszont a generator definicija szerint azt jelenti, hogy T'(t)ug € D(A) és
AT (t)up megegyezik ezzel a limesszel, T'(t) Aup-lal. O

9.5. Tétel. Ha az A : X D— X stdriin definidlt operdtor egy {T(t)} félcso-
portot generdl, akkor bdrmely ug € D(A) esetén az

u(t) = T(t)ug (t>0) (9.8)
fiiggvény megolddsa a (9.4) feladatnak.

Bizonyitas. A T(0) = I tulajdonsdg miatt a kezdeti feltétel trividlisan tel-
jesiil, igy csak az egyenletet kell igazolnunk. Eloszor jobbrol vessziik a deri-
véaltat: felhaszndlva rendre a félcsoport-tulajdonsagot, hogy T(t) € B(X), a
(9.6) egyenletet és a 9.4. lemmét,

w(t + h) —u(t) ~ lim T(t+h)—T(t) wo =

TS0t h—0+ h
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Tth)y—-1 T(h)—1
h “ h—07+ h
=T(t)Aug = AT (t)up = Au(t).

lim T'(t =
o 10 w

A balrél vett derivdlthoz (amire csak ¢ > 0 esetén van sziikség) legyen
Apug = % ug, ekkor limy,_,g+ Apug = Aug. Ebbdl

O R G N N O S )
h—0+ h h—0+ h

= lim T(t — h) Apug.
h—0+t
Ha megmutatjuk, hogy
lim T(t — h) Apug = T(t)Auy, (9.9)
h—0+

akkor kész vagyunk, mert az el6bb mér lattuk, hogy T'(t) Aug = Au(t). Vals-
ban,

T(t — h) Apuo — T(t) Aug = (T(t —h)— T(t))Auo YTt —h) (Ahuo - Auo),

itt az els§ tag a félcsoport folytonossidga miatt tart 0-hoz (lasd (iii) pont),
a masodik tagban pedig Apuo — Aug, igy elég beldtnunk, hogy || T'(t — h)||
korlatos, ha h a 0 egy elég kis kornyezetébdl valé. Utdbbi ekvivalens azzal,
hogy barmely t, — t sorozatra ||T(t,)|| korldtos, ezt pedig a 4.2 Banach—
Steinhaus-tételbdl tudjuk, mert (ismét a félcsoport folytonossaga miatt, most
t-ben) T'(t,) pontonként konvergal T'(¢)-hez, {gy pontonként korldtos. O

9.6. Megjegyzés. Mivel T(t) az egész téren van értelmezve, barmely ug €
X esetén értelmes az u(t) := T(t)ug (¢t > 0) fliggvény, ezt a (9.4) feladat
altalanositott megoldasanak tekinthetjiik.

9.2. Két megoldhatésagi eredmény

Ebben a szakaszban legyen H Hilbert-tér. Tekintsiik el6szor a (9.1) egyen-
letet, amikor A € B(H). Ennek megoldédsa teljesen analég a kozonséges
differencidlegyenlet-rendszerekbol ismert médszerrel, amit most félcsoportok-
kal fogalmazunk meg.

9.7. Tétel. Legyen A € B(H) korldtos linedris operdtor. Ekkor A félcsopor-
tot generdl, éspedig
T(t)=e  (t>0)

félcsoport B(H)-ban és generdtora A.



9.2. KET MEGOLDHATOSAGI EREDMENY 149

o0
Bizonyitds. Az e4! := 3 A" operdtorokat a 6.7.2. szakasz (a) pontja

n=0
alapjan definidlhatjuk, ldsd (6.18). Megmutatjuk, hogy teljesiil rdjuk a 9.1.
definicié. Az (i) és (ii) pont a 6.98. 4llitasbdl kovetkezik, hiszen T'(0) = e° = I,
il T(t + s) = eA0Fs) = eAteds — T($)T(s) (Vt,s > 0). A folytonossdg itt
norméban is igaz, azaz limy, o ||T(t + h) — T(t)|| = 0 (Vt > 0). Ugyanis

IT(t+ k) = T()]| = et (e = D)l < el A1 1)

itt a masodik tényezore

OO Anh™
Ah —
e =11 = [ 32 =5

Végiil igazoljuk, hogy {T(t)} generdtora A. A (9.6) pontonkénti limesz helyett
ez is igaz normaban:

oo A n n
Szwze\mmm_l 0, ha h—0.
— n!

Ah 7T o Anhn—l o0 A nhn—l
¢ —AH:lim 27’<Iim ZL
n.
n=2

h h—0+ n! ~ h—0t
n=2

1m
h—0+t

— A"
< lim h§ - < el lim b= 0
T oot Lo nl - h—0+ ’

felhaszndlva, hogy 0 < h < 1 esetén 0 < h"~! < h (Vn > 2). O

Igy érvényes a 9.5. tétel.

9.8. Kovetkezmény. Bdrmely A € B(H) ésug € H esetén az u : [0,00) —
X,
u(t) = eug

fiigguény megolddsa az
u(t) = Au(t), u(0) = ug
kezdetiérték-feladatnak.

9.9. Allitas. Bdrmely A € B(H) ésug € H esetén az u(t) = Au(t), u(0) =
ug kezdetiérték-feladat megolddsa egyértelmi, és az ||u(t)| < el AN ||lu| ¢ >
0) folytonos fiiggés teljesiil (Gronwall-tipusi egyenldtlenség).

Bizonyitas. Eloszor az egyenltlenséget igazoljuk:

o0 o0
A A
@)l = lleAuoll = | 3= = ol < 37 F = lluoll = el 41 ).
n=0 : n=0 ’
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Az egyértelmiiséghez a linearitds miatt elég megmutatnunk, hogy ug = 0
esetén u(t) = 0, ez pedig a kapott egyenl6tlenségbdl kivetkezik. g

Legyen most H szeparabilis és tekintsiik a (9.1) egyenletet akkor, ha A = —L,
ahol L-nek kompakt pozitiv inverze van.

9.10. Tétel. Legyen L : H D— H striin definidlt szigorian pozitiv operdtor,
melyre R(L) = H és L' kompakt. Jelolje (\,) és (en) az L operdtor sajdt-
értékeinek és megfeleld sajatvektorainak sorozatdt, ahol Ay < Ay < ... és a
sajdtvektorok TONR-t alkotnak. Ekkor —L egy {T'(t)}+>0 félcsoportot generdl
B(H)-ban, éspedig

Tt)=ett (t>0),

ahol (8.7) alapjin e~ Lt € B(H),

o0 o0
T = Z Cnen € H esetén e Tz = Z e Mte e, (9.10)

n=1 n=1

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy teljesiil a 9.1. definicié. Az (i) és (ii) pont
e~ It definici6jabol kovetkezik. A (iii) ponthoz legyen = € H, igazoljuk, hogy
t — T(t)z folytonos, azaz ha t > 0 rogzitett, akkor limy_,o||(T(t + h) —
T(t))z|| = 0. Valéban, itt a (9.10) sorfejtések alapjan

I(T(t+h) = T(1)x|* = i(e‘(”h)“ — =) enf?.

n=1

Mivel 7,5 > 0 esetén [e™" —e™5| < |r —s| és |[e™" —e™%| < 1, igy e~ ¢+PAn —
e"tAn| < min{\,|h|, 1}, amibsl

I(T(t+h) = T(t)z|® <> min{A2h%, 1} eq|.

n=1

Legyen h € R. Ha A\, < 1/+/|h|, akkor A\2h? < |h|, igy min{\2h2, 1} < ||,
ha pedig A, > 1/+/|h|, akkor min{A2h?, 1} < 1. Ezekbdl

(T +h) =Tzl < bl Y leal® + Y leal®

An<#

Ap>—Lt—
~VIR| VIR

Ha h — 0, akkor az els§ tag 0-hoz tart, mert |h|||z|?>-tel becsiilhetd, és a
mésodik tag is 0-hoz tart, mert ||x||? konvergens sorabdl egyre nagyobb indextt
szeleteket vonunk le.
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Végiil igazoljuk, hogy {T'(t)} generdtora —L, azaz teljesiil (9.6). Ha ug =
> enen € D(L), akkor

n=1
T(h) — 1T 2 et 1 2
[l = [ e -
e hn —q
_ 1) 21012
Z( i, T Auleal
n=1
Legyen f(r) := 67:*1 +1 (r > 0). Elemi derivédldssal igazolhatd, hogy 1—r

<
e"<1—-r+ g, amibél 0 < f(r) < £ (¥Vr > 0). Emellett limg f = 0
és limy, f = 1, igy f korldtos. Legyen M := sup f, ekkor tehdt |f(r)| <
min{%, M}. Ebbdl

T(h)_I 2 . 3 1 2472 2 2 2
HTuo—b—LuoH < ;mln{ih X2, M2 2 e

oo
Itt Lup = > Ancnén. A kordbbi gondolatmenethez hasonléan, ha h > 0,

n=1

akkor \, < 1/vh esetén A\2h? < h, gy a fenti minimum legfeljebb h/4, ha
pedig A, > 1/v/h, akkor a fenti minimum legfeljebb M?2. Ezekb6l

HT(h) -1

> p
; u0+Lu0H < T Rlel 4+ M2 R (9.01)

An>

és ha h — 0, akkor az elsd tag 0-hoz tart, mert 2||Lug||*-tel becsiilhetd, és a
mésodik tag is 0-hoz tart, mert M?||Lug||? konvergens sorabél egyre nagyobb
indext szeleteket vonunk le. O

9.11. Kovetkezmény. Legyen L : H D— H sdridn definidlt szigorian pozi-
tiv operdtor, melyre R(L) = H és L™ kompakt. Bdrmely ug € D(L) esetén
azu:[0,00) = X,
u(t) = e lug
fiigguény megoldasa az
w(t) + Lu(t) = 0, u(0) = ug (9.12)
kezdetiérték-feladatnak.

Bér itt a megoldhatésigot ug € D(L) esetén mondtuk ki, a ¢ — e~ tuy fiigg-
vény barmely ug € H esetén értelmes, mivel e~ € B(H). Ezzel motivalhaté
az alabbi
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9.12. Definicié. A 9.11. kovetkezménybeli L operdtor esetén, ug € H\D(L)
mellett az u(t) = e Lluy (t > 0) fiiggvényt a (9.12) kezdetiérték-feladat
dltaldnositott megolddsdanak hivjuk.

Igazoljuk, hogy az altaldnositott megoldas csak annyival tud kevesebbet a
kordbbindl, hogy a 0-ban nem értelmes az egyenlet. (Ott nem is lehet, hiszen
4(0) + Lug nem értelmezhetd, ha ug ¢ D(L).)

9.13. Tétel. Legyen L a 9.11. kivetkezménybeli operdtor, és tegyiik fel, hogy
oo

maximdlis értelmezési tartomdnnyal lattuk el, azaz D(L) = {x =3 cpepy €
n=1

(&S] o0
H: > Xle,* < oo} és ilyen x-re Lz := > Apcpen.

n=1 n=1

Legyen ug € H tetszbleges, u(t) := e LTtug. Ekkor barmely t > 0 esetén
u(t) + Lu(t) = 0.

Bizonyitas. Elészor megmutatjuk, hogy u(t) € D(L) (Yt > 0). Ha ugyanis

o0
Up = Y. Cpep, akkor

n=1
o0 oo
u(t) := e Ttyy = Z e Mtee, = Z dpeén,
n=1 n=1
igy
D Anldnf? =3 Niem lenl? < Sy max(r?e™™) Y fenl? = 5 l)* < oo,
n=1 n=1 n=1
ahol az f(r) := r2e~?" fliggvényre p := [ma>§f azért létezik, mert f(0) =
0,00
lim f = 0.
oo
Adott ¢ > 0 esetén a u(t) + Lu(t) = 0 egyenl8ség azt jelenti, hogy

lim
h—0

AR S E R

lim t) + Lu(t)) —0.

Felhasznélva, hogy u(t) € D(L), a fenti limesz a (9.11)-nél latottakhoz ha-
sonléan igazolhato. O

9.14. Allités. A 9.11. kovetkezménybeli L operdtor esetén a (9.12) kezdeti-
érték-feladat megolddsa egyértelmd, és az ||u(t)|| < e *1*||uol| (t > 0) folyto-
nos fiiggés teljesil, ahol A1 > 0 az L legkisebb sajatértéke.
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o0
Bizonyitas. Ha ug = > cpen, akkor Ay < Ay < ... miatt

n=1
) [eS)
Ju(t) | = lle™Euo 2 = 37 e 2 < 703 e [P = €2 2,
n=1 n=1

ennek négyzetgyoke a kivant becslés. Az egyértelmiiség ebbol a 9.9. dllitashoz
hasonléan kovetkezik. |






10. fejezet

A megoldhatoésagi tételek
alkalmazasai

Ebben a fejezetben tobbféle példaval szemléltetjiik az eddigi megoldhatésagi
tételek alkalmazdsi korét. Utobbiak felépitése azt is megmutatja, hogyan ve-
zethet6k vissza a koercivitasra ezek a megoldhatéségi eredmények. A vizsgélt
modellekrél részletesebben olvashatunk az [59, 67, 69], ill. a [40] konyvekben.
Tovabbi, itt nem vizsgalt hasonlé alkalmazasok koziil megemlitjitk még a line-
aris rugalmassdgi modellt [3] és a tartoményfelbontdsi médszerekben fellépd
Poincaré—Sztyeklov-operétort [56].

10.1. Integralegyenletek

Ebben a szakaszban az alabbi integraloperatorra vonatkozé masodfaju egyen-
letekkel foglalkozunk: legyen I = [a,b], H := L*(I), valamint K € L?(I x I)
adott valds értéki fiiggvény és B : H — H a kovetkezd:
b
(Bu) (x) = / K(z,s)u(s)ds (u € L*(1)).

A 6.24. allitasban lattuk, hogy

(1) B € L3(I) — L?(I) korlatos linearis operator.

(2) Ha K szimmetrikus, azaz K(z,y) = K(y, ), akkor B énadjunglt.

(3) Ha K tgynevezett pozitiv magfiiggvény, azaz létezik N € L2(I x I)
valés fiiggvény, hogy

b
K(z,y) = / N(x, 5)N(y, 5)ds.

155
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akkor B pozitiv operator.

10.1. Tétel. Legyen K € L*(I x I) pozitiv magfiigguény. Ekkor az

b
u(z) + / K(ryuly) &y = f)  (zel)

integrdlegyenletnek bdrmely f € L2(I) esetén egyértelmiien létezik u* € L2(I)
megolddsa.

Bizonyitas. Az egyenlet u+ Bu = f alakt, ahol az I + B € B(H) operator
onadjungalt, sot

(I + Byu,u) = |[ul® + (Bu,u) > ||ul®

miatt egyenletesen pozitiv is. Ekkor a 7.1. tétel szerint egyértelmiien létezik
megoldés az L2(I) térben. O

A fenti feladatra dltaldnosabb esetben (ahol a magfiiggvény pozitivitdsat sem
kell feltenniink) a Fredholm-féle alternativatétel érvényes:

10.2. Tétel. Legyen K € L?(I x I) magfiiggvény, p € C. Ekkor a

b
pu(z) + / K(zy)uly) dy= f(z) (zel) (10.1)

integralegyenlet megoldhatdsdgdra nézve két eset lehetséges:
(i) bdrmely f € L*(I) esetén egyértelmilen létezik u* € L?(I) megolddsa;

(ii) az f = 0 jobboldal (azaz homogén egyenlet) esetén létezik u* € L*(I),
u* # 0 megolddsa.

Bizonyitas. Legyen A := —pu. Ekkor az egyenlet Bu — Au = f alaku, ahol B
a 6.24. allitasbeli operator, amely a 6.76. megjegyzés szerint kompakt. Igy a
6.91. tétel alkalmazhat6 az L?(I) térben. O

10.3. Megjegyzés. A B integraloperatort Volterra-tipusunak hivjuk, ha ben-
ne csak a-t6l x-ig integralunk, ami akkor van igy, ha barmely x < y < b esetén
K(z,y) = 0. Ekkor igazolhatd, hogy o(B) csak a 0 pontbdl 4ll, igy a (10.1)
egyenlet barmely p € C esetén egyértelmiien megoldhaté minden f € L%([)
mellett, s6t ez egyenesen kovetkezik a Banach-fixponttételbdl, lasd [37, 43].
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10.2. Peremértékfeladatok gyenge megoldasa

10.2.1. Egydimenziés peremértékfeladatok (Sturm-Liou-
ville-probléma)

(a) A H}(I) Szoboljev-tér

E fejezetben sziikségiink lesz az 1.3.3. szakaszban bevezetett Szoboljev-terekre
és tovabbi tulajdonsigaikra. Mint lattuk, a Szoboljev-terek koziil Hilbert-
teret alkotnak a

HN(I) .= WNA(I) =

= {u e CNHI) : wN 7Y abszolit folytonos, u™) e LQ(I)}
(4ltaldban komplex értékii) fiiggvényterek az

» N
<U,U>HN :/ Zu(k)g(k)

k=0

skalarszorzattal. Ha ezen beliil N = 1, akkor tehat a
HY(I) := W"2(I) = {u . T — C abszolit folytonos, ' € LQ(I)}

Szoboljev-térrdl van szd, melynek skalarszorzata, ill. az indukélt norma

b b
ol = [ e, fulfe = [ (PP 102
A peremértékfeladatokban sziikség lesz az alabbi specialisabb Szoboljev-térre:
Hy(I) = {u € HI) : u(a) = u(b) = 0}.
10.4. Allitas. H{(I) Hilbert-tér a H(I)-b6l 6rokolt (-,-) ;1 skaldrszorzattal.

Bizonyitas. Az 1.3.3. szakaszban bevezetett ||.||« norma segitségével konnyen
lathato, hogy a normaban konvergens sorozatok megdérzik a homogén perem-
feltételt, azaz H{(I) zért altere H'(I)-nek, igy maga is Hilbert-tér. O

Vezessiik most be a Hj (1) téren az alabbi 1j skalarszorzatot:

b
(u,v)Hol(I) :/ u'v. (10.3)

A peremfeltétel miatt konnyen lathatd, hogy ez valéban skaldrszorzat.
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10.5. Allitas. (Sztyeklov-egyenldtlenség) Létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy
lull p2py < € 'l 2y (u € Ho(I)).

Bizonyitas. Bérmely x € I esetén a Newton—Leibniz-tétel, az u(a) = 0
peremfeltétel és a Cauchy-Schwarz-egyenl6ség felhasznalasaval

< / WS / 12 < 2y (b — a),

b
ezt integralva: HUHQL2(1) = / |u(z)|?dx < Hu/||22(1) (b—a)* O

Ju(z)* =

10.6. Megjegyzés. (i) A Sztyeklov-egyenlétlenség valéjdban a (8.10) Poin-
caréfFriedrichs-egyenlétlenség specidlis esete. S6t, utébbibdl az éles ¢ kons-
//

tanst is megkapjuk: ¢ = \ﬁ’ ahol \; az Lu := operator legkisebb
sajatértéke I-n Dirichlet peremfeltetel mellett. Ismeretes (14sd pl. (8.5)-bdl
eltoldssal), hogy Ax = (£Z)? (k € NT), igy az éles konstans ¢ = =2,

(ii) A Sztyeklov—egyenlotlensegben fontos, hogy csak homogén peremfeltetelt
teljesité u szerepelhet. Amugy nem mindig teljesiil, pl. ha u = ¢ # 0 kons-
tansfiiggvény.

10.7. Allitas. A H}(I)-n értelmezett ij és a H (I)-t6l orokolt régi skaldr-
szorzat dltal generdlt normdk ekvivalensek.

Ezt alabb &ltaldnosabban igazoljuk a 10.9 allitasban. Ebbdl és az 1.10. alli-
tasbdl kapjuk:

10.8. Kévetkezmény. (H&(I), (-, '>H5> Hilbert-tér.
10.9. Allitas. Legyenek p,q € L¥(I), p(z) > m > 0 és q(z) > 0 minden
x € I-re. Ekkor .

[u,v] := / (pu'v’ + quo) (10.4)

skaldrszorzat o HY(I) téren, és az [[u]] := [u,u]/? norma ekvivalens a H'-

normdval.
Bizonyitas. A formuldbdl nyilvdnvald, hogy [.,.] teljesiti a skaldrszorzés (i)-

(ii) axiémadit, a (iii) pedig kovetkezni fog a még bizonyitandé ekvivalencidbdl.
Itt

b b
[ = [ bl + aluf?) < max(p] =, Nall=} [ (' + 1) (105)
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=M [[ulF,

ahol M := max{||p||r=, ||¢||L=}. Méasrészt a Sztyeklov-egyenl&tlenség alap-

jén
b 2 b
1
Jul2n < (1+¢) / 2 = L / ml[? <
a m a
1+c¢2 [P —~
< (plu/* + qlul?) = M [[u]]?,
m a
ahol M:: 1+CQ. O

Az 1.10. &llitds alapjdn:
10.10. Koévetkezmény. (H}(I),[.,.]) Hilbert-tér.

(b) Peremértékfeladatok és a megolddsfogalom problémadja

Legyen I = [a, b] adott intervallum. Tekintsiik az aldbbi in. Sturm-Liouville-
féle peremértékfeladatot:

(PF) { Lu=—(pu) +qu=f

u(a) = u(b) =0, (106)

ahol g(z) > 0, p(x) > m > 0.

Ismeretes a kozonséges differencidlegyenletek elméletébél, hogy ha p € C1(J)
és q, f € C(I), akkor létezik u € C?(I) megoldéds. Ezt gyakran klasszikus
megoldasnak hivjuk. Eléfordul azonban, hogy csak ennél gyengébb simasigi
feltételek teljesiilnek a p és q fiiggvényekre, gy, hogy nem létezhet klasszikus
megoldas.

Tekintsiik példaképpen a

{ =S (10.7)

u(a) =u(b) =0
feladatot, azaz amikor ¢ = 0, kétféle esetben.

(i) Legyen tovabbra is p € C1(I), de f ¢ C(I). Ekkor nem létezhet u €
C?(I) megoldas, mert akkor pu’ € CY(I) és igy —(pu') = f € C(I)
lenne.

Létezhet viszont u € H?(I) megoldés, azaz u € C1(I), melyre u’ abszo-
It folytonos, u” € L3(I), és —u” = f m.m. teljesiil. Példdul a p = 1

esethez tartozé
—u = f
10.8
{ u(a) =u(b) =0 (108)
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feladat esetén barmely f € L2(I) esetén létezik v € H?(I) megoldss,
melyre v’/ = —f m.m., ezt a 8.1.2 szakasz 1.(i) példdjdban igazoltuk.
Konkrét példaként, ha [a,b] = [—1,1] és f(z) := sgn(x), akkor u(z) =
12(1 — |z|) egy olyan C'-beli fiiggvény, amelynek a mésodik derivaltja
majdnem mindeniitt 1étezik (csak x = 0-ban nem) és egyenl az sgn
figgvénnyel, ill. a peremfeltételeket is teljesiti.

Legyen most ismét f € C(I), viszont p szakaszonként konstans. (Ilyen
fiiggvény lehet egy kiilonboz6 4llandé ellendlldsokat tartalmazé anyag-
egyiitthat6, pl. magnességi feladatokban.) Ekkor &ltaldban u € H?(I)
megoldds sem létezik amiatt, hogy u € C1(I) nem teljesiil, azaz v’ nem
folytonos. Az egyenletben ugyanis —pu’ derivéltja az f € C(I) fiigg-
vény, azaz pu’ € C1(I) kell legyen. Ha azonban u’ folytonos lenne és p
szakaszonként konstans, akkor pu’ is szakadasos kell legyen (kivéve ha
u' épp a szakaddsi pontokban 0), igy plane nem lehet C(I)-beli.

Ezért e megoldasfogalmak helyett egy tovabbi — gyengébb — fogalmat
kell bevezetni.

(c) Az egydimenziés peremértékfeladat gyenge megoldisa

A gyenge megoldés fogalmdhoz a kovetkezé megfontoldsbdl indulunk ki. Ameny-
nyiben u klasz- szikus megoldés, azaz u € C%(I), szorozzuk be a (10.6) egyen-
letet egy v € H(I) fiiggvény konjugéltjaval és integraljunk:

/ab <— (pu’)/ﬁ—i-qu@) = /abfv.

Ebbdl parcidlis integralds utan, a peremfeltételeket felhasznalva az

/ab (pu'v" + quv) = /ab fo

egyenloséget kapjuk. Ez azért hasznos, mert ebben mar csak u els6 derivéltja
szerepel, és az is elég, ha m.m. létezik és L2-beli: azaz u € H}(I) esetén is
értelmes kifejezést kaptunk.

A fenti egyenldséget tehat egy u klasszikus megoldés teljesiti, de ha ilyen nem
létezik, akkor az egyenl6ség u € Hi(I) esetén is értelmes kovetelmény. Erre
alapul a kivant fogalom.

10.11. Definicié. Az u € Hi(I) fiiggvényt a (10.6) peremértékfeladat gyen-
ge megolddsdnak nevezzik, ha

b b
/ (pu'v" + quv) = / fo (Yo € Hy(I)). (10.9)
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10.12. Tétel. Legyenek p,q € L>®(I), p(x) > m > 0, g(z) > 0 m. m.
x € I-re. Ekkor a (10.6) peremértékfeladatnak bdrmely f € L?(I) esetén
egyértelmiien létezik u € HY(I) gyenge megolddsa.

Bizonyitds. Vezessiikk be a H}(I) térben a (10.4) egyenléségben definidlt
[u,v] = ff (pu'v’ +quv) skaldrszorzatot, és jeldlje most is [[u]] az indukélt nor-
mét. A 10.10. kévetkezmény szerint H}(I) Hilbert-tér az 1j skalarszorzattal
elldtva is, hiszen az utébbi altal induk4lt norma ekvivalens az eredeti H(I)-
normaval. Az ekvivalencia miatt 1étezik K > 0, hogy

10l 2y < Mollgpeery < K] (Vo € Hy(D)).
Legyen ¢ : HY(I) — C a ¢v = fab vf funkciondl. Ez linedris, mésrésat

[pv] < HUHL2(1) ||fHL2(1) = <K||f||L2(I)> [[v]] (Vv € Hy (1)),

azaz ¢ folytonos is a fenti Hilbert-térben. Riesz reprezentacids tétele szerint
3w € H(I), melyre ¢pv = [v,u] minden v € H{(I)-re. Ez éppen azt jelenti,
hogy

b b
/ (pv'w’ + qua) :/ vf (Yo € Hy (1)), (10.10)

ezt konjugélva pedig éppen a gyenge megoldds definiciéjahoz jutunk. O

10.13. Megjegyzés. A fenti tétel mas tuton is igazolhatd, felhasznélva a
(szintén a Riesz-tételbdl levezetett) korabbi Hilbert-térbeli megoldhatdsagi
tételeket.

(1) (A Laz—Milgram-lemma alkalmazdsa.) A (10.9) egyenldség bal oldalan 4ll6
[.,.] skaldrszorzat egy B : Hi(I) x H}(I) — C konjugdltan bilinearis forma,
amelyre a [[.]] és ||.|| g normék ekvivalencidja épp azt jelenti, hogy B korldtos
és koerciv: valéban, (10.5) alapjdn

|B(u, )| = |[u, v]] < [[ull[[v] < Mllullg: o]l a2

B(u.w) = [[u]]” = (1/M)ul3:-

Tekintsitk most (10.9) konjugéltjat, azaz a (10.10) egyenléséget. Az ennek
jobb oldalan &l16 kifejezés a 10.12. tétel bizonyitasa szerint folytonos linearis
funkcional. Ezekbdl az egyenlOség

B(v,u) =¢v (Yo e Hi(I))

alakban irhato, ahol tehat B korlatos és koerciv konjugéltan bilinearis forma,
ill. ¢ folytonos linearis funkciondl, igy alkalmazhaté a Lax—Milgram-lemma
komplex alakja (a 7.16. tétel (2) pontja).
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(ii) A (10.6)-ben definidlt Lu = — (pu’)’+qu nem korltos operétor a Dirichlet-
peremfeltételek mellett egyenletesen pozitiv. (Ez a 8.17. 4llitds alapjin ko-
vetkezik n = 1 dimenziéban, itt a qu tag hozzdadasa ¢ > 0 miatt megérzi a
porzitivitast.) Itt L energiatere a H}(I) tér a [.,.] skalarszorzattal, igy a 8.29.
tétel esetiinkben éppen a 10.12. tételt adja.

10.2.2. Toébbdimenzids elliptikus peremértékfeladatok

(a) Szimmetrikus feladatok

Most tobbdimenzids esetre vazoljuk fel a gyenge megoldas fogalmat egy Q C
R™ korlatos tartomanyon, melyrdl feltessziik, hogy pereme szakaszonként si-
ma. A tébbdimenzids Szoboljev-terek és gyenge megoldas témakorének rész-
letes térgyaldsa a [67] konyvben olvashaté. A H}(Q) Szoboljev-tér olyan
u € L2(Q) fiiggvényekbdl &ll, amelynek minden elsérendii disztribticiés par-
cidlis derivéltja létezik és L%(Q2)-ban van, tovabba ujpq = 0 is fennall nyom-
értelemben. A (10.2), ill. (10.3) skaldrszorzatok megfeleli:

(U, ) g1 = / (Vu - Vv +uv), (u, ”>H3 = [ Vu-Vo.
Q Q

Tekintsiik példaként a (8.2) feladatot Dirichlet-peremfeltétellel:

Lu=—div(pVu) = f,
{ w0 (10.11)

A gyenge megoldés fogalmét (az egyvéltozis esetben részletezettekhez hason-
16an) az motivélja, hogy a feladatnak nem mindig van u € C%(Q) klasszikus
megoldésa, s6t v € H2(2) sem mindig teljesiil. Az utébbi a tébbdimenzi-
0s esetben nemcsak p szakaddsos volta esetén, hanem a tartomany miatt is
eléfordulhat, pl. ha ,konkdv sarok” van a peremen, ldsd [69, I11., 15.2 fej.].

A gyenge megoldds fogalméhoz (az egyvéltozés esethez hasonléan) abbdl in-
dulunk ki, hogy egy u € C%(Q) N C*(Q) klasszikus megoldasra

/ p Vu- Vv = / 1 VoelH(Q), vpa =0. (10.12)
Q Q

A fenti egyenl8ség tehat minden v € C}(Q2) tn. tesztfiiggvényre teljesiil. Mivel
a H} () Szoboljev-tér a C () teljessé tétele — azaz C&(Q) sfiri halmaz ebben
a térben — , igy az egyenléség minden v € Hi () esetén is teljesiil.

A (10.12) alak haszna, hogy akkor is értelmes, ha u-nak csak els6 derivéltja
létezik m.m. és L2-beli, azaz u € H}(I) esetén is értelmes kifejezést kaptunk.
Most is ez lesz a gyenge megoldas kovetelménye:
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10.14. Definicié. Az v € H{(Q) fiiggvényt a (10.11) peremértékfeladat
gyenge megolddsdnak nevezziik, ha (10.12) teljesiil minden v € H}(I) ese-
tén.

A létezés és az egyértelmiiség az egyvaltozds esethez hasonléan adddik, itt is
elégape L™(Q), p(z) >m >0 (m. m. z € Q) feltétel. Vezessiik be az
[u,v] := / p Vu - Vu (u,v € Hy(R))
Q

skalarszorzatot. Az ez altal indukélt [[.]] norma a p-re tett feltétel és a (8.10)
Poincaré-Friedrichs-egyenl6tlenség miatt ekvivalens a ||.||g: norméval, igy
H} () ezzel is Hilbert-tér.

10.15. Tétel. Legyen p € L=(Q), p(r) > m >0 (m. m. v € Q). Ekkor a
(10.6) peremértékfeladatnak bdrmely f € L?(Q) esetén egyértelmiien létezik
u* € HE(Q) gyenge megolddsa.

Bizonyitas. Tekintsiik a (H& (), [ ]) Hilbert-teret. Legyen ¢ : H}(Q) —

C, ¢v:= [, fv. Ekkor ¢ linedris funkciondl, és korltos is, mert
60l < If e ol e < K NFa ()] (7 0 € HA(Q)).
A Riesz-féle reprezentaciés tételbdl egyértelmiien létezik u* € Hi (£2), hogy
[v,u"] = ¢ (Vv e Hy(Q)).
Ezt konjugdlva, [.,.] és ¢ definicidja alapjén u* gyenge megoldés. O

10.16. Megjegyzés. (i) A 10.13. megjegyzésben elmondottakhoz hasonléan
a fenti tétel mas utakon is igazolhato.

Hasznalhatjuk egyrészt a Lax—Milgram-lemmdt. A (10.12) egyenléség bal ol-
dalan 4116 [.,.] skaldrszorzat egy B : HE(Q) x H} () — C konjugdltan bili-
nedris forma, amelyre a [[.]] és ||.||g: normdk ekvivalencidja épp azt jelenti,
hogy B korlatos és koerciv: az m < p(x) < M := maxp korldtok révén

|B(u,v)| = |[u, ]| < [[ul][[] < Mljull g llv] ae
Bu.u) = [[ul]? > miful;.
A (10.12) egyenl8ség konjugaltja most is
Blo,w) =dv (Yo € HY(Q)

alakban irhaté, ahol teljesiilnek a Lax—Milgram-lemma komplex alakjanak
feltételei.
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Alkalmazhaté mésik indoklasként a 8.29. tétel is az Lu = — div (p Vu) ope-
ratorra.

(ii) A p > m feltétel, a 8.30. megjegyzés és a (8.10) Poincaré—Friedrichs-
egyenl6tlenség alapjén a |[Vu*||p2 < ﬁ\\fﬂp folytonos fiiggést kapjuk.
(iii) Az f € L?*(Q) feltétel enyhithetd, mivel (10.12)-ben [, fv helyett &l-
taldban ¢uv is szerepelhet, ahol ¢ : H}(Q) — C tetszSleges korldtos linedris
funkcional. (Utébbit gy szokés jelslni, hogy ¢ € H—1(£).) A bizonyitas ui.
csak ezt hasznalja ki ¢-rél. Ha példaul ¢v := [ Sv, ahol ' C Q sima fe-
lilet és 3 € L*(T'), akkor (a I'-ra vett nyomoperdtor folytonossiga miatt)
¢ € H71(Q). Ez form4lisan az Lu = B dr egyenletnek felel meg, ahol ér a T’
feliiletre koncentréalt Dirac-féle ,fiiggvény”.

A tétel emellett nulladrendii taggal egyiitt, azaz Lu := —div(pVu) + qu
esetén is igazolhatd, ha g € L>=(f2), ¢ > 0; ekkor csak a [[.]] és ||.|| g1 normak
ekvivalencidjahoz kell t&bb (de az egydimenzids esettel analdg) szdmolds.

(b) Nem szimmetrikus feladatok

Legyen 2 C R™ korlatos tartoméany szakaszonként sima peremmel, és tekint-
siik az alabbi feladatot:

{ 57;95:_0(.11‘] (pVu)+b-Vu=f (10.13)
10.2.2. feltételek.
(i) pe L*(Q), p(x) >m >0 (m. m. z € Q);
(ii) b € C1(Q, R"), divb =0 (azaz b divergenciamentes vektormezd).

A gyenge megoldas fogalmat az el6z6 szakaszhoz hasonldan értelmezziik. Most
azonban egyszeriibb, ha valés Hilbert-térben vizsgaljuk a feladatot, legyen
tehat HE(Q) valds értékii fiiggvényekbdl allé Hilbert-tér az

(w,v) gy = /QVu - Vo (u,v € H3(Q))
skaldrszorzattal. Ekkor olyan u € Ha () fiiggvényt keresiink, melyre
/Q(p Vu -V + (b Vu)v) :/va (Vo € HL(Q)). (10.14)
10.17. Tétel. Ha teljesiilnek a 10.2.2. feltételek, akkor a (10.13) peremér-

tékfeladatnak barmely f € L?(Y) esetén egyértelmien létezik u* € HE()
gyenge megolddsa.
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Bizonyitas. A Lax—Milgram-lemmaét szeretnénk haszndlni (most a 7.16. tétel
(1) pontja). Legyen B : Hi(2) x HE(2) — R az aldbbi bilinedris forma:

B(u,v) := / (p Vu-Vu+ (b Vu)v).
Q
Ekkor
[B(u, )| < 1Pl cos lull mg 1o/l g + Bl zoe lull g 0]l 22 < (10.15)

< (Ipllz= + Kalbl L) llull g 0]l

ahol a (8.10) Poincaré-Friedrichs-egyenlétlenséget haszndltuk és Ko := /\fl/ 2,
fgy B korlatos bilinearis forma. A koercivitashoz felhasznéljuk az aldbbi azo-

nossagokat:
div(bu?) = (divb) u? +b-V(u?) = (divbh)u? +2(b- Vu)u = 2(b - Vu)u

(a divb = 0 feltevésbdl), igy a Gauss-Osztrogradszkij-tételbdl és ujpn = 0

révén
0= / (bu?) - vds = / div(bu?) = / 2(b - Vu)u.
o0 Q Q

Tehat [, (b- Vu)u = 0. Ebbél
(Buwyy = [ (V0P + (b V) = [ pIVuP 2 mlulyy  (1010)
Q Q

(Vu € Hy (),

igy B koerciv is. Masrészt ¢v := [, fv korldtos linedris funkcional a Hg(€2)
téren, ami ugyanigy addédik, mint a 10.15. tétel bizonyitasaban. fgy a Lax—
Milgram-lemma alapjan egyértelmiien létezik olyan u* € HE(Q), amely tel-
jesiti (10.14)-t. O

10.18. Megjegyzés. A tétel nulladrendii taggal egyiitt is igazolhaté a bi-
zonyitas értelemszerti médositasaval: egyrészt, ha Lu := —div(pVu)+ b -
Vu + cu, ahol ¢ € L™(Q) és ¢ > 0; 4ltaldnosabban pedig, ha a divb = 0 és
¢ > 0 feltételek helyett a ¢ — % divb > 0 egyenlétlenség teljesiil.
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10.3. A Stokes-feladat

Aramlasi feladatokban 1ép fel az alabbi PDE-rendszer:

—Au+Vp=f~
divu =0 (10.17)
upo =0,

ahol Q C RN (N = 2 vagy 3) korldtos tartomdny szakaszonként sima perem-
mel, u : Q — RY az dramlds sebességvektora és p : @ — R a nyomds. Az
f: Q = RY adott fiiggvény a kiilsé er6kbél szarmaztathaté. A —Au kifejezés
és az ujpn = 0 peremfeltétel koordindtanként értendd.

A (10.17) rendszer id8ben staciondrius lassi dramldst ir le. (Id&ben véltozé
aramlds esetén a megfelel6 elsé egyenletet id6ben diszkretizalva a fentihez
hasonlé feladatot kapunk, de az elsé egyenlet kiegésziil egy %u taggal, ahol
7 > 0. A megoldhat6sagrol aldabb elmondottak erre az esetre is értelemszertien
atvihetdk.) A Stokes-feladat a 7.3. szakaszban vizsgdlt nyeregpont-feladatok
tipikus esete, tovébbi részletek olvashatdk réla pl. a [21, 69] kényvekben.

A gyenge megoldasnél az u fiiggvényt (a —Au kifejezés és az ujpq = 0 perem-
feltétel miatt) a HE ()Y szorzattérben keressiik, melyet most is valés értéki
fiiggvényekkel definidlunk, igy valés Hilbert-tér. A p nyomadsnél is szeretnénk
a derivaltté] megszabadulni és csak L2(£2)-ban keresni. Mivel a (10.17) egyen-
letek a p fiiggvényt csupan additiv konstans erejéig hatdrozzak meg, igy az
egyértelmiiség érdekében bevezetjitk az aldbi teret:

P2(Q) = {p e L2(Q) : /Qp —0} (10.18)

a szokdsos L2-skaldrszorzattal. A gyenge megoldds definiciéjdhoz az el6z6
szakaszhoz hasonléan indulunk ki: a két egyenletet rendre beszorozzuk v =
(v1,2, ..., vn) € HYMQ)N és ¢ € L*(Q) tesztfiiggvényekkel, majd alkalmaz-
zuk a Green-formulét, ill. Gauss—Osztrogradszkij-tételt. A kapott kifejezés
értelmes akkor is, ha u csak HE (Q)V-ben és p csak L?(Q)-ben van. Itt a vek-
torértékl esetben hasznaljuk a Vu - Vv := Zf\il Vu,; - Vo, jelolést, ill. majd
az (u,v) 1 = [, Vu- Vv skaldrszorzatot a Hj(Q2)" téren. Igy az aldbbihoz
jutunk:

10.19. Definicié. Az (u,p) € H}(Q)N x L*(Q) fiiggvénypért a (10.17) fel-
adat gyenge megolddsinak nevezziik, ha

/QVu~VV—/Qp(divv):/Qf~v (Vv € Hi(Q)N), 00

/Qq(divu) =0 (Vq € L%()).
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A (10.17) feladat gyenge megoldhatdsdgdhoz a 7.29. tételt szeretnénk felhasz-
nalni. Vezessiik be az aldbbi bilinedris formakat:

A:HY QN x HY (N - R, A(u,v) = / Vu- Vv,
Q

(10.20)
B:L*(Q) x HY(Q)N =R, B(p,v) == —/ p (divv).
Q
Ekkor a (10.19) rendszer éppen (7.16) alaki.
10.20. Allitas. A fenti B formdra teljestil az inf-sup-feltétel:
B
inf  sup —BPW g (10.21)
vei2@ wenyn [[Pllzzllull g
P uz0

Bizonyitas. Ez a divergencia-operdtor szuperjektivitdsdnak koszonhetd: [48]
alapjan barmely p € L?(Q) esetén van olyan u € HY Q)N melyre p =
—divu. Ekkor ugyanis a 4.13. kovetkezmény szerint ||p|/pz > fy||u||H5 al-
kalmas v > 0 allandéval, és ezzel az u-val

B(p, u) = —/Qp«hvu) :/sz,

Bp.w) _ ple
ozl ~ Tl

igy

0

10.21. Tétel. Bdrmely f € LQ(Q).N fiiggvény esetén a (10.17) feladatnak
létezik egyetlen (u,p) € HE(Q)N x L2(Q) gyenge megolddsa.

Bizonyitas. Itt A : Hg()N x Hj(Q)N — R korlatos és koerciv bilinedris
forma, hiszen ez épp a H}(Q)N tér skaldrszorzata. Masrészt B : L?(2) x
HY(Q)N — R korldtos bilinedris forma, hiszen

B(p,v)| < |Ipll 2]l divvlize < VNpll 2|V 3,
felhaszndlva, hogy
N ) N N
| divv|2. =/(Zam) gN/ > (0ivi)? gN/ > (0wy)* =
Q =1 Q=1 Ry 5=1
= N|[Vv|Z. = NIl

Mivel a 10.20. allitds alapjén fenndll a (10.21) inf-sup-feltétel, a 7.29. tételbol
nyerjitk a kivant megoldhatésagot. 0
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10.4. A Maxwell-egyenletek idoharmonikus ese-
tének megoldasa

A Maxwell-egyenletek a fizika egyik legnevezetesebb modelljét alkotjdk, és
bdséges matematikai vizsgdlatban részesiiltek. Itt [40] alapjdn azzal a specidlis
esettel foglalkozunk, amikor az elektromos ill. mégneses mezdk az

E(x1,x9,x3,t) = Re (E(.Z‘l,l‘g,l‘g)eth) és

H(w1, w2, 73,t) = Re (H (w1, 12, v3)e™")

(z = (71,29,23) € R3, t € R) tin. id6harmonikus alakot veszik fel valamely
w > 0 adott allandé frekvencia mellett, és az elektromos aramstiriiség id6tol
fliggetlen. Az egyszerliség kedvéért legyen emellett a vezetOképesség és a per-
meabilitas dllandé: o, > 0 adott konstansok. Ekkor a Maxwell-egyenletek
az aldbbi egyszeriibb alakra hozhatdk:

rot H=0F
rot B = —iwpH .

Itt a masodik egyenletbél H kikiiszobolhetd és csak E-re kapunk Osszefii-
gést. A H-ra elhagyott egyenléséget a fenti els§ egyenletbdl kapott div E =
% divrot H = 0 egyenlettel helyettesitjiik (mivel divrot = 0), {gy az eredetivel
ekvivalens rendszerhez jutunk. Emellett adott Q C R? (szakaszonként sima
peremil) tartomanyon az F mezére a szokdsos (in. elektromos) peremfeltétel
a kiilsé normalissal valé vektorszorzat megadésa: ezekbdl a

rotrot E + twpoE = 0
divE =0
E x Vion ZE X V\|on
feladathoz jutunk, ahol E adott vektormezd. Végiil vezessiik be az u := E—F

tij ismeretlen fiiggvényt és rendezziik az E-os tagokat a jobb oldalakra. A
kapott rendszer alakja

rotrotu + iwpou = f
divu=yg (10.22)
u X vVipn = 0

(ahol f és ¢ tartalmazza az FE-os tagokat). Ennek megoldhatdsdgat vezetjiik
most le alkalmas fiiggvénytérben.
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A gyenge megoldés fogalmét (az eléz6 szakaszokhoz hasonléan) a klasszi-
kus megoldasra teljesiild, kevesebb simasagot kovetel6 formulabdl kapjuk,
most értelemszeriien komplex Szoboljev-terekben. Az elsé szabdly a Gauss—
Osztrogradszkij-tételbol némi szamoldssal adodik:

10.22. Lemma. Ha u,v € C1(Q,C?), akkor

/rotu~V:/u-rotV+/ u(v xv).
Q Q a0

Ezutan szorozzuk be (10.22) elsd egyenletét olyan v € C*(Q, C?) fiiggvény
konjugéltjival, amely teljesiti a v X v|5q = 0 peremfeltételt, valamint szoroz-
zuk be (10.22) méasodik egyenletét divv-vel, integraljunk, végiil adjuk Gssze
ezeket. Ekkor

/ (rotu - rot v + (divu)(divv) + iwpouv) = / (f-v+gdivv). (10.23)
Q Q

A megfelel$ fiiggvénytér definicidjit az motivalja, hogy a rotu és divu le-
gyen értelmes mint L2-beli fiiggvény. Ez a természetes minimélis kvetelmény
(10.23) értelmezheté&ségéhez. Vezessiik be az aldbbi tereket:

H(div) := {v € L?(Q)3: divv € L*(Q) disztribicié-értelemben},
H(rot) := {v € L?(2)3 : rotv € L?(Q)?3 disztribiicié-értelemben},
Hy(rot) := {v € H(rot) : v X v|gq = 0 nyom-értelemben},

ahol v a kiils6 normélvektor. (A v x v|5q nyom létezése egy megfeleld tétel
kovetkezménye [40].) Végiil legyen

H := H(div) N Hy(rot)
az alabbi skalarszorzattal:
(u,v)g := / (rot u - rot v + (divu)(divv) + uv). (10.24)
Q
A definiciék és az L? terck teljessége alapjan igazolhaté, hogy H teljes. Va-
l6jaban H nem més, mint C§°(12) teljessé tétele a fenti skalarszorzattal.

10.23. Definicié. Az u € H(div)NHy(rot) fiiggvényt a (10.22) feladat gyen-
ge megolddsanak nevezziik, ha (10.23) teljesiil barmely v € H(div) N Hy(rot)
esetén.

A megoldhatdsig igazolasahoz két lemmara van sziikség. Az elsé a 10.20.
allitas bizonyitdsdban szerepld szuperjektivitas megfeleléje div helyett rot-ra
(Iényegében a divrot = 0 azonossig megforditdsa):
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10.24. Lemma. [40] Legyen w € H(div), melyre divw = 0. Ekkor létezik
olyan s € H(rot), melyre w = rots, st melyre |w||pz > v||s|lrz alkalmas
v > 0 dallandoval.

10.25. Lemma. Az
(u,v)o = / (rot u - rot v + (divu)(divv))
Q

skaldrszorzat a (10.24) skaldrszorzatéval ekvivalens normdt indukdl a H =
H(div) N Hy(rot) téren.

Bizonyités. Legyen v € H adott. Nyilvén ||v||g > ||v]o, a visszairdnyhoz
pedig elég igazolnunk, hogy ||v||z2 < é||v||o, ahol é > 0 fiiggetlen v-t&l.
Tekintsiik a
—Az = —divv,
{ Zjoa =0

feladatot, melynek a 10.15. tétel szerint egyértelmfien létezik 2 € HE ()
gyenge megoldésa. Itt divVz = Az € L%(Q), igy Vz € H(div). Legyen
w = v — Vz. Ekkor

Iviiez < Wiz + 1V2] 2,

ahol utébbira a 10.16. megjegyzés alapjan van olyan ¢ > 0, hogy ||Vz| 2 <
c||divv|| 2. Mésrészt w € H(div) és divw = divv—Az =0, igy a 10.24. lem-
ma szerint létezik olyan s € H(rot), melyre w = rots, s6t |[wl|p2 > 7||s|| 2.
Itt a zpo = 0 peremfeltétel miatt Vz parhuzamos v-vel, igy Vz x v = 0,
mésrészt a v € H feltételbdl v X vjpq = 0, igy w X vjpq = 0. Ebbdl a
10.22. lemma alapjin |[w|[2, = [, rots - W = [,s-rotw. Igy |w|2. <
Isll 2]l rot w2 < %HW”LZH rot w||pz, azaz ||w|pz < %H rotwlpz =

%H rot v|| 12, felhasznélva, hogy w = v — Vz és hogy rot V = 0. Egyiitt tehét

)1/2

= ¢|vllo-

O

1 . ~ .
[vllzz < §II rot vz + cf div |z < ¢ (||rot v][Z: + | div vz,

10.26. Tétel. Bdarmely f € L*(Q)% és g € L?() esetén a (10.22) feladatnak
létezik egyetlen u € H(div) N Hy(rot) gyenge megolddsa.

Bizonyitas. Legyen

B(u,v) = / (rotu - rot v + (divu)(div V) + iwpouv) (Vu,v € H)
Q

és v ::/(f~V+gdiVV) (Vv e H).
Q
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Ekkor a (10.23) gyenge alak B(u,v) = ¢v (Vv € H) alakban irhaté. Itt
Re B(u,u) = / (Jrotul® + [divul?®) = [[ul|} (Vu e H),
Q

igy a 10.25. lemma szerint
Re B(u,u) > m|u% (Vu € H)

alkalmas m > 0 u-tdl fiiggetlen konstanssal, azaz B koerciv bilineéris forma.
B korlatossdga a (10.24) skaldrszorzat definiciéjdbél nyilvanvald. Emellett

ool < [[fllz2lIvVli2+llgllzell div vz <e(fllze+llgllz2) [Ivlle (v e H),

azaz ¢ : H — C korlatos linedris funkcional. fgy alkalmazhatjuk a Lax—
Milgram-lemmadt (7.16. tétel), amely a kivant u € H megoldést adja. O

10.27. Megjegyzés. Ha v € H'(Q)3, akkor eleme H(div)-nek és Ho(rot)-
nak is. Ertelemszeri a kérdés: megforditva, ha divv és rot v is értelmes mint
L2-beli fiiggvény, abbdl nem kovetkezik-e mér, hogy v € H'(Q)3; ekkor
ugyanis

H = H(div) N Hy(rot) = {v € H'(2)*: v x v|pq = 0 nyom-értelemben}
(10.25)
lenne, ami f6loslegessé tenné a fent hasznalt bonyolultabb definiciét. Valé-
ban, ha Q konvex, vagy pereme elég sima, akkor a fenti egyenléség igaz; az
Q)-ra val6 pontos feltételek és a hattéreredmények a [41, 64] cikkekben taldlha-
tok. Altaldban (bonyolultabb, pl. konkav sarkokat tartalmazo tartomanyokra,
amik tipikusak az elektromégneses feladatokban) viszont nem ismeretes ez az
azonossag, {gy nem keriilhetd el a H := H(div) N Hy(rot) definicié.

10.5. Parabolikus Cauchy-feladat

Tekintsiik az aldbbi parabolikus Cauchy- (vagy kezdetiérték-)feladatot:
Bu—Au=0  (Qx Rt-ban)
u(z,0) = up(z) (Vz e Q) (10.26)
Ugaxr+ =0,

ahol Q C RY korldtos tartoméany. Megmutatjuk, hogy ennek megoldhatésdga
egyszerien kovetkezik a 9.2. szakasz eredményeibol. A fenti feladat természe-
tesen altaldnosabb adatokkal is megoldhat6, lasd pl. [67].
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Legyen H := L?*(Q) és L := —A, ahol D(L) := H%*(Q) N H(Q). Ekkor L
teljesiti a 9.11. kovetkezmény feltételeit, azaz szigorian pozitiv és inverze
kompakt. Jelolje (A,) és (en) a —A operator sajatértékeinek és megfelels
sajétvektorainak sorozatédt, ahol utébbiak TONR-t alkotnak L2(£2)-ban. A
9.11. kovetkezmény és 9.14. allitds szerint igy a (10.26) feladatnak barmely
ug € D(L) esetén egyértelmiien 1étezik megolddsa, és ha

uo(z) = Z cnen () (x € Q),
n=1
akkor a megoldas el6all
u(z,t) = Z e Mleqen(x) (x e, t>0) (10.27)
n=1

alakban.

Megjegyezziik, hogy a 9.2. szakasz alapjin a megoldas a (9.5) egyenléséget tel-
jesiti L2(Q)-normdban, amibsl még nem kovetkezik, hogy (10.26) pontonként
teljesiil, utébbit a (10.27) sorfejtésbdl lehet levezetni. Emellett a 9.13. tétel
alapjan barmely ug € L?(Q) esetén is igaz a megoldhatésdg, ami klasszikus ér-
telemben szintén a (10.27) sorfejtésbél vezethetd le. Végiil, a 9.14. megjegyzés
szerint most a megoldas L?-norméja 0-hoz tart, amit szokds disszipativitas-
nak hivni, ez a konstans 0 megoldas stabilitasat fejezi ki.
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11. fejezet

Nemlinearis operatorok
alaptulajdonsagai

Az eddigiekben vizsgélt linearis feladatok sokszor egyszertisitett modellekbdl
szarmaznak, melyek pontosabb leirasa mar nemlinearis operatorokat tartal-
maz. A linedris struktira elhagydsa jelentdsen mdédositja a megfelels ope-
ratorok elméletét. Ebben és a kovetkezd fejezetben a nemlinedris operato-
rok egyes alapfogalmait és tulajdonsigait targyaljuk, melyekre majd sziikség
lesz a megoldhatdsagi eredményekben és kozelité modszereknél. A témakorrol
részletesebben olvashatunk a [3, 19, 23, 76] konyvekben.

A nemlinedris operatorokrol szél6 részekben a szereplé Hilbert-terek (és ezen
beliil a Lebesgue- és Szoboljev-terek) valdsak lesznek, szemben a linedris eset-
tel, ahol alaphelyzetben a komplex esetre volt sziikség.

11.1. Egy elliptikus operator

A fejezet bevezetéseként egy fontos példat ismertetiink nemlinearis opera-
torra, amely a kés6ébbi alkalmazasokban is felmeriil, valamint a fejezet 6
fogalmait is ezen szemléltetjiikk majd. El6szor a jobb érthetéség érdekében
ennek is egy specidlis esetét adjuk meg.

Legyen ©Q C R™ korlatos tartomany. Tekintsiik a

{ —div(a(|Vu|2)Vu> =g,

ujpo =0

(11.1)

peremértékfeladatot, ahol a : RT — R adott folytonos, korlatos fiiggvény.
Ez a feladat a (10.11)-belihez hasonld, de most Vu egyiitthatja maga is Vu-

175
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tol fiigg, ettdl a feladat nemlineéris. Legyen T : L?(Q) D— L?(2) a feladatban
szerepld operator, D(T) := H%(Q) N HE () értelmezési tartomdnnyal:

T(u) := —div(a(|w2) w),
ekkor tehét a (11.1)-beli egyenlet a
T(u)=g

alakban ifrhaté fel.

A linedaris esethez hasonléan célszerti értelmezni a fenti feladat gyenge alakjét.
Ehhez a szokasos mddon jutunk: a formélis egyenletet szorozzuk egy v €
HL(Q) tesztfiiggvénnyel, majd integrdlunk. Egy u € H{(Q2) fiiggvényt tehdt
a (11.1) feladat gyenge megolddsédnak neveziink, ha

/a(|vu|2)vu.vv _ / o (Yve H\(Q) (11.2)
Q Q

Korabban a gyenge megoldas létezése azon mult, hogy a bal oldalon szereplo
formula egy skalarszorzatot definidlt, most azonban T nemlinedris, igy ez az
it nem jarhaté. Ehelyett a (11.2) egyenletet olyan operatoregyenlet alakjaban
szeretnénk felirni, ahol a szerepl6é operator jobb tulajdonsigu az eredeti T-
nél, amely az L?(€2) térben értelmezve nem is folytonos. Célunk tehét az,
hogy talaljunk egy olyan F : H}(Q) — Hg () operdtort, melyre

(F(u),v) s = /S2 W([VuP)Vu- Vo (Ve HYQ). (11.3)

A Riesz-féle reprezentécids tétel alapjdn ugyanis (11.2) jobb oldalét is hasonld
alakban frhatjuk fel: 1étezik olyan b € H}(Q2), hogy

/ng = <va>H(§ (Vv € HY}(Q)).
Ha tehét 1étezik a (11.3)-ban kivant F', akkor
(F(u),v) gy = b0)y (V0 € HY(Q)),
ami ekvivalens az
Fu)=5

operdtoregyenlettel H}(Q)-ban.

Megjegyezziik, hogy a fejezet elején emlitettek szerint most H{ () valds ér-
téki fliiggvényekbdl &ll és valés Hilbert-tér, melyben a skalarszorzat

(u, U)Hg = /QVu - Vo. (11.4)
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11.1. Allitas. A (11.8) egyenléség egyértelmiien meghatdroz eqy F : H () —
H () operdtort.

Bizonyitas. Legyen u € H{ () rogzitett és legyen 1, : H}(Q) — R a
kovetkez6 funkcionél:
YV 1= / a(|Vul*)Vu - Vu.
Q
Ekkor 1, linedris, illetve a

ol < [ [aVal®)| 1Vl [90] < (supa) [Vl 0] =

= (supa) [[ull g 0]

becslés miatt 1, korlatos. Ekkor egyértelmiien létezik olyan u € H}(€2), hogy
bav= (o) (Vve HQ).

Jeloljiik F-fel azt a hozzarendelést, ami az u-hoz u-t rendeli, ami az eddigiek
szerint joldefinialt leképezés. Erre az F-re

(F(w),0) gy = (@) g2 = v = /Qa(|Vu|2)Vu Vo (YveHNQ). O

A fenti F' operator altaldnosabb helyzetben is értelmezhets. Legyen f €
CHQ x R, R"), és T(u) := —div f(z, Vu). (Ez a szokésos jelolés a preci-
zebb T'(u) := —div(f o (id, Vu)) helyett.) Tegyiik fel, hogy létezik M > 0,
hogy
af O n
Han(x,n)H <M (V (z,m) € Q@ x R"), (11.5)

ahol ||.|| az euklideszi norma altal indukalt matrixnormét jelenti. Ha példaul
|(a(r2)r)/’ < M, akkor az f(x,n) = a(|77|2)77 fiiggvény teljesiti ezt a feltételt
(ami a késébbi (13.4.1) egyenlStlenséghez hasonléan lathatd); erre az f-re
f(x, V) = a(|Vul*)Vu, azaz visszakapjuk az elébbi példabeli operétor szer-
kezetét. Az dltaldnosabb esetben is értelmezhetd olyan F : H} () — Hi(Q)
operator, melyre most

(F(u),v)Hé:/ﬂf(a:,Vu)~Vv (WveHNQ), (116

ez a 11.1. allitds mintajara, némileg t6bb szamolédssal igazolhatd. Most meg-
mutatjuk, hogy (az eredeti T-vel szemben) F' folytonos.

11.2. Allitas. Ha teljesiil (11.5), akkor F Lipschitz-folytonos a H} () téren.
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Bizonyitas. A feltételbdl a Lagrange-egyenlStlenség miatt f Lipschitz-foly-
tonos n-ban:

[f(,n) = fla,n)] < Mn—n'], (11.7)
ahol |.| az R"-beli euklideszi tavolsagot jeloli. Ezt orokli F:
|F(w) = F()l 0y =

= sup (F(u)—F(),z)y: = sup /Q(f(x,Vu)ff(ac,Vv))-VzS

0
=1 =1
HZHH(% HZ”Hé

< sup |f (2, Vu) — f(z, V)| [Vz| <

T zlla=1J0
(-

< sup M [ |Vu—Vu||Vz]|< sup M |Vu— Vol V2. =

Izl 3 =1 Q =l g =1
= s Ml il 17y = M = vl -
z Hé:

Most differencidlhatdsagi tulajdonsagokra tériink at, amelyekre sziikség lesz
az operatoregyenletek vizsgédlatahoz.

11.2. Gateaux-derivalt

11.2.1. Alapfogalmak

11.3. Definicié. Legyenek X,Y normdlt terek. Egy F : X — Y (nemlineé-
ris) operdtor Gdteauz-derivdlhatd az u € X pontban, ha

(i) barmely v € X esetén létezik

(ii) a v+ 0, F (u) hozzdrendelés folytonos linedris operdtor X-bodl Y-ba.
A miésodik tulajdonsag szerinti operdtort F'(u)-val jelolve
F'(uv=08,F(u) é F'(u) € B(X,Y).

Idézziik fel a szokasos derivalhatésag fogalmat is, melyet szokds Fréchet-
derivalhatésdgnak is hivni. Az F : X — Y operator Fréchet-derivdlhatd az
u € X pontban, ha van olyan A € B(X,Y") folytonos lineéris operator, hogy

o P+ h) = F(u) = AR|| _

1 0.
[h]=0 [|A]]
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Ekkor A egyértelmii, és szintén F’(u)-val jeloljiik. (Ez az aldbbiak miatt nem
okoz félreértést.)

11.4. Megjegyzés. (i) A Fréchet-derivdlhatésdgbdl kovetkezik a Gateaux-
derivalhatdség, és a kétféle derivalt egybeesik. Visszafelé viszont nem kévetke-
zik, mar R? — R fiiggvények esetén is eléfordul, hogy f Gateaux-derivalhaté,
de nem Fréchet-derivalhaté.

(ii) Magasabbrend{i derivéltak a definicié ismételt alkalmazdsdval értelmezhe-
t6k. Ha példdul @ : X — R Géteaux-derivélhaté és @' : X — B(X,R) = X*
is Gateaux-derivdlhaté valamely u € X pontban, akkor ®”(u) := (®')(u) €
B(X, X™).

Példa Gateaux-derivaltra. Tekintsiik a (11.6)-beli operdtort, azaz legyen
Q C R™ korldtos tartomény, H a Hg () valés Hilbert-tér a (11.4) skaldrszor-
zattal, és F : H}(Q) — HL(Q),

(F(u),v) gy = /Qf(ac,Vu) -Vu (Yu,v € Hy(2)), (11.8)

ahol f € CY(Q x R®,R"). Tegyiik fel még, hogy a %ﬁ’”) derivaltmétrixok
szimmetrikusak és sajatértékeik kozos korlat ald esnek. Mivel szimmetrikus
matrix euklideszi vektornorma &ltal indukalt normdaja a maximalis abszolit
értékil sajatértéke, igy az elézéek miatt teljesiil (11.5).

Megmutatjuk, hogy ekkor F' Gateaux-derivdlhaté. Legyen u € Hi () tetszé-
leges. Rogzitett h,v € Hj () esetén

lim = (F(u + th) — F(u),v) gy = lim %((f(:r, Vu+(Vh) — f(x,Vu)) - Vo.

t—0 t t—=0 Jo

Az f € C! feltétel miatt a fenti integrandus m. m. pontonként konvergal, és
limesze

.1 _of
tlg% ;((f(x,Vu +tVh) — f(z,Vu)) - Vv = a—ﬁ(a@Vu)Vh -V,

igy ha 0 F(u) létezik, akkor
(OnF (u),v) gy = (D(h,u), ) ::/Qg—j;(x,Vu)Vh-Vv (Vh,v € Hy(Q)).

Itt adott u € HY(Q) esetén D(h,u) € HE () 1étezését a Riesz-tétel garantélja,
mivel a fenti integral folytonos linedris funkciondlja v-nek: (11.5) miatt az
integrandus M|Vh||Vo|-vel, az integrdl pedig M||h| g [|v]| z1-val becsiilhetd.
Ahhoz, hogy D(h,u) = 0pF(u) legyen (azaz a fent definidlt D(h,u) fiiggvény
valéban irdnymenti derivélt legyen), az kell, hogy aldbbi limesz nulla:

tim | (P + th) — F(u)) — Db, )|y =
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~lim  sup <%(F(u +th) — F(u)) ~ D(h,u), v)

t—
O loll 5 =1

=lim sup /Q <1 ((f(m,Vu—i— tVh) — f(LVu)) - af(%Vu)Vh) - Vv

t—0 H'UHH[%ZI t 67]
L of of
= tlgr(l) Hvﬁi?:l /Q (a—n(x, Vu+ 0tVh) — a—n(ac7 Vu)) Vh-Vu
. of . af .
< — _
< lim H ( gy (i Y+ 017 R) = T i Vu))VhHL2,

ahol |0] < 1. A kapott L?-normédban olyan integral szerepel, melyben az
integrandus ¢ — 0 esetén g—j; folytonossaga miatt maga is 0-hoz tart. Emellett
az integrandus (11.5) miatt barmely ¢ esetén feliilr6l becsiilheté (2M|Vh|)2-
tel, ami a h € HL(Q) feltétel miatt L'-beli majorans. Igy a Lebesgue-tétel
alapjan az integral is O0-hoz tart, tehat D(h,u) = 9y F (u).

Itt h — Op F(u) linedris operdtor, és korldtos is, hiszen (szintén (11.5) miatt)

[OnF(u)|| = sup (OnF(u),v)gr < sup M [ |VA[[Vv] <
Q

v =1 v =1
(R (R

< sup Mlhllggllvllay = MIA| -

ol g =1

Igy tehat F Gateaux-derivélhaté és

(F'(w)h,v) g1 =/Qg—£(x,vu)w-vv (Yu, h,v € H(Q)).  (11.9)

11.2.2. Gateaux-derivalhaté funkcionalok
Legyen ® : X — R szamértékii leképezés (funkciondl). Ekkor a Gateaux-
derivélt definiciéjdban Y = R, és ®'(u) € B(X,R) = X*. Itt a 3.3 szakasz
jelolésével

(®'(u),v) = & (u)v,
ami Hilbert-tér esetén valéban skaldrszorzat.

11.5. Definicié. Legyen X normdlt tér, u,v € X. Ekkor

(i) [u,v] ={u+tlv—u): t €[0,1]} az u-t és v-t 5sszekotd szakasz;

(ii) ha @ : X — R, akkor ¢y, : [0,1] = R, ¢y (t) := @(u+t(v —u)).

11.6. Allitas (Lagrange-kézépértéktétel). Legyen ® : X — R Gdteaua-

differencidlhatd, w,v € X. Ekkor létezik & € [u,v], hogy ®(v) — ®(u) =
(@(§), v —u).
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Bizonyitas. Legyen ¢ = ¢, ,, ekkor ¢ : [0, 1] — R differencidlhaté és

510 = iy W =) _
— lim Du+tlv—u)+hlv—u)) —P(u+tlv—u)) _
h—0 h

= 0p—u®(u+tlv—u)) = (¥ (u+tlv—u)),v—u).

A valés fliggvényekre vonatkozé Lagrange-kozépértéktétel szerint 1étezik n €
[0,1], hogy ¢(1) —(0) = ¢'(n). A £ := u+n(v—u) vektorral a kivdnt 4llitdst
kapjuk. O

11.7. Allitas (mésodrendii Taylor-formula). Legyen @ : X — R kétszer
Gateauz-differencidlhatd, u,v € X. Ekkor létezik & € [u,v], hogy

B(v) ~ Blu) = (@' (), 0 — ) + 5 (@"(E) (0~ u), v~ ).

Bizonyitéas. Az el6z6ekhez hasonléan belathatd, hogy ¢ = ¢, ., kétszer diffe-
rencidlhaté és ¢ (t) = (D" (u + t(v — u))(v — u),v — u). A mésodrenddi valds
Taylor-formulét ¢-re felfrva kapjuk, hogy ¢(1) — $(0) = ¢/(0)+ 3¢” (), ahon-
nan ismét a £ = u + n(v — u) vdlasztdssal adédik az allitds. O

11.8. Definicié. Legyenek X,Y és Z normdlt terek, A : X — B(Y, Z) leké-
pezés. Azt mondjuk, hogy

(i) A hemifolytonos, ha minden u,v € X és minden w € Y esetén a t
A(u + tv)w leképezés folytonos R-b8l Z-be;

(ii) A bihemifolytonos, ha minden u,v,w € X, z € Y esetén az (s,t) —
A(u + tv + sw)z leképezés folytonos R2-bsl Z-be.

A fenti definicié dltaldnossdga arra jo, hogy tobbféle szokasos helyzetben is
értelmezhessiink (bi)hemifolytonossigot. Legyen példaul ® : X — R adott
funkcional.

e Ha Y = Z = R, akkor B(Y,Z) = B(R,R) = R, {gy értelmezhetd
® : X — R (bi)hemifolytonosséga.

e Ha X =Y és Z =R, akkor B(Y, Z) = B(X,R) = X*, igy értelmezhetd
a @ : X — X* Gateaux-derivalt (bi)hemifolytonossiga.

e Ha X =Y és Z = X*, akkor B(Y,Z) = B(X, X"), {gy értelmezheté a
®” : X — B(X, X*) masodik Gateaux-derivélt (bi)hemifolytonossiga.

11.9. Tétel (Newton—Leibniz). Legyen ® : X - R, u,v € X.
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(1) Ha ® Gateauz-derivdlhats és ®' hemifolytonos, akkor
1
b (v) — P(u) = / (' (u+t(v—u)),v—udt.
0
(2) Ha ® kétszer Gateauz-derivdlhats és ®” hemifolytonos, akkor

' (v) — ' (u) = /0 O (u+t(v—u))(v—u)dt,

amin azt értjik, hogy minden z € X esetén

(' (v) — ' (u), 2) = /0 (" (u+t(v—u))(v—u),z) dt.

Bizonyitas.

(1) Legyen ¢ = ¢y, azaz ¢(t) = P(u + t(v — u)), ekkor ¢'(t) =
(P (u+t(v—u)),v — u). Itt &’ hemifolytonossdga miatt ¢’ folytonos, emi-
att ¢-re érvényes a kozonséges Newton-Leibniz szabdly. Azaz ¢(1) — ¢(0) =
fol ¢'(t)dt, ami épp a kivant egyenldség.

(2) Legyen z € X is rogzitett és ¢ = 1y, 45, () = (®'(u+t(v —u)), 2).
Ekkor a fentihez hasonléan ¢'(t) = (®"(u+t(v—u))(v —u),2). Itt ¢t —
D" (u + t(v — u)) (v — u) folytonos, mert " hemifolytonos, emiatt ¢’ is foly-
tonos. Tgy ¥(1) — 1(0) = fol ' (t)dt, azaz

('(v) = @' (u), z) = (2'(v),2) — (P'(u),2) =

:/0 (B (u+ t(v — ) (v — u), 2) dt. 0

11.10. Megjegyzés. A 11.2.1 szakaszban Gateaux-derivaltra adott példa
olyan, hogy a derivalt bihemifolytonos. Espedig, lattuk, hogy a (11.8)-beli
F: HYQ) — HY(Q) operdtor Gateaux-derivaltja a (11.9) operator. Itt a g—f;
derivalt folytonossdga miatt barmely u, v, w,z € H}(Q) esetén az

(s,t) — g—i;(x, Vu+tVo + sVw)Vz

leképezés folytonos R2-bsl R™-be. Ebb6l barmely u, v, w, 2 € Hj () esetén
llitmo |F (u+tv+sw)z—F'(u)z]| = lim  sup (F'(u+tv+sw)z—F (u)z,v)
s,t—

20 ]|y =1

= lim sup /(g(x,Vu—kth—i-st)V,vVv—g(x,Vu)Vz-Vv)
o \on on

s,t—0 “UHH01=1 (9
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of

0
< lim ||—f(zd, Vu+tVo + sVw)Vz — ==
5,t—0" O an
az emlitett példdhoz hasonlé megfontoldsbdl (az integrandus pontonként 0-
hoz tart, és 2M|Vz|? L'-beli majoréns). Ez épp azt jelenti, hogy az (s,t)
F'(u + tv + sw)z leképezés folytonos R2-bdl Hi(2)-ba, azaz F’ bihemifoly-

tonos.

(id, Vu)Vz| = 0

11.3. Monoton operatorok és konvex funkciona-
lok

Most néhény, a valds fiiggvényekével analég fogalommal és ezek kapcsolaté-
val foglalkozunk. A konvexitas és monotonitas fogalma megfelel§ analégiaval
athozhatd, a nemnegativitas szerepét pedig a pozitiv szemidefinitség jatssza
majd.

11.11. Definicié. A ¢ : X — R funkcional
(i) konvez, ha minden u,v € X esetén ¢, , konvex;

(ii) szigordan konvez, ha minden u,v € X esetén ¢, , szigorian konvex.

11.12. Allitas. Ha ® : X — R konvez és Gateaux-derivdlhato, akkor minden
u,v € X esetén ®(v) — ®(u) > (D' (u),v — u).

Bizonyitas. Legyen ¢ = ¢,, .. Mivel ¢ konvex, ezért ¢(1) — ¢(0) > ¢'(0)(1 —
0) = ¢'(0), ami éppen a kivint ®(v) — ®(u) > (P’ (u), v — u) allitdst adja. O

A konvexitds utan szeretnénk a monotonitas fogalmét is kiterjeszteni normélt
térre. Ezt a ¢ : R — R valés monoton nové fiiggvényeket jellemz6 (¢(v) —
o(u))(v—u) >0 (Yu,v € R) egyenlStlenség alapjén tehetjiik meg X — X*
leképezésekre.

11.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy F': X — X*

(i) monoton operétor, ha

(F(v) — F(u),v—u) >0 (Vu,v e X);
(ii) szigordan monoton operator, ha

(F(v) — F(u),v—u) >0 (Vu#veX);
(iii) egyenletesen monoton operator, ha létezik m > 0, hogy

(F(v) = F(u),v —u) >mllu—v|* (Yu,v € X).
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11.14. Allitas. Legyen ® : X — R kétszer Gateaua-derivdlhatd. Ekkor az
aldabbi hdrom dllitds ekvivalens:

(i) ® konvex;

(ii) ® : X — X* monoton operdtor;

(iii) ®"(u) > 0 minden u € X-re, azaz (®"(u)h,h) > 0 minden h € X -re.
Bizonyitas.
(1) = (i1). Legyen u,v € X rogzitett és ¢ = ¢, ,, ami a feltétel szerint
konvex, {gy ¢ monoton nové. Ebbél ¢'(1) — ¢’(0) > 0, ami azt jelenti, hogy
(D' (v) — ®'(u),v —u) > 0.
(i4) = (i17). A definicidkbdl, v := u + th mellett

= lim % (' (u+th) — @' (u), h) =

t—0

T 1 / /
—tlgré?@ (u+th) — @' (u), (u+th) —u) > 0.

(13i) = (4). Legyen u,v € X tetszéleges és ¢ = ¢y, ,, ekkor létezik ¢ és
¢"(t) = (@"(u+t(v—w)(v—u),v—u) >0

a feltétel szerint (a h = v — u vektorral). fgy ¢ konvex, amibdl kovetkezik,
hogy ® konvex. |

11.15. Megjegyzés. A 11.10. megjegyzéshez hasonléan igazolhatéak az aldb-

/////

(1) @ pontosan akkor szigorian konvex, ha ® : X — X* szigorian monoton
operator. Ilyenkor ®' injektiv is.

(2) ' : X — X* pontosan akkor egyenletesen monoton operdtor, ha ®”
egyenletesen pozitiv, azaz 1étezik m > 0, hogy (®”(u)h, h) > m||h[|* (VYu,h €
X). Ilyenkor ®-t egyenletesen konvexnek hivjuk.

11.16. Megjegyzés. Az (i) és (ii) tulajdonsagok ekvivalencidjdhoz elég, ha
® egyszer Gateaux-derivalhat6. A (ii) = (i) irdny ekkor az (i) = (i) minté-
jara kovetkezik.

Konvex funkciondlra. ill. monoton operdtorra a 13.4.1. szakaszban latunk
majd tipikus példat.



12. fejezet

Potencialoperatorok

12.1. A potencial fogalma és 1étezése

12.1. Definicié. Legyen X Banach-tér. Egy A : X — X* (nemlinedris)
operétort potencidloperdtornak neveziink, ha van olyan J : X — R Gateaux-
derivalhaté funkciondl, melyre J' = A, azaz J'(u) = A(u) minden u € X
esetén. Ekkor a J funkciondlt A potencidljinak hivjuk.

12.2. Megjegyzés. (i) Ha létezik potenciél, akkor additiv konstans erejé-
ig egyértelmii. (Ez a Lagrange-kozépértéktételbél kovetkezik, és nemcsak az
egész X-en, hanem egyszeresen Osszefiiggd halmazon értelmezett operatorok-
ra is igaz.)

(ii) Egyszer(i példa: ha f € X* adott elem, akkor az A(u) = f konstans leké-
pezésnek a J(u) = (f,u) Vu € X (azaz J = f) linedris funkcional potencidlja.

Véges dimenzidban ismeretes annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy egy
egyszeresen Osszefiiggé halmazon értelmezett Cl-fiiggvénynek létezzen pri-
mitiv fiiggvénye. Ehhez hasonlé feltétel most is 1étezik, amit az egyszeriiség
kedvéért az egész téren értelmezett leképezésre adunk meg.

12.3. Tétel. Legyen A : X — X* Gateauz-derivdlhatd és A’ bihemifolyto-
nos. Ekkor A pontosan akkor potencidloperdtor, ha A’ szimmetrikus, azaz

(A (u)v, h)y = (A'(u)h,v) (Vu, h,v € X). (12.1)

Bizonyitas. (i) Tegyiik fel, hogy A potencidloperator, és legyen J egy po-
tencidlja. Legyenek u, h,v € X adott vektorok, és vezessiik be a

G:R? =R, G(s,t) := J(u+ sh + tv)

185
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fiiggvényt. Itt J kétszer Géteaux-derivélhaté, hiszen a J' = A operdtor
Gateaux-derivalhatd, emellett J” = A’ bihemifolytonos. Igy G mésodik par-
cidlis derivaltjai is léteznek, specidlisan

005G (s,t) = (J"(u+ sh+ tv)h,v) = (A (u + sh + tv)h,v)

és ugyanigy 059;G(s,t) = (A’ (u+ sh + tv)v, h),

valamint G masodik parcidlis derivaltjai folytonosak is, igy igaz a Young-tétel,
amibdl

(A (w)h, v) = 8,0,G(0,0) = 0,8,G(0,0) = (A’ (w)v, h) .

(ii) Tegyiik fel most, hogy A’ szimmetrikus, igazolnunk kell, hogy létezik
potencial. Utébbi szerepére felirhaté a szdébajovo képlet, mivel ha J potenciél,
akkor

1 1

J(u) = J(0)+/ (J' (047 (u—0)),u—0)dr = J(O)+/ (A(ru),u)ydr (ue€ X).
0 0

Itt J(0) nulldnak vélaszthat6. Legyen tehdt mostantdl

J(u) ::/o (A(ru), u)dr (u e X), (12.2)

és igazolnunk kell, hogy ez a J potencidlja A-nak, azaz hogy (J'(u),v) =
(A(u),v) (Yu,v e X).
Legyenek u,v € X adott vektorok, és vezessiik be a
K :R? 5 R, K(s,t) := J(su+tv)
filggvényt. Ha J' = A, amit szeretnénk, akkor
K (5,8) = (0K (5, 1), 0K (5,£)) = ((J'(su+ t0), u), (I (su + tv),v))

= ((A(su + tv),u), (A(su + tv),v)) =: k(s,t) (s,t € R).
Megforditva, ha K’ = k, akkor speciélisan

8, K(1,0) = k2(1,0), azaz (J'(u),v) = (A(u),v).

fgy J' = A pontosan akkor, ha K’ = k barmely u,v esetén. Megmutatjuk,
hogy utébbi igaz. Itt k-nak van primitiv fiiggvénye, mivel a feltevésbol

ok (s,t) = Osk1(s,t) = (A'(su + tv)v,u) =

= (A" (su + tv)u,v) = dska(s,t) = d1ka(s,t)
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(Vs,t € R). S&t, mint ismeretes, ekkor a primitiv fiiggvények megadhatdk
k-nak (egy rogzitett pontbdl a véltozé pontba haladé gorbe menti) vonalin-
tegréljaként, ahol a gorbe tetszéleges lehet. Ha (s,t) adott pont, akkor tehat
egy primitiv fiiggvény eléall a (0,0) pontbdl (s,t)-be hizott szakaszon vett
vonalintegralként, melynek értéke

/0 k(rs,rt) - (s, t)dr = /0 ((A(r(su+ tv)),u), (A(r(su + tv)),v)) - (s, t)dr

= /1<A(r(su + tv)), su + tv)dr = J(su + tv) = K(s,t),
0

azaz K valéban primitiv fiiggvénye k-nak. Tehdt, mint lattuk, a (12.2)-ben
definidlt J potencialja A-nak. |

12.4. Megjegyzés. A (12.1) feltétel valés Hilbert-térben A’(u) énadjungélt-
sagat jelenti.

Példa potenciidloperatorra. Tekintsiik a 11.2.1 szakaszban Géateaux-deri-
valtra adott példdt, azaz a (11.8)-beli F' : H}(Q) — H}(Q) operdtort. Meg-
mutatjuk, hogy F potencidloperétor.

Espedig, lattuk, hogy F' Gateaux-derivalhaté, ill. a 11.10. megjegyzés szerint
F’ bihemifolytonos. A (11.9) képlet szerint F' Gateaux-derivéltjira

(F'(w)h,v) gz = g(@vu)w'vv (u,h,v € Hi (Q)). (12.3)

o On
Mivel feltettiik, hogy %f]’n) derivaltmatrixok szimmetrikusak, a fenti kép-
letbdl rogton kovetkezik, hogy F” is szimmetrikus (azaz onadjungdlt, mivel
most Hilbert-térben vagyunk), igy a 12.3. tétel szerint F' potencidloperdtor.
Esetiinkben a potencidl megadhaté expliciten is. Az f-re tett feltételek alap-
jén ugyanis maga f is olyan, hogy minden x € € esetén van primitiv fiiggvé-
nye 7 szerint, vagyis olyan C'-beli ¢ : @ x RY — R fiiggvény, melyre

%:?(:rm) = flz,n) (VzeQ, neR").

Tekintsiik az alabbi J : Hi () — R funkciondlt:

() = / W@, Va)  (ue H(Q)). (12.4)
Q

Hasonléan, mint ahogy F Gateaux-derivalhatésagat igazoltuk, belathato,
hogy

(J/(u)v)Hé = / g—;’j(a:,Vu) Vo = /f(a:,Vu) Vo = (F(u),v) g
9) Q
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(Vu,v € HY(Q)), azaz J'(u) = F(u), ami azt jelenti, hogy J potencidlja
F-nek.

12.2. Funkcionalok minimumbhelye

Ha A monoton, azaz ® konvex, abbdl még nem kovetkezik, hogy ®-nek van
minimumhelye. Egyszerti példa az X = R esetben a ®(z) = e fiiggvény,
amely szigorian konvex, de nincs minimumbhelye. Ennek t6bbvaltozds megfe-
lelgje pl. a @ : R?2 — R, ®(z,y) = e* + ¢ fiiggvény: ekkor ®'(z,y) = (%, ¢eY)
és @' szigoriian monoton, mert

(O (z,y) — ' (u,v), (x —u,y —v)) = (¥ —e*) (w—u)+(e¥ —e”) (y—v) > 0,

ha (z,y) # (u,v). Ebbé8l kovetkezik, hogy ® szigorian konvex, ugyanakkor
®-nek nincs minimumhelye.

12.5. Tétel. Legyen X reflexiv Banach-tér és tegyiik fel, hogy ® : X — R

Gateauz-derivalhatd, konvex és | lﬁm ®(u) = oco. Ekkor ®-nek létezik mini-
u||—oo
muma.

Bizonyitas. Legyen o = infx ® > —o0. Ekkor van olyan (u,) C X sorozat,
hogy ®(u,) — «. Emiatt a (®(u,)) sorozat feliilrél korlatos, amibdl kovetke-
zik, hogy (u,) C X korldtos sorozat. Ha ugyanis nem lenne korldtos, akkor
|l || nem lenne korldtos, azaz lenne egy végtelenhez tarté részsorozata; erre
a részsorozatra ®(u,) — « teljesiilne, ellentmondva a limj,|— . ®(u) = o0
feltételnek.

A reflexivitds miatt a 3.17. tétel alapjan kivalaszthaté gyengén konvergens
részsorozat, azaz létezik (uy,, ) C (u,) részsorozat és u* € X, hogy (¥, un,, ) —
(,u*) minden ¢ € X* esetén. Specidlisan (P'(u*), upn,) — (P'(u*),u*),
amib6l @ konvexitdsat felhasznalva kapjuk, hogy

D (up, ) — P(u*) > (D' (u*), upn, —u*) — 0,
amibél kovetkezik, hogy ®(u*) < a = inf @, vagyis ®(u*) = min . O

12.6. Megjegyzés. Ha a fenti tételben ® szigorian konvex is, akkor a mi-
nimumhely egyértelmd.



13. fejezet

Nemlinearis
operatoregyenletek
megoldhatésaga

Legyen X reflexiv Banach-tér, A : X — X* adott (nemlinedris) operdtor.
Ebben a fejezetben — a 7.1. szakasz nemlinearis megfeleléjeként — arra adunk
feltételeket, hogy egy A(u) = b egyenletnek barmely b € X* esetén 1étezzék
egyetlen u* € X megolddsa. Ez ugyanazt jelenti, mint hogy A bijekcié X-
r0l X*-ra; az egyenletekkel valéo megfogalmazasra f6leg az alkalmazasok soran
lesz sziikség. Els6sorban azzal az esettel foglalkozunk, amikor X = H Hilbert-
tér.

13.1. A variaciods elv

Ha az adott A operdtor potencidloperédtor, az A(u) = b egyenletek megold-
hatosaga atfogalmazhatéd a potencidllal, és ez gyakran hasznosnak bizonyul.
Legyen tehdat A : X — X* potencidloperator, és J : X — R egy potencidlja:
J'(u) = A(u) (u € X). Vezessiik be a

o: X - R, O (u) :== J(u) — (b,u) (13.1)

funkcionélt. Ez potencidlja az u — A(u) — b leképezésnek (Id. 12.2.(ii) meg-

jegyzés), azaz
&' (u) = A(u) — b (u e X).

Ez azt jelenti, hogy ® un. kritikus pontjai (ahol derivéltja 0) megegyeznek
az A(u) = b egyenlet megolddsaival.
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Sok esetben a ® funkcional minimumhelyeire van sziikség, pl. amikor ® ener-
gia jellegi mennyiséget ir le. Ha «* minimumbhelye ®-nek, akkor ®'(u*) = 0,
igy u* megolddsa az egyenletnek: A(u*) = b. Monoton potencidloperatorok
esetén a kettd egybeesik:

13.1. Allitas. Legyen A : X — X* monoton potencidloperdtor, J egy po-
tencidlja és ® a (13.1)-beli funkciondl. Az u* € H wvektor pontosan akkor
megolddsa az A(u) = b egyenletnek, ha minimumhelye ®-nek.

Bizonyités. Legyen elészor A(u*) = b, azaz ®'(u*) = 0. Itt A monotoni-
tdsa miatt, a 11.14. allitas és 11.16. megjegyzés alapjan J konvex, és mivel
u +— (b,u) linedris, igy @ is konvex. A 11.12. allitdsbdl igy ®(u) — P(u*) >
(' (u*),u—u*) =0 (u€ X), azaz u* minimumhely.

A masik irdnyt mar az elébb lattuk. O

A (13.1) funkcionalt gyakran minimalizdlé funkciondinak hivjdk. A koévetkezd
szakaszban a fenti elv alapjdn adunk megoldhatéségi tételeket, vagyis az adott
egyenlet megoldasa helyett a megfelelé ® funkcionalt minimalizaljuk.

13.2. Monoton operatoregyenletek potencialope-
ratorral

13.2. Tétel. Legyen H valds Hilbert-tér, A : H — H adott operdtor. Tegyiik
fel, hogy

(i) A Gateauz-derivdlhats, A’ bihemifolytonos,
(i) minden u € H esetén A'(u) € B(H) énadjungdlt,
(i) létezik m > 0, hogy

(A'(u)h, b)) > m| k>  (Yu,h € H).

FEkkor barmely b € H esetén az A(u) = b egyenletnek egyértelmien létezik
uw* € H megolddsa.

Bizonyitas. A 12.3. &llitds szerint az elsé két feltétel biztositja, hogy A
potencidloperator. Legyen ® : H — R, ®(u) = J(u) — (b,u), ahol J' = A.
Ekkor ®'(u) = A(u) — b. Mivel ® kétszer Gateaux-derivalhaté, a Taylor-
formula szerint minden u € H esetén

B(u) = B(0) + (#(0), 1) + 5 (" (Bu)usu)
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alkalmas 6 € [0, 1] mellett, amibdl a (iii) feltétel és ” = A’ miatt azt kapjuk,
hogy

(w) = (0) — @' O lul + 5 ull® =
= (0) + [lull (@' Ol + % llull) = o0, ha [[u] = oo.

Masrészt a 11.15. megjegyzésbdl kovetkezik, hogy ® szigorian konvex. A
12.5. tétel és 12.6. megjegyzés szerint egyértelmiien 1étezik u* minimumbhelye
®-nek, ami a 13.1. 4llitds szerint pontosan akkor igaz, ha A(u*) = b. O

A fenti tétel feltételeiben a kozos m alsd hatéar létezése enyhitheto:
13.3. Tétel. Legyen H wvalés Hilbert-tér, A : H — H adott operdtor. Telje-
stiljon a 13.2.tétel (i)-(i1) feltétele, és tegyiik fel, hogy

(i)’ létezik olyan m : RY — R monoton csdkkend fiigguény, melyre

li_>m m(r)r = 400, és (A" (wh, B) > m(|lul)) |h)*  (Vu,h € H).

Ekkor barmely b € H esetén az A(u) = b egyenletnek egyértelmien [étezik
u* € H megolddsa.

Bizonyitas. A fenti bizonyitdsban csak ® alsé becslését kell médositani:

O(u) = (0) — [|2" ()| [|ull + %m(IIUH) lul® =

= 0(0) + ull (~ 19O + gmll) ful) -

ha ||u|| — oo. O

Mindkét fenti tétel a 12.5. tételre és 12.6. megjegyzésre alapul; ellenorizhetd
elégséges feltételeket adnak az A operdtorra nézve ezek alkalmazhatdsagara.
A potencidlt is a feltevésekbe épitve egyszeriibb tétel mondhaté ki:

13.4. Tétel. Legyen X reflexiv Banach-tér, A : X — X* szigordan monoton

J) _ 0o, akkor bdrmely

potencidloperdtor, J egy potencidlja. Ha lim Tl

llul|—o0
b e X* esetén az A(u) = b egyenletnek egyértelmien létezik megolddsa.

Bizonyitas. A 13.1. 4llitas alapjan azt kell igazolnunk, hogy a ®(u) := J(u)—

(b, u) funkciondlnak egyértelmiien létezik minimumhelye. Mivel A szigorian

monoton, a 11.15. megjegyzés szerint J és igy @ is szigorian konvex. Emellett
J(u)

2(w) 2 J(u) = [bllfull = (G = Io0) hell = o0, ba > oo,

igy érvényes a 12.5. tétel. g
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13.3. Operatoregyenletek nem potencialos ope-
ratorral

13.3.1. Monoton operatoregyenletek nem potencialos ope-
ratorral

Most kiterjesztjiik az elézé szakasz eredményeit arra az esetre, ha A nem
potencidloperator. Ekkor a megoldhatésiag a Banach-féle fixponttételre ve-
zethet vissza. Itt az egyenletes monotonitast derivalt nélkiil fogalmazhatjuk
meg, viszont megfeleld felsé becslés (Lipschitz-folytonosséag) is kell.

13.5. Tétel. Legyen H walds Hilbert-tér, A : H — H adott operdtor. Tegyiik
fel, hogy
(i) A egyenletesen monoton: létezik m > 0, hogy

(A(u) — A(w),u —v) > m |lu—v|? (Vu,v € H);
(i) A Lipschitz-folytonos: létezik M > 0, hogy
[A(w) —A@)| < M flu—vol  (Yu,v € H).

Ekkor barmely b € H esetén az A(u) = b egyenletnek egyértelmien létezik
u* € H megolddsa.

Bizonyitas. Ha « > 0 dllandé, akkor az A(u) = b egyenlet ekvivalens az u =
u—a(A(u) —b) =: G(u) egyenlettel. Igy azt kell belatnunk, hogy megfelels o
esetén G-nek egyértelmiien létezik fixpontja. Ehhez a Banach-féle fixponttétel
szerint elég, ha G kontrakcié. Itt

1G(u) = GO)|I* = [lu — v — a(A(u) — A(v))||®
= |lu—v|* = 2a(A(u) = A(v),u —v) + *||A(u) — A(v)|* <
< (1—2am+ a*M?) ||lu — vl
Az o — 1 — 2am + o®>M? fiiggvény O-ban 1-et vesz fel és derivaltja —2m,

igy elég kis o > 0 esetén értéke 1-nél kisebb, azaz ilyen a-ra a megfelel6 G
kontrakcid. 0

13.6. Megjegyzés. A bizonyitasban szerepld G leképezésre az optimalis
kontrakciés konstans a ¢p(a) := 1—2am-+a?M? méasodfoki fiiggvény minimu-
ménak négyzetgyoke, ami az apt := 17z mellett kapott qope 1= \/@(opt) =

/1= 15 érték.
Néha hasznos ennek egyszer(ibb becslése: a /1 —1 <1—% (¢t < 1) egyenlét-

7 .’ 2
lenség alapjan gopt < 1 — g5m =1 — Fagpt-
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13.7. Megjegyzés. Ha a fenti tételben A Gateaux-derivalhaté is, akkor
(a 11.15. megjegyzés (2) pontjdhoz hasonléan) az (i) feltételbeli egyenletes
monotonitasbél kivetkezik, hogy (A’(u)h,h) > m||h|® (Vu,h € H), ami a
13.2.tétel (iii) feltétele. Ekkor azonban az utébbi nem jelenti azt, hogy A n-
adjungalt is, mivel valés térben vagyunk. (Komplex térben a fenti tétel (i)
feltételében elég lenne a bal oldali kifejezés valés részét venni.)

A tételbeli egyenletes Lipschitz-feltétel enyhithetd:

13.8. Tétel. A 13.5. tételben a (ii) feltétel helyett tegyiik fel, hogy

(11)’ A lokdlisan Lipschitz-folytonos: létezik olyan M : RT — R monoton
nové fiigguény, melyre

[A(w) = AQ)l| < M(r) [lu = of| - (Yu,v € H, [lu] <, [lv]| <7).

Ekkor bdarmely b € H esetén az A(u) = b egyenletnek egyértelmien létezik
u* € H megolddsa.

Bizonyitas. A 13.5. tétel bizonyitasat ugy modositjuk, hogy megmutatjuk:
van olyan R > 0, hogy ha Bp jeloli az origd kézepi R sugari zart gombot és
M := M(R), akkor az apt := = értékhez tartozé G(u) := u—caop (A(u)—b)
leképezés kontrakcié Br-bdl Bgr-be. Ekkor is igaz, hogy G-nek egyértelmiien
létezik fixpontja.

Legyen el6szor R > 0 tetszéleges. A megfelel§ G leképezés kontrakcié volta
ugyanigy jon ki, mint az el6bb, ekkor |G(u) — G(v)]| < gope||u — v||, ahol
Gopt = /1 — #};)2 fiigg R-t6l. Belatjuk, hogy ha R elég nagy, akkor G Bp-
b8l Bgr-be képez. Legyen ||u|| < R. Ekkor

1G] < 1GO)] + (G (u) = GO < [|GO) ] + gopelu]-

Itt |G(O)|| = cvope||A(0) — b||, valamint ||Ju]] < R és a 13.6. megjegyzésbdl
qopt S 1—- %aopta igy

m mR
Gl < coptl| A(0) = bl + (1 = Fraopt) R = B~ aope (= — [ A(0) ~b]]) < R,

ha a méasodik zardjelben all6 kifejezés nemnegativ, ami fennéll elég nagy R

esetén. O

13.3.2. Nem monoton operatoregyenletek

Ebben a rovid fejezetben csak kimondunk egy altaldnosabb tételt, amely jelzi,
hogy monotonitas nélkiil is elérheté a megoldhatésag.
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13.9. Tétel. [55] Legyenek X, Y Banach-terek, A: X — Y Fréchet-derivdl-
hatd, melyre barmely u,h € X esetén A'(u) : X =Y bijekcid és

|A" (|| = ml|hl], (13.2)

ahol m > 0 figgetlen u, h-tél. Ekkor bdrmely b € X esetén az A(u) = b
egyenletnek egyértelmiien létezik u* € X megolddsa.

13.10. Megjegyzés. A (13.2) egyenltlenségnek

(1) kovetkezménye az aldbbi hasznos becslés:

1A W)Y < 5 (ue X);

—_ m

(ii) elégséges feltétele X =Y = H Hilbert-tér esetén a kordbbiakban szerepld
becslés:
(A'(wh, h) > m|al]>  (Yu,h € H).

13.4. Alkalmazasok nemlinearis elliptikus perem-
értékfeladatokra

13.4.1. Foérészében nemlinearis egyenletek

Legyen Q C R™ korlatos tartomany, és tekintsiik a

{ —div f(z,Vu) =g,

(13.3)
ujpn =0

peremértékfeladatot az aldbbi tulajdonsagokkal:
13.4.1. feltételek.
(i) feCHQ xR, R");
(i) a %ﬁl’n) derivaltmatrixok szimmetrikusak (ha z € Q, n € R");
(iii) 1éteznek olyan M > m > 0 4llanddk, hogy

of (z,n)

2
< LA )
mle* < =

E-ESMlE? (zeQ nEeRY). (134)

A 11.1. fejezet alapjan atfogalmazzuk a feladatot. Eloszor értelmezziik a fenti
feladat gyenge alakjat: egy u € Hg(Q) fiiggvény gyenge megoldds, ha

/ f(z,Vu) - Vv = / gu (Vv e H(Q)). (13.5)
Q Q
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A (iii) feltétel azt jelenti, hogy a derivaltmétrixok sajatértékei kozos pozitiv
konstansok kozé esnek, {gy teljesiil (11.5) is. Léttuk, hogy ekkor értelmes az
F: HY(Q) — H}(Q) operdtor, melyre

(F(u),v) gy = /Qf(a:,Vu) -Vou (u,v € Hy(R)) (13.6)

(ahol Hg () valés Hilbert-tér a (11.4) skaldrszorzattal), és hogy fgy a (13.3)
feladat ekvivalens az

F(u)=1b (13.7)
operdtoregyenlettel H}(Q2)-ban, ahol (b, v) H = = Jo9v (Vv e Hj(Q)).

A (13.3) feladat gyenge megolddsét a (13.7) operdtoregyenletre alkalmazott
13.2. tételbdl nyerjiik.

13.11. Tétel. Ha teljesiilnek a 13.4.1. feltételek, akkor barmely g € L?(Q)
esetén a (15.3) peremértékfeladatnak egyértelmiien létezik u* € HE(Q) gyenge
megolddsa.

Bizonyitas. Igazolnunk kell, hogy fenndllnak a 13.2.tétel feltételei. A 11.2.1
szakaszban adott példa és a 11.10. megjegyzés alapjan F' Gateaux-derivdlhatd
és F’ bihemifolytonos. A derivédltra

(F'(u)h,v) gy = / (2, Vu)Vh-Vv  (u,h,v € H3(Q)) (13.8)

teljesiil (11.9) szerint. Ebbé8l, mint a 12.1. szakasz végén is lattuk, rogton
kovetkezik, hogy F énadjungdlt. Végiil a (iii) feltételbdl

(F'(w)h, h) gy = / o (z, Vu)Vh - Vh>m/ IVAI® = m |7
(Yu,h € H}(Q)). O
Példa. Tekintsiik a (11.1) feladatot:
. 2 _
{ —d1v(a(|Vu| )Vu) =g, (13.9)

ujpe =0,

ahol a : RT — R* adott Cl-beli fiiggvény, és tegyiik fel, hogy léteznek olyan
M > m > 0 konstansok, hogy

0<m<a(r?) < (a(rz)r)l <M (Vr > 0). (13.10)
Ez a feladat olyan alakd, mint (13.3), ha
fam) =a(n®)n (2 €Q neRrR),
s6t, itt f fiiggetlen x-t6l. Megmutatjuk, hogy teljesiilnek a 13.4.1. feltételek.
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(i) Ttt f: Q x R® — R", és az a € CY(RY) feltétel miatt f € CH(Q x
R", R™).

- n
(ii) Kiszamitjuk a %ﬁf]’") derivaltmatrixokat. Itt fi(z,n) = a( '21 7732‘)771'; igy
j:

a i , n n
M — a( > T]?)(Sik + 2a’( > n]z)nmk, azaz
ony, j=1 j=1

%‘”’;m — a(lnf?) I + 24 (Inf?) (o).

ahol I € R™ " az identitdsmatrix és az nnT € R™*™ maétrix az n és n”
diadikus szorzata. Ebbdl lathato, hogy %ﬂf]’”) szimmetrikus.

(iii) A derivéltmdtrixok kvadratikus alakja

Of(x,n)
an
A (13.10) feltétel részletesebben azt jelenti, hogy barmely r > 0 esetén

&&= a(lP)g* +2d'(n*) (n-€*  (&meR™). (13.11)

m < a(r?), 0 <d(r?), a(r?) +2d' (r*)r? < M.

Igy a (13.11) képletbél és a Cauchy—Schwarz-egyenldségbdl

2 o2 o~ Of(@,m) .
migl® < a(inl?)jeP? < = €€ <
(alln®) + 24/ () In?) lgf? < Mg (13.12)

fgy tehdt érvényes a (13.9) feladatra a 13.11 megoldhatdsdgi tétel.
A fenti példa altaldnosithaté gy, hogy f fiigghet x-tél is:

0
flz,n) = a(ac, |7]|2)77, ahol 0<m <a(z,r?) < o (a(x,rQ)r) <M
r
(Vz € Q,n € R*, r > 0). Az iméntihez hasonld széamoléssal igazolhaték a
13.11. tétel feltételei.

Nevezetes példa (13.9) alaku feladatra a staciondrius Maxwell-egyenletekbol
szarmaztathaté magneses potencidl egyenlete, amikor az elektromos és mag-
neses tér kozt nemlinedris 6sszefiigés 4ll fenn. Ekkor az r — a(r) nemlineari-

tas teljesiti a (13.10) feltételeket, pl. a(r) = ::if, ahol 0,7 > 0 és k € Nt
allandok [40].

Egy maésik fontos példa (13.9) alaki feladatra a képlékeny torzié egyenlete,
ahol a fesziiltség és nyirds erdssége kozott (13.10) tipusd nemlinedris dsszefii-
gés 4ll fenn [31].
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13.12. Megjegyzés. A 12.1. szakasz végén lattuk, hogy a (11.8) operdtor
J : H}(Q) — R potencidlja megadhat6

J(u) ::/1/1(:£7Vu) alakban, ahol %(z,’r]) = f(z,n)
9)

(Vz € Q, n € R™). Ebbél (13.1) alapjdn a minimalizdlé funkciondl ®(u) :=
J(u) — {b,u), azaz

O(u) = /Q (¥(x, Vu) — gu) (u € Hy(Q)). (13.13)

A (13.3) feladat gyenge megoldasa tehét ezt a ® funkciondlt minimalizélja.
Megemlitjiik, hogy itt

(@ (u)h, h) gy = (F'(u)h, h) gy = / ?(x,Vu>Vh~thm||h|\zé
Q on

(Vu, h € H}(Q)), azaz ® egyenletesen konvex. Ez a tulajdonsdg volt az alapja
a megoldhatésaghoz felhasznalt 13.2. tételnek is.

A (13.9)-beli speciélis esethez tartozé ® funkcional alakja
o) = [ (3A(uP) - gu)
Q\2 7

ahol A'(r) = a(r) (r > 0). Ekkor ugyanis a ¢(z,n) := 5 A(|n|?) fiiggvényre

) 2

(@) =a(jnl*)n (neR™).

A fenti példa a linearis esetet is tartalmazza specidlis esetként, amikor az
egyenlet —Awu = g, ekkor a minimalizal6é funkcional

O(u) = /Q(% |Vul? - gu).

Ez az un. Dirichlet-integral, amire a 14.1. szakaszban is visszatériink.

13.4.2. Szemilinearis feladatok

Legyen Q C R? korldtos sikbeli tartomany, és tekintsiik az aldbbi feladatot:

{ —div(aVu) +b-Vu+ g(z,u) = g, (13.14)

Ujpn = 0.
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13.4.2. feltételek.

(i) a € L™(Q), a(z) >m >0 (m. m. z € Q);

(ii) b € C1(Q, R?), divb =0 (azaz b divergenciamentes vektormezs);
(iii) g € C1(Q2 x R), és léteznek olyan p > 2, a, B > 0 allandék, hogy

0< %@;g) <a+ 8P (VreQ, €eR). (13.15)

A (13.14) modellekben &ltaldban az operdtor hdrom tagja rendre a diffiziét,
konvekciét és kémiai reakciot irja le, melyekbdl, mint itt is, legtobbszor az
elsd kettd linedris. (Tovabbi részleteket 1d. majd a 13.14. megjegyzésben.)
A (13.14) feladat gyenge megolddsa olyan u € Hg(Q) fiiggvény, melyre

/Q(a Vu-Vov+(b-Vu)v+ q(x,u)v) = /ng Y€ Hy(Q). (13.16)

13.13. Tétel. Ha teljesiilnek a 15.4.2. feltételek, akkor bdrmely g € L?(2)
esetén a (15.14) peremértékfeladatnak egyértelmiien létezik u* € HE () gyen-
ge megolddsa.

Bizonyitas. Elészor igazoljuk, hogy értelmes az az F : H}(Q) — HE(Q)
operator, melyre
(F(u),v) gy = / (a Vu-Vu+ (b Vu)v + q(z, u)v) (u,v € Hy(Q)).
Q

(13.17)
Konnyen ldthaté, hogy a (13.15) feltételbdl |g(x,&)| < a1 + B1]€[P~1, ahol
a1, 81 > 0 alkalmas allandék. Ebbdl, a Holder-egyenlétlenség alapjan

[ ato.we] < [ (calol + sabeP o) < arlollos + 61| jl? | oler
Q Q La

1.1 _ _1=2D2 1
aholerqfl. Ekkor p 1fq,1gy
p—1

W= i) = (f 1) ™ = el

Emellett az © C R? tartomanyon a Szoboljev-féle bedgyazasi tétel révén
(1, 67] barmely p > 2 esetén van olyan K, > 0 dllandd, hogy

|

- o
La

Hy(Q) € LP(Q),  lullrr < Kpllullmy  (Vu € Hy(%)). (13.18)
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fgy
[ o] < (aki + BT el ol
Q

A tobbi tag konnyebben becsiilhetd: a (10.15) becslésbél
| /Q (a V- Vot (b-Vup)| < (lallze + Kalblle=) full g vl sy (13.19)

Legyen u € H}(Q) rogzitett, ekkor a (13.17)-beli integrdl v-ben lineéris, és
feltilrdl becsiilhetd az aldbbival:

—1
(el Nl sy + KBl sy + n K+ BuEE s ) ol

igy korlatos linearis funkciondlja v-nek. A Riesz-tétel tehdt megadja azt az
F(u) € H}(Q) elemet, melyre (13.17) teljesiil.

Megmutatjuk, hogy F' teljesiti a 13.5. tétel feltételeit. Eloszor belatjuk, hogy
F egyenletesen monoton. Ehhez felbontjuk linedris és nemlinedris részre F' =
B + N alakban, ahol

(Bu,v) g = / <a Vu-Vo+(b- Vu)v), (N(u),v) g = / q(z, u)v.
Q Q
Itt (10.16) alapjan
(B by = [ (o [VHP + (b VOR) = mhly  (vh e HY(S))
Q

igy a B operator koerciv, ami linedris esetben (h = u—uv helyettesitéssel) azt is
jelenti, hogy egyenletesen monoton. Emellett a (13.15) feltételbdl & — q(x, &)
monoton nove, igy N is monoton operator:

(N(u)=N(v),u=v)gy = /Q(Q(:w)—q(ww))(u—v) >0 (Yu,v € Hy(Q)).

Osszegezve, F' egyenletesen monoton.

Ezutan belatjuk, hogy F lokélisan Lipschitz-folytonos, ehhez is a fenti fel-
bontast hasznéljuk. A linedris B rész Lipschitz-folytonos, mert korlatos, ami
(13.19)-b6l kovetkezik. Az N részhez ismét a (13.15) feltételbdl és a Lagrange-
egyenlotlenséghdl

la(x,€) — g(x,8)| < max |Oca(a, Q)1 € = €] < (a + Bmax{[¢], [E]}"~%) 1€ — &I,
€ls,
ebbol az F' 1étezésénél hasznalt szamolashoz hasonléan kapjuk, hogy

[IN(u)=N(@)|| = sup (N(u)=N(v),z)p; = sup /Q(q(w’U)—Q(%v))z

0
z =1 z =1
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< sup /(a+6max{|u|,\v|}p_2) |u — ] |2
Q

o z =1
(B

< e aKj +5K5maX{HUHH5,IIUIIHg}’”) [l = vll g 121l
z Héz

SM@)llu=vllmy  (ullag <7 llollgg <7),

ahol M(r) := aK3 + SKBRrP=2 (r > 0). gy N, és végiil F is lokalisan
Lipschitz-folytonos.

Innen ugyanigy kapjuk az eredményt, mint a 13.4.1. szakaszban, mivel a
(13.16) feladat jobboldala most is (b, U>Hg alakban frhat6, maga (13.16) pedig
F(u) = b alakban. Itt F teljesiti a 13.5. tétel feltételeit, {gy a feladatnak
egyértelmiien 1étezik gyenge megoldasa. O

13.14. Megjegyzés. (i) A megoldhatésagi tétel 3 vagy t6bb dimenziéban
is érvényes, ha g-ra szigoribb novekedési feltételt frunk el6: a felhasznalt
Szoboljev-féle bedgyazasi tétel n > 3 dimenziéban a 2 < p < % feltétel
esetén érvényes.
(ii) A (13.14) feladatban az u fiiggvény a vizsgdlt anyag koncentraciéjit adja
meg. A (iii) feltétel azt fejezi ki, hogy a reakcié autokatalitikus, azaz nagyobb
koncentracié gyorsabb reakciét indukdl. A kapott megoldhatdsagi tétel azt az
esetet is lefedi, amikor b = 0 (reakcié-diffizié-egyenlet monoton nemlineari-
tassal), ilyen egyenlet irja le pl. sugdrzé test lehtilését, ill. egyes enzimek 4ltal
katalizalt reakcié-diffizié staciondrius dllapotat, lasd pl. [23, Chap. 1].
(iii) A kapott megoldhatdsdgi tétel igaz a (13.14) egyenletnél altaldnosabb,
hasonlé feladatokra is. A reakcié-konvekcié-diffiziés modellekben altalaban
tobb komponens szerepel, igy PDE-rendszer irja le a keresett koncentraciokat,
emellett a div b feltétel enyhithetd. E rendszerek (13.14)-hez hasonlé alaktak:
—div(a; Vu;) + b; - Vu; + gi(z,u1, ..., u) = g;
} (i=1,...,0).
Uijgn =0

(13.20)
A feltételek értelemszertien dtviheték. A %@’5) derivaltak most Jacobi-mat-
rixok, igy a fels6 becslést normajukra tessziik:

H%H < ez +callP? (V(z,€) € @ x R).

A % derivalt nemnegativitasa helyett pozitiv szemidefinitséget tehetiink

fel, ill. koordindtanként irhatjuk el a divb; = 0 feltételt. E kett6 helyett
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azonban a ko6zos, dltalanosabb

dq(x, 1 i

(V(z,€) € Q x R, 5 € RY) feltétel is elég, lasd pl. [2]. Ezek alapjan a 13.13.
tételhez hasonlban igazolhaté a megoldhatésdg, 1dsd pl. [23, Chap. 6].






IV. rész

Kozelito modszerek
normalt terekben

203






14. fejezet

Kozelito modszerek és a
variacios elv

Konyviink IV. részének targya az eddig vizsgalt operatoregyenletekre vonat-
kozé kozelité mddszerek konstrukcidja és konvergenciaanalizise. A médszerek
legtobbjét Hilbert-térben értelmezziik, amely altalaban valds lesz.

A 13.1. fejezetben lattuk, hogy operatoregyenletek egy fontos osztalya esetén
az egyenlet megoldhatésaga atfogalmazhato megfelelé ® minimalizald funkei-
onallal, éspedig az egyenlet megoldasa ekvivalens azzal, hogy a ® funkcionalt
minimalizaljuk. Ez az Un. varidciés elv az adott operatoregyenletek kozelito
megoldasédra is gyakran jél hasznalhaté. Most konkrétabban megvizsgéaljuk
néhany esetre a minimalizal6é funkciondlt.

14.1. Linearis egyenletek és kvadratikus funkci-
onal

Legyen el6szor H komplex Hilbert-tér, A : H D— H szigoruan pozitiv ope-
rator, f € H adott vektor.

14.1. Definicié. Az Au = f egyenlethez tartozé kvadratikus funkciondl az
aldbbi ® : H — R funkcional:

D (u) := (Au,u) — 2Re (f,u). (14.1)

14.2. Allitas. Ha létezik u* € D(A), amelyre Au* = f, akkor ®-nek ponto-
san eqy minimumhelye van, €s ez éppen u*.

205
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Bizonyités. Tetszbleges u € D(A), u # u* esetén
®(u) = (Au,u) — (f,u) — (u, f) = (Au,u) — (Au*, u) — (u, Au*)
= (A(u —u*),u —u*) — (Au*, u*)
= (A(u—u*),u —u*) + ®(u*) > d(u*). O
A kvadratikus funkciondl tehdt minimalizdlé annyiban, hogy az Au = f
egyenlet megoldasa ekvivalens ® minimalizdlasdval. Tudnunk kell viszont azt,

hogy az egyenletnek létezik-e egydltalan megoldasa, ehhez némileg erésebb
feltételek kellenek.

1. Ha A egyenletesen pozitiv és korlatos is, akkor a 7.1. megoldhatdsagi
tétel szerint egyértelmiien 1étezik u* megoldas.

2. Ha A egyenletesen pozitiv, de nem korlatos, akkor a 8.29. tétel szerint
egyértelmiien létezik u* € H4 gyenge megoldas. Ekkor a varidcios elvet
lgy tudjuk haszndlni, ha éttériink az energiatérre, azaz ®-t kiterjesztjiik
D(A)-r6l Ha-ra. Legyen ® : Hy — R,

®(u) = [|uly — 2Re (f,u).

Ekkor a 14.2. allitas bizonyitdsat megismételve kapjuk, hogy d-nak
egyértelmiien létezik minimumbhelye, és ez a gyenge megoldés, hiszen
u € Hy, u# u* esetén

S(w) = lu— |} = 'l = lle = w5 + (u) > S(u).  (14.2)

Legyen most H valés Hilbert-tér, A : H D>— H szimmetrikus, szigorian
pozitiv operator, f € H adott vektor. Az Au = f egyenlethez tartozé eredeti,
ill. kiterjesztett kvadratikus funkcional ekkor

O(u) = (Au,u) = 2(f,u),  B(u) = [lu]} —2(f,u).
Ezekre is értelemszeriien igazak a fenti minimumeredmények.
Példa kvadratikus funkcionalra. Legyen H := L?() mint komplex Hil-

bert-tér, A := —A, D(A) := H2(Q) N H(Q), f € L*(Q) adott. Mint a 8.2.
szakasz példajaban lattuk, ekkor Ha = H}(Q). A megfelels funkciondlok

D(u) = —/Q(Au)ﬁ— 2Re /Qfﬁ (u € D(A))

P(u) = /Q IVul®> - 2Re /Qfﬁ (u € Hy(Q)).
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Az eléz6ek szerint a
—Au = f }

ul(’—)Q = 0

feladat gyenge megolddsa minimalizdlja a ® funkcionalt a H}(Q) téren. Gyak-

ran %—es szorzdval irjuk fel a funkcionélt:

E(u) = %@(u) _ /Q (; Vul* - Re (fu)) , (14.3)

ami fizikai modellekben a megfelel energidt jelenti. (Emiatt, az 4ltaldnos
Hilbert-térbeli esetben is, szoktak a kvadratikus funkcionalt energiafunkcio-
nalnak is hivni.)

14.3. Megjegyzés. A (14.1) funkciondl esetén megengedhetd, hogy A csak
(nem feltétleniil szigortian) pozitiv operdtor, de ekkor természetesen csak a
®(u) > ®(u*) egyenlbtlenség garantdlhatd u # u* esetén is.

A fenti kvadratikusokkal rokon a (7.5) feladathoz tartozé ¥ : H x K — R,

V(u,p) = (Au,u) + 2(Bp,u) — (Cp,p) — 2(f,u) — 2(g,p) (14.4)

funkciondl, ahol A > mI (m > 0) és C' > 0. (Ez is kvadratikus bizonyos érte-
lemben, hiszen u-nak kvadratikus és linedris kifejezéseibdl all.) Megmutatjuk,
hogy a (7.5) feladat (u*,p*) megolddsa ¥ nyeregpontja.

14.4. Allitas. Legyen (u*,p*) € H x K a (7.5) feladat megolddsa. Ekkor
barmely (u,p) € H x K esetén

U(u*,p) < (u,p*) < V(u,p).

(S6t, ha w # u*, akkor a mdsodik egyenlétlenség szigori, ill. ha még C is
szigoruan pozitiv, akkor az elsé egyenldtlenség is.)

Bizonyitas. (i) Igazoljuk, hogy ¥(u*,p*) < ¥(u,p*) (u € H). Az
= ((Au,w) —2(f = By, w)) = ((Cp,p%) + 209,07

funkcional az Au = f — Bp* egyenlethez tartozé kvadratikus funkciondl és
egy konstans 6sszege, igy szigort minimumat ennek az egyenletnek a megol-
dédsdban, tehat u*-ban veszi fel.

(ii) Hasonléan jon ki, hogy ¥(u*,p) < U(u*,p*) (p€ K). A

= (4w, u) —2(f.u)) = ((Cp.p) =200, B'u" +9))
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funkciondl egy konstans és a Cp = B*u* + g egyenlethez tartozé kvadratikus
funkcional kiilénbsége, igy maximumat ennek az egyenletnek a megoldasa-
ban, tehdt p*-ban veszi fel. (Ha C szigorian pozitiv is, akkor ez a maximum
szigort.) O

14.2. Nemlinearis egyenletek minimalizal6 funk-
cionaljai

Legyen H valés Hilbert-tér. El6szor tekintsiik azt az esetet, amikor az A :
H — H nemlinedris operdtor potencidloperator. Ekkor az A(u) = f egyen-
lethez, mint a 13.1. fejezetben lattuk, bizonyos esetekben igen egyszertien
konstrualhaté minimalizalé funkciondl

®: X - R, O(u) = J(u) — (f,u) (14.5)

alakban, ahol J egy potenciélja A-nak. Itt ugyanis A(u*) = f pontosan akkor
all fenn, ha ®'(u*) = 0, {gy ha ® konvex (azaz A monoton), akkor ez azt
jelenti, hogy u* minimumhelye ®-nek (13.1. 4llités).

Mint imént a linearis esetben, garantalnunk kell azt, hogy az egyenletnek 1é-
tezzék megoldasa, amihez némileg erésebb feltételek kellenek. Hasznéljuk fel
a 13.2. tételt, amely elégséges feltételt ad egyenletesen konvex potencidl 1éte-
zésére és ezdltal az A(u) = f egyenlet egyértelmii megoldhatdsdgara. Ebbol
adodik a

14.5. K6évetkezmény. Tegyiik fel, hogy az A : H — H operdtor
(i) Gateauz-derivdlhatd, és A’ bihemifolytonos,
(it) minden u € H esetén A'(u) € B(H) dnadjungdlt,

(iii) létezik m > 0, hogy (A'(u)h,h) > m|h|> (Yu,h e H).

Legyen J egy potencidlja A-nak. Ekkor barmely f € H esetén a (14.5) funk-
ciondlnak egyértelmdien létezik minimumhelye, és ez az A(u) = f egyenlet
megoldasa.

Emlitést érdemel, hogy itt a (14.5)-beli ® maga is potencidl, de nem A-nak,
hanem az u — A(u) — f operédtornak.

14.6. Megjegyzés. Erdemes megvizsgalni, hogy a fenti tétel lefedi-e a line-
4ris esetet, azaz az el6z6 szakaszbeli kvadratikus funkcional potencidlja-e az
u — Au — f operédtornak. Itt valés Hilbert-tér esetén

O(u+ tv) = (Au,u) + 2t {Au,v) + t* (Av,v) — 2 (f,u) — 2t (f,v)
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= ®(u) + 2t (Au — f,v) + t* (Av,v) (Yu,v € H, t € R), (14.6)
igy létezik
1
- t—0 ? - -
0, ®(u) = lim <<I>(u+tv) <I>(u)) =

= tlin(l)(t (Av,v) + 2 (Au — f,v}) =2(Au— f,v).
e
Emellett v — 2 (Au — f,v) folytonos linedris funkcionalja v-nek, igy ® Gateaux-
derivéalhato és

®'(u) = 2(Au — f),

kérdésiinkre tehét igen a vélasz (eltekintve a 2-es szorz6tdl, amit persze meg-
sziintethetiink (14.3) mintajara).

Ha viszont a Hilbert-tér komplex, akkor a fenti szdmolds mintajara
0y ®(u) = 2Re (Au— f,v)

adédik. Ez, mivel valds értékii, a komplex térben nem linedris funkcionalja v-
nek, hanem (mint konnyen ldthatd) csak valds-linedris, azaz additiv, de csak
valds konstanssal valé szorzé vihet6 ki beléle.

Ez azt is mutatja, miért a valés Hilbert-terek alkalmasabbak a nemlinedris
operatoregyenletek vizsgalatara: mivel csak valds értékii minimalizalé funk-
ciondlnak van értelme, ezek v irdnymenti derivaltjai is valos értéki funkcio-
naljai v-nek, igy a komplex tér értelmében nem tekinthetnénk éket Gateaux-
derivalhaténak.

Legyen H ismét valés Hilbert-tér, és tekintsiik most azt az esetet, amikor
A : H — H nem potencidloperdtor. Tegyiik fel, hogy az A(u) = f egyen-
letnek egyértelmiien létezik u* megolddsa (ez pl. a 13.5 vagy a 13.9. tétel
feltételeivel garantalhatd), valamint hogy A Gateaux-derivélhaté. Ekkor ter-
mészetes minimalizal6 funkcionalt adhatunk meg a legkisebb négyzetek elve
alapjan: legyen

®(u) := [|[Au) — fII°  (ue H). (14.7)

Nyilvanvald, hogy A(u*) = f pontosan akkor 4ll fenn, ha v* minimumhelye ®-
nek (és ekkor @ értéke 0). Ugyanez a norma négyzet nélkiil is minimalizalna,
de akkor u*-ban sériilhetne ® Gateaux-derivalhatésaga. Igy viszont:

14.7. Allitas. Ha A Gateaua-derivdlhatd, akkor a (14.7) funkciondl is Gite-
auz-derivdlhato, és

@'(u) = 24'(w) (A(w) — /) (u€ H).
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Bizonyitas. Felhaszndlva az ||z|*—||y||> = (z+y, z—y) azonossdgot, barmely
u,v € H esetén

0.8(u) = lim 1 (I1AGu+ t0) — FIP ~ | A(w) — 7I?) =
= lim %<A(u 1) + A(w) — 2, Au+ 1) — A(u))

<tli_13% A(u+tv)+A(w)-2f, lim %(A(u+tv)—A(u))> - <2(A(u)— ), A'(u)v>

= 2(A"(u)*(A(u) — f),v),

ami folytonos linearis funkcionélja v-nek. d

14.8. Megjegyzés. (i) Ha A Gateaux-derivdlhatd, akkor az emlitett 13.5.
vagy 13.9. tétel feltételei esetén A’(u) bijekcid, igy A'(u)* is, tehdt a &' (u) =
2A"(u)*(A(u) — f) = 0 egyenlet ekvivalens az eredeti A(u) = f egyenlet-
tel. Az eljards tehat ugy is felfoghatd, hogy ha az eredeti operatornak nincs
potenciélja, akkor A’(u)*-gal beszorozva mér van.

(ii) Ha specidlisan A linedris, azaz ®(u) = ||Au— f||?, akkor ®'(u) = 2A4* (Au—
f), azaz a ®'(u) = 0 egyenletbél az

A*Au = A*f

egyenletet kapjuk, ami az eredeti egyenlet szimmetrizaltja (in. normdlegyen-
let). A normaélegyenlet haszna, mint pl. a 7.2. tételben is l4ttuk, hogy az
eredetivel ekvivalens, de mar szimmetrikus (azaz a szerepld operdtor dnad-
jungélt).



15. fejezet

Ritz—Galjorkin-féle
projekciéos modszerek

Egy végtelen dimenziés térben felirt operatoregyenlet kozelité megoldasa-
nak természetes alapgondolata, hogy az alapteret véges dimenzids altereivel
helyettesitjiik, és az eredeti egyenletet megfelel6 értelemben vetitjiik erre a
térre. A kapott véges dimenziés feladat (algebrai egyenletrendszer) ugyanis
mar a numerikus analizis médszereivel megoldhaté, az alterek megfelel6 soro-
zatanak valasztasaval pedig a kozelité megolddsok az eredetihez tartanak. A
Ritz—Galjorkin-mddszer ezt az elvet valésitja meg. Az itt tdrgyaltndl bévebb
elméleti, ill. gyakorlati alkalmazdsai taldlhaték a [14, 67, 76] konyvekben.

15.1. Ritz—Galjorkin-médszer szimmetrikus li-
nearis egyenletekre

Legyen H valés Hilbert-tér, A : H D— H szimmetrikus és egyenletesen pozi-
tiv: A > pl (ahol p > 0). Legyen f € H, és tekintsiik az

Au=f

operéatoregyenletet. A 8.29. tétel szerint egyértelmiien létezik u* € H 4 gyenge
megoldas, azaz
<U*aU>A = <f71)> (VUE H)7 (151)

a 14.1. szakaszbdl pedig tudjuk, hogy u* a
2
B(u) = [luly =2 (f,w)

kvadratikus funkciondl egyetlen minimumhelye H-n.
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Legyenek ¢1, ¢o, . .. linearisan fiiggetlen vektorok, melyek linedris burka stirt
H 5-ban, azaz totdlis rendszert alkotnak H 4-ban. Rogzitett n € NT esetén
legyen

Hn = Span{¢lv ¢27 o 7¢n}

A kozelit§ moédszer alapgondolata, hogy ® minimumhelyét az egész H tér
helyett csak H,-en keressiik. A pontos megoldast tehit egy véges dimenzids
altéren elGallitott kozelité megoldassal approximaljuk. Ezt az eljarast Ritz—
Galjorkin-mddszernek nevezik.

Jelolje a H,-en vett minimumbhelyet u,, € H,, tehat itt

®(uy,) = min ®.

n

Ekkor
Un = Z cidi
i=1

alakd. Itt u, 1étezése és egyértelmiisége ugyanigy kovetkezik, mint u*-é, hi-
szen a kvadratikus funkciondlnak a H, véges dimenzids téren is egyetlen
minimumhelye van.

15.1.1. Konstrukcié
El6szor megvizsgéljuk, hogyan allithaté el6 u,,. Legyen

n

$:R" - R, B(c) = (ID(Z czqzbz)

i=1

Nyilvdn @ u-ban valé minimalizdldsa egyenértékii ® c-ben valé minimaliza-
laséaval. Ez utébbit derivalassal kapjuk, éspedig ® konvexitdsa miatt a mini-
mumhely a derivalt zérushelye. Itt

</I;(c) = <i Ci¢i7icj¢j>14 - 2<f’ici¢i> -
i=1 j=1 =1

=Y i (i) =2 cilfi i)
i,j=1 i=1

Ekkor

n

h®(c) = QZCi (bir D)4 — 2S5 Px) 5

=1
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amibdl kovetkezik, hogy

V() =0 = D (ddaci=f0r) (h=1..n)

Bevezetve a
Git = Gri = (s, )4 65 b := (f, o)
(i,k=1,...,n) jeloléseket, azt kapjuk, hogy wu, keresett egyiitthatéit a

Ge=b (15.2)

linearis algebrai egyenletrendszer megolddsaval kapjuk, ahol ¢ € R™ a ¢;-kbdl
képzett oszlopvektor. Itt a G = {Gix 11—, € R™*™ métrix neve Gram-matrix.
(Természetesen itt G, ¢ és b is fiigg n—‘é(’)’l, de ezt az egyszeriiség kedvéért nem
jeloltiik.)

15.1.2. Konvergencia és jellemzés

A kapott u, megoldasoktdl azt varjuk, hogy a valédi megoldéast kozelitsék,
ha n-et noveljiik.

15.1. Allitds. A fent konstrudlt u, vektorokra u, — u* |-|| ,-normdban,
ha n — oo.

Bizonyitas. Mivel U, H,, stirii Ha-ban és ® folytonos H-n, ezért min & —

n

Igin ®, azaz B(u,) — ®(u*). Igy (14.2) alapjdn
A

Hunfu*H?4 = ®(u,) — D(u*) — 0. O

Az u, € H, vektort mint ® H,-en vett minimumhelyét definidltuk, de még
két fontos tulajdonsiggal rendelkezik. Valdjaban e harom tulajdonsdg bér-
melyikével bevezethet6 a Ritz—Galjorkin modszer.

15.2. Tétel. A Ritz—Galjorkin mddszerrel kapott u, -re az aldbbi tulajdonsd-
gok teljestilnek:

(1) (Kozelité minimalizdlds:) — uy, a ®g, minimumhelye.

(2) (Vetileti egyenlet:)  (un,v), = (f,v) (Vv e Hy).
(3) (A hiba ortogonalitdsa:) (u, —u*,v), =0 (Vv € Hy,).
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Bizonyitas.

(1) Ez definici6 szerint igaz.

(2) Ahhoz, hogy minden v € H,, esetén fenndalljon a vetiileti egyenlet, elég,
ha a bazisvektorokra belatjuk az egyenléséget, ez pedig a konstrukciébdl ko-
vetkezik:

(Un, Gr) 4 = <Zci¢i:¢k> = Zci (DisPr) 4 = (fs D) -
A

i=1 i=1

(3) A (15.1) és a vetiileti egyenletb8l barmely v € H,, esetén

<unav>A_<U’*’U>A:<fav>_<fvv>:O' U

15.3. Megjegyzés. A (2) tulajdonsigot azért hivjuk vetiileti egyenletnek,
mert u, a (15.1)-beli badrmely v € H helyett csak barmely v € H,, esetén
teljesiti az egyenléséget, ami olyan, mintha H,-re vetitenénk a (15.1) egyen-
letet.

A (3) tulajdonsédg azt mondja ki, hogy az u,, — u* hibavektor merdleges a H,,
altérre, ez az un. Galjorkin-ortogonalitas.

Mindkét tulajdonsdg azt jelenti, hogy u,, éppen u* vetiilete H,-re.

15.1.3. Klasszikus specialis esetek

Nagyon egyszerti esetet kapunk, ha {¢;} teljes ortonormalt rendszer (TONR)
H s-ban. Ekkor G, = (¢s, dr) 4 = dir, azaz G = I és igy ¢; = (f, ¢;). Ebbél

kovetkezden
n n

Un =Y citi = > _{f, i) bi.

i=1 i=1

Ha példdul a {¢;} fiiggvények A sajatfiiggvényei és A~! kompakt, akkor
(Id. 8.21. tétel) {¢;} TONR H-ban és igy Ha-ban is. Ekkor ¢; € D(A).
Ennek az esetnek az dltaldnositdsa, ha D(A)-ban nem ortonormélt rendszert
valasztunk, ekkor a H 4-beli teljesség a kovetkezSképp garantalhato:

15.4. Allitds. Legyen {6;} C D(A) olyan linedrisan figgetlen rendszer,
hogy {A¢;} totdlis rendszer H-ban. Ekkor {¢;} totdlis rendszer H 4-ban.

Bizonyités. Be kell latni, hogy span{¢; : j € N} siirii H4-ban. Ehhez elég,
ha csak D(A)-ban siirli (mert D(A) sirli Ha-ban). Legyen v € D(A). Az
{A¢;} rendszer teljessége szerint minden € > 0-hoz léteznek olyan i1, ...,
indexek és ¢;,, ..., c;, konstansok, hogy

||A1} — (C’L'1A¢i1 + ...+ CZKAQS%)” < \/}36.



15.1. Ri1Tz-GALJORKIN-MODSZER SZIMMETRIKUS LINEARIS EGYENLETEKRE 215

Ekkor a 8.26. kovetkezmény alapjan

A(U - f: Cin¢in)

n=1

k
v= ) ¢, Pi,
n=1

1

VP

<e. O

< L
4 VP

k
Av— 37 ¢, Agi,
n=1

Gyakorlati szempontbdl a ¢; € D(A) feltétel nagyon erds, ehelyett a ¢; € Ha
gyengitést nagyon is célszerii kihasznalni, s6t az eddigi modszerhez képest
lényegesen jobban hasznalhaté az az eset, ha a H,, altereket nem egymdasba
dgyazva, hanem fiiggetleniil definidljuk. Errél szdl a kovetkezd szakasz.

15.1.4. A Ritz—Galjorkin mdédszer altalanositasa

A Ritz—Galjorkin médszer egy lehetséges dltalanositdsa, ha minden egyes n-
re 1j bazisfiiggvényeket valasztunk, azaz H, = span{qbgn), ;”), el (;551”)} C
H 4, ahol az elemek linedrisan fiiggetlenek. Ekkor tehat nem koveteljitk meg
a H,, alterek egymasba dgyazottsagat, ami joval nagyobb szabadsagi fokot
ad.

Az u,, kozelitést ugyanugy allithatjuk el, mint az eredeti esetben: u,, egytitt-
hatéit a (15.2) linedris algebrai egyenletrendszer megolddsaval kapjuk. (A kii-
16nbség csak annyi, hogy most a kiilonb6z6 n-ekhez tartozé Gram-matrixok
sincsenek egymésba dgyazva.) Ervényes a 15.2. tételben adott jellemzés is,
hiszen ott nem hasznaltuk ki a H,, alterek egymésba agyazottsagat.

A konvergencidhoz sziikség van megfeleld feltételre ahelyett, hogy az eredeti
modszerben ¢1, ¢a, ... totdlis rendszert alkot Hs-ban. Itt nem elég felten-
ni, hogy U;H; legyen siirli H4-ban, mert ez csak ahhoz elég, hogy w,, egy
részsorozata tartson u*-hoz. Ehelyett a kovetkezo tulajdonsédgra van sziikség:

15.1.4. feltétel. Barmely u € H 4 esetén
dist 4 (u, Hy) := min{||u — vp||a : vn € Hp} — 0, ha n — oo.

A tévolsdgban a 2.15. tétel alapjan irhatunk infimum helyett minimumot. A
feltétel annyiban er6sebb U;H; stirtiségénél, hogy egy u € H 4 vektor olyan
sorozattal kozelithetd, melynek tagjai nemcsak valamelyik H;-ben vannak,
hanem az n-edik tag éppen H,-bdl valo.

15.5. Allitds. Ha teljesil a 15.1.4. feltétel, akkor u, — u* ||| ,-normdban,
ha n — co.

Bizonyitas. A hiba Galjorkin-ortogonalitdsa, azaz az u, — u* L H,, tulaj-
donsédg (15.2. tétel (3) pont) azt jelenti, hogy u, éppen u* vetiilete H,-re.
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fgy u, van H,,-bol legkdzelebb u*-hoz, tehat

= wnlla = min{|lu* = valla s vn € Ha} = 0. .

15.2. Ritz—Galjorkin-mdédszer nem szimmetrikus
linearis egyenletekre, Céa-lemma

Most nem szimmetrikus linearis operatoregyenleteket tekintiink a 8.3.1. sza-
kasz alapjan. Legyen tehdt H ismét valés Hilbert-tér, L : H D— H adott
linedaris operator, amely S-korlatos és S-koerciv valamely S : H O>— H egyen-
letesen pozitiv operatorra nézve. Legyen g € H és tekintsiik az

Lu=yg (15.3)

operatoregyenletet. A 8.37. tétel szerint ennek egyértelmiien létezik gyenge
megoldasa, azaz olyan u* € Hg, melyre

(Lsu™,v)s = (g,v) (Vv € Hg). (15.4)

A Ritz—Galjorkin moédszert most rogton a 15.1.4. szakasznak megfelel6 altala-
nosabb helyzetben definidljuk, emellett alaptérnek Hg-et vessziik. Legyenek
tehat

H, = span{¢{”, 65", ..., 6"} C Hg

alterek (n € NT), ahol minden n-re a ¢§n), gzﬁgn), cee (") elemek linearisan
fiiggetlenek. (A tovébbiakban a kevesebb index kedvéért megmaradunk a

o 1= o\ jelolésnél) A 15.1.4. feltétel mintdjara teljesiiljon a
15.2. feltétel. Barmely u € Hg esetén

dists(u, Hy,) := min{||u — v,||s : v, € Hy} — 0, ha n — oo.

Az u,, kozelités eloallitasahoz most nem hasznalhatunk kvadratikus funkci-
onalt, de vetiileti egyenletet ugyanigy értelmezhetiink, mint a szimmetrikus
esetben, igy ez lesz a mddszer definicija. Az

n

un =Y cii € Hy, (15.5)
i=1
kozelité megoldést tehat az
<LSUn7U>S = (g,v) (VU € Hn) (156)

egyenldség definidlja. (Ennek 1étezését és egyértelmiiségét a 8.37. tétel garan-
télja a H,, véges dimenzids térben.)
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Az u, egyiitthatéit a szimmetrikus esethez hasonléan egy linedris algebrai
egyenletrendszer megoldasaval kapjuk: ha

Gri = (Lsdi, ¢r)s és by = (g, ¢x)
(i,k=1,...,n), akkor a ¢;-kbé&l képzett ¢ € R™ oszlopvektort a
Ge=b (15.7)

rendszer megolddsa adja meg. Ez most abbdl kovetkezik, ha a (15.5) alakot
és a v := ¢y, fiiggvényeket a (15.6) egyenletbe helyettesitjiik.

15.6. Megjegyzés. (A rezidudlis hiba ortogonalitdsa.) A Galjorkin-ortogo-
nalitds most nem az w, —u*, hanem az Lg(u,, —u*) vektorra teljesiil: a (15.4)
és (15.6) egyenletekbdl

(Ls(up —u*),v)s =0 (Vv € Hy), (15.8)
azaz Lsu,—Lgsu* 1 H,. Hab € Hg jeldli (15.4) jobboldaldnak Riesz-reprezen-
tansat, azaz (b,v)s = (g,v) (Vv € Hg), akkor Lgu* = b, igy Lsu, —bL H,,
igy az Lguy, — b ,gyenge” rezidudlis vektor ortogondlis H,-re.

A médszer konvergencidja az aldbbi nevezetes eredményre alapul:
15.7. Allitas. (Céa-lemma) Bdrmely n € Nt esetén
[l = unlls < % min{||u* —vy|ls : vn € Hp}.
Bizonyitas. A (8.14) és (15.8) osszefiiggésekbdl barmely v,, € H,, esetén
mlu* — upl|% < (Ls(u* —up),u* —up)s = (Lg(u* —up), u* —vn)s
< Mju* — upl|sllu” — vnlls,
igy [|u* —unlls < %HU* — Unlls- U
Mis széval ||u* — uplls < % -distg(u*, Hy).

15.8. K6vetkezmény. Ha teljesil a 15.2. feltétel, akkor u, — u* ||| 5-
normdban, ha n — oo.

15.3. Ritz—Galjorkin-médszer bilinearis forma-
val megfogalmazott feladatokra
Ebben a szakaszban réviden vazoljuk a Ritz—Galjorkin-mdédszer konstrukcié-

jat és konvergenciajat tovabbi két, ezittal bilinedris formaval megfogalmazott
feladattipusra.
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15.3.1. A Lax—Milgram-lemmara alapulé feladatok

A Ritz-Galjorkin-médszer az elézé szakasszal teljesen analég mddon targyal-
hat6 a Lax—Milgram-lemméban (7.16. tétel) tételben szerepld, bilinedris for-
maval megfogalmazott feladatokra. Ez a 7.13. tételnek koszonhetd, amellyel
visszavezetheté operatoregyenletre.

Legyen B : H x H — R korlétos, koerciv bilinedaris forma, ¢ : H — R korlatos
linedris funkciondl. Tekintsiik a

B(u,v) =tv (Vv € H)

feladatot, melynek a 7.16. tétel szerint egyértelmiien 1étezik megoldasa. Ekkor
az u, € H, kozelité6 megoldast a

B(tn,v) = bv (Vv € Hy)
egyenlOséggel értelmezziik, és a

Gri = B(dw, ¢i), by, := Ly,

(i,k =1,...,n) alapjan definidlt Ge = b linedris egyenletrendszer megoldé-
sébdl kapjuk. Az u, € H, elem létezését és egyértelmiiségét szintén a 7.16.
tétel garantédlja, most a H,, véges dimenzids térben, mivel a H, x H,-re le-
sziikitett B forma 6rokli H x H-r6l a korlatossagot és koercivitdst: mindkét
egyenlGtlenség nyilvanvaldéan fennall akkor is, ha tetszoleges H-beli vektor
helyett csak H,-belieket helyettesitiink.

A (15.8) ortogonalités helyére a B(u, — u*,v) =0 (Vv € H,,) azonossig 1ép,
ebbdl a fentivel azonosan igazolhaté a Céa-lemma és igy a konvergencia:

15.9. Koévetkezmény. Ha bdrmely u € H esetén dist(u, H,,) := min{||u —
Unll : vn € Hy} — 0, akkor ||u, —u*|| — 0.

15.3.2. Nyeregpont-feladatok LBB-feltétellel

Tekintsiik a 7.3.2. szakasz feladatat: legyenek H, K valdés Hilbert-terek, A :
HxH — Rés B: KxH — R korldtos bilinearis formak, ahol A koerciv, azaz
fennall (7.15), valamint teljesiil a (7.17) inf-sup-feltétel. Legyenek tovdbba
¢:H — Rés k: K — R korlatos linedris funkciondlok, és keresendé (u,p) €
H x K, melyre

A(u,v) + B(p,v) = v (Vv e H),

(15.9)
B(q,u) = Kq (Vg € K).

A 7.29. tétel szerint egyértelmiien létezik (u*,p*) € H x K megoldés.
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Legyenek H,, = span{qbgn) én), e ,gzbggi} CHéK, = span{wgn) én), e

w,ii)} C K alterek (n € NT), ahol minden n-re a (bgn) gn),...7 7(32 ill.
5"), @Z)én)7 e ,w,g:) elemek linedrisan fiiggetlenek, valamint

bérmely u € H esetén dist(u, H,,) := min{|ju — v, : v, € Hy} — 0,

bérmely p € K esetén dist(p, K,,) := min{|lp — qnl| : ¢n € Kn} — 0.
(15.10)
Az (up,pn) € Hy, x K, kozelité megoldést a

A(tn,v) + B(pn,v) = v (Vv € Hy),

(15.11)
B(q, uy) =rg (Vg€ K,).

feladat megolddsaként keressiik. (A kozelité megolddsok egyiitthatdira most
(7.7) alaku lineéris egyenletrendszer 4ll fenn.)

A korabbi szakaszokhoz képest azonban a fenti diszkrét feladat nem o6rokli
automatikusan az eredeti feladat megoldhatdsagat. A problémat az okozza,
hogy a (7.17) inf-sup-feltétel nem 6roklédik tetszbleges H,, és K, alterekre.
Ez kénnyen lathatd, ha a B forma B reprezentdld operatoraval irjuk fel rajuk
az inf-sup-feltételt (7.14) szerint:

Bp,u
sup (Bp.u) > ~|pll (Vp € Kp,). (15.12)

weH,\{0} [Jul]

Ha ugyanis H,-et példaul gy vélasztjuk, hogy valamely p € K, mellett
H,, 1 Bp, akkor a fenti szdmldléban (Bp,u) = 0 barmely v € H,, \ {0} esetén.

Ezt csak azzal oldhatjuk meg, ha az inf-sup-feltételt kiilon el6irjuk a H,, és
K, alterek esetén is. Ezt a kés6bbiek miatt egyenletesen, azaz n-tdl fiiggetlen
konstanssal kell:

15.10. Definicié. A H,, és K,, alterek teljesitik a (15.11) feladathoz tarto-
z6 LBB-feltételt (Ladiizsenszkaja-Babuska-Brezzi-feltételt) vagy diszkrét
inf-sup-feltételt, ha van olyan vy > 0 n-tdl fiiggetlen dllandé, hogy

B
in sup Blp,u) > 7. (15.13)
PeRn\{0} uem,\ o} [1Pl]lull

A gyakorlatban tehat H, és K, nem valaszthaté egymdstdl fiiggetleniil. Az

LBB-feltételben az u-ra vett supremum pozitiv korlat f6lottisége azt koveteli
meg, hogy adott K,, esetén a H,, altér ,elég nagy” legyen.

15.11. Megjegyzés. Az LBB-feltételt Babuska lemméja (7.19. tétel) alap-
jdn Brezzi dolgozta ki nyeregpont-feladatokra [11]. Az elterjedt elnevezés La-
diizsenszkaja korabbi kapcsolédé munkéjara is utal.



220 15. RITZ-GALJORKIN-FELE PROJEKCIOS MODSZEREK

Ha teljesiil az LBB-feltétel, akkor tehdt a (15.11) feladatnak egyértelmiien
1étezik (un,pn) € H, x K, megolddsa. Az LBB-feltétel alapjan emellett iga-
zolhaté a Céa-lemma megfeleléje: 1étezik olyan ¢ > 0 4llandé, hogy

* * < . * . *
[w* = unll + [Ip* = pnll ,C(Uilgg [ — | + min [p anl)

n€Kn

n

barmely n esetén. (A c¢ dllandé nem fiigg n-t8l, de fiigg vo-tél. A bizonyitds
megtaldlhat6 a [21, 69] konyvekben.) Ebb6l adédik a konvergencia:

15.12. Kévetkezmény. Ha teljesiil (15.10) és az LBB-feltétel, akkor ||u, —
w*|| + ||pn — p*|| = 0, ha n — oco.

15.4. Ritz—Galjorkin-mddszer nemlinearis egyen-
letekre

Most nemlinedris operatoregyenletekkel foglalkozunk a 13.3.1. szakasz alap-
jan. A linedris esettel ellentétben most folytonos operdtort néziink, mivel
(mint a 13.4. szakasz gyenge alaki példai is mutatjék) az alkalmazdsok &l-
taldban mér erre az esetre épiilnek. Legyen tehat H ismét valés Hilbert-tér,
A . H — H adott nemlinedris operdtor, amely egyenletesen monoton és
Lipschitz-folytonos: 1étezik M > m > 0, hogy barmely u,v € H esetén

(A(u)=A®v),u—v) > mfu—v|*,  [A@)=A@)] <M [lu—v||. (15.14)
Tekintsiik az
A(u) =b (15.15)

operatoregyenletet, ahol b € H, ennek a 13.5. tétel szerint egyértelmiien 1éte-
zik u* € H megoldasa. Irjuk fel ezt a vele ekvivalens tesztfiiggvényes alakban:

(A(u*), vy = (b,v) (Vv e H). (15.16)

Legyenek H, = spcm{gbg"), ¢é"), e gbgl)} C H alterek (n € NT), ahol min-
den n-re a ¢§") é"), ..., '™ elemek linedrisan fiiggetlenek és barmely u € H

esetén

dist(u, Hy) := min{||u — v,|| : v, € H,} — 0, ha n—oo. (15.17)
(A tovdbbiakban a kevesebb index kedvéért ismét megmaradunk a ¢y, := qﬁén)
jelolésnél.)

Az u, € H, kozelités elballitasahoz most sem hasznédlhatunk potencidlt, de
vetiileti egyenletet ugyantgy értelmezhetiink, mint a linearis esetben, igy
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most is ez lesz a médszer definicidja. Az

n

Un =Y i € H, (15.18)
i=1

kozelité megoldast tehat az

(A(up), vy = (b,v) (Vv € Hy) (15.19)
egyenl6ség definidlja, 1étezését és egyértelmiiségét pedig a 13.5. tétel garan-
télja a H, térben.
Az u,, egyiitthatéit a kovetkez&képp kapjuk. Helyettesitsiik a (15.18) alakot
és a v := ¢y, fiiggvényeket a (15.19) egyenletbe:

<A(§Ci¢i)7¢k> = (b, Px) (k=1,...,n).
Vezessiik be az

Ag : R" 5 R, Ag(c) = Ai(er, ... en) = <A(§: ci¢i)7¢k>

i=1
valds fiiggvényeket és legyen By := (b, ¢r) (k=1,...,n). Az ezekbdl ssze-
rakott A : R™ — R" fiiggvény és B € R™ vektor mellett tehat u, egyiitthatdit
az

Ale) =8

nemlinedris algebrai egyenletrendszer megoldasaval kapjuk.

15.13. Megjegyzés. (A rezidudlis hiba ortogonalitdsa.) A (15.16) és (15.19)
egyenletekbol kovetkezik, hogy

(A(u*) — A(up),v) =0 (Vv € Hy,), (15.20)

azaz A(u*) — A(uy,) L H,. Jelolje most 7, := A(u,) — b a rezidudlis vek-
tort (més néven maradékvektort). Mivel A(u*) = b, a fentiekb6l (r,,v) =0
minden v € H,, esetén, azaz r, ortogondlis H,-re.

A moédszer konvergencidja a Céa-lemma (15.7. 4llitds) megfeleldjére alapul:

15.14. Allitss. (Nemlinesris Céa-lemma) Bdrmely n € Nt esetén
lu* — uy,|| < % min{||u* —v,| : v, € Hp}.
Bizonyitas. A (15.14) és (15.20) dsszefiiggésekbdl barmely v, € H,, esetén
mlu = 2 < (A@?) = Altn),u* = wn) = (A(u®) — Afun),u” — v3)
< N A@W) = Alun)[[[[u” = vnll < M[u” = un]l[|u* = vnl],
fgy [lu* — unll < 5w = vall. 0

15.15. K6évetkezmény. Ha teljesil a (15.17) feltétel, akkor |u, —u*|| — 0.
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15.5. A végeselem-méddszer elméleti hattere

A Ritz—Galjorkin-mddszernek, pontosabban a 15.1.4. szakaszban leirt altala-
nosabb alakjénak f6 alkalmazdsa a végeselem-médszer (FEM — finite element
method), amely (elsésorban parcidlis) differencidlegyenletek peremértékfela-
datainak egyik legelterjedtebb megoldasi médszere. A FEM lényege, hogy a
tartoményt felosztjuk véges sok kis egyszeriibb résztartomanyra (,elemekre”,
melyek dltaldban hdromszogek/tetraéderek vagy téglalapok/téglatestek). A
kivant véges dimenzids alterek olyan fiiggvényekbol allnak, amelyek lesziiki-
tései egy-egy ilyen ,elemre” valamilyen megadott foki polinomok, melyeket
az egész tartomanyon folytonossdg (vagy valahdnyszori folytonos differencial-
hatésdg) kot ossze. Az alterek jelolésére a végeselem-mddszernél megszokott
jelolést hasznaljuk, és n € Nt egész helyett a h > 0 tn. rdcsparaméterrel
indexeljiik, amely dltaldban az ,elemek” maximdlis 4tmérdjével (azaz a récs-
finomsdggal) ardnyos. (Ekkor n forditottan ardnyos h-nak a térdimenziétol
fiiggd hatvanyaval. A Vj-beli kozelité megoldésra az uy, jelolést hasznaljuk.)
fgy a korabbi H,, helyett most a V}, jelolést hasznéljuk. Azaz

Vi ={ueC*Q): wrg, € P, Vi=1,...,n}, (15.21)

ahol k,m > 0 és n > 1 adott egészek, P, a legfeljebb m-edfoku polinomok
halmaza és T1,...,T, az ,elemek”. A legegyszeriibb, de igen elterjedt eset,
amikor az elemek haromszogek/tetraéderek, k = 0 és m = 1, azaz szakaszon-
ként linearis polinomokbdl all6 folytonos fiiggvények alkotjak Vj,-t.

AV}, altér bazisfiiggvényeit igy szokds megadni, hogy fiiggvényértékeik (és
esetleg bizonyos derivaltjaik értéke) adott pontokban 0 vagy 1, tgy, hogy
maéar egyértelmilen meghatarozzak az adott foku polinomot. A fenti egyszerti
példakban a fliggvényértékekre egy-egy csticspontban 1-et, az 6sszes tobbiben
0-t frunk elé.

A FEM konstrukcidja a peremértékfeladat gyenge alakjira tamaszkodik, a
Gram-matrix elemei megfeleld integralok (a FEM sordn a Gram-métrixra a
merevségi matrix elnevezés terjedt el). A médszer elényds tulajdonsdga, hogy
akkor is konvergdl, ha nem tételeziink fel semmilyen regularitdst a gyenge
megoldasrdél. A konvergencia rendjének becslése mar megkivan valamilyen
(dltaldban H2-beli) regularitasi feltételt. Ennek és a konkrét végeselemes fel-
bontasoknak, ill. a mddszer megvaldsitasi technikainak rendkiviil kiterjedt
elmélete van, 14sd pl. [14, 69]. Nem célunk ezek ismertetése, itt csak azt il-
lusztraljuk egy egyszerti példan, hogyan illeszkedik a FEM az eddigiekben
targyalt absztrakt elméletbe.

Tekintsiik példaként a (10.11) feladatot:

—div(pVu) = f,
{ uiper 0. (15.22)
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ahol Q C R™ korldtos tartomdny, p € L=(Q), p(z) >m >0 (m. m. z € Q),
f € L*(Q). Ennek a 10.15. tétel szerint egyértelmilen létezik u* € H{ ()
gyenge megoldésa, ahol most a H} () teret valds értékii fiiggvényekkel defi-
nialjuk. Ekkor

/ p Vu* - Vo = / fv  (Yuve H} Q). (15.23)
Q Q
A FEM felirasakor a 15.1.4. szakasz felépitését hasznélhatjuk a H := L*(Q)

térben. Itt az Au := — div (p Vu) operédtor a Dirichlet-peremfeltétel mellett
szimmetrikus és egyenletesen pozitiv, és Ha = HJ () az

(u,v)a = /Qp Vu - Vo (u,v € H3(Q)) (15.24)

skaldrszorzattal (ldsd pl. a 8.2. szakasz példdjdban). Ekkor (15.23) megegyezik
(15.1)-gyel. Legyen Vj, valamely (15.21) tipusi altér. Ekkor az wuy kozelitd
megoldas egylitthatdit a

Ge=b (15.25)

linedris algebrai egyenletrendszer megoldasaval kapjuk, ahol
Gu=Gui= [ pVor-Vor & b= [fo. (1520
Q Q

(i,k=1,...,n). Ez az u), fiiggvény teljesiti az

/quh~Vv:/fv (VveW)
Q Q

vetiileti egyenletet.

A 15.1-beli kiindulési definici6 szerint emellett uj, minimalizdlja az (energiat
kifejez6) kvadratikus funkciondlt Vj-en: a (14.3) egyenlséghez hasonldan,
L_es szorzéval felirva

2
| (5w -1 w [ (50 1vuf -1
= up|” — fup | = min = ul” — fu).
o\ 2 p h h e Jo 2P
A hibafiiggvény Galjorkin-ortogonalitdsa (15.2. tétel) ebben a helyzetben:
/pV(uh—u*)~Vv:0 VveWy).
Q

Végiil, a végeselemes alterek egy {Vj,}nso csalddja esetén, ha a felbontds
finomsdga (azaz az elemek maximaélis 4tmérdje) 0-hoz tart, akkor az elemekre
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és a polinomokra tett nem tul szigord feltételekkel [14, 69] elérhetd, hogy
barmely u € Hg () esetén

dist g1 (u, Vi) = min{{lu — vpl|ga : vn € Vi} =0, ha h—0. (15.27)

Ekkor a H}(Q2)-norma és a (15.24)-hoz tartozé silyozott norma ekvivalencidja
miatt teljesiil a 15.1.4. feltétel. Ebbdl a 15.5. allitas alapjan kovetkezik a
végeselem-moddszer konvergencidja:

Huh — ’U,*HH& — 0.

Egyszerii példa. Trividlis szemléltetésként tekintsiik az alabbi egydimenzids
feladatot a [—1, 1] intervallumon:

_ull — 1

{ u(—1)=u(l) = 0.
Osszuk fel az intervallumot négy egyenld részre, és a ¢; fiiggvények legyenek
az ugynevezett kalapfiiggvények: azok a szakaszonként linedris fiiggvények,

melyek egy adott belsé osztépontban 1-et vesznek fel, a tébbiben nullat. Ek-
kor

1 1
sz:sz:<¢l7¢j>A:/_l ¢;¢;§) bk:<.fa¢k>:/11¢k (Zak:15273)

Ebben a konkrét példaban kiszamolhato6, hogy

2 -1 0 L (1
G=2(-1 2 -1), b= (1],
0 -1 2 1

és a G'c = b egyenletet megoldva megkapjuk az egyiitthatévektort:

A kapott térottvonal-megoldasra még az is igaz, hogy a :I:% és 0 racspontok-
1—z?
2

ban megegyezik az u*(z) = pontos megoldassal.

Végiil, a fentiekhez hasonléan épithetd fel a végeselemes megoldéds a (13.3)
nemlinedaris feladatra:

{ —div f(z, Vu) =g, (15.28)

g =0
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a 13.4.1. feltételekkel. Ennek u* € H{(Q2) gyenge megolddsara

/jﬁuVuﬂ~VU::/gv (Vv e H(Q)). (15.29)
Q Q

Legyen V}, ugyanolyan végeselemes altér, mint az el6bbi linedaris esetben. Ek-
kor az up € Vi kozelité megoldas teljesiti az

/f(x,Vuh)-Vv:/gv VveW)
Q Q
vetiileti egyenletet, és uy egylitthatoit az

Ale) =B

nemlinedris algebrai egyenletrendszer megoldasaval kapjuk, ahol

A:R" — R",
Aﬂd:Aﬂwnw%%i/f@,qu@yvm
Q =1
(k=1,...,n)

és B = / 9o (k=1,...,n). A megfeleld A operdtorra igazak a (15.14)
Q
tulajdonsdgok, igy ha teljesiil (15.27), akkor a 15.15. kovetkezmény szerint

Jun — w13 = 0.






16. fejezet

Iteracios modszerek
linearis
operatoregyenletekre

Ebben a fejezetben kideriil, hogy egyes, véges dimenziéban j6l ismert iteracids
moédszerek értelemszertien atvihet6k a végtelen dimenziés esetre. A gyakor-
latban ennek az a {6 jelent6sége, hogy a kapott elvi iterdciok jellemzik a véges
dimenziés médszerek aszimptotikus viselkedését a kozelités finomitdsa sordn.
A térgyalt médszerekrél részletesen esik sz6 a [25, 33, 74] konyvekben.

Az iterdciok vizsgalatdhoz idézziik fel a konvergencia legfontosabb rendjeinek
fogalmat, lasd pl. [69]: egy iterdci6 elsérendben vagy linedrisan konvergdl, ha
van olyan 0 < ¢ < 1 éllandd, hogy az €, hibdkra e,,11 < qe, teljesiil (Vn € N;
ekkor €, < g9¢" Vn € N), ill. mdsodrendben vagy kvadratikusan konvergél,
ha van olyan ¢ > 0 4llandé, hogy €,11 < ce? (¥n € N).

16.1. A gradiens-mddszer korlatos 6nadjungalt
operatorra

16.1.1. A gradiens-médszer alapgondolata minimalizalasi
feladatra

A gradiens-médszer (GM) alapelvét eldszor altaldnosan ismertetjitk, mint
funkcionalok minimalizalasara alkalmas médszert. Ezt most linearis egyenle-
tek esetén a kvadratikus funkciondlra hasznéljuk fel, de egy késébbi fejezetben
ugyanezt az elvet alkalmazzuk majd nemlinedris egyenletek megoldasara is.

227
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Legyen X Banach-tér, ® : X — R adott funkciondl. Szeretnénk meghatd-
rozni @ egy lokdlis minimumhelyét. Ennek természetes médja egy olyan ite-
racio, melynek minden 1épésében a legnagyobb csokkenés iranyaban lépiink
tovabb (emiatt szokés az ilyen eljardst a leggyorsabb ereszkedés médszerének
is hivni). Formélisan ez a kovetkez8képp irhaté le: tegyiik fel, hogy minden
u,v € X esetén létezik a 9, P(u) irdnymenti derivélt. Definidljuk a kévetkezd
sorozatot:

e legyen uy € X tetszoleges;
e han € N és u,, mar megvan, akkor
Up+1 1= Up + QpUnp,
ahol a,, > 0 konstans és a v,, € X vektor eleget tesz a
Op, ®(up) = min{9,®(uy,) : ve X, |v|| =1}
feltételnek. Itt v,, 1étezését is feltessziik.
Ha X = H Hilbert-tér és ® Gateaux-derivalhaté, akkor
Fu®(un) = (¥’ (un),v) = — || (wn)]| 0],
és itt akkor van egyenldség, ha v,, = _%7 tehdt a leggyorsabb ereszkedés
irdnya —®’(u,,) szdmszorosa. Végeredményben ilyenkor a GM iterdcids 1épése
Upg1 = Up — tn D (uy) (16.1)

alakban irhaté, ahol ¢,, > 0 allandé.

A GM-t legtobbszor olyankor hasznaljak, amikor egyértelmiien 1étezik ®-nek
minimumhelye, és megfeleld feltételekkel elérhetd, hogy u,, ehhez tartson. Az
emlitett két eset — az alabbi linearis és késobbi nemlinearis — is ilyen lesz a
vizsgalt funkciondlok egyenletes konvexitdsanak koszonhetéen. (Tobb lokélis
minimumhellyel rendelkez6 funkciondlokra valé alkalmazédsok olvashatok pl.
a [49] kényvben.)

16.1.2. A gradiens-maddszer korlatos linearis 6nadjungalt

operatorra

Legyen H Hilbert-tér, A € B(H) egyenletesen pozitiv operdtor. Ekkor tehat
A 6nadjungalt és léteznek olyan M > m > 0 allandok, hogy

mllul® < (Au,u) < Mul*  (Vu € H), (16.2)
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itt a 6.11. tétel alapjan vehetd M = || A||.
Legyen f € H tetszoleges és tekintsiik az

Au=f

operatoregyenletet. Ennek a 7.1. tétel szerint egyértelmiien 1étezik u* € H
megoldasa. Szeretnénk iterdcié segitségével megoldani az egyenletet, azaz u*-
hoz kozelité sorozatot konstrudlni.

A 14.2. 4llitas szerint a
O (u) := (Au,u) — 2Re (f,u)

kvadratikus funkciondl a fenti egyenlethez tartozé minimalizdlé funkciondl,
azaz ®(u*) = H}}n ®. (Ha H val6s tér, akkor Re elhagyhaté.) Alkalmazzuk te-

hat a gradiens-mddszert ® minimalizaldsara! Ennek konstrukciéjdhoz el6szor
ki kell szamitanunk a leggyorsabb ereszkedés v irdanyat adott v pontban.

Legyenek u,v € H tetszOlegesek. A 14.6. megjegyzés alapjan valés Hilbert-tér
esetén létezik a @'(u) = 2(Au — f) Gateaux-derivélt, {gy a keresett v irdny
—(Au — f) szdmszorosa. Ha H komplex, akkor pedig

0y ®(u) = 2Re (Au — f,v),

ami a Cauchy-Schwarz-egyenl6tlenség alapjdn szintén akkor minimalis, ha v a
—(Au— f) vektor szdmszorosa (le kell normélni). A GM sordn a lenormalasbél
szarmazé értéket beépithetjiik az a,, konstansokba, igy az aldbbi algoritmust
kapjuk:

e legyen ug € X tetszOleges;
e han € N és u,, mar megvan, akkor
Unt1 := Up — tn(Au, — f),
ahol t,, > 0 allandd.

A lépésirany tehdt épp az r, := Au, — f reziduélis hibavektor (amirél azt
szeretnénk hogy 0-hoz tartson). Ezzel a jeloléssel az iterdcids 1épés

Unp41 1= Up — tnTp .

Hogyan vélasszuk meg a t,, konstansokat (a 1épéskozt)? Két természetes va-
lasztés van:

i) allandé lépéskéz: ¢, = ¢ > 0 konstans;
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ii) optimélis 1épéskoz: ¢, legyen olyan, hogy ®(u, — t,r,) = rtn>i61<1>(un —
try).
(i) A legjobb allandé 1épéskéz. A kozelitd sorozat ekkor
Upt1 = Uy — t(Au, — f) (n € N). (16.3)

Szeretnénk ugy vélasztani a t értéket, hogy 1épésenként a legjobban csékken-
jen az u, — u* hibavektor hossza. Itt

Uyl — U =up —u* —t(Au, — Au*) = (I — tA)(u, — u"),

ebbol

tns1 — || < = tA| lun — 7.

A t konstanst tehdt gy kell megvélasztani, hogy ||I — tA|| a legkisebb legyen.
Mivel A 6nadjungélt (mert egyenletesen pozitiv), ezért I — tA is az, igy a
normaja az

1 —tAll = sup [{(I —tA)z,z)|

ll=l=1

képlettel szdmolhaté (6.11. tétel). Felhaszndlva az A-ra vonatkoz6 becsléseket,
ha ||z|| = 1, akkor

(I —tA)e, ) = ||z|* =t (Az,2) < [l* —tm || = (1—tm) ||z]* = 1 —tm,

és ngyanigy (I —tA)z,2) > al|® — eM |Jo|> = (1 — M) |o]* = 1 — M.
Ebbdl kovetkezik, hogy

1T — tA| < max{|1 — tm], |1 — tM]}, (16.4)

és ez a maximum minimalis, ha tM — 1 =1 —tm. fgy

2 2 2 M —m
tont = ————  és ekk I — Al <1l— ——— -m = .
P M T H m+ M H— m+M " T M+m
(16.5)
Ebbdl
|| e Moy s (MY -y
Untr =W = e == = A iy, ) o=l

tehdt a sorozat mértani sebességgel, azaz linedrisan konvergdl. A becslésben
nem szerencsés, hogy tartalmazza az ismeretlen u*-ot. Felhaszndlva, hogy
A > mlI esetén ||Aul| > m||u|| (Vu € H, 14sd a 7.2. tétel bizonyitdsdban),

m |Jug — || < [|A(uo — u”)|| = [[Aug — f1|.

Osszefoglalva:



16.1. A GRADIENS-MODSZER KORLATOS ONADJUNGALT OPERATORRA 231

16.1. Tétel. Legyen A € B(H) dnadjungdlt és teljesiiljon (16.2). Ekkor tet-
szdleges ug € H esetén az

(Aun, —f)  (n€N)

U 1 =Upy — ———
n—+ n m+M

iterdcid linedrisan konvergdl, éspedig

N 1 M —m\"
Mn—uHSHAw—fH< ).
m

M+m

16.2. Megjegyzés. Ha nem az optimadlis ¢ értéket keressiik, akkor (16.4)
szerint olyan t-re konvergdl a GM, vagyis ||I —tA| < 1 akkor teljesiil, ha
q(t) := max{|1 — tm|,|1 — tM|} < 1. Kénnyen lathat6, hogy ez 0 < t < =
esetén 4l fenn, tehdt ilyen ¢ esetén |[u, — u*|] < L [ Aug — f| q(t)™

(ii) Az optimalis 1épéskéz. Kiszdmitjuk, melyik az optimélis ¢, konstans
az egyes lépésekben. Itt (14.6) alapjan, u = u, és v = —r, helyettesitéssel
D (u, — try,) a kovetkezd mésodfoki polinom ¢-ben:

Oty —try) = ®(un) — 2t (Auy, — f,r0) + 12 (Ary, 1) =

= ®(un) = 2t [rall* + ¥ (Ars, 7).

Ez akkor minimaélis, ha
2
7

(Ary, )

Megemlitjiik, hogy a (t,) sorozat korldtos, nevezetesen

t=1t,:=

1 1
— <t, <~

i Vn € N,

valamint az optimalis alland6 1épéskéz ennek az alsé és fels§ korldtnak a
harmonikus kozepe.

16.3. Megjegyzés. Az optimdlis 1épéskoz esetén is csak az allandé 1épés-
kozre kapott konvergenciahdanyadossal becsiilhet6 a hiba, azaz

M —m\"
M+m

wnmsc-(

(lasd [33, Chap. XV]). Az optimélis 1épéskoz t6bb szamitdst igényel, mint
az allandé, elénye viszont az, hogy ez a t, akkor is kiszamithatd, ha nem
ismerjiik m-et és M-et.
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16.4. Definicié. Ha egy A € B(H) operétor invertdlhatd, akkor az operdtor
kondiciészdma

k= cond(A) := [|A] |[A7Y] .

(A kondiciészdm a métrixokhoz hasonléan megjelenik akkor, ha a jobboldal
hib4ja esetén a megoldds hibdjat becsiiljiik.) Most a GM konvergenciahd-
nyadosat frjuk at a kondiciészammal. Itt ugyanis az operator 6nadjungalt
és (16.2) teljesiil. Ha ebben az m és M hatarok élesek, akkor, mint 14ttuk,

M = ||A||, és ezzel analég médon 1/m = HA_lH. Igy egyenletesen pozitiv
operatorra
M
k=—,
m

ez a pozitiv definit matrixokra ismert £ = Apaz/Amin €gyenléség megfeleldje.
(Ha (16.2) fennéll, de nem tudjuk az élességét, akkor k < M/m). A GM
konvergenciahanyadosa tehat

M-m k-1

T M+4+m k41

q

Ez annal kisebb, minél kézelebb van x 1-hez, nagy kondiciészam esetén vi-
szont q ~ 1.

16.2. A konjugalt gradiens-moddszer korlatos 6n-
adjungalt operatorra

16.2.1. A KGM konstrukciéja

Legyen H valés Hilbert-tér, A € B(H) egyenletesen pozitiv operdtor, azaz
teljesiiljon ismét (16.2). A gradiens-mddszer dltaldnos 1épése a kovetkezd volt:

Unp+1 = Up — tnrna

ahol r,, := Au,, — f a reziduélis hibavektor, mésképpen 7, = ®'(u,), ahol
®(u) = 1 (Au,u) — (f,u). Rekurzi6val lathat6, hogy ekkor u,1-et az ug és
az 1o, 71, .- -, Tn vektorok feszitik ki, utébbiak negativ egyiitthatékkal. Ebbol
(véges dimenzids szemlélet alapjin, az ott szokdsos megfontoldssal) anndl
nagyobb halmazon kereshetjiik az tjabb kozelitést, minél , fliggetlenebbek”
az r; vektorok, pontosabban, minél nagyobb szoget zarnak be paronként.
Ebbdl adbdik az tin. konjugdlt gradiens-mddszer (KGM) alapgondolata: az 7y,
helyett a p,, igynevezett konjugalt irdnyokban keresiink, ahol a p,, vektorok
merélegesek az A-skaldrszorzatban:

(Api,pj) =0 (Vi # 7). (KONJ)
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Ezutan a sorozat a GM-hez hasonlo: legyen ug € H tetszbleges, és ha wu,
megvan, akkor
Upt1 = Up — QpPn,
ahol «, > 0 allando.
Néhany elozetes megjegyzés:

1. Ha H,, := span{po,pi1,...,Pn}, akkor a fentihez hasonlé rekurziéval
Up4+1 € Up + H,.

2. Az a, > 0 szadmot optimélisan akarjuk megvélasztani abban az érte-
lemben, hogy
Q(Uupy1) = min @4, -
A ® konvexitdsa miatt ez ekvivalens azzal, hogy
aP(D(UTL—O—l) = <(D/(Un+1)ap> =0 (vp € Hn)
ami azt jelenti, hogy

(rn+1,pi) =0 (i=1,2,...,n). (ORT)

A cél tehdt gy megvélasztani az «,, konstansokat és a p, vektorokat, hogy
a (KONJ) és (ORT) tulajdonsigok teljesiiljenek. Erre t6bb lehetdség is van, a
legelterjedtebb az tgynevezett

K, :=span {ro, Arg, A%rg, . .. ,A"ro}

Krylov-alterekkel torténik, amelyek ldathatéan csak ug-tdl fiiggnek. Espedig,
mint latni fogjuk, elérhetd, hogy K,, = H,, azaz a p,, irdnyok K,-ben vannak.
Ekkor:

A konjugalt gradiens-médszer (KGM) algoritmusa:
e Legyen ug € H tetszbleges, pg := ro(= Aug — f);
e ha n € N és uy,, p, ismert, akkor

<Tn7 pn>

Upt1 = Uy — QpPp, ahol o, = ———, 16.6

+ (Apn.pa) (16.6)
<Arn+1apn>

Prnal = Tne1 — BnpPn, ahol 8, = —————-. 16.7

. ! (Apn, pn) (16.7)

Megemlitjiik, hogy a fenti képletekbdl vezethetok le a KGM elméleti tulaj-
donsagai, viszont programozasi szempontbdl inkabb a 16.6. megjegyzésben
aldbb emlitett alakot érdemes hasznalni.

Néhany hasznos megjegyzés:
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1. Az elsé egyenletre alkalmazva A-t és mindkét oldalbdl kivonva f-et, azt
kapjuk, hogy
Tnil = Ty — QnADn. (16.8)

2. Léathaté, hogy «,, definicidja miatt
<rn+17pn> = <Tn7pn> — Qp, <Apn7pn> = 07 (169)

hasonléan f3,, definicigjabdl

(Apn+1,Pn) = (ATni1,Pn) — Bu (APn,pn) =0 (16.10)
adédik. Igy egymést kovetd indexekre (KONJ) és (ORT) teljesiil.
3. Ha 3, = 0 lenne, akkor visszakapnank a gradiens-mddszert.
16.5. Tétel. Legyen n € N, ekkor
1. pp € Ky, ry € Ky
H, =K,;
(rnt+1,0i) =0 ©=0,1,...,n, azaz (ORT) teljesiil;

(ro41,4py =0 ¢=0,1,...,n—1;

Svo o

(App+1,pi) =0 i=0,1,...,n, azaz (KONJ) is teljesiil.

Bizonyitas. Legyen n = 0. Ekkor definicié szerint pg = rg, igy 1. és 2.
trivialisan teljesiil. A 3. és 5. az el6z6 megjegyzés miatt teljesiil, mert i = n-
re (16.9) és (16.10) szerint igaz, de most n = 0. Legyen most n € N tetsz8leges
és tegyiik fel, hogy 1., 2., 3. és 5. teljesiil n — 1-ig.

1. Az indukciés feltevés szerint r,,_1 € K,,_1 és p,_1 € K,,_1, ezért a mara-
dékvektorra kapott (16.8) rekurziét hasznélva

Tn = Tn—1 — Op—1 - Apnfl € Kn7
~~— N——
€K, 1CKp EA(Kn_1)CKy,

Pn = Tn — ﬂnfl *Pn—1 € Kn

EKp €K,-1CK,

2. Tudjuk, hogy p; € K; (i =1,...,n—1) az indukcids feltevés szerint, i = n-
re a most bizonyitott 1. rész szerint. Ekkor H,, = span{pg,p1,...,pn}t C K,
ahol K, legfeljebb n+1 dimenziés, H,, viszont az 5. indukcios feltevése szerint
pontosan n + 1 dimenziés, igy H,, = K,,.
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3. Ha i = n, akkor (16.9)-et kapjuk, ami teljesiil. Ha ¢ < n — 1, akkor 3. és 5.
indukcios feltevését felhasznélva

<Tn+17pi> = <7nn - OénAmei> = <Tn»pi> —0n <Apn7p7.> =0.
—— ———
0 0

4. Ez az éllitds a tobbibol indukcié nélkiil kovetkezik: be kell 1atni, hogy
(rn41,Ap;y =0 (1 =0,1,...,n—1). Hai < n —1, akkor Ap;, € A(K;) C
K11 C K. A 3. rész miatt r,,41 L K, mert minden baziselemére meréleges.
5. A (16.10) szerint i = n-re teljesiil az allitds. Ha ¢ < n — 1, akkor 4.-et és 5.
indukcios feltevését felhasznalva

(Appy1,0i) = (Arng1 — BnApn, pi) = (Arng1,0i) —Pn (Apn,pi) =0. O
—_—— ~—

(rn+1,Api)=0 0

16.6. Megjegyzés. Az «, és B, értékeket gyakran méasik alakban hasz-
naljak. Egyrészt, az algoritmusbdl p, := 7, — Bn_1Pn_1, 1Y ™n L Pn_1
71

, <Apn7pn>
Qn App, = Ty, — i1 6s hogy 1, € K, L g

miatt (rp,pn) = [|rall® és an = . Ebbdl, és felhaszndlva, hogy

B = <Arn+1apn> a — <Tn+1aanApn> _ 7||7"n+1||2
n — n — -

[lrnl? (7| rall?

Emellett fontos észrevenni, hogy 1épésenként sziikség van az r, értékekre is,
amiket r, := Au,, — f kiszdmitdsa helyett a (16.8) rekurziéval kapunk. Végiil,
gyakran a korrekcids tagokat plusz elgjellel irjuk és a minuszt attessziik a
konstansokba. (Nem okoz félreértést, ha ugyanazokkal a betiikkel jeloljiik.)
Ezekbol a KGM algoritmusa az

Wpt1 = Un + Qppp 68 i1 := Ty + anApy, ahol a, = ——————, (16.11)

2
T
Prt1 = Tnt1 + Bubn, ahol 3, = H|:+ﬁ|2| (16'12)
n

alakban irhaté.

16.7. Megjegyzés. Konjugdlt irdnyok egy mésik nevezetes konstrukcidja a
magyar Lanczos Kornél nevéhez flizodik, a Lanczos-algoritmus mind egyenlet-
rendszerek megoldasdban, mind sajatértékek és sajatvektorok kiszamitasaban
felhasznélhatd, lasd pl. [4, 46].
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16.2.2. A KGM konvergencijja

A konvergenciatulajdonsdgok a KGM minimalizalé tulajdonsagabdl vezethe-
tok le, amit tobbféleképp is megfogalmazhatunk. Kiindulasképp idézziik fel a
konstrukcié elején felirt formaban:

16.8. Allitas. ®(u, 1) = min PQlyotK,

Bizonyitas. Mint lattuk, ez ® konvexitdsa miatt épp az (ORT) tulajdonsiggal
ekvivalens, azt pedig az el6z6 tételbdl tudjuk. O

16.9. Megjegyzés. A fenti tulajdonsdgbol kovetkezik, hogy a KGM véges
dimenziéban kerekitési hibdktdl eltekintve véges (direkt) médszer, azaz egy
A € R™™ pozitiv definit matrixi egyenletrendszerre alkalmazva n 1épés utan
a pontos megoldést adja. Ez azonban elvi végesség, a gyakorlatban mint itera-
cios modszert hasznaljuk a KGM-et, mivel az n matrixméret altaldban sokkal
nagyobb (pl. 103-108), mint ahdny 1épésben (pl. 10-100) mér elfogadhaté hi-
bahataron beliilre konvergdl a sorozat.

Mint lattuk, ®(u) — ®(u*) = |Ju — u*Hi, igy a fenti allitds szerint

[t —u*]l 4 = ueg;if}{" llw—u™]] 4

Ebbol adédik az alabbi egyenléség, amely a konvergenciabecslések alapja.
16.10. Tétel (a KGM minimalizilé tulajdonsdga). Legyen e, = u, —
u* a hibavektor, és jelolje PL azon legfeljebb n-edfoki egyvdltozds p, polino-
mok halmazdt, melyekre p,(0) = 1. Ekkor
lenll4 = nin, Ipn (A)eoll 4 -
Bizonyitas. Az el6z6ek szerint
lealla = _min el

Itt az ro = Aug — f = Aug — Au* = Aeg egyenléség miatt

n—1
eo+Kp_1= {eo + ZciAirg D C0yClyere,Cp1 € ]R}

{€O+Z AL+1 L C0yClyeyCp—1 G]R} =

Aleg : pne]P’n}. g
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Ha A-nak létezik teljes sajatvektorrendszere, akkor tébbet tudunk monda-
ni. Legyen {ur} C Ha sajatvektorokbdl all6 teljes ortonormélt rendszer, és
legyenek A (K € NT) a megfelel§ sajatértékek. Tekintsiik eg-nak az {uy}
rendszer szerint Fourier-sorfejtését. Ekkor

o= diu = pu(A)eo = depn (Ak)u

oo [e°]
> Il = 3Dl < max o ) 3l
= =
lleall%
A
lenlla = min Ipn(A)eoll 4 < min {maX |pn(>\k)|}
lleoll4  pacPl  leoll 4 Pn€P,

(16.13)

A kapott kifejezés becsléséhez el@szor csak azt hasznéljuk fel, hogy az mI <
A < MT feltétel miatt Ay € [m, M] (Vk € N). Ekkor az el6z6ek szerint

lenll . { }
Tleolly = =: q(m, M). 16.14
HQOHA - pinel]?l )\er?n?xjw |pn( )| Q(m ) ( )

Ha nincs teljes sajatvektorrendszer, akkor A spektrilfelbontasabdl kapjuk
ugyanezt. Itt ugyanis o(A4) C [m, M], ez a 7.7. allitds 2. felébdl kovetkezik,
mivel az mI < A < MT feltétel miatt o(A —mI) C [0,00) és o(MI — A) C
[0,00), amibél o(A) C (—o0, M] N [m,00). Igy (16.13) és a 6.102. &llitas
alapjan

llenl 4
< min Al < mm { max A }
ool = min, o (AN < min, ¢ ma [pn (M)

< mi n)\}: ,M).
—p?;&{xéf%]'p W[} = g(m, M)

A q(m, M) érték meghatdrozasa tisztdn approximéciéelméleti feladat, mely-
nek megoldésa ismert (ldsd pl. [69, 1. 1.6.7]), éspedig

VM—ym\" _ n
q(m, M) = ! = 2('M+\/17’) S 2 vM = ym
’ T, (%“"’) 1+ (LMfmf" O\VM+ym)
—-m VMA4~/m

ahol T,, az n-edfoku els6faju Csebisev-polinom. Ebbdl kovetkezik a KGM
nevezetes linedris konvergenciabecslése:
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16.11. Tétel (linedris konvergencia). Ha az A € B(H) operdtorra telje-
sil (16.2), akkor a KGM dltal létrehozott e, = u, — u* hibavektorokra

lealla o (VAI=vm\"
|eof2<mwm> (et

Ha 6sszehasonlitjuk a GM és KGM mdédszerek konvergenciahdnyadosait, ak-
kor lathatd, hogy a KGM gyorsabb:

VE—1 k-1
= < = R
qKGM \/E+1 w1 qem

(16.15)

ahol k = & az operdtor kondiciészdma.

m

16.12. Megjegyzés. Mivel |le, || = (Aen,en) = (rn, A1), gy a 7.10.
allitast alkalmazva 27 7 ]* < [lenll’ < & [[7a]®. EbbSL és az elézé tételbsl
adédik a maradékvektorokra érvényes becslés:

Irall _ o /M (VM= vm\"
||ro|<2\/;(\/mm> (v & ).

Ha az A operdtornak specialis alakja van, akkor jobb konvergenciabecslést
is tudunk mondani. Tegyiik fel, hogy A = I + L, ahol L > 0 kompakt 6n-
adjungélt operdator H-ban. Ekkor tudjuk, hogy L-nek megszamlalhaté sok
sajatértéke van, amelyek csak a nulldban torlédhatnak, valamint 1étezik tel-
jes sajatvektorrendszere. Legyenek L sajatértékei pu; > ps > ... > 0, ekkor
A sajatértékei A\; = 1+ p;, és sajatvektorai ugyanazok, mint L-nek.

16.13. Tétel (szuperlinearis konvergencia). Legyen A = I + L, ahol
L > 0 kompakt onadjungdlt operdtor. Ekkor Ilétezik olyan €, — 0 sorozat,
hogy a KGM hibavektoraira

||en||A < gn
leolla ="

Bizonyitas. Legyen

o ()
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Vildgos, hogy @, olyan n-edfokd polinom, amelyre Q,(0) = 1. Emellett
Qn(A) =0, ha k <n. A (16.13) becslést haszndlva tehdt

n

||en||A )\ - )\k
e < 1Qa ) = s 19O = e, T2
n o n ) n
= max H M < max HMT]:H“J':‘SZ’
k>n+1 jaie —+ 17 k>n+1 i =1

ahol ¢, = {L/H?z1 i; egy nullsorozat mértani-koézép sorozata, igy szintén
nulldhoz tart. g

16.14. Megjegyzés. Az ¢, sorozatot gyakran a szadmtani-mértani kozép
kozti egyenl6tlenség révén Osszeg alakban becsiiljiik:

1 ¢ l[ena 1 ¢ "
En < — Zuj, azaz < (— Z”j) (n € N). (16.16)
Jj=1

n - feolls = \n &

1
n
tart 0-hoz. Ha csak azt tessziik fel, hogy L un. Hilbert—Schmidt operator,
azaz amelyre |[|L]|* := 32 p15 < oo, akkor a négyzetes kozéppel becsiilve

Ha > p; < oo, akkor tehdt a konvergenciahdnyados O(=) nagysdgrendben

n

sl =o( )

j=1

IN

€n

Ilyenek példdul a 6.75. allitdsban szerepld integraloperdtorok, 1dsd [3]. Az
emlitetteken kiviil hasonld becslések adhatdék tetszéleges p-adikus kozepekkel,
ezt és a fenti tétel eredeti véltozatat lasd [73].

16.2.3. A prekondicionilt KGM

Ha az A operéator olyan, hogy % nagy, akkor a KGM konvergal ugyan, de
lassan. Ilyenkor a véges dimenzids eset mintdjara bevezetheté6 a KGM pre-
kondicionalt valtozata. Tegyiik fel, hogy van olyan, szintén 6nadjungélt és
egyenletesen pozitiv B operator, mellyel a megfelel6 operdtoregyenletek egy-
szeribben megoldhaték, mint A-val, emellett a B-norméara nézve az A ope-
rator hatarai kozelebb vannak egymashoz, azaz

m (Bu,u) < (Au,u) < M (Bu,u)  (Vu € H), (16.17)
ahol

M M
_ << —.
m m
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Itt a B energia-skalarszorzataval és -normajaval kifejezve
(Au,u) = <B_1Au,u>B és  (Bu,u) = ||lul|%,

igy
mllulp < (B~ Au,u) , < M||ulf3, (Vu € H),

azaz a B~ A prekondicionalt operatorra (16.2) megfelelje 4ll fenn B ener-
giaterében, jobb hatarokkal. Az Au = f egyenlet is atirhaté

B~ 'Au=B7f

alakba, {gy alkalmazhatjuk r4 a KGM-t B energiaterében. Ekkor a (16.11)-
(16.12) algoritmusban A helyett a B~! A operator és (.,.) helyett a (.,.) 5 ska-
larszorzat szerepel, ezen belill «, nevez&jében <B_1Apn,pn>B =
<BB*1Apn,pn> = (App, pn) marad, a t6bbi helyen B-norma &ll. Igy az ite-
racié

Upg1 7= Up + OnPp 68 Tyt =Ty + an, B 1 Ap,, (16.18)
ahol «,, = —7|‘Tn||23
(Apn,pn)’
2
T
Pn+1 = Tnt1 + Bupn,  ahol B, = w (16.19)
Il

alaku. Itt az r,41-re vonatkozé lépésben nem szamitjuk ki B~!-et, hanem
meg kell oldani egy segédegyenletet, azaz két 1épésre bontva

Tpal :=7Tp + anz,, ahol
{ " (16.20)

Bz, = Ap,.

/2

A hibabecslésben <B_ LAe,, en>B =

tansok m és M lesznek, igy

(Aey, en>1/2 = |len]| , marad, de a kons-

lenls <2<¢ﬁ—¢%

leoll 4 — \/ﬁ+\/%> (Vn € N). (16.21)

A fenti médszer nem korldtos esetre is kiterjeszthetd, ott azonban a H-nél
sziikebb értelmezési tartomanyok miatt nagyobb koriiltekintésre van sziikség.
Ezt a 16.5. szakaszban irjuk le.
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16.3. A konjugalt gradiens-moédszer korlatos,
nem Onadjungalt operatorra

Legyen A € B(H), ahol A most nem 6nadjungélt. Tegyiik fel, hogy A bijekcid.
Az el6z6 szakasz mddszerét természetes médon kiterjeszthetjiik erre az esetre,
ha felirjuk az Au = b egyenlet szimmetrizaltjat, azaz a normélegyenletet:

A*Au = A*b. (16.22)

Itt a 4.14. homeomorfizmus-tétel szerint A~! folytonos, ebbél és a korldtos-
sagbol Osszességében léteznek olyan M > m > 0 4llanddk, hogy

mul < |Aul < M|u|  (Yue H). (16.23)
Itt [|Aul|® = (A* Au,u), ebbél
m? |Jul|® < (A*Au,u) < M?|jul>  (Vu € H), (16.24)

és itt A*A 6nadjungélt is. Ez egyrészt azt jelenti, hogy a 7.1. tétel szerint
a (16.22) egyenletnek egyértelmiien létezik u* € H megolddsa. Mivel a 6.5.
felbontdsi tételbél R(A) = H miatt ker(A*) = {0}, azaz A* injektiv, {gy u*
egyben az Au = b megoldésa is. Mésrészt, (16.24) szerint alkalmazhatjuk az
eléz6 szakaszbeli KGM algoritmust.

[rjuk fel a (16.11)-(16.12) algoritmust a (16.22) egyenletre! Szeretnénk meg-
tartani az r,, jelolést az Au,,—b rezidudlis vektorra, ezért a (16.11)-(16.12)-ban
szerepld r, jelolést s,-nel helyettesitjitk. Ekkor tehdt s, = A*(Au, —b) =
A*r,. Emellett az A operdtor és b jobboldal helyett az algoritmusban rendre
A*A és A*b szerepel. Ezek alapjan konnyen ldthaté, hogy a (16.22)-re ka-
pott algoritmus a kdvetkezd alakban irhaté fel. Legyen ug € H tetszbleges,
ro := Aug — b, 8o := po := A*rg. Han € N és megvan p,, uy, , és s,, akkor
legyen

2n = Apn,
_ {Tny 2n) _ _ .
Qp = — ||Z ”2 ) un+1 = Un + QpPn 7"n+1 =Tn + QpZp ;
n
(16.25)
Sp4+1 = A*Tn+17
2
Sn+1
Br = % s Pnt1 = Snt+1 + Bubn-
n

Ezt az algoritmust gyakran KGN-mo6dszernek hivjak.

A KGN-moédszer konvergenciabecslései kozvetleniil adédnak az eléz6 szakasz-
beliekbél. Itt ||ex|laxa = || ekl = |7kl {gy a becsléseket nem az ey, hibavek-
torra, hanem az ry maradékvektorra kapjuk. (Ebbdl viszont utdna a (16.23)




242 16. ITERACIOS MODSZEREK LINEARIS OPERATOREGYENLETEKRE

szerinti m ||ex|| < ||rx|| egyenlétlenség miatt eg-ra is attérhetiink.) El6szor
a linedris konvergenciabecslést irjuk fel a 16.11. tételbdl, ahol (16.24) miatt
VM és /m helyére M és m 1ép:

[l M —m\"
ol < 2(3rm (Vn € N). (16.26)

Ha pedig A = I + L, ahol L > 0 kompakt operétor, akkor A*A =1+ (L* +
L+ L*L), azaz A*A is a fenti tipusd, hiszen L* + L és L*L is kompakt
onadjungdlt és pozitiv. Igy a (16.16) becslésbél

k

[ 1 . . k
Iroll = (% ;(A"(L L)+ NED)) (neN).  (1627)

16.15. Megjegyzés. A (16.23) feltételekhez elégséges a koercivitds, emellett
a norma is kifejezhetd bilinearis formakkal, azaz ha

mlul® < (Au,u) & [(Au,v)| < Mlluflllol|  (u,v e H),
akkor teljesiil (16.23). Valéban, egyrészt a bal oldali koercivitasi becslésbél
mlul® < (Au,u) < || Aul|]Jul,

amibdl kovetkezik (16.23) bal oldala, mésrészt a jobb oldali becslésbél a 6.10.
allitds alapjan ||A|| < M, ami ekvivalens (16.23) jobb oldaldval.

A nem 6nadjungalt eset egy tovabbi lehetséges megkozelitése olyan algoritmu-
sok kidolgozasa, melyek elkeriilik a normaélegyenletet: a keresési iranyokhoz az
eredeti operator maradékvektorat hasznaljuk, és — a legkisebb négyzetek elve
alapjan — az {gy konstrudlt H, altereken minimalizaljuk a ®(u) := ||Au— f||?
funkcionalt. Ekkor azonban a konvergenciahdnyados is nagyobb. Ilyenek pl.
az algebrai egyenletrendszerek esetén nevezetes GMRES és GCG mddszerek,
lasd pl. [4].

Ennek a szakasznak az algoritmusaira is értelemszertien konstrualhaté pre-
kondicionalt véltozat.

16.4. Iteraciés modszerek nyeregpont-feladatok-
ra

Tekintsiik a (7.7) feladatot:

{ Avr Br=J (16.28)

B*u =g,
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ahol H, K val6s Hilbert-terek, f € H,ge K, A: H > Hé B: K - H
korlatos linedris operatorok, valamint A ¢nadjungalt és van olyan m > 0,
hogy

(Au,u) > mlul®>  (Vue H), (16.29)

végiil pedig teljesiiljon az inf-sup-feltétel:

B
inf sup (Bp, u)

— =1y > 0. 16.30
. e [ (16.30)

A (16.28) feladat iteraciés megolddsa ugyanazon elven alapul, mint a meg-
oldhatésag igazolasa a 7.3.1. szakaszban, éspedig azon, hogy a feladat vissza-
vezethetd az

S:=B*A™'B (16.31)

Schur-féle komplementer-operatorra vonatkozé
Sp=g (16.32)

egyenletre, ahol § := B*A~!f — g. Itt ugyanis S egyenletesen pozitiv, igy a
(16.32) egyenletre alkalmazhatjuk az el6z6 szakaszok mddszereit.

Ha a(z allandé 16péskozii) gradiens-mddszert hasznéljuk a (16.32) egyenletre,
akkor a nevezetes in. Uzawa-algoritmust kapjuk.

16.16. Tétel. (Az Uzawa-algoritmus konvergencidja.) A (16.28) fel-
adat feltételei mellett tekintsik az aldbbi iterdcidt. Legyenek ug € H, pg € K
tetszolegesek és o > 0 adott szam, ha pedig n € N és meguan u, € H és
pn € K, akkor

Aupo1 + Bp, = azaz uny1 ennek megolddsa),
{ +1 p / ( +1 g ) (16.33)

Pn+1 ‘= Pn + a(B*u'rH»l - g)
Van olyan ag > 0, hogy 0 < a < «aq esetén a fenti iterdcid linedrisan kon-
vergdl, vagyis alkalmas c1,co > 0 és g < 1 mellett
[un — ™| < c1g”,  llpn—p*[[ S c2¢” (R EN).

2

ahol \ := H:‘YXII"’ és A ==

Itt g = H%’%' Az optimdlis paraméter a,p = ALH,
A

1BI . — A=
ekkor ¢ = £33 -

m 7

Bizonyitas. Tekintsiik a (16.32) egyenletet. Itt S egyenletesen pozitiv és
2
a 7.23. tétel bizonyitdsa szerint (Sp,p) > H:\THPW (Vp € K). Emellett a

(16.31) definicié alapjan ||S|| < | B*|[[|A=Y|[|B]l = | BI2IA~. It m ||u]® <
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(Au,u) miatt AV < L lasd 7.9. allitds. Ebbsl || S|| < 121 Az S operator

hatérai tehdt A =z és A= 121
Alkalmazzuk a (16.32) egyenletre a gradiens-mddszert: (16.3) megfeleldje
most ppt1 = pn — @(Spn, — §). Ha itt u,q1-et (16.33) elsd egyenldségével

definialjuk, akkor
Pn+1 = Pn — CV(B*Ail(Bpn - f) + g) = DPn — a(g - B*unJrl);

ami épp (16.33) mésodik egyenlésége, igy a (16.32) egyenletre alkalmazott
GM megegyezik a (16.33) iterdciéval. A 16.2. megjegyzés alapjin 0 < « <
g = % esetén ez a GM linedrisan konvergdl, éspedig ||p, — p*|| < c2¢™, ahol
co > 0és g = q(a) = max{|]1 —am|,|l — aM|} < 1. Az u,-ekre vonatkozd
becslést ebbdl tigy nyerjiik, ha (16.33) els6 sordt &tirjuk Au, + Bpn,_1 =
Au* + Bp* alakban, ebbdl ugyanis

mlup — || < [|Aup — Au*|| = [|Bpn—1 — Bp®|| <

IBllc2

< 1Bl lpn—1 ="l <

Végiil az optimaélis eset kovetkezik a 16.1. tételbdl, mivel az S operator hatarai

Aés A 0

Az Uzawa-algoritmus értelemszertien atviheté bilinedris formékkal megfogal-
mazott vagy nem korlatos operatorokat tartalmazé nyeregpont-feladatokra,
ahogy utébbiak megoldhatésdgandl is eljdrtunk. Tekintsiik példdul a (8.17)
feladatot, melyet régton a (8.19)-ben bevezetett gyenge alakban {runk fel:

{ (u,v)s + (p,N*v) = (f,v) (Vv € Hg), (16.34)

(N*u, q) =(9,9) (Vg€ K).

Itt H, K valés Hilbert-terek, S : H D— H és N : K D— H slr{in definidlt
operatorok, S szimmetrikus és egyenletesen pozitiv, valamint f € H, g € K
adott vektorok. Teljesiiljon emellett D(N*) D Hg (ahol Hg az S energiatere),
és az S-normaval vett inf-sup-feltétel:

N
inf sup {Np,u) =~v>0. (16.35)
PED(N\{0} wers\{o} [IPIlllulls

A 8.41. tétel szerint ekkor a (16.34) feladatnak egyértelmiien létezik (u*,p*) €
Hg x K gyenge megoldasa. Ezt az eredményt a gyenge alak bilinedris forméa-
it reprezentalé operatorokon keresztiil a (16.28) tipust feladatokra vezettiik
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vissza a Hg x K térben. Ugyanigy adédik a 16.16. tétel megfelel§je. Az algo-
ritmus (16.33) alapjdn a kovetkez8: legyenek ug € Hg, po € K tetsz6legesek
és a > 0 adott szam, ha pedig megvan u,, € Hg és p, € K, akkor

(Ung1,0)5 + (pn, N*v) = (f,v) (Vv € Hg),

(16.36)
Puit, @) = (@) +a((N'uni1,0) = (9,0)) (Vg € K).

Itt az S-skaldrszorzatot Hg-en az identitds reprezentdlja, {gy || A|| és m helyére
most 1 keriil, ||B]| helyére pedig a B : K x Hg — R bilinedris forma norméja
1ép, ahol B(p,v) := (p, N*v). Ezekbdl a megfontoldsokbdl adédik a

16.17. Kévetkezmény. A (16.34) feladat feltételei mellett van olyan cg >
0, hogy 0 < a < ap esetén a (16.36) iterdcid linedrisan konvergdl, vagyis
alkalmas c1,co > 0 és ¢ < 1 mellett

[un —ulls <c1qg”,  lpn =P S c2q®  (n€N).

A B :=||B]| jeldléssel ag = %, valamint az optimdlis paraméter és hozzdtar-
. o _ 2 g By
tozd konvergenciahdnyados rendre cop = 7Tz 654 = gre-

A fentiekhez hasonléan konstrudlhatunk iteraciot nyeregpont-feladatra a kon-
jugdlt gradiens-mddszer alapjan is. Tekintsiik ismét a (16.28) feladatot, és ir-
juk fel a KGM algoritmusét az (16.32) egyenletre a (16.11)—(16.12) képletek
alapjan. Mivel most p jeloli a masodik koordinatat, igy a keresési iranyokat
dn-nel jeloljiik. Ekkor az algoritmus:

Pnil = Dn +andy 68 Tpi1 =71y + apSdy, (16.37)
ahol o, = — I
" (Sdy,,dn)’
rngall?
dn+1 = Tp41 + /Bnd»,“ ahol /Bn = W . (16.38)

A fenti iteracié a GM-hez hasonléan feldarabolhaté és tartalmaz 1épésenként
egy segédegyenletet, mivel Sd,, kiszamitdsa gy irhatd, hogy az Az, = Bd,
egyenlet megoldasa utén Sd,, = B*z,. A p,-re vonatkozé konvergencia hé-

nyadosa ¢ = g;\‘g, ahol A\ és A az S operdtornak az el6bb kiszamitott

hatarai. Adott n-re u,, kiszimitdsa és ugyanilyen konvergenciahanyadosi hi-
babecslése pedig megegyezik a GM-nél latottal.
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16.5. Iteracios moddszerek és prekondicionalas
Hilbert-térben nem korlatos operatorra

Az ¢el6z6 szakaszokbeli gradiens- és konjugdlt gradiens-mddszerek felhaszndl-
jék az operator korlatossagat. Nem korlatos operator esetére igy viheték at
ezek a moddszerek, ha alkalmas segédoperatorral korlatos operatorra transz-
formaljuk az eredeti operdtort. Ez a matrixoknal elterjedt, ill. a 16.2.3. sza-
kaszban korlatos operatorokra ismertetett prekondicionalas miiveletének ana-
logiaja, igy tulajdonképpen itt is prekondicionélas torténik, ez azonban a nem
korlatossdg és a H-nal sziikebb értelmezési tartoméanyok miatt nagyobb ko-
riiltekintést kivan.

Ezt a médszert Czdch Lészl6 vezette be [12], elliptikus operdtorok nem kor-
latossdgdnak kezelésére a gradiens-mddszer esetén, ldsd [33, XV. fej.] is; a
transzforméciét e munkdk alapjan ismertetjitk. A [12] dolgozat megelSzte a
prekondiciondlas technikdjanak késébbi elterjedését, vagyis ez az elv el0szor
rogton végtelen dimenzids esetben jelent meg. A médszer megfelelGje a konju-
galt gradiens-mdédszerre a [18] cikkben taldlhaté. (Métrixok prekondiciondla-
sa esetén nem a végtelen, hanem véges, de nagy kondiciészamok problémaéjat
lehet igy kezelni, ezzel a 19.4.1. szakaszban foglalkozunk még.)

Legyen tehat L : H D— H nem korlatos lineéris operator, amely szimmetri-
kus és egyenletesen pozitiv. Legyen S : H D— H olyan, szintén szimmetrikus
és egyenletesen pozitiv operdtor, melyre D(S) = D(L) =: D és R(S) D R(L),
valamint tegyiik fel, hogy léteznek olyan M > m > 0 konstansok, melyekre

m (Su,u) < (Lu,u) < M (Su,u) (v e D).
(Ekkor L és S un. spektralisan ekvivalens operatorok.) Ez azt jelenti, hogy
mlully < (ST Lu,u)g < Mul|fy  (Vu€ D), (16.39)

vagyis az ST!L operdtor mér teljesiti a (16.2) egyenlStlenségeket, de H he-
lyett a Hg energiatérben. Itt S™'L : Hg D> Hg, ahol D(S™'L) = D sfirti
Hg-ben, és S~'L szimmetrikus operator Hg-ben, mivel

<S_1Lu,v>s = (Lu,v) = (u, Lv) = (u, S_lLv>S (Vu,v € D). (16.40)

Terjessziik ki S™!L-et Hg-re! Ehhez igazoljuk, hogy S™'L korlatos: mivel az
(u,v) — (Lu,v) bilinedris forma valéjaban skaldrszorzat is a D altéren, igy

HS_ILUHE = sup | <S_1Lu,v>s = sup |(Lu,v)|?
llv]l =1 lvll g=1

2 2 2
< sup (Lu,u) (Lv,v) < sup M |lullg M [|ollg = (M [jullg)”,

H’UHS=1 [lv s=1
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azaz || S~ Lul| ; < M ||ul|g, tehdt || ST L|| 4 < M. Mivel tehat S~ L folytonos
linedris, igy egyértelmiien létezik olyan A € B(Hg), melyre

Al,=5""L. (16.41)

Mivel D siirti, igy A is szimmetrikus, igy a korldtossag miatt onadjungélt is,
tovabbé orskli (16.39)-ot:

mlull} < (Au,uhg < Mlul%  (Vu € Hs). (16.42)

fgy A mar pontosan olyan operator, mint a 16.1.2. szakaszban feltettiik, csak
a Hg téren.

Megjegyezziik, hogy ez az A operdtor nem més, mint a 8.3.1. szakaszban defi-
nialt Lg operator. Ezt most — a szimmetrikus esetben — kozvetleniil, spektra-
lis ekvivalencidra alapozva lehetett bevezetni. A bevezetés fentivel ekvivalens
moédja, ha el8szor az (u,v) — (Lu, v) bilinedris formdt terjesztjitk ki Hg-re és
ennek Riesz-féle reprezentdlé operatoraként kapjuk A-t. A (16.41) alak azt
fejezi ki, hogy a 16.2.3. szakaszbeli prekondicionalds megfelel6jérdl van sz6
nem korlatos esetben.

fgy a kovetkez6 modszert kaptuk: az Lu = g eredeti egyenletrdl attériink az
STlLu=85"1g=f
egyenletre, ami helyett felirjuk az
Au=f

egyenletet Hg-ben. Ennek, mivel A 6nadjungdlt és teljesiti a (16.2) egyen-
16tlenségeket, egyértelmtiien 1étezik u* € Hg megoldasa. Emellett alkalmaz-
hatjuk ra a 16.1.2. szakaszbdl a gradiens-mddszert a Hg térben: ha ug € Hg
tetszOleges, akkor

Up+1 = Un

—W(Aun—f) (Vn € N).

Ekkor az (uy,) sorozat u*-hoz tart az alabbi becslés szerint:
M —m\"
M+m)

wm—uws<c(

Mi kovetkezik ebbdl az eredeti Lu = g egyenletre? Itt u* gyenge megoldasa
a feladatnak a 8.28. definicié értelmében, ugyanis az energianormak ekvi-
valenci&jdbol Hs = Hp és ({Lu,v)-bdl hatdrdtmenettel) (u,v)y = (Au,v)g
(Vu,v € Hg = Hyp), tehdt Au = f ekvivalens az (u,v)r = (g9,v) (Vv € Hp)
egyenlOséggel.
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Ha ug € D, akkor indukciéval (u,) C D és a gradiens-médszer n-edik lépése

2 _
Upyl = Up — M+mS 1(Lun—g).
Ez ekvivalens az
2
Un+1 :un_M+mZna

ahol Sz, =Lu,—g

kétlépéses modszerrel, azaz 1épésenként u,, ismeretében meg kell oldani egy
Sz = b tipusu egyenletet.

Ez azt mutatja, az elméleti esetben az S operatort ugy kell valasztani, hogy
ezt a segédegyenletet viszonylag egyszeriien, legaldbbis az eredetinél 1ényege-
sen kénnyebben meg lehessen oldani. (A gyakorlatban ugyanez a kévetelmény
akkor is, ha a fenti iteraciénak megfelel6 numerikus eljarast nézziik egy véges
dimenzids altérben, ldsd 19.1. szakasz.)

Az R(S) D R(L) és ug € D regularitédsi feltételek kikeriilhetSk, csak a
moédszer érthetébb leirasdhoz hasznaltuk fel. Az altaldnos esetben az Sz, =
Lu,, — g ,er6s” alak helyett a z, = Au, — f ,,gyenge” alak hasznalhaté, ami
tesztfiiggvényekkel irva a kévetkezd moédszert adja:

- 2
M+m Zn;s
ahol (zn,v)s = (Aup,v)s — (g,v) (Vv € Hg).

Up+1 = Unp

Az A operétort itt ugyan nem definidltuk konstruktivan, de a fenti egyenlet
numerikus (pl. Ritz—Galjorkin-féle) megolddsa esetén elég lehet a fenti gyenge
alak, vagyis egyes tesztfiiggvényes skalarszorzatok ismerete.

A fentihez teljesen hasonld a helyzet, ha a konjugdlt gradiens-mdédszert hasz-
néljuk az Au = f egyenletre. Ez is a (16.42) tulajdonsidg miatt konvergal
a Hg téren, és szintén S-re vonatkozo segédegyenletet kell megoldani 1épé-
senként. Espedig, a (16.8) egyenletbdl, gyenge alakot hasznédlva a kovetkezd
lépést kapjuk:

Tn+l1 = Tnp — Qpln,
(16.43)
ahol (zn,v)s = (Apn,v)s (Vv € Hg).

Itt a segédfeladat az Sz, = Lp, egyenlet gyenge alakja. (A KGM t6bbi 1épése
nem tartalmaz segédfeladatot.)

Példak.
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1. Legyen I = [a,b], H = L?(I), D = D(L) = D(S) = H*(I) N H}(I).

Legyen

Lu=—(pu') + qu,
ahol p € CY(I), g € C(I), p(z) >m >0 és q(x) > 0 (x € I). Tekintsiik
az
Lu=g
u(a) = u(b) =0
feladatot. Bevezetve az Su = —u" segédoperdtort, barmely u € D
esetén
b 2 2
(L) = [ (ph? +aleP).
b
(i) = [ P

Ezek a 10.9. llitas szerint ekvivalens normak H} (I)-n, igy L és S spekt-

ralisan ekvivalens, ezért alkalmazhaté a fenti gradiens- vagy a konjugalt

gradiens-mddszer. Az iterdci6 (er6s alakban felirva) a kovetkezé alaku

segédfeladatok megoldasat igényli:

—zl' = w,
zn(a) = z,(b) = 0.

2. Hasonlé mondhaté az el6z6 példa tobbdimenzids valtozatardl: legyen

Q C R" korldtos, H := L*(Q), D := H*(Q)NH(Q), Lu := — div(p Vu)+
qu, ahol p € C1(Q), p(x) > m > 0 (z € Q), illetve Su = —Au. Az
energianormék ekkor is ekvivalensek, igy L és S spektralisan ekvivalens

operatorok. Az
{ Lu=yg
ujp =0

feladat megoldédsa tehat visszavezethetd

{ —Az, = w,
Znjoa =0

alaki segédfeladatok megoldédsara.

Mindkét fenti példaban az S operator egyszeriibb az eredetinél, megol-
déaséra az 1. példaban és egyes tartomanyokon a 2. példaban képlet is
adhat6 (Green-fiiggvénnyel).

A gyakorlatban e példdk jelentésége az, hogy megadjak a hasonléan
prekondicionalt numerikus eljarasok aszimptotikus viselkedését, ha a
racsokat finomitjuk, és ebbdl optimalitasi eredményeket kaphatunk. Ez-
zel a 19.4.1. szakaszban foglalkozunk.






17. fejezet

Néhany tovabbi moddszer
linearis
operatoregyenletekre

17.1. Kozelito operatorsorozatok
Legyenek XY normaélt terek és tekintsiik az
Au=f

operatoregyenletet. Gyakran szokds az A operatort valamely A,, operatorso-
rozattal kozeliteni, ahol az A,-ek valamilyen szempontbdl egyszeriibb szer-
kezetliek A-ndl. (Példdul ha X = Y = H Hilbert-tér és A = I + K, ahol
K kompakt pozitiv operator, mint a 10.1. szakasz integralegyenletei, akkor
K véges rangu kozelitéseivel a feladat a megfelelé véges dimenzids alterekre
redukélhatd.) Ilyen esetekben szeretnénk, ha az A,u, = f egyenletek megol-
désaira n — oo esetén u,, — u teljesiilne.

17.1. Definicié. Az (A,) : X — Y linedris operdtorsorozat approzimdlja az
A operétort, ha pontonként tart hozzd, azaz A,u — Au (Vu € X).

17.2. Definicié. Az A, =~ A approximécié stabil, ha minden n € N esetén
létezik A, 1, és (||4,"|]) korlétos szamsorozat.

n

17.3. Tétel. Legyenek XY normalt terek, Y teljes. Legyenek A, : X =Y
(n € Nt)és A: X — Y linedris bijekciok, melyekre At € B(Y, X) (n € Nt)
és (An) approximdlja az A operdtort. Ekkor az aldbbi két dllitds ekvivalens.

251
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(1) Bdrmely f €Y esetén az Anu, = f egyenletek u,, megolddsai tartanak
az Au = f egyenlet u megolddsdhoz, ha n — oo .

(2) Az A, = A approzimdcid stabil.

Bizonyitas. (1)=(2). Ha u, — wu, akkor u, = A 'f — A7l'f = u. Ez
minden f esetén fennall, azaz az (A; 1) operatorsorozat pontonként konver-
gens, amibdl kovetkezik, hogy pontonként korlatos is. A Banach—Steinhaus
tétel szerint egyenletesen korlatos is, azaz (||A:L ! ||) korldtos sorozat, tehat az
approximacié stabil.

(2)=(1). Ha az A, ~ A approximdcié stabil, azaz K := sup, ||4,!|| < oo,
akkor

lwn — ul| = HAglAn(“n - U)H <K | An(up —u)| =

= K|f = Apul| = K| f = Aul| = 0. O

17.2. Regularizacié nem koerciv feladatokra

Legyen H valés Hilbert-tér, G € B(H ) kompakt operédtor, melyre (Gz,z) > 0
(Vx # 0). Legyen b € H és tekintsiik a

Gx=b

operatoregyenletet.

Mivel G kompakt, igy (a 6.80. kovetkezmény alapjan) nem lehet szuperjektiv,
igy fel kell tenniink, hogy b € R(G). (Ekkor a megoldds egyértelmii.) Tovabbi
probléma a fenti egyenlettel kapcsolatban, hogy (mint a 15-16. fejezetekben
lattuk) a szokdsos numerikus mddszerekhez fel kell tenniink, hogy az opera-
tor koerciv. A G kompakt operdtor azonban nem lehet koerciv, hiszen akkor
szuperjektiv is lenne (7.2. tétel). Megjegyezziik, hogy a koercivitdsbdl kévet-
kezne az inverz korlatossaga, amit regularitdsnak is szokas hivni. Kompakt
operédtornak viszont nem lehet korldtos inverze (6.78. allitas), igy a gondot a
regularitds hidanya okozza.

Ennek megkeriilésére valé az alabbi mddszer, az an. Tyihonov—Lavrentyev-
regularizdcio:

(i) Legyen « > 0 valds paraméter, és tekintsiik a
Gazo = (G+al)z,=b

egyenleteket. Ezekben a G, operatorok koercivak, igy rogzitett o > 0
esetén egyértelmiien létezik az x, € H megoldés.

(ii) Az « paraméter tartson 0-hoz. Célunk, hogy lir% ZTo = x legyen.
a—r
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Megmutatjuk, hogy ha z maga is R(G)-beli, akkor teljesiil lir% To = x. Az
a—

alabbiakban végig legyen b € R(G) rogzitett, x és x, pedig a megfeleld egyen-
letek megoldésa, azaz

Gz =0, Gaxo = 0.
17.4. Lemma. = — x, = a G, x.
Bizonyitas. A definiciékbol
Gor —ax = (Gy —al)z = Gz =b= Guxa,
ebbdl
Go(z — 24) = Gax — Gaxo = ax.

Mivel G, koerciv, {gy bijekcié (7.2. tétel), ezért alkalmazhatjuk a fentire G, -
et, és ez a kivant egyenlGséget adja. [

17.5. Lemma. Ha z € R(G), akkor |G;z| <2|G~1z].

Bizonyitas. Legyen y := G~ lz. Itt G 'z = G'Gy = G (G, — al)y =
y— aG;ly = Y — Zq, ahol z, = aG;ly. Ekkor ay = Goza = Gz + azq,
amib6l (mivel G pozitiv)

allyllllzall > (@y, 2a) = (Gza + @245 20) = (G2a, 2a) + O‘HZ&H2 > a||za||2>

igy llyll > [lzall, és végiil a fenti G'z = y — z, egyenlbségbdl |G, x| <
191l + 2ol < 2[lyll- O

17.6. Tétel. Ha z € R(G), akkor lim0 |z — xq|| = 0.
a—r

Bizonyitas. Ha o — 0, akkor a két lemma alapjan

|z — 2ol = « HG;le < 2a||G7tz|| = 0. O

Osszefoglalva: ha b € R(G?), akkor = € R(G), igy lirrb To =2, 80t || —24| =
a—
O(a). A Gz = b egyenlet x megolddsa tehdt gy kozelithetd, hogy eldszor

elég kis a-ra felirjuk a Gz, = b egyenletet, majd erre alkalmazzuk a korabbi
szakaszok (koercivitdst felhaszndlé) valamelyik kozelité mddszerét.

Megemlitjiik, hogy ha G 6nadjungalt is, akkor lin% T, = x abban az esetben
a—

is igazolhatd, ha x ¢ R(G), de ekkor az O(«) nagysdgrend mar nem érvényes.

Ha G nem 6nadjungalt és a pozitivitast sem tessziik fel, akkor a fenti médszert

a G*Gx = G*bnormélegyenletre alkalmazzuk a G*G+al segédoperatorokkal,
ez a Tyihonov-regularizdci6. Tovabbi részletek taldlhaték pl. a [28] konyvben.



254 17. NEHANY TOVABBI MODSZER LINEARIS EGYENLETEKRE

17.3. Operator-differencialegyenletek diszkreti-
zacidja

Legyen X Banach-tér, L : X D— X sfirlin definidlt operdtor, ug € D(L)
adott vektor, és tekintsiik az aldbbi kezdetiérték-feladatot:

u(t) + Lu(t) = 0, u(0) = ug. (17.1)

Az ilyen tipusi operator-differencidlegyenletek vizsgdlatat elsésorban para-
bolikus PDE-k numerikus megoldasa motivalta, szadmos modszer és részlet
olvashaté a [3, 71, 72] konyvekben. Itt a célunk egy altaldnos eredmény is-
mertetése, amely Osszefoglalja a kozelité megoldéds sordn felmeriil6 tulajdon-
sagokat.

17.3. feltételek.

(i) A —L operétor egy {T'(t)}+>0 félcsoportot generdl B(X)-ben. (Ekkor
tehét a 9.5. tétel szerint az u(t) := T(t)up (t > 0) fiiggvény megoldésa
a (17.1) feladatnak. S6t, a 9.6. megjegyzés alapjdn ez barmely ug € X
esetén is értelmes.)

(ii) Folytonos fiiggés teljesiil ug-tél: van olyan C' > 0, hogy ||T(¢)uo| <
Cluo|| barmely up € X és t € [0,T)] esetén.

Ha példdul X = H Hilbert-tér, akkor a 9.2. szakasz (9.12) egyenletér6l van
sz0, melyre a 9.10. tételben szereplé L operator esetén teljesiilnek a 17.3.
feltételek.

Célunk a (17.1) feladat kozelité megolddsa valamely [0, T intervallumon, rog-
zitett T' > 0 esetén. Vezessiik be a t ,,id6"-valtozé szerinti kovetkezd diszkreti-
z4ciét: legyen n € NT, 7 := %, t; =it (i =1,...,n) osztépontjai [0, T]-nek,
és legyen u; a megoldas t;-beli kozelitése:

u; ~ u(t;) (i=1,...,n).

(Ha t = 0, akkor ug = u(0) az ismert kezdeti vektor.) Az egyenletbeli derivélt
a 7-hoz tartozé alkalmas kiilonbségi hanyadossal kozelitheto: legegyszertibb
az
a(t) ~ u(t+7) —u(t)
T
explicit sémat alkalmazni, ez az un. explicit Euler-mddszer. Tovabbi leheto-
ségek példaul az

w (implicit) vagy U(HT)Q_T w=7)

(szimmetrikus)
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sémak. frjuk fel az egyenletben az explicit sémat a szomszédos osztépontokra
az u(t;) =~ u; és u(t; + 7) = u(tiy1) =~ w1 kozelitésekkel, ekkor az aldbbi
rekurziét kapjuk:

Yl Z % Ly =0 (i=0,...,n—1). (17.2)
-
Ebbdl ug ismeretében az u;-k sorra kiszamithatdak, hiszen atrendezve

Uir1 = u; — 7Ly (i=0,...,n—1).

Ha az explicit helyett mas sémat alkalmazunk, akkor altaldban egy lined-
ris egyenletet vagy egyenletrendszert kell megoldani az u;-k kiszamitasdhoz:
példaul az implicit séma esetén

Yim Wil =0 (i=1,...,n), (17.3)
-
atrendezve
w; +7Lu; = u;q (i=1,...,n).

A konvergencia vizsgalata abbdl az dltalanos alakbdl indul ki, hogy barme-
lyik séméaval diszkretizalunk ¢ szerint, az u;-k végso soron ug-tol fiiggnek, és
elééllnak az aldbbi alakban:

Uy, = C(T) ™y (m=1,...,n), (17.4)
ahol C'(7) € B(X) a T paramétertdl fiiggd operator. Az explicit séma esetében
C(ry=I-r7L,

hiszen
wip1 = (I = 7L) uy, igy rekurziéval Uy = (I - TL) muo.
Hasonléan adédik az implicit séma esetében
C(r)y={I+7L)"" (17.5)
Altalaban tehat a kovetkezd fogalmat hasznaljuk:
17.7. Definicié. A (17.1) feladathoz tartozé differenciamddszernek egy
C:10,7] — B(X)

operatorcsaladot hivunk.
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Itt tehdt minden 0 < 7 < 79 értékhez tartozik egy operator. Ha 7 rogzitett,
akkor C'(7) azt mondja meg, hogy az adott mddszerben hogyan kapjuk meg
kozelitéleg egy fiiggvényértékbol a T-val késobbi fiiggvényértéket. A pontos
megoldésra u(t,,) = T(7)™ug (m=1,...,n), {gy (17.4) gy is fogalmazhatd,
hogy a C' csaldad a T félcsoport kozelitése, vagyis kozelité megoldé-operator.
Célunk ezutén az, hogy 7 — 0 esetén egyre jobb kozelitéseket kapjunk.

A C operatorcsalad nem lehet akdrmilyen, hiszen a felhaszndlt séménak 7 —
0 esetén kozelitenie kell az eredeti egyenletet. Ez a kivetelmény dltalanosan
a kovetkez&képp {rhaté le. A pontos megolddsra (17.1) alapjan barmely ¢ > 0
esetén

+ Lu(t)) = lim (%

7—0

+ L)u(t)

0= lim
T—0

(u(t +7) —u(t)

kell teljesiiljon. A C' operédtorcsalad akkor kozeliti az eredeti egyenletet 7 —
07 esetén, ha ez a C(7)-kra is igaz:

. C(r)—1
0= lim (f +L)u(t), (17.6)
Ezt a két képletet kivonva egymdasbdl,
=T
0= tim SO =T0 0.
T—0t T

Ha itt felhasznéljuk, hogy T'(T)u(t) = T(7)T(t)up = T(t + 7)ug = u(t + 7),
akkor megkapjuk a C-re vonatkozé koévetelmény szokdsos definicigjat, amit
konzisztencidnak neveziink. Pontosabban, az eredeti feladat ug € D(L) fel-
tételét itt némileg enyhitjiik, mivel a gyakorlatban a konzisztencia dltalaban
csak a D(L)-belinél nagyobb regularitds esetén igazolhaté; a kérdéses limeszt
viszont egyenletesnek tessziik fel.

17.8. Definicié. A C operatorcsaladdal leirt differenciamddszer konzisztens,
ha van olyan sfiri Dy C D(L) altér, hogy bdrmely ug € Dy esetén a megfelels
u megoldasra

C(r)u(t) —u(t+ 1)

lim =0 egyenletesen a [0, 7] intervallumban.
T—0t T
Az explicit séma C(7) := I — 7L csalddja példdul trividlisan konzisztens,

hiszen a (17.6) képletben mar a limeszképzés elétt azonosan 0-t kapunk. A
differenciamddszerre tovabbi szitkséges feltétel, hogy az (17.4)-ben kapott
értékek korldtosak maradjanak, amig a [0, T intervallumban vagyunk, hiszen
kiilonben az u,,-ek nem kozelithetik a pontos megoldést.
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17.9. Definicié. A C operétorcsaladdal leirt differenciamédszer stabil, ha
az operatorcsalad hatvanyai egyenletesen korlatosak, azaz van olyan K > 0,

hogy
[C(r)™| <K, ha 7<m, mr<T.

A 6 kérdés a moédszer konvergencidja. Mivel a kozelité megolddsokat csak
diszkrét t pontokban értelmeztiik, a konvergencia fogalma gy értendo6, hogy
ha 7; — 0 és m;7; — t valamely m; indexsorozatra, akkor az wu(m;7;)-re
szamitott megolddsok u(t)-hez tartsanak. A szdmitdst leiré (17.4) képlet és
az u(t) = T(t)up azonossig alapjan kapjuk az aldbbi definiciét.

17.10. Definicié. A C operétorcsaladdal leirt differenciamédszer konver-
gens, ha barmely ug € X és t € [0,T] esetén, ha 7; — 0 és az m; indexsoro-
zatra m;1; — t, akkor
lim C(Ti)min = T(t)U().
TiA)O+
A témakor {6 eredménye a fenti harom fogalom kapcsolatat jellemzi, és alkal-
mas sziikséges és elégséges feltételt ad a konvergenciara.

17.11. Tétel (Lax ekvivalenciatétele). Teljesiiljenek a 17.5. feltételek.
Egy konzisztens differenciamddszer pontosan akkor konvergens, ha stabil.

Bizonyitas. (1) Legyen a differenciamédszer konzisztens és stabil.
Tegyiik fel eloszor, hogy up € Dg. Ham € N, 7 > 0 és mr < T, akkor a

[a

Cr) o — ulme) = Y- €)™ (Cru(r) — (g + 1)

teleszkdpos Gsszegbdl a stabilitas révén

1C(7) " uo — u(m7)|| < K i [C(T)u(iT) — w((G + 1)7)||
< Ktm sup I (r)u®) — ult +7)] =: Ktme(1).
te[0,T] T

A konzisztencia és ug € Do miatt lim, o+ e(7) = 0. Igy ha 7; — 0 és my7; <
T, akkor
1C (7)™ ug — u(mym)|| < KTe(r;) — 0.

Mésrészt ¢t — u(t) folytonos, hiszen differencidlhaté is, igy ha m;r; — ¢, akkor

lu(m;m;) — u(t)]] — 0.
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fgy ha 7; — 0 és m;7; — t, akkor a fenti két limeszbol

[C(7)™ uo — T'(H)uo|| = |C (7)™ uo — u(t)|| <

<NC(T) ™ uo — w(mim)|| + lu(mimi) — w(®)|| = 0,

azaz a modszer konvergens.
Legyen most ug € X tetszoleges. Mivel Dy siirii, van olyan ug C Dy sorozat,
hogy u{ — ug. A stabilitast és a folytonos fliggést felhaszndlva

1C (7)™ uo = T (t)uol| <

<NC ()™ (uo — ug)|| + [|C(7:) ™ ug — T@)ug || + [T(#)(ug — uo)|
< (K + O)|luo — ug || + [|[C (7)™ ugg = T(#)ug |-

Legyen € > 0. Ekkor elég nagy n-re (K + C)||ug — ug|| < §5. Mivel a megfelel6
ug-re mar tudjuk a konvergencidt, igy ha 7; és |m;7; — t| elég kicsik, akkor a
maésodik tag is kisebb $-nél. Egyiittvéve

C (i)™ o — T(t)uol| < e,
ha 7; és |m;7; — t| elég kicsik, és ezt akartuk beldtni.

(2) Legyen a differenciamédszer konvergens. Tegyiik fel indirekt, hogy nem
stabil. Ekkor vannak olyan 7; és m; sorozatok, hogy 7, < 19, m;m; < T és

= 0. (17.7)

lim ||C(7)™
11— 00

Ttt
1C (7)™

<Cr)I™ < K™ (VieN),

mivel a K stabilitdsi konstans C(7;) els6 hatvdnyaira is érvényes. Ebb6l lat-
haté, hogy m; — oo, ha ugyanis m;-nek lenne korlatos részsorozata, akkor
[|C(7;)™|-nek is lenne korldtos részsorozata, de az co-hez tart. Ha viszont
m; — 0o, akkor 7, — 0. Emiatt alkalmazhaté a konvergencia definicidja, és
C(7;)™ pontonként konvergal T'(t)-hez X-en. Igy C(7;)™ pontonként korls-
tos is, ekkor viszont a 4.2. tétel szerint egyenletesen is korldtos, azaz ||C(7;)™ |
korldtos. Ez viszont ellentmond (17.7)-nek. O

17.12. Megjegyzés. A Lax-féle ekvivalenciatétel bizonyitdsdbdl lathato,
hogy a visszairanyhoz nem kellett a konzisztencia. Igy valéjdban azt mond-
hatjuk, hogy egy konzisztens és stabil differenciamédszer konvergens is, mig
egy konvergens differenciamdédszer stabil is.
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Példa. Tekintsiik a 9.2. szakasz masodik megoldhatésagi eredményében

szereplé feladatot: legyen H szepardbilis Hilbert-tér, L : H D>— H siriin

definidlt szigordan pozitiv operdtor, melyre R(L) = H és L~! kompakt. A

9.13. tételnek megfeleléen L-et maximdlis értelmezési tartomannyal lattuk
o0 (o)

el, azaz D(L) = {x = Y cpen € H: S Nley? < oo} és ilyen z-re
n=1

n=1

Lz := Y Apcpen.
n=1
Legyen ug € H adott vektor, és tekintsiik a (17.1) kezdetiérték-feladatot:
u(t) + Lu(t) =0, u(0) = up. (17.8)

A 9.13. tétel és 9.14. kovetkezmény alapjan teljesiilnek a 17.3. feltételek.
Alkalmazzuk a (17.3) implicit sémdt! Megmutatjuk, hogy ez a differencia-
maddszer konvergens, amihez a Lax-féle ekvivalenciatételt hasznaljuk, igy azt
bizonyitjuk, hogy konzisztens és stabil. Lattuk (17.5)-ban, hogy a megfelels
operatorcsalad

C(r)=(I+7L)"".
Konzisztencia. Legyen Do := D(L), a konzisztencidval ekvivalens (17.6) ala-
kot hasznéljuk, éspedig igazoljuk, hogy barmely = € D(L) esetén

lim (M +L)e= lim (W +L)e=0.  (17.9)

T—=0t T 70t T

Legyen « € D(L), x = Y cpe,. Ekkor
n=1

(e = (R Do = 3 iy v

2
TS

Itt 4 < min{rA2, A\, }. Kévetve a 9.10. tétel bizonyitdsanak médszerét,
legyen 7 € R rogzitett. Ha A\, < 1/4/7, akkor 7A2 < 1, gy 7202 < 722 és
min{7A2, \,}2 < 72, ha pedig A\, > 1//7, akkor min{T\2, A\, }? < A\2.
Ezekbol

[ ) - S Y s

T 14+ 7\,
n=1
<7 Z /\?L|Cn‘2 + Z )‘%|Cn‘27
A<z An> 7z

és ha 7 — 0, akkor az elsé tag 0-hoz tart, mert 7||Lz||>-tel becsiilhetd, és
a méasodik tag is 0-hoz tart, mert ||Lz||?> konvergens sorabdl egyre nagyobb
indext szeleteket vonunk le.
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Stabilitds. Mivel L szigorian pozitiv, igy ((I +7L)u,u) > |[ul|? (Yu € D(L)),
azaz I + 7L egyenletesen pozitiv m = 1 konstanssal. Kénnyen lathaté L

o0
értelmezésébbl, hogy I + 7L szuperjektiv is, azaz ha f = Y. dne, € H,

n=1
o0 ,
akkor az u = Y Hd#en vektor értelmes és (I + 7L)u = f. Igy a 8.15.
~ n

allitas alapjdn ||(I +7L)7|| < 1. EbbSl barmely m € Nt esetén ||C(7)™| =
(I +7L)~™| <|[(I+7L)"|™ <1, azaz a mddszer stabil.

17.13. K6vetkezmény. A tett feltételek mellett a (17.8) feladatra alkalma-
zott implicit séma konvergens.

17.14. Megjegyzés. Az explicit séméra nem iiltethet6 4t a fenti eredmény,
mert ha L nem korldtos (és a fentiek tipikusan erre vonatkoznak), akkor
a stabilitds nem teljesiil, hiszen mar a C(7) = I — 7L operatorok maguk
nem korlatosak. Ha az eredeti feladatot véges dimenzidsakkal kozelitjiik, pl.
L-re Ritz—Galjorkin-féle diszkretizdciéval, akkor a megfelel6 Ly, (h > 0) kor-
latos operatorokra mar elérheté6 I — 7L; hatvanyainak normakorldtossiga,
ha ||I — 7Ly| < 1, éspedig, a 16.2. megjegyzés alapjén ez 7 < HT%LH ese-
tén teljestil. Itt azonban limy_,g ||Ln|| = oo, pl. elliptikus L operétor esetén
ILn|l = O(h™2) — o0, ha h — 0, lasd pl. [5]. (Ennek kovetkezményével a
19.9. 4llitds utén is foglalkozunk.) Ebben az esetben tehdt a 7 id6lépést és h
rdcsfinomséagot az a feltétel koti ossze, hogy 7/h? legyen korldtos; a médszer
csak ekkor lehet konvergens.



18. fejezet

Iteracios modszerek
nemlinearis
operatoregyenletekre

A 16. fejezet nemlinedris megfelelgjeként néhdny véges dimenziéban ismert
iterdciés médszer végtelen dimenziés megfeleljével foglalkozunk. Az itt em-
litett és mds kapcsol6dé médszerekrél a [30, 69], ill. [23, 25, 33, 40] konyvek
adnak bévebb informaéciot.

18.1. Egyszerii iteracié monoton operatorokra

18.1.1. Gradiens-moéddszer potencidloperator esetén

Legyen H val6s Hilbert-tér és A : H — H olyan operdtor, amelyre teljesiilnek
a 13.2. tétel feltételei. Legyen f € H és keressiik az

Au) = f (18.1)

egyenletet megoldasdt. A 14.2. szakaszban leirtak szerint létezik olyan ® :
H — R egyenletesen konvex funkciondl, melyre ®'(u) = A(u) — f, vagyis
® minimalizalé funkciondl, melynek egyetlen minimumhelye megadja (18.1)
megoldasédt. Erre a funkciondlra szeretnénk alkalmazni a gradiens-médszert.

Mivel & Gateaux-derivalhaté, (16.1) szerint a gradiens mdédszer a kovetkezd.

o Legyen ug € H tetszoleges;
e ha n € N és u, mar megvan, akkor

Up+1 ‘= Up — ty (I)l(un) = Uy —tp (A(un) - f)

261



262 18. ITERACIOS MODSZEREK NEMLINEARIS EGYENLETEKRE

Itt most csak a t,, = t allandé 16péskoz esetével foglalkozunk. A konvergencia
igazoldsahoz a 13.2. tétel (i)-(iil) feltételein kiviil fel kell tenniink (iii) fels6
megfelel6jét is. Ekkor a linearis esetben kapott optimalis 1épéskoz mellett
az ottani konvergenciahdnyados is érvényes lesz, azaz a 16.1. tétellel teljesen
analdg eredményt kapunk.

18.1. Tétel. Legyen H walds Hilbert-tér, A : H — H adott operdtor. Tegyiik
fel, hogy

(i) A Gateauz-derivdlhats, A’ bihemifolytonos,

(i) minden u € H esetén A'(u) € B(H) énadjungdlt,
(ii1) léteznek olyan M > m > 0 dllanddk, hogy
m|[h||” < (A'(w)h,h) < M||R|*  (Yu,h € H).

Legyen f € H, és u* € H a (18.1) egyenlet megolddsa. Ekkor tetszdleges
ug € H esetén az

i1 = n =~ (A) — ) (nEN)
sorozat az

M—m
M+m

w =< Aw) = 7 (3 ) e

hibabecslés szerint konvergdl uw*-hoz.

Bizonyitas. A 11.9. tétel szerint
1

& (upy1) = O (uy,) + / & (uy +t (Uns1 — Un)) (Upg1 — up)dt =
0

2 1
Y _ " _ o' _
(tn) M+mA (s + Httn g — 1)) (1)

=: L, ® (uy),
ahol (felhaszndlva, hogy ®” = A’) L,, : H — H az aldbbi operdtor:
2 1
Loz :=x— M /0 A'(up + t(up1 — up)) z dt.

Itt L, linedris operator, s6t korldtos is, mivel a (iii) feltétel miatt ||A’(u)|| <
M (Yu € H), {gy

2 1
T 1A G+ s =) o]

+ T
M+m

[Lnz|l < ll]l +
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(Vz € H). A (ii) feltételt haszndlva kapjuk, hogy barmely x,y € H esetén

2
M+m

(Ln,y) = (2,9) - / (A (tn + i — ) ) At = (2, L)

azaz L, onadjungdlt is. EbbOl ||L,|| = sup |[(Lpz,z)|. Itt a (iii) feltétel
flzll=1
szerint
mllzl]® < (A un + tuna =)o, 2) < M ],

ezért ha ||z|| = 1, akkor

M—-—m 2M 2m M—-—m
- =(1- < (Lpz,2) < (1- = = Q,
<M—|—m) ( M+m>_< z,2) ( M+m> Mam @

{gy tehat ||L,|| < Q. Emiatt

19" (unt1)[| = [ Ln® (un)|| < Q[P (un)]l,
azaz indukcidval
@ (un) || < Q™ [|®"(uo)|| = Q" [|A(uo) =0 (Vn €N).

Végiil a (iii) feltétel szerint és a 11.15. megjegyzés alapjan @ egyenletesen
monoton operator, ebbdl

19 () | et — | = (@ 1),y — ") =
= (@ () = ("), — ") > g —

amibol kovetkezik, hogy

O

1 1 M—m\"
—u|| < — |9 < —||A(up) — b .
=1 < 19 )l < o 1ACw0) =01 7 )
18.1.2. Egyszeri iteracié nem potencialos operator ese-
tén
A linedris egyenleteknél is emlitettiik, hogy allandé 1épéskoz esetén a GM
egybeesik az un. egyszer(i (vagy Richardson-féle) iterdcidval, ez most

Upt1 = Up — t (A(un) — f).

Ennek a médszernek a motivécidja és konvergenciabecslése is leirhaté a poten-
cidltol fiiggetleniil is. Motivaciét agy is nyerhetiink, hogy azzal az A(u,) — f
taggal korrigdljuk u,-et, amelynek 0-nak kellene lennie, igy ha a fenti sorozat
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konvergdal, akkor limesze csak u* lehet. Az el6z6 szakaszbeli konvergencia-
becslés pedig dtirhaté gy, hogy a ®’(u) tagok helyett mindenhol A(u) — f
szerepel, és lathaté, hogy valéjdban egy kontrakciéra alapulé fixponttételes
bizonyitas volt.

Ezek az észrevételek azért is hasznosak, mert igy a mddszer atviheto arra az
esetre is, amikor A nem potencidloperdtor. A kiilénbség az lesz, hogy onad-
jungdlt A’(u) operatorok hidnydban csak lassabb konvergencia garantdlhaté.
Legyen tehdt most A : H — H olyan operdator, amelyre teljesiilnek a 13.5.
tétel feltételei. Legyen f € H és keressiik ismét az

Alu) = f (18.2)
egyenlet megoldéasat.

18.2. Tétel. Legyen H walds Hilbert-tér, A : H — H adott operdtor. Tegyiik
fel, hogy létezik M > m > 0, hogy bdrmely u,v € H esetén

(Aw) = A@),u=v) Zmllu—ol*,  [|A@) = A@)] < M |lu—v]. (183)

Legyen f € H, és u* € H a (18.2) egyenlet megolddsa. Ekkor tetszdleges
ug € H esetén az

Upg1 1= Uy — %(A(un) -1 (n €N) (18.4)
sorozat az
1 2\ n/2
lun —w'll < —lAwo) = £l (1= 775) ~ (meN)  (185)

hibabecslés szerint konvergdl uw*-hoz.

Bizonyitas. A 13.5. tétel bizonyitdsa és a 13.6. megjegyzés alapjan oyt :=
a7z mellett a G : H — H,

G(u) == u — aopt(A(u) — f)

leképezés kontrakcid, melynek konstansa gopr = 1/1 — A”/}—z Az A(u) = f

egyenlet ekvivalens az u = G(u) egyenlettel, igy u*-ot kozelité sorozatot
kapunk az utébbira felirt w, 11 := G(uy,) fixpont-iteraciéval, ami éppen (18.4),
és a konvergenciabecslés [|u, — u*|| < gg, [[uo — u*||. Itt (18.3) alapjan

m |ug —u||* < (A(ug) = A(u"),up —u”) =
= (A(uo) — fruo — u*) < [|A(uo) = fllluo —u”,
ebbdl )
[un = ull < lluo — w™l ggpe < — [1A(uo0) = Fll op,

ami éppen a (18.5) becslés. O



18.2. A NEWTON-KANTOROVICS-MODSZER 265

18.2. A Newton—Kantorovics-moddszer

Az ¢el6z6 szakasz linedrisan konvergens moédszereinél sokkal gyorsabb eljarast
ad a nevezetes Newton—Kantorovics-mddszer, 1épésenként egy-egy linearis se-
gédegyenlet megoldédsa dran. A Newton—Kantorovics-mddszer kdzvetleniil 4l-
talanositja a klasszikus egyvaltozos Newton-modszert, ahol adott f : R — R
differencidlhaté fiiggvény esetén az f(z) = 0 egyenlet megolddsit keressiik az
aldbbi iteraciéval:

e 2o € R tetszbleges és

_ f(zn)
f(@n)

Ismeretes, hogy bizonyos feltételek mellett a Newton-médszer konvergencia-
ja mésodrendti, 14sd pl. [69, I. 6.4]. A fenti iterdcié alkalmas 4ltaldnositdsa
Banach-térre, ha az f/(x,)-nel val6 osztas helyett formélisan az F'(xz,) ope-
ratorok inverzét alkalmazzuk; az emlitett feltételek megfeleléi esetén ekkor
is igaz a mésodrend{i konvergencia. Ezt Kantorovics vezette be [33, Chap.
XVIII], azéta szdmtalan médositdst és tovabbi dltaldnositdst dolgoztak ki,
és véges dimenzidoban nemlinearis egyenletrendszerek megoldaséira ez a méd-
szercsaldd bizonyult a leghatékonyabbnak, 14sd pl. [26, 52, 69]. A standard
Newton—Kantorovics-mddszert a jéval konnyebb érthetoség kedvéért el0szor
erdsebb feltételek mellett targyaljuk, akarcsak majd a kovetkez6 szakaszbeli
véltozatait, ezek [23, 5.2.2. fejezet]-re alapulnak.

® Tptl i = T

A Newton-tipusi médszerek esetén X,Y Banach-terek kozt haté operdtoro-
kat tekintiink, mivel az eredmények nem haszndlnak fel ennél specidlisabb
helyzetet. Legyen tehat F' : X — Y nemlineéris operdtor. Keressiik az

F(u) =0 (18.6)

egyenletet u* € X megoldasat. A jobboldal ilyenkor szokdsos 0 voltat az
egyvaltozds analég helyzet (zérushelykeresés) motivalja, de ez nyilvdnvaléan
nem jelent megszoritdst, hiszen egy A(u) = f tipusi feladat esetén csak az
F(u) := A(u) — f operatorra kell attérniink.

Tegyiik fel, hogy F' : X — Y Fréchet-derivdlhaté. A masodrendli konvergen-
cia mogott 4116 kulesfeltétel F” Lipschitz-folytonossdga lesz, azaz hogy 1étezik
olyan L > 0 allando, melyre

|1F'(u) — F'(v)|| < L|ju—v|| (Vu,v € X). (18.7)

Ezéltal ugyanis az F' operatort az iteracié 1épéseiben elséfokt Taylor-polinom-
jaival linearizalhatjuk, és a maradék masodrendben kicsi lesz. ElGszor olyan
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egyenletekkel foglalkozunk, ahol garantalhaté az egyértelmii megoldés, ebben
a helyzetben a 13.9. tétellel: ha barmely u, h € X esetén

F'(u) : X — Y bijekeci6 és || F(u)h| > m]|h], (18.8)

ahol m > 0 fiiggetlen u, h-t6l, akkor a (18.6) egyenletnek egyértelmiien 1étezik
u* € X megoldésa.

18.3. Tétel. Legyenek X,Y Banach-terek és F': X — Y Fréchet-derivdlhato.
Tegyiik fel, hogy teljesiil (18.8), valamint F' Lipschitz-folytonos L konstans-
sal. Ha ug € X tetszoleges, akkor az

Unt1 = Uy — F'(un) 'F(uy)  (n€N)
iteraciora az alabbiak teljestilnek:
L 2
(1) NE@unsi)ll < 55 1F(ua)l” - (n €N).
(2) Ha ug olyan, hogy

L
= |F 1 18.
¢:= 55 [Flu)l <1, (18.9)

akkor
2

2 n
m|un — u*|| < | F(un)|| < %qQ 0. (18.10)

18.4. Megjegyzés. A megadott iterdcids 1épés az alabbi alakba {rhaté at:

F'(up)pn = —F(un),
Up+1 = Up+ Pn,

s6t ez az, amit val¢jaban hasznalunk: nem kell meghatérozni F”(u,,) inverzét,
hanem a megfeleld linearis operatoregyenletet kell megoldani p,, kiszdmitasa-

hoz.

A 18.3. tétel bizonyitdasa. (1) A 11.9. tétellel analég Newton—Leibniz-
formula szerint

1
F(upt1) = F(up) + / F'(un 4 t(uns1 — un)) (Unyr — uy)dt =
0
1
= _Fl(un)pn + / Fl(un + tpn)pndt =
0

_ /O (F (tn + tpn) — F (up)) pudlt.



18.2. A NEWTON-KANTOROVICS-MODSZER 267

Itt (18.8) miatt || F'(u)~!|| < L minden u € H esetén. Ebbé], és felhasznalva
F' Lipschitz-folytonossagat,

1
[ (unt)| < / [F" (tn + tpn) = F' (un) || [[pn]| dt <
0

! 2 L 2 L / 1 2
< [ Ltllpal*dt = 5 llpall” = 5 [[F (un) ™ F ()| <
0
L 2
< 53 1F )l
(2) Most alkalmazzuk a fenti becslést n-szer:
L 2 L L 2 4
)l < g 1) < g (50 ) 1Pl =
I\ 1t2 52 I 142422 s
~(s2) 1Pl < () PGl
I 14+242%4...42" 71 -
<= (3) 1Pl =
L\ ! .
~(5m) 1P
azaz )
2m? L 2m? on
Flu,)|| < — | = ||IF =27 2
Pl < 25 (G PGl ) =27
Ha (18.9) teljesiil, akkor ¢ < 1 és igy || F(un)|| — 0. O

18.5. Megjegyzés. Mint lattuk, Hilbert-térben a (18.8) feltétel garantalha-
t6 pl. az
(F@h By = ml?  (Fuhe H)

egyenl6tlenséggel. Ekkor a (18.6) egyenlet megoldhatdsidgdhoz még feltessziik
vagy F’ bihemifolytonossigat és 6nadjungéltsagait, vagy F (lokélis) Lipschitz-
folytonossagdt, viszont a Fréchet-derivdlhatdsig helyett elég a Gateaux-deri-
véalhatésag. Konnyen lathatd, hogy a 18.3. tétel bizonyitasaban is elég a
Gateaux-derivélhatdsig.

18.6. Megjegyzés. A 18.3. tételben szereplé Lipschitz-feltétel tobb mdédon
is enyhitheto.

(a) Elég feltenni a Holder-folytonosségot:

[F () = F'()|| < Llu =]  (u,v € X)
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ahol L > 0, 0 < a < 1 allanddk. Ekkor a tétel bizonyitasaval kvadrati-
kus helyett 1+ « rendii konvergenciat kapunk:

IF(uns)ll < cllF(ua)I'™ (n€N).

(b) Elég feltenni F’ Lipschitz-folytonossagat egy u* kozepii olyan gdmbon,
melynek R sugardra L[| F(ug)|| < R. Az eredeti tételben ui. az || F(u,)||
sorozat csokken, igy

lun = w*|| < ZIF(ua)ll < I F(uo)ll < R

és a feltételek csak az emlitett gombon kellenek.

(c) Elég feltenni F’ lokalis Lipschitz-folytonossagat, azaz hogy létezik
olyan monoton névd L : RT — R fiiggvény, hogy

IF' (u) = F'(0)| < L(r)llu—oll (w0 € X, [ul,|lv]l < 7). (18.11)

Ez az eléz8 (b) pont miatt van {gy. Legyen ugyanis Ry := %||F(1~Lo)|| +
|luoll. Ekkor F’ Lipschitz-konstansa a B(0, Rg) gémbon L = L(Ry),
1

mésrészt a B(0, Rg) gomb tartalmazza az u* koriili --||F(up)|| sugari

gbombot, amelyben a sorozat fut: ha u eleme az utébbi gémbnek, akkor

lull < flw = w*[| + [ = uoll + [luoll < Z [ (uo)ll + [[uoll = Ro.

Most idézziik a klasszikus Kantorovics-féle tételt, amely hasonlé konvergen-
ciarendet ad kevesebb feltétellel. Az el6z6 megjegyzés (b) pontja alapjn elég
a feltételeket az egész tér helyett egy gombon feltenni, ha a gomb sugara
osszhangban all a t6bbi konstanssal. Emellett ha a (18.8) regularitdst csak
a kezd6pontban tessziik fel, akkor a Lipschitz-folytonossag miatt annak egy
kornyezetében is teljesiil. Az alabbi tétel a megoldas 1étezését is garantalja.

18.7. Tétel. Legyenek X,Y Banach-terek, F' : X — Y Fréchet-derivdlhatd
egy D C X konvex halmazon, és legyen F' Lipschitz-folytonos D-ben L kons-
tanssal. Legyen ug € D, és tegyiik fel, hogy

1F"(uo) ™M < 1/m, [|F" (uo) ™' Fuo)|| <

0:=Lu/m<1/2.
Legyen t* := L (1 —(1-20)'/2) é5 S := {u € X : lu—uo| <t} C D.
Ekkor az
Ups1 = Un — F'(un) ' F(un)  (n€N)
iterdcid joldefinidlt, és konvergdl egy u* € S vektorhoz. Ez az u* a (18.6)
egyenlet egyetlen megolddsa az S gombben, és érvényes a (18.10) konvergen-
ciabecslés ¢ = 20 mellett.
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A fenti tétel és szamos, elsésorban algebrai rendszerekre elterjedt valtozata
taldlhaté a [15, 52] konyvekben, ezek értelemszertien igazak Banach-térben
is. Kantorovics eredeti eredményei és bizonyitdsaik [33]-ban olvashatdk.

18.8. Megjegyzés. A Newton-médszer felfoghaté a gradiens-médszer alta-
lanositdsanak, ha 1épésenként valtozo skalarszorzatra nézve keressiik a leg-
gyorsabb ereszkedés irdnydt [35]; igazolhatd, hogy az ilyen eljardsok kozott a
Newton-médszer optimélis [34].

18.3. Newton-tipusu moddszerek

Az el6z6 szakaszban definialt

Up4+1 = Un + Dn, ahol
F'(un)pn = —F(un)

iteracié a gyakorlatban két okbdl is mddositasra szorul. Egyrészt, a linea-
ris segédegyenletet altalaban csak kozelitéleg tudjuk megoldani, masrészt a
konvergencia csak lokalisan, azaz elég jé kezdeti kozelités esetén teljesiil.

A linedris segédegyenletek kozelité megolddsaval felirt iterdciét inegzakt New-
ton-maédszernek hivjuk. Itt tehdt p,-et valamilyen el6irt hibahataron beliil
szamitjuk ki, vagyis az

F'(up)pn + Flu,) =0
egyenlOséget az
IF" (un)pn + F ()| < 0n ]| F(ua)||
egyenl6tlenséggel helyettesitjiik, ahol §,, > 0 el6re megadott relativ hibahatér.
18.9. Tétel (inegzakt Newton-mddszer). Teljesiiljenek a 18.5. tétel fel-

tételei és legyen u* € X a (18.6) egyenlet megolddsa. Ekkor van olyan & > 0,
hogy ha ||ug — u*|| < £ és tekintjik az aldbbi sorozatot:

Upi1 = Up + Pn n €N), ahol
{ o (neN) (18.12)

|E' (wn)pn + F(un)|| < 6u||F(un)|| és 0<6, <do <1,
akkor u, — u* a (8,) sorozattdl fiiggé rendben. Espedig, ha 6, < ¢ ||F(uy)||
valamely 0 <~y <1 ésc > 0 konstansok mellett, akkor a konvergencia rendje

1+7:
IF(unin)ll < el Fua) "7 (n €N)

¢ lup —u*|| < S IF(un)| <dig™*"  (n€N)
(ahol 0 < g < 1, c1,d1 > 0 alkalmas dllanddk).
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Bizonyitas. A 18.3. tétel bizonyitdsadt médositjuk. Az (1) rész helyett most
1F (s )| < 0l F (un) | + (L/2) [pall*. (18.13)
A (18.12) feltételbsl

lpnll < ||F/(un)_1||||F/(un)an < ||F/(un)_1||(|‘F/(un)pn+F(un)||+||F(un)H)

<m | F (un)|[(1 4+ 8,), (18.14)
igy
[F (ung )| < GnllF(un) || + (L/2m2)(1 + 6,)2 | F (un) || (18.15)
Legyen
6ni=c||F(uy)|”  (vn €N) (18.16)

(ahol ¢ > 0 and 0 < v < 1 4llanddk). Ekkor (18.15) és (18.16) alapjin
IE ()| < ellF(un) |7 + (L/2m2) (L4 €| F(un) 1) | F (wn) |

< ) | (el () + (L/2m2) (1 + el| F () )7 [P ()] -
(18.17)
Ha ug olyan, hogy

00 = | F(uo) [ + (L/2m?) (1 + e F(uo) [ [ F(uo)|| <1, (18.18)

akkor (|| F'(un)]]) csokken, hiszen (18.17)—(18.18) miatt || F'(u1)]| < ool F (uo)]l,
és indukciéval, ha valamely n-re ||F(u,)|| < ... < ||F(uo)||, akkor ismét
(18.17)~(18.18) révén

[E (unt )l < ool F(un)]-

Legyen c; := c+(L/2m2)(14¢|| F (uo)||?)?|| F (uo)||* =Y. A (18.17) és || F(uy,)| <
|IF (uo)|| becslések alapjan

VP G )l] < I )™ (e (E/2m2) (1 el Faun) )2 1 F )|
< 1| F () 1.

Ebbdl indukcidval

n_q

(17 n n
IE(un)ll < e 7 (o) | = dy g0+

ahol dy = ¢ /" és q = cl/||F(uo)|| = ot/ < 1. O
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18.10. Megjegyzés. Az inegzakt Newton-mddszer specidlis esetei az Un.
kvézi-Newton médszerek, melyekben az F’(u,,) derivalt valamely B,, kozeli-
tését hasznaljuk:

Ups1 = up — BV Fluy, n € N), ahol
{ " () (neN) -

1T = F'(u) B3| < 6, b 0< 6, <0< 1.
(Itt I az identitds Y-ban). Ekkor ui. p,, = —B, ' F(u,), igy

1E" (wn)po + (F(un))ll = (= F"(un) By " + D) (F (un) | < 8n| F (un)l.

A kovetkez6 médositéas az tn. csillapitott Newton-médszer, melyben a globé-
lis konvergencia érdekében a p,, vektorokat alkalmas 7, € (0, 1] dllanddékkal
szorozzuk.

18.11. Tétel (csillapitott Newton-mddszer). Teljesiiljenek a 18.3. tétel
feltételei és legyen v* € X a (18.6) egyenlet megolddsa. Legyen ug € X
tetszdleges, és tekintsiik az aldbbi sorozatot:

Upt1 i= Un + TnpPn (n eN), ahol

, / . L (18.20)
F (un)pn = _F(Un) es Tp = INin {1, m} .

FEkkor
Jun —u*| < H1F(un)| — 0

monoton csokkenden €s lokalisan masodrendben, azaz alkalmas ng € N index
utdn
IF ()]l € et |F(a)l* (02 n0) (18.21)

és luwy, — u*|| < %HF(un)H <d; ¢*" (n>mng) (18.22)
(ahol 0<q<1,c1,dp >0).

Bizonyitas. Most is a 18.3. tétel bizonyitdsat mddositjuk: az (1) rész helyett
most

F(uns1) = (1= 1) F(up) + 70 (F(un) + F'(un)pn)+
+7n / (F'(tn + tTnpn) — F'(un))pndt, (18.23)
0

fgy  NF(unsn)ll < (1= 7o) [F (un) || + 7 (L/2m2) || F (un) |
= ||F (un)ll (1 = 7 + 70 (L/2m) || F (un)]]) - (18.24)
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Ha (L/2m?)||F(uo)|| < 1, akkor 7,, = 1 és a 18.3. tétel hasznalhaté, kiilénben
pedig rogzitett n esetén a valds ¢(t) := 1 —t + t2(L/2m?)||F(u,)| (t > 0)
fliggvény minimumét ¢t = 7, := #ﬁ)” esetén veszi fel, és itt értéke

2

m
Igy (18.3) alapjén és indukciéval az (||F(u,)||) sorozat csdkken és
Pl < (1- g ) IRl en.  (1s20)
Flu)|| <1 - ———— Fug n € N). 18.26
2L F (uo)|

Igy alkalmas ng € Nt utdn az (L/2m?2)||F(un,)|| < 1 becslés 4l fenn, ekkor
o =1 (n > ng) és a 18.3. tétel hasznalhatd u,, kezd6vektorral. g

A fenti két valtozat elényei koz6s modszerben egyesithetéek, amely épp emi-
att a legelterjedtebb. Az tn. csillapitott inegzakt Newton-médszer tehat glo-
bélis konvergenciat nyujt a segédegyenletek kozelité megolddsa mellett is.

18.12. Tétel (csillapitott inegzakt Newton-mddszer). Teljesiiljenck a
18.5. tétel feltételei és legyen u* € X a (18.6) egyenlet megolddsa. Legyen
ug € X tetszdleges, és tekintsik az aldbbi sorozatot:

Upt1 i= Un + TnpPn (n €N), ahol
(1 (un)pn + Fup)|| < 0n||F(un)]] és 0<9d, <y <1, wvalamint

L . (1-6,) m?
Tp += 1011 {1’ (1465)2 LI[F (un)]| } ’
(18.27)
FEkkor
[un — || < 5[ F(un)] —0

monoton csokkenden, a (0,) sorozattdl fiiggd rendben. E‘spedig, ha 6, <
c||F(un)||” valamely 0 < v <1 és ¢ > 0 konstansok mellett, akkor a konver-
gencia rendje lokdlisan 1 + v, azaz alkalmas ng € N index utdn

1F (uns )|l < el F(ua) I (0 > no)
b Nlun —u'| < SIF(un)ll < di g (0> ng)
(ahol 0 < g < 1, ¢1,dy > 0 alkalmas dllanddk).
Bizonyités. A kordbbiakhoz hasonld, most (18.3) és (18.14) alapjin

1F ()l < (1= ) 1F () | + 70 | F () || + 73 (L/2) [P
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< F ()| (1= 71 = 82) + 72(L/2m*) (L + 5,)° | Fu)l) . (18.28)

7’ z . ’ 7’ . . 7’ . . ’ —_ 2 ’ .
A zardjelben 4ll6 kifejezés minimumét 7, = %W esetén veszi fel,

() =1— m* LA (18.29)
AT = L T L Fun) | \1+ 0, ) :

Indukciéval, 6,, < dp < 1 miatt p(7,) < p(70) és || F'(uy,)| linedrisan csokken,
ezen beliil valamely ng € NT esetén (18.18) teljesiil, ha ott || F(ug)|| helyett
| F (tn,)||-t frunk. Tgy a 18.3. tétel hasznalhaté u,, kezdSvektorral. O

és itt értéke

18.13. Megjegyzés. A fenti hdrom tételben szereplé Lipschitz-feltétel tobb
modon is enyhithetd, ugyanigy, mint a 18.6. megjegyzésben emlitettiik az
eredeti Newton-iteraciora.

18.4. Kiils6-belso iteracidk

Legyen H val6s Hilbert-tér, A : H — H adott operator az aldbbi tulajdon-
sagokkal:
18.4. feltételek.
(i) A Gateaux-derivalhat6, A’ bihemifolytonos;
(ii) barmely u € H esetén A'(u) € B(H) énadjungdlt;
(iii) létezik M > m > 0, hogy

m|[hl* < (A'(wh,h) < M|l (Yu,h € H);

(iv) A’ Lipschitz-folytonos L konstanssal.

Tekintsiik az
A(u) =b

egyenletet, melynek a 13.2. tétel szerint egyértelmien 1étezik u* € H megol-
dasa.

Az eléz8 szakaszban bevezetett inegzakt Newton-moédszer és csillapitott val-
tozata esetén a segédegyenletek kozelité megoldasara most hasznéalhatjuk a
konjugdlt gradiens-médszert. Ezaltal a kozelité sorozatot kétszeres, in. kiils6-
belsé iteracidéval adjuk meg. A konstrukeié és a konvergencia a megfelel6 ko-
rdbbi eredményekbdl levezethetd, ezt foglaljuk most Gssze.

Legyen ug € H tetszoleges.
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(a) A kiils§ Newton-iteracio:
Un+1 = Up + TnDn (n € N), (18.30)
ahol p, € H az aldbbi linearis egyenlet kozelité megoldédsa:
A'(un)pn ~ —(A(uy) — b), (18.31)
emellett

6n, >0 el6irt konstans, melyre 0 < 4§, < dp < 1,
(18.32)

: 1—6n 1
Tp, = min{ 1, WLHI#H} € (0,1].

(b) Belsd iterdcié: a (18.31)-beli p,, vektor kiszamitdsira a KGM segitségé-
vel konstrualunk egy

) cH  (keN)

kozelité sorozatot. Legyen p%o) =0ésp, = p%k") a legkisebb k,, indexii

tag, melyre mar teljesiil az
|4 (wn)p$™) + (Alun) = 0| < 8nllAlun) - b] (18.33)

relativ hibabecslés, ahol §,, > 0 a (18.32)-ben el6irt hibakorlat.

18.14. Tétel. Teljesiiljenek a 18.4. feltételek. Ekkor az aldbbi konvergencia-
becslések dllnak fenn.

(1) A belsé iterdcidra

k
M M —
4 Cun)p® + (Aun) — 8) < 20/ (VLY a ) — bl (ke ).
m \ vM +/m
fgy ahhoz, hogy az n-edik kiilsé lépésben (18.33) mdr teljesiljon, a szik-
séges belsd iterdcios lépések minimdlis szama legfeljebb az a k, € N,
melyre

VM+ym) = 2V M

(2) Az (uy,) kiilsd iterdcidra

kn
(m‘ﬁ) <O [m (18.34)

1
n— ]| < —|A(u,) — b 0
[un = ull < — || Aun) — bl =
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monoton csékkenden, a (8,) sorozattdl fiiggd rendben. E‘spedig, ha 6, <
c||A(uy) = |7 wvalamely 0 <~y <1 ésc> 0 konstansok mellett, akkor
a konvergencia rendje lokdlisan 1+, azaz alkalmas ng € N index utdn

| A(tni1) = bl < e[ A(wn) =B (n> no)
6 llun— | < L[ A@) — bl < di g (0> no)

— m

(ahol 0 < g < 1, c1,dy > 0 alkalmas dllanddk).

Bizonyitas. (1) A 18.4. feltétel miatt az A’(u,,) operdtorra vonatkozé (18.31)
linearis egyenletre érvényes a 16.11. tétel. Itt a maradékvektorok az r%k) =
A’(un)pge) + (A(un)—0b) vektorok, specidlisan P = 0 miatt " = A(upn)—b,
igy a 16.12. megjegyzés alapjan kapjuk a konvergenciabecslést, abbdl és a
(18.33) becslésbél pedig azonnal kovetkezik (18.34).

(2) Az F(u) := A(u) — b operdtorra a 18.5. megjegyzés alapjan teljesiilnek a
18.3. tétel feltételei és elég a Gateaux-derivalhatésdg. Igy fennallnak a 18.12.
tétel feltételei is, ez pedig épp a kivant becsléseket adja. O






19. fejezet

Iteracios modszerek Ritz—
Galjorkin-diszkretizaciokra

19.1. Racsfiiggetlenség linearis egyenletek ese-
tén
Legyen H val6s Hilbert-tér és tekintsiik az

Lu=g (19.1)

linearis operatoregyenletet, ahol L S-korlatos és S-koerciv a 8.32. definicié
szerint, és g € H adott vektor. A 8.37. tétel szerint ennek egyértelmiien létezik
gyenge megoldasa.

A gyakorlatban az ilyen operatoregyenlettel modellezett feladatok megoldasa
altaldban a kovetkezd két 1épésbol all:

i) diszkretizdci6 (azaz véges dimenzids feladattal kozelitjiik, amely linedris
algebrai egyenletrendszerre vezet);

ii) iterdcié (amellyel megoldjuk a fent kapott linedris egyenletrendszert).

Mindkét 1épésben tobbféle lehetoség van megfelel6 mddszer valasztasara. Itt
az eddig bemutatott algoritmusok alapjan a diszkretizéciora Ritz—Galjorkin-
féle, az iteraciéra pedig prekondicionalt konjugalt gradiens-mddszert alkal-
mazunk.

A fejezet fontos eredménye, hogy alkalmas prekondiciondlas segitségével a
konvergencia racsfiiggetlenségét fogjuk igazolni. Ez azt jelenti, hogy a prekon-
dicionalt matrixok kondicidszama és igy a konvergencia hanyadosa is korlatos

277
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marad a diszkretizdcié finomitdsa (azaz az alterek dimenziéjanak tetszéleges
novelése) soran. Ennek jelent8ségérél a 19.4. szakaszban is sz6t ejtiink majd,
amikor a fenti eredményt elliptikus feladatokra alkalmazzuk.

Az emlitettekhez hasonld eredmények részletes targyaldsa olvashaté a [6, 23]
munkdakban.

19.1.1. A megoldas menete

El6szor tehdt a 15.2. szakasz alapjan Ritz—Galjorkin-mdédszerrel kozelitjitk
a (19.1) egyenlet megoldasat. Az alterek jelolésére a végeselem-mddszernél
megszokott jelolést haszndljuk a 15.5. szakaszhoz hasonléan, azaz N € NT
egész helyett h > 0 paraméterrel indexeljitk (amely a gyakorlatban forditot-
tan ardnyos N-nek a feladattdl fiiggd hatvanydval). Legyen tehét

Vi, = span{¢1,...,pon} C Hg

adott altér, ahol a @; vektorok linedrisan fliggetlenek. Jelolje most a megfelel6

Gram-matrixot N

Ly = {(Ls%v <Pi>s}

3,7=1

N

Az up € Vp kozelité megoldast ekkor up = c;p; alakban kapjuk, ahol
i=1

by, = {(g,gpﬁ};-v:l, ésac=(c,...,cn) € RY vektor az

LhC = bh (19.2)

N x N-es linearis egyenletrendszer megoldasa. Lattuk, hogy ha teljesiil a 15.2.
feltétel, akkor up, — u* ||-|| g-norméban.

A (19.2) rendszer megolddsara alkalmazzuk a prekondicionalt KGM-t, ahol a
prekondicionalé métrix az S operdtorhoz tartozé merevségi métrix:

Sk = {(%’a %’)S}

Ez azt jelenti, hogy az eredeti rendszer helyett formalisan az aldbbi prekon-
dicionalt rendszert tekintjiik:

N

ij=1

S, 'L,c=by, (19.3)

(ahol by, = S; 'by,), és erre alkalmazzuk a KGM algoritmusat. Utébbiban
ekkor 1épésenként az S;lL;L matrix szerepel, ami valgjaban azt jelenti, hogy
Snz, = Lpw, tipusi segédrendszereket kell megoldani, 14sd (16.20). A pre-
kondicionalds lényege, hogy az Sp-val felirt rendszerek egyszeriibben megold-
hatdék legyenek, mint Lp-val. Masrészt a konvergencidra az alabbi racsfiig-
getlenségi tulajdonsdgot fogjuk igazolni: az S,:th maétrixok kondicidészdma,
amely fiigg h-t6l (azaz N-tél), korldtos marad h — 0 (azaz N — o) esetén.
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19.1.2. Szimmetrikus feladatok

Legyen el6szor L maga is szimmetrikus operator, ekkor az S-korldtos és S-
koerciv volta nem jelent mast, mint az alabbi spektralis ekvivalenciat:

mlull§ < (Lsu,u)s < Mlulz  (u€ Hs). (19.4)

Ekkor Ly, is szimmetrikus. Itt S; 'Ly, 6nadjungalt a (c,d)s, := Sy, ¢ - d ska-
larszorzatra nézve (hasonléan, mint operatorokra lattuk (16.40)-nél). fgy al-
kalmazhaté a (16.11)-(16.12) algoritmus a (19.3) rendszerre, ahol RY-ben a
(.,.)s, skaldrszorzatot és megfeleld |.|g, normét hasznaljuk, vagyis a (16.18)-
(16.19) algoritmus megfelelgje. Ekkor igaz a 16.11. tétel becslése, amihez sziik-
ség van S,:th hatéraira a (., .)s, skaldrszorzatra nézve. Megmutatjuk, hogy
itt S;th orokli az eredeti hatarokat Vj,-tdl fiiggetleniil. Az eredeti operato-
rokra vonatkozé feltétel az L és S spektralis ekvivalencidja lesz.

19.1. Allitas. Legyenck L és S spektrdlisan ekvivalensek, azaz D(L) = D(S)
=: D és létezik M > m > 0, hogy

m{Su,u) < (Lu,u) < M{Su,u) (u € D). (19.5)
Ekkor bdrmely Vi, C Hg altér esetén
m |c|§h < (S;th c,c)g, <M |c|§h (Ve e RN)

Vi, -tol fiiggetlendil.
Bizonyitas. A (19.5) spektrélis ekvivalencia és Lg definicidja alapjan telje-

N
stil (19.4). Tetszdleges ¢ € RN esetén az u= Y cjp; € Vj, vektorra
j=1

N 2 N
el = [ i = D twnwenscics =Suee,  (19)
j=1 ij=1

és hasonldéan
(Lsu, u>s = Lh Cc-C.

Ezeket (19.4)-be beirva
m (Spc-c)<Lpc-¢c<M (Spc-c),
ami megegyezik a kivant egyenlétlenséggel. g

Igy alkalmazhatjuk (16.21)-et m és M hatdrokkal, tehdt a (19.3) rendszerre
felirt KGM-algoritmusra az

llenllL, M " o
leol|L,, =2 (er\/m) (n=1,2,...,N) (19.7)

V,-t61 fiiggetlen becslést kapjuk.
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19.1.3. Nem szimmetrikus feladatok

Legyen most L tetsz6leges S-korldtos és S-koerciv operdtor. Lattuk (8.14)-
ben, hogy

mlully < (Lsu,u)s,  [(Lsu,v)s| < Mlulslolls (w0 € Hs). (19.8)
19.2. Allitas. Ha fenndll (19.8), akkor barmely Vi, C Hg altér esetén

m |C|%h < <S}:1Lh C7C>Sh7 |<S):1Lh C’d>sh| < M‘c|sh‘d‘sh (VC, de ]RN)
(19.9)
Vi, -tol fiiggetlendil.

Bizonyitas. Ugyantigy megy7 mint a 19.1. allitas blzonyltasa most tetszole-
ges ¢,d € RY esetén az u = Z cip; € Vi ésuv= Z djp; € Vi, vektorokat
(19.8)-ba helyettesitve

m (Spc-c) < Lyc-c, |Lpc-d| < Mlc|s,|dls,  (Ve,d € RY), (19.10)

ez pedig nem més, mint (19.9). O

A 16.15. megjegyzést felhasznédlva adodik a
19.3. Kévetkezmény. Ha fenndll (19.8), akkor
mlels, <8, 'Lucls, < Mlcls, (Ve eRY).

Ekkor tehat alkalmazhatjuk a 16.3. szakaszban kapott linedris konvergencia-
becslést:

19.4. Kovetkezmény. Ha fenndll (19.8), akkor a (16.25) KGN algoritmust
a (19.3) rendszerre alkalmazva

s M—m\"
llrollsh =2 <M+m> (n=1,2,...,N) (19.11)
h

Vi-tdl fiiggetlendil.

19.5. Megjegyzés. A fenti becslés azt mutatja, hogy a 16.3. szakaszban
operdtorokra kapott linearis konvergenciabecslés 6roklédik a Ritz—Galjorkin-
diszkretizaciéra megfeleld prekondiciondlds esetén. Hasonlé igaz a (16.27) szu-
perlinedris konvergenciabecslésre is: ha Ls = I + Qg alaku, ahol Qg > 0
kompakt, akkor a (16.25) KGN algoritmust a (19.3) rendszerre alkalmazva

[ralls, . »
Irolls,. —

(n=1,2,..,N), (19.12)
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ahol

Z(P\i(@g +Qs)| + Ai(QEQS)) —0  (ha n—o0) (19.13)

1
Ep 1= —
n

Vi,-t6l fiiggetlen nullsorozat. Ez (4ltaldnosabb esetre) [6]-ban taldlhatd.

19.2. RaAacsfiiggetlenség linearis nyeregpont-fela-
datok esetén

Legyenek H, K valés Hilbert-terek, és tekintsiik a (8.17) feladatot:

{Su—i—Np:f

19.14
N*u =g, ( )

ahol S: H D= H és N : K D— H slrilin definialt operatorok, S szimmetrikus
és egyenletesen pozitiv, valamint f € H, g € K adott vektorok. Teljesiiljon
emellett D(N*) D Hg (ahol Hg az S energiatere), és az S-norméval vett
inf-sup-feltétel:

(Np,u)

inf sup ————— =7v>0. 19.15
vl 0y we S TolTalls (19.15)

A feladat gyenge alakja

{ (w,v)s + (p,N*v) = (f,v) (Vv € Hs),

(19.16)
(N*u, q) =(9,q9) (Vg€ K).

A 8.41. tétel szerint egyértelmiien létezik az (u*,p*) € Hg x K gyenge meg-
oldés. A tétel bizonyitdsdhoz atirtuk a fenti inf-sup-feltételt:

N*
inf (p, N"u1)

—_— =7 > 0.
per\{0} uers\(oy lIPlllulls

A (19.14) feladatot Ritz—Galjorkin-médszerrel diszkretizaljuk a 15.3.2. sza-
kasz alapjan. Az altereket (a 15.5. szakaszbeli jeloléshez hasonléan) h > 0
parameéterrel indexeljiik, legyenek tehat Vj, C Hg és P, C K véges dimenzids
alterek. Az (up,pn) € Vi, x Pp, kozelité megoldast az

{ (un,v)s + (pn, N*v) = (f,v) (Vv € Vp),

(19.17)
(N"un, q) ={g9,a9) (Vg€ Pp).

feladat megoldasaként keressiik.
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Lattuk, hogy a fenti diszkrét feladat nem 6rokli automatikusan az inf-sup-
feltételt, hanem ezt kiilon el6 kell irnunk; sét, ezt a Ritz—Galjorkin-médszer
konvergencidjahoz egyenletesen, azaz h-tdl fiiggetlen konstanssal kell ten-
niink. A 15.10. definicié alapjan tehat feltessziik, hogy a V), és Pj alterek
teljesitik az un. LBB-feltételt, azaz van olyan vy > 0 h-tdl fiiggetlen dllandg,

hogy
N*
inf sup p, N"u) > 7. (19.18)
pePi\{0} uevi\foy [1Pll[[ulls
Ekkor a (19.17) diszkrét feladatnak egyértelmiien 1étezik (up,pp) € Vi x Py

megolddsa, emellett ha {V},} >0 és {Pn}r>o alterek olyan csalddja, melyre
barmely u € Hg esetén  dist(u, V) := min{|ju — vp|| : vn € Va} = 0,

barmely p € K esetén dist(p, P,) := min{|lp — qnl| : qn € Pn} — 0
(19.19)
(ha h — 0), akkor a 15.12. kdvetkezmény szerint ||up —u*|| s + ||pn —p*|| — O,
ha h — 0.

Irjuk fel most a 16.4. szakaszban definislt Uzawa-algoritmust a (19.17) diszk-
rét feladat megoldédséra! Ez nem mds, mint (16.36) vetitése a V3, x P, altérbe.
Legyenek ug € V},, pg € P, tetszolegesek és o > 0 adott szam, ha pedig meg-
van u, € Vj és p, € Py, akkor

(Unt1,0)s + (Pns N*v) = (f,v) (Yo € Vi),

(19.20)
(Pnt1,90) = (Pn>q) + a((N*un+1,q> — (9, q>) (Vg € Py).

A 16.17. kovetkezményben lattuk ennek konvergenciabecslését. Esetiinkben
7 helyére a (19.18)-beli 7o allandé, ||B|| helyére pedig a By, « p, bilinedris
forma norméja 1ép, ahol B: K x Hg — R és B(p,v) := (p, N*v). Itt

p, N*v p, N*v

IBvixp, | = sup o W)l gy M2 N0 1Bl =: 5,
veroy [Plll[vlls = sexvir lpllflvlls
veVy\{0} vEHg\{0}

ahol 8 > 0 fiiggetlen h-tol.

19.6. Kovetkezmény. A (19.14) feladat feltételei és a (19.18) LBB-feltétel
mellett van olyan ag > 0, hogy 0 < o < ag esetén a (19.20) iterdcid linedri-
san konvergdl, vagyis alkalmas c1,co > 0 és g < 1 mellett

lun —ullg < c1q”,  lpn =P Sc2¢” (R €N).
Itt g = %, valamint az optimdlis paraméter és hozzdtartozo konvergencia-

hdnyados rendre oopy = 2 b5 q =

B2+
Vi -tol és Py-tol.

B2=73 .
B2+’

mindezen dllanddk fiiggetlenek
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19.3. Racsfiiggetlenség nemlinearis egyenletek
esetén

Legyen H valds Hilbert-tér, A : H — H adott operdtor a 18.4-hez hasonld
feltételekkel, ahol a (iv) pontot a 6.11. tétel alapjdn irjuk fel:

19.3. feltételek.

(i) A Gateaux-derivédlhaté, A’ bihemifolytonos;

(ii) bérmely v € H esetén A'(u) € B(H) énadjungslt;
(ili) 1létezik M > m > 0, hogy

mllp|* < (A'(wh,h) < M||B|* (Yu,h € H);

(iv) létezik olyan L > 0 éllandd, melyre

A (u) — A'(v)]| = Sup, (A (u) = A'(v)z,2)| < Llju =[] (Yu,v € H).
(19.21)

Tekintsiik az
A(u) =b

egyenletet, melynek a 13.2. tétel szerint egyértelmien létezik u* € H megol-
désa.

A 19.1. szakaszhoz hasonléan ezt a feladatot a kovetkezd két 1épésben oldjuk
meg: diszkretizacié (azaz véges dimenziés feladattal kozelitjiik, amely nemli-
nedris algebrai egyenletrendszerre vezet), majd iterdcié (amellyel megoldjuk
a fent kapott nemlineéris egyenletrendszert). A diszkretizaciéra most is a
Ritz—Galjorkin-mddszert hasznaljuk, és az iteracié récsfiiggetlen konvergen-
cidjat mutatjuk meg. Utébbi a gradiens-mddszer esetén nagyban hasonlit az
el6z6 szakasz linedris egyenletére vonatkozé eredményéhez, ezért ezzel most
nem foglalkozunk, hanem a Newton-mddszer kvadratikus konvergencidjanak
racsfiiggetlenségét igazoljuk a fenti feltételek mellett.

Az el6z6 szakaszhoz hasonléan legyen

Vi = span{e1,...,on} C H

adott altér, ahol a ¢; vektorok linearisan fiiggetlenek. A 15.4. szakaszt kovetve

N
az up € Vp kozelité megoldast up = c;p; alakban keressiik 1gy, hogy
i=1
teljesiiljon az

(A(up),v) = (b,v) (Mo e W) (19.22)
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vetiileti egyenlet. Mint lattuk, az up, vektor ¢ = (e1, ..., cn) egyiitthatdit egy
nemlinedris egyenletrendszerbdl kapjuk, az ebben szerepld fiiggvényt jeloljiik
most Ajp-val, feltiintetve a h paramétertdl valod fiiggést. Ekkor a széban forgd
egyenletrendszer

An(c) = b, (19.23)

ahol
n N
Ay R™ — Rn’ Ah(C) = {<A(Zl CZ‘QOZ'), (pk>}k:1

1=

N
és by = {(b, m}k_le R".

Lattuk, hogy ha teljesiil a (15.17). feltétel, akkor |luj, —u*|| — 0.

Célunk most a 18.3. tételbeli Newton-mddszer alkalmazésa a (19.22) véges
dimenziés feladatra. Ehhez abbdl indulunk ki, hogy az eredeti egyenletben
szerepld F'(u) := A(u) — b operatorra a 19.3. feltételek révén és a 18.5. meg-
jegyzés alapjan teljesiilnek a 18.3. tétel feltételei. Megmutatjuk, hogy a 19.3.
feltételek oroklédnek a vetiileti egyenletre is. Legyen

Ah : Vh — Vh, Ah = Ph o A|V;,,7

ahol P, : H — V,, a V}, altérre vetit6 ortogondlis projekcié. Mivel barmely
u €V, esetén A(u) — Ap(u) = A(u) — PLbA(u) LV, igy

(Ap(u),v) = (A(u),v) (Vu,v € V). (19.24)

Konnyen lathat6, hogy a 19.3.(1) feltétel teljesiil Ap-ra, hiszen P, folytonos
és linedris, igy Aj, (u) = P, A’'(u)|y, . Ebbél

(A} (w)z,v) = (A (u)z,v) (Vu, z,v € V),

ebbél vilagos Ap-ra a (ii) tulajdonsdg, és (iii) is ugyanazon m-mel és M-mel,

mint A-ra. Hasonléan,

145 (w) = A4 (V)| = sup [{(A}(w) = A3, (v))z, 2)| = sup [{(A'(w) = A'(v))2,2)]
=€V

zevy,
lIzl=1 lIzll=1

< sup (A" (u) = A'(v)z, 2)| = [|[A"(w) = A" ()| < Lffu—v|  (Vu,v € V3).
I=zli=1

Legyen ug € H adott, uly ennek vetiilete Vj,-ra. frjuk fel ezzel a kezdGvektorral
az (19.22) feladatra vonatkozé Newton-iterdcidt:

Up4+1 = Un + Dn, ahol
{ (19.25)

A, (un)pn = —(An(un) — bn).
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19.7. Tétel. Ha teljesiilnek a 19.3. feltételek, akkor

L
(1) [[An(tny1) = bnll < 2 [ An(un) = bal®  (n € N).

(2) Ha ug olyan, hogy

L
a:= 55 (I40) = bll + M fluo) < 1, (19.26)
akkor

. 2m? ,n
m|uy, — u*|| < |An(un) — 0] < - ¢ ~ 0. (19.27)

Mindkét becslés dllanddi Vi, -tdl fiiggetlenek.

Bizonyitas. A fenti megfontolasban lattuk, hogy a 19.3. feltételek 6rokléd-
nek a (19.22) feladatra is, igy a 18.5. megjegyzés alapjén teljesiilnek a 18.3.
tétel feltételei. Tgy érvényes a 18.3. tétel az Fy,(u) := Ap(u) — by, operatorbol
szarmaztatott (19.25) sorozatra, h-t6l fiiggetleniil ugyanazon m és L &llan-
dékkal.

A 18.3. tétel (1) pontja erre az esetre egybeesik a fentivel, igy utébbit belat-
tuk. A 18.3. tétel (2) pontja most azt mondja ki, hogy ha u? olyan, hogy

L
an = 53 [ Anug) = bl < 1, (19.28)
akkor 9m?
mlun = u* | < [ An () = bl < g% 0.
Itt
[ A (uf) = bl < 1145 (0) = ball + [|An(ug) — An(0)]] -
Egyrészt

[An(0) = bull = sup [(An(0) — by, v)| = sup [(A(0) —b,v)| <
G G

sup [(A(0) — b,v)| = [|A(0) — b]|,
loll=1

IN

mésfelSl, hasonlé megfontoldsbdl és az ||A'(2)]] < M becslésbdl (ami a (iii)
feltétel kovetkezménye)

[An(ug) — AO)]| < [|A(ug) — AO)]| < M [|ug | < M [Juo]-

Ezekbol
| An(ug) = ba|| < |A0) = bl + M [luoll,
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azaz qp < q. Bzt a (19.28) feltétellel vsszevetve azt kapjuk, hogy ha ¢ < 1,
azaz teljesiil (19.26), akkor gy, is kisebb 1-nél, ezért igaz (19.27) is. Tehdt (2)-t
is belattuk. g

19.8. Megjegyzés. A feltételek alapjan az is igaz, hogy ha a (19.25)-beli
linearis egyenletekre a 18.4. szakasz szerint a KGM-t alkalmazzuk belsé ite-
racioként, akkor annak konvergenciaja is M-t6l és m-tol fiigg, igy Vj,-tdl fiig-
getlen.

19.4. Alkalmazasok elliptikus peremértékfelada-
tokra

19.4.1. Linearis peremértékfeladatok

Legyen L linedris elliptikus operator, és tekintsiik az

{ Lu=7, (19.29)

U|g)Q =0

peremértékfeladatot. A gyakorlatban a megoldas szokasos menete két 1épésbdl
all, amit absztrakt esetben a 19.1. szakasz elején irtuk fel:

i) diszkretizdci6 (azaz véges dimenzids feladattal kozelitjik, amely linedris
algebrai egyenletrendszerre vezet);

ii) iteracié (amellyel megoldjuk a fent kapott linedris egyenletrendszert).

s

Mindkét 1épésben tobbféle mddszer valaszthatd, itt az el6z6, Hilbert-térben
targyalt algoritmusok alapjan a kovetkezdket hasznéljuk: a diszkretizaciora
végeselem-moédszert irunk fel, az iteraciéra pedig prekondiciondlt konjugalt
gradiens-mddszert valasztunk, melyben a 16.3. szakasz prekondicionélé ope-
ratorainak diszkrét megfelel6it alkalmazzuk.

Az igy konstrudlt prekondicionaldsnak koszonhetéen érvényesek lesznek a
19.1. szakasz récsfliggetlenségi eredményei: a prekondicionalt matrixok kon-
diciészdma és igy a konvergencia hdanyadosa is korlatos marad a végeselemes
récshélé finomitdsa (azaz h — 0) sordn. Ez azért jelentés tulajdonsig, mert
a prekondiciondlas el6tti matrixok kondiciészama végtelenhez tart, azaz ha
prekondiciondlas nélkiil alkalmaznank a KGM-et, akkor a racs finomitasdval
a konvergencia lelassulna, igy viszont a konvergencia sebessége nem fiigg a h
racsfinomséagtol.
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1. példa: feladat szimmetrikus operatorral.

Tekintsiik a kovetkezo feladatot:

{ Lu=—div(pVu) = f, (19.30)
Ul = 0,

ahol Q C R™ korlatos tartomdany szakaszonként sima peremmel, p € L>(9),
p(z) >m >0 (m m 2 € Q), f € L3N). A 10.15. tétel szerint ennek
egyértelmfiien létezik u* € HE(Q) gyenge megoldésa.

Elészor a 15.5. szakasz alapjan végeselem-mddszerrel kozelitjik (19.30) meg-
oldésdt. Legyen tehat Vi, C H}(Q) véges dimenzids altér o1, @, ..., N ba-
zissal. Az uj, € Vj, kozelité megoldast a V}, bazisvektorainak linearis kombi-
nacidjaként keressiik. Az uy, egyiitthatéit az

LhC = fh

linedris egyenletrendszer ¢ € RY megolddsénak koordinéti adjak, ahol most
Lj-val jeloljiik a merevségi matrixot (azaz a végeselem-mdédszer Gram-matri-
xat). Tt (15.26) alapjan

(Lh)ij=/9p Vi - Vj, (fh)z:/gf% (4, =1,...,N).

Most szeretnénk konjugdlt gradiens-mddszerrel megoldani a fenti rendszert.
El6szor nézzitkk meg, milyen konvergencidt kapnank, ha kozvetleniil, azaz
prekondicionalas nélkiil alkalmaznank a KGM-et. Ekkor Lj hatarai my :=
Amin (L) és My, := Anax(Ly), azaz

mp |c|* < Lpe - ¢ < My |cf? (Ve € RM).

A métrix kondiciészama r(Ly,) = 4o a KGM konvergenciahdnyadosa ¢(Ly,) =

mp
ﬁ% lésd (16.15).
k(L

19.9. Allitas. [5] Az L operdtorbdl szdrmaztatott Ly mdtrizra r(Ly) =
O(h=%) = o0, ha h — 0.

Ebbdl kovetkezik, hogy a KGM konvergenciahdnyadosa 1-hez tart, ha a fel-
osztast finomitjuk, ami azt jelenti, hogy adott pontossdg eléréséhez egyre
tobbet kellene iteralni.

Ez a probléma megoldhat6 prekondicionaldssal: legyen Sj, olyan pozitiv defi-
nit matrix, amelyre

in (Spe - ¢) < (Lpe-¢) < My, (Spe-¢) (Ve € RY) (19.31)

és teljesiti az alabbi két kovetelményt:
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(i) S, egyszeriibb szerkezetli legyen, mint Ly, vagyis az Sp-val felirt rend-
szerek egyszeriibben megoldhatdk legyenek, mint Lj-val;

M, M
(i) =2 <« =
mp mp

Tekintsiik az eredeti rendszer helyett az aldbbi prekondicionalt rendszert:
S, 'Lnc =1, (19.32)

(ahol f,, = S;lf), és erre alkalmazzuk a KGM (16.11)-(16.12) algoritmusét a
(c,d)s, := Sy c-d skaldrszorzatra nézve. Az iterdciéban ekkor lépésenként az
S;th matrix szerepel, ami valéjaban azt jelenti, hogy Spz, = Lyw,, tipusi
segédrendszereket kell megoldani, ez pedig a feltétel szerint egyszertibb az
eredetinél. A prekondicionalt KGM konvergenciahdnyadosa

K(S, 'Ly) — 1 \/ My, — /i,
VEST L) + 1 /M, + Vi,

(ldsd 16.2.3. szakasz), ahol a kondiciészam x (S, 'Ly,) = %—: A cél tehat az,
hogy ez a kondiciészdam 1ényegesen jobb legyen az eredetinél. Megmutatjuk a
19.1.2. szakasz alapjan, hogy alkalmas operator segitségével /{(Sgth) korla-
tos marad, ha h — 0.

q(S;,'Ly) =

Vélasszuk az S := —A segédoperatort, és legyen Sy, ennek merevségi matrixa
ugyanazon végeselemes diszkretizacié szerint, azaz

(Sn);; = /Q Vei Vo, (hj=1,...,N). (19.33)

Ilyen matrixi egyenletek megoldasara ismeretesek egyszertibb moddszerek,
mint az eredetiére, felhaszndlva, hogy az S operator allandé egyiitthatés:
példdul Fourier-médszer (FFT) vagy FACR tipust parhuzamosithaté direkt
médszerek [61, 69]. Igy az (i) feltétel teljesiil, nézziik (ii)-t.

19.10. Allitas. Legyenck my, és ]\//.Th a (19.33)-beli Sy, mdtrizhoz tartozd
(19.31)-beli éles hatdrok. Ekkor

m< iy és My <M,
ahol m := minp és M := maxp fiiggetlenek Vj-tdl.

Bizonyitas. Legyen H := L%(Q), D := H?(Q)NH} (). Elég megmutatnunk,
hogy

m(Su,u)r2 < (Lu,u)rz < M{(Su,u)> (u € D). (19.34)
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Ekkor ugyanis a 19.1. allitas szerint
mlcld, < (S;'Luc,c)s, < Mlcl}, (Ve eRY),

ami ekvivalens azzal, hogy (19.31) teljesiil m és M hatédrokkal is, és ez az,
amit igazolni akartunk.

Legyen tehat u € D. Ekkor a Green-formulabdl

/Q(Lu)uz/gp|Vu|2, /Q(Su)u:/Q|Vu|2.

Mivel m < p(z) < M miatt

m/ IVu|? g/p Vul® < M/ |Vul?,
Q Q Q

épp azt kapjuk, hogy (19.34) teljesiil. d
M, M

19.11. Kovetkezmény. Ekkor k(S 'Ly) = e = (Yh > 0), és ennek
mp m

megfelelden a prekondiciondlt KGM-re az

M_ n
lenlle, o (VM ~vm (n=1.2...,N)
lleollLs VM +/m

Vi, -tol fiiggetlen becslést kapjuk.

Ez azt jelenti, hogy egy elére megadott pontossdghoz sziikséges iteracids
lépések szama korlatos marad, ha a récsot finomitjuk. Specidlisan, ha az
Shz, = Lpw, tipusi N x N-es segédrendszereket O(N) optimélis miivelet-
igénnyel oldjuk meg, akkor az iteraciot is figyelembe vevo teljes miiveletigény
is az optimalis O(N).

2. példa: feladat nem szimmetrikus operatorral.

Tekintsiik a kovetkezo feladatot, amely konvekcio-difftuzids dllapotot ir le:

{ Lu=—div(pVu) +b-Vu=f, (19.35)

ujpn = 0,

ahol teljesiilnek a 10.2.2. feltételek, azaz p € L>®(Q), p(z) > m >0 (m. m.
r € Q),be CHQ", divb = 0, valamint f € L*(Q). A 10.17. tétel sze-
rint ennek egyértelmiien létezik u* € Hi () gyenge megoldédsa. A megolddst
az el6z6 példahoz hasonlé mddon kozelitjiik, igy féleg csak a kiilonbségeket
hangsilyozzuk.
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Legyen elészor ismét V,, C H{(Q) véges dimenzids altér o1, pa, ..., N ba-
zissal. Az Ljc = f}, egyenletrendszerben most

W)y = [ (pVes Vot Vo). @)= [ for (=18,

Mivel most az egyenletrendszer nem szimmetrikus, a 16.3. szakaszban is-
mertetett KGN-mdédszert (pontosabban, annak prekondicionélt véltozatét)
alkalmazzuk. Legyen az S;, prekondicionalé métrix ismét az S := —A segéd-
operdtor merevségi métrixa, azaz (19.33). Megmutatjuk, hogy a konvergen-
ciahdnyados most is korlatos marad, ha h — 0.

19.12. Allitas. A fenti feltételek mellett a KGN algoritmust az S;th c="1,
rendszerre alkalmazva

HrkHS M —-m\"
||7”0Hsh =2 \MU+m (n=1,2,..,N), (19.36)
h

ahol m :=minp és M = ||p||p~ + /\II/QHbHLoo (ahol A1 a —A operdtor elsd
sajdtértéke), azaz m és M figgetlenek Vi, -tol.

Bizonyitas. A 19.4. kovetkezmény szerint elég megmutatnunk, hogy fennall
(19.8) a Hg = H}(Q) térben a fenti m és M konstansokkal. Ez pedig a
10.17. tétel bizonyitdsabdl kovetkezik, mivel az ottani B(u, v) bilinedris forma
azonos a fenti L operdtorhoz tartoz6 (Lgsu,v)s bilinedris formaval. a

Megjegyezziik, hogy ha Aj-re a (8.11) becslést hasznaljuk, akkor a konver-
genciahanyados felsé becslése is egyszerlien kiszamithaté.

19.4.2. Stokes-feladat
Tekintsiik a (10.17) Stokes-feladatot:

—Au+Vp=f
divu=0 (19.37)
upn =0,

ahol Q C R? (d = 2 vagy 3) korlatos tartomdany, f € LQ(Q)d adott vektor.
A 10.21. tétel szerint ennek egyértelmfien létezik (u*,p*) € HE(Q)% x L2(Q)
gyenge megoldasa.

A Stokes-feladatot megfelel6 végeselemes diszkretizdciéval, majd az Uzawa-
algoritmus alkalmazasaval oldjuk meg, a 19.2. szakasz alapjan pedig igazoljuk,
hogy racsfiiggetlen konvergenciabecslést kapunk.
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Elészor megmutatjuk, hogy a (19.37) feladat specidlis esete (19.14)-nek. Le-
gyenek H := LQ(Q)d és K := L*(Q) val6s Hilbert-terek,

Si=(=A, -, —A): L2(Q)" oo L2(Q), N =V LX(Q) > L2(Q)",
ahol D(S) := (H2(Q) N H{(Q))% és D(N) := H*(Q) N L*(Q). Ezek stirtin de-

finidlt operdtorok, S szimmetrikus és egyenletesen pozitiv, és Hg = H} ()4,

Emellett a Gauss-Osztrogradszkij-tételbol
[pu== [ pve) e @), ueHi@),
Q Q

fgy N*u= —divu (Vu € H(Q)?), és teljesiil D(N*) D Hs = H}(Q)4.
Végiil érvényes a (19.15) inf-sup-feltétel is a 10.20. 4llitas alapjdn.

A végeselemes diszkretizacidhoz olyan V;, C H(Q)% és P, C L*(Q) véges di-
menzi6s altereket kell valasztanunk, melyek teljesitik a (19.18) LBB-feltételt,

azaz van olyan vy > 0 h-tdl fiiggetlen allandd, hogy
_ di
f sup  deP@VW (19.38)
peP\0} wev,\(oy  Ipllz2llullm;

Mint lattuk, ez nem feltétleniil 6roklédik az eredeti inf-sup-feltételbél: csak
specidlis, megfeleléen egymdshoz vélasztott (Vj, Pn) pdrok esetén teljesiil.
Ilyen, dn. stabil térparok konstrukcidja taldlhaté pl. [69, III. 17.5.4]-ben.

frjuk fel most a (19.20) Uzawa-algoritmust a diszkretizalt Stokes-feladatra.
Legyenek ug € Vj,, pg € P tetszolegesek és a > 0 adott szam. Ha megvan
Uy, € Vi, és p, € Pp, akkor uyy1 és p,41 rendre az aldbbi diszkrét feladatok
megoldésa:

/ Vu,q1 - Vv — / Pn (divv) = / f-v (Vv € W),
Q Q Q
(19.39)

/pn+1q=/pnq—a/(divun+1)q (Vg € P).
Q Q Q
Ez nem mas, mint a
—Auy41 + Vp, =1, U,i1j90 =0
és Dnt1 = Pn — adivu, 4
feladatok V3,- ill. Pp-beli végeselemes megoldésa.

19.13. Tétel. Ha teljesiil a (19.38) LBB-feltétel, akkor 0 < a < 2 esetén
a (19.39) iterdcid linedrisan konvergdl, vagyis alkalmas c1,c2 > 0 és q < 1
mellett

||Un - U*HH(} <cq”, ”pn _p*HLQ < cq” (n € N)
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Itt az optimdlis paraméter és hozzdtartozo konvergenciahdnyados rendre cop =

= _ ¢ 1-4 e 1 2 ,
1+273 €s q = 1+1;2) , ezek fiiggetlenek Vi, -tél és Py -tdl.

Bizonyités. A fenti eredményeket a 19.6. kévetkezmény mondja ki, ha meg-
mutatjuk, hogy 8 = 1. Itt

N* — divu

b wp N fopldiva)
pEL2(2)\{0} HPHL?HVHHg peL2(2)\{0} ||p||L2||u||H5
veHE (Q)4\ {0} veH} (2)9\{0}

valamint | [, p(divu)| < ||p||p2||divullg2. A 10.21. tétel bizonyitdsaban
lattuk, hogy || divul|p2 elemien becsiilhetd \/&HUHH(%—V&L de itt a v/d szor-

26 alkalmas szémoldssal 1-re javithato, lasd pl. [51]. Igy | [op(diva)] <
[p[lz2[lall gz, amit a fenti sup-ba befrva megkapjuk, hogy 8 = 1. O

19.4.3. Nemlinearis peremértékfeladatok

Legyen Q C R? korldtos sikbeli tartoméany, és tekintsiik a

{—mvmvm+wmno=% (19.40)

ujpa =0
feladatot az alabbi feltételekkel:
(i) a € L™(Q), a(z) >m >0 (m. m. z € Q);

(ii) s € CY(Q x R), valamint d¢s(z, &) := %2’5) monoton novs és korldtos,
éspedig létezik olyan o > 0 allandd, hogy

0 < s(z,8) <a (Vx € Q, £ €R); (19.41)

(ili) J¢s Lipschitz-folytonos &-ben, éspedig létezik olyan Ly > 0 &llando,
hogy

|0e5(,&1) — Ogs(x,62)| < L|1 — &2 (Vx € Q, &,& € R); (19.42)
(iv) g € L2(Q).

Ez a feladat specidlis esete (13.14)-nek, igy a 13.13. tétel szerint egyértelmiien
létezik u* € HE(Q) gyenge megoldésa, azaz, bevezetve az

(A(u),v) g = /Q (aVu-Vov+ s(z,u)v) (Yu,v € H3(Q))
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operatort,
(A(u"), ) gy = /Q g (e HY@).

A 19.3. szakaszt kovetve elészor végeselemes diszkretizaciét alkalmazunk,
majd a kapott nemlinedris algebrai egyenletrendszerre a Newton-mddszert
hasznaljuk. Igazolni fogjuk a Newton-mddszer kvadratikus konvergencidjé-
nak racsfiiggetlenségét.

Legyen V}, C H{ () véges dimenziés altér @1, ¢a, ..., pN bézissal. Az uy, € V),
kozelité megoldast gy keressiik, hogy teljesiiljon az

(Al ohg = Gty = [ o (0 € Vh)

vetiileti egyenlet, azaz
/ (aVup, - Vo + s(z,up)v) = / gu (Vv € V).
Q Q

Legyen up € HL(Q) adott, ul ennek vetiilete Vj,-ra. Irjuk fel (19.25) alapjén

ezzel a kezdGvektorral a fenti feladatra vonatkozé Newton-iteraciét:
Up4+1 1= Un + Dn, ahol
(19.43)

(A} (un)pn,v) gy = —((An(un) —bp),v)gg - (Yo € Vi)
Itt (a 11.2.1 szakasz példdjahoz hasonléan) A Gateaux-derivélhaté és

(A (u)v, Z) gy = /Q (aVv-Vz+ Oes(x,u)vz) (Yu, v,z € Hy(Q)),

(19.44)
tovédbbd a 19.3. szakasz szerint A, és A), definici6jat dgy kapjuk a fentiekbdl,
ha H{ () helyett Vj,-t frunk. Igy a (19.43)-beli linearizalt egyenlet, amit meg
kell oldanunk az n. 1épésben,

/ (@Vpn - Vv~ Oes(x,un) ppv) =
Q

= —/ (aVuy, - Vo + s(x,u,)v — gv) (Vv € V).
Q
Ez nem mas, mint a

{ —div (a Vp,) + 0¢s(z,un) pr, = div (a Vuy,) — s(z,u,) + g,
Pnjgn =10

linedris elliptikus feladat végeselemes megoldasa a V}, altérben.
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19.14. Tétel. Teljesiiljenek a (19.40) feladatra adott feltételek, és legyen

\I//% (diam(Q) ) 27

ahol Ls a O¢s figgvény (19.42)-beli Lipschitz-konstansa és diam(S) a tarto-
mdny dtmérdje. Ekkor

m :=mina, L:=
T

L
(1) N An(un1) = ballgy < 55 [[An(un) ~ blly  (neN).

(2) Ha ug olyan, hogy

L
0= 55 (14(0) = bll g + M fluoll 1y ) < 1. (19.45)
akkor
« 2m2 on
mlun =y < [ An(un) = bullgy < <7-g* 0. (19.46)

Mindkét becslés allandoi Vi, -tol fiiggetlenek.

Bizonyitas. A 19.7. tételt szeretnénk hasznélni, ehhez teljesiilni kell a 19.3.
feltételeknek. Itt A Gateaux-derivdlhaté és A’ bihemifolytonos, ami a 11.2.
szakasz példaival teljesen analég médon jon ki, emellett A’-re (19.44) teljesiil,
amibdl A'(u) onadjungaltsdga is 1atszik. Itt

(A'(u)h, h) gy = /Q (a|Vh|* + O¢s(z,u) h?) (Yu, v,z € H}(Q)),
igy a feltevések miatt
m il =m [ [VhE < [ alVhR < (A'Cuh b <
< /Q (||aHoo |Vh|2 + ahQ) =
= llallo 10l + WAl < (lalleo + 5 ) IRl =: M 13,

ahol a (8.10) Poincaré—Friedrichs-egyenlétlenséget hasznéltuk. Végiil igazol-
juk, hogy A’ Lipschitz-folytonos. Itt
(19.47)

(A0 = A (0)2.2)| = | | Gestarn) = Des(a,o)) 2

Q

<L, / = 0] 22 < Lalu — vl 2y 1220
Q
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ahol az altalanos Holder-egyenl6tlenséget hasznaltuk az %—i— i + % = 1 felbon-
tésra. A z fiiggvény valéban L*(Q)-beli, felhaszndlva a (13.18) Szoboljev-féle
bedgyazasi tételt a p = 4 esetre:

Hy(Q) C LYQ),  vllee < Kallvllgy (v € Hy(%)). (19.48)
Ezt és ismét a (8.10) Poincaré-Friedrichs-egyenlétlenséget haszndlva

(A () = A ()2, 2] < 28 o — ] gy 211y

igy

|4 (u) = A"(0)]| = Wi 1|<(A’(u) — A'(v)) 2,2)| < E|u = vll gy
z H(l):

LK} . -
\/714 konstanssal. A K, bedgyazdsi kons-

2 2
K<\ /&

(lasd pl. [23, Chap. 11]), igy, felhaszndlva a (8.11) becslést is,

tehat A’ Lipschitz-folytonos L :=
tansra

2
L:V2 L, ( diam(Q)
L< Lyl ¢ I (dmie)”

Igy tehat ez a kiszamithaté Lipschitz-konstans vehetd az iterscioban, és ekkor
a 19.7. tétel szerint fennéllnak a (19.45)—(19.46) becslések. O

19.15. Megjegyzés. (i) Az itt hasznalt eredeti Newton-iterdcié csak loké-
lisan konvergal. Ennek kikiiszobolésére hasznalhaté a 18.11. tételbeli csilla-
pitott Newton-mddszer, amely az els6 1épésekben linearisan, majd lokdlisan
kvadratikusan konvergal. Az utébbi lokalis szakasz kvadratikus becslésére a
fenti eredmény értelemszerii adaptécidja érvényes.

Ha a 18.12. tételbeli csillapitott inegzakt Newton-mddszert hasznaljuk, és a
18.4. szakasz alapjan a segédegyenletek kozelité megoldasara belsé konju-
galt gradiens-iteraciot alkalmazunk, akkor az ottani eredmény szerint a belsé
iterdcié konvergencigja is racsfiiggetleniil becsiilheto.

(i) A 19.14. tétel dltaldnosithaté arra az esetre, ha a (19.40) feladat feltéte-
leiben a (19.41) korldtossag helyett O¢s hatvdnyrendii novekedését is megen-
gedjiik, és a (19.42) feltételben csak lokélis Lipschitz-folytonossdgot {runk el
szintén hatvdnyrendben névekedd Lipschitz-konstanssal. Ekkor A’ is csak lo-
kélisan Lipschitz-folytonos lesz, ekkor a 18.6 (ill. csillapitott/inegzakt Newton-
modszer esetén a 18.13) megjegyzés alapjan modositott konvergenciatételt
hasznéljuk, 14sd [23, sec. 5.2].
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