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az olvasé. A tankonyv f6 részei: a mérési adatok leird jellemzése a leird statisztika
madszereivel, a valdszinlség-szamitas eredményeinek alkalmazasa a mérési adatok
tulajdonsagainak mélyebb megértése érdekében, a matematikai statisztika mddszere-
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a fé szempont, hiszen a tankonyv kornyezettudomany szakos hallgatoknak készult,
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(tételek) bizonyitasat is megadja.
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A TANKONYV TARTALMAROL

Bevezetés

A klasszikus fizika és egyéb klasszikus tudoméanyok tanulmanyozéasa soran hozzaszokunk
ahhoz, hogy a jelenségek valamilyen meghatdrozo ok hatasa alatt allnak, és ezért a folya-
matok kimenetele egyértelmiien meghatarozott. Az ilyen folyamatokat determinisztikus
(meghatérozott) folyamatoknak nevezziik. Ha a determinisztikus folyamattal kapcsolatos
kisérletet végziink, akkor a folyamat mindig azonos mdédon megy végbe, és a kisérlet vég-
eredménye mindig azonos lesz. Klasszikus példa az ilyen folyamatokra a szabadesés,
amelynek végeredményét a Newton mozgastorvényei egyértelmiien megadjak. Persze
ilyen esetekben is vannak zavard koriilmények, a klasszikus fizikanak azonban az a mod-
szere, hogy eltekint ezektdl a zavard koriilményektdl, amit azért lehet megtenni, mert ezek
a hatasok lényegesen kisebbek a jelenség lefolyasat meghatarozd f6 hatasnal, és ezaltal
csak kissé befolyésoljak az eredményt.

Mindazonaltal nem minden folyamat ilyen. Vannak olyan folyamatok, amelyeknek
végeredménye nem egyetlen meghatarozott allapot, hanem tobb, esetleg végtelen sok le-
hetséges kimenetel koziil az egyik. Az ilyen folyamatokra mindenki altal ismert példa a
szabalyos jatékkocka dobésa, melynek hat lehetséges kimenetele van. Valahanyszor fel-
dobjuk a kockat, miutan leesik, a kocka fels6 lapjan hat szam koziil az egyiket latjuk. Ha a
kockadobast kisérletnek tekintjiik, akkor azt mondhatjuk, hogy a kisérletnek hat lehetséges
kimenetele van. Az ilyen kisérleteket, amelyeknek tobb lehetséges kimenetele van, és a
kisérlet soran ezek koziil az egyik valosul meg, véletlen (vagy sztochasztikus) kisérletnek
nevezzik. A kockadobason kiviil szdmos mas példa is hozhat6 a véletlen kisérletre. Ha egy
érmét feldobunk, akkor az eredmény vagy fej, vagy iras lesz, azaz ennek a kisérletnek két
lehetséges kimenetele van. Ha 90 szam koziil 6t6t kihtizunk (lottésorsolas), akkor a lehet-
séges kimenetelek szama 43 949 268, amint az a kombinatorika modszereivel konnytiszer-
rel kiszdmolhat6. Az eddig emlitett véletlen kisérletekben a végeredmény egy diszkrét so-
kasag értékei koziil az egyik. Ha azonban példaul a klimavaltozas hatdsara vagyunk kivan-
csiak, és mérjiik a napi kozéphdmérséklet alakulasat, akkor elvileg 0 K fok felett akarmi-
lyen értéket mérhetiink. A gyakorlatban természetesen sziikebb tartomanyban 1évé értéke-
ket mériink, de mindenképpen egy folytonos sokasag koziil keriil ki a mért hdmérséklet
értéke.

Mi a kiilonbség a determinisztikus és a véletlen folyamatok kozott? A véletlen kisérlet
megnevezEs semmi esetre sem jeleneti azt, hogy a véletlen folyamatoknak ne lenne oka.
Azonban, mig a determinisztikus folyamatok esetén van egy meghataroz6 ok, ami meg-
szabja a folyamat lefolyasat, addig a véletlen folyamatok esetén tobb, sok esetben nagyon
sok, kozel egyenértékii ok vezet arra, hogy a végeredmény nem egyetlen jol meghatarozott
esemény. A determinisztikus folyamatra mar emlitett példa a szabadesés, vagy a Fold ke-
ringése a Nap kortil, ahol mindkét esetben a gravitacios erd a folyamatot meghataroz6 ha-
tas. Az érme feldobéasakor szdmos egylittesen fellépd hatds az, amely meghatarozza, hogy
mi lesz a kisérlet kimenetele: az érmének adott felfelé iranyuld kezddsebesség, a forgast
el6idézo forgatonyomaték, az oldaliranyt kezddsebesség, a Iégmozgasok stb.

www.tankonyvtar.hu © Havancsak Karoly, ELTE TTK




A TANKONYV TARTALMAROL 9

Amikor a fentiekben azt allitottuk, hogy 1éteznek determinisztikus kisérletek, akkor a
meghatarozo6 hatas mellett ezekben a kisérletekben is jelenlévo, kicsiny hatasoktol eltekin-
tettlink. Az elméleti megfontolasok soran az elhanyagolasok helyénvaldak, és nagyon sike-
resen vezetnek az alapjelenségek leird egyenletek megtalalasdhoz. Amikor azonban méré-
seket végziink, akkor természetesen a kicsiny hatasok is jelen vannak, aminek eredménye-
képpen a determinisztikusnak nevezett kisérletek eredménye, ha kismértékben is, de valto-
76 lesz. Ezt a jelenséget véletlen (statisztikus) mérési hibanak nevezziik, és minden mérési
folyamatban jelen van. igy, bar feltételezziik, hogy a mérendé mennyiségnek van meghata-
rozott értéke, ez az érték soha nem mérhetd meg teljes pontossaggal, legfeljebb a statiszti-
ka modszereivel j6 kozelitéssel becsiilheto.

M¢g inkabb ilyen a helyzet az atomok, elemi részecskék vildgéban, ahol a kvantum-
mechanika torvényei irjak le a jelenségek lefolyasat. A kvantummechanika torvényei valo-
szinliségi jellegiick. A mérések eredménye a lehetséges eredmények koziil az egyik. Az
elmélet a kimenetelek valdszintiségét adja meg. Ha példaul azt mérjiik, hogy egységnyi
tomegl radioaktiv anyag atomjai koziil egységnyi id6 alatt mennyi bomlik el, akkor az
ismételt mérések sordn mdas-mas eredményt kapunk. A kvantumtdrvények lényegiiknél
fogva statisztikus jellegliek.

A fenti gondolatmenet soran valami olyasmire jutottunk, hogy a determinisztikus fo-
lyamatok tulajdonképpen csak elméleti konstrukcidk, és valdjdban, ha méréseket végziink,
akkor ilyen vagy olyan okok miatt, de mindig véletlen kisérlettel van dolgunk. A véletlen
jelenségek vizsgalataval a statisztika €s a valdszintiség-szamitas foglalkozik. A fenti beve-
zetd sorok talan ravilagitottak arra, hogy e tudomanyagak eredményei nagy jelentdségiiek a
kisérletek tervezése €s az eredmények értékelése soran.

Ebben a tankdnyvben a véletlen jelenségek kezelésének alapjaival fogunk megismer-
kedni. A tankonyv f0 részei: a mérési adatok leird jellemzése a leiro statisztika modszerei-
vel, a valoszinliség-szamitas eredményeinek alkalmazasa a mérési adatok tulajdonsagainak
mélyebb megértésére, a matematikai statisztika modszereinek segitségével nagyszamu
sokasag jellemzése kisebb szamu mérés felhasznalasaval. Minthogy az anyag feldolgozésa
soran hasznaljuk a halmazelmélet ¢és a kombinatorika fogalmait és Osszefliggéseit, ezért a
fiiggelékben e két témakor legfontosabb ismereteit is 6sszefoglaljuk.

A tananyag feldolgozéasa sordn mindig az alkalmazhatosagot tartjuk szem el6tt, hiszen
e tankdnyv kornyezettudomany szakos hallgatoknak késziil, akik a statisztikanak nem mi-
veldi, hanem felhasznaloi lesznek. Ugyanakkor nem feledjiik, hogy a matematika egy aga-
6l van sz6, tehat felhasznaljuk a matematika jol bevalt jeldlésrendszerét, toreksziink a sza-
batos fogalmazasra, €s az esetek tobbségében az allitdsok (tételek) bizonyitasat is meg-
adjuk.

Torténelmi attekintés

A leir6 statisztika tulajdonképpen régota hasznalatos eszkdz nagyszamu adat tomoritésére
¢s egyszeri kezelésére. Mar az Okorban is voltak népszamlalasok, egy-egy birodalom
foldmuvelésével, allatalloméanyaval kapcsolatos felmérések, ahol nagyszamu adatot kellett
kezelni. A statisztika sz is a latin status (allam, allapot) szavakbdl ered. A valdszinliség-
elmélet (sztochasztika) a nagyszamu minta elemzése soran tapasztalt torvényszertiségek
absztrakt matematikai kezelésével foglalkoz6 tudoméanyéag. A sztochasztika sz gorog ere-
detli (otoyoc=iigyes talalgatas, sejtés).
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A valosziniiséggel kapcsolatos matematikai megfontoldsokkal a 15-16. szdzadban ta-
lalkozunk eldszor. A szerencsejatékok mar akkor is rendkiviil népszeriiek voltak. A kocka-
jatékokkal kapcsolatos, esetenként fogds kérdésekkel a kor ismert matematikusaihoz for-
dultak. Ugy tartjak, hogy a valdszinliség-szamitas egyes kérdéseire Pascal figyelmét egy
hires szerencsejatékos, de Méré lovag hozzéd intézett kérdése forditotta. A kérdés ugy
hangzott, hogy miért valdsziniibb, hogy egy kockaval négyszer dobva legalabb egyszer
hatost dobunk, mint két kockaval 24-szer dobva legalabb egyszer dupla hatost dobni? Pa-
radoxonnak tlinik a kérdés, hiszen a dupla hatosnak hatodannyi az esélye, mint az egyszeri
hatos dobasnak, és a 24 éppen a 4 hatszorosa! A problémaval Pascal (1623-1662) és Fer-
mat (1600—1665) egyarant foglalkozott, és kiilonb6zé modszerekkel azonos eredményre
jutottak. A hagyomany szerint a valdsziniiség matematikai megkozelitése ennek a problé-
manak a megoldasaval kezdddhetett. A késdbbiek soran megoldjuk majd ezt a feladatot.
Pascal ¢és Fermat eredményeinek megismerését kovetéen Huygens (1629-1695) is foglal-
kozott a valosziniiség kiszamitasanak problémaival, és Pascal batoritasara konyvet is irt a
valoszinliség elméletérdl. A kor eredményeit Jacob Bernoulli (1654—-1705) foglalta 6ssze
Ars Conjectandi (A sejtés miivészete) cimi konyvében. A 18. szézadban a valosziniiség-
szamitds mar a gazdasagi életben is fontos szerepet jatszott. Eletjaradékokkal és biztositas-
sal kapcsolatos kérdésekben alkalmaztak az eredményeit. A tudoméanyban ekkor dolgoztak
ki a statisztikus gazelméletet, melynek soran szintén a valoszinlis€égelmélet eredményeit
hasznaltak fel. A legfontosabb eredmények Laplace (1749-1825), Poisson (1781-1840),
Bayes (1702—-1761) és Gauss (1777-1855) nevéhez flizédnek. Gauss foglalkozott példaul a
hibaszamités elméletének kidolgozasaval.

A 19. szazad masodik felében az orosz valosziniiségi iskola nagyjai, Csebisev (1821—
1894), Markov (1856—1922), Ljapunov (1857-1918) értek el jelentds eredményeket. A 20.
szazad els6 felében a természettudomanyok, elsésorban a fizika forradalmi fejlédésen ment
keresztiil. Ebben a folyamatban jelentds mértékben alkalmaztdk a valoszinliség-szamités
korabban elérte eredményeit. Ugyanakkor a miiszaki tudomanyok, a technika és a gazda-
sag fejlodése ujabb és ujabb alkalmazasi teriileteket jelentettek. Az atomelmélet, a kvan-
tummechanika, a telefonkézpontok fejlesztése, a népesedési problémak, a genetika ered-
ményei ujszerii alkalmazasi problémakat vetettek fel. A valdszinliség-szamitas 1j alapokra
helyezése elkeriilhetetlenné valt. Ezt a munkat Kolmogorov, orosz matematikus (1903—
1987) végezte el, aki axiomatikus alapokra helyezte a valosziniiségelméletet. Ennek ered-
ményeképpen megsziint az a korabbi bizonytalansag, amit a megfeleld alapok hidnya oko-
zott. A valdszinliségelmélet és a statisztika a tudomanyok rendkiviil hasznos eszkozévé
valhatott.
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1. A MERESI ADATOK KEZELESE

1.1. Mérési adatok megjelenitése

Olyan jelenségekkel foglalkozunk tehat, amelyekkel kapcsolatban, ha méréseket végziink,
akkor altalaban kiillonboz6 eredményeket kapunk. Felmertil a kérdés, hogy ha ilyen bizony-
talan egy mérés eredménye, akkor tudomanyosan egyaltalan kezelheté-e ez a helyzet? A
kérdés jogos, ugyanakkor van olyan tapasztalat, ami reménnyel tolthet el benniinket. Ha a
véletlen jelenségekkel kapcsolatban nem egy, hanem tobb mérést végziink, akkor felfi-
gyelhetiink olyan szabalyszertiségre, amely alapot adhat a kérdéskor tudomanyos kezelésé-
re. Lassunk egy egyszerii példat! Ha egy érmét feldobunk, akkor kétféle végeredmény szii-
lethet: fej vagy iras. Az ilyen kisérletben hallgatolagosan mindig feltessziik, hogy az érme
szabalyos, tehat a kisérlet soran egyforma eséllyel lehet fej vagy irds a végeredmény. Néz-
ziik meg, hogy sokszor elvégezve a kisérletet, mit tapasztalunk? Legyen a kisérletek szama
n. Az n kisérlet soran a fejek szama legyen ky,;, az irdsoké ki, ezek az n kisérlet soran az
adott esemény gyakorisagat mutaté értékek. Az érmés kisérletben természetesen

k.. +k

fej iras — 1+

A tapasztalat az, hogy ha elég nagyszamu kisérletet végziink, akkor az irasok és a fejek
gyakorisaga kozel azonos lesz, vagyis

A nagyszamu kisérlet soran szerzett kisérleti tapasztalatot kiss¢ alaposabban is meg-
vizsgaljuk. Ha a tobb kisérlet soran a gyakorisag viselkedését akarjuk tanulméanyozni, cél-
szerli a

k,

1

8=
n

az un. relativ gyakorisag vizsgalata, ahol i a lehetséges végeredmények koziil az egyik. A
relativ gyakorisadg azt mutatja meg, hogy az n kisérlet soran milyen ardnyban fordult el6 az
egyik lehetséges végeredmény. Konnyii belatni, hogy igazak az alabbi 6sszefliggések:

b

0<k <n és0<-L<]. (1.1.1.)
n
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Az 1.1. dbran érmés kisérlet soran a fej relativ gyakorisaganak valtozast latjuk a kisér-
letszam fiiggvényében, egészen n=1000 kisérletig. Az abran az latszik, hogy ameddig a
kisérletek szama kicsi, addig a relativ gyakorisag 0 és / kozott akarmilyen értéket felvehet.
Ahogyan azonban nd a kisérletek szama, a relativ gyakorisag érteke egyre kevésbé ingado-
zik, és nagy n értékekre allando érték felé tart, ami jelen esetben //2. Tehat, ahogyan a ki-
sérletek szama nd, elegendden nagy n érték mellett a relativ gyakorisadg stabilitdst mutat.
Mas véletlen kisérlet kapcsan is hasonl6 stabilitast tapasztalnank, esetleg masik érték ko-
ril. Ez a tapasztalat a kisérleti nagy szamok torvénye. Erre a kisérleti tapasztalatra alapo-
zodik a valosziniiség-elmélet, és a késObbiek soran visszatériink még erre az eredményre.

k/n
o
w
1

A
-

o
o

1
-

relativ gyakorisag
(=]
FS
1

00 g . . . ” — . . .
0 200 400 800 800 1000

érmedobasok szama n

1.1. ébra: Ermedobdsok sordan a fej relativ gyakorisdganak véltozdsa a kisérletszam fiiggvényében

Foglalkozzunk most azzal a kérdéssel, hogy mérési adatainkat hogyan rogzitstik, €s hogyan
jelenitsiikk meg. Azt mar lattuk, hogy véletlen kisérlet esetén nem elegendd egyetlen mérést
végezni. Altaldban tobb, sokszor nagyon sok adattal van dolgunk. Ezeket az adatokat cél-
szerli mar az adatgylijtés idején tablazatba foglalni. Ilyen 20 adatbo6l all6 adatsort latunk az
1.1. tablazat: Kockadobas eredménye n=20 kisérlet soran, ahol a kockadobasok soran rog-
zitettiik a kapott eredményeket, és gyakorisagi tdblazatot készitettiink.

lehetséges kimenet 1 2 3 4 5 6
gyakorisag krej 4 6 3 1 4 2
relativ gyakorisdg  k:/20 0,20 | 0,30 | 0,15 | 0,05 | 0,20 | 0,10

1.1. tablazat: Kockadobas eredménye n=20 kisérlet soran

Az adatokat abran is szemléltethetjilk. Az 1.2. dbra a tablazat relativ gyakorisag adatait
mutatja. A vizszintes tengelyre a lehetséges kimenetek diszkrét értékeit rajzoltuk. A fliggo-
leges tengelyen pedig a relativ gyakorisag értékeket tlintettiik fel. Amikor a véletlen kisér-
let lehetséges kimenetelei diszkrét értékek, akkor az eredményeket gyakran ilyen, Gin. pal-
cikadbran szemléltetjiik, ahol a palcika hossza az adott kimenetel relativ gyakorisagat
mutatja.
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0.50

0,45
kJj20 ]
0.40 4
0,35
0,30
0.25 4
0.20 4

0,15

relativ gyakorisag

0,10+

0,05 ]
0.00 T T T T T

2 3 4 5 &

kockadobas lehetséges eredménye

1.2. abra: Kockadobas relativ gyakorisaga 20 kisérlet soran

Kiss¢é mas a helyzet, amikor a lehetséges eredmények folytonos szdmhalmaz elemei lehet-
nek. Ilyen adatokat tartalmaz az 1.2. tdblazat:, ahol 20 felndtt magassagadatait lathatjuk.

sorszam magassagadatok rer’ldezett magas-
[em] sagadatok [cm]
1 153 153
2 201 157
3 187 165
4 167 166
5 173 167
6 175 169
7 181 169
8 157 171
9 169 172
10 175 173
11 165 173
12 173 175
13 185 175
14 172 175
15 193 181
16 188 185
17 166 186
18 169 188
19 174 193
20 171 201

1.2. tablazat: Magassagadatok

A tablazat masodik oszlopa a nyers adatokat tartalmazza. A jobb attekinthet6ség érdekében
a mérések elvégzése utan célszerti nagysag szerint sorrendbe szedni az adatokat. A tabla-
zatban ez a harmadik oszlopban latszik. Ilyen sorrendben konnyen felfedezhetd, hogy van-
nak adatok, amelyek tobbszor szerepelnek.
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Prébaljuk meg palcikaabran abrazolni az adatokat! Ezt mutatja az 1.3. dbra. Az dbra
vizszintes tengelyén a magassag értékek, a fiiggdleges tengelyén pedig egy-egy magassagi
érték gyakorisaga szerepel.

gyakorisag

LU IEL ]

170 180

magassag [cm]

1.3. abra: Magassagadatok gyakorisiga

Mivel a magassagadatok folytonosan helyezkednek el a szdmegyenesen, ezért gyakori az,
hogy egy érték csak egyszer, vagy csak néhdnyszor szerepel. Ezért a gyakorisag sokszor
csak 1, és a gyakorisag abra ilyen formaban nem tal informativ. Az informaciot inkabb az
hordozza, hogy hol helyezkednek el stirin az adatok.

1.2. Hisztogram

Az elézéekben mondottak értelmében folytonos esetben nem a palcikadbra a célravezetd,
hanem célszeri az adatok stirliségét dbrazolni. De haladjunk sorjaban! Elsé 1épésként az
adatokat osztalyokba kell gytijteni. Ez a jelen esetben azt jelenti, hogy az ésszeri médon
kijelolt magassagtartomanyt intervallumokra osztjuk, és megszamoljuk az intervallumokba
jutd magassagadatok szdmat (gyakorisadgat). 200 magassagadatot tartalmazo osztalyokra
osztott adatsort tartalmaz az 1.3. tablazat:.

A téblazat elsd oszlopa az osztaly i sorszamat jeldli. A tabldzat masodik oszlopa az
osztalyhatarokat (x; x;:;), a harmadik oszlop az osztalyhatarok szamtani kdzepét, az un.
osztalykozepet ( (x;+x;+;)/2), a negyedik oszlop pedig az osztidlyba esd mérési adatok
szamat, azaz a gyakorisagot (k;) mutatja. Megallapodhatunk abban, hogy ha egy adat az
osztalyhatarra esik, akkor a nagyobbik osztalyba soroljuk. Az ilyen tablazat adatait altala-
ban oszlopdiagrammal abrazoljuk, ahogyan ez a 1.4. 4dbran latszik. Az oszlopdiagram
hézagmentesen egymas mellé helyezett téglalapokbol all. A téglalapok szélessége meg-
egyezik az osztalyok szélességével, magassaga pedig a gyakorisag, vagy a relativ gyakori-
sag értékével. A téglalap kézépvonala az osztalykozép értékével esik egybe. A statisztika-
ban az oszlopdiagramot hisztogramnak nevezik.
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| b b >t
sorslzém oszt(éxli;/ﬁ;;)érok os(z);i;rl);:gzzép gyakfriség n nAxl- iZInAxi
[cm] [cm] relativ relativ gyakorisag | kumulativ relativ
gyakorisag slirliség gyakorisag

[1/cm] [1/cm]

1 (115; 125) 120 1 0,005 0,0005 0,0005

2 125; 135) 130 5 0,025 0,0025 0,0030

3 (135; 145) 140 3 0,015 0,0015 0,0045

4 (145; 155) 150 17 0,085 0,0085 0,0130

5 (155; 165) 160 47 0,235 0,0235 0,0365

6 (165; 175) 170 62 0,310 0,0310 0,0675

7 (175; 185) 180 41 0,205 0,0205 0,0880

8 (185; 195) 190 16 0,080 0,0080 0,0960

9 (195; 205) 200 6 0,030 0,0030 0,0990

10 (205; 215) 210 1 0,005 0,0005 0,0995

11 (215; 225) 220 1 0,005 0,0005 0,1000

12 (225; 235) 230 0 0,000 0,0000 0,1000

1.3. tablazat: Osztalyokba rendezett magassagadatok

Ha a fliggdleges tengelyre a relativ gyakorisagot rajzoljuk, akkor ennek értéke a korab-
ban mondottak értelmében:

=5 =0 12.m,
n

(1.2.1.)

ahol n az 0sszes mért adatok szama, m pedig az osztalyok szama. Természetesen igaz az,

hogy

ky+ky+..+k, =k =n,
i=1

hiszen az egyes osztalyokban elhelyezked6 gyakorisdgok dsszege éppen a mérések szamat

adja.
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1.4. abra: 200 mérési adatot tartalmazo hisztogram

Az 1.4. dbrén az osztalykozok azonos szélességliek. Ez nem kotelezd, lehetnek kiilon-
b6z6 szélességli osztalyok is. Ilyenkor azonban, hogy az é&bra ardnyai ne torzuljanak, a
fiiggdleges tengelyre a gyakorisag siiriiség értékét, vagy a relativ gyakorisag siiriiség
értekét rajzoljuk, vagyis az intervallum Ax; hosszaval elosztjuk a gyakorisadg, vagy a relativ
gyakorisag értékét. Tehat gyakorisag esetén a gyakorisag siirliség 4; értéke:

1

b= i—012.m (1.2.2)
Ax

i

a relativ gyakorisag esetén pedig a relativ gyakorisag stirltiség f; értéke:

f =% i=0,1,2..m. (12.3)

Latszik, hogy ilyen esetben a gyakorisag, illetve a relativ gyakorisag értékét nem az
oszlop magassaga, hanem az oszlop teriilete jellemzi, hiszen (1.2.2.) atrendezésével:

gvakorisag=oszlopmagassag - osztalyszélesség,
illetve (1.2.3.) atrendezésével
relativ gyakorisag=oszlopmagassag - osztalyszélesség.
Ezekben az esetekben siiriiség hisztogramrol beszéliink. Ilyen stiriség hisztogramot
latunk a 1.5. abréan, ahol az 1.4. abran lathat6 adatokat relativ gyakorisag stirtiség diagra-
mon abrazoltuk. A gorbe farkaindl 1évd osztalyokat Osszevontuk, tehat az osztalykozok

most nem egyformak. Az adatsor azon részén célszerli szélesebb osztalykézoket képezni,
ahol kevesebb az adatok szama.
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Konnyen belathato, hogy a relativ gyakorisdg hisztogram gorbe alatti teriilete egy-

ségnyi.

k/(nax)

[tfem] 5530 4
0,025 -
0,020 4

0,015

relativ gyakorisag sriiség
o
[=]
=
1

0,005 4

0,000 4—F

—
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1.5. abra: 200 ember magassageloszlasat abrazolo hisztogram

1.3. Kumulativ gyakorisag

A statisztikdban gyakorta az a kérdés, hogy adott értéknél kisebb adatok milyen gyakori-
saggal (relativ gyakorisaggal) fordulnak elé a mérési adatok kozott. Ilyenkor beszéliink
kumulativ adatokrol. A kumulativ gyakorisagi (relativ gyakorisdgi) gorbét ugy szerkeszt-
jik meg, hogy adott osztalykdzép f6lé olyan magas téglalapot rajzolunk, hogy magassaga
megegyezzen az adott osztaly és a megel6z0 osztalyok gyakorisdganak (relativ gyakorisa-
ganak) Osszegével. A korabbi példankban a 1.3. tablazat: utols6 oszlopa tartalmazza a rela-
tiv gyakorisagok kumulativ értékét. A relativ gyakorisagok kumulativ értéke esetén a tégla-
lapok magassaga 0-r6l monoton ndvekszik, ameddig el nem éri az 7 értéket.

o o o
& (=] oo
1 1 1

kumulativ relativ gyakorisag
o
ha
L

00 T

v T v T
120 140 160

magassag [cm)]

T
180

T
200

T v T
220 240

1.6. abra: A magassagadatok kumulativ relativ gyakorisag gorbéje

www.tankonyvtar.hu

© Havancsak Karoly, ELTE TTK



1. A mérési adatok kezelése 19

Gyors ellenorzo feladatok

1.1. Lassuk be, hogy valamennyi osztalyra elvégezve a relativ gyakorisag stiriség hisztog-
ram téglalapjai teriiletének 0sszegzését, eredményiil /-et kapunk. Ez azt jelenti, hogy a

N ki —
ZAxinTAXi—]

i=1

Osszefiiggést kell igazolni.

1.2. Lassuk be, hogy az m. (jelen esetben az utols6) osztaly elérése esetén a kumulativ rela-
tiv gyakorisag oszlopmagassaga egyenld lesz /-el!

1.4. Relativ gyakorisag eloszlasok

Mar az 1.1. dbran lattuk, hogy a kisérleti nagy szamok torvénye értelmében nagyszamu
kisérlet esetén a relativ gyakorisag stabilitast mutat. Ha elegendden nagyszamu kisérlet
eredményét diszkrét eloszlas esetén, palcikadbrakon rajzoljuk fel, akkor lathatjuk, hogy a
relativ gyakorisag értékek hogyan oszlanak meg a lehetséges kisérlet kimenetelek kozott.
A 1.7. abran 1000 kockadobas esetén a relativ gyakorisdgok eloszlasat rajzoltuk fel. (Ilyen
kisérletet szamitogépes szimulacioval barki konnyen elvégezhet.) Az abran az latszik, hogy
szemben az 1.2. dbrén tapasztaltakkal, elegendéen nagyszamu dobds esetén a kiilonb6zo
lehetséges kimenetelek relativ gyakorisdgai egyenletesen oszlanak el. A varakozasunk is
ez, hiszen ha a kocka szabalyos, egyik oldal sincs kitiintetve.

0.5 1
k/1000

0.4 +

0,3

relativ gyakorisag

0.2
01

NENEE

kockadobas lehetséges eredménye

1.7. abra: Kockadobas relativ gyakorisaganak eloszlasa 1000 dobas esetén

Folytonos eloszlasok esetén ezt a tulajdonsagot jol tanulmanyozhatjuk a gyakorisag stri-
ség hisztogramon. Nézziik meg, hogyan valtozik meg az 1.4. abran lathato hisztogram jel-
lege, ha nem 200, hanem 1 000 adatbol szerkesztjiikk meg a gyakorisag stirliség hisztogra-
mot. Az 1.8. dbrara rajzoltuk ezt a hisztogramot. Hatarozott tendenciat figyelhetiink meg az
eloszlas menetében. Harang alakt eloszlast kapunk, amelyre akér folytonos fiiggvényala-
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20 I. A MERESI ADATOK LEIRO JELLEMZESE

kot is illeszthetiink. Ha tovabb ndveljiik a mérések szamat, a gérbe mar csak kismértékben
valtozik, ami a relativ gyakorisag stabilitasanak kovetkezménye. Az abran lathato folyto-
nos fliggvényalak nagyon jellegzetes, sok egymastdl fizikailag kiilonb6zd feladat esetében
kapunk hasonl6 stirtiségeloszlas gorbét. A gorbét elsé alkalmazojardl Gauss-gorbének ne-
vezziik. A késébbiekben a Gauss-gorbe matematikai alakjat is megadjuk majd.

g
0,025 4 7‘7 \Y
0,020 71 S‘
o
) 7[
? i
:E X‘
3 00154 7[ \
o
~O i
®
=
2 o010
(]
>
o
0,005 |
0,000 T T T T T ¥ T T
120 140 160 180 200 220

magassag [cm]

1.8. abra: 1000 merési adatbol felrajzolt gyakorisag siiriiség hisztogram, és az illesztett
folytonos gérbe

Tulajdonképpen mar kevesebb szamu mérés esetén is felfedezhetjiik a Gauss-alakl elosz-
last. Lassunk egy egészen masfajta adatsort. Fizikatorténeti érdekessége van Michelson
(1852—-1931) 1879-ben végzett fénysebességmérésének. Michelson 700 mérést végzett.
Adatait nagysag szerinti sorrendben a 1.4. tablazat:tablazat tartalmazza, ahol helytakaré-
kossag miatt az adatoknak csak a 299 000 km/s feletti részét tiintettiik fel.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1620|760 | 800 | 810 | 840 | 850 | 870 | 880 | 930 | 960
2 1650 | 760 | 800 | 810 | 840 | 850 | 870 | 880 | 930 | 960
3 | 720 | 760 | 800 | 810 | 840 | 850 | 880 | 890 | 940 | 970
4 720 | 760 | 800 | 810 | 840 | 850 | 880 | 890 | 940 | 980
5 | 720|770 | 800 | 810 | 840 | 850 | 880 | 890 | 940 | 980
6 | 740 | 780 | 810 | 820 | 840 | 860 | 880 | 900 | 950 | 980
7 1740 | 780 | 810 | 820 | 840 | 860 | 880 | 900 | 950 | 1000
8 1740 | 790 | 810 | 830 | 850 | 860 | 880 | 910 | 950 | 1000
9 1750 | 790 | 810 | 830 | 850 | 870 | 880 | 910 | 960 | 1000
10| 760 | 790 | 810 | 840 | 850 | 870 | 880 | 920 | 960 | 1070

1.4. tablazat: Michelson fénysebesség meresi adatai. A tablazatbeli érteket km/s mértékegységiiek,
és a 299 000 km/s sebesség feletti értékeket mutatjak
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1. A mérési adatok kezelése 21

Az adatokat a kdvetkezO osztalyokba soroljuk: (600; 650), (650; 700), (700; 750), (750;
800), (800; 850), (850; 900), (900; 950), (950; 1000), (1000; 1050), (1050, 1100), ahol
csak a 299 000 km/s feletti részt irtuk ki. Michelson osztalyokba sorolt adatainak gyakori-
sag értekeit a 1.5. tablazat:tablazat mutatja.

osz;zzll:;zep gyakorisag
299 625 2
299 675 0
299 725 7
299 775 16
299 825 30
299 875 22
299 925 11
299 975 11
300 025 0
300 075 1

1.5. tablazat: Michelson adatainak osztalyba sorolasa

A gyakorisag hisztogramot a 1.9. abra mutatja. A vizszintes tengelyre most is csak a
299 000 feletti részt irtuk ki.

30

4 )

20 4

gyakorisag

0 !:l/ \\l:!
600 700 800 900 1000 1100

sebesség adatok [km/s]

1.9. abra: Michelson fénysebesség mérésének adataibol szerkesztett gyakorisag hisztogram

Ha a mérés abszolut pontossagu lenne (ilyen persze nem létezik) akkor minden egyes mé-
rési adatnak azonosnak kellene lennie. Az adatok azonban szérnak, és ez a szoras a mérési
hibaval kapcsolatos. A mérési hibat a hosszmérés bizonytalansaga, a hdémérséklet valtoza-
sa, a méroberendezés forgd tiikkrének frekvenciabizonytalansaga stb. okoztdk. Bar 7100 mé-
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22 I. A MERESI ADATOK LEIRO JELLEMZESE

rés nem tal sok, de a hisztogramon mar elég jol kirajzolodik, hogy a hibaval terhelt adatok
eloszlasa a fentiekben megismert Gauss-alak gorbéhez kozelit.

A Gauss-gorbe tipusti gyakorisag eloszlasokkal (stiriiségekkel) gyakran taldlkozunk,
ennek okat az elméleti targyalas soran majd elemezziik.

Nézzilink még egy példat, ahol a hisztogram alakja nem harang alaka gorbe. Egy hiva-
talban megfigyeljiik, hogy az ligyintéz6 mennyi ideig foglalkozik az tigyféllel. Megmérjiik
100 ugyfél esetében az ligyintézés idejét. Az adatokat tablazatba rendezziik, és osztalyokba
soroljuk. Legyen az osztalyszélesség I min. Az 1.10. dbran a mérés eredménye latszik rela-
tiv gyakorisag hisztogram formdjaban.

030 4

0254

o
]
[=]
1

015+

0,10 4

ugyfél relativ gyakorisag

0,05

0,00

t [min]

1.10. abra: Az iigyfélszam relativ gyakorisag tigyintézés idejének fiiggvényében 100 tigyfél esetén
mérve

Az abran azonnal latszik, hogy az eloszlds maximum nélkiili, és csokkend tendencidju. Az
elméleti targyalas soran fogjuk latni, hogy az idétartammal, €lettartammal kapcsolatos fo-
lyamatok gyakorta ilyen tn. exponencialis eloszlassal jellemezhetdk.

Természetesen nagyszdmu mérést kovetden a kumulativ gyakorisag gorbék is felraj-
zolhatok, és tapasztalhatjuk, hogy elég nagy mérésszdm esetén mar lényegesen nem valto-
zik a gorbe jellege.

1.5. A mérési adatok egyszeriusitett jellemzése

Méréseinket nem mindig akarjuk az Osszes adattal jellemezni. A gyors és egyszerii jellem-
zéshez az adatsort valamiképpen jellemz0 reprezentativ szamértékre van sziikség. Az, hogy
milyen reprezentativ szamértéket valasszunk az adatsor jellemzésére, a statisztika egyik
fontos kérdése.

* Az itt letSlthetd szimulacié azt mutatja, hogy kockadobas esetén a relativ gyakorisag, a relativ gyakorisagok
eloszlasa és a kumulativ relativ gyakorisag hogyan valtozik, mikozben a mérések szdma novekszik.
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Egy adatsor egyetlen szdmmal torténd jellemzésére gyakran hasznaljuk a kozépértéket,
vagy atlagot. Tobbféle kozépérték létezik: szdmtani kozép, mértani kdzép, harmonikus
kozEp, négyzetes kdzép, median, modusz. A feladat jellege donti el, hogy melyik kozépér-
ték jellemzi legjobban az adatsort. Az alabbiakban a kozépértékek hasznalataval ismerke-
diink meg.

1.6. Szamtani kozép

Leggyakrabban talan a szamtani kozepet hasznaljuk.

Definicié. Legyen n darab mérési eredményiink:

X, Xy, X5, ey X

-
Az n mérési eredmény x szamtani kozepén definicid szerint a kdvetkezdt értjiik:

n

2%
NNy, G (1.6.1.)

n n

A definiciobol leolvashato, hogy a szamtani k6z€p az a szam, amellyel ha az 4tlagolan-
do értékeket helyettesitjiik, akkor az 0sszegiik véltozatlan marad.

Nézziink egy konkrét példat! 10 darab kockadobas soran a kovetkezd sorozatot kapjuk:
X, =5 x,=5x=6,x,=Lx;=2;x, =2, x,=4; x, =5, x, =1, x,) =2,
Az adatok szamtani kozepe:

S5+5+6+1+24+2+4+5+1+2

33. 1.6.2.
0 (1.6.2.)

X =

Mivel egy-egy szam tobbszor is szerepel az adatsorban (kettd darab /-es, harom da-
rab 2-es stb.), az atlagot masképpen is szamithatjuk:

2:1+3-2+0-3+1-4+3-5+1-6 _

3.3
10

X =

Altalanosithatjuk is ezt a felismerést. Ha az azonos mérési eredmények gyakorisagat
most is ki-vel jeldljik, a kiilonb6z6 lehetséges eredmények szamat N-nel, akkor az atlag-
szamolas képlete az alabbi lesz:

© Havancsak Karoly, ELTE TTK www.tankonyvtar.hu




24 I. A MERESI ADATOK LEIRO JELLEMZESE

N
Sk
1l
5o kX, +kyxy +kxs + .+ kyxy

:le
n Z ki

(1.6.3.)

Az ilyen atlagszamitast sulyozott atlagnak, a k; gyakorisag értékeket pedig sulyfaktornak
nevezzik.

N
Az (1.6.3) 0sszefiiggés alapjan egy masik képletre is juthatunk. Mivel Zkl. =n a mé-
i=1
rések szama, ami a méréssorozat esetén allando, ezért felirhato az alabbi 0sszefliggés is:

_ K k, k; ky Nk, N
xX=—"tx,+—=x,+—=+.. +—Fx,=) +x = X, 1.6.4.
A n N ; o ;gz i ( )

ahol g; most is a relativ gyakorisagot jeloli. Természetesen a szamtani kozép értéke a sza-
molas modjatol fiiggetlen. A szamtani kdzepet a statisztikaban empirikus varhat6 érték-
nek is szokas nevezni.

A szamtani kozép tulajdonsagai

crer

D(x-X)=0, (1.6.5.)
i=1
hiszen

n n n n
NCREIED IS 1 )
i=1 i=1 i=1 i=1

crer

az Osszefiiggés tulajdonképpen azt jelenti, hogy a szamegyenesen a szamtani kozéptol bal-
ra és jobbra elhelyezkedd szdmok szdmtani kozEéptdl mért tavolsagainak 0sszege megegye-
zik.

2. Ha az atlagoland¢ értékek mindegyikéhez hozzdadunk egy allandd széamot, akkor az
atlag ezzel az allando értékkel valtozik meg:

iZ(xl.+c):)_c+c. (1.6.6.)
ni-;

Ez a tulajdonsag az Gsszegzés elvégzésével azonnal adodik. Az (1.6.6.) kifejezés ter-
mészetesen kivonas esetén is igaz.
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3. Ha az atlagolando értékeket egy c allandoval megszorozzuk, akkor az atlag is megszor-
z0dik ezzel az allandoval:

] n
—Zcxl. =cx. (1.6.7.)
ni-

Ez a tulajdonsag az 6sszegzés disztributiv tulajdonsaganak kovetkezménye.

Az (1.6.6) és (1.6.7) tulajdonsagok a szamtani koz€ép szdmolasa esetén sokszor alkal-
mazhatoak. Az atlagolandd értékekbdl allandd értéket levonva, vagy allandoval osztva
sokszor egyszerlibb szamokhoz jutunk, majd a végén hozzaadéssal, vagy szorzdssal meg-
kapjuk a helyes atlagértéket. Ha példaul 1200, 3600 és 4800 atlagat akarjuk szamolni, ak-
kor elegendd 12, 36 és 48 szamtani kdzepét kiszamolni, majd a kapott értéket megszorozni
100-zal.

Haladoknak
4. Ha az atlagoland¢ értékekbdl levonunk egy szamot, és a kiillonbséget négyzetre emeljiik,

akkor a négyzetek 6sszegének minimuma €éppen az atlagértéknél lesz, azaz

Z(xi—x)zzf(x) minimalis, ha x =X .

i=1

A tulajdonsag ugy bizonyithat6, ha megnézziik, hogy f(x)-nek x szerinti derivaltja milyen x
értéknél egyenld nullaval. Tehat

f’(x):—ZZn:(x[—x):—2zn:xi—2nx:0,

ahonnan
] n
x==>x, (1.6.8.)
niog

¢s ez definicid szerint éppen a szadmtani kdzép.

Gyors ellendrzo feladatok

1.3. Ellendrizziik, hogy a (1.6.8) kifejezés valoban minimum. Képezziik f{x) masodik deri-
valtjat, és nézziik meg, hogy a kapott érték pozitiv eldjelii-e a szélsdérték helyén!

1.4. Szamoljuk ki a kdvetkezd adatok atlagat: 1400; 1200; 200; 500; 1100. Hasznaljuk fel
az Osszefliggések koziil a megfeleldt!

1.5. Az 1.4. tablazat adatait felhasznalva, alkalmazva az (1.6.6) és (1.6.7) Osszefiiggéseket,
szamitsuk ki Michelson fénysebesség méréseinek szamtani kozepét (atlagat)! A feladat
megoldasa soran célszerli tdblazatkezeld programot hasznélni!
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1.7. A mértani kozép

A szamtani kozéppel nem mindig tudjuk kifejezni, amit az atlagtol, vagy a kdzépérték fo-
galomtdl elvarunk. Lassunk egy példat! A csapadék éves mennyisége az elsé évben 12%-
ot, a masodik évben 1%-ot, a harmadik évben pedig 2%-ot ndovekedett. Mekkora a noveke-
dés a harom év alatt?

A novekedés:
1,12-101-102=11538,

vagyis, a novekedés a hdrom év alatt 15,38%-os.

Az atlagtol most is elvarjuk, hogy vele helyettesitve az atlagoland6 értékeket ne valtoz-
z¢k az 0sszes novekedés mértéke. Tehat ha az atlagos éves novekedés p, akkor a harom év
alatti novekedés:

(1+p) =11538.
Megoldva p-re ezt az egyenletet, megkapjuk az atlagos évi csapadékndvekedést:
1+ p=3[11538 = 1,0488.

Az atlagos éves novekedés tehat 4,88%. A harom novekedés szamtani kdzepe 5%, te-
hat a jelen esetben a szamtani kozép helytelen eredményre vezetett volna.

Definicié. Altalanositva a mondottakat, ha x;, x, ..., x, adatlista » darab nem negativ
szambol all (Vx; = 0), akkor ezeknek a szamoknak a mértani kozepe:

X, =AX XX, (1.7.1.)

A példabdl jol latszik, hogy a mértani kdzépet akkor hasznaljuk, amikor az atlagolandé
szamok szorzatdnak van értelme. Altalaban, ha éves novekedési ratakbol szamoljuk ki a

novekedést (kamatok, népesség, arindex, szennyezettségvaltozas, energiandvekedés stb.),
akkor az atlag kiszamitasahoz mértani kdzepet hasznalunk.

1.8. Harmonikus kozép

Mas atlagot hasznalunk akkor, ha példaul atlagsebességet kell szamolnunk. Vegyiik a ko-
vetkezd példat. Formula 1-es autd az s hosszusagu kort 200 km/h sebességgel teszi meg,
mig a kovetkezd korben 300 km/h 6ra a sebessége. A kérdés az, hogy mekkora atlagsebes-
séggel kellett volna mennie, hogy ugyanannyi id6 alatt tegye meg a két kort? A szamolast a
kovetkezOképpen végezziik:
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A konkrét példaban az igy kiszamolt atlagsebesség 240 km/h. A szamtani kézép 250
km/h lett volna. Altaldnositva a felismerést, az tn. harmonikus kézép definicioja:
Definicio. Az x;, x;, ..., x, mérési adat harmonikus kozepét a
n

:anl

i=1 X

X5

(1.8.1))

képlet alapjan szamoljuk. Vegyiik észre, hogy ez a képlet valojaban azt jelenti, hogy a
harmonikus k6zép reciproka egyenld a reciprokok szamtani kozepével, hiszen (1.8.1) kis
atalakitasaval azt kapjuk, hogy

1
xh

Sok esetben a harmonikus kozép adja a megfeleld atlagértéket. Lassunk néhany példat!
A korédbbi példaban lattuk, hogy ha az Gt azonos részeit tessziik meg kiilonb6zd sebesség-
gel, akkor az atlagsebességet a sebességek harmonikus kozepe adja meg. (Ha azonos idok
alatt haladunk kiilonb6z6 sebességgel, akkor a sebességek szamtani kozepe ad helyes atla-
got!). Ha kiilonbozo ellenallasokat kapcsolunk parhuzamosan, és ezeket azonos ellenallas-
okkal akarjuk helyettesiteni, akkor is az ellenallasértékek harmonikus kozepe ad helyes
értéket. Ha azonos tomegi, de kiilonbozo stiriiségli folyadékokat elegyitiink, akkor az atla-
gos stirtiséget a harmonikus kozép alapjan szamolhatjuk.

Konnyen belathatd, hogy ha a mérési adatok mind egyformadk, akkor az eddig targyalt
kozépértékek megegyeznek, és értékiilk megegyezik a mérési adatok értékével. Egyébként
kozottiik az alabbi nagysagi viszony all fenn:

X=X, <X

Gyors ellenorzo feladatok

1.6. Magyarorszag népessége 2004-ben 10 116 742 6 volt . A népesség éves csokkenését
az alabbi tablazat tartalmazza:

év 2005 2006 2007 2008 2009
cs6kkenés | 1,897%o 2,0765%o0 1,0344%o 2,0621%o 1,4361%o

1.1. tablazat: Magyarorszag évenkénti népességcsokkenése

' Kozponti Statisztikai Hivatal: http:/portal.ksh.hu
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Mekkora volt Magyarorszag lakossagéanak 1étszama 2009. év végén? Mekkora volt ebben
az id6szakban az atlagos népességcsokkenés?

1.7. Két, azonos tomegi, kiilonb6zd slirtiségli folyadékot Osszekeveriink. Kérdés, hogy
mekkora lesz a keverék stirtisége?

1.8. Ri=100 Q ¢és Ry=200 Q ellenallasokat parhuzamosan kapcsolunk. Kérdés, mekkora
azonos ellenallasokkal kellene helyettesiteni a két kiilonbozd ellenéllast, hogy az aram-
erésség az aramkorben ne valtozzon?

1.9. Median

Az eddig targyalt kozépértékeknek az a tulajdonsaga, hogy érzékenyek a kiugréd értékekre.
Ha példaul azt halljuk, hogy egy 25 {6t foglalkoztatd cégnél a bruttd atlagkereset 312 000
Ft, akkor ezt csabitonak érezziik. Azonban, ha utananéziink a részleteknek, akkor kidertiil,
hogy a cégnél 24 6 atlagkeresete bruttd 200 000 Ft, és a vezetd keresete bruttdo 3 000 000
Ft. Helyesebb lenne ilyenkor azt mondani, hogy a beosztottak atlagkeresete 200 000 Ft és a
vezetd 3 000 000 Ft-ot kap. A szamtani kozép ilyen esetben félrevezetd értéket ad, mert a
kiugro értékre érzékeny.

Definicié. A nagysag szerint rendezett x;, x», ..., x, mérési adatok medidnjan az adatok
kozépso ertékeét értjiik. Ha n paratlan szam, akkor a median az adatlista kozépso értéke. Ha
n paros, akkor az adatlista két kozépso értékének szdmtani kozepe adja meg a median
értékét.

A fenti fizetéses példaban, ha valamennyi alkalmazottnak 200 000 Ft a fizetése, akkor
a median értéke is 200 000 Ft (fliggetleniil a vezetd kiugroan magas fizetésétol). A defini-
ciobal latszik, hogy a median olyan kozépérték, amelyik nem érzékeny a kiugr6 adatokra.

1.10. Az eloszlas modusza és terjedelme

Az eloszlas helyének jellemzésére hasznalt paraméter a modusz.

Definicio. Diszkrét eloszlas esetén az eloszlas médusza a leggyakrabban eléforduld mért
érték. Mas szdval, a gyakorisdg diagramnak a moédusznal van a maximuma. Folytonos el-
oszlas esetén a modusz annak az osztalynak az osztalykdzepe, ahol a gyakorisdgnak ma-
Ximuma van.

Példaként, az 1.8. abran a modusz értéke 175 cm.

A gyakorisag eloszlas masik fontos tulajdonsaga az eloszlas szélessége. A szélességet
tobbféleképpen jellemezhetjiik. Az egyik lehetséges jellemzés az eloszlas terjedelmének a
megadasa.
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Definicio. Az eloszlas terjedelmén a legnagyobb és a legkisebb adat kiilonbségét értjiik:

Konnyen belathatd, hogy a terjedelem érzékeny a kiugrd adatokra. Ezért az x; mérési
adatok terjedelmét sokszor Ugy szeretnénk jellemezni, hogy figyelembe vessziik valameny-
nyi adat eltérését valamelyik kozépértéktdl. Leggyakrabban a szamtani kozéptdl vald

X, —X eltérést vessziik. Minthogy azonban ezek 0sszege a (1.6.5) Osszefliggés szerint nul-
lat ad, ezért inkabb az

P _
s =13 -
nig

atlagos abszolut eltérést vehetnénk az eloszlas szélességének jellemzésére. Az abszolut
értékkel azonban nehézkes a szamolas, ezért ezt ritkan hasznaljuk. A negativ értéki eltéré-
sektdl azonban nemcsak abszolut értékkel, hanem négyzetre emeléssel is meg lehet szaba-
dulni. Ezért a leggyakrabban az atlagos négyzetes eltérést hasznaljuk az eloszlas szélessé-
gének a mérésére.

1.11. Empirikus szorasnégyzet és szoras

Az eloszlas szélességét jellemz0, leggyakrabban hasznalt paraméter az empirikus szoras.

Definicio. Legyenek x;, x,, ..., x, tetsz6leges valos szamok a mérési adatlista elemei, ame-
lyek szamtani kozepe X . Ekkor az

szziZ(x[—)_c)Z (1.11.1.)
nii-g

kifejezést atlagos négyzetes eltérésnek, vagy empirikus (tapasztalati) szérasnégyzetnek
nevezziikk. Az empirikus szordsnégyzetet a statisztikdban empirikus masodik centralis
momentumnak is nevezik. A kifejezésbdl latszik, hogy az empirikus szorasnégyzet négy-
zetes dimenzidju. Az eloszlas szélességét ezért jobban jellemzi a (1.11.1) kifejezés négy-
zetgyoke.

s oer o e oz s o . sz 7 w1 .2
Definici6. Az empirikus szorason az empirikus szorasnégyzet pozitiv négyzetgyokét

értjiik:
s= 5% = /iZ(x,.—x)Z. (1.11.2)
M ROrEy

% A négyzetgyokvonasnak két értéke van: egy pozitiv és egy negativ. Mivel az empirikus szoras az eloszlas
szélességét jellemzi, ezért a negativ megoldasnak itt nincs értelme.
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Az empirikus szorasnégyzet szamolasa

Az empirikus szorasnégyzetet szamolhatjuk a (1.11.1.) képlet alapjan, de a gyakorlatban
egyszerlibb a szamolas az alabbi tétel alapjan.

Tétel. Legyenek az adatlista elemei az x;, x,, ..., x, valos szdmok. Szamtani kozepiik: x . A
szorasnégyzetre igaz az, hogy

] n
sT==> x’-x". (1.11.3))

Bizonyitas.

n

52 :ii(x,. -x) =i[2(xf —- 2xx, +xz)j =l[ixf —ifoi +ifz} -
ni-; n\ iz i=1 i=1

N\ i=1
I3 _I3 1 _, I3 o I3 _
=—le.2 —2x—2xl. +—nx’ =—le.2 - 2x7 +x° =—le.2 -x’,
ne n- n nieg nieg

vagyis az adatok négyzetének atlagabol kivonva az adatok atlaganak négyzetét megkapjuk
az empirikus szorasnégyzetet.

Gyors ellendrzo feladatok

1.9. Az 1.6. alfejezetben kiszamoltuk /0 kockadobés szamtani kozepét és x = 3,3 értéket
kaptunk. Szamoljuk ki a /0 adat empirikus szorasnégyzetét és empirikus szorasat. Az adat-
lista:

X, =5, %,=5;x,=6,x, =L x; =2, x; =2, x,= 4, xy =5, x,=1; x,, = 2.

1.10. Az adatlista elemei az x;, x, ..., x, valos szamok. Szamtani kozepiik: x. Készitslink
gyakorisag tdblazatot az adatokbol! Minthogy az adatok kézott vannak azonosak is, a tab-
lazat elemei legyenek a;, ay, ..., an, ahol m <n. Az a; értékek gyakorisaga k;, relativ gyako-
risdga g;. Lassuk be az alabbi 6sszefiiggéseket:

l m
2 2 =2
sS == E ka —Xx",

Az sszefliggések alapjan szamoljuk ki ismét az 1.9 feladatban /0 kockadobas sordn az
empirikus szérasnégyzet értékét.
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2. OSSZEFUGGESEK AZ ISMERVEK KOZOTT

A statisztikdban azt a rendszert, amit vizsgalunk, amelyen méréseket végziink, statisztikai
sokasagnak nevezziik. A korabbi fejezetben a sokasanak csak egyetlen ismérvét tekintet-
tilk, és vizsgaltuk ennek az ismérvnek a gyakorisag eloszlasat. Példaként vizsgéltuk az em-
berek egy csoportja magassaganak gyakorisag eloszlasat. A példaban a sokasag az embe-
rek csoportja, az ismérv pedig a magassag.

A sokasagnak azonban nem csak egy ismérve lehet. A fenti példaban példaul a magas-
sag mellett valamilyen mutatoszam alapjan vizsgalhat6 az emberek 6nbizalma, mint a so-
kasag masik ismérve. Ertelmes felvetni azt a kérdést, hogy vajon fiiggetlenek-e egymastol
ezek az ismérvek, vagy van-e kozottikk valamilyen Osszefliggés? Tehat példaul fiigg-e az
emberek Onbizalma a magassaguktol? A tudomanyban gyakori az ilyen kérdésfelvetés. Az
ismérvek kozotti osszefliggések tanulmanyozasa 0j felismerések forrasa lehet.

Ebben a fejezetben a sokasag két ismérve kozotti dsszefliggéseket vizsgaljuk. Ha az
ismérvek szamszerQsithetdk, azaz mérési adataink szdmok formdjaban jelennek meg, akkor
az Osszefiiggések vizsgalatara a regresszio- és korrelacidszamitas johet szoba.

2.1. Pontdiagram

Ha a sokasag elemein mérést végziink a két ismérvvel kapcsolatban, akkor (x;y;) adatpa-
rokhoz jutunk. Az adatokat altalaban tablazatba gytjtjiik. A tdblazatban azonban nem lat-
szanak a tendencidk. Sokkal szemléletesebb, ha az adatokat derékszogli koordinata-
rendszerben abrazoljuk. Minden értékpar egy-egy pontot eredményez a derékszogl koor-
dinata-rendszer sikjdban. Az ilyen abrat pontdiagramnak nevezziik. A pontdiagramon sok
esetben mar szemre is kivehetd, hogy van-e valamiféle 6sszefliggés az ismérvek kozott. Ha
a pontok eloszlasa olyan, mint a 2.1. abran, akkor azt gondoljuk, hogy nincs Gsszefiiggés
az adatok kozott. Ha pedig a pontok eloszlasa olyan, hogy koréjiik olyan ellipszis rajzolha-
to, melynek fétengelye nullatol kiilonb6zd szoggel hajlik az x tengelyhez (2.2. abra), akkor
ez azt jelenti, hogy Osszefiiggés tapasztalhatd az ismérvek kozott, azaz tendencia van a
pontok eloszlasaban.
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32 I. A MERESI ADATOK LEIRO JELLEMZESE

2.1. abra: Az ismérvek kézott nincs osszefiigges

Az ismérveket jellemzd adatok kozott gyakorta linearis az Osszefliggés, vagy mint a ké-
sObbiekben latni fogjuk, az 6sszefliggés konnyen linedrissa alakithatd. Ezért el6szor a line-
aris fliggés jellemzdinek meghatarozéasaval foglalkozunk.

2.2. abra: Az ismérvek kozott 6sszefiigges van

2.2. Linearis regresszio

Nézziink elészor példaként olyan pontdiagramot, amely a 20. szdzad tudomanytorténet-
ének egyik jeles abraja. Edwin Hubble és Milton Humason a galaxisokat tanulméanyozta, és
1929-ben kozolték azt a pontdiagramot, amely a galaxisok Foldtol valo tavolsaganak ¢€s a
Fo1dtdl tavolodo sebességének adatait tartalmazza. A 2.3. abran lathat6 ez a pontdiagram.
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2.3. dbra: A galaxisok sebességének és Foldtol valo tavolsaganak adatai

A sebesség mértékegysége km/s, a tavolsdg milli6 (mega) parsec-ben szerepel
(1 parsec=3,26 fényév). A korabban mondottak szerint a pontok koré rajzolhat6 ellipszis,
tehat az ismérvek kozott van Osszefiiggés. Az dbran az latszik, hogy minél tdvolabb van
egy galaxis a Foldtdl, annal nagyobb a Foldtol tdvolodas sebessége. Ez a felismerés veze-
tett késobb a Nagy Bumm ¢és a tagulo vildgegyetem gondolatahoz, ami a modern asztro-
ndmia egyik alapfelismerése.

Ha lineéris Osszefliggést feltételeziink a sebesség ¢és a tdvolsag kozott, akkor felmeriil a
kérdés, hogy hogyan hatarozzuk meg ennek az egyenesnek az adatait. Az elsé gondolat az
lehet, hogy szemre huzzuk be a trendvonalat. Ez nem rossz 6tlet, sokszor ezt is tessziik,
amikor a mérések utan gyors értékelést végziink. Hogyan hizunk vonalzdval a pontokra
legjobban illeszkedd egyenest? Igyeksziink tigy elhelyezni a vonalz6t, hogy a meghuzott
vonal alatt és felett koriilbeliil azonos szdmu pont helyezkedjen el. A modszer nem rossz,
hatranya azonban, hogy valahanyszor szemre elvégezziik az illesztést, mindannyiszor kissé
kiilonb6z6 eredményt kapunk.

Lehet objektivebb mddszert is valasztani, amely tudoményos médszerként jobban al-
kalmazhat6. Meghatarozhatjuk példaul a pontok tavolsagainak Osszegét a lehetséges
trendegyenesektol, és ezek koziil azt valasztjuk, amely esetében a ponttavolsagok Osszege
a legkisebb. Milyen tavolsagokat valasszunk? Valaszthatjuk a pontok fliggéleges tavolsa-
gat, ahogyan azt a 2.4. dbra mutatja, vagy a vizszintes tdvolsagokat, ahogyan azt a 2.5. ab-
ran latjuk.

2.4. abra: A pontok fiiggdleges tavolsaga a trendegyenestdl
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2.5. abra: A pontok vizszintes tavolsdaga a trendegyenestol

Vélaszthat6 lenne még a pontok geometriai (merdleges) tavolsaga is, azzal azonban ko-
rilményes szamolni, ezért azt nem szoktak valasztani.

A tavolsag szamolasnal abszolut értékekkel kellene dolgoznunk, ami matematikailag
koriilményes, ezért inkabb a Gauss altal javasolt négyzetdsszegekkel dolgozunk, ahhoz
hasonldan, ahogyan azt az empirikus szérasnégyzet esetében tettiik. A modszert legkisebb
négyzetek modszerének nevezziik.

2.3. A legkisebb négyzetek modszere

A legkisebb négyzetek Gauss altal javasolt mdodszerében a mérési pontok egy lehetséges
trendegyenestdl mért fliggdleges vagy vizszintes tadvolsagainak négyzetdsszegét szamoljuk,
majd megkeressiik azt az egyenest, amely esetében ez a négyzetdsszeg a legkisebb. Az
alabbiakban matematikailag fogalmazzuk meg az itt leirt feltételt.

Definicio. A legkisebb négyzetek modszerével az n darab (x;);) pontparra legjobban il-

leszkedd egyenest hatarozzuk meg. A még nem ismert, meghatarozando egyenes meredek-
sége legyen q, tengelymetszete b, tehat az egyenes egyenlete:

y=ax+b.

Az x; mért értékhez y; mért érték tartozik. Az x; pontban a meghatdrozand6 egyenes y
koordinataja: y(x,), ahogyan azt a 2.6. abran lathatjuk. A mérési pont és az egyenesen
1év6 pont tavolsaga tehat:

-y(x).

A legkisebb négyzetek mddszere szerint ezeknek a tavolsagoknak a négyzetosszegét kell
szamolni:

S(a,b)= Z —y(x.)) (2.3.1)
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2.6. abra: Magyardzo dbra a legkisebb négyzetek modszeréhez
Ugy kell megvalasztani a és b értékét, hogy a négyzetdsszeg minimalis legyen, vagyis
S(a,b)zZ(yi —(ax; +b))2 =min.

i=1

A fenti definici6 alapjan a szdmolés az aldbbiak szerint torténik. Az S(q,b) fliggvény

minimumat kell megkeresni, ami kdzismert mdédon a derivaltak nullhelyeinek meghataro-
z4sat jelenti. Ki kell tehat szamolnunk az aldbbi két parcidlis derivalt értékét:

oS(ab) _, . 0S(ab)_
da " b

0.

Elvégezve a derivalas miiveletét, két egyenletre jutunk:

Zn“z(y[ —(ax,+b))-x,)=0, (2.3.2)
" 2y, —(ax, +b)Y~1)=0. 233)
> 1

Atrendezve az egyenleteket (2.3.2.)-b6l és (2.3.3.)-bol azt kapjuk, hogy

ixiy[ :aixf +bzn:x; ) (2.3.4))
i=1 i=1 Py

Zn:yi :azn:xi +bn. (2.3.5.)
i=1 i=]
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A keresett a és b paraméter ebbdl az egyenletrendszerbdl, a mért x;, y; értékekkel kife-
jezheto.

Szamolasra alkalmasabb és attekinthetobb formulat kapunk, ha bevezetjiik a kovetkezo
uj valtozokat (ezek lényegében a mérési pontok koordinatainak szamtani kozepei):

x=4=L (2.3.6.)
n
Zyi
y==—. (2.3.7.)
n

Ezekkel kifejezve a két keresett mennyiséget:

inyi —nxy
a=— (2.3.8.)
2 2
Zx,. —nx
i1
by ar. (239)

A masodik derivaltakkal belathato, hogy az igy kapott a és b értékeknél S¢a,b)-nek
minimuma van.

A 2.4. 4bran a (2.3.8.) és a (2.3.9.) egyenletek felhasznélasaval kiszdmolt egyenest raj-
zoltuk be. Ezt az eljarast linearis regresszionak nevezik. A fiiggéleges tavolsagok felhasz-
nalasaval szamolt legjobban illeszkedd egyenest pedig elso regresszios egyenesnek szok-
tak nevezni.

Természetesen a legkisebb négyzetek modszerével kiszamolhato a vizszintes tavolsa-
gok alapjan is a legjobban illeszkedé egyenes. Ilyenkor az x, — x tdvolsdgok négyzetdssze-
gét kell kiszamolni, és a minimumot megkeresni, ahol

x(y,)=ay,+b". (2.3.10.)

Formalisan azonnal adddik, hogy a valtozok felcserélésével a megoldas alakja:

zxiyi — nxy
" ==l ,
D v —ny’
i=1
b'=x-a'xy.
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Ha a szokésos alakra akarjuk hozni az egyenes egyenletét, akkor (2.3.10.) kis atalakita-
saval azt kapjuk, hogy

y= ]*x—b*. (2.3.11.)

a a

A 2.5. dbréra az igy kiszamolt paraméterli egyenest rajzoltuk. A vizszintes tavolsagok
alapjan szdmolt egyenest masodik regresszidos egyenesnek nevezik. A 2.7. abrara kozos
koordinata-rendszerbe rajzoltuk az els6é és masodik regresszids egyenest.

14 o 2. regressziés egyenes

1. regresszios egyeanas

2.7. abra: Az abra pontjaihoz illeszkedo két regresszios egyenes

Altaldban a két egyenes kiilonbozik egymastél. Mennél jobban illeszkednek a mérési pon-
tok egy egyenesre, annal kozelebb esik egymashoz a két regresszios egyenes. Ha a pontok
pontosan egy egyenesre esnek, akkor nyilvanval6d, hogy mindkét regresszids egyenes ezen
az egyenesen halad, hiszen a pontok egyenestdl valé minimalis tavolsaga igy nulla. Ilyen-
kor tehat a két regresszids egyenes megegyezik. Mennél jobban szérnak a pontok, annal
inkabb kiilonbozik a két regresszios egyenes. A 2.1. abran mutatott trend nélkiil szor6 pon-
tok esetében az elsd regresszids egyenes vizszintes, a masodik regresszids egyenes pedig
fliggbleges, ahogy az a 2.8. dbran lathato.

2.8. dabra: Trend nélkiil szoro pontok esetében a két regresszios egyenes

© Havancsak Karoly, ELTE TTK www.tankonyvtar.hu




38 I. A MERESI ADATOK LEIRO JELLEMZESE

2.4. Linearis korrelacio

A linedris korreldcidanalizis feladata az, hogy a korabban feltart tulajdonsagok felhaszna-
lasaval jellemezze, €s szamszerlsitse azt, hogy a két mért ismérv kozott mennyire linedris
a kapcsolat, vagyis, hogy a pontok a diagramon mennyire illeszkednek egy egyenesre. Azt
kell tehat vizsgalnunk, hogy a két regresszios egyenes mennyire tér el egymastol, azaz
hogy az elsd regresszidos egyenes meredeksége hogyan ardnylik a mdasodik regresszids
egyenes meredekségéhez. A kordbbiakban mar lattuk, hogy az elsé regresszids egyenes
meredeksége

m,=a,

a masodik regresszios egyenes meredeksége pedig

m,=—.
a
A jellemzéshez hasznalt hanyados:
rz_ﬂ_%:aa*. 2.4.1)
m, *
a*
Ennek gyoke
r=+vaa . (2.4.2)

Vizsgaljuk meg r abszolut értékének viselkedését! Ha a pontok pontosan egy egyenesre
esnek, vagyis tokéletes a két ismérv kozott a linedris kapcsolat, akkor a két regresszios
egyenes meredeksége megegyezik, vagyis m;=m;. llyenkor tehat (2.4.1.)-bdl az kdvetke-
zik, hogy

=1 (24.3)

A masik véglet az, amikor a két regresszids egyenes merdleges egymasra. Ilyenkor,
mint lattuk, nincs linedris kapcsolat az ismérvek kozott, és (2.4.1.)-bdl az kovetkezik, hogy

r=0. (24.4)

Minden mas esetben |r| értéke 0 és 1 kozotti.

Ha részletes felirjuk #* alakjat, akkor az alabbi kifejezést kapjuk:
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(ixiyi _nx_yj [ixiyi _nﬁj
2 i=1

7= i=1

2] (27w
i=1 i=1

Ennek négyzetgyoke:

(ixiyi - "x_yj

_ i=1

N

crer

(2.4.5)

z¢s részletesebb vizsgalata alapjan megmutathatd, hogy » akkor negativ, ha a regresszios
egyenes meredeksége negativ, azaz az egyenes ,lefel¢” halad, és akkor pozitiv, ha az
egyenes meredeksége pozitiv, vagyis az egyenes ,,emelkedik”. Az » mennyiség elnevezése
empirikus korrelacios egyiitthato.

A 2.4. abran mutatott adatok esetében r=0,926, ami még jo lineéris kapcsolatot mutat.
Ellenben, ha r értéke példaul 0,4, akkor gyenge a linearis kapcsolat a két ismérv kozott, és
a legkisebb négyzetek modszerével meghatarozott egyenes paraméterei bizonytalan infor-
macioval szolgalnak a trendet illetden. Az empirikus korrelacids egylitthatd tehat arra
hasznalhato, hogy az ismérvek kozotti linearis kapcsolat erdsségét vizsgaljuk. Az r abszo-
lat értéke minél kozelebb van /-hez, annal erdsebb a linearis kapcsolat.

Gyors ellenorzo feladatok

2.1. Lassuk be, hogy a korrelacids egyenes meredekségét leird (2.3.8.) kifejezés nevezdje
mindig pozitiv! Azt kell tehat belatni, hogy

n
Z:xf—m_c2 >0!

i=1

2.2. Bizonyitsuk be, hogy ha a regresszios egyenes meredeksége negativ (a<0), akkor ez r-
re 1s igaz, vagyis ilyenkorr» < 0.

2.3. Igazoljuk, hogy az r empirikus korrelacids egyiitthatora talalt (2.4.5.) Osszefiiggés és
az alabbiakban adott alak megegyezik egymassal:

> (5 -X)(y,~7)
\/i(x,- Y33

(2.4.6.)

=
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40 I. A MERESI ADATOK LEIRO JELLEMZESE

2.5. Nemlinearis regresszio
Linearizalasi eljaras

Az ismérvek kozott sokszor nem linearis a kapcsolat. Ez a mérési adatokat tartalmaz6 tab-
lazat alapjan ritkan dertiil ki, de vagy elméleti megfontolasokbdl tudjuk, vagy pedig a pont-
diagram segitségével allapitjuk meg. Példaként lassuk a 2.1. tablazat:ot, amely eurdzsiai
folyok hosszat és a hozzajuk tartozo vizgyiijtd teriilet nagysagat mutatja be.

folyo hossz [km] vizgyiijté teriilet [km]
Ob 5410 2972000
Irtis 4248 1643000
Volga 3692 1420000
Duna 2850 817 000
Dnyeper 2290 516 000
Kéma 1805 507 000
Dnyeszter 1362 72 000
Rajna 1230 199 000
Elba 1165 144 000
Visztula 1047 194 000
Tisza 962 157 000
Dréva 749 40 000
Ipoly 212 5000

2.1. tablazat: Eurdzsiai folyok hossza és vizgylijto teriileteik nagysaga

A tablazatbol nem latszanak a tendenciak. Pontdiagramon abrazolva a vizgytijto teriiletet a
folyohossz fliggvényében, lathatova valik, hogy Osszefiiggés van a két jellemzo6 kozott, de
az Osszefliggés nem linearis. Ez lathat a 2.9. abran.

[10° km?]

3.0 °
2.5 -

2,0+

vizgy(jto teriilet
L]

0.5 e ®

0,0~ . .

T T T T T : T T T b T T T
4] 1 2 3 4 5 <]

folyo hossza [10” km]

2.9. dbra: Eurazsiai folyok hossza és vizgyiijto teriiletiik nagysaga
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2. Osszefiiggések az ismérvek kézott 41

Elméleti meggondolasokbdl sejthetd, hogy a vizgyiijto teriilet nagysdga négyzetesen fiigg a
folyo hosszatol. Az is feltehetd, hogy a 0 km hosszasaga folydhoz 0 km? vizgyiijté teriilet
tartozik. A fliggvénykapcsolat jellege tehat

2
y=ax

alakq, ahol x folyo hosszat y pedig a vizgyljto teriilet nagysagat jeloli. Ha igaz a feltevés,
akkor y-t X fliggvényében abrazolva egyenest kell kapnunk. Ezt az 4brazolds mddot mutat-
jaa2.10. abra.

[10° km?|
30 4

25

vizgyljto teriilet
=) o o]
1 1 1

w
1
L]

o
1

T T T T Y T T T v T
00 05 10 1.5 20 25 3.0 e
[10" km’]
folyéhossz negyzete

2.10. abra: A folyok vizgyiijto teriilete a folyohossz négyzetenek fiiggvényében

Ha tehat a sokasag jellemz6i kdzott nem linedris a kapcsolat, akkor az abran sok esetben
linearissa tehetd az Osszefiiggés. Ezt kovetden pedig alkalmazhatd a koradbban megismert
linedris regresszid a legkisebb négyzetek modszerével.

Ha elméleti megfontoldsokbdl nem ismerjiik a hatvanyfliggvény kitevojét, akkor a ko-
vetkezd eljaras vezethet sikerre. Legyen a fliggvény alakja

y=bx".
Képezziik az egyenlet mindkét oldalanak természetes alapu logaritmusat:
Imy=mnb+alnx.

Ha bevezetjiik a kovetkez6 11j valtozokat:

y=Ilny, b=Inb; x=Inx,

akkor azt kapjuk, hogy
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42 I. A MERESI ADATOK LEIRO JELLEMZESE

tehat, 7 -ot abrazolva x fiiggvényében egyenest kapunk, amelynek meredeksége az isme-
retlen kitevd.

Nézziik meg, hogyan alkalmazhat6 a talalt 0sszefiiggés példaul az elézo, folyokkal
kapcsolatos példaban. Tegyiik fel, hogy nem ismerjiik a kitevot, és meg szeretnénk hata-
rozni. Ehhez abrdzolni kell a folydk hosszanak logaritmusat (/n x) a folyok vizgytijto terii-
letének logaritmusa (/n y) fliggvényében. Ez lathaté a 2.11. dbran, ahol mindkét logaritmus
természetes alapu.

InY

In X
2.11. abra: A folyok vizgyiijto teriiletének logaritmusa a folyohossz logaritmusanak fiiggvényében

Az é4bran a legkisebb négyzetek modszerével a pontokra illesztett egyenes is latszik. Az
egyenes meredeksége:

a=196,

ami jo kozelitéssel igazolja a meredekségre tett korabbi elméleti feltevésiinket.

Gyakran exponencialis kifejezéssel van dolgunk (példaul élettartamok, radioaktiv bom-
lasok idépontja stb. sordn). Ilyenkor tehat az (x;,);) jellemzok kozott

y=be™; x>0

jellegli 0sszefliggést kereslink. Meghatarozandé az a és a b paraméter. A kovethetd eljarés
az alabbi. Képezziik mindkét oldal természetes alapu logaritmusat:

Iny=Inb-ax.
Ha bevezetjiik a

y=lny, b=Inb
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uj valtozokat, és dbrazoljuk y -ot x fliggvényében, akkor egyenest kapunk, amelynek me-
redeksége a, tengelymetszete pedig In b.

A fentiekben vazolt linearizalasi eljaras a legtobb fiiggvénytipus esetében sikeresen al-
kalmazhato, és a gyakorlatban sokszor hasznaljuk is ezt a modszert.

Haladoknak

Nemlinearis legkisebb négyzetek modszere

A jellemzd6k kozotti nemlineéris kapcsolat esetén a fentiekben vazolt linearizalason kiviil
alkalmazhaté a nemlinedris legkisebb négyzetek mddszere. Az eljarast az aldbbiakban va-
zoljuk.

Legyen a kisérletek soran kapott n darab (x;y;) (i=1, 2, ..., n) értékparunk. Elméleti
megfontolasokbol, vagy a linearizalési eljaras soran megismert modon tudjuk, hogy a pon-
tok kozott

y=¢(x;a,a,,..a,)

fliggvénykapcsolat van. Minthogy a mérés soran statisztikus jellegli hibak terhelik a mérési
pontokat, ezért altalaban a mért y; és a a képlet adta y = ¢(x,;a,,a,,...,a, ) értékek eltérnek
egymastol:

v.—o(xa,a,,...a, )=¢, (i=I, 2, .., n).

A legkisebb négyzetek modszere szerint a feladat az, hogy a
S(a,.a,,....a, )= Zaf
i=1

Osszeget minimalizaljuk. Keressiik tehat a

n 2

S(a.a;,...a, )= Z[yi _(D(X"apazw-’am)]

i=1

fliggvény minimumat az a;-k fiiggvényében. Amennyiben a ¢ fliggvény az a; paraméterek
szerint differencialhat6, akkor a minimum sziikséges feltétele:

B _p By 05

ey —=0.
oa, oa, oa,

Az m szamu egyenletbdl kiszamolhaté az m darab a; paraméter értéke. Ezeket visszair-
va a ¢ fliggvénybe, megkapjuk a pontokra legjobban illeszkedd fiiggvényt.
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44 I. A MERESI ADATOK LEIRO JELLEMZESE

Elméletileg belathatd, hogy a linearizalassal és a nemlinedris legkisebb négyzetek
modszerével kapott fiiggvények nem azonosak. Az eltérés altalaban nem nagy, €és a gya-
korlat szdmara altalaban elhanyagolhato.

Fontos megjegyzés, hogy a legkisebb négyzetek modszerével kapott fliiggvényalakok,
bar jol illeszkednek a pontokra, de nem biztos, hogy a fliggvényalaknak van fizikai jelenté-
se. Az igy kapott gorbe altalaban empirikus képletnek tekintendd!
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3. AVALOSZINUSEG FOGALMANAK BEVEZETESE

3.1. Az alapfogalmak bevezetése

A korabbi fejezetekben mar lathattuk, hogy a kisérleti adatok kezeléséhez jol hasznalhatok
a leir¢ statisztika modszerei. Ahhoz azonban, hogy tovabblépjiink és mélyebben megis-
merhessiik a véletlen kisérletek sajatossagait, elobb meg kell ismerniink a valoszinliség-
szamitas alapjait.

A leir6 statisztika sordn taldlkoztunk mar a véletlen kisérlet fogalmaval. Definidljuk
most szabatosan ezt a fogalmat.

Definicio. Az olyan kisérletet nevezziik véletlen kisérletnek, melynek végeredményét az
altalunk figyelembe vett okok nem hatdrozzak meg egyértelmiien. A kisérlet kimenetele
tobb, esetleg végtelen sok lehetséges eredmény koziil az egyik.

Egyszerii példaként tobbszor fogjuk emlegetni a kockadobast, vagy a pénzérmés kisér-
letet, amelyek kimenetele diszkrét elemekbdl 4ll6 halmaz egyik eleme. Masik lehetséges
példa a napi kozéphomérséklet alakuldsa, amikor folytonos halmaz egyik eleme a vég-
eredmény.

Definicio. A véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezziik.
A tovéabbiakban az elemi eseményeket w-vel jeldljiik, ahol az index a lehetséges elemek
koziil az i-ediket jeloli.

A kovetkezo fontos fogalom az eseménytér fogalma.

Definicio. Az elemi események Osszességét eseménytérnek nevezziik, és a tovabbiakban
az eseményteret Q-val jeloljiik, tehat

.Qz{a),,a)z,..., a)n}.

Lathatd, hogy az eseménytér egy halmaznak foghaté fel, amelynek elemei az elemi
események.

A véletlen eseményekkel kapcsolatban mas események is megfogalmazhatok, példaul
olyanok, amelyek tobb elemi eseményt tartalmaznak.
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3. A valdszinliség fogalmanak bevezetése 47

Definicié. Az elemi események egy halmazat tartalmaz6 eseményt véletlen eseménynek
nevezziik. A tovabbiakban a véletlen eseményeket 4, B, C nagy latin betiikkel jeldljiik.
Igaz tehat az, hogy

Ac Q,

vagyis halmazelméleti megfogalmazassal, az 4 véletlen esemény az elemi események (2
terének egy részhalmaza.

Egy kisérlet soran a véletlen eseményt akkor tekintjiik megvalosultnak, ha a megvalo-
suld elemi esemény része az A halmaznak. Természetesen Q2 is egy esemény, és mivel az
eseménytérrel kapcsolatos mérés soran Q2 biztosan bekdvetkezik, ezért ezt az eseményt
biztos eseménynek nevezzik.

Példaul a kockadobas esetén az eseménytér:
2={1,2,34756}.
A paros szamokat tartalmazo véletlen esemény:
A=12,4,6},

ahol az elemi események w;=2, w,=4, w;=6. A kockadobasos kisérlet soran az 4 esemény
akkor valosul meg, ha valamelyik paros szamot dobjuk.

Az eddigiekbdl mar latszik, hogy az elemi halmazelmélet fogalmait és jeloléseit fogjuk
hasznalni. Ha valaki ezekre nem emlékszik, akkori itt az ideje a tema atnézésének (lasd a

Fiiggelékben a 13. fejezetet)!
Haladoknak

Felvetddhet az a kérdés, hogy egy eseménytérrel kapcsolatban hany esemény fogalmazhat6
meg? Nézzilink egyszerli példat! Egy urnaban négy golyo van, /, 2, 3, 4 szamokkal ellatva:

2={1,234}.

A kisérlet abbol allhat, hogy véletlenszeriien golyokat hiizunk az urnabél. irjuk fel az
Osszes lehetséges eseményt az elemi eseményeikkel:

O3 A1 28 35 145 W24 L35 {143 (2,35 1243 344 112,35 1241 11344 {2.3.4)

{1234}

A halmazelméletben szokasos, hogy a nulleseményt (jelen esetben, hogy nem huzunk
golyot) minden halmaz részhalmazanak tekintjiik. Az 6sszes véletlen események halmaza
tehat ebben az esetben /6 eseményt tartalmaz.
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Gyors ellenorzo feladat

3.1. Lassuk be, hogy altalaban igaz az, hogy ha (2 -nak n elemi eseménye van, akkor az
Osszes lehetséges események szama: 2".

Miiveletek eseményekkel

Lattuk, hogy az események halmazok, ezért minden olyan miivelet elvégezhetd az esemé-
nyekkel, amely a halmazok kozott definialva van.

Tehat példaul aZAl. Osszegesemény az az esemény, melynek soran legalabb az egyik A4;
i=1

esemény megvalosul. Vagy, a HAi szorzatesemény az az esemény, melynek soran vala-
i=1

mennyi 4; megvalosul. Ha 4 (4 komplementer eseménye) megvalosul, akkor 4 nem valo-

sul meg stb.

Gyors ellenorzo feladatok

3.2. Legyen 4 és B két eseményhalmaz. Ezek olyan halmazok, amelyeknek van k6zos ré-
sziik, vagyis AB # @ . Irjuk fel 6sszegiiket két kozos rész nélkiili halmaz 6sszegeként.
3.3. Milyen feltételekkel igaz az egyenldseg:

(A+B) — B= A.

3.2. Gyakorisag, relativ gyakorisag, empirikus nagy szamok
torvénye

A leir6 statisztikarol szolo fejezetben mar megismerkedtiink a gyakorisag €s a relativ gya-
korisag fogalmaval. Elevenitsiik fel, hogy a kisérletek soran milyen tapasztalatokat szerez-
tiink a gyakorisaggal kapcsolatban, és nézziik meg a gyakorisdgok néhany tovabbi tulaj-
donséagat!

Legyen az eseményteriink:

Q:{a)l,a)z,...,co }

n

Lattuk korabban, hogy ha véletlen kisérletet végziink az eseménytéren, akkor a vég-
eredmény az elemi események koziil az egyik. Egyetlen kisérlet esetén ennél nagyobb bi-
zonyossag nincs! Azonban, ha sokszor (n-szer) hajtjuk végre a kisérletet, és ennek soran az
A esemény gyakorisaga k4, a B esemény gyakorisaga kp, akkor a kisérleti tapasztalat azt
mutatja, hogy a k4/kp hanyados, elég nagy n esetén, viszonylagos stabilitdst mutat. Ez azt
jelenti, hogy a gyakorisagok hanyadosa a kisérletszam fiiggvényében mar csak kicsit valto-
zik. Ezeket a kis valtozasokat statisztikus ingadozasoknak nevezziik. Ez a viszonylagos
stabilitds az, amit empirikus nagy szamok torvényének neveztiink. A tapasztalatai alap-
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jan mindenki altal konnyen belathatd példa az érmedobds esete. Nagyszamu dobds esetén
azt varjuk, hogy kozel azonos szamu fej és iras lesz a végeredmény, azaz a két esemény
gyakorisaganak hanyadosa:

Az Q biztos esemény gyakorisaga megegyezik a mérések szamaval. Ha tehat a B ese-
mény helyébe a biztos eseményt tessziik, akkor a hanyados alakja:

Ezt a hanyadost neveztiik relativ gyakorisdgnak. Az igy kapott hanyados is stabilitast
mutat az n mérésszam novekedésével.

A gyakorisadg szama nem lehet nagyobb a mérések szamanal. Igaz tehat az, hogy
0<k,<n.
Ennek az egyenldtlenségnek az atrendezésével azt kapjuk, hogy

o<hic. (3.2.1)
n

A relativ gyakorisag tehat 0 és 1 kozotti értéket vehet fel, a hatarokat is beleértve.

Mit tudunk mondani két esemény Osszegének relativ gyakorisagardl? Legyen a két
esemény A €s B. n kisérlet soran a gyakorisaguk k4 és kp. A két esemény Osszege A+B, az
Osszeg gyakorisaga k5. Altaldban igaz az, hogy

k,,<k, +k,, (3.2.2)

hiszen, ha a két eseményhalmaznak van a nulleseménytdl kiilonb6z6 kozos része, akkor azt
k4 és kp értékébe is beleszamitjuk, ugyanakkor az ilyen események k5 szdmolasakor csak
egyszer szamolandok.

Nézziink egy egyszerli példat!

3.1. Példa. A kockadobas estén az 4 esemény legyen a kdvetkezo:
A=1{1,23},
a B esemény pedig:

B=1{345}.
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Az A+B esemény pedig a kovetkez6:
A+B=1{1,2,34,5}.

Végezziink el egy n=10 dobasbol allé kockadobésos kisérletet, melynek soran az alab-
bi elemi események kovetkeznek be:

1,1,3,6,5,5,3,2,2,4.

Szamoljuk meg, hanyszor kdvetkezett be az 4, a B és az A+B esemény! A kdvetkezo-
ket kapjuk:

ky=6, ky=5, k, =8,

vagyis valoban a (3.2.2.) kifejezésben a kisebb relécio teljesiil, melynek az oka az, hogy a
kozos elemeket az egyenldtlenség jobb oldalén kétszer szamoljuk.

Mas a helyzet azonban akkor, ha a két halmaz diszjunkt, azaz nincs kozos résziik
( AB = @ ). Ekkor és csak ekkor, igaz az, hogy

ky =k, +k,. (3.2.3)

Ha a (3.2.4.) egyenlet mindkét oldalat osztjuk n-nel, akkor a relativ gyakorisagokra ér-
vényes Osszefiiggésre jutunk:

kuw Ky Ky

n n n

(3.2.4)

Szavakban megfogalmazva: ha két eseménynek nincs k6zos része (diszjunkt halma-
zok), akkor 6sszegiik relativ gyakorisaga megegyezik a relativ gyakorisadgaik 6sszegével.

Gyors ellenorzo feladat

3.4. Lassuk be, hogy a (3.2.3) Osszefliggés igaz tetszéleges szamu, kdzds résszel nem ren-
delkez6 esemény gyakorisdgara is! Alkalmazzuk a teljes indukcié modszerét!

3.3. A valoszintliség kisérleti meghatarozasa

Az el6z6 fejezetben a relativ gyakorisaggal kapcsolatban leirt torvényszertiségek alkalma-
sak a valdszinliség fogalmanak definidlasara.

Mivel a relativ gyakorisag nagyszamu kisérlet esetén viszonylagos stabilitast mutat,
ezért a véletlen kisérletek soran célszerli ezt a mennyiséget az adott esemény jellemzésére
hasznalni. Azt mondjuk, hogy egy véletlen esemény valosziniiségének kisérleti értéke az
adott esemény nagyszamu kisérlet esetén bekdvetkez6 relativ gyakorisaga. Jeloljiik az A4
esemény kisérleti valdszinliségi értékét Py;(A)-val, akkor
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B.(A)= %‘ , ha n elegendden nagy. (3.3.1)

Hogy mi az elegendden nagy n érték, azt adott kisérletben a pontossag igény szabja
meg. A késobbiekben még visszatériink erre a kérdésre. Az igy definialt valdsziniiség ér-
tékre igaz, hogy

0<P.(4)<I, (3.3.2)

vagyis, ha igy definidljuk a valosziniiség kisérleti értékét, akkor egytttal a skalat is meg-
szabtuk. Nem feltétleniil kell azonban a skalanak 0 és 7 kozotti értékiinek lennie. A gya-
korlatban sokszor szazalékban fejezik ki a valoszinliség értékét, ami azt jelenti, hogy a
skala 0 és 100 kozotti. Ilyenkor tulajdonképpen a (3.3.1.) definicioval kapott értéket szaz-
zal szorozzuk.

A definiciobol az is latszik, hogy mivel # kisérlet sordn a biztos esemény n-szer kovet-
kezik be, ezért a biztos esemény kisérleti valoszinlisége /.

Eddigi meggondoléasaink kisérleti tapasztalatokra vonatkoztak. Ezek a megfigyelések
teremtették meg az alapjat annak, hogy a valoszintiségelmélet axiomatikus felépitése meg-
konstrualhato legyen.

3.4. A valoszintlségelmélet axiomai

A. N. Kolmogorov orosz matematikus 1933-ban fektette le a valosziniiségelmélet axioma-
tikus alapjait. Ez tette lehetdvé, hogy a valdszintiségelmélet a matematika biztos alapokkal
rendelkezd része lehessen. Az altala felirt hdrom axiéma az alabbi.

1. axioma. Minden A4 e @ véletlen eseményhez hozzarendelhetd egy P(4) szam, amelyre
igaz, hogy

0<P(A)<I. (3.4.1)

A P(4) figgvényt az Q eseménytér 4 részhalmazain értelmezett valdszinliség-
eloszlasnak, vagy roviden az 4 esemény valdszintiségének nevezziik.

2. axioma. A biztos esemény valdszinlisége 1, vagyis

P(2)=1. (3.4.2))

3. axioma. Ha 4; véges sok, vagy megszamlalhatoan végtelen sok esemény, ahol
A A, =0 ha i+ j,akkor
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P(A +A4,+4,+..)=P(A4, )+ P(A,)+P(4;)+....

Tomdrebben felirva ugyanezt:

P(ZA,): Y. P(4). (3.4.3)

A 3. axidéma alakja két eseményre felirva: ha 4,4, = @, akkor
P(A,+A4,)=P(A,)+P(4,).

Az axiomak lényegébdl kovetkezik, hogy felirasuk onkényes. Azonban, ha a beldliik
kovetkezd tételeket a valosag leirdsara kivanjuk felhasznalni, akkor ez az onkényesség
korlatozodik. Vegyiik észre, hogy a valdszinliség axidmai is korabbi kisérleti tapasztalatok-
ra alapozddnak. A valdszinliség axiomai olyan Osszefiiggések, amelyek kisérletileg bizo-
nyithaté mddon a relativ gyakorisagra igazak. Ha valdszinliségnek azt az értéket tekintjiik,
ami koriil nagy mérésszam esetén statisztikusan ingadozik a relativ gyakorisag, akkor az
axioma megfogalmazasanak Ujdonsdga abban all, hogy feltételezi ezeknek az Osszefligge-
seknek az igazat erre az értékre is.

Latjuk tehat, hogy az axiomék az 4 eseményekhez egy-egy szamot (a valdszinliséget)
rendelik hozza. Ez az

A—>P(A)
hozzarendelés hasonld a valos szamok kozében megismert x — f(x ) fliggvénykapcsolat-

hoz. Az A eseményeket és a hozzéajuk rendelt P(4) szamértékeket egylittesen valészintiségi
mezonek nevezziik.

3.5. Az axiomak kovetkezményei

Az axidémakbdl a halmazelmélet és a matematikai logika segitségével olyan Osszefiiggése-
ket vezetiink le, amelyeket a valdszinliség-szamitas alaptételeinek nevezhetiink. Miel6tt a
tételekre ratérnénk, definialjunk egy 01j fogalmat.

Definicio. Az 4;, A,,..., 4,, ... események rendszerét teljes eseményrendszernek nevez-
ziik, ha az események egymast paronként kizarjak, és O0sszegiik a biztos eseményt adja.
Mas szdval

A+A,+..+A4+.=Q, 44, =0, hai+k. (3.5.1)

Megjegyzés: vegyiik észre, hogy az eseményrendszer tartalmazhat véges szamu ese-
ményt, de megszamlalhatoan végtelen eleme is lehet.
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Példaul a kockadobés esetén a paros szadmokat tartalmazé 4 eseményhalmaz, és a parat-
lan szdmokat tartalmazo B eseményhalmaz teljes eseményrendszert alkot:

A=1{2,4,6}és B=11,3,5}.

Ezek utan ratérhetiink az axiomakbol kovetkezd egyszerti tételek megfogalmazasara.

1. tétel. Ha az A4;, A,,..., A, események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor igaz az,
hogy:

P(A)+P(A,)+..+P(4,)+..=1. (3.5.2)

Bizonyitas. A teljes eseményrendszer (3.5.1.) definicidja tartalmazza azt, hogy a rendszer
elemei diszjunkt halmazok. Ezért alkalmazhato6 a 3. axidoma, vagyis

Pld, +A,+..+ A +..)=P(4, )+ P(4,)+..+P(4)+..=P(Q2).
A masodik axidma szerint viszont P(2 )= I, tehat
P(A)+P(A,)+..+P(4)+..=1,

és ez az, amit be kellett latnunk.

2. tétel. Az A esemény A komplementer eseményének valdszinlisége:
P(A)=1-P(4). (3.5.3.)

Bizonyitas. A halmazelméletbdl ismeretes, hogy

valamint

Tehat, 4 és A teljes eseményrendszert alkotnak! Ezért az 1. tétel (3.5.2.) allitasabol
kovetkezik, hogy

P(A)+P(A4)=1.

Innen pedig mar leolvashato a tétel allitasa:
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P(A)=1-P(4).

3. tétel. A lehetetlen esemény valosziniisége nulla, vagyis
P@)=0. (3.5.4)
Bizonyitas. A halmazelméletbdl ismeretes, hogy
Q=0,
tehat
P(Q)=P(0)
A 2. tétel felhasznalasaval:
P(O)=P(2)=1-P(Q)=0.

4. tétel. Ha B — A, akkor igaz az, hogy

P(A-B)=P(A)-P(B). (3.5.5))

Ez azt jelenti, hogy amennyiben B esemény része az 4 eseménynek, akkor (és csak ak-
kor) a kiilonbségiik valoszinlisége egyenld a valosziniiségeik kiilonbségével.

Bizonyitas. A helyzetet jellemz6 Venn-diagrambdl (3.1. 4&bra) latszik, hogy
(A— B)+ B = A, valamint, az is latszik, hogy B és A-B koz0s rész nélkiili halmazok, azaz

B(A-B)=0.

3.1. abra: Segédabra a 4. tétel bizonyitasahoz
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Alkalmazhat6 tehat a 3. axioma:
P(A-—B)+P(B)=P(A),
ahonnan
P(A—B)=P(A)—P(B).

A tétel kovetkezménye az, hogy ha B < 4, akkor P(B)< P(A4),hiszen P(A—-B)>0
, tehat

0<P(A)-P(B),

ahonnan az 4llitas mar leolvashato.

5. tétel. Ha A4 és B két tetszoleges véletlen esemény, akkor 0sszeglik valoszinlisége:
P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB). (3.5.6.)

Bizonyitas. Ismét rajzoljuk fel a Venn-diagramot az altalanos esetre. Ezt a 3.2. abra mu-
tatja.

~

3.2. abra: Venn-diagram az 5. tétel bizonyitasahoz
Az A+B halmaz felirhato két kozos rész nélkiili halmaz dsszegeként, ahogy az a Venn-
diagramon latszik:
A+B=A+(B—-AB).
Mivel igaz az, hogy
A(B—AB)=0,
ezért alkalmazhat6 a 3. axioma:

P(A+B)=P(A+(B—AB))=P(A)+P(B—A4B). (3.5.7)
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Minthogy azonban 4B c B, ezért a 4. tétel értelmében:
P(B—AB)=P(B)—P(AB).
Ha az igy kapott dsszefliggést (3.5.7.)-be beirjuk, akkor a tétel allitadsdhoz jutunk:
P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB).

Gyors ellenorzo feladatok

3.5. Az 5. tételhez hasonl¢ tételt vezessiink le két tetszéleges eseményhalmaz kiilonbségé-
re! Lassuk be, hogy ha 4 és B két tetszéleges eseményhalmaz, akkor

P(A-B)=P(A)—P(AB)!
3.6. Lassuk be, hogy tetszdleges 4 és B eseményhalmazok esetén igaz az, hogy

P(A+B)<P(A)+P(B)!

A kovetkezd két alfejezetben egy-egy egyszerli valdsziniiségi mezdvel ismerkediink
meg, amelyekben egyszerli elvek alapjan szamolhat6 az események valosziniisége.

3.6. Klasszikus valdszinuségi mez6

Definicio. Klasszikus valdszinliségi mezonek nevezziikk azt a valoszinliségi mezot,
amelyben az elemi események szama véges, és valamennyinek azonos a valdszinlisége.

Egyszerli példa klasszikus mezdre a pénzérme példaja. Az elemi események (fej, irds)
szama kettd, és ha szabalyos az érme, akkor a két elemi esemény valoszinlisége azonos.

Tétel. Ha a klasszikus valoszinliségi mezének n elemi eseménye van, akkor ezek p valo-
szinlisége:

p=—. (3.6.1.)
n

Bizonyitas. A klasszikus mez6 elemi eseményei legyenek w;, w,, ..., w,. A klasszikus me-

crer

Plo,)=P(w,)=..=P(o,)=p.
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Tovabba, mivel az elemi események egymast kizaré események, vagyis w; w;=0, tehat
alkalmazhat6 a 3. axidma:

PQ)=P(o+w,+..+0,)=P(w)+P(w,)+..+Plw,)=np=1.

Innen az utolso egyenldség felhasznalasaval kapjuk, hogy

1
p=—.
n
A klasszikus mez6 n elemi eseményt tartalmazo 4 eseményének valoszintiségérdl szol
a kovetkezo tétel.

Tétel. Ha a klasszikus valoszinliségi mezdben az 4 esemény k darab elemi eseményt tar-
talmaz, akkor ennek valoszintisége:

peay=k (3.6.2)

n

Bizonyitas. Az el6z0 tételhez hasonloan kihasznaljuk, hogy az elemi események egymast
kizar6 események, tehat alkalmazhato a 3. axioma. Ha az 4 esemény, ¢€s a részét képezd
elemi események az aldbbiak:

A=0,+o,+..+ 0,
akkor

P(A)=P(a)1+a)2+...+a)k)=P(w1)+P(w2)+...+P(a)k)=ki=5.
non

A gyakorlatban, ha alkalmazni akarjuk a (3.6.2.) képletet, akkor természetesen meg
kell gy6zbdni arrol, hogy valoban klasszikus mezdrél van-e sz6, vagyis, hogy valami indo-
kolja-e azt, hogy az elemi események valosziniiségei azonosak.

3.1. Példa. Példaként szdmoljuk ki annak valdszintiségét, hogy a jatékkockaval paratlan
szamot dobunk. Ha a jatékkocka szabalyos, akkor egyik oldala sincs kitiintetve a mésikhoz
képest. Ez indokolja azt, hogy klasszikus mez6rdl van szd, vagyis az elemi események
szamanak végessége mellett valamennyi oldal azonos valészintiséggel kertilhet feliilre. Az
Osszes lehetdség szama 6, ¢és ezek kozott az A esemény részeként harom paratlan szam
szerepel. Alkalmazva a (4.17) képletet azt kapjuk, hogy

P(4) = a kedvezo elemi események szama _ % _

az osszes elemi esemény szama

1
=
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Gyors ellenorzo feladatok
3.7. Két érmét dobunk fel egyszerre. Mi a valdszintisége annak, hogy mind a két érme iras-
sal felfelé ér le?

3.8. Egy urnaban harom piros, két fehér ¢és 6t zold golyd van. Mi a valoszinlisége annak,
hogy ha egy golyot véletlenszeriien hizunk ki az urnabol, akkor az fehér lesz?

3.7. Geometriai valosziniiségi mez6

Sok esetben az (2 biztos esemény valamilyen geometriai alakzat (gorbe, feliilet, térfogat,
stb.). Ez nem klasszikus valdszinliségi mezd, hiszen az elemi események az (2 halmaz
pontjai, ezek szdma pedig végtelen. Az A események (2 részhalmazai ( A — £2). Hogyan
szamoljuk ki az 4 esemény P(A4) valoszinliségét?

A valbsziniiség kiszamitdsahoz feltételezziik, hogy az 4 esemény P(4) valdsziniisége

aranyos az A halmaz mértékével (a hosszaval, a feliilet nagysagaval, a kobtartalommal),
azaz:

P(A)=c-m(A), (3.7.1)
ahol c ardnyossagi tényezd, m(A4) pedig az A halmaz mértékét jeloli. Az axiomak alapjan az
aranyossagi tényez0 nagysaga kiszamithato, hiszen a (3.7.1) 6sszefliggésben A helyett (-t
irva azt kapjuk, hogy

P(Q)=cm(2).

A 2. axidéma szerint P(Q)=1, tehat

cm(Q2)=1,
ahonnan
1
c= .
m(£2)

Végeredményképpen tehat az 4 esemény valosziniisége:

P(A) =%. (3.7.2)

Bar a geometriai valoszinliségi mez6 az emlitett ok miatt nem klasszikus mezd, de a
valoszintiségek kiszamitasat illetden hasonlo kifejezésre jutottunk, mint a klasszikus mezo

esetében, vagyis

kedvezd esemény mértéke

valosziniiség = .
biztos esemény mértéke
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Megjegyzés

A geometriai valdszinliség esetén az elemi események az Q2 eseményteret megjelenitd ge-
ometriai alakzat pontjai. Mekkora ezeknek az elemi eseményeknek (pontoknak) a valdszi-
ntsége? A (3.7.2.) képlet alapjan latszik, hogy barmely pont valoszinlisége 0, hiszen a
szamlaloban szerepel az esemény (jelen esetben a pont) mértéke. A pont mértéke pedig
zérus. Nullatol kiilonbozd valdsziniisége a végtelen sok pontot tartalmazod tartomanynak
van, ami lehet hosszusag, feliilet vagy térfogat.

Lassunk egy egyszerii példat a geometriai valoszintiségre!

3.2. Példa. Tegyiik fel, hogy véletlenszertien 16viink egy R sugaru céltablara. Feltéve, hogy
a céltablat biztosan eltalaljuk, mi a valosziniisége annak, hogy a kézépen 1évo r sugaru
10-es korbe talalunk?

Megoldas:
m(A)=r'n, m(Q)=Rr.
Tehat:

m(A)_rzﬂ_i -
m(Q) Rz R (3.7.3.)

P(4)=

A 18. szazadban Georges Buffon volt az, aki a geometriai valoszintiség problémaival
foglalkozott. O adta fel a kovetkezo példat.

3.3. Példa. % oldalhosszusagu négyzetekre beosztott lapra d atmérdjii érmét dobunk, ahol d
< h. A kérdés az, hogy mi a valdszinlisége annak, hogy az érme hozzaér a négyzethalot
alkot6 vonalakhoz (legyen ez az 4 esemény)?

A 3.3. dbrara a h oldalhosszsagu négyzethalo egyetlen négyzetét rajzoltuk fel.

(43
N

h

3.3. dbra: Abra a négyzethdlés példihoz
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A probléma a geometriai valdszinlis€ég modszerével oldhato meg. Nyilvanvalo, hogy az
érme kozéppontja a négyzet barmely pontjara eshet, tehat az 6sszes eset mértéke a négyzet
teriilete, azaz: h°. Az 4brardl az is latszik, hogy az érme akkor nem érinti a négyzethal6
vonalait, ha kdzéppontja a szaggatott vonallal jelzett négyzeten beliil tartozkodik. Annak
valosziniisége tehat, hogy az érme nem érinti a vonalakat ( 4 esemény):

(h-d) _W -2hd+d’ _, 2hd-d’

P(Z) = hZ hZ hZ

(3.7.4)

Felhasznalva a P(A)=1-P(A) dsszefliggést, a keresett valosziniiség:

2hd —d’

Megjegyzés

A példaban a megoldashoz elegendd egyetlen négyzetet tekinteni, ugyanis akarhany négy-
zetet is tekintiink a (3.7.4.) kifejezésben ugyanakkora szdmmal szorozzuk a szamlalot és a
nevezdt is, tehat az eredmény valtozatlan marad.

Gyors ellenorzo feladat

3.9. Legyen a sik felosztva egymastol 4 tavolsagra 1évd parhuzamos vonalakkal. Ejtsiink a
sikra d atmérdji érmét (d < h). Mi a valdszinlisége annak, hogy az érme érinti a vonalak
valamelyikét? (d/h).

Haladoknak

3.4. Példa. Buffon a fentieknél érdekesebb feladatot is kitalalt és megoldott. A feladat igy
sz6l: hlizzunk a sikon egymastol egységnyi tavolsagra parhuzamos vonalakat. Ejtsiink erre
az egyszeriiség kedvéért egységnyi hosszasagu tiit. Mi a valoszinlisége annak, hogy a ti-
nek van kozos pontja valamelyik vonallal? Ez a probléma Buffon tiije néven vonult be az
irodalomba.

A megoldas soran ismét elegendd egyetlen vonalat tekinteni, és ennek a vonalnak két
oldalrol az 1/2 szélességli kornyezetét. Az egyszerii leirashoz két valtozot vezethetiink be.
Az egyik a tli kozéppontjanak tdvolsaga a vonaltol. Legyen ez az x valtoz6. Az x valtozd —
1/2-t6] +1/2-ig valtozhat, A masik valtozo legyen a tii ¢ szdge a vonalhoz képest. A ¢ szog
0 radiant6l 7 radianig valtozhat. Adott x > 0 esetén az érintés feltétele az, hogy

X 1
ney>—-, —sing > x. 3.7.5.
sin@ 773 azaz 2szngo X ( )

Ugyanez igaz negativ x-ekre is.
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05

0,0

-0.5

3.4. dbra: Abra a Buffon-tii feladat megolddsihoz
A 4.4. abra mutatja, hogy a ,.kedvezd” teriilet a besatirozott rész. Ennek nagysagat a gorbe
alatti teriilet szamitasaval hatarozhatjuk meg:

t= ZJ.ésinx dx =[-cosx]] = 2.
0

A teljes teriilet nagysaga pedig: m. A geometria valoszinliség szerint annak valoszini-
sége, hogy a tli érintkezik vonalakkal (4 esemény):

P(A)= kedvezo tertilet =£:0,636619.... (37.6)

teljest terillet 7

Ez az eredmény érdekes lehetdséget ad a mértékének kisérleti becslésére, hiszen
(3.7.6.) atalakitasaval azt kapjuk, hogy

2

Ha tehat kisérletileg meghatarozzuk Py;s(4) értékét, akkor (3.7.7.) kifejezésbol adodik n
értéke. Azdta tobben elvégezték ezt a kisérletet, tobbek kozott 1901-ben Mario Lazzarini
olasz matematikus 3 408 szamu dobast végzett, amivel meglehetds pontossaggal tudta a &
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értékét becsiilni. Ma mar nem kell tiik dobaldséval kisérletezniink, hiszen szamitdégépes
M r M4 r J44 r .. 14 /4 /4 /4 *
szimuldcioval gyorsan elvégezhetd a becsléshez sziikséges nagyszamu dobas.

3.8. Feltételes valoszintiség

A feltételes valoszinliség fogalmanak definialasa eldtt nézziink egy egyszerti példat. Sza-
moljuk ki, hogy mekkora a valoszinlisége annak, hogy a jatékkockaval paratlan szamot
dobunk (4 esemény). A klasszikus valoszinliségnél mondottak alapjan ezt egyszeriien ki
tudjuk szamolni:

P(A) = kedvezd események szdma 3
0sszes esemény szama 6

1
=

Mas a helyzet azonban, ha tudjuk azt, hogy a dobés soran 4-nél kevesebbet dobtunk (B
esemény), vagy masként fogalmazva, csak az 4-nél kisebb értékli dobasokat tekintjiik.
Ilyen feltétel mellett, mi a paratlan dobasok (4 esemény) valosziniisége? Az dsszes esemé-

nyek szdma most 3, a kedvezd események szama pedig 2. Tehat, ha P( A|B )-vel jeldljiik az

A esemény valoszinliségét abban az esetben, ha a B esemény biztosan bekovetkezik, akkor
a keresett valdszintiség:

P(A|B):§. (3.8.1.)

Altalanosabban is felirhatjuk az eredményt, ha kz-vel jeloljiik a B esemény elemi ese-
ményeinek szamat, kp-vel pedig a B eseménnyel egylitt bekdvetkezo 4 események szamat,
akkor a fenti képlet altalanos megfogalmazasa:

P(AB)= Kan
kB
Ez a képlet nagyon hasonlit a klasszikus valdsziniiség kifejezésére, csak az Gsszes ele-

mi események szamat atveszi a B esemény elemi eseményeinek szama.

Altalanosithato kifejezésre jutunk, ha elosztjuk a szamlalot és a nevezét is n-el, ami az
eseménytér 0sszes elemi eseményének a szdma. Ekkor azt kapjuk, hogy

ky/n _ P(AB)
k,/n  P(B)’

P(AB)=

Figyelem! A szamlaloban és a nevezOben a hanyadosok nem relativ gyakorisagok, ha-
nem események elemi eseményeinek szama osztva az §sszes elemi esemény szamaval.

* A Buffon-tii problémat szimulalé animacié azt mutatja, hogy a kisérletek szamanak névekedésével a meg-
oldas hogyan kozeliti a « értékét.
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A klasszikus valdszinliségi mezdére vonatkozo konnyen atlathato feladat utan most mar
nem meglepd a feltételes valdszintiség definicidja.

Definicio. Tetszéleges Q eseménytéren legyen két eseményiink 4 és B. Az 4 esemény B
eseményre vonatkoztatott feltételes valosziniiségét a kovetkezo képlet adja meg:

P(AB)= I;f (ABB) )

, ahol megkdveteljiik, hogy (P(B)>0). (3.8.2)

Haladoknak

Koénnyen belathato, hogy P( A|B ) feltételes valosziniiség egy valdszinliség-eloszlast ir le a

rogzitett B esemény AB részhalmazain. P( A|B ) ugyanis eleget tesz az aldbbi Osszefliggé-
seknek:

1. 0<P(AB)<I.
Ez onnan kovetkezik, hogy AB c B, ezért a 4. tétel kovetkezménye alapjan:
P(AB)<P(B),
vagyis

P(4B) _P(B) _,
P(B) ~ P(B)

0<P(AB)=

2. P( B|B ) =1, vagyis a biztos esemény szerepét B veszi at, hiszen

P(BB)_P(B)_I
P(B) P(B)

P(B|B)=

3. P((4,+ 4, )|B): P(A,|B)+ P4, |B), ha az 4, és A, események kizarjak egymast.

Bizonyitas. A bizonyitas elsé 1épéseként lassuk be, hogy ha 4; és A, események kizarjak
egymast, akkor 4;B és A,B események is kizarjdk egymast. Felirhat6 az alabbi azonossag

(A,B)(A,B)=B(AA,)B, (3.8.3.)

ahol a halmaz szorzas kommutativ és asszociativ tulajdonsagait hasznaltuk ki. Mivel pedig
A, A, =0, ezért

B(A,4A,)B=BOB=0.
Ezek utan felirhatjuk a feltételes valosziniiség definicidja alapjan azt, hogy

© Havancsak Karoly, ELTE TTK www.tankonyvtar.hu




64 II. A VALOSZINUSEG-SZAMITAS ALAPJAI

P04, + 4, JB)= P((A,+4,)B) P(4,B+ A,B) P(AB )+ P(4,B) _P(4B) P(4,B)
Cm eB) o PB) P(B) P(B)  P(B)

ahonnan mar leolvashato az allitas.

Ez a harom allitas 1ényegében megegyezik a valoszinlis€ég harom axiomajaval, ami azt

crer

nidltunk. A feltételes valoszinliségre is érvényesek tehat a valdszintiségre levezetett eddigi
tételek.

Gyors ellenorzo feladatok

3.10. A harmadik allitas altalanositasaként teljes indukcidval lassuk be, hogy ha 4;, 4>...
véges szamu, vagy végtelen sok esemény paronként kizarja egymast, akkor igaz az, hogy

P[ZAJB)} = ZP(A,.|B) !
3.11. Lassuk be, hogy
P(A|B)=1-P(4|B)!
3.12. Lassuk be, hogy két tetszdleges A; és A, eseményre igaz, hogy
P(A4,+ 4, ))B)=P(4|B)+P(4,|B)~P((4,4,)B).

3.5. Példa. A sok kétgyermekes csalad koziil véletlenszeriien valasztunk egyet. Mi a valo-
szinlisége annak, hogy a csaladban van fiu is (4 esemény), ha azt tudjuk, hogy legalabb az
egyik gyermek lany (B esemény)?

Két gyermek esetén a gyermekeket illetden az Gsszes lehetséges a kovetkezo:

AL

A B esemény (van lany a csalddban) valdsziniisége: P(B )= 5 Annak valoszinlisége,

hogy lany és fiu is van a csaladban: P(AB) :ézé. A feltételes valoszintség képlete

alapjan tehat annak valdsziniisége, hogy van fia a csaladban, ha tudjuk, hogy van leany a
csaladban:
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3.9. Szorzasi szabaly

A feltételes valoszinliség alkalmazésa soran a feladat altaldban nem abban all, hogy P(4B)
¢s P(B) ismeretében meghatarozzuk P( A|B ) feltételes valoszintiséget. Eppen ellenkezdleg,

altalaban sokkal egyszeriibb kiszdmolni a feltételes valosziniiségeket, és ebbdl szdmoljuk
mas események valoszinliségeit.

Ha a (3.8.2.) Osszefliggés nevezdjével atszorzunk a masik oldalra, akkor azt kapjuk,
hogy

P(AB)=P(AB)P(B). (3.9.1)

Ez a kifejezés a szorzasi szabaly, amely lehetové teszi, hogy P(B) és P( A|B ) ismere-
tében kiszamoljuk P(4B) értékét.

3.6. Példa. A 3.5. példa esetében konnyen kiszamolhat6d kozvetleniil is a P( A|B ) :é fel-
tételes valoszinliség. A B esemény valdszinlisége (legalabb az egyik gyermek lany):
P(B)= % Innen a szorzasi szaballyal hatarozhatdo meg az AB szorzatesemény valoszini-

sége:

P(AB):% é

N w

3.10. A teljes valosziniiség tétele

A teljes valdsziniliség tétele jelentéségének megértéséhez induljunk ki egy példabol.

3.7. Példa. Tegyiik fel, hogy a HINI virusfert6zés kimutatasara kifejlesztenek egy tesztel-
jarast. A teszteljaras bevizsgaldsa soran arra jutnak, hogy virusfertdzés megléte esetén a
teszt 80% valésziniiséggel' mutatja ki a fertézés meglétét. Ugyanakkor, virusfert6zés hianya
esetén 10%-os valoszinliséggel pozitiv eredményt mutat a teszt. Forditsuk le ezt a valoszi-
nliség-szamitas nyelvére! A teszt pozitiv eredménye legyen a T esemény, a virusfert6zés
megléte pedig legyen a V esemény! Tehat, ha nincs virusfertézés, akkor ez a 7 (komple-
menter) esemény. Felirhatd, hogy a 7T esemény kétféleképpen kovetkezhet be:

T=TV+TV . (3.10.1.)

' A feladat kedvéért kitalalt szamérték ez és a tobbi valoszinliség is ebben a feladatban.
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Mivel ¥ és 77 egyiittesen teljes eseményrendszert alkotnak (V +V =), ezért tobb le-
hetéség nincs. (3.10.1.) alapjan felirjuk annak valoszinliségét, hogy a teszt pozitiv ered-
ményt ad (7 esemény):

P(T)=P(TV )+P(TV ). (3.10.2.)

A 3. axiéma alkalmazhato, hiszen V' és 7 egymast kizar6 események, tehat TV és TV is
azok — lasd a (13.10.1.) bizonyitast!

Ezek utan a szorzasi szabaly felhaszndldsaval kapjuk az aldbbi 0sszefliggést:
P(T)=P(T[V )P(V )+ P(T[V )P(V ). (3.10.3)
Ha tudjuk azt, hogy a virusfert6zottség 2%-os valoszintiségli, akkor
P(V)=002, P(V)=098, P(T|V)=08, P(T[V)=0.1.

Innen (3.10.3.) felhasznalasaval kiszamithatjuk annak valdszintiségét, hogy a teszt so-
ran pozitiv lesz az eredmény:

P(T)=08-002+01-0,98=0,114.

A (3.10.3.) Osszefliggés lényegében a teljes valosziniiség tétele, alkalmazva egy konk-
rét példara. Most mar megfogalmazhatjuk altalanosan is a tételt.

Tétel
Legyen A4 az Q eseménytéren egy tetszlleges véletlen esemény. Ugyanezen a téren a B,
B,, ..., B, események alkossanak teljes eseményrendszert, tehat

B +B,+..+B,=02,¢é BB, =0,hai#.

A teljes valosziniiség tétele azt llitja, hogy ilyen eseményekre igaz az alabbi Osszefiiggés:

P(A)=P(AB,)P(B, )+ P(AB,)P(B,)+..+P(4

B,)P(B,)= Zn:P(A|BI. )P(B.).(3.10.4)

Bizonyitas
Abbol indulunk ki, hogy ha B; és B; események i+ jesetén kizarjak egymast (diszjunkt
halmazok), akkor 4B; és AB; is ilyenek — lasd (3.10.1.).

Masrészt

A=AQ=A(B, +B,+..+B, )=A4AB,+ AB,+ ...+ 4AB,, (3.10.5.)
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Tehat az 4 esemény valdszinlisége a 3. axioma felhasznalasaval:
P(A)=P(AB,)+P(AB,)+..+ P(4B,). (3.10.6.)

Innen a szorzési szabaly alkalmazéasaval kapjuk a tétel allitasat:
P(A4)=P(AB,)P(B,)+P(AB,)P(B,)+..+P(AB,)P(B,)=> P(AB )P(B,).
i=1
Lassunk egy masik példat arra, hogy miként hasznéalhat6 a teljes valdsziniiség tétele!

3.8. Példa. Harom urnaban fehér és fekete golydk vannak. Az els6 urndban 2 fehér és 3
fekete, a masodik urndban 3 fehér €s 4 fekete, a harmadik urndban 4 fehér és 5 fekete go-
ly6 van. A kisérlet abbdl all, hogy kivalasztunk egy urnat és a kivalasztott urnabol huzunk
egy golyot. A kérdés az, hogy mi a valdsziniisége annak, hogy a huzas eredménye fehér
goly6?

Jeloljiik az egyes urndk kivalasztasanak eseményeit B;, B,, és B; eseményekkel. Le-
gyen az urnak kihuzéasanak egyforma a valdszintisége, vagyis

P(B,)zg, P(Bz)zg, P(Bg)zg.

A fehér goly6 kihuzasanak eseményét jeloljiik A-val. A feltételes valosziniliség fogal-

manak felhasznaldsaval konnyen megadhato a fehér golyd kihuzasanak valosziniisége az
egyes urnakbol:

2 3 4
P(AB,) =% P(AB,)=". P(4B,)=—".

A teljes valoszinliség tételét felhaszndlva kiszamithato a keresett valosziniiség:

P(A4)=P(AB,)P(B,)+ P(AB,)P(B,)+P(AB;)P(B;)= % + % + %é =0,4095... .

3.11. Bayes tétele

A tétel bevezetéseként itt is a 3.7. példat emlitjiik. Példankban azt a kérdést targyaltuk,
hogy mi a valdszinlisége a pozitiv tesztnek. A kérdés masként is feltehetd. Pozitiv teszt
esetén mi a valoszinlsége annak, hogy virusfertdzott a vizsgalt személy, vagyis a P( V|T )

valdszintiiséget keressiik.

A feltételes valdszintiség definicidja alapjan felirhatjuk, hogy
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POVT) _ P(TWV )P(V )

P(VIT )= P(T) P(T) (3.11.1)
A nevezdbe beirva P(T) (3.10.3.) kifejezését:
POVIT) = P(TV)P(V) P(TV )P(V) (3.112)

P(T)  P(TW)P(V)+P(T[V )P(V )
Ez Thomas Bayes altal felirt megoldasa a konkrét feladatnak. A szamadatokkal a példa
eredménye: P( V|T )=0,14...

Ezutan felirhatjuk Bayes tételének altalanos megfogalmazasat.

Tétel. Ha A az Q eseménytéren egy tetszoleges véletlen esemény, €s ugyanezen a téren a
By, B,, ..., B, események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor a Bayes-tétel allitasa:

P(AB, )P(B,)

P(B|4)= (3.11.3)

n

2 P(AB )P(B,)

Bizonyitas. A bizonyitas 1épései megegyeznek az el6zéekben végigszamolt feladat megol-
déasanak lépéseivel. A feltételes valdszinliség definicidja alapjan:

P(AB, )P(B,)
P(A)

P(B|4)=

Ide beirva P(A4) alakjat (3.10.4.) alapjan:

P(AB, )P(B,)
P(A|B,)P(B,)+P(AB,)P(B,)+...+P(AB,)P(B,)’

P(B|4)=
¢és ez lényegében a (3.11.3.) bizonyitand6 alak.

3.12. Események fiiggetlensége

A hétkdznapi €letben akkor mondjuk, hogy két esemény fliggetlen, ha egyik bekdvetkezése
nincs hatdssal a masik bekovetkezésére. A valoszinliségelméletben az események fiigget-
lenségét a feltételes valoszintliség segitségével definialjuk.

Definicio. Az 4 és B eseményeket fiiggetlennek mondjuk, ha
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P(AB)=P(4). (3.12.1.)

Vagyis az A eseménynek a B eseményre vonatkoztatott feltételes valdszinlisége nem
fiigg a B eseménytol.

Az aladbbiakban a (3.12.1.) definicié kovetkezményeit targyaljuk. A definicid szerint

:M — 3.12.2
P(AB) P(5) P(A), (3.12.2)
ahonnan
P(AB)=P(A)P(B), (3.12.3.)

vagyis, ha az 4 esemény fliggetlen a B eseménytdl, akkor az AB szorzatesemény valoszi-
niisége az 4 és B esemény valoszinliségeinek szorzataval egyezik meg.

Mit tudunk mondani a B esemény A eseményre vonatkoztatott feltételes valoszinii-
ségrol, ha 4 fliggetlen B-t61? A feltételes valosziniiség definicidja szerint:

P(BA) _P(A)P(B) _

P(BIA)= P(4)  P(4)

P(B). (3.12.4))

Arra jutottunk, hogy ha az 4 esemény fliggetlen a B eseménytdl, akkor a B esemény is
fliggetlen az 4 eseménytdl, ahogyan azt el is varjuk.

Minthogy (3.12.2.) és (3.12.4.) egyarant a (3.12.3.) Osszefiiggésre vezet, altaldban a
fiiggetlenség feltételeként az 4 és B eseményekre szimmetrikus (3.12.3.) kifejezést szok-
tuk hasznalni.

Sokszor nem kett, hanem tobb esemény fiiggetlenségének kérdése meriil fel. Ezzel
kapcsolatos a kdvetkez6 definicio.

Definicié. Az ugyanazon az eseménytéren értelmezett 4;, A, ..., 4, eseményeket fligget-
lennek nevezziik, ha koziiliik tetszélegesen kivalasztva k£ eseményt, igaz az, hogy az ese-
mények szorzatdnak valdszinlisége egyenld az események valdszinliségeinek szorzataval.

Példaként A4, B és C harom esemény esetén a fenti definicié alapjan a fiiggetlenség fel-
tételei:

P(AB)=P(A)P(B); P(AC)=P(A)P(C), P(BC)=P(B)P(C);és
P(ABC)=P(A)P(B)P(C).
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Megjegyzések

1. A fiiggetlenség és a kozos rész nélkiiliség (diszjunkt halmaz) fogalma nem keverendd!
Tehat, ha AB=0, ebbdl nem kovetkezik, hogy a két esemény fiiggetlen, hiszen legyen A4 és
B két olyan esemény, amelyekre igaz, hogy AB=0, tehat P(AB)=0, de P(A4)#0 ¢&s
P(B) = 0. Ekkor a két esemény szorzatdnak valosziniliségére azt kapjuk, hogy

P(AB)=0= P(A)P(B).

Hiszen két nullatdl kiillonbozo pozitiv szam szorzata nem lehet nulla, vagyis a két ese-
mény nem fliggetlen. A két esemény akkor lenne fiiggetlen is, ha vagy P(4)=0 vagy
P(B)=0.

2. Az el6z6 megjegyzésben mondottakbodl kovetkezik, hogy az egymast kizaré 4 és A
események nem fliggetlenek egymastol.

3. A gyakorlatban a kisérletek soran altalaban nem ismertek az események valdszintiségei,
tehat a (3.12.3.) definici6 alapjan nem tudjuk eldonteni a fliggetlenség kérdését. Ilyenkor a

crer

galata donthet a fliggetlenségrol.

4. A gyakorlati életben sokszor fliggetlennek mondunk két eseményt, amikor tgy érezziik,
hogy egyik esemény nincs hatassal a masikra. Példaul két egymads utani kockadobast fiig-
getlennek gondolunk. Ilyen esetekben a relativ gyakorisdgok alapjan ellendrizve azt ta-
pasztaljuk, hogy valoban teljesiil a matematikai fliggetlenség is. Ugyanakkor 6vatosnak
kell lenniink, mert lehetnek rejtett 6sszefliggések, amelyek elsé ranézésre nem szembedtldek.

5. Ha jatékkockaval dobunk, majd utdna érmét dobunk fel, akkor a kockadobas végered-
ményének 4 eseményét €s az érmedobas B eredményét olyannak gondoljuk, amelyek nin-
csenek hatdssal egymasra. Mi a helyzet a két esemény matematikai fliggetlenségével? A
valasz azért nem magatol értetddo, mert ez a két esemény nem ugyanannak az eseménytér-
nek az eleme. A fliggetlenség eddigi definicioi pedig ugyanazon az eseménytéren értelme-
zett eseményekre vonatkozott. A probléma feloldasara megtehetjiik azonban azt, hogy a
két eseményteret egyesitjiik. Az egyesitett eseménytérnek minden elemi eseménye két
elemi eseményt tartalmaz. Egyet az egyik, és egyet a masodik eseménytérbol. A jelen pél-
da esetén tehat az egyesitett tér egy elemi eseménye egy /-6 kozotti szambol, és a fej vagy
iras egyikébdl all. Ezen az egyesitett téren mar értelmezhetd a két esemény fliggetlenségé-
nek kérdése.

Lassuk egy példan, hogy a fiiggetlenséggel kapcsolatos eddigiekben tanult 6sszefliggé-
seket hogyan alkalmazhatjuk!

3.9. Példa. Lassuk be, hogy ha A4 és B események fliggetlenek egymastol, akkor 4 és B
események is fliggetlenek!

A de Morgan-azonossagok alkalmazaséaval kapjuk azt, hogy

P(AB)=P(A+B)=1—P(A+B)=1—P(A)—P(B)+ P(AB).
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A és B fiiggetlensége miatt P(AB )= P(A)P(B), tehat
P(ZE):I—P(A)—P(B)+P(A)P(B):]—P(A)—P(B)(]—PA)).
Innen azt kapjuk, hogy
P(AB)=1-P(A4)~P(B)(I-P4))=(1-P(4)\1-P(B))=P(4)P(B),
ami éppen a feladat kérdésére adott valasz.

Gyors ellenorzo feladatok

3.13. Ha 4 és B események fliggetlenek egymastol, akkor lassuk be, hogy 4 és B is fligget-
lenek!

3.14. Ha A4 és B események fliggetlenek egymastol, akkor lassuk be, hogy 4 és B is fligget-
lenek!

3.13. A Bernoulli-kisérletsorozat

Tegyiik fel, hogy olyan kisérletet végziink, amelynek csak két kimenetele van, 4 és 4. A
két esemény valdszintisége P(A)=p, és P( A )=1-p =q. llyen kisérlettel gyakran talalko-
zunk a gyakorlatban. A legegyszeriibb valtozata az ilyen kisérletnek az érmedobas. De a

kockadobasnal is felvetddhet az a kérdés, hogy /-et, vagy pedig nem /-et dobunk a kocka-
val. Ez utobbi esetben a valdszintiségek:

. 1 . 5
P(z:]):p:g; P(l>]):q:g.

Az ilyen kisérletben az eredmény gyakran siker vagy kudarc forméjaban jelentkezik.
Ha az ilyen kisérletet egymasutan n-szer megismételjiik tigy, hogy az egyes kisérletek fiig-
getlenek egymastol, akkor Bernoulli-kisérletsorozatrol beszéliink.

A Bernoulli-kisérletsorozat kapcsan gyakran felmertiil a kdvetkezd kérdés: mi a valo-
szinlisége annak, hogy az n fiiggetlen kisérlet soran pontosan k-szor kovetkezik be az 4
esemény? Ezt a feladatot gyakran Bernoulli-problémanak nevezziik.

A feladat megoldasa soran eldszor tegylik fel, hogy az n kisérlet soran éppen azt kap-
juk, hogy az els6 k kisérletben az 4 esemény, az azt kdvetd n-k kisérletben az A4 esemény
valosul meg. A fiiggetlen események kapcsan kimondott szorzési szabaly alapjan az egye-
sitett kisérlet valdszintiségét konnyen megadhatjuk:

P(AA..AAA..A)=P(A)P(A)..P(A)P(A)P(A)..P(A)=p‘q"".

k n—k k n—k
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Ez azonban még nem a probléma megoldésa, hiszen az, hogy az 4 esemény k-szor va-
l6sul meg még mas sorrendben is létrejohet. A lehetdségek szamat az adja meg, hogy n
pozicidbodl hanyféleképpen lehet pontosan £ kiilonb6z6 poziciot kivalasztani. A valaszt erre
a kombinatorika segitségével kaphatjuk meg: ez éppen n elem k-ad osztalyt kombinacidja,

n !
azaz =" . A Bernoulli-probléma megoldésa tehat:
k) kl(n=k)!

Bp(n,k):(;jpkq"_k. (3.13.1))

3.10. Példa. Tegyiik fel, hogy egy urnaban N darab golyd van. Az N goly¢6 koziil M fehér
€s N—M fekete golyo van. Kérdés, mi a valoszinlisége annak, hogy »n hiizas soran pontosan
k alkalommal fehér golyot htizunk? A feladat csak akkor oldhaté meg a Bernoulli-
probléma megoldas képletével, ha biztositjuk az egymas utani huzasok fiiggetlenségét.
Ehhez minden huzés utan vissza kell tenni a kihtizott golyo6t, és alaposan Ossze kell keverni
a golyokat. Ebben az esetben a p valdszintiség minden hiizas soran azonos lesz, és igy p €s
q a klasszikus valoszinliség képlete alapjan kiszamolhato:

M N-M
p N’q N

Ezutan alkalmazva a Bernoulli-probléma (3.13.1.) képletét, megkapjuk a feladat meg-

oldasat:
k n—k
B (k)= (%j (uj |
kNN N

3.11. Példa. Most érkeztiink el oda, hogy megoldhatjuk a bevezetoben mar emlitett prob-
1émat, amelynek megoldéasat de Méré lovag kérte Pascaltol. A kérdés az volt, hogy melyik
a valoszinilibb, az hogy egy kockaval dobva négy dobas koziil legalabb egyszer hatost do-
bunk, vagy az, hogy két kockaval dobva 24 dobas koziil legalabb egyszer tizenkettét do-
bunk?

A megoldas soran célszerli mindkét esetben a komplementer esemény valdszinliségét
kiszamolni, majd azt /-bdl kivonni. Tehat, annak valoszintisége, hogy egy kockéaval négy-
szer dobva egyszer sem dobunk hatost a Bernoulli-keplet alapjan B,(4,0):

B (40)= A 54—04822 ¢ 1B (4,0)=05177
(4, o5 s p ) (4.0)=05177... .

Annak valoszintisége, hogy két kockaval 24-szer dobva egyszer sem dobunk hatost
szintén a Bernoulli-képletet hasznalva B (24,0):
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24 1 0(35j24 (35)24
B (240)= — | |=1| =|—| =0,5085...,8s I —B (24,0)=0,4914... .
”( ) (0)(36} 36 36 o )

(Célszerti a szamitast logaritmus segitségével végezni!). Latszik, hogy a kiilonbség
meglehetdsen kicsi. de Méré lovag igazdn sokat kockazhatott, ha ilyen kis kiilonbséget
észrevett.
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4. VALOSZINUSEGI VALTOZO, VARHATO ERTEK,
SZORAS

4.1. Valosziniiségi valtozo

Az eddigiekben az események valoszintiségeirdl beszéltiink. A gyakorlatban azonban alta-
laban a véletlen esemény egy kisérlet végeredménye. A kisérletekben pedig arra torek-
szlink, hogy a végeredmény numerikus formaban jelenjen meg. A véletlen események
megvaldsulasakor annak elemi eseményei koziil az egyik jon létre. Tehat a kisérlet soran
az elemi eseményekhez rendelt szdmérték az, ami a kisérlet végeredményeként jelentkezik.
A kockadobas esetén példaul az elemi esemény a kocka lapjaira irott szdm. Persze a koc-
kadobassal kapcsolatban mas események is megfogalmazhatok. Példaul az, hogy paros
vagy paratlan szdmot dobunk. Ilyenkor magunk donthetjiik el, hogy milyen szdmot rende-
liink a paros és milyen szamot a paratlan esemény bekdvetkeztéhez; mondjuk 0-t, ha paros,
I-et ha pératlan a végeredmény.

Altalanosan fogalmazva az elemi eseményekhez a kisérlet igényeinek megfelelden
szamokat rendelhetiink hozza. Minthogy a véletlen kisérlet soran véletlenszerlien egyik
vagy masik szam lesz a végeredmény, ezért az elemi eseményekhez igy hozzarendelt sza-
mot valdésziniliségi valtozonak nevezziik. A tovabbiakban a valosziniiségi valtozot a szo-
kasoknak megfelelden & (kszi), i (éta) stb. gorog betiikkel fogjuk jeldlni. Matematikai érte-
lemben az elemi eseményekhez torténd hozzarendelés {=&(w) fiiggvényszeri hozzéarende-
lésnek felel meg, ahol a hozzarendelés értelmezési tartoméanya Q. Innen jol latszik, hogy &
véletlen valtozd, hiszen az elemi események is véletlen események.

A kisérletek soran sok esetben az elemi események maguk is szamértékek, és ilyenkor
sokszor ezt tekintjiik valosziniiségi valtozonak is. A szdmok hozzéarendelése az elemi ese-
ményekhez azonban dnkényes. A kisérletez6 maga donti el, hogy a kisérlet soran milyen
valoszinliségi valtozo értékeket alkalmaz. A kockadobés esetén sem kotelezd a kockara irt
szamot valasztani. Mondhatjuk azt is, hogy a dobds soran a feliil 1évé szdmhoz mint elemi
eseményhez nem ezt a szamot rendeljilk hozzd valoszinliségi valtozo értékként, hanem
példaul a szam négyzetét. S6t kiilonbozd elemi eseményekhez ugyanazt a szamot is hozza-
rendelhetjiik. Célszeri mindig a kisérlet kovetelményeinek legjobban megfeleld szamérté-
keket valasztani.

Vannak olyan feladatok, amelyekben az elemi eseményekhez nem egy, hanem tobb
szamértéket célszerli hozzarendelni. Id6jaras esetén példaul a napi kozéphomérseklet, és a
napi csapadékmennyiség. Ilyenkor a valosziniiségi valtozé nem egy, hanem tobb szamér-
tékbal all, vagyis a valdsziniiségi valtozo lehet vektor jellegti is.

Foglalkozzunk egyeldre azzal az esettel, amikor a valdszinliségi valtozonak minden le-
hetséges értéke egyetlen szambol all!
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A valosziniiségi valtozo lehet diszkrét, mint példaul a kockadobas esetén, és lehet foly-
tonos is, mint a napi kdzéphdémérséklet soran. Definialjuk pontosabban a diszkrét valoszi-
niiségi valtozot!

Definicio. A valosziniiségi valtozot diszkrétnek nevezziik, ha &-nek véges sok, vagy meg-
szamlalhatoan végtelen sok lehetséges értéke van. A tovabbiakban ¢ lehetséges értékeit
altalaban az

X)Xy, e X,y e

n

bettikkel jeldljiik.

Definicié. Ha a ¢ valoszinliségi valtozo a valds szamok egy intervalluman minden értéket
felvehet, akkor a valdsziniiségi valtozot folytonosnak nevezziik. Természetesen ez az in-
tervallum lehet a teljes szamegyenes is.

Van olyan kisérlet, amelyben csak az egyik elemi esemény bekovetkezése, vagy be
nem kovetkezése érdekel benniinket. Példaul a kockadobas esetén hatost dobunk, vagy
nem dobunk hatost. Ilyenkor célszerti az indikatorvaltozé alkalmazasa.

Definici6. Amennyiben egy véletlen kisérletben csak két esemény A4 és A fordulhat el

(vagy csak két esemény érdekel benniinket), és a hozzajuk rendelt valosziniiségi valtozo az
alabbi:

B { 1, ha az A esemény kovetkezik be

0, haaz A esemény kovetkezik be,

akkor ezt a £ valoszinliségi valtozot indikatorvaltozonak nevezziik.
Nézziink néhany példat a valosziniiségi valtozora.

4.1. Példa. A kockadobas soran az € eseménytér:
2={1,2,34756}.
Az elemi események maguk is szamok. De nem ezek a valoszinliségi valtozo értékek.
A valoszintiségi valtoz6 értékek hozzarendelése soran természetesen valaszthatjuk ezeket a
szamokat is, de mint mondtuk, valaszthatunk mas szamokat is. Példankban most ez utobbi

lehetéséget valasztjuk. A paros szamokhoz rendeljiink 0-t, a paratlanokhoz pedig /-et.
Tehat

s(l)=1; g(2)=0;, g(3)=1; 5(4)=0; S(5)=1; 5(6)=0.
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Ez esetben ¢ tulajdonképpen indikatorvaltozo.
Lassunk példat a folytonos valdsziniiségi véaltozora is!

4.2. Példa. A céltablas kisérletben az elemi események a céltabla (x,y) szamparral jellem-
zett pontjai. A pontokhoz hozzarendelhetiink egy olyan valoszinliségi valtozdt, amely
megadja a pontnak a kozépponttol mért tavolsagat. Tehat, ha a kor alaku céltabla sugara R,
akkor

E=r=4x"+y° ;ahol &< [0, R] intervallumnak.

Ebben az esetben ¢ folytonos valdsziniiségi valtozo.

A céltabla esetében megtehetjiik azt is, hogy az R sugari céltablat felosztjuk R/10,
2R/10, ..., 10R/10 sugart korokkel. A & valoszinliségi valtozo lehetséges értékei pedig le-
gyenek a kovetkezOk: a bels6 korhoz a x;=10, a beliilrdl szamitva els6é korgytirihéz a
x,=9, ..., a legkiils6 korgyliriihoz a x;yp=1 értéket rendeljiik hozza! Ez a valtozat az, amit a
gyakorlatban is alkalmazni szoktak. Ez utobbi esetben diszkrét valdszintiségi valtozot defi-
nialtunk.

4.2. A diszkrét valosziniiségi valtozo eloszlasa

crcr

szamérték. Az elemi események valoszinliségét a korabbiakban definialtuk. Tehat a hozza-
rendelés alapjan a valoszintiségi valtozokhoz is rendelhetd valoszintiségi érték.

Definicio. A valosziniiségi valtozo lehetséges értékeihez rendelt valdszinliség azon elemi
események valdsziniiségeinek Osszegével egyezik meg, amelyekhez az adott értéket ren-
deltiik, azaz

P(é=x)= ZP(a)l.), Vi—re, amelyre &(w, ) =x, . (4.2.1)

Latjuk, hogy 0sszegzés akkor jelenik meg, ha kiilonb6zd elemi eseményekhez azonos
valdszinliségi valtozo értéket rendeliink hozza.

A valbszintiségi valtozo lehetséges értékeihez rendelt valosziniiség értékek egylittesét a
valésziniiségi valtozo eloszlasanak (vagy roviden valoszinliségi eloszlasnak) nevezziik.
Az értelmezési tartomany itt a valos szamegyenesnek az a tartomanya, ahol a ¢ lehetséges
értékei elhelyezkednek. Sokszor az egyszeriiség kedvéért értelmezési tartomanyként az
egész valds szamegyenest tekintjiik, és azokon a helyeken, ahol ¢-nek nincsenek értékei, a
hozzarendelt valosziniiség értéke nulla (Iehetetlen esemény!). Ezt Gigy is értelmezhet;jiik,
hogy az Q eseménytér szerepét most a szamegyenes veszi at, az értékkészlet pedig a [0, /]
intervallumba esé valos szamok kore. Az eloszlas elnevezést az indokolja, hogy a hozza-
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rrrrrr

hogyan oszlanak meg a szamegyenes pontjai kozott.

4.3. Példa. A 4.1. példaban definialt valoszinliségi valtozokhoz rendelt valdsziniiség érté-
kek, mivel valamennyi elemi esemény valoszintisége 1/6:

P(§:1):P(])+P(3)+P(5)=§, és P(§=2)=P(2)+P(4)+P(6)=§.

Minden ilyen esetben a valds szamegyenes pontjaihoz rendeliink egy-egy szdmot,
amely szamok a [0, /] intervallum pontjai. A 4.3. példéban a 0 és az [ ponthoz egyarant a
3/6=1/2 pontot rendeltiik hozza. Tekinthetjiik ezt tigy is, hogy a szdmegyenes tobbi pontja-
hoz pedig a 0 értéket rendelhetjiik. A példan az is latszik, hogy a hozzarendelt értékek 6sz-
szege 1.

A (4.2.1.) hozzarendelési szabalybdl latszik, hogy altaldban is igaz az, hogy a valdszi-
niiség értékek Osszege 1, hiszen

Y P(E=x)=) > Plo)=Y P(o)= P(Zw,} =P(2)=1,
k ki j=1 j=1
ahol n=k+i az Gsszes elemi események szama.

A val6szinliségi valtozo bevezetésével 1ényegében az aldbbi konstrukciot hoztuk 1étre:

E:x, Xy, .., X,,...; ahol —0<x, <0,
P(&): p(x,), p(x,), ... p(x,),..; ahol 0< p(x,)<I.

Az x; értékek fliggvényében abrazolhatjuk a hozzajuk tartozéd p(x;) értékeket. Diszkrét
esetben ez az abrazolas hasonl6 ahhoz, mint amit a diszkrét relativ gyakorisdgok abrazola-
sa esetén tettiink. Eredményiil palcikaabrat kapunk, €s ez az é&bra tiikr6zi a valdsziniiség
értekek eloszlasat a & valosziniiségi valtozo lehetséges x; értékei kozott. Példa gyanant te-
kintsiik a Bernoulli-probléméjaként megismert (3.13.1.) kifejezést.

4.4. Példa. Ha a (3.13.1.) kifejezést nem teljesen szabalyos pénzérme esetére alkalmazzuk,
ahol az iras valoszinlisége p=0,4, akkor megkérdezhetd, hogy mekkora a valosziniisége
annak, hogy n=4 dobés soran az iras k=0, k=1, ..., k=4 esetben le a dobas eredménye. Eb-
ben a példdban a k a valdszinliségi valtozd, amelynek lehetséges értékei 0, 1, 2, 3, 4. A
(3.13.1) kifejezés alapjan a hozzajuk tartozd valoszintségi értékek: p(0)=0,13;
p(1)=0,346; p(2)=0,346, p(3)=0,154; p(4)=0,026. A 4.1. abra mutatja a megfeleld palci-
kaabrat.
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0.4 4

0,34

B.(nk)

0.2 4

0.1 4

0.0

£

4.1. abra: A Bernoulli-eloszlas fiiggvénye n=4 és p=0,4 értékekre

Tekinthetjiik Ggy ezt a fliggvényt, hogy a (—oo, +00) tartomanyon mindenhol nulla érték,

kivéve az abran megjelenitett pontokban, ahol a fliggvényértékek az adott valdsziniiségi
valtozohoz rendelt valosziniiség értékek.

Gyors ellendrzo feladatok

4.1. Szabalyos kocka dobasa soran legyenek a valoszinliségi valtozo értékek a kocka olda-
laira irt szamok. Rajzoljuk fel a feladathoz a valoszinliség eloszlast dbrazold palcikaabrat!

4.2. Dobjunk egyszerre két szabalyos érmével! Az eseménytér ekkor az alabbi:
Q={ff, fi, if, ii} .

Az elemi eseményekhez rendelt & valosziniiségi valtozo legyen az elemi esemény soran
a fejek szama, azaz

s(=2 s(f)=1 c@F)=1; @) =0.

Adjuk meg a valdszinliségi valtozd lehetséges értékeihez a valdsziniiség értékeket!
Rajzoljuk fel a palcikadbrat!

4.3. A folytonos valosziniiségi valtozo esete

Folytonos valosziniiségi valtozo esetén nem ennyire egyszerli a helyzet, ha grafikusan
akarjuk jellemezni a valoszinliség eloszlasat. A korabbiakban lattuk mar (a geometriai va-
l6szintiség kapcsan), hogy folytonos valosziniiségi valtozo esetén egy pont valdsziniisége
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0. Ha tehat a pontok valdszinliségeit brazolnank, mint diszkrét esetben, akkor mindentitt 0
fliggvényt kapnank, amivel nem sokra mennénk. Ehelyett nyilvanvaléan mas utat kell va-
lasztanunk. Valaszthatjuk példaul azt az abrazolast, amit a kumulativ relativ gyakorisag
esetében tettiink. Abrazoljuk annak a valdszinliségét, hogy a valdsziniiségi valtozd vala-
mekkora x értéknél kisebb! Legyen az ezt megadd fliggvény neve valdsziniliségi eloszlas
fliggvény, ¢€s jeloljiik ezt a fliggvényt F(x)-el. Fogalmazzuk meg mindezt matematikai for-
maban!

Definicio. Az
F(x)=P(&<x), —00 <X <0 4.3.1)

fliggvényt a ¢ valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvényének nevezziik. A definiciobol ko-
vetkezik, hogy 0 < F(x)<1 az egész értelmezési tartomanyon, hiszen F(x) valdszinliség.
Folytonos esetben az F(x) fiiggvény is folytonos.

4.5. Példa. R=10 cm sugaru céltabla esetén adjuk meg az F(r) eloszlasfiiggvényt, amely
megadja annak valoszinliségét, hogy ha a céltablat biztosan eltalaljuk, mi annak a valoszi-
nilisége, hogy a taldlat a » sugard, a kdzépponttal koncentrikus koron beliil van? A 3.2. pél-
daban mar kiszdmitottuk ezt a valdszinliséget, amely szerint

2

P(r<R):%.

Az eloszlasfliggvény definicidja alapjan tehat a teljes fliggvény:

0, har<0
2
F(r)= 0 haO<r<10 . (4.3.2)
1, har>10

A (4.3.2) fiiggvény grafikus alakja az 4.2. dbran lathato.

Fir)

0.8+

0.6+

0.2

0,0

T T T T
o 5 10 15
r

4.2. abra: A (4.3.2) eloszlasfiiggvény alakja
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4.4. Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Az eloszlasfliiggvény harom tulajdonsagat tételek formajaban fogalmazzuk meg.

1. tétel. Az eloszlasfiiggvény monoton névekvo (nem csokkend) fliggvény, azaz
F(x,)<F(x,),ha x, <x,. (44.1.)

Bizonyitas. A tétel allitasa a valoszintiségelmélet 4. alaptételének kovetkezménye. Korab-
ban bizonyitottuk, hogy ha Bc A, akkor P(B)< P(4). Ha most a B eseményként a

& < x, relaciot, az 4 eseményként a & < x, relaciot tekintjiik, akkor P(B)=F(&<x,) és
P(A)=F(& < x,) miatt a tétel allitdsa mar kovetkezik.

A 4.2. ébrara pillantva lathatjuk, hogy a (0,10) tartoméanyon a fiiggvény szigortian mo-
noton emelkedik, mig az x<0 és az x>1( tartomanyokon az egyenldség teljesiil.

2. tétel. Az eloszlasfiiggvényre igazak az aldbbi hatarértékek:

lim F(x)=0, és limF(x)=1. (44.2)

X—>—0 X—>©
Bizonyitas. Ez a tétel is a valdszinliségelmélet alaptételeinek kdovetkezménye, hiszen a

lim F(x)= liiza P(éE<x)=P(E<—0)=P(0D)=0,

x—>—0

hiszen a & < —0 esemény a lehetetlen esemény. Hasonlé modon

IimF(x)=limP({<x)=P({<wo)=P(2)=1,

hiszen a & < coesemény a biztos esemény.

3. tétel. Legyen a és b két valds szam. Annak a valdszinlisége, hogy a & valoszinliségi val-
toz6 az (a,b) intervallumba esik, kiszdmithatd az F(x) eloszlasfiiggvény segitségével az
alabbi médon:

Pla<&é<b)=F(b)—F(a). (4.4.3.)

Bizonyitas. A (& < b) esemény felbonthaté két kozos rész nélkiili esemény dsszegére:

(E<a)+(asé<b)=(E<D).
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A 3. axidéma szerint:
P(E<a)+Pl(a<E<b)=P(E<b),
ahonnan atrendezéssel azt kapjuk, hogy
Pla<&E<b)=P(E<b)—P(E<a)=F(b)—F(a),
¢s ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Gyors ellenorzo feladatok

4.1. A 4.5. példa adatait felhaszndlva szamoljuk ki annak valdszintiségét, hogy ha véletlen-
szerlien 16viink az R=10 cm sugaru céltablara, mi a valdszintisége annak, hogy az =5 cm
¢s az r=2 cm sugaru korokkel hatarolt teriiletre esik a 16vés?

4.2. A szamegyenesen az (a,b) intervallumban véletlenszertien kijeloliink egy pontot. Te-
gylk fel, hogy annak valésziniisége, hogy az (a,b) szakasz valamelyik részintervallumara
esik a kijeldlt pont, aranyos az adott részintervallum hosszaval. {rjuk fel a probléma valo-
szinliségi eloszlasfiiggvényét! Legyen a=2, b=3! Rajzoljuk fel az eloszlasfiiggvény alakjat!

4.5. Az eloszlasfiiggvény diszkrét valosziniiségi valtozo6 esetén

Bér az eloszlasfliggvényt a folytonos valoszintiségi valtozo kapcesan definidltuk, azonban a
definicid alapjan diszkrét esetben is fel tudjuk rajzolni. Legyenek a & valosziniiségi valtozo
lehetséges értékei nagysag szerinti sorrendben x;, x», ..., X, @ hozzajuk rendelt valoszinliség
értekek pedig p;, po, ..., pn. Az F(x) fiiggvény (4.3.1) definicioja alapjan hatdrozzuk meg a
fiiggvény alakjat!

Mivel x<x; esetben a valdsziniiségi valtozonak nincs értéke, ezért P(¢E < x;)=0, tehat

F(x)=0, ha x<x,. (4.5.1.)

Figyelem! A (4.5.1) kifejezés az x=x; pontban is érvényes (ezért szerepel a < jel), hi-
szen az eloszlasfiiggvény definicidja szerint F(x;)=P( < x;).

Ahogy atlépiink az x; ponton, minden x, < x < x, pontban P(¢ < x)=p,, tehat

F(x)=p,,ha x,<x<x,.

Az x; hatérra itt is érvényes az x; ponttal kapcsolatos megjegyzés. Amikor atlépjiik az
X, pontot, minden x, < x < x; pontban P(¢ < x)=p;+p,, tehat

F(x)=p,+p,,ha x,<x<ux,.
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Most mar latszik a konstrukcid. A fiiggvény minden x; pontban balrél folytonos, és
ezekben a pontokban ugrasa van a fiiggvénynek. Az ugrds nagysaga minden x; pontban
akkora, amekkora az adott ponthoz rendelt valoszinliség értéke. A fiiggvény alakjat a 4.3.
abran lathatjuk.

14  —
PAD* .. +D, FE
pp, [ o—e
P, oY
0l —a .
X X X X

3 XI\-'I n

4.3. abra: Diszkrét eloszlas eloszlasfiiggvénye

Az x>x, pontokban a valdszinliség értéke P(E < x)=p;+p>+...+p,=1, tehat az eloszlas-
figgvény értéke: F(x)=1.

Latjuk tehat, hogy diszkrét esetben az eloszlasfiiggvény nem folytonos, hanem ¢ min-
den lehetséges x; értékénél szakadéasa (ugrdsa) van. Az ugras értéke az x; pontban éppen

crcr

a kovetkezménye, hogy a fliggvény minden x; pontban balrdl folytonos. Az dbran a teli
korok ezt jelzik.

Megjegyzés
Lehetne az F(x) fliggvény definicidja a kovetkezd is:
F(x)=P(E<x).

Ha igy definidlnank az eloszlasfiiggvényt, akkor diszkrét esetben, az ugrashelyeken
F(x) jobbrol lenne folytonos.

Gyors ellenorzo feladatok

4.3. Rajzoljuk fel az eloszlasfliiggvényt szabalyos kockaval torténd dobas esetére!

4.4. Rajzoljuk fel az eloszlasfiiggvényt a 4.4 példaban meghatarozott Bernoulli-eloszlas
esetére!
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4.6. A suruségfiiggvény

Definicid. Legyen a folytonos ¢ valosziniliségi valtozo eloszlasfiiggvénye F(x). Az eloszlas-
figgvény derivaltjat a £ valoszinliségi valtozo stiriiségfiiggvényének nevezziik, és f{x)-szel
jeloljiik, azaz

f(x)=F'(x). 4.6.1)

A stiriségfiiggvény tulajdonsagait tételek formajaban fogalmazzuk meg.

1. tétel. Az f(x) fiiggvényre igaz, hogy sehol nem negativ, azaz
f(x)=0; —0<Xx<0, (4.6.2.)

Bizonyitas. Az F(x) fiiggvényrdl tudjuk, hogy nem csokkend fliggvény. A nem csokkend
fliggvények derivaltja nem lehet negativ, tehat ha

F(x,)<F(x,), ¥V x,<x,,akkor F'(x)=0.

2. tétel. Az f(x) stirliségfliggvény segitségével integralassal kiszamithato az F(x) eloszlas-
fliggvény, azaz

F(x)= j F(x )dx. (4.6.3.)

Bizonyitas. Az integralas Newton—Leibnitz-szabalyabol kovetkezik, hogy
[£x)dx=F(x)-F(-).

Mivel F(—x)= lim F(x)=0, ezért

x—>—00

j.f(x)dx=F(x).

3. tétel. A stiriségfiiggvény egész szamegyenesre vett integralja /, azaz

Tf (x)dx=1. (4.6.4.)
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Ezt Ggy is szokas mondani, hogy a stirliségfiiggvény /-re normalt.
Bizonyitas.
[ f(x)dx=F(oo)=F(~0)=1-0=1.

4. tétel. A folytonos ¢ valdszinliségi valtozd (a,b) intervallumba esésének valosziniisége
egyenld a stirliségfiiggvényének a-tol b-ig terjedd gorbe alatti teriiletével, azaz:

Pla<E<b)= j:f(x)dx. (4.6.5.)

fix)

4.4. abra: A stiriiségfiiggvény (a,b) tartomanyanak gorbe alatti teriilete

Bizonyitas. A Newton—Leibnitz-szabalybol kovetkezik, hogy
b
[f(x)dx=F(b)-F(a).

A jobb oldalon szerepld kiilonbségrdl pedig az eloszlasfiiggvény tulajdonsdgai kapcsan
belattuk — lasd a (4.6.5) kifejezést —, hogy

F(b)—F(a)=P(a<&<b).
Folytonos esetben egy pont valoszintisége 0, vagyis P(a)=0, tehat

F(b)—F(a)=Pla<&é<b)=Pla)+Pla<E<b)=Pla<E<b).
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Folytonos esetben ezzel belattuk a (4.6.5) allitas igaz voltat.

Megjegyzés

A stirliségfiiggvény definicidja és a stirliségfiiggvény 2. tulajdonsaga egyiitt azt is jelentik,
hogy az eloszlas jellemzéséhez, elegendd vagy F(x)-et, vagy pedig f(x)-et ismerniink, hi-
szen egyik a masik ismeretében kiszamithato.

4.6. Példa. Hatdrozzuk meg a 4.4 példaban megismert céltablas feladatban a valdsziniiségi
valtozo striiségfiiggvényét!

A 4.4. példaban meghatarozott eloszlasfiiggvény:

02 ha <0
F(r) = 1% ha 0<r<10.
1 har>0

Ennek a fliggvénynek a derivaltja a tartomanyokon kiilon-kiilon 1étezik, éspedig:

0 ha <0
2r

f(X)Z m ha 0<I"<10_
0 har>0

A fliggvény grafikus alakja a 4.5. dbran latszik.

0,20 4
f(x)
0,154

0,10 4

0,05 4

.00

4.5. abra: A céltablas példafeladat valosziniiség stirlisegfiiggvénye

Az 4.5. abrardl is latszik, hogy a striségfliggvény normaltsdgarol mondottak szerint a
fliggvény alatti teriilet egységnyi.
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Gyors ellenorzo feladatok

4.5. Allapitsuk meg, hogy az alabbi fiiggvény A milyen értéke mellett lehet stirtiségfiigg-
vény:

fx) 0 x<0 |
X)= !
e™ x20
4.6. Hatarozzuk meg a 4.5. ellendrzd feladat stiriségfiiggvényébdl a valdsziniiségi elosz-
lasfliggvényt!

4.7. A diszkrét valosziniiségi valtozo fiiggvénye

A gyakorlatban el6fordulnak olyan feladatok, amelyekben a & valoszintiségi valtozé fiigg-
vényével kell dolgoznunk. Felvetdédik a kérdés, hogy a valdszintiségi valtozé fiiggvénye
tekinthetd-e valoszinliségi valtozonak, és ha igen, akkor milyen valdszintiség értékek ren-
delheték hozza, vagyis milyen az eloszlasa?

Elészor a diszkrét esettel foglalkozunk. Tekintsiik az y=¢(x) valos fliggvényt! Ez a
fliggvény a & valoszinliségi valtozohoz az n=¢(<) értéket rendeli hozza. Ez azt jelenti, hogy
az w; elemi eseményhez, most az y,=¢(S(w;)) értéket rendeljiik hozza. Mivel a valdszinii-
ségi valtozo definialasa soran azt mondtuk, hogy a hozzarendelés onkényes, ezért -t is
tekinthetjiik valoszinliségi valtozonak, amelynek lehetséges értékei: y;, vo, ..., Vi...

A kérdés ezek utan az, hogy ha ismerjiik a ¢ valdszinliségi valtozo P(&=x;) eloszlasat,
akkor abbol hogyan kapjuk meg az 5 valoszinliségi valtozo P(n=yy) eloszlasat?

Egyszer( a helyzet, ha a ¢(x) fiiggvény szigorGan monoton nd, vagy csokken, hiszen
akkor minden x; értékhez egyetlen y; érték tartozik, amelynek valoszinlisége megegyezik a
megfeleld x; érték valoszinliségével, hiszen ugyanahhoz az elemi eseményhez tartozik.
Nézziink egy példat!

4.7. Példa. Legyen a ¢ valdszintiségi valtozo P(¢=x;) eloszlasa a kovetkezo:

X, ==2; x,==1; x;=0; x,=1; x;=2
1 1 1 1

P(x1):g; P(XZ):E; P()Q)Z;,‘ P(x4)=§; P(x5):é,

Legyen a transzformal6 fiiggvény: y=2x+1! Innen az n valdszintiségi valtozo lehetsé-
ges értékei és a valosziniiség eloszlasa:

Vi ==3 yy==1 y;==1 y, =3 y;=5;
1

P(y) = P(y) =i P(r) =" P(y)=% P(y)=~.
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A helyzet kissé bonyolodik akkor, ha a ¢(x;) fiiggvény kiilonbodzo x; értékekhez azonos
i értéket rendel. Ilyenkor az azonos y; értékhez tobb x; érték is tartozik, tehat ezek valo-
szinliségeit dssze kell adni ahhoz, hogy megkapjuk az y;-hoz rendelt valosziniliség értéket.
Ilyenkor tehat a valdszintiség eloszlas:

P(n=y,)= D P(é=x,). (4.7.1.)

o(x; )=y
Erre az esetre is nézziink egy példat!
4.8. Példa. Legyen a ¢ valoszintiségi valtozo P(&=x;) eloszlasa azonos a 4.7. példaban de-
finialttal. A transzformalé fiiggvény most legyen: y=x’. Innen az 5 véltozo lehetséges érté-
kei:
W=2)=4; y(-1)=1; y(0)=0; y(1)=1; y(2)=4.

Latjuk tehat, hogy az » valoszinliségi valtozonak valojaban harom lehetséges értéke
van: y;=0; y,=1; y3=4. A transzformalt valtozo eloszlasa:

1 I 1 5
P(n=0)==—; P(n=1)=—+—-="—: P(n=4)=
(n=0)=yr PO1=1) =754 5=157 PO1=4)

+

A~
|~
w |~

Haladoknak

4.8. A folytonos valosziniiségi valtozo fiiggvénye

A ¢ folytonos valosziniiségi valtozd n=¢(E) fliggvénye is valoszinliségi valtozonak tekint-
hetd. A kérdés most is az, hogy amennyiben ismerjiik a £ valtozd F(x) eloszlasfiiggvényét,
abbol hogyan hatarozzuk meg az 7 valtoz6 G(y) valoszinliségi eloszlasfliggvényét?

Tétel. Csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor az y=¢(x) fliggvény szigortian monoton
nd, vagy csokken. Ha a ¢ valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F(x), akkor az n=¢ ($)
valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

F ((p’l (y )) ha ¢( x ) szigoriian monoton 74,

G(y):{ 4.8.1)

1-F (go’j (y )) ha ¢( x ) szigoraan monoton csokken,
ahol x=¢'(v) az y=¢ (x) figgvény inverze.

Bizonyitas. Ha ¢(x) szigorian monoton nd, akkor G(y) definici6 szerint a kovetkezd:
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G(y)=Pln<y)=Plo(&)<y)=Ple<o™(y)=F(o”(1)).

Amennyiben ¢(x) szigorGan monoton csokken, akkor

1-G(y)=P(n>y)=Plp(£)>y)=P(E> 9" (v))= F(¢”' (), tehat
G(y)=1-Flo”(v)).

A most belatott képletek alapjan kiszdmithatjuk az » valoszinliségi valtozo stirliség-
fliggvényét is.

Tétel. Az n=¢(C) valdszinliségi valtozd g(y) striiségfliggvénye, ha a ¢ valoszinliségi valto-
70 stirliségfliggvénye f(x):

(4.8.2)

g(y)= f(so‘f(yq 0 y(”

Bizonyitas. A siiriségfiiggvény definicioja, valamint az dsszetett fliggvény derivalasi sza-
balya alapjan, ha ¢(x) fiiggvény — tehat ¢’ (y) is — szigoraan monoton né:

dG(y) _dFlp”'(y))de”'(y) w-’(y)

O T de ) @

= flp(v)) -2

Ha ¢(x) fiiggvény — tehat ¢ (y) is — szigortian monoton csékken, akkor

g(y)=—flo'( y))d%y(y).

Minthogy ilyenkor

do”'(y) <0
dy ’

tehat, az abszolut értékkel felirt 6sszefiiggés mindkét esetben helyes.

4.9. Példa. Legyen a transzformal6 fliggvény y=ax+b alaka. Hatarozzuk meg az # valoszi-
nliségi valtozo6 g(y) stiriségfiiggvényét, ha a £ valdszinliségi valtozo striiségfiiggvénye:

x <0,

B 0
J(x)= e’ x20.
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Megoldas. A ¢(x) fiiggvény inverze, és annak derivaltja:

Innen a (4.8.2) tétel alapjan:

sn)= s )= L
a a

4.9. Varhato érték diszkrét esetben

A kisérleti adatok eloszlasdnak jellemzése soran mar lattuk, hogy szamtani kézépnek mi-
lyen szerepe van az eloszlas jellemzésében. Ha az x; x», ..., x, méréssorozatot egyetlen
szammal akarjuk jellemezni, akkor legtobbszér a mérések szamtani atlagat adjuk meg.
Korabban mar lattuk, hogy a szamtani kozépet a kovetkezd képlettel szamolhatjuk:

_ Skx
x:Zl:# (4.9.1)

b

ahol n a mérési eredmények szama, N a lehetséges végeredmények szama, x; az 0sszes le-
hetséges mérési eredmény, k; pedig a lehetséges kimenetelek gyakorisdga az adott mérés-
sorozatban. A (4.9.1) kifejezésben a k/n hanyados a relativ gyakorisadg. A relativ gyakori-
sagrol tudjuk, hogy elegendden nagy mérésszam esetén, a nagy szamok torvénye alapjan
stabilitdst mutat. Azt is mondtuk, hogy elegendéen nagy mérésszam esetén a relativ gyako-
risagot tekintjilk a valdszinliség kisérleti értékének. A valosziniiség, mint elméleti konst-
rukcid pedig nem mas, mint az a relativ gyakorisag érték, amelyet végtelen nagy (a gyakor-
latban természetesen nem megvalosithatd) mérésszam esetén érnénk el a mérések soran.
(Erre a késobbiekben még visszatériink). Tehat

limﬁzp.

1
X—>00 n

A varhato érték a szamtani kozéppel rokon fogalom. A fenti gondolatmenet utan ez a

crer

Definicio. Legyenek a ¢ valdszintiségi valtozo lehetséges értékei x; xo, ..., x,. A lehetséges
értékekhez rendelt valoszinliség értékek legyenek rendre p;, po, ..., p,. Ekkor a & valészinii-
ségi valtozo M(C) varhaté értékét a kovetkezo képlettel definialjuk:

M@=y xp, (492)
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Ha véges sok lehetséges értékiink van, akkor a (4.9.2) 6sszeg mindig l1étezik. Ha meg-
szamlalhatoan végtelen sok lehetséges x; értékiink van, akkor M(¢) csak akkor 1étezik, ha a
(4.9.2) 6sszeg konvergens, ¢és a sorOsszeg fiiggetlen a tagok sorrendjétdl. Ennek feltétele
az, hogy a végtelen sor abszolut konvergens legyen, vagyis, hogy teljesiiljon a

Z|xi IP; <%
feltétel.

4.10. Példa. Hatarozzuk meg a kockadobasos kisérletben a valoszintiségi valtozo varhato
értekét! A & valoszinliségi valtozd lehetséges értékeit és a hozzajuk tartoz6 valdsziniiség
értékeket a 4.1. tablazat tartalmazza.

i 1 2 3 4 5 6

X; 1 2 3 4 5 6
Di 16 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

4.1. tablazat: A kockadobas lehetséges értékei és a hozzajuk tartozo valoszintiségek

A vérhat6 érték (4.9.2) alapjan:

Iyl 5l

M(§)=Zpixi=l~g+2-g+3 ST I 6 =35,
i=1

dos g !

6 6 6

A példa egyuttal azt is mutatja, hogy a diszkrét esetben maga a varhat6 érték nem fel-
tétleniil szerepel a lehetséges értékek kozott.

Megjegyzés

A (4.9.2) definicios kifejezés formailag azonos egyenes mentén elhelyezkedd tomegpontok
stlypontjat definialo képlettel, ha x; a tomegpontok origdtodl mért tavolsagat, a p; pedig az i.
tomegpont tomegének €s az Gsszes tomegpont egyiittes tomegének a hdnyadosat jelzi. Az
anal6giabol kovetkezik, hogy a pontra szimmetrikus valosziniiség-eloszlas varhato értéke a

szimmetriatengelyen van, mint az egyszeri 4.10. példaban is. Latjuk tehat, hogy a varhat6
érték a valoszinliség-eloszlas ,,centruma”.

Gyors ellenorzo feladatok

4.7. Adjuk meg a karakterisztikus valdsziniiségi valtozé varhato értékét!

4.10. A varhato érték folytonos esetben
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Definicio. Ha a ¢ valoszintségi valtozd folytonos strliségfliiggvénye f(x), akkor varhato
értéke a kovetkezo kifejezéssel definialjuk:

M(&)= Txf(x )dx . (4.10.1.)

A folytonos esetben is az egyértelmiiség érdekében meg kell kdvetelni az abszolut in-
tegralhatdsagot, vagyis, hogy

+00

Hfo(x)dx<oo.

—00

Konnyen belathato, hogy a folytonos esetre érvényes definicié nem mas, mint a diszk-
hogy annak a valdsziniisége, hogy a ¢ valoszinliségi valtozd az (a,b) intervallumba esik,
megegyezik az f(x) fliggvény a-b hatarokkal vett gorbe alatti teriiletével. Ha tehat a szam-
egyenest felosztjuk kis Ax; szakaszokra, akkor annak valdszintisége, hogy a ¢ valtozé az i.
intervallumon beliil van, a kovetkezo:

P(SeAx)~ f(x])Ax,

ahol x* a Ax; intervallum egy tetsz6leges belsé pontja. Ha (4.9.2) definici6 alapjan az x;

i

valtozora kiszamitjuk a varhat6 értéket, akkor az alabbi kifejezésre jutunk:
M(&)=) x[P(§etx)~ ) x f(x])A,.
i=1 i

Most ugyanugy jarhatunk el, ahogyan azt az integral bevezetésénél tettiik, tehat minden
hataron til finomitjuk a szamegyenes felosztasat, azaz

M(E)= lim 3 x; f(x; ), = [xfCxjas.

Amennyiben a hatarérték létezik, akkor az f{x) integralhatd, tehat megadtuk folytonos
esetre a (4.9.2) kifejezés altalanositasat.

Fontos megjegyzés

Az M(&) varhato értéket a & valoszinliségi valtozo elsé elméleti momentumanak is szokas
nevezni. Lattuk, hogy a varhaté érték szoros rokonsagban van a szamtani kézéppel. Ha a &
valoszinliségi valtozdval jellemzett sokasdgon méréseket végziink, és a mérések eredmé-
nyeinek szdmtani kozepét képezziik, akkor, mint mar emlitettiik, az empirikus véarhato ér-
téket kapjuk meg. Az empirikus varhato értéket a statisztikaban szokés az els6 empirikus
momentumnak nevezni. A késObbiekben latni fogjuk majd, hogy a valoszinliség-elmélet

© Havancsak Karoly, ELTE TTK www.tankonyvtar.hu




92 II. A VALOSZINUSEG-SZAMITAS ALAPJAI

¢s a statisztika az elméleti és az empirikus momentumok kapcsolatat pontosabban is meg-
adja.

4.11. Példa. A 4.6. feladatban kiszdmitottuk a céltablas kisérlet valosziniiségi valtozojanak
strliségfiiggvényét. Hatdrozzuk meg a valoszinliségi valtozo varhato értékét!

A (6.3) definici6 szerint a varhato érték folytonos esetben:

10

M(f):[oxf(x)dlermo "T00 3,

|10

3
2 =L 27 _666.

4.11. A varhato érték tulajdonsagai

Mivel a varhato értéket a szamtani kozép fogalmabol szarmaztattuk, ezért tulajdonsagai is
hasonldak a szamtani koz€ép mar megismert tulajdonsagaival. A tételeket a diszkrét esetre
latjuk be, de ahol sziikséges, a tételt felirjuk folytonos esetre is. Mivel az integralt 0sszeg-
z¢és hatarértékeként vezettiik be, ezért nem csoda az, hogy hasonl6 tulajdonsagai vannak,
mint az 6sszegzésnek.

1. tétel. Konstans varhato értéke maga a konstans, azaz
M(c)=c. (4.11.1.)

Bizonyitas. Ha a £ valdsziniiségi valtozonak egyetlen lehetséges értéke van, azaz &=c, ak-
kor ennek az értéknek a valoszintisége: P(C=c)=1. Tehat a varhato érték (4.9.2) alapjan:

M(c)=1-c=c.

2. tétel. A & valosziniiségi valtozo allanddszorosédnak varhato értéke az M(E) varhatd érték
allandoszorosa, azaz

M(c&E)=cM(&). (4.11.2)

A tétel folytonos esetre is igaz.

Bizonyitas. A ¢ valosziniiségi valtozo allandészorosa azt jelenti, hogy lehetséges értékei
szorzddnak az allanddval, azaz ¢ lehetséges értékei: cxj, cx, ..., cx,. Tehat a varhato érték:

M(cS)= Zn:cxipi = C_Zn:xipi =cM(S).
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4.Valészinliségi valtozo, varhato érték, szoras 93

Korabban mar lattuk, hogy a ¢ valdsziniliségi valtozo n=¢(&) fiiggvénye is valoszinlisé-
gi valtozo. Az alabbi tétel az 5 valtozé varhato értékérol szol.

3. tétel. A ¢ valoszinliségi valtozo lehetséges értékei legyenek x;, xo, ..., x,, és vegye fel a
valtoz6 rendre pj, pa, ..., p, valoszinliséggel ezeket az értékeket. A & valdszinliségi valtozo-
nak létezik az M(&) varhato értéke. Tovabba legyen y=¢(x) tetszOleges valds fliggvény. A
tétel allitasa az, hogy az n=¢(&) transzformalt valtozo varhato értéke:

M(n)=M(p(&)=Y 0l )p,. (@4.113)

Ha a £ valdszintiségi valtozo folytonos, akkor a #=¢(&) 0j valoszinliségi valtozd varha-
to értéke:

M(n)=Mp(&))= [p(x)f(x)dx. (4.114)

Bizonyitas. A tételt konnyti belatni, ha a ¢(x) fliggvény szigortan monoton fiiggvény. Eb-
ben az esetben ugyanis a ¢(x) transzformacid minden x; lehetséges értékhez egyetlen
vi=o(x;) értéket rendel hozza. Mivel ez az 0j valtoz6é ugyanahhoz az w; elemi eseményhez
tartozik, ezért az ehhez tartozo6 valdsziniiség értek is p;. Tehat # varhato értéke:

M(n)=2 yP(n=y)=2 0(x)p;.

Ha a transzformal6 fliggvény nem szigoruan monoton fiiggvény, akkor az  valoszini-
ségi valtoz6 y=p(x;) lehetséges értékei kdzott vannak azonosak. Ilyenkor y; valosziniiségét
ugy kapjuk meg, hogy 0sszegezziik az Osszes ilyen x; -hez tartoz6 p; értéket, azaz

p=P1=y)= Xp- (4.11.5.)
o(x;)=y;
Tehat » varhato értéke
M ()= yiP(1=9(x))= > y,p;. (4.11.6)
i k

A (4.11.6) kifejezésben mar csak a kiilonboz6 y; értékek szerepelnek. Ezzel ismét a
(4.11.3) Osszefiiggésre jutunk.

4.12. Példa. A 4.7. példahoz hasonldan legyen a & valosziniiségi valtozd P(&=x;) eloszlasa
a kovetkezo:
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X, ==2; x,==1; x;,=0; x,=1; x;=2
1 1 1 1 1

p1:g’ pzzﬁ’ p3=21 p4:§’ p5:6

A transzformal6 fiiggvény legyen a kovetkezd: y=x’. Hatdrozzuk meg az n=¢ 1j valo-
szinliségi valtoz6 varhato értékét!

A (6.7) definici6 szerint a varhato érték:

n )i )i 1 )i 1
M(n)= X )p =4 —+]—+0-—41-—44.—=
(1) EI o(x,)p; p B y 3

6
=4 i+i + ] i_{_i _{-0i :£=],75.
6 6 12 3 4) 12

4. tétel. Ha az 0j valosziniiségi valtozot eléallitd transzformald fliggvény tobb fiiggvény
0sszege, azaz ¢(x)=¢;(x)+@2(x), akkor az n=p(&)=p;(E)+ps(E)=n;+n, 4 valtozd varhatd
értéke:

M(n)=2 ()i + D 0% )p, = M(n,)+ M(7,). (4.11.7)

Bizonyitas. A tétel allitdsa a 0sszegzés linearis tulajdonsagaibol kovetkezik. Hiszen

1

M(n)= Z(D(xi)pi = Z(¢)/(x)+ ¢2(x))pi :Z¢1(xi)pi + Z¢2(xi)pi = M(U:)+M(772)-

Az integralds az Osszegzéshez hasonldan linedris operacio, tehat a bizonyitas teljesen
hasonl6 modon torténhet folytonos esetre is.

1. megjegyzés
Az 1., 2. és 4. tétel egyiittes alkalmazasabol kovetkezik, hogy ha ismerjiik a ¢ valdszintiségi
valtozo M(&) varhato értékét, akkor az n= ax+b 0j valtozo6 varhato értéke:
M(n)=M(as+b)=aM(&)+b.
A megjegyzés tulajdonképpen a & valosziniiségi valtozo linedris transzformaltjanak

varhato értékérol szol.

2. megjegyzés
Teljes indukcioval belathatd, hogy a 4. tétel nemcsak kett, hanem tobb tag esetén is igaz.

4.13. Példa. Legyen a transzformalo fiiggvény ¢(x)=al’+b&+c alaka! Hatdrozzuk meg az
n=(<$) 1j valtozo varhato értékét!
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Alkalmazva a (4.11.7) kifejezést €s a varhat6 érték korabban megismert tulajdonsagait
a megoldas a kovetkezo:

M) =Ma& +b&+c)=M(a&® )+ M(bE)+M(c)=aM (& )+bM(&)+c.

4.12. Szoras

Az 1.5. Mérési adatok egyszerii jellemzése cimii fejezetben bevezettiik az empirikus szo-
rasnégyzet és szoras fogalmat. A szoréassal a kisérleti adatoknak az empirikus varhato ér-
téktdl valo atlagos eltérését tudtuk jellemezni. Ezzel megegyez6 mddon a valdszintiségel-
méletben a szoérds a valoszinliségi valtozo lehetséges értékeinek a varhatod értéktdl valod
eltérését jellemzi.

Definicio. A ¢ valoszinliségi valtozo szorasnégyzetét az alabbi kifejezés definialja:

D (E)=M(E-Mmc&)y). 4.12.1)

A szorasnégyzet pozitiv négyzetgyoke pedig a szorast adja, azaz

D(E)= IM(E-M(£))). (4.12.2)

A definiciobol latszik, hogy a szérdsnégyzet a & valosziniiségi valtozo varhato értékétol
val6 eltérése négyzetének a varhato értéke. A szoradsnégyzetet tehat a varhato érték segitsé-
gével definialtuk. A varhat6 érték szdmos tulajdonsagaval az el6z6 fejezetben megismer-
kedtiink, tehat nem lesz nehéz megismerni a szorasnégyzet és a szoras tulajdonsagait.

4.13. Szorasnégyzet és szoras diszkrét esetben

A szorasnégyzet mint (4.12.1) definicigjabal kitlinik, 1ényegében a & valoszintiségi valtozo
fiiggvénye, igy maga is valoszinliségi valtozd. Ezért tehat a (4.9.2) képletbdl kovetkezik,
hogy diszkrét esetben a szorasnégyzet konkrét alakja:

D(£)=Y (v~ M(£)) p. (4.13.1)

A szorés a (4.13.1) kifejezés pozitiv négyzetgyoke, azaz

D*(&)= \/i(xi—M(é))Zp,- : (4.132)

i=1

4.14. Szorasnégyzet és szoras folytonos esetben
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A diszkrét esethez hasonlé modon folytonos esetben is alkalmazhat6 a valoszintiségi valto-
z0 fiiggvényének varhato értékét folytonos esetre meghatarozo (4.10.5.) képlet. Ha a £ va-
l6szintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye f(x), akkor a szoéradsnégyzet:

D (&)= j (x=M(E)) f(x)dx. 4.14.1)

A szérés a (4.14.1.) kifejezés pozitiv négyzetgyoke, azaz

D*(&)= \/ [Ce=M (&)Y f(x)dx . (4.14.2.)

—00

4.14. Példa. Hatarozzuk meg kockadobas esetén a valdsziniiségi valtozo szorasat! A 4.10.
példaban mar kiszdmoltuk a varhat6 értéket: M(C)=3,5. Alkalmazva a (4.13.1.) képletet:

D(&)= (1—3,5)2é+(2—3,5)2é+(3—3,5)2é+(4—3,5)2é+

+(5—3,5)Zi+(6—3,5)2 L_3916.. .
6 6
A szoérés pedig: D($)=1,707...

4.15. A szoras tulajdonsagai

Az alabbiakban két tétellel ismerkediink meg. Mindketté a szérasnégyzet olyan tulajdon-
sdgaira mutat ra, amelyeket a gyakorlati szdmitdsok soran gyakran alkalmazunk.

Tétel.
D (E)=M(E)-(M(E)Y =M(E )-M’(&), (4.15.1.)

vagyis a & valosziniiségi valtozd szorasnégyzete kiszamolhaté a & varhaté értéke és a &
varhato értéke négyzetének kiilonbségeként.

Bizonyitas. A bizonyitds soran a (4.13.1) definicios képletbdl indulunk ki. A zardjelen
beliil elvégezziik a négyzetre emelést, és kihasznaljuk a (4.11.7) tulajdonsagot, miszerint a
varhato érték tagonként szamolhat6:

D (&)=M(E-M(E)Y)=M(E - 28m(&)+(M(E)F )=
S M(E )= 2M(E)M(E)+ M (£)=M(E)- M*(E),
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¢s ezzel belattuk a (4.15.1.) kifejezés igaz voltat.

2 , O S 14 r r . , . ,
Az M(&°)-et szokas a & valoszinliségi valtozé elméleti masodik momentumanak ne-
vezni.

A gyakorlati szdmolasok soran sokszor kell a valoszinliségi valtozo linearis fliggve-
nyének szorasnégyzetét szdmolni. Errdl szol a kovetkezd képlet.

Tétel. Ha a ¢ valoszinliségi valtozo linedris fliggvénye n=al+b alakt, akkor # szorasnégy-
zete a kovetkez6 modon szamolhato:

D’(n)=a’D’(&). (4.15.2)

Bizonyitas. A bizonyitds soran a (4.12.1) Osszefliggést €s a varhatd érték szamolasanak
szabalyait alkalmazzuk.

D’(n)=D(at+b)=M|aé+b—M(a&+b) |= M|(ac +b—ar()+ b} |=
= Mag-amt ()Y |- mla’(E - M2 )Y |- amle - )y = a2,

Gyors ellenorzo feladatok

4.8. Adjuk meg a karakterisztikus valtozé szorasat!
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5. TOBB VALOSZINUSEGI VALTOZO EGYUTTES
ELOSZLASA

A kisérleti adatok leirasa részben mar lattuk, hogy gyakran ugyanazon vizsgalt jelenséggel
kapcsolatban nem egyetlen jellemz6t vizsgalunk, hanem kett6t vagy tobbet. Sokszor a kér-
dés éppen az, hogy ezen jellemzdk kozott van-e Osszefliggés. A valoszinliségelméletben ez
a probléma a valdszinliségi valtozok egyiittes eloszlasanak kérdéseként mertil fel.

5.1. Diszkrét valosziniiségi valtozok egyiittes eloszlasa

Egy kisérlettel kapcsolatban fogalmazzunk meg két valdszinliségi valtozot, és jeloljiik eze-
ket & és n betiikkel. A ¢ valdszinliségi valtozo lehetséges értékei legyenek x;, xo, ..., Xy, ...,
az 1 lehetséges értékei pedig y;, v, ..., yu ... Legyen r; annak valosziniisége, hogy az x; és
yj értékek egyszerre valosulnak meg, azaz

ry=r(,y)=PE=x.1=y,)- (5.1.1.)

A két valosziniiségi valtozo lehetséges értékeinek egylittes megvaldsuldsa az x—y sikon
egy-egy pontként dbrazolhat6. Ha az (x;;) pontok felett a z tengely irdnyaban r;; hosszusa-
gu palcikat rajzolunk, akkor kirajzolédik eléttiink e két diszkrét valdsziniiségi valtozo
egyiittes eloszlasa.

Az A;=(x;y;) események egymast kizaro események, és mikozben i és j végigfut az
Osszes lehetséges értéken, megvalosul az Gsszes esemény. A teljes valoszinliség tétele ér-
telmében tehat

Q=22 =1 (5.1.2)

A grafikus abrazolas helyett sokszor tdblazatban jelenitjiik meg a két valtoz6 lehetséges
értékeit és a hozzajuk tartozo eloszlast.

&n i )2 Vm 2 sor
X7 T [F) Vim pxy)
X 127 V22 om p(x2)
Xn Fni Fn2 Vim p(xn)
Yoszlop q(v1) q(v2) q(vm) /

www.tankonyvtar.hu

5.1. tablazat: A & és n vdltozok egyiittes eloszldasa
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5.2. Peremeloszlasok diszkrét esetben

Az 5.1. tablazatban képezziik a sorok dsszegeit:

pi=r. (5.2.1.)
Jj=1

Ez a sorOsszeg az 5.1. tdbldzatban az i. sor végén szerepel. Hasonl6 mddon a j. oszlop
aljan az adott oszlopban szerepld elemek 0sszege:

%22@. (5.2.2)

Ezeknek az 6sszegeknek 6nallo jelentésiik is van. Az (5.2.1.) p; sordsszeg példaul meg-
adja annak valdszintiségét, hogy a ¢ valdsziniiségi valtozo milyen valdszintiséggel veszi fel
az x; értéket, fliggetlenil attol, hogy az 5 valtozoénak milyen értéke valosul meg. Matemati-
kai formaba Ontve tehat:

P= 2= S P(E=xn=y,)=P(E =%,

Ezzel analog modon a g; oszlopdsszeg megadja, hogy az # valtoz6 milyen valdszini-
séggel veszi fel az y; értéket, fliggetleniil a & valtozo értékeitdl, azaz

(]j:Z;‘rv‘:Z]“P(‘f:xwﬂzy.f):])m:yf)'

A p; és g; eloszlasokat peremeloszlasnak nevezziik.

Természetesen igaz az, hogy ha az Osszes sordsszeget (peremeloszlas a sorok végén)
vagy oszlopdsszeget (peremeloszlds az oszlopok végén) dsszeadjuk, akkor az Osszeg 1,
vagyis

Y=Y =YY PE=xn=y,)=1,

i=1 j=I i=1 j=1

illetve

Y=Y =3 PE=xn=y)=1

i=1 j=1i=1 j=1i=I
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5.1. Példa. Haromszor dobunk egymas utdn egy érmével, és ezt tekintjiik egy eseménynek.
Az elemi események 3 darab f¢és i-bdl allnak. Az alébbi tablazat elsd sora tartalmazza az
Osszes elemi eseményt. A & valdszinliségi valtozo lehetséges értékei az elemi események-
ben szerepld fejek szdma, ezeket a tablazat masodik sora mutatja. Az n valdsziniiségi val-
tozo értéke egy, ha az irdsok szdma kett, minden mas esetben 0.

Q= ¢ fff ffi. fif iff  fii ifi iif iii )
E= (3 2 2 2 L L 1L 0
7
2

- /0 o o0 o0 I I 1 0 )

5.2. tablazat: Az eseménytér és a valosziniiségi valtozok értékei az 5.1. példahoz

Készitslink tablazatot a & és # valoszinliségi valtozok egyiittes eloszlasarol az 5.2. tablazat-
bol kiszamolhatd valoszinliség értékek felhasznalasaval! Az Q eseménytérnek 8 elemi
eseménye van, a klasszikus valoszintiség alapjan ezeknek egyenként //8-ad a valdszintisé-
giik. A tablazatban azonban a valdszintiségi valtozok egyiittes megvalosulasanak valoszi-
niiségeit kell megadnunk. Példaként a £=0 és az =0 értékek egyszerre csak egyszer szere-
pelnek lehetséges értékként, ezért ennek valoszinlisége 1/8. A =1 ¢és az y=1 haromszor
rendeltiik hozza elemi eseményekhez, a tdblazatban tehat 3/8 valosziniiség szerepel stb.

&n 0 1 X' sor
0 1/8 0 1/8
1 0 3/8 3/8
2 3/8 0 3/8
3 1/8 0 1/8
X oszlop 5/8 3/8 1

5.3. tablazat: A két valoszinitiségi valtozo egyiittes eloszlasa és a peremeloszldsok az 5.1. példahoz

A sorok ¢€s oszlopok végén a tdblazatban szerepelnek a peremeloszlasok is. Az 5 valdszi-
nliségi valtozo peremeloszlasat az utolsé sor adja. Példaul, az els6 oszlop aljan szerepld 5/8
érték adja meg annak valoszinlis€gét, hogy az 5 valdszintiségi valtozo 0 értéket vesz fel,
azaz: P(n=0)=5/8. Hasonlo mdédon a ¢ valoszinliségi valtozo peremeloszlasat az utolso
oszlop értékei adjak. Latszik a tdblazatbol az 1s, hogy ha a peremeloszlas sorokban szerep-
16 értékeket dsszeadjuk (az utolséd oszlop értékeinek dsszege), akkor 7/-et kapunk. Hasonlo
modon az utolsé sor dsszege is 1.

Gyors ellendrzo feladatok

5.1. A & és i valoszinliségi valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza az alabbi tablazat.

&n -1 0 1
-1 1/8 1/12 1/24
1 3/8 1/4 3/24
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Hatarozzuk meg a két valtoz6 eloszlasat kiilon-kiilon!

5.2. Az alabbi tablazat két valdszintiségi valtozo egyiittes eloszlasat adja meg.

én -1 0 1
-1 P 3p 5p
1 2p 4p 6p

Adjuk meg p értékét!

5.3. Diszkrét valoszinuségi valtozok fiiggetlensége

Ahogyan a bevezetOben emlitettiik, a gyakorlatban sokszor felmeriil a két valtozo fiigget-
lensége vagy fiiggdségének a kérdése. Az alabbiakban két valdszintiségi valtozo fiiggetlen-
ségének feltételét definialjuk.

Definicio. A ¢ és n diszkrét valosziniiségi valtozok lehetséges értékei legyenek x;, x,, ...,
Xpy oee €8 VI, V2, ooy Vo ... A & és i valtozokat fliggetlennek mondjuk, ha minden i-re és j-re
teljesiil, hogy

P(E=x,n=y,)=P(§=x)P(n=y,), (5.3.1)
vagy a fentiekben mar hasznalt egyszertibb jelolésekkel:
Ty =Pid;-

Konnyen belathatd, hogy a fenti definici6 6sszhangban van az események fiiggetlensé-
gére vonatkozo definicioval. Ha a {=x; eseményt 4-val jeldljiik, az n=y; eseményt pedig B-
vel, akkor az (5.3.1) Osszefiiggés eseményekkel felirva: P(AB)=P(4)P(B). Ez pedig éppen
az események valoszinliségeivel megfogalmazott fliggetlenség feltétele. A valdszinliségi

valtozok fiiggetlenségére most adott definicid tehat 6sszhangban van a korabban az esemé-
nyek fliggetlenségre adott definicidval.

Gyors ellenorzo feladatok

5.3. Allapitsuk meg, hogy az 5.1. példdban felirt valosziniiségi eloszlasok fiiggetlenek-e?

5.4. Allapitsuk meg, hogy az 5.1. gyors ellendrzé feladatban definialt két valosziniiségi
valtozo fliggetlen-e?
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Haladoknak

5.4. Feltételes eloszlasok diszkrét esetben

Az események kapcsdn mar definidltuk az feltételes valosziniiség fogalmat. 4 esemény B
eseményre vonatkoztatott feltételes valdszinliségét ugy definialtuk, hogy

P(AB
P(4|B)= P((—B)).

Ezzel a definicioval 6sszhangban most a valdsziniiségi valtozok eloszlasa kapcsan de-
finidljuk a feltételes eloszlas fogalmat.

Definicio. A & és n diszkrét valosziniiségi valtozok lehetséges értékei legyenek x;, x,, ...,
Xn, - €8 V1, V2, oo, Vi ... A { valOszinliségi valtozo n=y; feltételre vonatkozo feltételes valo-
sziniiség-eloszlasanak nevezziik az alabbi kifejezést:

P(E=xn=y,) 1
P(n:yj) qj'.

P(é=xln=y,)= (5.4.1))

crer

hogy 6sszhangban vagyunk az események feltételes valdszinliségével kapcsolatban korab-
ban adott definicioval.

Egy konkrét példa kapcsan belatjuk, hogy az (5.4.1.) definicié valoban valoszinliség-
eloszlast definial, mikozben i és j az Gsszes lehetséges értéket felveszi.

5.2. Példa. Az 5.3. tablazatban megadott valdszinliség-eloszlas esetén kiszamitjuk az
(5.4.1.) definici6 alapjan a P(& = xl.|77 =y, ) feltételes eloszlas tablazatat. A tablazat elsd

eleme:
1
r 8§ 1
P(‘§=x1|77=y1)=%:?=5-
8
A tablazat masodik soranak masodik eleme:
3
,
P(é=xp=y,)=2=4=1.
2 _
8
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Hasonlé modon szamolhat6 a tobbi elem is. Tehat a ¢ valosziniliségi valtozo #n valtozo
szerinti feltételes valosziniiség-eloszlasa:

&n 0 1

0 1/5 0

1 0 1

2 3/5 0

3 1/5 0

2 oszlop 1 1

5.5. Folytonos valosziniiségi valtozok egyiittes eloszlasa

Ha a ¢ és n valdszinliségi valtozok folytonosak, akkor az egyiittes eloszlasuk folytonos
eloszlasfiiggvénnyel jellemezhetd, ahhoz hasonloan, ahogyan egy valtozo esetében tettiik.

Definicio. Az

F(x,y)=P(E<x,n<y) (5.5.1)

kétvaltozos fliggvényt a ¢ és n valoszinliségi valtozok egyiittes eloszlasfiiggvényének ne-
vezzuk.

Az egydimenzids eloszlasfiiggvényéhez hasonléan bebizonyithatd, hogy a F(x,y) két-
valtozos fiiggvényre is érvényesek az alabbi tulajdonsagok:

1. A F(x,y) fuggvény mindkét valtozojanak monoton (nem csdkkend) fliggvénye, azaz ha
x,<x,¢és y, <y,,akkor

F(x,y,)<F(x,,y,). (5.5.2.)
2. A F(x,y) fiiggvény hatarértékei:
F(—0,y)=F(x,—©0)=0; F(ow,0)=1. (5.5.3)

Emlékeztet6iil: az egyvaltozos eloszlasfiiggvény harmadik tulajdonsaga arrol szol,
hogy a valdsziniiségi valtozo adott intervallumba esésének valdszintiségét hogyan lehet
kiszamitani az eloszlasfliggvény felhasznalasaval. A kétdimenzios esetben is megtehetd ez,
azonban az Osszefiiggés kissé Osszetettebb, ezért itt ezt kiilon tételként adjuk meg.

Tétel. Ha a ¢ és n valoszinliségi valtozok egylittes eloszlasfiiggvénye F(x,y), akkor a
P(a<i<h, c<n<d) valdszinliség az alabbi mdédon szamolhato:
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P(a<&<b;c<n<d)=F(bd)—F(ad)—F(bc)+F(a.c). (5.54)

Bizonyitas. A bizonyitds megkonnyitésére hasznaljuk az 5.1. ébrat.

(a,d) (b.d)

@) (o)

5.1. dbra: Abra a kétvaltozés eloszldsfiiggvénnyel kapesolatos tétel bizonyitdsdhoz

Legyen A; esemény az, hogy a ¢ €s n valtozok a (b,d) csuccsal rendelkez6 siknegyedben
vannak, vagyis

A =(E<b, n<d).
Az eloszlasfliiggvény definicioja alapjan ennek az eseménynek a valdsziniisége:
P(éE<b,n<d)=P(A)=F(bd).

Hasonlé modon az az esemény, hogy a & és 5 valtozok a masik harom cstccsal rendel-
kez6 térnegyedbe esnek rendre legyen a kdvetkezo:

A,=(E<a, n<d); A;=(E<a,n<c); A,=(E<b, n<c).
Az eseményhalmazokra igaz, hogy
A:AI_(AZ_A3)_A3_(A4_A3)'

Az 5.1. abrén latszik, hogy az 4,-A4; és az A,—Aj; siksavnak megfeleld, valamint az A;
siknegyednek megfeleld események egymast kizard események, valoszintiségeikre tehat
alkalmazhat6 a 3. axioma. Ennek megfelelden:

P(A4)=P(4)~ P(4, - 4,)- P(4) - P(4, - 4;).
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Mivel 4, c 4, és A, C A, ezért a kiillonbséghalmazok valdsziniisége egyenld a valo-
szinliségekkel, azaz

P(A)=P(A4,)-P(4,)+P(4)-P(4,)-P(4,)+P(4)=
=P(4,)-P(4,)-P(4,)+P(4,).

Ha a fenti kifejezésben a valodsziniiségeket az eloszlasfliiggvénnyel kifejezziik, akkor
éppen a (5.5.4.) tétel allitasara jutunk.

5.6. Egyiittes surusegfiiggvény

Az egydimenzios eloszlasok esetében a stirtiségfiiggvényt az eloszlasfliggvény derivaltja-
ként definidltuk. Ezzel analog modon definidlhaté a kétdimenzios eloszlasok esetén a siirii-
ségfiiggvény.

Definicio. Ha a ¢ és 5 egyiittes eloszlasfiiggvénye F(x,y), akkor az

O°F(x,y)

f(x,y)= oy

(5.6.1.)

vegyes masodik parcidlis derivaltat a £ és  egylittes stirliségfliggvényének nevezziik. Ter-
mészetesen a definicio csak akkor érvényes, ha 1étezik ez a parcialis derivalt.

Megmutathato, hogy amennyiben 1étezik az f(x,y) striségfliiggvény, akkor az F(x,y) el-
oszlasfiiggvény eldallithato a stiriségfliggvény kettds integraljaként, azaz

F(x,y)= I If(x,y)dxdy. (5.6.2.)

A kétdimenzids striiségfiiggvényre is belathatd, hogy a sik minden tartoméanyan
f(xy)=0, —0<X<®, —0<y<o,

¢s a normaltsag is igaz, vagyis

T Tf(x,y)dxdy=1.

—00 —00

Gyors ellenorzo feladatok

5.5. Legyen a ¢ és i valtozok egyiittes eloszlasfiiggvénye az alabbi:
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I—-e"\l-e") ha x>0, y>0,
Fray) - fU-eNi=e) =
0, egyébként.

Adjuk meg annak valosziniiségét, hogy 0<¢<I és 0<ny<I!

5.6. Adjuk meg az 5.5. feladatban definialt eloszlastiiggvény stirtiségfiiggvényét!

5.7. Lassuk be, hogy az 5.6. feladatban kiszamitott siirliségfiiggvény eleget tesz a stlirliség-
fiiggvények tulajdonsagainak!

5.7. Figgetlenség folytonos valosziniiségi valtozok esetén

Az események fiiggetlenségét a P(AB)=P(A)P(B) Osszefiiggéssel definialtuk. Ezzel teljes
Osszhangban van a két folytonos valdszintliségi valtozo fiiggetlenségének definicioja.

Definicié. Az ¢ és n valoszinliségi valtozokat fliggetlennek nevezziik, ha az 4A=(£<x) és a
B=m<y) események fiiggetlenek, azaz

P(c<x,n<y)=P(c<x)P(n<y).

Az egy ¢és kétvaltozos eloszlasfiiggvények definicioit felhasznalva ez a kdvetkezot je-
lenti:

F(x,y)=F(x)G(y), (5.7.1.)

ahol F(x,y) ¢ és n egylittes eloszlasfiiggvénye, F(x) a ¢ valtozo, G(y) pedig az n valtozd
eloszlasfiiggvénye.

A folytonos valdszinliségi valtozok fiiggetlenségének fenti definicigjabol mar kovetke-
zik fliggetlenség esetén a stirliségfiiggvényekre vonatkozd tétel.

Tétel. A ¢ és n valdszintiségi valtozok akkor és csak akkor fliggetlenek, ha a stirliségfiigg-
vényekre fennall az alabbi Osszefiiggés:

f(x.y)=f(x)g(y), (5.7.2)

ahol f{x,y) a ¢ és n valtozok egylittes striiségfiiggvénye, f(x) és g(y) pedig kiilon-kiilon a
valtozok strtiségfiiggvénye.

Bizonyitas. A tételt csak arra az esetre bizonyitjuk, ha a fliggetlenség fennall, akkor igaz
(5.7.2). F(x,y)=F(x)G(y) igaz, tehat
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O°F(x,y) _O°F(x)G(y) _ aF(X)@G(y)
oxoy OX0y ox

f(xy)= =f(x)g(y).

Integralassal hasonloan egyszerli belatni, hogy a tétel allitasa visszafelé is igaz.

Gyors ellenorzo feladatok

5.9. Allapitsuk meg, hogy az 5.5. gyors ellendrzd feladatban megadott eloszlasfiiggvény
fiiggetlen valoszintliségi valtozokat definial-e!
5.10. Igaz-e az 5.5. feladat stirliségfiiggvényére az (5.7.2.) allitas?

5.8. Valosziniiségi valtozok fiiggvényének varhato értéke

A val6szinliségi valtozok fliggvényének varhatd értékérdl mar volt sz6 a 4.11. alfejezet-
ben. A valoszinliségi valtozok fliggvényének varhato értékére vonatkozo tétel tobbdimen-
zi0s valoszinliségi valtozora is igaz.

Diszkreét valtozok esete
Legyen ¢ €s n két diszkrét valdszinliségi valtozo, x;, x, ..., X, ... €S V1, V2, .., Vn, ... lehetsé-
ges értékekkel. Legyen tovabba adott a két valosziniiségi valtozo P(C=x;, n=y;)=r; egylittes

eloszlasa. Amennyiben a két valtozo fiiggvénye (=¢(& n), akkor ennek az j valdszinliségi
valtozonak a varhat6 értéke:

M(p(&n)= ZZso(x v (5.8.1.)

Folytonos valtozok esete
Legyen ¢ és 5 két folytonos valoszinliségi valtozo, amelyek egyiittes stirtiségfiiggvénye

f(x,y). A két valtozo fliggvénye legyen most is (=¢(Sn). A (4.11.4) kifejezést alkalmazva a
folytonos valosziniiségi valtozok fiiggvényének varhato értéke:

Mp(En)= [ [o(x.y)f(x.y)dxdy. (5.8.2)

—00 —00

Gyors ellenorzo feladatok

5.11. Szamoljuk ki az 5.3. tabldzatban megadott egyiittes eloszlas alapjan a (=¢(Cn)=E+n
1j valtoz6 varhato értékét!

5.12. Szamoljuk ki az 5.3. tdblazatban megadott egyiittes eloszlas alapjan a (=¢(n)=Cn
szorzatfliggvény varhat6 értékét!
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5.9. Valosziniiségi valtozok osszegének varhato értéke

Az eldz6 alfejezetben altalaban beszéltiink arrdl, hogyan lehet kiszdmolni valoszintiségi
valtozok fliggvényének varhato értékét. Az altalanos képlet alapjan Osszeg varhato értéke
is kiszamolhato, ahogyan azt az 5.11. feladatban meg is tettiikk. Ugyanakkor, minthogy a
valoszinliségi valtozok 0sszege gyakran szerepel a gyakorlatban, ezért most az 6sszeg var-
hat6 értékére egy egyszeriibb és gyorsabb megoldast is adunk.

Tétel. A £ és i valésziniiségi valtozok osszegének varhato értéke egyenld a valdsziniisé-
gi valtozok varhato értékének Osszegével, azaz

M(E+n)=M(E)+M(n). (5.9.1.)
Bizonyitas. A bizonyitast csak diszkrét esetre mutatjuk meg, folytonos esetre teljesen ha-

sonld a menete. A bizonyitast az (5.8.1.) kifejezés alapjan végezziik. Az altalanos képletbe
a fliggvény helyére beirjuk a valtozok dsszegét:

RS VED DY ERSIIEWRTEDIPIIE

i

A masodik tagban felcserélve az 0sszegzés sorrendjét, valamint felhasznalva az (5.2.1.)
¢s (5.2.2.) azonossagokat, azt kapjuk, hogy

M(§+77)=ZZX,J;.].+ZZ);_/H :inznf+zy./zrzi _
:inpi+zyjqj =M(&E)+M(n).

Megjegyzés

Teljes indukcidval bebizonyithato, hogy ha &), &, ..., &, valdszinliségi valtozoknak 1étezik
varhato értéke, akkor 0sszegiik varhato értéke:

M(EA+E+..+& )=M(E)+M(E)+...+M(E). (5.9.2)

5.10. Valosziniiségi valtozok szorzatanak varhato értéke

Az éltalanos (5.8.1.) kifejezés alapjan természetesen két valdszinliségi valtozo szorzatanak
varhato értéke is kiszamolhato. Ha a valoszinliségi valtozok nem fiiggetlenek, akkor jobb
megoldas nem is 1étezik. Ha azonban a szorzandé valdszinliségi valtozok fiiggetlenek, ak-
kor a szorzat varhato értékére egyszeriibb megoldas is adodik.
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Tétel. Ha a & és  valdszinliségi valtozok fiiggetlenek, akkor a szorzatuk varhato6 értéke
egyenld a varhat6 értékeik szorzataval, azaz

M(Sn)=M(S)M(n). (5.10.1.)
Bizonyitas. A bizonyitast most is diszkrét esetre végezziik, de az integral és az Osszegzés

hasonlo tulajdonsagai miatt folytonos esetre teljesen hasonld a bizonyitas menete. Ismét az
(5.8.1.) altalanos képlet alapjan indulunk el, tehat

M(&n)=2.2 %y ;- (5.10.2.)

Most kihasznéljuk a valtozok fiiggetlenségét, tehat r;=p;q;. Ezt beirva (5.10.2)-be azt
kapjuk, hogy

M(&n)=2.2 %y;pd; =2 %P> y,4; =M(£)M(7).

Megjegyzés

Teljes indukcidval bebizonyithatd, hogy ha &), &, ..., &, valoszinliségi valtozok fiiggetlenek
¢s létezik varhato értékiik, akkor szorzatuk varhato értéke:

M(CS, 6, ) =M (G )M(S,) ..o M(G, ). (5.10.3.)

Gyors ellenorzo feladatok

5.13. Az 5.11. feladatban kitliz6tt szamolast végezziik el az (5.9.1) dsszefiiggés alapjan is!
Megnyugodhatunk, ha az eredmény egyezik az 5.11. feladat eredményével.

5.14. Az 5.12. feladat szamolasat végezziik el az (5.10.1) kifejezés alapjan is! Az ered-
mény miért nem azonos az 5.12. feladat eredményével? Melyik a helyes eredmény?

5.11. Valosziniiségi valtozok osszegének szorasa

A & és n valdszinliségi valtozok 0sszegének szorasnégyzete a definicids egyenletbdl kony-
nyen szamolhato.

Tétel. Ha ¢ és » valdszintiségi valtozok fliggetlenek, és 1étezik a szorasuk, akkor 6sszegiik
szorasnégyzete megegyezik a szorasnégyzeteik 0sszegével, azaz

D'(E+n)=D(£)+D’(n). (5.11.1.)
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Bizonyitas. A bizonyitashoz el6szor egy segédtételt latunk be, nevezetesen azt, hogy ha ¢
¢és i valdszintiségi valtozok fiiggetlenek, akkor

M(E-M(E)n-M(n))]=0. (5.11.2.)

A zargjel felbontasaval azt kapjuk, hogy

MI(E~M(&E)n-M(n))l=Mén—M(E)n—EM(n)+M(E)M(n)].
Kihasznalva a varhat6 érték tulajdonsagait, a tagonkénti varhato érték képzés utan ado-

dik a segédtétel allitasa, ha kihasznaljuk a fliggetlenségb6l adodd M (&n)=M(E)M(n)
azonossagot.

crer

bol kiindulva:
D&+ =MlE+n-ME+m))
Kihasznalva a véarhato érték képzésének szabalyat:
M(S+n)=M(S)+M(n),
majd beirva ezt a zardjelbe, azt kapjuk, hogy
D g+n)=MlE-mcE)n-mn))|

A szogletes zarojelen beliil a négyzetre emelést végrehajtva:

M|E=M(E+ =My |-l = M(£)Y = 2cE=McE)n—Mn))+(n-Mn)|

A vérhat6 érték képzést tagonként végrehajtva latjuk, hogy a kdzépso tag a segédtétel
allitasa miatt zérus, tehat a végeredmény:

D (&+n)=M|E-M(&)Y [« Mln— )Y |= D &)+ D).
¢s ez volt a bizonyitand¢ allités.

Megjegyzés

1. Az (5.11.2.) 6sszefiiggés teljesiiléséhez elegendo feltétel a fiiggetlenség, de nem sziiksé-
ges (azaz létezik mas eset is, amikor fennall). A fenti tétel igaz voltdhoz tehat kevesebb is
elegendd, mint a fliiggetlenség. Elég, ha (5.11.2.) teljestil.
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2. Teljes indukcidval belathatd, hogy az 0sszeg szérasnégyzetére vonatkozo (5.11.1.) tétel
nemcsak kettd, hanem tetszéleges szamu fliggetlen valdszintiségi valtozora is igaz, vagyis

D (E+E +..+&E )=D(E)+D’(E)+...+D°(E). (5.11.3)

Példa. Legyen n darab fliggetlen valdszinliségi valtozonk, amelyek szordsnégyzete azonos,
vagyis

D(E)=c?, i=12 ..n

Hatarozzuk meg a valtozok 0sszegének szorasnégyzetét és szorasat! Alkalmazzuk az
(5.11.3.) azonossagot! Azt kapjuk, hogy

D (& +E +..+& )=no”. (5.11.4.)

Innen a szoras gyokvonassal kaphato:

D(&E+E +..+E )=AIno . (5.11.5)

Az eredménybdl latszik, hogy a szoras lassabban ndvekszik (gyokdsen), mint a kisérle-
tek szama. Ennek a gyakorlati alkalmazasokban jelentésége van!
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6. KORRELACIO

6.1. Kovariancia

A mérési adatok kozotti 0sszefliggések targyaldsakor mar bevezettiik az empirikus korrela-
cios egylitthatot. Akkor lattuk, hogy ez a paraméter alkalmas a mérési jellemzdk kozotti
linearis kapcsolat jellemzésére. Most ugyanezt a problémat, nevezetesen a valdsziniiségi
valtozok kozotti kapcsolat probléméjat fogjuk targyalni, a valdszintiség-szamitas eddig
megismert apparatusa segitségével.

Mindenekel6tt emlékezziink az el6zé fejezet (5.11.2.) segédtételére, ahol belattuk,
hogy amennyiben a ¢ és # valoszinliségi valtozok fliggetlenek, akkor igaz az alabbi Ossze-
fliggés:

M(&=M(E))n-M(n))]=0.

Ez indokolja azt, hogy a valtozok kozotti kapesolat szorossagdnak mértékéiil mas eset-
ben is ezt a szorzatot valasszuk.

Definicio. A
cov(ém)=M[(E-M(E)\n-M(n))] (6.1.1)
varhat6 értéket a & és i valoszinliségi valtozok kovarianciajanak nevezzik.

Megjegyzés

Ha a lehetd legszorosabb a kapcsolat két valtozo kozott, vagyis ¢=#, akkor a kovariancia a
D’ (&) szorasnégyzettel egyezik meg.

Tétel. A kovariancia szdmoléasara a definicids Osszefliggésnél alkalmasabb az alabbi kép-
let:

cov(g,n)=M(sn)—M(s)M(n). (6.1.2.)

Bizonyitas. A bizonyitas soran a kovariancia definici6jabol indulunk ki, majd a szogletes
zérdjelen beliil felbontjuk a zarojeleket:

cov(ém)=M[(E-M(E)\n-M(n))=
M[én—EM(n)-M(E)n+M(E)M(n)|=M(En)-M(E)M ().
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A kovariancia értékének nagysagat jelentésen befolyasoljak a két valdsziniiségi valtozo
lehetséges értékei. Ennek kikiiszobolésére vezetjiik be a korrelacios egyiitthatot.

6.2. Korrelacios egyiitthato

Definicié. Ha a £és 7 valoszinliségi valtozok kovariancidja és szorasai léteznek, akkor a &
¢és n valtozo korrelacios egyiitthatojan a

cov(e,n) _M(cn)-M(s)M(n) (6.2.1)

R(EN)= -
(o) =D p0n) D(E)D(17)

képlettel meghatarozott szamértéket értjiik. Ez az érték csak akkor 1étezik, ha a nevezében
szereplO szordsok egyike sem zérus.

A korrelacios egylitthat6 is a & €s 7 valoszinliségi valtozok fliggdségét, kapcsolatanak
szorossagat méri valamilyen értelemben. Erre vonatkoznak az alabbi tételek.

Tétel. Ha & és n fliggetlen valoszinliségi valtozok, akkor R=0.

Bizonyitas. Az R(&,n) definicidjabol adodik, hiszen fiiggetlen valtozok esetén a szamlalo
nulla.

Megjegyzés

Az allitas nem megfordithato, vagyis abbol, hogy R=0 nem kovetkezik a két valtozo fiig-
getlensége. Ilyenkor csak annyit mondhatunk, hogy a két valtozo6 korrelalatlan.

Tétel. Ha a két valosziniiségi valtozo kozott linedris a kapcsolat, vagyis n=a&+b, akkor
R(En)=+1. (6.2.2)

Az elgjel a elojelétdl fiigg.

Bizonyitas. A kovariancia szamolas (6.1.2.) képletébdl indulunk ki.

cov(g,n)=M(sn)=M(S)M(n).

Latszik, hogy ki kell szamolnunk &y és M(Cn) értékeket, valamint meg kell adnunk
M(n) értékét is.

En=al’+b&,
M(ag’+b&)=aM (& )+bM (),
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M(n)=aM(S)+b.
Tehat:
cov(Ep)=aM (&) +bM(E)~aM*(£)~bM(&)=alM(& )~ M(&))=aD*(£).
Most szamoljuk ki (6.2.1.) nevezdiében D(y) értékét:
D*(n)=a’D*(¢),
ahonnan
D(n)=laD(&).

Beirva a kapott értékeket (6.2.1.) kifejezésbe:

_ cov(én) _ aD’(§) a1
D(&)D(n) |aD’(&) |d

(6.2.3)

Megjegyzés

1. A forditott allitas is igaz, vagyis ha R(& 1)==1, akkor a két valtoz6 kdzott linearis a
kapcsolat. Ezt nem bizonyitjuk.

2. Belathato, hogy altaldban igaz az, hogy |R| <I.

3. Ha a két valtozo kozott nem linearis a kapcsolat, akkor — 7 < R </ akdrmilyen lehet,
még 0 is. A korrelacios egyiitthatd tehat nem azt mutatja meg, hogy van-e valamilyen
fiiggvénykapcsolat a két valtozé kozott, hanem azt, hogy van-e lineéris kapcsolat, il-
letve azt, hogy a kapcsolat milyen erdsen linearis jellegt.

6.3. Linearis regresszio

A 2.1. és a 2.2. fejezetben mar lattuk, hogy a mérési adatok kozott lehet Osszefliggés, és
gyakorta ez a fiiggés linearis, vagy linedrisra visszavezethetd. Nézziikk meg, hogy mit tu-
dunk mondani ugyanerrdl a témarol a valoszinliség-elmélet eddig megismert tételei segit-
ségével.

A probléma altalanosan is kezelhetd, mi azonban megmaradunk a linearis dsszefliggés
vizsgalatanal. Feltételezziik tehat hogy a ¢ €s i valdsziniiségi valtozo kozott az alabbi 0sz-
szefliggés érvényes:

n=aé+b,
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de nem ismerjiik az egyenes a és b paraméterének értékét. A valoszinliség-szamitas nyel-
vére leforditva keressiik az a és b paramétereknek azt az értékét amelyek mellett az al+b
érteke a lehetd legjobban megkozeliti n értékét, vagyis legyen a kovetkezd varhato érték
minimalis:

M| —(ag+b)y |=Scab)=min.

A feladat megoldéasanak els6 1épéseként a zarojelen beliil elvégezziik a kijeldlt miivele-
teket, majd tagonként képezziik a varhat6 értéket.

Stab) =M —a&—bY |=M> —acn—bn—asn+a’&* + abé — by +abé + b=
= My )-aM(én)-bM(n) - aM (En)+ a*M(E )+ abM (E) - bM () + abM (&) + b’ =
= M(p?)- 2aM (En)- 26M (y)+ & M(E )+ 2abM (£) - 26M () + 57 .

A minimum megtaldlasahoz képezni kell a és b szerinti parcidlis derivaltakat, amelye-
ket egyenldvé kell tenni nullaval.

—as(;’b) = 2M(En)+2bM(E)+2aM(E2)=0,
a

oS(a,b)
ob

=2aM(E)-M(n)+2b=0.

Egyszerisités és rendezés utan azt kapjuk, hogy

aM (&) +bM(E)=M(En),

aM(&)+b=M(n).

A két egyenletbdl a és b kifejezheto:

o M) =M(EM(n) _cor(6m) _ g D01 63.1)
M(E)-M (&) D(E) D(¢)
b=M(n)—aM(&)), (6.3.2.)

ahol felhasznaltuk a kovariancia (6.1.2) és a korrelacids egytitthato (6.2.1) képleteit. Tehat,
ha megbizonyosodunk, hogy a ¢ és 5 valtozo kozott linedris a kapcsolat, akkor az igy meg-
talalt a és b értekekkel kiszamolt az al+b valdszinliségi valtozo kozeliti meg legjobban #
értekét. A kifejezésekben szerepld fiiggvények (kovariancia, korrelacios egyiitthatd, szora-
sok, varhato értékek) a két valtozo egyiittes eloszlasabol szamolhatok.
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7. NEVEZETES ELOSZLASOK

Az alabbiakban olyan valoszinliségi eloszlasokat targyalunk, amelyek az adatok statiszti-
kus kezelése és a mérési eredmények feldolgozasa soran gyakran eldkeriilnek. Tobbet ko-
ziilik az eddigiek soran mar megismertiik, most azonban rendezett formaban ezeknek is
attekintjiik a tulajdonsagait. Amikor abrazoljuk is az eloszlasokat, akkor a diszkrét eloszla-
sokat palcikadbrakkal jelenitjiik meg, a folytonos eloszlasokat pedig altaldban a slirtiség-
fliggvény abrazolasaval adjuk meg.

7.1. Az indikatorvaltozo eloszlasa

Korabban mar megismerkedtiink az indikatorvaltozoval. Most felidézziik a definiciot és
megadjuk az eloszlas jellemzait.

Legyen egy kisérlet két kimenetelii, melynek végeredménye A vagy A4 . Az 4 esemény
valésziniisége p, az 4 esemény valdsziniisége g=1-p. A kisérlethez rendelt & valdszintisé-
gi valtozod, az Un. indikatorvaltozd, amely az alabbi értékeket veszi fel:

(7.1.1))

1 haa kiserletben A valosul meg,
"0 haa kisérietben A valésul meg.

A fenti értékekhez rendelt valoszintiségek tehat:

7.1. abra: A karakterisztikus valtozo pdlcikaabraja p=0,2 esetén

A karakterisztikus valtozo eloszlasfiiggvényét p=0,2 esetén a 7.2. adbrara rajzoltuk.
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Feo
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024
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05 00 05 1.0

7.2. abra: A karakterisztikus valtozo eloszldsfiiggvénye p=0,2 esetén

A karakterisztikus valdszinliségi valtozé varhato értéke:
M(E)=0g+Ip=p, (7.1.2)

szorasnégyzete pedig:

D(E)=M(&)-M*(€)=0q+p-p =p-p’=pli-p)=pg.  (7.13)

7.2. Az egyenletes eloszlas

Diszkret eset

A ¢ diszkrét valdsziniliségi valtozd egyenletes eloszlasu, ha az x;, x,, ..., x, lehetséges érté-
keinek valosziniisége azonos. Az ilyen valdsziniiségi valtozot neveztiik klasszikus valtozo-
nak. A klasszikus valtozoval kapcsolatos meggondolésaink szerint a valosziniiségek:

P(§=xi)=£, i=12,...n. (7.2.1)

Az egyenletes eloszlas varhato értéke és szorasnégyzete:

M(&)= anpi SEEL P (72.2)

n-

D=2 3 -y - L3 _(izx] (723)

7.1. Példa. A kockadobas esetén, ha a valdszinliségi valtozo értékei a kocka lapjaira irt
szamok, akkor ennek a valoszinliségi valtozonak egyenletes az eloszlasa. Az eloszlas pal-
cikadbrajat mutatja a 7.2. 4bra.
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7.3. abra: Az egyenletes eloszlas palcikaabraja kockadobas esetén

Gyors ellenorzo feladatok

7.1. A kockadobas esetére rajzoljuk fel az eloszlasfiiggvényt!

7.2. A kockadobas esetére szamoljuk ki a varhato értéket és a szorast!

Folytonos eset

A folytonos ¢ valdszinliségi valtozot egyenletes eloszlasinak nevezziik az (a,b) interval-

lumon, ha stiriségfiiggvénye az alabbi:

1
f(x)= Py ha a<x<b, (7.2.4)

0 egyébként.

A stiriségfiiggvény alakja:

f(x)

h-a

7.4. abra: A folytonos egyenletes eloszlas siiriiségfiiggvénye
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A folytonos egyenletes eloszlés eloszlasfiiggvénye, a definicio alapjan:

X b
F(x)= | f(x)dx=| T o= ! x":z:z, haa<x<bh  (725)

b—a b—a

a

ha x<a, akkor F(x)=0, ha x>a, akkor F(x)=1, ahogyan azt a 7.5. dbra is mutatja.

0.5

0.0

7.5. abra: A folytonos egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye

A vérhato érték €s a szordsnégyzet folytonos esetben:

: (7.2.6.)

Dz(f):Jj x” dx—[’”“j _(b-a) (7.2.7.)

7.3. A Bernoulli-eloszlas

Mint a Bernoulli-kisérletsorozatban, a kisérletnek legyen két kimenetele, A és 4. Az A4
esemény valosziniisége: P(4)= p, az A esemény valészintisége pedig: P( A)=1-p=q.
Végezziik el a kisérletet n-szer, egymastol fiiggetleniil. Legyen a & valoszinliségi valtozo
az n szamu kisérlet koziil azok szama, amelyekben A kovetkezett be. Kordbban mar lat-

tuk, hogy ilyenkor annak valdsziniisége, hogy n kisérlet soran az 4 esemény k-szor kovet-
kezik be:

P(E=k)=B,(nk)= (Zkaq”k; k=0,12,..n. (73.1)
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Ezt az eloszlast Bernoulli-eloszlasnak, vagy sokszor binomialis eloszlasnak nevez-
ziik, amely diszkrét eloszlas. Az alabbiakban az eloszlés tulajdonséagait ismerjiik meg rész-
letesebben.

Mindenekel6tt be kell latnunk, hogy a (7.3.1) kifejezés valoban valosziniiség eloszlas,
azaz normalt, ami azt jelenti, hogy az Osszes lehetséges értékre Osszegezve a valdsziniiség
értékeket /-et kapunk.

Normaltsag

Bizonyitas
A bizonyités soran felhasznaljuk a binomidlis tételt, miszerint

(a+b) = Zn:(Zjakb”k . (73.2)

k=0

Ha most a (7.3.2) képletben végrehajtjuk az a=p és b=q helyettesitést, akkor azt kap-
juk, hogy

(1 k _n-k _ n o_ n _
o' a " =(p+q) =(p+1-p) =1,
o \k

¢€s éppen ezt akartuk belatni.

Az eloszlas alakja

Az alabbi abra p=0,1 ¢és n=100 esetén mutatja a Bernoulli-eloszlas alakjat palcikadbra
formajaban.
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Bp(l‘l.k)
0.15

010+

0,05 4

0

| MI Ly

7.6. abra: A Bernoulli-eloszlas alakja p=0,1 és n=100 eseten

10 25

A Bernoulli-eloszlés tehat diszkrét eloszlas, amelynek eloszlasfiiggvényét a 7.7. dbra mu-
tatja.

F(k)

05+

0.0

7.7. abra: A Bernoulli-eloszlas eloszlasfiiggvénye p=0,1 és n=100 esetén

Rekurzios képlet
A rekurzios képlet alapjan az eloszlas k-1. értékébdl kiszamolhato a k. értéke, tehat

n—-k+1 p
Bp(n,k):TEBp(n,k—]). (733)
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Bizonyitas

n k n—k Ifl.’
B, (nk) (k}p =) Ki(n—k)! __p

Bp(n’k_])_( R j k—](]_p)n—k+] n! I—P.

i—11P (k—=1)!(n—k+1)!

Az egyszeriisitések utan éppen a bizonyitando (7.3.3) dsszefiiggésre jutunk.

A Bernoulli-eloszlas varhato értéke

Tétel. A Bernoulli-eloszlas varhato értéke

M(E)=np. (7.3.4))

Bizonyitas. A varhat6 érték kiszdmitasara két modszert is megmutatunk.

a. A vérhato érték definicidja alapjan a Bernoulli-eloszlés varhato értéke:

n n n n!
M — k k nfk: k— k nfk'
(£) ; Ekqu kZ{; PR

Mivel k=0 esetén az els6 tag maga is nulla, ezért az 0sszegzés k=1-tdl indulhat, tehat

n

_ n! k n—k _ N (n=1)! k=1 _n—k
M(g)_;kk/(n—k)/pq np,;(k—l)!(n—k)/p T

ahol k-val egyszerlsitettiink, és az 0sszegzésbdl kiemeltiink n-et és p-t. Vegyik észre,
hogy az dsszegzésen beliil most

n—1\ .,
(k—]jpk 'q"" :Bp(n—],k—l).

Ha most bevezetjiik a k" = k — 7 0j valtozot, akkor erre atirva az 6sszegzést

C (n - ])/ k-1 _n-k = (n B ])/ K n-1-k"
M = = =
(<) np;(k—l)!(n—k)/p 1 np,;)k*./(n—l—k*)!p 1

=np(p+q)"~ =np.
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Itt az utolso Iépésben alkalmaztuk a binomidlis tételt, €s azt, hogy (p+q)”’1=1 .

b. A vérhato érték kiszamithatd az indikatorvaltozok segitségével is. Az n mérés soran
minden egyes méréshez rendeljiink hozza egy #; indikatorvaltozot, ahol i=1, 2, ..., n. Tehat

{ 1, ha az i. kisérletben az 4 esemény valosul meg,
n=

0, ha i. kisérletben az A valdsul meg.

Mivel a kisérleteket egymastol fliggetleniil végezziik, ezért az #; valtozok fliggetlen va-
loszintiségi valtozok. Adott kisérletsorozatban az indikatorvaltozok értékeinek Osszege
éppen k—t ad, tehat az #; valtozok Osszege éppen &, vagyis

E=n,+n,+..+1,.
Szamitsuk ki a varhat6 értéket!

M(E)=M(n,+n,+...+n,)=M(n, )+ M(n,)+..+M(n,). (7.3.5)
Az indikatorvaltoz6 varhat6 értékét mar korabban kiszamitottuk (7.1.2), vagyis
M(n)=p Vi-re,
tehat a (7.3.5) dsszege:

M(S)=M(n,)+M(n,)+..+ M(n,)=np.

Ezzel ismét a korabban kapott varhat6 értékhez jutottunk.

A Bernoulli-eloszlas szordasa

Tétel. A Bernoulli-eloszlas szorasat az alabbi osszefliggés adja:

D(E)=1npq. (7.3.6.)

Bizonyitas. Természetesen most is valaszthatnank a kozvetlen bizonyitast, azaz a szoras-
négyzet és a szords definicidja alapjan a szoérds kozvetlen kiszamitasat. Ehelyett sokkal
konnyebben célhoz ériink az indikatorvaltozok segitségével. Ismét felhasznaljuk, hogy & a
fentiekben definialt » darab fiiggetlen valoszinliségi valtozo Osszege. Szorasnégyzete tehat:

D’(E)=D(n,+n,+...+n,)=D°(n,)+D’(n,)+ ...+ D°(n,) -

Az indikatorvaltozé szérasnégyzetére vonatkozé (7.1.3) képlet szerint

D(n,)=pq VN i-re,
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tehat

D’(&)=D’(n,)+D’(n,)+ ...+ D°(n,)=npq .

A szoras pedig:

D(S)=Anpq

és ez az, amit be akartunk latni.

A Bernoulli-eloszlas modusza

A Bernoulli-eloszlasnak két paramétere van: n €s p. Adott eloszlas esetén n és p konkrét
szamértékek. Mikozben k valtozik, a hozzéarendelt valoszinliség értékek kezdetben novek-
szenek, majd csokkennek, ahogyan azt a 7.6. dbra esetén lathatjuk is. Kérdés, hogy milyen
k értéknél lesz az eloszlasnak maximuma? Ameddig ndvekszenek a valdszinliség értékek,
addig igaz, hogy
B (nk—1)<B,(nk).
Amikor csokkennek a valoszintliség értékek, akkor
B (nk—1)>B (nk),
A csucs kozelében esetleg az egyenldség is megengedett
B (nk—1)=B, (nk).

A fenti harom 0sszefliggés ugy is irhatd, hogy

B,(nk)
B,(nk-1)

VIIA

1,

ami a (7.3.3) rekurziés formula szerint megegyezik azzal, hogy

B,(nk) n-k+1 p
B,(nk-1) k I-p

VIIA
~

Atrendezve az egyenlStlenséget, azt kapjuk, hogy

(m+)pE 1.
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A maximum keresésekor, tehat azt kell vizsgalnunk, hogy £ novekedésével mikor valt a
relacio kisebbrdl nagyobbra. Két eset lehetséges: a. (n+1)p nem egész szam, vagy pedig b.
(n+1)p egész szam.

Tekintsiik eloszor az a. esetet:
Mikozben k novekszik, kezdetben az (n+1)p>k egyenlbtlenség teljesiil. Eddig a
By(n,k)>B,(n,k-1) relacio teljesil. Ahogy k nd, van olyan értéke k-nak, amikor megfordul a

relacid, azaz innentdl kezdve a B, (n,k)<B,(n,k-1) relacio lesz az igaz. Ez a k érték, ahol ez
a valtas bekovetkezik az (n+1)p egész részével lesz egyenld, azaz

[(n+1)p]=k. (7.3.7)

Ennél a k értéknél lesz az eloszlasnak a maximuma, vagyis ez a k az eloszlas modusza.

Tekintsiik a b. esetet:

Ha torténetesen az (n+1)p érték egész szam, akkor van olyan k érték, ahol az egyenldség
teljesiil, vagyis

(n+1)p==Fk.
Itt maximuma lesz az eloszlasnak, viszont ekkor igaz az is, hogy
B, (nk—1)=B, (nk),

ami azt jelenti, hogy két maximalis értéke is van az eloszlasnak a
ki=m+1)p ¢és ky=(m+1)p-1 (7.3.8.)

értékeknél. Ilyenkor bimodalisnak nevezziik az eloszlast.

7.2. Példa. Zarthelyin a hallgatok tesztet oldanak meg. 5 tesztkérdésre kell vélaszolni,
minden kérdésre harom lehetséges megoldast kindl a teszt, de ezek koziil csak egy a he-
lyes. Ha valaki egyaltalan nem késziilt, és a kérdésekre véletlenszertien valaszol, ugy hogy
a valaszok fiiggetlenek egymastol, akkor mi annak a valdsziniisége, hogy legalabb harom
kérdésre helyes valaszt ad?

Egy kérdésre a helyes valasz valoszintisége: p=1/3. Legalabb harom kérdésre adott he-
lyes valasz azt jelenti, hogy vagy harom, vagy négy, vagy mind az 6t kérdésre helyes a
valasz. A Bernoulli-eloszlas szerint, annak valdszintisége, hogy 6t koziil pontosan harom
kérdésre lesz helyes a valasz:

P(E=3)=B(53)= YVEV(2Y 2646
’ 303)\3
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Hasonlé mdédon annak valoszintisége, hogy pontosan négy feladat megoldasa lesz he-

' 4 3 3 ' o

Annak valosziniisége, hogy mind az 6t megoldas helyes:

P(E=5)=B (55)= VLV(2) 200041
’ 50\3)3

Tehat, hogy legalabb harom feladat megoldasa helyes, ennek a harom valdszintiségnek
az 0sszege, azaz

P(&E>3)=0,2098...

Gyors ellenorzo feladatok

7.3. A 7.2. példa adatai alapjan szamitsuk ki annak valdszinliségét, hogy véletlenszerti va-
laszadés esetén egyetlen feladat megoldéasa sem lesz helyes? (0,13168)

7.4. A 7.2. példdban mi annak a valdsziniisége, hogy legalabb egy feladat megoldéasa he-
lyes? (1-0,13168=0,86832)

7.4. A Poisson-eloszlas

A miuszaki ¢és tudomanyos gyakorlatban szamos olyan véletlen folyamat van, amelynek
leirasat a Poisson-eloszlas adja (ejtsd Poaszon!). A Poisson-eloszlas diszkrét eloszlas. Alta-
laban azt lehet mondani, hogy kis valoszinliségli események térbeli elrendezddését, vagy
iddbeli lefolyasat gyakran Poisson-eloszlas irja le. A térben ilyen jelenség példaul az erdd-
ben adott teriileten a fak szdma, a tavcso latomezejében taldlhato csillagok szdma, a vords
vérsejtek szama a mikroszkop latomezejében, adott teriileten bizonyos ndvény egyedeinek
a szama stb.. Iddbeli lefolyasra példak: a telefonkdzpontba bizonyos 1d6 alatt beérkezd
telefonhivdsok szdma; adott id6 alatt atomok radioaktiv bomlasanak szama; a Geiger-
Miiller-szamlaloba adott id6 alatt beérkez6 kozmikus részecskék szama stb. A Poisson-
eloszlasnak eleget tevd idOben lejatsz6dd folyamatokat Poisson-folyamatnak nevezziik.
Az elsé ismert alkalmazasa a Poisson-eloszldsnak a porosz hadseregben az egy évben 16ru-
gasoktol meghalt katonak szdmanak becslése volt.

Definicio. A ¢ diszkrét valoszinliségi valtozo eloszlasat 4 paraméterti Poisson-eloszlasnak
nevezzik, ha a valosziniiségi valtozo lehetséges értékei k=0, I, 2, ... egész szamok, és a
&=k esemény valdszintisége:
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ﬁk

P(§=k):Pe‘l, ahol 1> 0. (7.4.1.)
Normaltsag
0 k ) k
)
i k! o k!
ahol felhasznaltuk az ismert hatvanysor alakot:
0 /flk h
—=¢e", ha A>0.
oo k!

A Poisson-eloszlas varhato értéke és szorasa
Tétel. A 4 paraméteri Poisson-eloszlas varhato értéke

M(E)=A. (7.4.2.)
Bizonyitas.

( ) o //ik h h 0 /flk e
M(E)=) k—e " =¢ =le”’
; k! ; (k1) ,; (k—1)
A
hiszen k—1=k" helyettesitéssel:
-
2o =e

K=ok’!
Tétel. A 4 paraméteri Poisson-eloszlas szordsnégyzete

D(¢)=2, (7.4.3)
¢€s szorasa

D(E)=~2. (7.4.4)
Bizonyitas.

DZ(é)=M(.§2)—M2(5)=§k2%ﬂ 3
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ikZik:ik(k—z)ik+ > k—k:%i a +ikl—k=%eﬂ+zel
e k! &k Sk-2)y &k
D (&)=2ete " + Aete - =2,

tehat a szoras:
D(&)=+2.

Arra jutottunk tehat, hogy a Poisson-eloszlas 4 paramétere egyuttal az eloszlas varhat6
értéke €s szorasnégyzete is.

Az eloszlas alakja

A Poisson-eloszlas alakja hasonldé a Bernoulli-eloszlas alakjdhoz. Mennél kisebb a p és
mennél nagyobb n, mikézben np=A, a Poisson-eloszlas annal kozelebb esik a Bernoulli-
eloszlashoz. Ilyen feltételek mellett a Poisson-eloszlast a Bernoulli-eloszlas kozelitésére is
lehet hasznélni. A 7.8. dbran a A=10 paraméterii Poisson-eloszlas (teli vonal), és a p=0,1,
n=100 paraméterti Bernoulli-eloszlas (pontozott vonal) 6sszehasonlitasa latszik.

P(-K)
0,154

0,10 4

0.05

L

o]

25

7.8. abra: A Poisson-eloszlas (teli vonal) A=10, és a Bernoulli-eloszlas (pontozott vonal) p=0, 1,
n=100 paraméterekkel

7.3. Példa. Radioaktiv anyag bomlasanak mérésekor a Geiger—Miiller-szamlaloval percen-
ként atlagosan n=170 [db/min] beiitésszdmot mériink. Mi annak a valdszintisége, hogy fél
perc alatt nem érkezik beiités a szdmlaloba? Megoldas: fél perc alatt a beiités varhato érté-
ke: 2=10 [1/min] x 0,5 [min]=5. A belitésszdmra Poisson-eloszlast feltételezve, annak va-
l6szinlisége, hogy fél perc alatt egyetlen bomlas sem torténik:

0
P(E=0)= %ef =0,0067...
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Gyors ellenorzo feladatok

7.5. A fenti példa adatait felhasznalva adjuk meg a belitésszam szoérasat!

7.6. Adjunk rekurzios formulat a Poisson-eloszlasra!

7.5. A geometriai eloszlas

Egy kisérletnek két kimenetele van A4 és 4. Ezek valésziniiségei: P(A)=p és

P(A)=qg=1-p. A kisérletet egymastdl fiiggetleniil sokszor elvégezve, és ezt a sok ki-
sérletet tekintsiik egy kisérletnek. A kisérletet addig végezziik, ameddig az A esemény el6-
szor bekovetkezik. A kisérlet kimenetele tehat A -bol és 4-bol alld sorozat. A & valdszini-
ségi valtozo legyen annak a kisérletnek a sorszama, amelyben el0szor fordul el az A
esemény. Tehat ¢ lehetséges értékei: 7, 2, 3, ... Annak valosziniisége tehat, hogy =k, va-
gyis, hogy az 4 esemény a k. kisérletben fordul el6 el0szor:

P, =P(E=k)=¢""'p ,ahol k=1, 2, ., (7.5.1.)

Ezt az eloszlast geometriai eloszlasnak nevezziik.

Normaltsag

- - = 1
NPE=k)=p> ¢ =L>¢ =p-"=1,
k=1 k=1 q k=1 I—-q

ahol kihasznaltuk a geometriai sorra vonatkozé 6sszegképletet:

Sgt=—1—. (7.5.2)
k=1 I-q

Az eloszlas alakja

1,0 4
Pe=k"]
0.8
0.7—-
0.5—-
0.5—-
0.4
03
0.2-

014

0,0 1

W ——

Lol
w

k

7.9. abra: A p=0,3 paraméterii geometriai eloszlas palcikadbrdja
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A geometriai eloszlas varhato értéke

Tétel. A geometriai eloszlas varhato értéke:

1
M(&)=—. (7.5.3))
p
Bizonyitas
< 1 1
M(E)=D k¢ 'p=p ==,
e
ahol felhasznaltuk azt a fliggvénysorokra érvényes szabalyt, hogy
f)=221,0) > fa)=2 filx).
n=1 n=1
A geometriai eloszlas szorasnégyzete
Tétel. A geometriai eloszlas szordsnégyzete:
D(&)="L 754
$)=—. (7.5.4.)

Bizonyitas

Dz(§)=M(§2)—M2(§)=ik2q""p—§=§,

felhasznalva, hogy

< _ l+q
M(&)=3 kpg"" = ,
; (1-q)
amit (7.5.2) kétszeres derivalasa utan kapott
Skk—1)g 7 =L,
k=1 (1-q)

kifejezés kis atalakitasaval nyerhetiink.
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7.6. Az exponencialis eloszlas

Definicid. A ¢ folytonos valdszinliségi valtozo A paraméterii exponencialis eloszlas, ha
striiségfiiggvénye:

Ae™ ha x>0
x = 7.6.1.
f( ) {0, ha x<0. ( )

A stlrliségfiiggvény ismeretében az eloszlasfliggvény mar szamolhato. Ennek megfele-
16en a & valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

F(x)=P(E<x)= Ile”dt:{l_e v hax20 (7.6.2.)

0, ha x < 0.

Az eloszlas alakja
f(x)
0.6

0.4 -

0,2 -

7.10. abra: A A=0,45 paraméterii exponencialis eloszlas siiriiségfiiggvénye

Normaltsag

Az hogy a (7.6.1) fiiggvény valdban valoszinliségi stirliségfiiggvény a normaltsag ellendr-
zésével lathato be.

T f(x)dx = T Odx + I/le“dx - [_e—iX] °0° -1
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F(x)

1.0

0.8 4

0.6 4

0.4 4

0.2 4

7.11. abra: A A=0,45 paraméterii exponencialis eloszlas eloszldsfiiggvénye

Normaltsag

Az hogy a (7.6.1) fliggvény valoban valdszintiségi stiriségfiiggvény a normaltsag ellendr-
zésével lathato be.

0 0 0
j f(x)dx = j Odx + Jle’“dx = [_e—ﬂx] =1
-0 -0 0
A exponencialis eloszlas varhato értéke
M(f):jxf(x)dx:/lj.xe_b‘dx:é, (7.6.3.)
0 0

ahol az integral parcialis integralassal szadmolhato ki.
Szordsnégyzet és szords

TP B
D*(£)= ! X Je idx—?z?. (7.6.4.)

Az integral itt is parcidlis integralassal szamolhat6. Tehat a szoras:

D(&) :é. (7.6.5.)
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Az exponencidlis eloszlas élettartamokat leird valdsziniliségi valtozok leirasara alkal-
mas. Az ilyen élettartamokra az jellemzd, hogy ha az élettartam x idépontig nem ért véget,
akkor ugy tekinthetd, mintha a folyamat x idopontban kezdddne. Sokszor ezt ugy fejezik
ki, hogy elfelejtddik a mult, és az élettartam a megfigyelés kezdetén kezdddik el, vagyis az
ilyen valdszinliségi valtozo orokifju tulajdonsaggal rendelkezik.

A fizikabol ismeretes, hogy egy radioaktiv atom élettartama exponencialis eloszlast.
Hasonlo médon exponencidlis eloszlasu egy lampa vagy egy mikroprocesszor élettartama.

7.4. Példa. A Mossbauer-effektus mérése soran hasznalt Co’” atomok felezési ideje 0,75 év
(270 nap). Hatarozzuk meg, hogy egy atom élettartamanak mekkora a varhat6 értéke?

Megoldas: Az élettartam exponencidlis eloszlast kovet. Az eloszlas fliggvény tehat
F(x)=1-e™*

alaka. A felezési id0 azt jelenti, hogy az atom az x idOpontig F(x)=1/2 valoszinliséggel
elbomlik. Tehat:

ahonnan

Ez a kifejezés adja meg a felezési id6 és az eloszlas paramétere kozotti kapcsolatot. A
feladat adataival:

a=tn2 oyl
0,75 év év

Mivel a varhat6 érték M(E)=1/4, innen a feladat megoldasa, azaz egy atom élettartama-
nak vérhat6 értéke: M(E)=1,082 év.

7.7. A normalis eloszlas (Gauss-eloszlas)

A statisztikaban az egyik leggyakoribb eloszlds a normalis eloszlas, amelyet sokszor Ga-
uss-eloszlasnak is neveziink. A késdbbiekben még visszatériink arra, hogy miért fordul eld
a normalis eloszlas olyan gyakran.
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Definicio. A ¢ valoszinliségi valtozo normalis eloszlasu, ha striiségfiiggvénye:

f(x): e 27, ahol —0<x<oo. (7.7.1.)

A eloszlasnak két paramétere van m és a. Az m tetszdleges valds szam, o pedig pozitiv
allando6. A normalis eloszlas szokdasos jelolése: N(m,o).

A normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye

Az eloszlasfliggvény a stirliségfliggvénybdl integralassal kaphaté meg:

F(x)= j fle)dr= | e 2 dt. (7.7.2.)

Normaltsag

A normalis eloszlas folytonos eloszlas, tehat az alabbi integralrol kell belatni, hogy értéke
egységnyi:

7(x—m)2

° T :
_[Of(x)dx:.[oo_me 207 dx.

Az integralt 01j valtozo bevezetésével hozzuk egyszeriibb alakra. Az 0j valtozo:

xX—m dx
u= s odu=—.
o o

Az 1j véltozoval kifejezve az integralt:

jf(x)dx_ a\/_j du—\/_'[ e du=1

¢és ez az amit be akartunk latni. Itt felhasznaltuk az alabbi nevezetes integral értéket:

(7.7.3.)

Teﬁ dx = ﬁ
0

>
Az eloszlas alakja

Az m=5 és o=1,5 paraméterli normalis eloszlas slirliségfiiggvénye a 7.12. dbran lathato.
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f(x)

0.25 4

0,20 4

0.15 4

0,10 4

0.05 4

0,00 T T T T T T T T T

7.12. abra: Az m=5 és 0=1,5 paraméterii normalis eloszlas stirliségfiiggvénye

Az m=5 és 0=1,5 paraméteri normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye a 7.13. dbran lathato.

F(x)
1,0

0.8+
0.6 -
0.4+

024

a0 1 T T T

7.13. abra: Az m=35 és o=1,5 paraméterii normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye
Varhato érték
Tétel. Az m és o paraméterli normalis eloszlas varhatd értéke m, vagyis

(x-m)’

M(&)= ! Txe 20 dx=m. (7.7.4)

o~N27m
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Bizonyitas

Els6 1épésként ismét 01j valtozot vezetiink be, azaz

amivel az integral egyszerlibbé valik:

2

M 207 gy = 2 du + (7.7.5.)

xe ue 2 du =m,
. /_.[ =] /_I

hiszen (7.7.5)-ben az elsO integral nulla, mert antiszimmetrikus fliggvény integraljarél van
sz6 az egész valos tartomanyon. A mdasodik integral értéke m, felhaszndlva a (7.7.3) azo-

nossagot. Ezzel belattuk, hogy igaz a varhat6 értékre vonatkozo tétel.

Szorasnégyzet
Tétel
D’ (&)= ! T(x—m)ze(x_:z)zdx—az (7.7.6.)

el | . 7.6.
Bizonyitas
Ismét bevezetjiik a fentieckben mar megismert 0j valtozot:

u= x—m; du :ﬁ.

o o
Ezzel kifejezve a (7.7.6) kifejezés integraljat
(X*m)z 2 +o u

DZ

- e ]

Most kihasznalva azt, hogy

majd parcialisan integralva a kapott kifejezést, éppen a (7.7.6) kifejezésre jutunk.
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Egyszerli fiiggvényanalizissel belathatd, hogy az N(m,s) normalis eloszlas siirliség-
fliggvényének maximuma m-nél van, a fliggvény inflexios pontjai pedig az m—o és az m+o
pontokban vannak. Az F(x)=1/2 egyenlet megoldésa is x=m. Az m tehat nemcsak az elosz-
las varhato értéke, hanem szimmetriatengelye, modusza és medianja is.

7.8. A standard normalis eloszlas

A statisztikdban kitlintetett szerepe van annak a normadlis eloszlasnak, amelynek paraméte-
rei: m=0 és o=1. Az ilyen normalis eloszlast standard normalis eloszladsnak nevezziik és
szokasos jelolése N(0,1). A kitlintetett szerepnek megfelelden a stirliségfiiggvény jeldlése
@(x), az eloszlasfiiggvényé pedig @(x).

A standard normalis eloszlas stiriiségfiiggvéenye
A paraméterek behelyettesitésével azt kapjuk, hogy a standard normalis eloszlés stirliség-

fliggvénye:

2

qo(x): ! e 2, ahol —o<x<oo. (7.8.1.)

NEZ3

A stiriiségfiiggvény alakja a 7.14 abran lathato.

P(x)

0.4

7.14. abra: A standard normalis eloszlas stiriiségfiiggvénye

A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye

Az eloszlasfliggvény kifejezését megkapjuk az m=0 és a o=1 paraméterek beirasaval a
(7.7.2) kifejezésbe:
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o(x)= ol = | \/;_ﬂe_zdt. (7.8.2))

Az eloszlasfiiggvény alakjat a 7.15 dbrara rajzoltuk.

(x)
1,0

0,9 -
0,8 4
0,7 4

0,6 -

7.15. abra: A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye

A standard normalis eloszlas tulajdonsagai

A standard normalis eloszlas vérhatd értéke nulla, és stirliségfliiggvénye szimmetrikus
fliggvény, azaz

o(—x)=p(x). (7.8.3.)

amirdl behelyettesitéssel konnyen meggy6zddhetiink.

Az eloszlasfliiggvényre igaz az aldbbi azonossag:
D(—x)=1-D(x), (7.8.4.)

ami szintén a slriiségfiiggvény szimmetrikus voltabol kovetkezik, hiszen
[o(t)de=1= [ o(t)dt+ [p(t)dt+ [p(t)dt =2 [ p(t)dt + [t )it

Az integralok kifejtésével azt kapjuk, hogy
1=20(-x)+D(x)—D(—x),

ahonnan atrendezéssel adodik a (7.8.4) azonossag.
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A ¢(x) és @(x) fiiggvények értékeit tdblazatban szoktak megadni. A szimmetriatulaj-
donsag okén elegendd x >0 értékekre megadni a tdblazatot.

A standard normalis eloszlasra igaz az aldbbi tétel.

Tétel

Ha a ¢ valdszintiségi valtozo N(0, 1) eloszlasu, akkor igaz az, hogy

P(—x<&E<x)=2D(x)—1. (7.8.5.)

Bizonyitas

A tétel bizonyitésa a (7.8.4) azonossag segitségével egyszer, hiszen
P(-x<é<x)= jgo(z)dt =D(x)-D(-x)=D(x)—(1-D(x))=2®(x)-1.

A normalis eloszlds tovabbi tulajdonsagai

Tétel. A normalis eloszlas stirliségfiiggvénye kifejezhetd a standard normalis eloszlés sii-
riségfliggvényével, az alabbiak szerint:

1l (x—m
f(x)z—go( j (7.8.6.)
o o
Bizonyitas
o=
N2 ’
xX—m oy .
ahonnan u = helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

o
co(x_mj_ ,—] ef(xf_ffm")z
o 27 '

Innen latszik, hogy o-val osztva éppen a normalis eloszlas stiriségfiiggvényét kapjuk.

Hasonl6é médon a normalis eloszlas eloszlasfliiggvénye is kifejezhetd a standard norma-
lis eloszlas eloszlasfiiggvényével az alabbi tétel szerint.

© Havancsak Karoly, ELTE TTK www.tankonyvtar.hu




140 II. A VALOSZINUSEG-SZAMITAS ALAPJAI

Tétel
F(x)= @(X_mj. (7.8.7.)
o
Bizonyitas
] x _(t=m)
F(x)= e 2 dt
() oN2rm '[O
Innen u = t—m és odu = dt helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

o

X—m

2

F(x)zﬁ T ¢ du :(D(x;m]_@(_oo):@(x;mj’

hiszen kordbban mar belattuk, hogy @(—w«)=0.

A fenti két tételnek gyakorlati szempontbol az a jelentdsége, hogy elegendd a standard
normalis eloszlas tablazatokat megadni, amibdl tetszéleges paraméterii normalis eloszlas
értékei mar kiszamithatok. A Filiggelék 14.4. fejezetében megtalalhatd a standard normalis
eloszlas eloszlasfliggvényének tablazta.

Egy tovabbi fontos tételt vezetiink le az N(m,o) eloszlasra vonatkozoan.

Tétel

Ha a ¢ val6sziniiségi valtozé eloszlasa N(m,o), akkor a varhat6 értékre szimmetrikus (m—
Ao, m+Ac) tartomédnyba esés valdszintisége a kovetkezoképpen szdmolhato:

P(m—-Ac<E<m+Aic)=2®(1)—1. (7.8.8.)

Bizonyitas

P(m—/IGSZjSm+2,0'):F(m+/10')_F(m_/10)ZQ(m-FiO'—mJ_@(m—io-_mJ:
o o2

=D(A)—D(-A)=2D(A)-1,
ahol kihasznaltuk a (7.8.7) és a (7.8.4) azonossagokat.

A normalis eloszlasnak a statisztikdban kdzponti szerepe van, amit a késébbiekben még
targyalni fogunk.
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Gyors ellenorzo feladatok

7.7. A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének tablazata segitségével szdmoljuk
ki, hogy mekkora annak a valdsziniisége, hogy az N(m,o) eloszlast ¢ valtozd a varhatd
érték korili (m—1io, m+Ac) tartomanyba esik A=1, 1=2 és 1=3 esetekben? (0,6827, 0,9545,
0,9973).

7.8. A milyen értéke mellett esik a N(m,o) eloszlasu ¢ valtozo a véarhatd érték koriili (m—Ag,
m+Ac) tartomanyba p=0,99 valoszinliséggel? (1=2,575)

7.9. Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ eloszlasa N(m,s), akkor az

77:
(o}

uj valtozo eloszlasa N(0,1). A n valtozot ezért standardizalt valtozonak nevezziik. A bizo-
nyitas sordn hasznaljuk fel a (4.8.1) és (4.8.2) dsszefiiggéseket.

A tovéabbiakban normalis eloszlasbol szarmaztatott eloszlasokat vizsgalunk.

7.9. Fiiggetlen normalis eloszlasok 6ssze

Tétel. Ha & és 5 valoszinliségi valtozok fliggetlen valoszinliségi valtozok, ¢ eloszlasa
N(mo), n eloszlasa N(myo), akkor a (=&+n valoszinliségi valtozod eloszlasa

N(m;+my, +Jo; +0; ). Az dsszeg valdszinliségi valtozo stirliségfiiggvénye tehat:

2
(x—my—m,)

1 2(ci+062)
x)= e e/ 7.9.1.
J(x) (0'12 +0'22)\/% ( )

Bizonyitas. Nem bizonyitjuk azt az éllitast, hogy az eloszlas normalis eloszlasu. Viszont,
ha mar tudjuk, hogy az eloszlas normalis, akkor az éltalanos tételek alapjan konnyen ki-
szamolhatjuk a varhato értéket €s a szorast. Tudjuk ugyanis, hogy a valoszinliségi valtozok
Osszegének varhat6 értéke:

M(S)=M(5)+M(n)=m +m,,

¢€s azt is bebizonyitottuk, hogy a fiiggetlen valosziniiségi valtozok 6sszegének szordsnégy-
zete:

D’({)=D*(¢)+D’(n)=0] +07.

Innen mar kovetkezik a varhato értékre és a szorasra vonatkozo allitas.
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7.10. Logaritmikus normalis eloszlas

Definicid. A ¢ valdszinliségi valtozot logaritmikus normalis (roviden lognormalis) eloszla-
sunak nevezziik, ha a logaritmusa normalis eloszlasu, vagyis ha a beldle képezett

n=ing

1) valtoz6 normalis eloszlasu.

A definici6 alapjan kiszdmolhatjuk a lognormalis eloszlas eloszlasfiiggvényét. Az
valtozo eloszlasfiiggvénye normalis, tehat

¥y _(t—m)z
Ie 207 dt.

—00

G(y)zP(n<y)=U\/]Z

Felirhato viszont a kdvetkezd 6sszefiiggés:
F(x)=P(é<x)=P(InE<lnx)=P(n<y),

tehat

1 Inx _(f*m)z
[e " ar. (7.10.1.)

Fx)= oN2r

Megkaptuk tehat a lognormalis eloszlas eloszlasfiiggvényét. Innen derivalassal jutunk a
stiriségfliggvényhez:

(/nx—m)z
] - 77

f(x)zF'(x)zoxme 207 (x20) (7.10.2.)

A lognormalis eloszlas varhato értéke és szorasnégyzete

(Inx—m )’ o’
- m+=—

M(g)=—1 Te 2w gx=e" 7 (7.10.3)
(

o2
2 _ 2y 2 _ 1 T
D*(&)=M (&)~ M*(&) Gmlxe

Inx—m)?

202 dx — 62m+02 _ eZm+az (eaz _ 1) (7 104)
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A lognormalis eloszlas alakja

fix)

a0 T T T F T T T

7.16. abra: A lognormalis eloszlas stiriiségfiiggvénye M(E)=3 és D(E)=0,5 paraméterekkel

A lognormalis eloszlas véletlenszerii torési, osztodasi, orlési folyamatok esetén a végter-
mék valamelyik méretének, hosszanak, térfogatanak, sulyadnak eloszlasa. Példaként a go-
lyésmalomban 6rolt anyag mérete, lebomld molekulak nagysaga, a kétoréskor keletkezd
tormelék mérete stb. sok esetben lognormalis eloszlast kdvet.

Tétel. Ha a ¢ valdsziniiségi valtozo lognormalis eloszlast, akkor a beléle képezett n=b&"
valtozo is lognormalis eloszlésu.

Bizonyitas. A lognormalis eloszlas definicidja alapjan az /n¢ valtoz6 normalis eloszlasu.
Ha 7 logaritmusat képezziik, akkor azt kapjuk, hogy

Imn=alné&+mnb,
marpedig a normalis eloszlas linearis transzformaltja is normalis eloszlas, ami azt jelenti,

hogy az 5 valdsziniiségi valtozo is lognormalis eloszlasu.

A tételbdl kovetkezik, hogy ha egy termék linedris mérete lognormalis eloszlast kovet,
akkor a termék felszine, térfogata, stlya is lognormalis eloszlasu, hiszen ezek a jellemzok a
linedris méret hatvanyfiiggvényei.

Gyors ellenorzo feladat
7.10. Ha a & valoszinliségi valtozd N(m,o) eloszlasu akkor lassuk be, hogy az n=al+b 1j

valtozd szintén normalis eloszlasu m'=am+b, o' =ao paraméterekkel! Hasznaljuk a
(4.8.2) Osszefliggést!
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8. SZARMAZTATOTT ELOSZLASOK

A statisztika gyakran haszndl olyan valdszintiségi valtozokat, amelyeket a standard norma-
lis eloszlasbol szarmaztatunk. Ezeket az eloszlasokat nem targyaljuk olyan részletességgel,

crer

fliggvény menetével. Az eloszldsok siirliségfiiggvénye vagy eloszlasfiiggvénye altaldban
tablazatok forméjaban all rendelkezésre, illetve a statisztikai szamitogépes programok is
szolgaltatjak ezeknek a fliggvényeknek az értékeit.

8.1. A y’-eloszlas

Definicié. Legyen &, &,, ..., & n darab fiiggetlen, N(0,1) eloszlast valoszinliségi valtozo.
Ezekbél képezziik a y° valésziniiségi valtozot, a

1=+ E L+ E] (8.1.1.)
definicioval. A y’-eloszlasat n szabadsagi foka y’-eloszlasnak nevezziik. Az eloszlas stirii-
ségfliggvénye a 8.1. abran lathato n=>5 és n=15 értékek mellett. A y° valosziniiségi valto-

zonak csak x>0 értékei lehetnek, ezért a striségfiiggvény értelmezési tartomanya csak a
pozitiv valds szamok halmaza, a 0-t is beleértve.

A y *-eloszlds varhaté értéke
Mivel nem adjuk meg a stirtiségfiiggvény alakjat, ezért varhato értékét is csak kozoljiik:
M ( 7 ): n.
A 8.1. abran latszik, hogy n novekedésével a gorbe (és vele a varhato érték is) egyre

inkabb jobbra tolodik. Mivel a fiiggvény nem szimmetrikus, ezért a varhatd érték ¢€s a
modusz nem esik egybe.

A y2-eloszlas szorasnégyzete

A y’-eloszlas szorasnégyzete:
D*(y*)=2n.

A striiségfliggvény abrajan latszik, hogy novekvo n-el a fliggvény egyre szélesedik. A
késébbickben belatjuk majd, hogy ahogy n novekszik, a y’-eloszlas stirliségfiiggvénye egy-
re inkébb kozelit a normalis eloszlas stirtiségfiiggvényéhez.
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0,2 -
0,18 4
0,16
0,14 4

() 0,12

9(x)
= 0,081

0,14

0,06 1
0,04

0,02

8.1. dbra: A y’-eloszlas siiriiségfiiggvénye n=>5 (g(x)) és n=15 (f(x)) esetén

8.2. A y-eloszlas

A y’-eloszlasbol szarmaztatjuk a y-eloszlast.

Definici6. A y° valosziniiségi valtozobol létrehozott

A=A+ E A E (8.2.1)

1j valoszintliségi valtozo eloszlasat n szabadsagi fokt y-eloszlasnak nevezziik. A y-eloszlas
striiségfiiggvényének menete hasonld, mint a y“-eloszlasé.

Azt gondolhatnank, hogy a y-eloszlas konstrukcioja annyira mesterkélt, hogy tavol all a
gyakorlati alkalmazéasoktol. Ez nem igy van. Példaként megemlitjiik, hogy az idedlis gaz
sebességeloszlasat leir6 Maxwell-eloszlas n=3 szabadsagi foku y-eloszlas. Ebben az eset-
ben a &;, & és &; valoszinliségi valtozok a sebességkomponensekkel kapcsolatosak

v 1% v
§1 =— 52 =—2 > §3 =—,
vmax Vmax vmax

€s N(0,1) eloszlasuak. Ha a sebességet v-vel jeloljiik, akkor

_ 2, 2, 2
V=4V, tv, +Vv],

vmax Pedig az a sebesség, ahol az eloszlasnak maximuma van. Ha bevezetjiik a
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jelolést, akkor a Maxwell-eloszlas stiriiségfiiggvénye:

4 2 2

—X

dn
f(X)—7—ﬁx e,

amely megadja, hogy az 0sszes n gazatombdl dn-nek van a dv tartomanyba es6 v sebessé-
ge. Megjegyzendd, hogy ugyanilyen eloszlasa van egy hdétartallyal (moderatorral) egyen-
sulyban 1év0 neutronoknak, vagy szilard testben az annihilacio eldtt termikus egyenstlyba
jutd pozitronoknak.

8.3. A Student-eloszlas

Definicio. Legyenek n, &, &,..., &, figgetlen, N(0,1) eloszlasu valdszintiségi valtozok.
Ezekbdl képeziink egy uj valdszinliségi valtozot az alabbi képlet szerint:

t= Ny .
\/512 +E 4+ E

(8.3.1)

A t valoszinliségi valtozo eloszlasat n szabadsagi foku Student-eloszlasnak nevezziik.
Az eloszlast néha r-eloszlasnak is nevezik.
A Student-eloszlas stirliségfiiggvénye a 8.2. dbran lathato.

g(x)

8.2. abra: Az N(0,1) eloszlas (f(x)) és az n=35 szabadsagi foku Student-eloszlds
(g(x))stirtiségfiiggvénye

A Student-eloszlas a 0 pontra szimmetrikus eloszlas. Ertelmezési tartoménya az egész va-
16s szamegyenes. Az Student-eloszlas siiriségfliggvénye egyre nagyobb n értékekre tart a
standard normalis eloszlas stirliségfliggvényéhez. A 8.2. dbran a Student-eloszlés és a stan-
dard normalis eloszlas stiriségfiiggvényeinek 6sszehasonlitasa is latszik.

A Student-eloszlas varhat6 értéke M(t)=0, de csak n>2 esetén létezik. Belathato, hogy
n=1 esetén nem létezik a varhato érték.
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A Student-eloszlas szorasnégyzete

D*0) =M ()= M*(t)= M (c*) =~ & >

8.4. Az F-eloszlas

Definicio. Legyenek a &;, &, ..., &y €s az iy, 12, ..., n, valosziniiségi valtozok fliggetlenek és
N(0,1) eloszlastiak. Az ezekbdl képezett F 1) valdszinliségi valtozot az alabbi dsszefiiggés
definialja:

1
F—T =1 . (8.4.1)

Az F valoszinliségi valtozo eloszlasat m, n szabadsagi foki F-eloszlasnak nevezziik.

Az n=5, m=35 szabadsagi foku F-eloszlas stirtiségfiiggvényének alakja a 8.3. dbran lat-
hat6. Az abra az dsszehasonlitas kedvéért az n=35 szabadsagi foku y’-eloszlas siirtiségfligg-
vényé€t is mutatja. A fliggvény értelmezési tartomanya az x>0 valos szamok kore.

g(x)

8.3. dbra: Az n=5, m=>5 szabadsdgi fokii F-eloszlds (g(x)) és az n=5 szabadsdgi fokii y’-eloszlds
(f(x)) stiriisegfiiggvénye
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9. ANAGY SZAMOK TORVENYEI

Ez a fejezet abban kiilonbozik a tobbitdl, hogy tételeket mondunk ki, de a bizonyitast mel-
16zziik. A tételek kijelentéseit azonban részletesen diszkutaljuk, mert mind elvileg, mind
gyakorlatilag igen nagy jelentdségliek. A fejezet cime azért, a Nagy szamok térvényei, mert
olyan tételekrdl lesz szd, amelyekben nagyszamu valosziniiségi valtozo szerepel.

9.1. A nagy szamok torvénye (Bernoulli-torvény)

A véletlen jelenségek kapcsan mar megismerkedtiink a kisérleti nagy szamok térvényével.
A Kkisérleti tapasztalatokra ¢€piild allitas szerint elegendden nagyszamu kisérlet esetén a
relativ gyakorisag stabilitast mutat, és egy allando érték koriil egyre kisebb ingadozasokat
mutat. A nagy szamok most ismertetendd torvénye azt mondja ki, hogy a valoszinliség az
az érték, amihez a relativ gyakorisag tart.

Tétel. Ha egy esemény valoszintisége p, €s ¢ tetszélegesen kicsiny szdm, valamint n szamu
fiiggetlen kisérletet végezve a kisérletek soran az esemény gyakorisaga k,, akkor igaz az,

hogy

limP(ﬁ—pj25=O. (9.1.1.)

n—»© n

Szavakban megfogalmazva a tétel allitasat, a kisérletek n szaméanak novekedésével,
egyre kisebb annak a valoszinlisége, hogy a relativ gyakorisag és a valoszintiség kiilonbsé-
ge nagyobb legyen mint &. Mas szdval, a relativ gyakorisdg nagy valosziniiséggel a valo-
szinliséghez tart.

Ez a tétel a nagy szamok torvényének preciz megfogalmazasa. Szokas ezt roviden ugy
irni, hogy

k”l
—=p.
n

Ugyanakkor ez valdszintiségi tétel, vagyis az allitds az, hogy n ndvekedtével a relativ
gyakorisadg nagy valosziniiséggel tart a valoszinliség értékéhez, és nem az, hogy a relativ
gyakorisag tart a valoszintiség értékéhez. Fontos azt latni, hogy a (9.1.1) kifejezésbdl nem
kovetkezik az, hogy

n—>0 n

lim(ﬂ—pjzgzo,
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9. A nagy szamok térvényei 149

hiszen a tétel csak a zarojelben 1évo kifejezés valoszinliségére mond ki allitast. A valoszi-
nliség-szamitas segitségével, csak valdszinliségi tételekre juthatunk!

9.2. A szamtani kozéprol szolo nagy szamok torvénye

Tétel. Ha &, &, ..., &, fliggetlen valoszinliségi valtozok, amelyeknek varhato értéke és
szorasa azonos, azaz M(¢;)=m, i=1, 2, ..., n, akkor

atortete ., (9.2.1))
n

vagyis az emlitett feltételek mellett a valdszintiségi valtozok szamtani kozepe sztochaszti-
kusan tart a kdzos varhat6 értékhez.

Az 5.10. fejezetben szerepld példaban belattuk, hogy ha M(&)=m, i=1, 2, ..., n, akkor

M(§1+§2+...+ n):

n

A (9.2.1) allitds azonban tobbet mond ennél. A valdsziniiségi valtozok szamtani koze-
pének nemcsak a varhato értéke egyezik meg a kozds varhato értékkel, hanem az atlag
nagy valoszinliséggel tetszdleges kozelségébe is jut a varhatd értéknek. Ez valoban tobbet
mond¢ allitas, hiszen korabban a varhatéd érték kapcsan mar lattuk, hogy a varhatd érték
képzésben résztvevo elemek akar tavol is lehetnek a varhato értéktol. Ezzel szemben most
azt latjuk, hogy a valdszintségi valtozok szamtani kdzepe, ha n elegendden nagy, akkor
nagy valoszinliséggel a varhato érték tetszoleges kozelségébe jut.

9.3. A kozponti hatareloszlas tétel

Az alabbiakban kimondandd tétel kiemelkedéen fontos szerepet jatszik a valdszinliség-
elméletben, ezért hivjak kozponti hatareloszlas tételnek (sokszor centrdlis hatdareloszlas
tétel néven szerepel).

Tétel. Ha &), &, ..., &, azonos eloszlasu fiiggetlen valoszinliségi valtozok, amelyeknek var-
hat6 értéke €s szorasa azonos, azaz M(&;)=m és D(&)=0o (i=1, 2, ..., n), akkor

%du =D(x). (9.3.1.)

n—>0

limP(é +&+..+ 8, —nm

Bontsuk ki részletesebben a tétel allitasat! A tétel barmilyen eloszlasu valdszintiségi
valtozokbol képezett 1) 7 valoszinliségi valtozok sorozatarol tesz rendkiviil fontos alli-

tast, ahol
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c_atotete, mm o, (9.3.2)

7771 O'\/; >

Az &llitds az, hogy az 5’ valdsziniiségi valtozok sorozatanak F (7’ ) eloszlasfiiggvé-

nye sztochasztikusan tart az N(0,1) standard normalis eloszlas @(x) eloszlasfiiggvényhez,
azaz

F(n,) = ®(x).

Mivel a fenti tétel kdvetkezményei a tudomanyokban nagy jelentdségliek, vizsgaljuk
meg kissé részletesebben a tétel allitasat.

A tételt ugyan nem bizonyitjuk, de azt konnyen belathatjuk, hogy M(#,)=0 és D(n,)=1,
hiszen

. _M(§1)+M(§2)+...+M(cfn)—nm:nm—nm:
M(Un)— 0\/; O_\/; 0;

és
2

_1.

7 =

no
no

2 e 2 E+E+..+E —nm 1 5 5 5 3
D(m)—D( —r ]‘mz(D@*D(52“"'*”(5"))‘

Ezzel legalabb azt belattuk, hogy teljesiilnek az N(0, 1) eloszlas varhato értékére és szo-
rasara vonatkozo értékek.

Az ' véltozét az 1, = & + &, +...+ &, Osszeg standardizaltjanak nevezziik. Altalaban is
igaz az, hogy a ¢ valoszintliségi valtozobol képezett

n o6 ME) 9.3.3.
g D) ( )

0ij valtozo a & standardizéltja, amelyre igaz az, hogy M (") =0, és D(E7)=1.
Visszatériink a kozponti hatareloszlas tétel elsé ranézésre meglepd allitasara, hogy tud-
niillik tetszoleges eloszlasu ¢; valoszinliségi valtozok 6sszegébdl kepezett 7 valdszinliseégi

valtozo eloszlasa standard normalis eloszlas. Ennek az allitdsnak a kdvetkezménye, hogy
az

77;1 =§1+§2+"‘+§n =G\/;77;+nm

valtozd viszont kozelitbleg N(nm,o+/n)normalis (Gauss-) eloszlasa (lasd a 7.10. gyors

ellendrzd feladatot!). A gyakorlat azt mutatja, hogy ez az allitds mar viszonylag kis n érték
mellett is jo kozelitéssel teljesiil. Ezt mutatja a 9.1. &bra, ahol a (-=/,/) intervallumon
egyenletes eloszlasu &; valoszinliségi valtozo f; stiriiségfliggvényét, illetve ugyanilyen el-
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oszlasu &, és &; valtozokkal képezett 1> és f; strliségfiiggvények latszanak, amelyek a &;+&5
¢és a &;+&,+&; valtozok stiriségfliggvényei.

a. f(x) 8 ()

0,5 05

e f5(x)

05

T
-2 -1 1 2 x

9.1. abra: Az abrasorozat egyenletes eloszlasu valosziniiségi valtozok osszegéenek
r r . *
eloszlasat mutatja

Latszik tehat, hogy a kozponti hatareloszlas tétel rendkiviil fontos allitdsa az, hogy az
azonos eloszlasu valoszinliségi valtozok dsszege kozelitdleg normalis eloszlasu. A gyakor-
latban ezért taldlkozunk olyan gyakran a normalis (Gauss-) eloszlassal, mert sok esetben
fordul eld, hogy egy jelenség tobb folyamat dsszegének eredményeképpen alakul ki. Tipi-
kus példdja ennek a mérések statisztikus hibdja. Mar korabban volt sz6 arr6l, hogy a sta-
tisztikus hiba sok jelenség egyiittes hatasabol (6sszegzddése révén) okozza a mérések so-
ran a mérési adatok szorasat. Michelson fénysebesség mérése soran lattuk is (lasd 1.9. ab-
ra), hogy /00 mérési adatbol felrajzolt hisztogram kozelithetd a Gauss-eloszlas harang ala-
ka gorbéjével.

A kozponti hatareloszlas tételébdl kovetkezik az is, hogy a binomidlis eloszlas (amely a
karakterisztikus valosziniiségi valtozok 6sszege) kozelitheté a normalis eloszlassal. Hason-
16 médon a y’-eloszlas definicio szerint valésziniiségi valtozok Gsszege, tehat elég nagy
szabadsagi fok esetén a y’-eloszlés is kozelithetd a normalis eloszlassal.

Vannak olyan folyamatok, ahol sok véletlen hatas érvényesiil, de ezek a hatdsok nem
Osszegzddnek, hanem szorzddnak. Az igy létrejove valdszinliségi valtozo logaritmusara

* Az itt letSlthetd szimulaci6 azt mutatja, hogy az egyre nagyobb szamu egyenletes eloszlasu valoszintiségi
valtozok 0sszegének eloszlasa hogyan kozelit a normalis eloszlashoz.
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igaz, hogy kozel normalis eloszlast, hiszen a hatdsok logaritmusa sszegzddik. Tehat maga
a valtozo6 logaritmikus normalis eloszlasu lesz.

Megjegyzés

A centralis hatareloszlas tételének tobb megfogalmazéasa 1étezik. Ezek kissé kiilonb6zo
feltételekkel fogalmazzak meg azt az allitast, hogy a valoszinliségi valtozok Gsszege stan-
dardizalt valtozatanak eloszlasa standard normalis eloszlas. Egyes megfogalmazasokban az
sem feltétel, hogy az 6sszegben szerepld valdszintiségi valtozok eloszlasa azonos legyen.

Példa. A gyakorlatban sokszor felmeriil az a kérdés, hogy hany mérést kell végezniink
ahhoz, hogy a mérési adatok atlaga a varhato értéket elére megadott kis & értéknél jobban
megkozelitse /—p valoszinliséggel (ahol p egy kis szam)?

Tekintsiik a &, &, ..., & mérési adatokat azonos eloszlasu fliggetlen valdsziniiségi val-
tozoknak, amelyek varhat6 érteke M(E)=m, szérasuk pedig D(&)=0 (i=1, 2, ...n). A 9.3.2.
képlet szerint definidlt 7’ valoszinliségi valtozo kozelitbleg standard normalis eloszlasu,

tehat (7.8.5) szerint

P(

n|<A)~20(4)-1.

Most azt szeretnénk, hogy
20(A)-1=1-p

legyen, ahonnan
p
OA)=1-=.
(1) 5

A standard normalis eloszlas tablazatabol a p értékének ismeretében A visszakeresheto.
Tehat oda jutottunk, hogy

|§’+§2+'”+§"_nm|s/1

oln

teljesiil /—p valoszintiséggel, ahonnan kis atalakitassal

& +E 4.+ & iy Ao

n n

is [-p valoszinliséggel teljesiil. Ha most az egyenldtlenség jobb oldaldra megkdoveteljiik,
hogy teljesiiljon a
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feltétel, akkor n-re azt kapjuk, hogy

Vo’
nz=

82

Tehat, ilyen szamu mérés esetén a mérési adatok atlaga /—p valoszinliséggel a varhatd
értek ¢ kozelségébe kertil.
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10. A MATEMATIKAI STATISZTIKA ELEMEI

A matematikai statisztika a valoszinliség-szamitas 6nallo fejezete, amely mérések eredmé-
nyeibdl, az Un. statisztikai adatokbol kovetkeztet a véletlen események valoszinliségeire, a
valoszinliségi valtozok ismeretlen eloszlasfiiggvényeire és ezek paramétereire. A matema-
tikai statisztika fejezetei: a mintavétel elmélete, becsléselmélet, hipotézisvizsgalat, korrela-
cio- €s regresszidanalizis, szordselemzés, kisérletek tervezése, hibaszamitas.

10.1. Statisztikai mintavétel

A vizsgalat targyat képezo elemek Osszességét a hozzajuk tartozo szdmértékekkel egyiitt
statisztikai sokasagnak nevezziik. Példaul golydscsapagy golydk halmaza, valamint a
golyok atmérdje. A statisztikai sokasag tartalmazhat véges vagy végtelen sok elemet.

A statisztikai sokasag felfoghatd valoszinliségi mezonek 1s. A & valdszinliségi valtozo
lehetséges értékei a sokasag elemeihez rendelt szamértékek. & valdszinliségi eloszlasat a
sokasag eloszlasanak nevezziik.

A statisztikai vizsgalat célja az, hogy mintavétellel (kisérletek végzésével) a sokasag
eloszlasara vonatkozoan informaciot szerezziink.

A mintavétel a kovetkezdket jelenti. A sokasagbdl n szamu elemet véletlenszerien ki-
valasztunk, és a kivalasztott elemeknek a benniinket érintd jellemz6jét megmérjik (példaul
a golydscsapagy golyok halmazabdl kivalasztott n szdmu golyd atmérdjét megmérjiik).
Legyenek az ezekhez tartozé szamértékek a kivalasztds sorrendjében: X, X,, X5, ..., X, .

Ez egy n elemil minta.

Mivel a kivalasztas véletlenszeri egy kovetkezd kivalasztds mas eredményt adat. Pél-

daul x7, x;,..., x;. Emiatt X, x,, X;, ..., X, mintaelemek valdsziniiségi véltozonak te-

kinthetdk. Vegyiik észre, hogy az x; jelolésnek két jelentése lehet. Vagy egy n elemili minta
egy konkrét elemét jelenti, €s ilyenkor egy szamértéket helyettesit, vagy pedig mint valo-
szinliségi valtozo6 az n elemil minta egyik elemét jelképezi. Ez a két jelentés nem keveren-
do, de a tovabbiakban is meghagyjuk az azonos jeldlést, hiszen a szovegosszefiiggésbol

mindig vildgosan kideriil, hogy éppen melyik jelentést hasznaljuk.

Vilaszthatunk visszatevéssel vagy visszatevés nélkiil. Ha visszatevéssel valasztunk
(mindig ugyanolyan modon), akkor az x,, x,, X5, ..., X, valosziniliségi valtozok fiiggetle-
nek, azonos eloszlastiak és eloszlasuk megegyezik a & valdszinliségi valtozo eloszlasaval.

Sok esetben, ha a kivalasztas visszatevés nélkiili, akkor is teljesil a fliggetlenség. Példaul
ha a sokasag elemeinek a szdma olyan nagy, hogy kevés szamu elem kivélasztasa az elosz-
last nem befolyésolja.

A statisztikai mintavétellel szemben alapvetd kovetelmény, hogy reprezentativ minta-
vétel legyen, vagyis hilen tiikrozze a sokasagot, amelyb6l valo. Altaldban reprezentativ a
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mintavétel, ha a mintaelemek eloszldsa azonos és az alapsokasagéval megegyez0, tovabba
ha az elemek fliggetlen valoszinliségi valtozok. Ez igy kijelentve egyszertinek tlinik, azon-
ban a gyakorlatban gondosan kell iigyelni arra, hogy a reprezentativitds biztositva legyen,
¢s a rejtett fliggdségeket is elkeriiljiik. Ha példaul az orszag lakossaganak magassagelosz-
lasat szeretnénk 300 elemili minta segitségével jellemezni, akkor nem a kosarlabdacsapatok
tagjainak magassagat kell mintaelemeknek valasztani.

Ha a mintaelemeket megfelelden kivalasztottuk, akkor segitségiikkel kovetkeztetni tu-
dunk a sokasag eloszlasara és az eloszlas paramétereire.

10.2. Empirikus eloszlasfiiggvény

A sokasag eloszlasfiiggvényét példaul kozelithetjiik a mintaelemek segitségével 1étrehozott
empirikus eloszlasfliggvénnyel.

Definicid. Tekintsiik az x,, X,, X5, ..., X, n elem{i mintat. Legyen F(x) a sokasag elméle-

ti eloszlasfiiggvénye. Ha az x,, x,, X;, ..., X, pontok mindegyikéhez hozzarendeliink //n
valoszinliséget, akkor diszkrét valoszinliség-eloszlast kapunk. Az ehhez tartozd eloszlés-
fliggvény F (x) empirikus eloszlasfiiggvény, amit Ggy rajzolunk fel, ahogy a diszkrét el-
oszlas esetén korabban eljartunk:

n

F (x):%, (10.2.1.)

ahol k azon X, -k szdma, melyekre x, <Xx.

A definiciobol latszik, hogy az F,(x) empirikus eloszlasfiiggvény a £<x esemény relativ
gyakorisagat adja. Korabban a mérési adatok leir6 jellemzése soran mar lattuk, hogy a ku-
mulativ relativ gyakorisdggal jellemezhetjiilk a mérési adatok eloszlasat. A valoszinliség-
elméleti ismeretink birtokdban most még tobbet is allithatunk. A (10.2.1) kifejezésbdl ko-
vetkezik, hogy

nF (x)=k,

ami a {<x esemény gyakorisagat adja.

Korabbi ismereteink alapjan a £<x esemény elméleti valosziniisége:
P(&<x)=F(x).

Ha most -t mint valésziniiségi valtozot tekintjiik, akkor azt is tudjuk, hogy £ binomié-
lis eloszlasu (Bernoulli-eloszlastl) valoszinliségi valtozd, melynek paramétere: p=F(x).
Innen a Bernoulli-eloszléas varhato értékét felhasznélva az kdvetkezik, hogy

M (nF)) =nF(x)
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vagy n-el elosztva az egyenlet mindkét oldalat
M(F (%)= F(x).
A nagy szamok Bernoulli-féle torvényébdl még az is kovetkezik, hogy
F(x)= F(x),

vagyis az empirikus eloszlasfiiggvény sztochasztikusan tart az elméleti eloszlasfiiggvény-
hez. Azt kaptuk tehat, hogy az empirikus eloszlasfiiggvény olyan jo tulajdonsagl statiszti-
kai fliggvény, amellyel jol kozelithetd az elméleti eloszlasfiiggvény.

10.3. Empirikus surisegfiiggvény

Az empirikus eloszlasfiiggvényhez hasonloan definidlhatjuk az empirikus stirtiségfiigg-
vényt is.

Definicid. A valoszinliségi stirliségfiiggvény is kozelithetd a tapasztalati stirliségfliggvény-
nyel, amelyet az Gn. slrliséghisztogrammal abrazolhat6. Ismét egy x,, x,, X5, ..., X, n
elemll mintabdl indulunk ki. Osszuk fel azt az intervallumot, amelybe az x; értékek esnek

sok kis Ax hosszlisagl szakasz Osszegére. A j-edik Ax; szakasz folé rajzoljunk téglalapot,
amelyek magassaga legyen:

k

J

nij

v j—re, (10.3.1.)

ahol n a mintaelemek szama, k/n a j. intervallumba esé mintaelemek relativ gyakorisaga,
amelyet elosztva az intervallum hosszaval stirliség jellegli mennyiséget kapunk. Valameny-
nyi intervallum f6l¢ emelt téglalapok egyiittese kirajzolja az f,(x) stiriséghisztogramot.

A slirliséghisztogram tulajdonsagait mar lattuk az 1.2. alfejezetben. A slirliséghisztog-
ramrol az empirikus eloszlasfiiggvényhez hasonldan belathatd, hogy sztochasztikusan tart

az elméleti siirliségfiggvényhez, vagyis f,(x)= f(x).

10.4. Empirikus varhato érték

Az x, x,, X5, ..., X, n eleml minta segitségével kozelithetjiik a sokasadg mas paramétereit
is.

Definicio. Az elméleti varhato érték kozelitésére hasznalatos az x empirikus varhato értek,
amelynek definicioja:
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gontn oy, FH (104.1)
n n

Ezt a definiciét a mérési adatok leird jellemzése sordn mar lattuk. Most azonban a va-
16szinliség-szamitas megismert modszereivel az empirikus paraméterek tulajdonsagait meé-
lyebben is megismerhet;jiik.

Mivel x,, x,, X5, ..., X, mintaclemek valosziniiségi valtozok, igy a bel6liikk képezett

174

fiiggvények is valoszinliségi valtozok, ezért az empirikus jellemzok valdszintiségelméleti
modszerekkel kezelhetok (pl. kiszamolhato varhato értékiik, szorasuk, stb.).

Az empirikus varhato érték elméleti varhato értéke

Tegyiik fel, hogy a sokasagnak létezik az elméleti varhaté értéke, vagyis 3 M(&)=m,

amely az elméleti eloszlas varhat6 értéke. Kérdés, hogy az empirikus vérhaté érték varhato
értéke hogyan viszonyul az elméleti varhat6 értékhez?

Tétel. Az x empirikus varhato érték varhato értéke megegyezik az eloszlas m elméleti
varhato értékével.

Bizonyitas. A varhato érték képzésének szabalyaival képezziik x varhato értékét. A bizo-
nyitas sordn hasznaljuk ki, hogy valamennyi mintaelem eloszlasa azonos, és varhat6 érté-
kiik azonos, és megegyezik a sokasag elméleti varhato értékével, vagyis M (x,) = m min-

den i értékre. Tehat

n

M(E)=M le_x —lM[ixJ—liM(x)—lwm—m 10.4.2
- n | n i_ni:1 o o (10:4:2)

i=l1

¢és ezzel belattuk a tétel allitasat.

Az X valosziniiségi valtozonak nem csak a varhato értékét, de a szorasat is kiszamol-
hatjuk.

Az empirikus varhato érték elméleti szorasa

Tegyiik fel, hogy a sokasagnak létezik a szorasnégyzete, azaz 3 Dz(f)z o’ . Kérdés, hogy
mekkora az empirikus varhat6 érték szorasa?

Tétel. Az empirikus varhato érték szorasa a sokasag elméleti szorasa osztva vn -el, ahol
n a mintaelemek szédma.
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Bizonyitas. A szorasnégyzet képzés szabalyait alkalmazzuk, €s felhasznaljuk, hogy a min-
taclem szorasnégyzete azonos ¢és megegyezik a sokasdg szordsnégyzetével, vagyis
D*(x,) = o, minden i esetén.

D(x)=-2. (10.4.3.)
N
10.5. Empirikus szorasnégyzet
Az empirikus varhat6 értékhez hasonldan az x;, Xx,, X5, ..., X, n elemli minta elemeinek

segitségével képezhetd az empirikus szorasnégyzet is, ahogyan az mar korabban lattuk a
mérési adatok leir6 jellemzése soran. Most megismételjiik a definicidt, majd a valoszini-
ségelmélet modszereivel az empirikus szordsnégyzet ujabb tulajdonsagait mutatjuk meg.

Definicié. Az empirikus szorasnégyzet jele s, és a definicioja:

o (o —x) +(n-%f +...+(x,-x) _ ;(Xi 0 _ (10.5.1.)
n

n

Mivel a valoszinliségi valtozoknak tekintett mintaelemekbdl képezett empirikus sz6-
rasnégyzet maga is valoszinliségi valtozo, ezért képezhetd az elméleti varhato értéke.

Az empirikus szorasnégyzet elméleti varhato értéke

Tétel. Az empirikus szordsnégyzet varhatd értéke a sokasag szorasnégyzetének (n—1)/n-
szerese, vagyis

My =""1o. (10.5.2.)
n

Bizonyitas. Az empirikus szorasnégyzettel kapcsolatban korabban mar belattuk (1.11.3) az
alabbi Osszefiiggést:
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A tovabbiakban bevezetjiik a z, =x,—m; i=1,2,...,n mennyiséget, melynek atlaga

crer

n
z= —Z z, . Felhasznalva z; definicidjat, igaz az alabbi Osszefliggés is:
niio

Innen mar adédik a tétel bizonyitasa:

)= (S ) L < o (£ |-

n n i=1

1 4 1 1 -1
:Gz _TM(ZZI‘Z +2ZZiij::O'2 —n—zi’l02 20'2(1——J:O'2n—.
i=1

n i n

Itt kihasznaltuk, hogy z,z, fliggetlen valoszinlisegi valtozok Vv i,;-re. Ebbél kovet-
kezik, hogy a zardjelben 1évo kifejezés masodik tagjanak varhatéd értéke zérus, hiszen a
zéardjelben 1évé mésodik tag varhatd értéke éppen a két valtozod kovariancidja, amelyrdl
tudjuk, hogy fliggetlen valtozok esetén értéke zérus.

A tétel alapjan tehat latjuk, hogy az empirikus szorasnégyzet ,,szépséghibaja”, hogy
varhato értéke nem egyenlé az elméleti szorasnégyzettel. Ezért a gyakorlatban s° helyett az

AL S o PR (10.5.3.)
n—1 n—143

un. korrigalt empirikus szérdsnégyzettel dolgozunk. Erre mar teljesiil, hogy

Mls?)=c. (10.5.4)

5

Latszik, hogy nagy n-re s**és s> eltérése elhanyagolhatova valik. Megmutathat6 az is,
hogy s*° = &2, amibél viszont s** definicidja alapjan kovetkezik, hogy s?> = o, hiszen
hatarértékben s**és s>megegyezik.

Az empirikus varhato érték és az empirikus szorasnégyzet definicidihoz hasonldan az
X;, X5, X5, ..., X, n elemli minta elemeinek felhasznalasaval definidlhatd az empirikus me-

dian, az empirikus terjedelem, a k. empirikus momentum stb. Példaul a k. empirikus mo-
mentum definicioja:
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1 n
=" (10.5.5.)
s
A k. empirikus centralis momentum definicidja pedig az alabbi:
[ —\k
= (x,-x)" (10.5.6.)
=

Az empirikus eloszlasfiiggvény és az empirikus jellemzok a sokasag eloszlasfiiggvé-
nyének ¢€s jellemzd adatainak (elméleti jellemzdinek) kozelitésére hasznalatos.

Az alkalmazasok soran gyakran felmeriil az a kérdés, hogy az empirikus jellemzoknek
milyen az eloszlasuk. Altaldnosan nem valaszoljuk meg a kérdést, de a gyakorlati életben
gyakori N(m, o) normalis eloszlast sokasag esetén megadjuk x és s> eloszlasat.

10.6. x és s’eloszlasa normalis eloszlas esetén

o
Tétel. N(m, o) eloszlast sokasag esetén x eloszlasa: N, (m,TJ
n

Bizonyitas. Az x eloszlasat konnyli megtalalni, hiszen x fliggetlen normalis eloszlasu
valdsziniiségi valtozok Osszege, ami, mint kordbban lattuk, maga is normalis eloszlasu.

Korabban azt is lattuk, hogy M (x)=m, D(X) = 9 Tehat x eloszlasa:

Jn

N(mi] (10.6.1.)

Az s”eloszlasanak megkeresése ennél kevésbé egyszeri, ezért itt bizonyitas nélkiil ad-
juk meg.

Tétel. N(m,o) eloszlasti sokasag esetén az —2s2 valoszintiségi valtozd n—I szabadsagi
o

foka y * eloszlasu.

Megjegyzések:

. n n—1 , , n—
1. Mivel —s* =—s" , ezért az —;
o o o

szinliségi valtozo.

ls"‘2 is n—1 szabadsagi foku }(2 eloszlasu valo-

%2
2. Belathato az is, hogy x éx s”fliggetlen valoszinliségi valtozok. Mivel s> és s

*2 . -
csak konstansban kiilonboznek, ezért x és s is fliggetlenek.
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11. A BECSLESELMELET ELEMEI

A miuszaki és tudomanyos gyakorlatban sokszor eléfordul, hogy a vizsgaland6 sokasag
elméleti eloszlasfliiggvényének alakja ismert (tudjuk példaul, hogy a sokasag normalis el-
oszlasu), de nem ismerjiik az eloszlas paramétereit (pl. normalis eloszlas esetén az m és o
paramétereket). A becsléselmélet targya az ismeretlen paraméterek becslése, amelyet a
mintavétel soran kapott adatok felhasznalasaval végziink el. Ha az ismeretlen paramétert
szamértékkel becsiiljiik, akkor pontbecslésrél beszéliink, ha pedig intervallumot adunk
meg, amely a szoban forgd paramétert nagy valosziniiséggel tartalmazza, akkor interval-
lumbecslésrdl beszéliink.

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy az eloszlasfiiggvény csak egy paramétertol
fligg. Ismert tehat az F(x,a) eloszlasfiiggvény, de nem ismerjik az a paraméter értékét.

Mint ahogy az el6z0 fejezetben az empirikus momentumok esetében tettiik, az a para-
méter becslésére az x;, x», ..., x, mintaclemeket hasznaljuk. A mintaelemekbdl képzett

a=a(x;,Xy,..., X,)

fliggvény szolgalhat az a paraméter becslésére. Altaldban a mintaelemekbdl képezett fligg-
vényeket statisztikai fiiggvényeknek, vagy roviden statisztikdnak nevezziik. Mivel a sta-
tisztika valdszinliségi valtozok fliggvénye, ezért maga is valdszinliségi valtozo.

Kérdés azonban, hogy hogyan valasszuk meg a statisztikai fliggvényt? Az a paraméter
j6 becsléséhez hasznalt statisztika nem lehet tetszéleges, hanem bizonyos jo tulajdonsa-
gokkal kell rendelkeznie. Hogyan juthatunk jé becslésekhez? Az eléggé nyilvanvald, hogy
az a statisztikat akkor tekintjiikk az a paraméter jo becslésének, ha eloszlasa minél jobban
koncentralodik az a paraméter valodi értéke koriil. A pontosabb fogalmazas érdekében
felhasznaljuk az aladbbi definiciokat.

Definicié. Az a paraméter becslésére hasznalt a statisztikat torzitatlannak nevezziik, ha
varhato értéke egyenld a-val, vagyis

M(a)=a.

Példaként, az elméleti varhatd értéknek az empirikus varhato érték torzitatlan becslése.
Az elméleti szorasnégyzetnek az empirikus szorasnégyzet torzitott becslése, viszont a kor-
rigalt empirikus szorasnégyzet mar torzitatlan becslés.

Definicié. Két a,és a, statisztika koziil azt tekintjikk hatasosabbnak, amelyik szoérasa ki-
sebb. Tehat, ha
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D*(4,)<D*(d,),
akkor az a, becslés hatasosabb, mint az a, becslés.

Definicié. Az a paraméternek egy d,,d,,...,d, becsléssorozatat konzisztensnek nevezzik,

ha a, sztochasztikusan tart a-hoz, vagyis:

Példaul az empirikus véarhato érték konzisztens becslése a varhatd értéknek, hiszen
X = m . Hasonl6 modon az empirikus szérasnégyzet, bar nem torzitatlan, de konzisztens
becslése a szorasnégyzetnek, hiszen s* = o*.

Felvetddik a kérdés, hogyan lehet olyan becsléseket 1étrehozni, amelyek rendelkeznek
a fenti tulajdonsagokkal, és azok koziil minél tobbel? Tobb ilyen modszer 1étezik, ezek
koziil az aldbbiakban a momentumok moddszerével és a maximum likelihood modszerrel
ismerkediink meg.

11.1. A momentumok modszere

Elméleti momentumok

A korabbiakban definidltuk mar a statisztikai sokasag elméleti és empirikus momentumait.
Most 0sszefoglaljuk a momentumokkal kapcsolatos eddigi ismereteinket.

A & valoszinliségi valtozo k. elméleti momentuma:
a,=M(E"). (11.1.1.)

A k. elméleti momentumot diszkrét esetben az alabbi képlet alapjan szamolunk:
@, =) xp, (11.12)

ahol az x; értékek a & valoszinliségi valtozo lehetséges értékei, a p;-szamok pedig a hozza-
juk rendelt valoszintliségi értékek.

Folytonos esetben az elméleti £. momentum szamolésa az alabbi:

o0

a, = jxkf(x)dx. (11.1.3.)
A definicios egyenletekbdl latszik, hogy az elsé elméleti momentum a valdszintiségi

valtoz6 varhato értéke:

www.tankonyvtar.hu © Havancsak Karoly, ELTE TTK




11. A becsléselmélet elemei 163

a,=M(S).

Az elméleti k. centralis momentum definicids egyenlete:

e =M(E-M(E)) . (11.1.4)

Diszkrét esetben az elméleti k. centralis momentum szamolasa:

=2 =M(E)) p,. (11.1.5.)

i
Folytonos esetben az elméleti k. centralis momentum szamolasa:

i, = j(x—M(g))"f(x)dx. (11.1.6.)

—0o0

A definicios egyenletbdl latszik, hogy az elméleti masodik centralis momentum a valo-
szinliségi valtozo6 szérdsnégyzete:

H; :DZ(EE) .

Gyors ellenorzo feladat

11.1. Mutassuk meg, hogy a u; els6 centralis momentum értéke nulla!
11.2. Mutassuk meg, hogy a u, masodik centralis momentum kifejezheté az a; és az a,
momentumokkal!

Empirikus (tapasztalati) momentumok

Az x,, Xx,, X;,..., X, n elemll minta elemeinek felhasznaldsaval definialhatok az empirikus
momentumok is. Mint mar koradbban lattuk a k. empirikus momentum definicidja:

a;‘zin,.". (11.1.7.)
nig
A k. empirikus centralis momentum definicidja pedig az alabbi:
% ] —\k
p==>(x-x). (11.1.8.)

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az elméleti momentumok esetében az x; értékek a va-
16szintliségi valtozo lehetséges értékeit jelolik, mig az empirikus momentumok esetén az x;
értekek az n elemili minta elemei.
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A momentumok modszere

Ezek utan ratérhetiink a momentumok modszerének targyaldsara. A moddszer 1ényege az,
hogy az elméleti momentumokat a keresett paraméterrel kifejezve egyenlévé tessziik a
megfelel6 empirikus momentumokkal. Az igy kapott egyenletbdl altaldban kifejezhetd a
keresett paraméter a mintaelemek segitségével. A momentumok mddszere tehat pontbecs-
1és.

Példa

Hatéarozzuk meg a momentumok modszerével az f(x)=Ae ™ siirliségfiiggvénnyel jellem-
zett exponencialis eloszlas A paraméterét.

Korabban mar lattuk, hogy
M) = [ e =
0 A

Ez az elméleti elsd momentum. A 1 becslésére hasznalt A -t tehat ugy keressiik meg,

hogy a A -pal kifejezett elméleti momentumot egyenl6vé tessziik az empirikus elsé mo-
mentummal:

Tehata A paraméter

(11.1.9.)

Példa

r r . r r1: , r 2 r r
A momentumok mddszerével adjunk becslést a normalis eloszlas m és ¢” paraméterére!
A momentumok mddszere alapjan a varhato értékre igy adhatunk a becslést, hogy az
elsd elméleti momentumot egyenldvé tessziik az els¢ empirikus momentummal:
_ *
a,=aq,
és mivel

=x=-Yx, (11.1.10.)

ezért m becslésére a mintaelemek atlagat hasznalhatjuk:
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rh:f:in,.. (11.1.11)
n g

A momentumok modszere alapjan a o° szorasnégyzetre ugy adhatunk becslést, hogy a
masodik elméleti momentumot is egyenlové tessziik a masodik empirikus momentummal.
Tehat

a,=a,. (11.1.12))

Mivel

2
H,=a,=-a;,

¢és innen

2

. *Z_n 5 ] & _] n( _)2_2

& —ai—a; =Y - L3 | =LY -wy =57,
i=1 ni;

n -

Azt kaptuk tehat, hogy a momentumok mddszere alapjan a szorasnégyzetre az empiri-
kus szorasnégyzet ad becslést.

11.2. A maximum likelihood médszer

A maximum likelihood (maximalis valdsziniiség) modszert eldszor diszkrét valoszinliség-
eloszlason mutatjuk be. Legyen

P(&=x)= p(x,a),

vagyis szoritkozzunk egy a paraméter becslésére. Adott x;, x, ..., x, n elemil minta esetén
annak valosziniisége, hogy éppen ez a mintasorozat jon létre, a mintaclemek filiggetlensége
miatt:

L(x,,x,,....,x,,a)= p(x,,a) p(x,,a) - p(x,,a). (11.2.1.)

Az L fuggvényt likelihood fliggvénynek nevezziik. A modszer 1ényege az, hogy keres-
slik az a paraméternek azt az a értékét, amely mellett L-nek maximuma van, vagyis a fent
kapott minta megvalosulasanak valoszinlisége maximalis. Latszik, hogy a maximum
likelihood médszer is pontbecslést ad.

A maximum megkeresését altaldban a differencidlszamitas modszerei szerint végezziik
el. Ismeretes, hogy a maximum megkereséséhez a fiiggvény a paraméter szerinti derivaltjat
kell nullaval egyenlévé tenniink. Azonban a (11.2.1) fliiggvény szorzotényezokbdl all, a
szorzat derivaltja pedig bonyolult kifejezés. Egyszertibbé valik a feladat, ha nem L, hanem
InL maximumat keressiik. A logaritmusképzés sordn a szorzat dsszeggé valik, és az Osszeg
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derivalasa egyszeriibb kifejezésre vezet. Mivel a logaritmusfliiggvény monoton novekvo,
ezért a maximumhelyek a logaritmusképzés miatt nem valtoznak, tehat ugyanott vannak,
ahol az L fiiggvény maximumai. Ilyenkor tehat az

lnL(d)zZlnp(xi,Ez)
i=1

Osszeg maximumat keressiik, azaz megoldjuk a

dinL(a)

0 11.2.2.
da ( )

egyenletet. Természetesen az egyenlet megoldasat kovetden meg kell vizsgalni, hogy a
talalt széls6érték helyek maximumok-e, vagyis, hogy teljesiil-e a megoldas helyén a

2 A~
d lnzLA(a)<0
d a

feltétel.

Ha az L fiiggvény tobb paramétertdl fiigg, akkor a maximumkeresést valamennyi pa-
raméter fliggvényében kell elvégezniink, ¢és ilyenkor a (11.2.3) kifejezésben parcialis deri-
valtak szerepelnek.

Példa. A Poisson-eloszlas esetén adjunk becslést a 4 paraméterre a maximum likelihood
modszerrel. A Poisson-eloszlas esetén a valosziniiség értékeket a
k

P& Q) = %e%

kifejezés adja. Végezziink n fliggetlen kisérletet, melyek soran a & valtozé mért értékei: &,
ks, ..., ky. A likelihood fiiggvény tehat:
Qﬂ et

/:L) = ﬁ/iﬁe_/1 le_’l
k! k! k!

n

Lk, ky,....

no

A likelihood fiiggvény logaritmusa:
0 Lk, kyrronky A) = 3 [k 102~ In k4.
i=1

A likelihood fiiggvény logaritmusénak derivaltja:
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dnL(k,,k,,....k,, 1) (
di i1

ahonnan

Azt kaptuk tehat, hogy a Poisson-eloszlas A paraméterére a likelihood becslés alapjan
kapott A a mérési eredmények szamtani kdzepe, amely a varhato érték torzitatlan becslése.

A maximum likelihood maodszer folytonos esetben

Folytonos eloszlas esetén a likelihood-fiiggvény alakja:
L:f(xl’a)f(xzaa)'”f(xnaa)- (11.2.3.)

Egyébként az a paraméter becslésére hasznalt a megkeresése ugyanigy megy, mint
diszkrét esetben.

Példa. Tekintsiik ugyanazt a feladatot, amelyet a momentumok maddszerével korabban mar
megoldottunk. Tehat most a maximum likelihood médszerrel adjunk becslést az exponen-

cidlis eloszlas A paraméterére. A siirliségfiiggvény alakja: f(x)=7Ae ™. A (11.2.3) kifeje-
z¢s alapjan a likelihood-fiiggvény:

L — (/i)n e*/ixl e—ﬂ:xz v e—ix” i

Vessziik a likelihood fliggvény természetes alapti logaritmusat:

InL=nlnAi —/’szl_ .

i=1

Képezziik ennek a fiiggvényben a derivaltjat, és tegyiik egyenldvé nullaval:

olnL n
~ Z—A—le- =0.
oA A O

Innen kifejezhetd a keresett A parameéter:
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=t

Latjuk, hogy ugyanarra az eredményre jutottunk, mint a momentumok modszerével.

Lassunk egy példat két paraméter becslésére a maximum likelihood modszerrel.

Példa. Legyen a ¢ valoszinliségi valtozd N(m,o) eloszlasu. n mérés alapjan adjunk becslést
az m varhato értékre és a o szorasra. Az eloszlas valosziniiségi stirliségfiiggvénye

1 _(x_m)z

f(x)zo_\/ge e

A likelihood-fiiggvény tehat

(x (x
A A 1 ]&2 1 s
L(x,,x,,....,x,,m,0) e

0'\/ o~2r7 o~27

A likelihood-fiiggvény logaritmusa:
A . n (x' _ ’/;1)2
InL(x,,X,,...,X,,m,0) =—nlné —nln+ 27 - le—ﬂ
; o

A parcialis derivalt m szerint:

Oln L(x;,x,,....x ,ﬁ1,6‘) 2(x (x m)
n 0’
o D

ahonnan m kifejezheto:

n
Z X
- =1

=
n

A varhat¢ értékre tehat az empirikus varhato érték ad jo becslést a maximum likelihood
modszer szerint.

A parcialis derivalt & szerint:
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OIn L ety i,6) 1 Lo oo
i=1

3le) 6 &

ahonnan &7 kifejezhetd:

n

Z(x[ - ncl)z

= -
n

Il
N

A maximum likelihood mddszer szerint tehat o°-re a legjobb becslést az empirikus
szorasnégyzet adja. A szords becslése tehat:

11.3. Intervallumbecslés

Az a statisztikai becslés és az elméleti a érték kozott még a legjobb tulajdonsagu statiszti-
kak esetén is van véletlen jellegli eltérés. Lehetéség van azonban az x;, x», ..., x, mintara
tdmaszkodva olyan 4, és a, statisztikak létrehozasara, amelyekre teljesiil, hogy az a pa-

raméter értéke nagy valoszinliséggel az (4,,a,) intervallumban tal4lhat6. Ezzel kapcsola-
tos a kdvetkezd definicid.

Definicio. Legyen p nullahoz kozeli, kis valoszinliség. Az x;, x2, ..., X, n elemii minta se-
gitségével altalaban létrehozhato olyan a, és a, statisztika, amelyekre teljesiil az, hogy

P(a,fa<a,)=1-p.

Az (a,,a,) véletlen helyzetli intervallumot konfidencia (megbizhatosagi)-

intervallumnak nevezziik. Az (I-p)-100%-ot a megbizhatdsag szintjének nevezzik. Az
intervallum kezd$ és végpontjat konfidencia hatiroknak nevezziik. Altalaban p=0,1;
p=0,05; p=0,01. Az aldbbiakban néhany, a gyakorlatban gyakran el6fordulé példan ke-
resztiil mutatjuk be a konfidencia-intervallum keresésének modszereit.

Konfidencia-intervallum az m varhato értékre N(m, o) eloszlas esetén, ha o ismert.

Legyen Az x;, x2, ..., X, n elem{l minta, és vezessiik be az u 0j valdszinliségi valtozot:

u=2""_ 7" (11.3.1))
o o

=
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Korabbi ismereteink alapjan X egy N(m,o /~/n)eloszlasu valoszinliségi valtozd. Azt
is latjuk, hogy u standardizalt valoszintiségi valtozo, tehat u N(0, 1) eloszlast valdszintiségi
valtozd. Az N(0,1) eloszlas tablazata alapjan meghatarozhat6 az az u, szdm, amelyre telje-
siil az, hogy:

P(~u, <u<u,)= j ’7 (11.3.2.)

A korabban tanultak alapjan

ﬁ jerx=@(up)—cb(—up)zquup)—l, (11.3.3))

ahonnan (11.3.2) és (11.3.3) egybevetésével azt kapjuk, hogy
1P
(I)(up) =1—- 5 .

Példaul p=0,05 esetén az @(x) tablazatabol: u,=1,96 (1asd a Flggelék 15.4 fejezetét!).
Mivel [-p valdészintiséggel érvényes az alabbi 0sszefiiggés:

a jobb ¢és bal oldali egyenldtlenség kiilon-kiilon megoldasaval m-re a kovetkezd egyenlot-
lenségekre jutunk:

(11.3.4.)

—u, - <m<¥tu,

P \/; - I4 \/Z
Ez azt jelenti, hogy az m vérhato érték /—p valoszinliséggel az
[Fufomen )

intervallumban van. Ez tehat m-re az (1-p)-100% szintli konfidencia-intervallum.

Sokszor ugy vetddik fel a kérdés, hogy eldirt p esetén mekkoranak kell lennie a minta
elemszdmanak ahhoz, hogy a konfidencia intervallum félhossza legfeljebb d legyen. Ilyen-
kor a

O
Zupﬁ
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egyenldtlenség megoldasa megadja, hogy milyen szdmnal kell n-nek nagyobbnak lennie.
Az egyenldtlenség megoldasaval azt kapjuk, hogy

2
o

nZu;—. (11.3.5.)

d2

Konfidencia-intervallum az m varhato értékre N(m, o) eloszlas esetén, ha o nem ismert.

Legyen x;, x,, ..., x, n elemil minta, és vezessiik be a ¢ 0j valosziniiségi valtozot:

="

S

A ¢t val6szinliségi valtozo atirhat6 a kdvetkezd formara:

X—m

/In
t=+n-1-23"_
s'aln—1

o

A szamlaléban 1évo mint lattuk N(0,1) eloszlasu valtozd. A nevezdben

s'Aln—1
o
Innen kovetkezik, hogy ¢ n—I szabadsagi fok Student-eloszlasu valosziniliségi valtozo.
Az n—1I szabadsagi foku Student-eloszlas F(¢) eloszlasfiiggvényének ismeretében adott
p-hez megadhat6 az a ¢, érték, amelyre

xX—m
0'/\/;’

, a korabbiak alapjan n—I szabadsagi foki y’-eloszlast valdszinliségi valtozo.

P(~1,<t<t,)=F(t,)~F(-t,)=1-p.

A szamolasok konnyitése érdekében altaldban nem az F(?) eloszlasfliggvény tablazatat
szoktak megadni, hanem olyan tablazatot, amely p-hez 7,-t rendeli hozza. A ¢ valtoz6 defi-

crer

amelyre a

X—m
—t <An <t ,
p S* P

egyenldtlenségek /—p valdsziniiséggel teljesiilnek.

A két egyenl6tlenségbdl az m varhato értéket kifejezve azt kapjuk, hogy:

=
[
-~
IA
3
IA
=
_|_
-~

(11.3.6.)

=]
[}
=
=
o)
=
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Ez azt jelenti, hogy az m vérhato érték /—p valosziniiséggel benne van az

(— \/_ X+1 \/_j (11.3.7.)

intervallumban, vagyis

PG -t

S*
<Sm<x+t,—=)=1-p.
J_ " n

Kaptunk tehat az m paraméterre egy konfidencia intervallumot az (71-p)100% megbiz-
hatosagi szinten.

Konfidencia intervallum a szorasra

A moddszer 1ényege megegyezik a kordbbiakkal. Legyen a sokasag N(m, o) eloszlasu! Le-
gyen p kicsiny szam, és keressiink a ¢ szorasra (1-p)100% megbizhatdsagi szenten konfi-
dencia intervallumot.

Legyen x;, x5, ..., x, n elemil minta, ¢és vezessiik be a v 0] valoszinliségi valtozot:

Korabbi ismereteink alapjan a v valoszintiségi valtozo n—I szabadsagi fokua 5’ eloszlas
valoszinliségi valtozo.

Adott p valdsziniiséghez az n—1 szabadsagi fokt y° eloszlas eloszlasfiiggvénye segitsé-
gével taldlhatunk olyan intervallumot (ilyen sokféleképpen valaszthatd, tehat a valasztas
nem egyértelmii), amelyre igaz, hogy

Pv,sv=v,)=F(,))-F(,)=1-p.

A y’-eloszlas nem szimmetrikus, tehat a szokasos szimmetrikus intervallumvélasztas
nem megoldhato. A szokdsos intervallumvalasztas az alabbi:

pP P
Fv)==, F(v,)=1-—.
) 5 (,) >
Az ilyen vélasztas teljesiti azt a feltételt, hogy
2

ns
P(V]S?SIQ):F(VZ)—F(V]):]—p.

A szokasos tablazatok a p értékhez azt a v; értéket adjak meg, amelyre igaz, hogy
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P(v<v)=1-p.
Ezért, ha a tablazatbeli értéket a szokasoknak megfeleléen ,”-vel jeldljiik, akkor:

2y )
VISX, V=Y,
2

S8}

A zarojelen beliil atrendezve az egyenldtlenséget, arra az ekvivalens allitasra jutunk, hogy

2 2
PE<o?< B y=1-p.

L l_ﬁ
2

A szoérasnégyzet konfidencia intervalluma tehat:

2 2
ns” ns

22 2 ’
Xp X »

2 2

a o szoras konfidencia intervalluma négyzetgyokvonas utan:

Jus s |

[ 27 2
2 2

11.4. Statisztikai hipotézisek vizsgalata

A statisztikai hipotézisvizsgalatok soran feltevéseket tesziink az események valdszinliségé-
re, varhato értékére, variancigjara, két valtozo fiiggetlenségére stb. Ezeket a feltevéseket
nevezziik statisztikai hipotéziseknek.

A hipotézisvizsgalat a hipotézisek elfogadasanak vagy elvetésének modszereivel fog-
lalkozik. A hipotéziseket statisztikai modszerekkel ellendrizziik. Ezek az un. statisztikai
probak.

Miel6tt a statisztikai probakkal megismerkednénk, definialnunk kell néhany 0; fogal-
mat.

Definicié. Azt a feltevést, amelyet igaznak tételeziink fel, nullhipotézisnek nevezziik, és
H,-1al jeloljiik. Példaul, ha feltessziik, hogy a ¢ valdszintiségi valtozo varhato értéke m,,
akkor a nullhipotézis:

H,: M(&=my. (11.4.1.)
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Ezzel szemben az un. ellenhipotézis, amelyet H-val jeldliink:
H: M(&)=m#m,. (11.4.2)
A két hipotézist mindig ugy kell megalkotni, hogy egymast kizar6 feltevések legyenek.

A hipotézisvizsgadlat menete

Legyen a ¢ valoszinliségi valtozé n elemi statisztikai mintaja x;, xo, ..., x,. Az a paraméter
becslésére az x;, x;, ..., x, mintaclemek egy

a=a(x;,x,,...,X,)

statisztikai fliggvényét hasznaljuk. A dontés ugy torténik, hogy a megadott 0<p<I szam-
hoz a statisztika 0sszefliggései segitségével olyan T c R elfogadasi tartomanyt keresiink,
amelyre igaz az, hogy a H, nullhipotézis fennallasa esetén az a statisztikai fiiggvény érté-
ke I—p valdszinliséggel benne van a T tartomanyban. Abban az esetben tehat, ha

P(aeTH,)>1-p,

akkor 100(1-p)% szignifikancia szinten elfogadjuk a H, nullhipotézist. Ha a ¢ T, akkor
elvetjiik a H, hipotézist, vagyis a H ellenhipotézist fogadjuk el.

Az egymintas u-proba
Adott az N(m,o) normalis eloszlasu sokasag. Ellendrizni akarjuk, hogy m egyenld-e adott
m, szammal. Ismerjiik (példaul korabbi statisztikai vizsgalatokbol) o értékét. Kérdés, hogy
az x mintadtlag mekkora eltérése esetén feltételezhetjiik, hogy a varhat6 érték m,?
A nullhipotézis:
H,: M(&)=m,.
Az ellenhipotézis:

H: M(&)=m#m,.

Az u-proba menete a kovetkezd. Készitliink egy probafiiggvényt (statisztikai fligg-
vényt):

=l
|
3

u=+n="—=,
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amelyr6l a korabbiak alapjan tudjuk, hogy u N(0,1) standard normalis eloszlast valdszinii-
ségi valtozd. A konfidencia intervallum kapcsan beléttuk, hogy az u valoszinliségi valtozo-
nak /—p valo6szinliséggel megadhato a konfidencia intervalluma, azaz

X—m

P(~u, <+ln <u,)=1-p. (11.4.3.)

(o2

Az u, érték a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének tablazatabol meghata-
rozhatd. Ha most feltessziik, hogy igaz a nullhipotézis, vagyis m=m,, akkor u-ba behelyet-
tesitve ezt az értéket, kiszamithatjuk az alabbi u, értéket:

u, =

\/;)_c—ma
(o2

A nullhipotézis igaz volta esetén (11.4.3) szerint fenn kell allnia, hogy

Ebben az esetben tehat 100(7-p)% biztonsagi szinten elfogadjuk a nullhipotézist.
Ha azt talaljuk, hogy

u,>u,,

akkor 100(1-p)% biztonsagi szinten elutasitjuk a nullhipotézist, vagyis a H ellenhipotézist
fogadjuk el.

Mindkét dontésiink a véletlen folytan lehet hibéas. Elsofaju hibat kdvetiink el, ha H,
igaz, de elvetjik, mert ugy talaljuk, hogy w, >u,. Masodfaja hibat kovetiink el, ha a H,

hipotézis nem igaz, de a veletlen folytan elfogadjuk, mert Ggy talaljuk, hogy u <u, .

Egymintas t-proba

A gyakorlatban altalaban a normalis eloszlasu valtozonak nemcsak a varhato értéke, hanem
a szOrasa is ismeretlen. Ilyen esetben ki tudjuk szamitani a

n

(xi -X )2
s %2 — _i=l
n—1
korrigalt szorasnégyzetet.
A nullhipotézis most is:
H,: M(Q)=m,,

amelynek ellendrzésére a
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t:\/;)_c—m
*

s
probafiiggvény hasznalhatd. A kordbbiak alapjan tudjuk, hogy ¢ egy n—I szabadséagi fok
Student-eloszlasu valodszinliségi valtoz6. A Student-eloszlas tdblazata alapjan p-hez meg-
adhat6 az a ¢, tablazati érték, amelyre igaz, hogy

P(—t,<t<t,)=1-p-

Ha most az u-prébahoz hasonléan behelyettesitjiik a probafiiggvénybe a nullhipotézis
altal feltételezett m=m, értéket, akkor ¢, probastatisztikat kapunk:

t, =

9

\/;)?—mo
5 *

amelyre H, fennalldsa esetén igaznak kell lennie, hogy

\/;)_c—mo

S %

{ =

N

<t . (11.4.4.)

p

Ha ez az egyenldtlenség teljesiil, akkor 700(1-p)% biztonsagi szinten elfogadjuk a H,
hipotézist.

Ha (11.4.4) nem teljestil, vagyis azt talaljuk, hogy
t,>1,,
akkor a H, nullhipotézist elutasitjuk, és a H ellenhipotézist fogadjuk el.

F-proba
Az F-proba alkalmazasaval eldonthetd, hogy két normalis eloszlast, ismeretlen varhatd
értékl statisztikai sokasag szorasa azonos-e.

A két valosziniiségi valtozo legye & és 5. Legyen ¢ eloszlasa N(mj,0;), n eloszlasa pedig
N(my,0a,), tovabba legyen x;, x2, ..., X, a £ valtozéhoz tart6zd minta, €s y;, v, ..., yx az n val-
tozohoz tartozo minta! A két minta legyen fliggetlen egymastol!

A nullhipotézis:
H,: D’(&)=D’(n) (azaz o} =03 , vagyis 0,-0>).

Jeldlje s;°a & valtozohoz tartozo minta empirikus szérasnégyzetét, és s;° az 5 valtozo-
hoz tartozé minta empirikus szorasnégyzetét. A korabbiakban lattuk, hogy
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n-1 ,,
75
o

1
n—1 szabadsagfoku y’-eloszlast valosziniiségi valtozo, és hasonldan

k-1 .,

N
2 "2
o

2

k-1 szabadsagfoku y’-eloszlasa valoszintiségi valtozo. Mivel a minték fiiggetlenek, ezek a
valdszinliségi valtozok is fliggetlenek. Ebbdl a két valdszinliségi valtozobol képezhetd egy
uj F valosziniiségi valtozé az alabbiak szerint:

I’l—] *2
k-1 o gls”
Pt —= 20 (11.4.5.)
n S S;Z o, K
O-Z

A korabbi ismereteink alapjan az F' valoszinliségi valtozd (n—1I, k—1) szabadsagi fokt
F-eloszlasu. Az F eloszlas alapjan meghatarozhatok azok az F; és F, értékek, amelyekre
1gaz, hogy

P(F<F)=2,
2
és
_P
P(F>F2)—3. (11.4.6.)

Tehat az F' valosziniliségi valtozo p valoszinliséggel tartézkodik az (F],Fz)tartoményon
kiviil, azaz [—p valdszintiséggel tartozkodik a tartomanyon beliil.

Ha most feltesszlik a nullhipotézis érvényeségét, vagyis hogy g,=a,, akkor (11.4.5)
alapjan az F| probastatisztika:

(11.4.7.)

Altalaban olyan tablazatunk van, amivel a (11.4.6) relacidhoz tartozé értéket tudjuk
meghatdrozni. Ilyen a Fiiggelék 15.9. fejezetében talalhatd tablazat is. Ha most (11.4.7)-
ben a szamlaloba tessziik a nagyobb korrigalt empirikus szorasnégyzet értéket, akkor Fi
értéke nagyobb lesz /-nél. A tablazatbol meghatirozzuk F, értéket, és megnézziik, hogy
teljesiil-e az

FSSFZ
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relacio. Ha teljesiil, akkor ez mar elegendd 100(1-p)% szignifikancia szinten a H,
nullhipotézis elfogadasahoz. Ennek oka az, hogy a masik feltétel a kovetkezo:

1 1

N

Ha viszont Fy-t gy valasztottuk, hogy F, > I, akkor 1/F,< J. Ha megnézziik az F tab-

lazatot, akkor lathatjuk, hogy a gyakorlatban hasznalatos kis p értékek esetén a tablazati
értekek mind nagyobbak, mint /. Kovetkezésképpen 1/F;>1, tehat (11.4.8) a gyakorlat
szamara lényeges esetekben mindig teljesiil.

Az F-probat tehat az alabbiak szerint végezziik.

Els6 1épésben meghatarozzuk F; értékét. Az F; értékét tigy kell venniink, hogy a szam-
laloban van a nagyobb sérték. Nem szabad eltéveszteni a szabadsagi fokok sorrendjét.

Ha ;> >5," ésnaz s, szabadsagi foka, k pedig az s’ szabadsagi foka, akkor n—1, k—1 sza-
badsagi fokrodl van sz6.

Masodik 1épésként az F-eloszlas tablazata alapjan meghatarozzuk a 100(1-p)%
szignifikancia szinthez tartozé F, értéket (a tablazat k—I. soranak €s n—1I. oszlopanak érté-
két kell venni).

A harmadik 1épésben 0sszehasonlitjuk Fy és F, értékét. Ha igaz az, hogy
F <F,,

akkor a H, hipotézist 100(1-p)% szignifikancia szinten elfogadjuk, vagyis elfogadjuk,
hogy a,=0,. Ellenkez0 esetben a H, hipotézist 100(1-p)% szignifikancia szinten elvetjiik,
azaz o; # o, mert az eltérést szignifikansnak tekintjik.

Illeszkedésvizsgdlat y*-prébaval

A matematikai statisztikdban gyakran eléfordul, hogy azt kell vizsgalni, valamely minta
szarmazhat-e adott, ismert paraméterekkel rendelkezd eloszlasbol. Ezt a kérdést vizsgald
statisztikai probat illeszkedésvizsgalatnak nevezziik.

A proba az ismert eloszlas alapjan varhato gyakorisagok ¢és a minta gyakorisaga kozotti
eltérés vizsgalatabol all. Nézziik, hogyan megy ez diszkrét valdszintiségi valtozo esetén.

Legyen A4, A, ..., 4, teljes eseményrendszer €s vizsgalando az, hogy igaz-e az esemé-
nyek valoszintiségeire P(4,)=p,,i=1, 2, ..., r.

A nullhipotézis:
H :P(A4)=p, i=12..r.

Az ellenhipotézis:
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H : 3i, amelyre P(A4;)# p,.

Végezziik el a kisérletet n-szer (tehat készitsiink egy n elemii mintat!). Az eredmény
szerint A; k;-szer, A k;-szor ... A, k-szer kovetkezik be. Nyilvan

Zr:ki =n.
i=1

A k; gyakorisagok valdszinliségi valtozok, méghozza kordbban belattuk, hogy binomia-
lis eloszlast kdvetnek. A binomidlis eloszlas varhat6 értéke alapjan tehat ismerjiik 4; elmé-
leti varhat6 értékét:

M(k;)=np;.

A megfigyelt és az elméletileg vart gyakorisag eltérésébdl probastatisztikat készitiink
az alabbiak szerint:

2 - (ki_npi)z
=)y
2

Belathato (ezt most nem tessziik meg), hogy ha » minden hatdron tal n6, akkor a 7 el

jelolt valoszintiségi valtozo r—1 szabadsagi fok 7" -eloszlast (a gyakorlatban a megfeleld

kozelséghez mar elegendd, ha np;>10 minden i-re).
A probat ezek utan a kovetkez6 modon végezziik el. Megadjuk a kivant p

szignifikancia szintet és a }(ztéblézatb()l kikeressiik az ehhez tartozo ;(ﬁ értéket, amelyre

P(y*<x)=1-p.

Ha a mintabdl szamolt

2 C (ki_npi)2
ZSZ:
2

értékre igaz, hogy
<X,

akkor a H, nullhipotézist elfogadjuk. Ellenkezd esetben a a H, nullhipotézist elvetjiik, és a
H ellenhipotézist fogadjuk el.
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11.5. A regresszios egyenes becslése

Linearis regresszio esetén a regresszios egyenesre a ¢s b paraméterére kapott értékek a
(6.3.1) és a (6.3.2) alapjan a kovetkezok:

o MO =M(EOM(n) _cov(én) _ g Dln). 115.1)
M(E)-M (&) D(E) D(&)
b=M(n)—aM(&)). (11.5.2.)

Ha ismerjiik a két valtozo egyilittes eloszlasat, akkor a paraméterekben szerepld kifeje-
zések kiszamolhatok. Sokszor a mérések soran nem ismert az egyiittes eloszlas. Ebben az
esetben a paraméterek becslése ugy végezhetd, hogy az elméleti korrelacios egyiitthatot, az
elméleti varhato értékeket és a szordsokat becsiiljilk azok empirikus megfeleldivel. Ilyen-
kor megkapjuk az a paraméter egy a becslését, illetve a b paraméter egy b becslését. Em-
1€keztetdiil felirjuk az empirikus korrelacios egyiitthatora kapott (2.4.5) kifejezést:

i(x,- ~E)(y,~7)
\/i(xi - )_C)Zi(yi - )_})2

i=1

(11.5.3)

=

Az empirikus szorasok pedig

és

i

=25 -

Ha most a (11.5.1) és a (11.5.2) kifejezésekbe beirjuk a megfelelé empirikus értékeket,
akkor a kapott becsiilt paraméterek az alabbiak:

iny; —hxy
a=-= (11.5.4.)
fo —nx’
i=1
b=7y-ax. (11.5.5.)

A statisztikai becslés alapjan kapott paraméterek becsiilt értékei megegyeznek a korab-
ban a legkisebb négyzetek modszerével kapott a (2.3.8) és b (2.3.9) értékekkel. Megnyug-
tato, hogy korabbi eredményiinket visszakaptuk, de a statisztika segitségével a fenti becslés
tulajdonsagairo6l ennél tobbet is mondhatunk. Nem altalanosan fogjuk a problémat kezelni,
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hanem olyan esetekre korlatozzuk a meggondolasainkat, amilyenekkel a kisérletek végzése
soran gyakorta talalkozunk.

A kiindul¢ feltevés az, hogy az egyik valtozé szorasa sokkal kisebb, mint a masik val-
tozoé. Legyen ez a ¢ valtozd, és tekintsiik gy, hogy ennek x értékeit pontosan ismerjiik. A
kisérletek soran gyakori helyzet, hogy a mérés soran Y=ax+b fliggést tételeziink fel, az x
értéket beallitjuk (tehat pontosan ismerjiik), €s mérjiik, hogy az adott x érték mellett y mi-
lyen értéket vesz fel. Bar a fliggvény alakjat ismerjiik az elméletbdl, de a mindig jelenlévd
statisztikus hibak miatt a mért y érték szorast mutat.

A fentiekben jellemzett helyzetet irjuk le a statisztikdban definialt fogalmakkal. Tehat a
¢ nem valosziniiségi valtozd. A mérés soran konkrét x;, x,,..., x, értékeit mi valasztjuk
meg, ¢és pontosan ismerjiik is ezeket az értékeket. Az y = ¢p(x) fliggvény linearis, vagyis:
Y = ax + b. Nem ismerjlik viszont az a és b paramétereket, de (11.5.4) és (11.5.5) alapjan
mar elkészitettiik becslésiiket. Mivel az y;-k valdszinliségi valtozok, véletlen hibat tartal-

maznak, ezért értékiik eltér az elméleti Y, = ax, + b értéktdl. Igaz az, hogy
yi=Y +e,
ahol az g;-k fiiggetlenek, és M(g)=0 Vvi-re. Ez Uigy is irhato, hogy
M(y|x)=Y,.
A mérési hibak esetében a centralis hatareloszlas tétel értelmében altalaban feltehetd,
hogy & normalis eloszlast o szorassal, tehat az eloszlas: N(0,o, ). Tegyik fel azt is,

hogy, o, =o, Vi-re, vagyis a szoras az egész tartomanyon allando. Ha a mérési tarto-

many nem tal széles, akkor a szorasokra tett feltevés altalaban teljesiil.

Yi 29'

y értekek

o

0'2'4'é'é)'c_1'o'1'2
X ertékek

11.1. abra: A legkisebb negyzetek modszerével kapott regresszios egyenes
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Ilyen feltevések mellett a legkisebb mddszerekkel a-ra és b-re kapott a és b becslések

tulajdonsagaira vonatkozdan a statisztika modszereivel informaciot kaphatunk. Az a és b
valoszinliségi valtozok, kiszamolhato tehat varhato értékiik és szorasuk.

Az @ és b vérhaté értéke
Az a becslés varhat6 értékének kiszamolasahoz felhasznaljuk, hogy
v,=Y +¢e és M(g;)=0,
tehat
M(y,)=M(Y)+M(s,)=ax,+b,

hiszen x; nem valoszinliségi valtozd. Tovabba az is igaz, hogy

és
I u 1 _
M(3)="\ Y M(Y )+ Y M(e ) |=—Y M(Y,)=ax +b.
n\ iz i=1 ni
Tehat az a becslés varhato értéke:

Zx,.M(yi)—na)_cz —nbx afo +bel. — nax’ —nbx
M(a)="= == = =a. (11.5.6.)

n

2 =2 2 =2
le. —nx le. —nx
i=1 i

A b becslés varhato értéke:
M(b)=M(y)-XM(d)=ax+b—Xa=b. (11.5.7)
Vagyis a és b torzitatlan becslése a és b-nek.
Az @ és b szérdsa
Ha az y; értékek aj szorasnégyzete valahonnan ismert (példaul onnan, hogy egy pontban

sokszor mértiink, és az igy meghatarozott empirikus szorést felhasznaljuk a szoras becslé-
sére), és ez minden y; pontban ugyanaz az allando érték, akkor a széradsnégyzet szamolas
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szabalyai alapjan (11.5.4)-bdl és (11.5.5)-bdl egyszeriien kiszamolhatjuk az a és b be-
csiilt értékek szoradsnégyzetét:

2
o

D(d)=—2—, (11.5.8.)

2 =2
Z X; —nx
i=1

felhasznalva, hogy
2 2 2, — 1 2 Ji 5
D*(y)=0} & D(3)=: 3 D*(y ) =" 0.
i=1
Tovabba
A 1 =2
R e | (11.5.9.)
n 2 5
X, —nx
2
Mivel

Yxl-nxt=)(x,-X), (11.5.10.)

ezért lathatd, hogy n novekedtével a és b szorasa nulldhoz tart, tehat a becslés konzisz-
tens.

A (11.5.8) és (11.5.9) kifejezésekbdl (11.5.10) figyelembe vételével az is latszik, hogy
adott » mérésszam esetén a szorasnégyzetek annal kisebbek minél tavolabb fekszenek a
mérési pontok x értékétdl. A kisérleti terv a hiba szempontjabol tehat akkor optimalis, ha
az x; pontok a vizsgélt intervallum szélén helyezkednek el. Igaz, ilyenkor nem ellendrizhe-
té a vizsgalt fliggvény linedris jellege. Akkor célszerli igy tervezni a mérést, ha a linearis
fliggvénykapcsolat fennallasat korabban mar ellendriztiik.

Megjegyzés
Ha az y; meérési pontok o, szérasa nem ismert, akkor ennek jo kozelitése az
n
A )2
Z(y Y i)
2 _ =l

s’ =

e 11.5.11.
, — ( )
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a kiilonbozo x; pontokban mért y; étékek alapjan szdmolt un. rezidudlis szérasnégyzet. A
nevezdben itt azért szerepel n—2, mert a szamlaloban szerepld n darab kiilonbségnégyzet
nem mind fliggetlen, kozottik a (11.5.4) és (11.5.5) két egyenlet kapcsolatot teremt. A
fliggetlen adatok szama n—2.
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12. A KOMBINATORIKA ALAPJAI

A kombinatorika a sorba rakas és kivalasztas kérdéseivel foglalkozik.

12.1. Permutaciok (sorba rakas)

nevezzik. Kérdés, hanyféleképpen lehet n egymastol kiilonbozd elemet sorba rakni, vagyis
mennyi zn elem §sszes permutacioinak P, szdma?

Tétel: P,=n!, (n/=1-2-3-.-(n-1)n; 0!=I).

Bizonyitas. A bizonyitas teljes indukcioval torténhet.

1. Az elsé 1épésben konnyen belathato, hogy ha n=1, akkor P,=1/=1.

2. A mésodik 1épésben feltessziik, hogy P, ;=(n—1)!.

3. A harmadik 1épésben belatjuk, hogy P, a P,_;-bdl tigy kaphat6, hogy az n. elemet egy

crer

t 1t U

12.1. abra: Abra a permutdciok szamanak meghatdarozasiahoz

Ezt megtehetjiik mind az (n-1)! permutacid esetében, vagyis:

P =nP_ =n-(n-1)=n! (12.1.1.)

12.2. Ismétléses permutaciok

Ha az n elem kozott k azonos, akkor az azonos elemek egymas kozotti cseréje nem valtoz-
tat az elrendezésen. Ha az n elem kozott k£ azonos elem van akkor ismétléses permutaciorol
beszéliink, és ilyenkor a permutaciok szamat p* -val jeldljiik. Latszik, hogy

P® < p (hak>1).
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Nézziik az alabbi példat:

aab; aba; baa.

Az n=3 elem koziil kettd azonos, és a permutaciok szama p*® =3, és nem P, =3!=6,
hiszen példaul a,ab nem kiilonbozik az aa;b permutaciotol.

Altalanosan megfogalmazva az ismétléses permutaciora vonatkozé tételt:

Tétel: Ha n elem koziil k£ azonos, akkor az ismétléses permutaciok szama:

(k) _ﬂ!
P = (12.2.1.)

Bizonyitas. Az ismétléses esetet visszavezetjiik az ismétlés nélkiili esetre. Az azonos ele-
meket atmenetileg kiilonboztessiik meg valahogy (példaul sorszdmozassal). Ezek egymas
kozott k/-féleképpen permutalhatok. Tehat ilyenkor minden pP* permutaciobol k! permu-

tacid képezhetd. Az Osszes ilyen megadja az ismétlés nélkiili permutaciok szamat. Tehat

k!Pn(k) — B: s
vagyis

w _ b _n

Rk

Tehat a fenti példaban n=3, k=2, azaz n!=6, k!=2, tehat p* =3.

Ha n elem koziil tobb egymas kozott azonos ismétlédo elem is van, akkor az ismétléses
permutéciok szamat az alabbi képlet alapjan szamoljuk.

Tétel. Ha n elem koziil k; azonos, majd a fennmaradd n—k elembdl k&, azonos, stb., akkor az
ismétléses permutaciok szama:

plikek) _ N
n

—m, ahol k] +k2 +"'+ki <n. (12.2.2.)
KK

A bizonyitas teljes indukcidval torténhet.
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12.3. Kombinaciok (kivalasztas, sorrend nélkiil)

Ha n elem koziil £ elemet kivéalasztunk, azt az n elem egy k-ad osztaly kombinaciojanak
nevezziik. A kérdés az, hogy n elemnek hany k-ad osztalyl kombinacidja (C* ) van?

Tétel. n elem k-ad osztalyt kombinacidinak szama:

=" (12.3.1.)
v k)T K=kt

Bizonyitds. A bizonyitds ugy torténhet, hogy a problémat visszavezetjiik az ismétléses
permutacidkra. Jeldlje az n kiilonbozo elemet a; a> a;...a,> a,.; a,. A kivalasztas jelolése
ugy torténik, hogy a kivalasztott k£ elem ald /-et irunk. n—k elem nincs kivalasztva, aldjuk
0-t irunk.

apdydas...a,»d,; a

011 0 1 0

Minden kivalasztds megfelel az /-esek és a 0-k egy elrendezésének (sorrendjének). Ez
szama megegyezik n elem ismétléses permutacioinak szdmaval, ahol k és n—k azonos elem
van. Ezek szdma az ismétléses permutacio (12.2.2) képlete alapjan:

Cc® = plnh _ n! .
! ! kl(n—k)!

12.4. Ismétléses kombinaciok

Az ismétléses kombinacid az a struktura, amikor z kiilonb6z6 elembdl k-t valasztunk ki, de
egy elem akarhanyszor felhasznalhato. Az ismétléses kombindcio jeldlése: ¢® . Példaul

az a, b, c harom elem esetén a 2-od osztalyu ismétléses kombinaciok: a a, a b, ac, b b, b c,
¢ c. A harmad osztalyu ismétléses kombinéciok: a aa, aab,aac,abb,abc,acc, bbb,
bbc, bcce, ccc.

Kérdés, hogyan adhatjuk meg a k-ad osztalyl ismétléses kombinacidok szamat?

Tétel. A k-ad osztalyu ismétléses kombinaciok szama:

+k—-1
C;f;;m:[” . ) (12.4.1)

Bizonyitas. Feltessziik, hogy a kombinacidkat 7, 2, 3,..., n elemekbdl (tehat szdmokbol)
készitjiik. A kivalasztott elemeket egy kombindcion beliil rakjuk nagysag szerinti sorrend-
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be! (Ez mindig megtehetd.) Tekintsiink egy ismétléses kombinacidt, és az elemekhez ad-
junk rendre 0, 1, 2 ..., k—I-et! Az igy kapott k szam kozott nincs egyforma, €s nagysag sze-
rinti sorba rendezett. Tehat kombinaciot kaptunk, de ismétlés nélkiilit. Kérdés: mely ele-
mek kombinaciéit? A legkisebb elem: /+0=1, a legnagyobb elem: n+k—1, és minden koz-
tilk 1évo szdm szerepel. Ilyen modon az 1, 2, ...,n elem ismétléses kombinacidihoz egyér-
telmiien hozzarendeltiik /, 2,...,n+k—1 elem egy k-ad osztalyll ismétlés nélkiili kombinacio-
jat. A megfeleltetés kolcsondsen egyértelmtl, tehat

v - ntk=1\ (n+k-1)! n(n-1).(n+k-1)
i k kl(n-1)! k! '

12.5. Variaciok

Variacionak nevezziik azt a strukturat, amikor #z kiilonb6z6 elembdl k-t valasztunk ki, de a
sorrendet is figyelembe vessziik. Kérdés hogy mennyi a variaciok szama?

.....

VO =nm—1)..(n—k+1). (125.1)

Bizonyitas. Visszavezetjiik a varidcidokat a kombinacidkra. Lattuk, ha n elembdl k elemet

n
kivalasztunk, akkor ezt C/*/ = (k] -féleképpen tehetjiik. Minden kombinécidhoz vegyiik a
lembe vevo kivalasztas (variacid), tehat az igy kapott két szam szorzataként kaphat6 meg.
Tehat:

/
v = cpt=|" i — " fi=n(n—1)-(n—k+1).

12.6. Ismétléses variaciok

Ez az eset abban kiilonbozik az ismétlés nélkiilitdl, hogy a kivalasztas utan az elemet visz-
szatessziik, és megengedjiik, hogy ujbodl kivalasszuk. Kérdés, hogy ilyen modon hanyféle
kiilonbozo kivalasztas lehetséges?

.....
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ok (12.6.1.)

n,ism

Bizonyitas. Van /, 2, ..., n—1, n elem, és van I, 2,..., k pozici6. Minden pozicidba valaszt-
hatjuk az n elem valamelyikét. Az elsé pozicioba van n valasztasi lehetdség, a méasodikba
ismét n, stb. Osszesen tehat a kivalasztasi lehetéségek szama: n-n-n---n=n*, vagyis

(k) k

nism ~ n.

12.7. A binomialis tétel és a binomialis egyiitthatok

A kombinatorikdban gyakran talalkozunk a binomialis egyiitthatoval. Célszert tehat atte-
kinteni a binomialis egylitthat6 tulajdonsagait. Mindenekel6tt kezdjiik a binomialis tétellel,
ahol szintén megjelennek a binomialis egylitthatok, és a bizonyitashoz is a kivalasztas tor-
vényszeriiségeinek ismerete sziikséges.

Tétel. A binomialis tétel.

Ha n egész szam, a és b pedig tetszéleges valds (vagy komplex) szamok, akkor

k=0

(a+b) = ZH:(ZJa”-%k . (12.7.1.)

Bizonyitas. Képezziik a P=(a+b;)(a+b;)...(a+b,) segédszorzatot! Felbontjuk a zarojeleket,
¢s a tagokat a hatvanyai szerint rendezziik. A tagok n tényezds szorzatok, melynek ténye-
z01 rendre P els6, masodik stb. tényezdjébol valok. Tehat

P=a"+Ba" '"+B,a"’+..+B,.

n

Kérdés, hogy By tényezdk milyen b értékeket tartalmaznak?

B;=b;+ b>+...+b, hiszen n darab a" ! -et tartalmazo tag van.

B,=b;b)+b;bs+...+b;b,+bsbs+...+b, 1b,, ahol n—2 a-t vesziink, és minden lehetséges mo-
don két b; szorzatat.

B,=b; b,...b,, itt csak egy tag van.

A kérdés az, hogy Bj-ban hany tag van? Vegylik észre, hogy Bi-ban éppen annyi tag
van ahanyféleképpen az n elembdl k elemet ki tudunk vélasztani. Tehat a tagok szdma:
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ct :(Zj

ha most a b értékeket nem kiilonboztetjiik meg, tehat ha b,= b,=...= b,, akkor

n
B, =| b".
Innen kdvetkezik, hogy:

n n n n . (n
+b) = la"+| Ja" B+ a7 | =D "Bt

A binomialis tételhez hasonldoan beldthatd a polinomidlis tétel, amely » elem Osszegé-
nek n-dik hatvanyat adja meg.

Tétel. A polinomidlis tétel szerint:
n n! ky K k
(a,+a,+..+a,)'= > ————ajay -—a. (12.7.2.)

172
ky+ky+.+k.=n k] ! kg I 'kr !

A bizonyités elvégezhetd a binomialis tételbdl kiindulva, teljes indukcidval.

12.8. A binomialis egyiitthatok néhany tulajdonsaga

n
Az ij binomidlis egyiitthatok az Gn. Pascal-haromszogbe rendezhetdk.

0. sor 1
1. sor 1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
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1 7 21 35 35 21 7 1
12.2. dbra: A Pascal-haromszog elsé nyolc sora

Az egyiitthatok tulajdonsagai leolvashatok a haromszogbdol:

a. Szimmetria, azaz

b. Egy elem egyenld a felette 1évo két elem 0sszegével:

PYHE

c. Egy elem egyenld a felette 1év6 sorok eggyel kisebb sorszamu elemeinek 0sszegé-

vel:
n+1 n n-1\) (n-=2 k
=| |+ + e I
k+1 k k k k
d. A Pascal-haromszogben az n. sor elemeinek dsszege =2". Vagyis

I

Ez a binomialis tétel alapjan is azonnal latszik, hiszen:

(a+b) = Zn:(Zja”kbk ,

k=0

¢s ha elvégezziik a kovetkezd helyettesitést: a=b=1, akkor azt kapjuk, hogy

(1+1)"=i@.

k=0
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13. HALMAZELMELETI ALAPFOGALMAK

A halmazokon végzett miiveletek Boole-algebranak nevezziik, George Boole angol mate-
matikus (1815-1864) tiszteletére.

13.1. A halmazok definicidja

A halmazok definicidja legyen az alabbi.

Definicié. Halmaznak az elemek Osszességét tekintjiik. Halmazelem pedig lehet valami-
lyen objektum, személy, de akar esemény is. A halmazokat nagybetiivel, a halmazelemeket
pedig kisbetlivel jeldljiik, és kapcsos zarojelbe tessziik. Példaul ha az 4 halmaznak az ele-
meli a, b, ¢, valamint B halmaznak elemei a, b, ¢, d, e, akkor ennek jeldlése:

A={ab,c}, B={a,b,c,d,e},

tovabba a € A, d ¢ A azt jeldli, hogy a eleme A-nak, de d nem eleme A4-nak.

Az A halmaz részhalmaza B-nek, azt jelenti, hogy A halmaz minden eleme B halmaz-
nak is eleme (mint a fenti példaban). Ezt tigy jelolhetjiik, hogy 4 < B.

A fenti definicionak kovetkezménye az, hogy ha 4 halmaz B részhalmaza, és B halmaz
a C halmaznak részhalmaza, akkor ebbdl kovetkezik, hogy az 4 halmaz a C halmaznak is
részhalmaza. A jelolésekkel ugyanez az allitas:

ha AcBés BcC —-AcC.

13.2. Halmazok osszege

A halmazok Osszeadasat az algebraban szokasos + jellel jeloljiik, de felhivjuk a figyelmet,
hogy a halmazdsszeadas tulajdonsagai némileg kiilonboznek az algebraban megszokott
Osszeadasi tulajdonsagoktol.

Definicio. Az A+B 0sszeghalmaz azon elemek Osszessége, amelyek legalabb 4-nak vagy
B-nek elemei.

Példaul legyen A={1,2}; B={2, 4, 6, 8}, ekkor az dsszeghalmaz

A+ B={1,2,4,6,8}.
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A definiciobol kovetkezik, hogy a 2 elemet nem vessziik kétszer az sszeghalmazban!

Szokés a halmazokat dbran, az un. Venn-diagramon megjeleniteni. A halmazok 6ssze-
addsat Venn-diagramon a 13.1. dbra mutatja. Az abran az 6sszeghalmazt a vastagon kiha-
zott vonal mutatja.

13.1. abra: Az A+B halmaz abrazolasa Venn-diagramon

Az dsszeadas tulajdonsagai

Az 6sszeadas tulajdonsagai a miiveleti definicidbol kovetkeznek:

A+A=A indempotencia,
A+B=B+A4 kommutativitas,
A+(B+C)=(A+B)+C asszociativitas.

Az asszociativitasbol kovetkezik, hogy az A+B+C nem félrevezetd irdsmod, hiszen ha-
rom halmaz barmilyen sorrendben 6sszeadhato, az eredményt a sorrend nem érinti.

A definicionak az is kdvetkezménye, hogy
ha A < B, akkor A+B=B.

Ha tobb halmazt adunk 6ssze, akkor szokésos jelolési mod az aldbbi:

A+ A+ +4,=) 4.

i=1

13.3. Halmazok szorzata

Definicio. Az AB szorzat azon elemek Osszessége, melyek 4-nak és B-nek egyarant elemei
(halmazok kozos része). A szorzas jele tehat a tényezdk kozotti pont, amit sokszor nem
irunk ki, ahhoz hasonl6an, ahogyan azt az algebraban is tessziik. Mindazonaltal a szorzas
tulajdonsagai kiilonboznek az algebraban megszokott tulajdonsagoktol.

Példaul vegyiik a kovetkezd 4 és B halmazok szorzatat:

A={1, 2, 3:B={2, 3. 4, 5.
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A szorzat a két halmaz kozos elemi lesznek, tehat
AB={2, 3}.

Ha A és B két halmaz szorzatat a 13.2. abra Venn-diagramjan lathatjuk.

13.2. abra: Az A és B halmazok szorzata Venn-diagramon dbrazolva

A szorzas tulajdonsagai a miiveleti definiciobol kdvetkeznek:

AA=A idempotencia,
AB=BA kommutativitas,
(AB)C=A(BC) asszociativitas.

A definici6 kovetkezményei:
—Ha A4 < B, akkor AB=A.

— Az n tényez0s szorzat esetén szokasos feliras:
n
[T4=4,-4,-.4,
i=1

— Az 6sszeadas és szorzas kozos tulajdonsdga a disztributivitas:
A(B+C)=AB+AC.

A disztributivitast szemléltetd Venn-diagramon (13.3. abra) latszik, hogy a jobb és bal
oldal szerint elvégzett miiveletek azonos halmazhoz vezetnek.

Tobb halmazra altalanositva a disztributivitas szabalyat:

A3 B = 4B,
i=1 i=1
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13.3. dbra: A disztributivitdst szemlélteto abra
Miel6tt tovabbmennénk a miiveletek soraban, ismerkedjiink meg uj fogalmak defini-

cioival.

Definici6. Ures halmaznak nevezziik azt a halmazt, amelynek nincs eleme. Az iires halmaz
jele: @. Megallapodas szerint az {ires halmaz minden halmaz részhalmaza.

crer

— Ha 4 és B halmazoknak nincs koz0s eleme, akkor AB=0. Az ilyen kozds elem
nélkiili halmazokat diszjunkt halmazoknak nevezziik.

—A+0=A.
-4 0=0.

Definicio. Az A halmaz [ halmazra vonatkoztatott komplementer (kiegészitd) halmazanak
nevezziik azt az 4 halmazt, amely azon elemek Osszessége, amelyek az I halmaznak ele-

mei, de nem tartoznak az 4 halmazhoz.
g

o

7
13.4. dbra: Az A komplementer halmaz dbrdzoldsa Venn-diagramon

crer

— A+ A=1
A=0,
g,
=1.

'

QIT'
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A komplementer halmaz fogalméhoz kotédnek a kovetkezé azonossagok, amelyeket
de Morgan szabélyoknak neveziink:

A+B=A4B, (13.3.1.)
AB=4+B. (13.3.2.)

A de Morgan szabélyokat konnyen igazolhatjuk a Venn-diagramon, hiszen a jobb és
bal oldal ugyanarra a halmazra vezet.

13.4. Halmazok kiilonbsége

Definicié. Az 4 és B halmaz kiilonbsége alatt a halmazt értjiik, amelynek elemei 4 hal-
mazhoz tartoznak, de nem tartoznak a B halmazhoz. A kiilonbségképzés jele a szokasos
kivonasjel, tehat halmazok kiilonbségét igy jeloljiik: A-B.

Példaként a két halmaz legyen a kovetkezd: 4={1, 2, 4, 6}; B={4, 6, 8, 10}. A kiilonb-
ség halmaz: A-B={1, 2}.

Venn-diagramon is dbrazolhatjuk a kiilonbséghalmazt, ahogyan azt a 13.5. dbra mutat-
ja.

13.5. abra: A kiilonbséghalmaz dbrazolasa Venn-diagramon

crcr

- A-B= AB (ez lehetne a kivonas definicidja is).
— Altaldban (4-B)+B+#A! hanem (4-B)+B=A+B.
— Ellenben, ha B < A, akkor (A-B)+B=A.
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14. A GYORS ELLENORZO FELADATOK
MEGOLDASAI

14.1. Az 1. fejezethez

1.1.
m k m k ] m m
ZAxi—’= —’=—Zkl- =1, mivel Y k =n.
i=1 nAxl. =1 N i=1
1.2.
Az utolso6 oszlop magassaga:
zAxi — )
i=1 I’lAX'l.

errdl pedig az el6z6 feladatban belattuk, hogy egyenld 1-el.

1.3.
f'(x)=2n,han> 0akkor f >0.

1.4. Az atlagszamolashoz célszerlien az (1.6.6) kifejezés hasznalhatd, azaz c¢=100-al el-
osztjuk az atlagolando értékeket, majd a végeredményt szorozzuk 100-al.

14+12+2+6+11 45
5 5

9,

tehat az atlag értéke: X =9-100 =900 .

1.5. A feladatot tigy célszeri elvégezni, hogy 299 000 km/h értéket levonunk minden adat-
bol, €s csak a tablazatbeli adatokat adjuk 6ssze (példaul Excel programmal). Az ered-
ményt elosztjuk az adatok szaméval (jelen esetben /00-al), majd a végeredményhez
hozzaadjuk az el6zdleg levont 299 000 szamot. Az igy kapott atlag 299 852 km/h.

1.6. Ha a tablazatbeli csokkenés értékeket p;-vel, a népességszamot 2004-ben L-el jeloljik,
akkor a szamitas modja a kovetkezd:
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L(1-p, )(1-p,)(1-p,)(1-p,)(1-ps)=L-0991522 =10 030 976 .

Az atlagos népességcsokkenés p értéke az 6t év alatt:

(1-p) =0991522,
p=1-3/0,991522 = 17013, .

A gyOkvonast célszerli logaritmus segitségével végezni.

1.7. Az étlagot a harmonikus kozép segitségével szamolhatjuk ki. Tehat az 4tlagos slirliség:

__ 2
PET T

P P>
1.8. Parhuzamos ellenallasok esetén is a harmonikus kézéppel szdmolhato az atlag:

= 2 2
R = = 7 =133,33 2.

T 1
R, R, 100 200

1.9. Alkalmazva az (1.11.3) &sszefiiggést, a végeredmény:
s°=321.;s=179...

1.10. Az eredménynek meg kell egyeznie az el6z6 feladat eredményével.

14.2. A 2. fejezethez

1.1. Azt mar korabban belattuk (1.11.3), hogy
iZ(xi -x) =i x —-x =s5"20.
ni=i niz

n>(0-val megszorozva az egyenlet mindkét oldalat, azt kapjuk, hogy

n n
Z(xi -x) :fo —nx’.
i=1 i=1
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Ez a kifejezés csak akkor 0, ha x, =X Vi-re. llyenkor azonban az egyenesnek nincs
sok értelme, ezért ezt kizarva, csak a > jel az érvényes.

1.2. Mivel az el6z6 feladatban belattuk, hogy r (2.4.5) és a (2.3.8) nevezdje mindig po-
zitiv, ezért amennyiben a<0, akkor az azt jelenti, hogy szamlal6ja negativ, ez vi-
szont megegyezik r szamlalojaval, ami emiatt szintén negativ.

1.3. A szamlalot atalakitva azt kapjuk, hogy

n

Z('xi =X )(y _J_’):Z(xiyi — XY =Xy, +W):inyi —nx_y—)_cn)_/+nx_y22xl.yi —nxy

i=1 i=1 i=1 i=1

A nevezdben:

Zn:(xi_)_c)zzzn:x;_nfz es Zn:(yi_y)zzzn:yiz_nyg.
i=1 i=1 i=1 i=1
14.3. A 3. fejezethez

3.1. A feladat 1ényegében az, hogy n elembdl 6sszesen hanyféleképpen lehet kivalasztani
k=0, 1, ... n elemet. A binomialis tételt felhasznalva:

Z(Zj —(a+b)'=2" haa=h=1.

k=0
3.2. A-AB és B nem rendelkezik kozos résszel, azaz (4 — AB)B =Q. Ugyanakkor
(A-AB)+B=A+B.
3.3. Az el6z0 feladat eredményét felhasznélva:
(A+B)-B=(A—AB)+B—-B=A,ha AB= 0.

3.4. A teljes indukcidé modszerét alkalmazzuk. A mddszer harom 1épésbol all. Az elsé
1épésben be kell latni, hogy ha 4;4,=0, akkor

Ezt korabban mar belattuk.
A masodik Iépésben feltessziik, hogy n—1I diszjunkt halmazra igaz, hogy
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k/1,+/12+4,.+/1H = kA, +kAZ +"'+kA,,,1 :

A harmadik Iépésben belatjuk, hogy ha a feltevés igaz, akkor n diszjunkt halmazra is
igaz az allitas. Ehhez, tegylik fel, hogy

B=A4,+4,+..+4,,,

és legyen 4, olyan halmaz, amelyre igaz, hogy 4 B = @. Ekkor viszont az 1. 1épés sze-
rint

kB+A,, =ky+ kA,, :
Innen a 2. 1épés miatt azt kapjuk, hogy
kB+A,, = kA,+A_7+,,.+A,,,,+A,, = kA, + kAQ +---+kA”,, +kA,, :

Ezzel az éllitast bebizonyitottuk.

3.5. Be kell latnunk, hogy
P(A-B)=P(A)—P(AB).
Azt tudjuk, hogy A-B=A-AB. Ugyanakkor 4B c A, tehat alkalmazhato (3.5.5), tehat

P(A-B)=P(A—AB)=P(A)— P(AB).

3.6. Bekell latni, hogy P4+ B)< P(A4)+ P(B).Korabban mar belattuk, hogy
P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB).
Mivel P(AB)>0, ezért
P(A+B)<P(A)+P(B).

Az egyenl6ség akkor all fenn, ha 4 B = O, hiszen ekkor P(4B)=0.

3.7. Két érme esetén z Gsszes lehetséges esemény halmaza:

Q={f.ii,if, fi}.
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Klasszikus valésziniiségi mez6 1évén innen P(A=ii)= 7

3.8. A kedvezd elemi események szdma 2. Az 0sszes elemi esemény szama 10. A klasz-
szikus valosziniiség szamoldsa szerint tehat az esemény valdszintlisége:

P(A):%:

W |~

3.9. A feladat a geometriai valosziniséggel oldhatdo meg. Elegendd két vonalat tekinte-
niink L hosszisagon. Az A esemény legyen az, hogy az érme érinti az egyik vonalat.
Tehat az A az az esemény, hogy az érme az egyik vonalat sem érinti. Ennek az a fel-
tétele, hogy az érme kozéppontjanak tavolsaga mindegyik vonaltdl nagyobb legyen,
mint d/2. Az 6sszes esemény valdsziniisége arany Lh-val, a kedvezd esemény valo-
szinlisége pedig L(h-d)-vel. A geometriai valosziniiség szerint tehat,

L(h-d)_h-d _, d

P(4)=
(A== h h

Innen kapjuk meg az A esemény valdszinfiségét a P(A)=1-P(A) Ssszefiiggés alap-
jéan:

d, _d
P(A)=1=(1=")="".

3.10. A feladat teljes indukcidval hasonl6 médon oldhatdé meg, mint ahogyan azt a 3.4.
feladat soran tettiik.

3.11. Alkalmazva a feltételes valdszintiségre vonatkozo 3. tételt:
Pl(4+4)|B)=P(4B)+ P(4B),

hiszen A4 = @. Masrészrol viszont

P(2B) _P(B)_,
P(B) P(B)

Pl(4+4)|B)=P(B)=

Alkalmazva ezt a két 0sszefiiggést, azt kapjuk, hogy
P(A|B)=1-P(A4B),

amit be kellett latni.
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3.12. Be kell latni, hogy,
P4, + 4,)|B)= P(4|B)+ P(4,|B)+ P(4,4,|B).

Ehhez felirjuk a feltételes valoszinliség definicidja alapjan, hogy

P4+ 4, )= DA AIB) _ PIAB+ 4B) _ P(AB)+ P(AB)~ P(AAB)
C ey ) P(B) '

A torteket kilon-kilon felirva mar kovetkezik az allitas.

3.13. A feladat megoldéaséhoz a kovetkezd 0sszefliggéseket hasznalhatjuk fel:
(A+A)B=0QB =8B,
(A+A)B=AB+ AB és
(AB )(AB)=0.
Tehat,
P((A+4)B)=P(4B)+P(4B)=P(B),
innen pedig
P(AB)=P(B)-P(AB).
Felhasznalva a 3.9. példa eredményét:

P(AB)=P(B)-P(4)P(B)=P(B I-P(4))=P(4)P(B),

ami éppen azt jelenti, hogy A és B fiiggetlenek egymastol.

3.14. Ezt a feladatot az el6z6 feladat modszerével kell megoldani.
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14.4. A 4. fejezethez

4.1.

P() g40]
035
0,30-‘
025
020
0,15
0104

0,05

0,00

N -
w -
&
o -

4.2.

P(0)=§,- P(1)=

NN

06
p(x)
0,54
0.4
0,34

024

0,1+

00 } }

4.3.

P(2<r<5)=P(0<r<5)-P(0<r<2)= 5’ - 2 _ 2
o o 100 100 1007
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4.4. A probléma a geometriai valoszinliség segitségével oldhaté meg. Ha feltessziik, hogy
a kijeldlt pont csak a (2, 3) intervallumba eshet, akkor az eloszlasfliggvény alakja:

0 hax<2
F(x)=<x-2 ha 2<x<3.
1 ha x>3
F(x)
1,04
0,8
0,6
0.4
0,24
00 T T T T T T T T
0 1 2 3 4
X
4.5.
®
i
1,04
08 o=
e
06+
(e
0,4 4
e
0,2
00 T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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4.6.

Fix)

0.8+

06~

0,24

00

T T T T T T T T
-1 o 1 4 3 4 5 &
k

4.7. A normaltsag sziikséges feltétel ahhoz, hogy az f(x) fliggvény siirtiségfiiggvény le-
gyen, tehat

vagyis A =1.

4.8.
F(x)=0,hax<0.

F(x)= Ie’dt=[—ef]; ——e'+l=1-¢" hax>0.

4.9. A karakterisztikus valtozo lehetséges értékei: x;=0 és x,=1. A hozzajuk tartozo6 valo-
szinliségi értékek: P(0)=q=p—1, P(1)=p. A definicidja alapjan kapjuk a varhatd érté-
ket:

M(S)=0-gq+1-p=p.

4.10. A szorasnégyzetet az alabbi képlettel szamolhatjuk:

D*(E)=M(E)-M*(&).
M(E)=0"-(1-p)+Ip=p.

Tehat a szorasnégyzet:
D(§)=M(&)-M*(§)=p-p°=p(1-p)=pg.
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Innen a szoras:

D(&)=1[pq.

14.5. Az 5. fejezethez

5.1. A feladat 1ényegében a peremeloszlasok meghatarozasa.

&n 1 0 1 2 sor
-1 1/8 1/12 1/24 6/24=1/4
1 3/8 1/4 3/24 18/24=3/4
2 oszlop 4/8=1/2 4/12=1/3 4/24=1/6 1
Tehat:
1 3
P(x=-1)=—; P(x=1)=—;
( ) y (x=1) y
Ply=-1)=": P(y=0)=1. Pry=1)=1
y 5’ y 3’ y 5
5.2. Hatarozzuk meg el6szor a peremeloszlasokat!
&n 1 0 1 2 sor
-1 p 3p Sp 9p
1 2p 4p 6p 12p
X oszlop 3p 7p 1lp 21p

Tudjuk, hogy a jobb als6 sarokban 1év6 celldjdban /-nek kell allnia, tehat

2lp=1,azaz

1

pzz-

5.3. A fiiggetlenség feltételét az (5.3.1) kifejezés definidlja. Ez azt jelenti, hogy a két valo-

szinliségi valtozo egylittes eloszlasat leird tablazat sorvégi és oszlop végi peremelosz-
lasainak szorzata meg kell egyezzen a megfeleld sor és oszlop talalkozasi cellajaban
1év6 elem értékével. Az 5.3. tdblazat elemeire ez nem igaz. Példaul az els6 oszlop el-
sO soraban 1évo elem értéke 1/8, ugyanakkor az oszlop aljan 5/8, a sor végén 1/8 pe-
rem-eloszlasbeli érték szerepel. E két szam szorzata nem egyezik a tablazatbeli 1/8 ér-
tekkel. A két valoszinliségi valtozo tehat nem fiiggetlen.
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5.4. A két valdsziniiségi valtozo fiiggetlen, hiszen az (5.3.1) feltétel a tablazat valamennyi
elemére teljestil.

5.5. Az (5.5.4) 6sszefiiggés alapjan adhato meg a keresett valosziniiség. Tehat:

P(()sgs],'osnS])=F(],])—F(O,I)—F(],0)+F(0,0)=(1—ij(1—l),
e e

hiszen F(I,]):(]—ij[l—ij; F(01)=F(1,0)=F(0,0)=0.
e e

5.6. A strliségfiiggvény az eloszlasfliggvénybdl szamolhato az (5.6.1) kifejezés alapjan.

oF(x,y) _
Ox

OF(x.y) _ jvpv

(1-e)™s frxy)= oo

5.7. Az el6z6 feladatban megtalalt f(x,y) striségfiiggvényrdl konnyli belatni, hogy az
x20; y>o0tartomanyban f(x,y)>0, €s

00 00

”e”‘e’y =1.

00

5.8. Ha F(x)=1-¢" és G(y)=1-e", akkor igaz, hogy F(x,y)=F(x)G(y),éseza
két valtozé fliggetlenségének feltétele.

5.9. Az 5.5. gyors ellendrzé feladatban definialt eloszlasfiiggvény nem fiiggetlen valoszi-
nliségi valtozokat definial, hiszen

Fx) =T —erigy) = SO - o
X oy
Flxy)= w — e = f(x)g(y).
XOy

5.10. Az 6sszeg varhat6 értékét az (5.8.1) képlet alapjan a kovetkezdképpen szamolhatjuk:

M) =3 Y (54,05 =

i=1 j=I

5.11. A szorzat varhat6 értékét az (5.8.1) képlet alapjan az alabbiak szerint szdmolhatjuk:
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M(En) =3 (v, =

5.12.Az (5.9.1) Osszefiiggés szerint szamolva:

1 3 3 1 12 5 3
M(E)=0-—+1-—+2-—+3-—=—; M(n)=0-—+1-—=
(6)=0-2+1-2+2-2 3 (m)=0-2+1-7

8
12 3 15
M(E+n)=M(E)+ M(n)="2+5="2.

o | w

5.13. Az (5.9.1) Osszefiiggés szerint szamolva:

M(E)M(n)= g% - g + M(én).

Ez az érték azért nem egyezik a varhato érték (5.8.1) képlet alapjan szamolt értékével,
mert nem teljesiil a két valoszintiségi valtozo fliggetlenségének feltétele, ami pedig az
(5.9.1) kifejezés alkalmazasanak elofeltétele.

14.6. A 7. fejezethez

7.1. Lasd a4.5. gyors ellendérzd feladat megoldésat.

7.2. A vérhat6 érték szdmolasa a (7.2.2) képlet alapjan:

M(§)=£in =é(1+2+3+4+5+6)=3,5.

i=1

A szoérasnégyzet szamolas a (7.2.3) alapjan:

2
I3 I
D2(§):;inz—[22xij :2,9]6 .
i=1

i=1
Innen a szoras:

D(&)=170...

7.3. Annak valdsziniisége, hogy a 7.2. példaban leirt helyzetben egyetlen feladat megolda-
sa sem lesz helyes, a Bernoulli-eloszlas alapjan:
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B,(50)= @[9 @] =0,131...

7.4. Annak valoszinlisége, hogy a 7.2. példaban leirt helyzetben legalabb egy feladat
megoldasa helyes:

P(A)=1-0,131...=0,868...
7.5. A fél perc alatt beérkezd belitésszam szoérasa a Poisson-eloszlas szordsa alapjan:
D(E)=A5=223..

7.6. A rekurzios formula a Poisson-eloszlasra:

Y
P(é=k) _ ¢ A (k-D)!_2
P(é=k-1) A o A k! k’
(k—1)!

tehat

P(fzk):%P(ézk—]).

7.7. A téblazatbol vessziik az alabbi értékeket:
D(1)=0,8413; @(2)=0,9772; @(3)=0,9987 .
Innen a (7.8.8) képlet alapjan:
P(m—c<m<m+oc)=20(1)—1=0,6826,

P(m—2c<m<m+20)=20(2)—-1=0,9544 .
P(m—3c<m<m+30)=20(3)—-1=0,9974.

7.8.

20(1)—1=0,99,
D(1)=0,995.

A standard normalis eloszlas tdblazatabol visszakeresve, és interpolalva, azt kapjuk,
hogy
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A=2575.

7.9. Azj valtozo alakja:

Az inverz fliggvény:
xX=oy+m.

A normalis eloszlés stirliségfiiggvényét kifejezve az inverz fliggvénnyel:

f(go_l(y)): O'\/Ze =O'\/%

Az inverz fiiggvény derivaltja y szerint:

‘dcol(y) .

dy

Az 10j valtozo stirliségfiiggvénye a (4.8.2) kifejezés alapjan:

2 2
o .

2,

1
g(y)= me
Ez pedig nem mas, mint a standard normalis eloszlas stirtiségfliggvénye.
7.10. Alkalmazzuk a (4.8.2) Hiba! A hivatkozasi forras nem talalhatd.6sszefiiggést!
y=ax+b,

tehat az inverz fiiggvény:
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¢és ennek y szerinti derivaltja:

do”'(y)
dy

!
ot

Az N(m,o) eloszlas stirliségfiiggvényét kifejezve y-nal:

(y;b _mjz (y=b-am)’

20_2 2 2

f((Df(y)):ﬁe :ﬁe 2d°c

Tehat a (4.8.2) 0sszefliggés alapjan az 1j stirliségfiiggvény:

(y—b—m)z

24’0’

1
g(y)_|a|0—\/%e

Ez azt jelenti, hogy az 0j valosziniiségi valtozo szintén normalis eloszlasu, azonban az
eloszlas 1) paraméterei:

m=am+b; G':|a|0'.

14.7. A 11. fejezethez

11.1. A elso centralis momentum diszkrét valosziniiségi valtozo esetén:

py =25 = M(E)p) =2 xip = Y M(E)p, =M (£) =M ()Y p, =0,

1

mivel Zpi =1.

Hasonlé mddon belathat6 az allitas folytonos esetben is.

11.2. A mésodik centralis momentum képlete:

= (5 =M(E)) p = (7 p, = 2M(E )xp, + MP(E)p,)=

= inzpi _2M(§)inpi +M2(§)Zpi - inzpi _Mz(g) =a, _a12‘
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15. TABLAZATOK

15.1. A Poisson-eloszlas tablazatanak hasznalata

A Poisson-eloszlas tablazat a

P(gzk)z%e-*

képlet alapjan a P(&=k) értékeit adja. A 4 értékek a tablazat fels6 soradban, a k értékek a
tablazat els6 oszlopaban talalhatok.
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15.2. A Poisson-eloszlas tablazata

K A 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
0| 090484| 0,81873| 0,74082| 067032 060653 054881 049659 0,44933| 0,40657
1| 0,09048| 0,16375| 0,22225| 0,26813| 0,30327| 0,32929| 0,34761| 0,35946| 0,36591
2| 0,00452| 0,01637| 0,03334| 0,05363| 0,07582| 0,09879| 0,12166| 0,14379| 0,16466
3| 0,00015| 0,00109| 0,00333| 0,00715| 0,01264| 0,01976| 0,02839| 0,03834| 0,04940
4| 0,00000| 0,00005| 0,00025| 0,00072| 0,00158| 0,00296| 0,00497 | 0,00767 | 0,01111
5| 0,00000| 0,00000| 0,00002| 0,00006| 0,00016| 0,00036| 0,00070| 0,00123| 0,00200
6| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00001| 0,00004| 0,00008| 0,00016| 0,00030
7| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00001| 0,00002| 0,00004
8| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000
k A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0| 0,36788| 0,13534| 0,04979| 0,01832| 0,00674 | 0,00248 | 0,00091 | 0,00034 | 0,00012| 0,00005

1| 0,36788| 0,27067 | 0,14936 | 0,07326 | 0,03369 | 0,01487 | 0,00638 | 0,00268 | 0,00111 | 0,00045

0,18394 | 0,27067 | 0,22404 | 0,14653 | 0,08422 | 0,04462 | 0,02234 | 0,01073 | 0,00500| 0,00227

0,06131| 0,18045| 0,22404 | 0,19537| 0,14037 | 0,08924 | 0,05213 | 0,02863 | 0,01499 | 0,00757

0,01533 | 0,09022 | 0,16803 | 0,19537 | 0,17547 | 0,13385| 0,09123 | 0,05725| 0,03374| 0,01892

0,00051 | 0,01203 | 0,05041 | 0,10420| 0,14622 | 0,16062 | 0,14900| 0,12214| 0,09109 | 0,06306

0,00007 | 0,00344 | 0,02160 | 0,05954 | 0,10444 | 0,13768 | 0,14900| 0,13959| 0,11712] 0,09008

2
3
4
5| 0,00307| 0,03609| 0,10082| 0,15629 | 0,17547 | 0,16062 | 0,12772| 0,09160| 0,06073 | 0,03783
6
7
8

0,00001 | 0,00086| 0,00810| 0,02977| 0,06528 | 0,10326 | 0,13038 | 0,13959| 0,13176| 0,11260

9| 0,00000| 0,00019| 0,00270| 0,01323| 0,03627 | 0,06884 | 0,10140| 0,12408 | 0,13176| 0,12511

10| 0,00000| 0,00004| 0,00081| 0,00529| 0,01813| 0,04130| 0,07098 | 0,09926 | 0,11858 | 0,12511

11| 0,00000| 0,00001| 0,00022| 0,00192| 0,00824 | 0,02253 | 0,04517| 0,07219| 0,09702 | 0,11374

12| 0,00000| 0,00000| 0,00006| 0,00064| 0,00343| 0,01126| 0,02635| 0,04813 | 0,07277 | 0,09478

13| 0,00000| 0,00000| 0,00001| 0,00020| 0,00132| 0,00520 | 0,01419| 0,02962 | 0,05038 | 0,07291

14| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00006| 0,00047| 0,00223 | 0,00709| 0,01692| 0,03238 | 0,05208

15| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00002| 0,00016| 0,00089| 0,00331| 0,00903 | 0,01943 | 0,03472

16 | 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00005| 0,00033| 0,00145| 0,00451| 0,01093 | 0,02170

17| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00001| 0,00012| 0,00060| 0,00212| 0,00579| 0,01276

18| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00004| 0,00023 | 0,00094 | 0,00289 | 0,00709

19| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00001| 0,00009| 0,00040| 0,00137 | 0,00373

20 | 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00003| 0,00016| 0,00062| 0,00187

21| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00001| 0,00006| 0,00026 | 0,00089

22 | 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00002| 0,00011| 0,00040

23| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00001| 0,00004| 0,00018

24| 0,00000 | 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000 | 0,00000| 0,00000| 0,00000 | 0,00002| 0,00007

26 | 0,00000| 0,00000] 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000| 0,00000 | 0,00001
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15.3. A standard normalis eloszlas tablazat hasznalata

A 15.4. alfejezetben lathato tablazat az N(0,1) standard normalis eloszlas eloszlasfliggvé-
nyének értékeit mutatja a [0, 3,8] tartomanyban. A tadblazatbeli szamok az aldbbi integral x

helyen felvett értékei:

(x)= [ple)ir = | \/;_ﬂe_gdt.

Az x<0 értékeket nem kell a tdblazatba foglalni, hiszen ezek az értékek a
O(—x)=1—D(x)
kifejezés alapjan szamolhatjuk.

Az x>3,8 esetén mar ®(x )= 1 vehetd.

Ha m ¢és o értékekkel rendelkezé normadlis eloszlas értékét akarjuk kiszdmitani az x he-
lyen, akkor a

F(x):fl)(x_mJ
o

kifejezés alapjan az (x—m)/c helyen fogjuk ezt az értéket megtalalni.
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15.4. A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének tablazata

X D(x) X D(x) X D(x) X D(x)
0,00 0,5000 0,34 0,6331 0,68 0,7517 1,02 0,8461
0,01 0,5040 0,35 0,6368 0,69 0,7549 1,03 0,8485
0,02 0,5080 0,36 0,6406 0,70 0,7580 1,04 0,8508
0,03 0,5120 0,37 0,6443 0,71 0,7611 1,05 0,8531
0,04 0,5160 0,38 0,6480 0,72 0,7642 1,06 0,8554
0,05 0,5199 0,39 0,6517 0,73 0,7673 1,07 0,8577
0,06 0,5239 0,40 0,6554 0,74 0,7704 1,08 0,8599
0,07 0,5279 0,41 0,6591 0,75 0,7734 1,09 0,8621
0,08 0,5319 0,42 0,6628 0,76 0,7764 1,10 0,8643
0,09 0,5359 0,43 0,6664 0,77 0,7794 1,11 0,8665
0,10 0,5398 0,44 0,6700 0,78 0,7823 1,12 0,8686
0,11 0,5438 0,45 0,6736 0,79 0,7852 1,13 0,8708
0,12 0,5478 0,46 0,6772 0,80 0,7881 1,14 0,8729
0,13 0,5517 0,47 0,6808 0,81 0,7910 1,15 0,8749
0,14 0,5557 0,48 0,6844 0,82 0,7939 1,16 0,8770
0,15 0,5596 0,49 0,6879 0,83 0,7967 1,17 0,8790
0,16 0,5636 0,50 0,6915 0,84 0,7995 1,18 0,8810
0,17 0,5675 0,51 0,6950 0,85 0,8023 1,19 0,8830
0,18 0,5714 0,52 0,6985 0,86 0,8051 1,20 0,8849
0,19 0,5753 0,53 0,7019 0,87 0,8078 1,21 0,8869
0,20 0,5793 0,54 0,7054 0,88 0,8106 1,22 0,8888
0,21 0,5832 0,55 0,7088 0,89 0,8133 1,23 0,8907
0,22 0,5871 0,56 0,7123 0,90 0,8159 1,24 0,8925
0,23 0,5910 0,57 0,7157 0,91 0,8186 1,25 0,8944
0,24 0,5948 0,58 0,7190 0,92 0,8212 1,26 0,8962
0,25 0,5987 0,59 0,7224 0,93 0,8238 1,27 0,8980
0,26 0,6026 0,60 0,7257 0,94 0,8264 1,28 0,8997
0,27 0,6064 0,61 0,7291 0,95 0,8289 1,29 0,9015
0,28 0,6103 0,62 0,7324 0,96 0,8315 1,30 0,9032
0,29 0,6141 0,63 0,7357 0,97 0,8340 1,31 0,9049
0,30 0,6179 0,64 0,7389 0,98 0,8365 1,32 0,9066
0,31 0,6217 0,65 0,7422 0,99 0,8389 1,33 0,9082
0,32 0,6255 0,66 0,7454 1,00 0,8413 1,34 0,9099
0,33 0,6293 0,67 0,7486 1,01 0,8438 1,35 0,9115

www.tankonyvtar.hu

© Havancsak Karoly, ELTE TTK




15. Tablazatok 217
X D(x) X D(x) X D(x) X D(x)
1,36 0,9131 1,70 0,9554 2,08 0,9812 2,76 0,9971
1,37 0,9147 1,71 0,9564 2,10 0,9821 2,78 0,9973
1,38 0,9162 1,72 0,9573 2,12 0,9830 2,80 0,9974
1,39 0,9177 1,73 0,9582 2,14 0,9838 2,82 0,9976
1,40 0,9192 1,74 0,9591 2,16 0,9846 2,84 0,9977
1,41 0,9207 1,75 0,9599 2,18 0,9854 2,86 0,9979
1,42 0,9222 1,76 0,9608 2,20 0,9861 2,88 0,9980
1,43 0,9236 1,77 0,9616 2,22 0,9868 2,90 0,9981
1,44 0,9251 1,78 0,9625 2,24 0,9875 2,92 0,9982
1,45 0,9265 1,79 0,9633 2,26 0,9881 2,94 0,9984
1,46 0,9279 1,80 0,9641 2,28 0,9887 2,96 0,9985
1,47 0,9292 1,81 0,9649 2,30 0,9893 2,98 0,9986
1,48 0,9306 1,82 0,9656 2,32 0,9898 3,00 0,9987
1,49 0,9319 1,83 0,9664 2,34 0,9904 3,05 0,9989
1,50 0,9332 1,84 0,9671 2,36 0,9909 3,10 0,9990
1,51 0,9345 1,85 0,9678 2,38 0,9913 3,15 0,9992
1,52 0,9357 1,86 0,9686 2,40 0,9918 3,20 0,9993
1,53 0,9370 1,87 0,9693 2,42 0,9922 3,25 0,9994
1,54 0,9382 1,88 0,9699 2,44 0,9927 3,30 0,9995
1,55 0,9394 1,89 0,9706 2,46 0,9931 3,35 0,9996
1,56 0,9406 1,90 0,9713 2,48 0,9934 3,40 0,9997
1,57 0,9418 1,91 0,9719 2,50 0,9938 3,45 0,9997
1,58 0,9429 1,92 0,9726 2,52 0,9941 3,50 0,9998
1,59 0,9441 1,93 0,9732 2,54 0,9945 3,55 0,9998
1,60 0,9452 1,94 0,9738 2,56 0,9948 3,60 0,9998
1,61 0,9463 1,95 0,9744 2,58 0,9951 3,65 0,9999
1,62 0,9474 1,96 0,9750 2,60 0,9953 3,70 0,9999
1,63 0,9484 1,97 0,9756 2,62 0,9956 3,75 0,9999
1,64 0,9495 1,98 0,9761 2,64 0,9959 3,80 0,9999
1,65 0,9505 1,99 0,9767 2,66 0,9961
1,66 0,9515 2,00 0,9772 2,68 0,9963
1,67 0,9525 2,02 0,9783 2,70 0,9965
1,68 0,9535 2,04 0,9793 2,72 0,9967
1,69 0,9545 2,06 0,9803 2,74 0,9969
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15.5. A Student-eloszlas tablazatanak hasznalata

A Student-eloszlas tablazata adott p valoszinliség értékhez megad egy ¢, szamot. Ez a szam
az n szabadsagi foku Student-eloszlas striségfliggvénye alatti teriilet —z, és ¢, hatarait jeloli
ki, iigy hogy a gorbe alatti teriilet /—p legyen. A p értékek a legfelsd sorban, az n szabadsa-
gi fok értekek az elsd oszlopban talalhatok.

Ha N(m, o) eloszlast sokasdg €s ismeretlen o esetén konfidencia intervallumot kere-
stink az m varhato értékre, akkor a kovetkezOképpen kell eljarni. » elemii minta esetén az
n—I. sorban az adott p értékhez megkeressiik a tablazatbeli ¢, értéket. A ¢, és a mintaele-
mekbol képezett

(et Serren,

intervallum 7/00(1-p)% szintli konfidencia intervallum lesz az m vérhatd érték szamara.
Hasonlé médon keressiik meg a ¢ proba esetén a ¢, értéket.

A Student-eloszlads n — oo esetén a standard normalis eloszlashoz tart. A tablazat utol-
sO soraban tehat a standard normalis eloszlashoz tartozo értékek talalhatok. Ha tehat N(m,
o) eloszlasu sokasag és ismeret o esetén konfidencia intervallumot keresiink az m varhat6
értékre, akkor itt talaljuk meg a konfidencia intervallum kiszdmolasahoz sziikséges u,
értéket.
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15. Tablazatok 219
15.6. A Student-eloszlas tablazata

. P 0,200 0,100 0,050 0,020 0,010 0,005 0,002 0,001
1 3,078 6,314 12,706 | 31,820 | 63657 | 127,321 | 318,309 | 636,619
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 14,089 | 22,327 | 31,599
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 7,453 10,215 12,924
4 1,633 2,132 2,776 3,747 4,604 5,598 7,173 8,610
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 4,773 5,893 6,869
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 4,317 5,208 5,959
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,029 4,785 5,408
8 1,397 1,860 2,306 2,897 3,355 3,833 4,501 5,041
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 3,690 4,297 4,781
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 3,581 4,144 4,587
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 3,497 4,025 4,437
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,428 3,930 4,318
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,372 3,852 4,221
14 1,345 1,761 2,145 2,625 2,977 3,326 3,787 4,140
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,286 3,733 4,073
16 1,337 1,746 2,120 2,584 2,921 3,252 3,686 4,015
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,222 3,646 3,965
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,197 3,610 3,922
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,174 3,579 3,883
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,153 3,552 3,850
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,135 3,527 3,819
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,119 3,505 3,792
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,104 3,485 3,768
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,090 3,467 3,745
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,078 3,450 3,725
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,067 3,435 3,707
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,057 3,421 3,690
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,047 3,408 3,674
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,038 3,396 3,659
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,030 3,385 3,646
0 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 2,807 3,090 3,291
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15.7. A y’-eloszlas tablazatinak hasznalata

A y’-eloszlas tablazatok altalaban adott p valosziniiség és n szabadsagi fok értékekhez a
tablazatbeli ;(; értéket rendelik hozza, amelyre igaz, hogy

Py’ >2)=p,
vagy, ami ugyanez

P(;(z S;(j):]—p.

Tehat, ha a statisztikai vizsgalathoz meg akarjuk keresni azt a valdszintiséget, hogy

2

azt a tdblazatnak az /—p/2 értékii oszlopaban kell keresni. Tehat ha p=0,01, akkor a p/2-hez
tartozo ;(j érteket a p=1-0,005=0,995 oszlopban, ¢€s az n szabadsagi foknak megfeleld sor-

ban talaljuk meg.

Ha olyan értéket kell keresniink, ami a tdblazatban nem taldlhatd, akkor a tablazatbeli
értekek kozott linearis interpoléaciot kell alkalmazni.
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15.8. A y’-eloszlas tablazata

n P 0,995 0,99 0,95 0,9 0,5 0,1 0,05 0,01 0,005
1 0,0000 0,0002 0,0039 0,0158 0,4549 2,7055 3,8415 6,6349 7,8794
2 0,0100 0,0201 0,1026 0,2107 1,3863 4,6052 5,9915 9,2103 10,5966
3 0,0717 0,1148 0,3519 0,5844 2,3660 6,2514 7,8147 11,3449 12,8382
4 0,2070 0,2971 0,7107 1,0636 3,3567 17,7794 9,4877 13,2767 14,8603
5 0,4117 0,5543 1,1455 1,6103 4,3515 9,2364 11,0705 15,0863 16,7496
6 0,6757 0,8721 1,6354 2,2041 5,3481 10,6446 12,5916 16,8119 18,5476
7 0,9893 1,2390 2,1674 2,8331 6,3458 12,0170 14,0671 18,4753 | 20,2777
8 1,3444 1,6465 2,7326 3,4895 7,3441 13,3616 15,5073 | 20,0902 | 21,9550
9 1,7349 2,0879 3,3251 4,1682 8,3428 14,6837 16,9190 | 21,6660 | 23,5894
10 2,1559 2,5582 3,9403 4,8652 9,3418 15,9872 18,3070 | 23,2093 | 25,1882
1" 2,6032 3,0535 4,5748 5,5778 10,3410 17,2750 19,6751 24,7250 | 26,7569
12 3,0738 3,56706 5,2260 6,3038 11,3403 18,5494 | 21,0261 26,2170 | 28,2995
13 3,5650 4,1069 5,8919 7,0415 12,3398 19,8119 | 22,3620 | 27,6883 | 29,8195
14 4,0747 4,6604 6,5706 7,7895 13,3393 | 21,0641 23,6848 | 29,1412 | 31,3194
15 4,6009 5,2294 7,2609 8,5468 14,3389 | 22,3071 24,9958 | 30,5779 | 32,8013
16 5,1422 5,8122 7,9617 9,3122 15,3385 | 23,5418 | 26,2962 | 31,9999 | 34,2672
17 5,6972 6,4078 8,6718 10,0852 16,3382 | 24,7690 | 27,5871 33,4087 | 35,7185
18 6,2648 7,0149 9,3905 10,8649 17,3379 | 25,9894 | 28,8693 | 34,8053 | 37,1565
19 6,8440 7,6327 10,1170 11,6509 18,3377 | 27,2036 30,1435 36,1909 | 38,5823
20 7,4338 8,2604 10,8508 12,4426 19,3374 | 28,4120 31,4104 | 37,5662 | 39,9969
21 8,0337 8,8972 11,5913 13,2396 | 20,3372 | 29,6151 32,6706 38,9322 | 41,4011
22 8,6427 9,5425 12,3380 14,0415 | 21,3370 30,8133 33,9244 | 40,2894 | 42,7957
23 9,2604 10,1957 13,0905 14,8480 | 22,3369 32,0069 35,1725 | 41,6384 | 44,1813
24 9,8862 10,8564 13,8484 15,6587 | 23,3367 33,1962 36,4150 | 42,9798 | 45,5585
25 10,5197 11,5240 14,6114 16,4734 | 24,3366 34,3816 37,6525 | 44,3141 46,9279
26 11,1602 12,1982 15,3792 17,2919 | 25,3365 | 35,5632 38,8851 45,6417 | 48,2899
27 11,8076 12,8785 16,1514 18,1139 | 26,3363 36,7412 | 40,1133 | 46,9629 | 49,6449
28 12,4613 13,5647 16,9279 18,9392 | 27,3362 37,9159 | 41,3371 48,2782 | 50,9934
29 13,1212 14,2565 17,7084 19,7677 | 28,3361 39,0875 | 42,5570 | 49,5879 | 52,3356
30 13,7867 14,9535 18,4927 | 20,5992 | 29,3360 | 40,2560 | 43,7730 50,8922 | 53,6720
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15.9. Az F-eloszlas tablazatanak hasznalata

A kovetkez6 alfejezetben a p=0,01, p=0,025, p=0,05 és a p=0,1 értékekhez tartozé tabla-
zatokat talaljuk meg. A tablazat értékei megadjak azt az F, értéket, amelyre igaz, hogy

P(F>F,)=p.

A tablazat els6 sordban és elso oszlopaban a szabadsagi fokok szerepelnek.

Ha tehat az F probdhoz adott p-hez meg akarjuk keresni a tablazatbeli értéket, amelyre
igaz, hogy

P(F>F)=",

akkor megkeressiik a p/2 értékhez tartoz6 tablazatot. Ezt kovetden megnézziik, hogy a na-
gyobbik empirikus szorasnégyzethez hany mintaelem tartozik. Ha ez n, akkor az n—1. osz-
lopban keresiink. Ha a kisebbik empirikus szérasnégyzethez k mintaelem tartozik, akkor a
k—1. sorban keresiink. Az igy megtalalt értéket hasznaljuk az F proba dsszehasonlitdsaban.
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15.10. F-eloszlas tablazatok
p=0,01
ny
n, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12
1 4052,18 | 4999,50 | 5403,35 | 5624,58 | 5763,65 | 5858,99 | 5928,36 | 5981,07 | 6022,47 | 6055,85 | 6106,32
2 | 98,503| 99,000| 99,166| 99,249| 99,299 | 99,333 | 99,356 | 99,374 | 99,388 | 99,399 | 99,416
3 34,116 | 30,817 | 29,457 | 28,710 | 28,237 | 27,911 27,672 | 27,489 | 27,345| 27,229 | 27,052
4 21,198 | 18,000 | 16,694 | 15977 | 15,522 | 15207 | 14,976 | 14,799 | 14,659 | 14,546 | 14,374
5 16,258 | 13,274 | 12,060| 11,392 | 10,967 | 10,672 | 10,456 | 10,289 | 10,158 | 10,051 9,888
6 13,745 | 10,925 9,780 9,148 8,746 8,466 8,260 8,102 7,976 7,874 7,718
7 | 12246| 9547| 8451| 7.847| 7460 7191| 6993| 6840| 6719| 6620] 6,469
8 | 11250| 8649| 7,591| 7006 6632| 6371 6178| 6,029| 5911| 5814| 5667
9 10,561 8,022 6,992 6,422 6,057 5,802 5,613 5,467 5,351 5,257 5,111
10 | 10,044| 7,559| 6552| 5994| 5636| 5386 | 5200 5057| 4942| 4849| 4,706
11 9,646 7,206 6,217 5,668 5,316 5,069 4,886 4,744 4,632 4,539 4,397
12 9,330 6,927 5,953 5,412 5,064 4,821 4,640 4,499 4,388 4,296 4,155
13 | o074| 6701 5739| 5205| 4862| 4620| 4441 4302| 4191| 4100] 3,960
14 8,862 6,515 5,564 5,035 4,695 4,456 4,278 4,140 4,030 3,939 3,800
15 | 8683| 6359| 5417| 4893| 4556| 4318 4142 4,004| 3895| 3,805| 3,666
16 8,531 6,226 5,292 4,773 4,437 4,202 4,026 3,890 3,780 3,691 3,553
17 | 8400| 6112| 5185| 4669| 4,336| 4102| 3927 3791 3682| 3593| 3455
18 | 8285| 6,013| 5002| 4579| 4248| 4,015 3841| 3705| 3597| 3508| 3,371
19 8,185 5,926 5,010 4,500 4171 3,939 3,765 3,631 3,523 3,434 3,297
20 | 8096| 5849| 4938| 4431| 4103| 3871| 3699| 3564| 3457| 3,368| 3,231
21 | 8017| 5780| 4874| 4369| 4042| 3812| 3640| 3506| 3398| 3310 3,173
22 7,945 5,719 4,817 4,313 3,988 3,758 3,587 3,453 3,346 3,258 3,121
23 | 7881| 5664| 4765| 4264| 3939| 3710| 3539| 3406| 3200| 3211| 3074
24 | 7823| 5614| 4718 4218| 3895| 3667| 3496| 3,363| 3256| 3,168| 3,032
25 7,770 5,568 4,675 4177 3,855 3,627 3,457 3,324 3,217 3,129 2,993
26 | 7721| 552| 4637| 4140| 3818| 3591| 3421| 3288| 3182| 3,004| 2958
27 7,677 5,488 4,601 4,106 3,785 3,558 3,388 3,256 3,149 3,062 2,926
28 | 7636| 5453| 4568| 4074| 3754| 3528| 3358| 3226| 3120| 3,032 2896
29 7,598 5,420 4,538 4,045 3,725 3,499 3,330 3,198 3,092 3,005 2,868
30 7,562 5,390 4,510 4,018 3,699 3,473 3,304 3,173 3,067 2,979 2,843
40 | 7314| 5179| 4313| 3828 3514 3291| 3124| 2993| 2888| 2,801| 2,665
60 7,077 4,977 4,126 3,649 3,339 3,119 2,953 2,823 2,718 2,632 2,496
120 | 6851 4787| 3949| 3480| 3174| 2956| 2792| 2663 2559| 2472| 2,336
© | 5635 4605 3782 3319| 3017| 2802| 2639] 2511| 2407 2321| 2185
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p=0,025
ny
n, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12
1 647,79 | 799,50 | 864,16 | 899,58 | 921,85| 937,11 948,22 | 956,66 | 963,28 | 968,63 | 976,71
2 38,506 | 39,000 | 39,166 | 39,248 | 39,298 | 39,332 | 39,355| 39,373| 39,387 | 39,398 | 39,415
3 17,443 | 16,044 | 15,439 | 15,101 14,885 | 14,735| 14,624 | 14,540 | 14,473 | 14,419 | 14,337
4 12,218 | 10,649 9,979 9,605 9,365 9,197 9,074 8,980 8,905 8,844 8,751
5 10,007 8,434 7,764 7,388 7,146 6,978 6,853 6,757 6,681 6,619 6,525
6 8,813 7,260 6,599 6,227 5,988 5,820 5,696 5,600 5,523 5,461 5,366
7 8,073 6,542 5,890 5,523 5,285 5,119 4,995 4,899 4,823 4,761 4,666
8 7,571 6,060 5,416 5,053 4,817 4,652 4,529 4,433 4,357 4,295 4,200
9 7,209 5,715 5,078 4,718 4,484 4,320 4,197 4,102 4,026 3,964 3,868
10 6,937 5,456 4,826 4,468 4,236 4,072 3,950 3,855 3,779 3,717 3,621
11 6,724 5,256 4,630 4,275 4,044 3,881 3,759 3,664 3,588 3,526 3,430
12 6,554 5,096 4,474 4,121 3,891 3,728 3,607 3,512 3,436 3,374 3,277
13 6,414 4,965 4,347 3,996 3,767 3,604 3,483 3,388 3,312 3,250 3,153
14 6,298 4,857 4,242 3,892 3,663 3,501 3,380 3,285 3,209 3,147 3,050
15 6,200 4,765 4,153 3,804 3,576 3,415 3,293 3,199 3,123 3,060 2,963
16 6,115 4,687 4,077 3,729 3,502 3,341 3,219 3,125 3,049 2,986 2,889
17 6,042 4,619 4,011 3,665 3,438 3,277 3,156 3,061 2,985 2,922 2,825
18 5,978 4,560 3,954 3,608 3,382 3,221 3,100 3,005 2,929 2,866 2,769
19 5,922 4,508 3,903 3,559 3,333 3,172 3,051 2,956 2,880 2,817 2,720
20 5,872 4,461 3,859 3,515 3,289 3,128 3,007 2,913 2,837 2,774 2,676
21 5,827 4,420 3,819 3,475 3,250 3,090 2,969 2,874 2,798 2,735 2,637
22 5,786 4,383 3,783 3,440 3,215 3,055 2,934 2,839 2,763 2,700 2,602
23 5,750 4,349 3,751 3,408 3,184 3,023 2,902 2,808 2,731 2,668 2,570
24 5,717 4,319 3,721 3,379 3,155 2,995 2,874 2,779 2,703 2,640 2,541
25 5,686 4,291 3,694 3,353 3,129 2,969 2,848 2,753 2,677 2,614 2,515
26 5,659 4,266 3,670 3,329 3,105 2,945 2,824 2,729 2,653 2,590 2,491
27 5,633 4,242 3,647 3,307 3,083 2,923 2,802 2,707 2,631 2,568 2,469
28 5,610 4,221 3,626 3,286 3,063 2,903 2,782 2,687 2,611 2,547 2,448
29 5,588 4,201 3,607 3,267 3,044 2,884 2,763 2,669 2,592 2,529 2,430
30 5,568 4,182 3,589 3,250 3,027 2,867 2,746 2,651 2,575 2,511 2,412
40 5,424 4,051 3,463 3,126 2,904 2,744 2,624 2,529 2,452 2,388 2,288
60 5,286 3,925 3,343 3,008 2,786 2,627 2,507 2,412 2,334 2,270 2,169
120 5,152 3,805 3,227 2,894 2,674 2,515 2,395 2,299 2,222 2,157 2,055
b 5,024 3,689 3,116 2,786 2,567 2,408 2,288 2,192 2,114 2,048 1,945
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p=0,05
ny
m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12
1 | 161,448 | 199,500 | 215,707 | 224,583 | 230,162 | 233,986 | 236,768 | 238,883 | 240,543 | 241,882 | 243,906
2 | 18513| 19,000 | 19,164 | 19,247 | 19,296 | 19,330 | 19,353 | 19,371 19,385| 19,396 | 19,413
3 | 10128| 9552 9277| 9117| 9014| 8941| 8887| 8845| 8812| 8786| 8745
4 7,709| 6944| 6591| 6383 6256| 6163| 6094| 6041 5999 5964| 5912
5 6,608| 5786| 5410| 5192| 5050| 4950| 4876| 4818| 4773| 4735| 4,678
6 5987 | 5143| 4757| 4534 4387| 4284| 4207| 4147| 4099| 4,060| 4,000
7 5591| 4737| 4347| 4120| 3972| 3866| 3787| 3726| 3,677| 3637| 3575
8 5318| 4459| 4,066| 3838| 3688| 3581| 3501| 3438| 3,383| 3,347| 3284
9 5117 | 4257| 3863| 3633| 3482| 3374| 3293| 3230| 3179| 3,137| 3,073
10 | 4965| 4,103| 3708| 3478| 3326| 3217| 3136| 3,072| 3020 2978| 2913
1 4844| 3982| 3587| 3357| 3204| 3095| 3012| 2948| 2896| 2854| 2788
12 | 4747| 3885| 3490| 3259| 3106| 2996| 2913| 2,849| 279 | 2753| 2687
13 | 4667| 3806| 3411 3179| 3025| 2915| 2832| 2767| 2714| 2671| 2604
14 | 4600| 3739| 3344| 3112| 2958| 2848| 2764| 2699| 2646| 2602| 2534
15 | 4543| 3682| 3287| 3056| 2901| 2791| 2707| 2641 2588| 2544| 2475
16 | 4494| 3634| 3239| 3007| 2852| 2741| 2657| 2591| 2538| 2494| 2425
17 | 4451| 3592| 3197| 2965| 2810 2699| 2614| 2548| 2494| 2450| 2381
18 | 4414| 3555 3160| 2928| 2773| 2661| 2577| 2510| 2456| 2412| 2342
19 | 4381| 3522| 3127| 2895| 2740| 2628| 2544| 2477| 2423| 2378| 2308
20 | 4351 3493| 3098| 2866| 2711| 2599| 2514| 2447| 2393| 2348| 2,278
21 4325| 3467| 3073| 2840| 2685| 2573| 2483 2421| 2366| 2321| 2250
22 | 4301| 3443| 3049| 2817| 2661| 2549| 2464| 2397| 2342| 2297| 2,226
23 | 4279 3422| 3028| 279 | 2640 2528| 2442| 2375| 2320| 2275| 2,204
24 | 4260 3403| 3009| 2776| 2621| 2508| 2423| 2355| 2300| 2255| 2,183
25 | 4242| 3385| 2991| 2759| 2603| 2490| 2405| 2337| 2282| 2237| 2165
26 | 4225| 3369| 2975| 2743| 2587| 2474| 2388| 2321| 2266| 2220 2,148
27 | 4210 3354| 2960| 2728| 2572| 2459| 2373| 2305| 2250| 2204| 2,132
28 | 4196| 3340| 2947| 2714| 2558| 2445| 2359| 2201| 2236| 2190 2,118
20 | 4183| 3328| 2934| 2701| 2545| 2432| 2346| 2278| 2223| 2177| 2105
30 | 4171| 3316| 2,922| 2690| 2534| 2421| 2334| 2266| 2211| 2165| 2092
40 | 4085| 3232| 2839| 2606| 2450 2336| 2249| 2180| 2124| 2077| 2,004
60 | 4001| 3150| 2,758| 2525| 2368| 2254| 2167 2,097| 2040| 1,993| 1,917
120 | 3920| 3072 2680 2447| 2290| 2175| 2087| 2016| 1959| 1911| 1834
s 3,842| 2996| 2605| 2372| 2214| 209 | 2010| 1,938| 1,880 1,831| 1,752
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226 FUGGELEK
p=0,1
ny
n, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12
1 39,863 | 49,500 | 53,593 | 55,833 | 57,240| 58,204 | 58,906 | 59,439| 59,858 | 60,195| 60,705
2 8,526 9,000 9,162 9,243 9,293 9,326 9,349 9,367 9,381 9,392 9,408
3 5,538 5,462 5,391 5,343 5,309 5,285 5,266 5,252 5,240 5,230 5,216
4 4,545 4,325 4,191 4,107 4,051 4,010 3,979 3,955 3,936 3,920 3,896
5 4,060 3,780 3,619 3,520 3,453 3,405 3,368 3,339 3,316 3,297 3,268
6 3,776 3,463 3,289 3,181 3,108 3,055 3,014 2,983 2,958 2,937 2,905
7 3,589 3,257 3,074 2,961 2,883 2,827 2,785 2,752 2,725 2,703 2,668
8 3,458 3,113 2,924 2,806 2,726 2,668 2,624 2,589 2,561 2,538 2,502
9 3,360 3,006 2,813 2,693 2,611 2,551 2,505 2,469 2,440 2,416 2,379
10 3,285 2,924 2,728 2,605 2,522 2,461 2,414 2,377 2,347 2,323 2,284
11 3,225 2,860 2,660 2,536 2,451 2,389 2,342 2,304 2,274 2,248 2,209
12 3,177 2,807 2,606 2,480 2,394 2,331 2,283 2,245 2,214 2,188 2,147
13 3,136 2,763 2,560 2,434 2,347 2,283 2,234 2,195 2,164 2,138 2,097
14 3,102 2,726 2,522 2,395 2,307 2,243 2,193 2,154 2,122 2,095 2,054
15 3,073 2,695 2,490 2,361 2,273 2,208 2,158 2,119 2,086 2,059 2,017
16 3,048 2,668 2,462 2,333 2,244 2,178 2,128 2,088 2,055 2,028 1,985
17 3,026 2,645 2,437 2,308 2,218 2,152 2,102 2,061 2,028 2,001 1,958
18 3,007 2,624 2,416 2,286 2,196 2,130 2,079 2,038 2,005 1,977 1,933
19 2,990 2,606 2,397 2,266 2,176 2,109 2,058 2,017 1,984 1,956 1,912
20 2,975 2,589 2,380 2,249 2,158 2,091 2,040 1,999 1,965 1,937 1,892
21 2,961 2,575 2,365 2,233 2,142 2,075 2,023 1,982 1,948 1,920 1,875
22 2,949 2,561 2,351 2,219 2,128 2,061 2,008 1,967 1,933 1,904 1,859
23 2,937 2,549 2,339 2,207 2,115 2,047 1,995 1,953 1,919 1,890 1,845
24 2,927 2,538 2,327 2,195 2,103 2,035 1,983 1,941 1,906 1,877 1,832
25 2,918 2,528 2,317 2,184 2,092 2,024 1,971 1,929 1,895 1,866 1,820
26 2,909 2,519 2,307 2,174 2,082 2,014 1,961 1,919 1,884 1,855 1,809
27 2,901 2,511 2,299 2,165 2,073 2,005 1,952 1,909 1,874 1,845 1,799
28 2,894 2,503 2,291 2,157 2,064 1,996 1,943 1,900 1,865 1,836 1,790
29 2,887 2,495 2,283 2,149 2,057 1,988 1,935 1,892 1,857 1,827 1,781
30 2,881 2,489 2,276 2,142 2,049 1,980 1,927 1,884 1,849 1,819 1,773
40 2,835 2,440 2,226 2,091 1,997 1,927 1,873 1,829 1,793 1,763 1,715
60 2,791 2,393 2,177 2,041 1,946 1,875 1,819 1,775 1,738 1,707 1,657
120 2,748 2,347 2,130 1,992 1,896 1,824 1,767 1,722 1,684 1,652 1,601
b 2,706 2,303 2,084 1,945 1,847 1,774 1,717 1,670 1,632 1,599 1,546
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