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Bevezetés és motivacio

A kvantumos bolyongds a klasszikus véletlen bolyongds kvantumos véltozata, melyben a
bolyongé helyének egy kvantumos rendszer egy szabadségi foka, azaz egy kvantumaéllapot felel
meg. A kvantumos bolyongés esetén az irodalomban a ,,véletlen” sz6t dltaldban nem hasznaljék,
mivel amig nem hajtunk végre mérést a rendszeren, addig az id6fejlédése determinisztikusan
meghatdrozhat6. A kvantumos bolyongdsoknak az id6fejlodés szempontjabol alapvetden két
fajtdja van: a diszkrét- és a folytonos idejli kvantumos bolyongés. A klasszikus esetben a két-
féle 1d6fejlodés kozott nincs jelentds kiilonbség (a kétfajta bolyongds egymdsba dgyazhatd), a

kvantumos bolyongésok esetén azonban ilyen egyértelmi megfeleltetés egyelore nem ismert.

Mind a klasszikus, mind a kvantumos bolyongds leirdsdhoz sziikségiink van egy gréfra,
mely azt mutatja meg, hogy a bolyongo6 dltal bejarhat6 allapotok milyen struktira szerint kove-
tik egymadst. Ez a graf alapvetden meghatdarozza a bolyongas dinamik4jat, példaul a folytonos
idejli kvantumos bolyongds esetén a rendszert leir6 Hamilton-operator matrix-reprezentacidja
a graf Laplace-matrixa. A graf jelent6ségét az is mutatja, hogy mar kis megvéltoztatasaval is
jelentds kiillonbségeket tapasztalunk a bolyongds dinamikdjdban. A bolyongast leird grafot meg-
valtoztathatjuk a bolyongds sordn is példaul ugy, hogy adott id6k6zonként bizonyos éleket adott
valdszintiséggel elvesziink, ez a dinamikus perkolacié. Kiilonboz6 zajok hatdsat a kvantumos
bolyongdsokra mar tobben is vizsgaltdk, és a dinamikus perkolacié is felfoghat6 egyfajta zaj-
forrasként. A diszkrét idejl kvantumos bolyongdsok esetén megmutattak, hogy sok 1épés utdn
perkoldlt grafon torténd bolyongds esetén az aszimptotikus dllapotok kozott van olyan, amely
nem az egyenletes eloszldshoz tart, hanem maradhatnak oszcillacidk a rendszerben. A diszkrét
idejii esetben a sok 1épéshez hosszu id6 elteltére van sziikség, ezzel szemben a folytonos ideji
kvantumos bolyongés dinamikéja megengedi, hogy véges id6tartam alatt vizsgaljuk a sok 1épés
utdni allapotot. Ezen gyors perkoldcié hatdsat vizsgdltam meg a bolyongds dinamikéjéra, elért

eredményeimet az 1. és 2. tézispont foglalja Ossze.

A klasszikus és kvantumos bolyongésok a transzport- és diffiiziés folyamatok egyik lehet-
séges modelljeként is szolgdlnak, gondoljunk példaul a Brown-mozgdsra. A transzport haté-
konysaganak egyik mér6szdma annak a valészintisége, hogy a bolyongét ismét a kiindulas he-
lyén mérjiik, melyet visszatérési valészinliségnek neveziink. A klasszikus bolyongasok esetén

a visszatérési valoszinlség idofiiggése a legtobb graf esetén jol jellemezhetd a graf bedgya-



z4si dimenzidjaval. Az onhasonlé alakzatok, példdul fraktilok esetén a klasszikus bolyongds
ettdl eltérd viselkedést mutat, a bedgyazdsi dimenzid szerepét a spektrdl dimenziénak nevezett
mennyiség veszi at. A kvantumos bolyongésok esetén a klasszikus esetben definidlt spektrdl di-
menzié nem alkalmazhat6, a transzport és a kvantumos bolyongdsok dinamikai tulajdonségait
mas médszerekkel kell vizsgdlni. Disszertaiciomban ezt a médszert mutattam be és alkalmaztam

a Sierpinski-hdromszo6gon, a Sierpinski-szényegen, valamint a grafok dudlisan torténd folyto-

nos idejl kvantumos bolyongds esetén. Eredményeimet a 3. tézispontban foglaltam Ossze.

Napjainkra a kisérleti technoldgia olyan fejlettségi szintre jutott, hogy nem csupdn egye-
di kvantumrendszereket, hanem kiilonb6z6 szabadsagi fokok csatoldsdval tgynevezett hibrid
kvantumrendszereket is tudunk vizsgilni. Ez részben annak is kdszonhetd, hogy a rendszere-
ket alkoté komponensek a kiterjedt elméleti leirds mellett, kisérletileg is jol kontrollalhatova
valtak. A kiilonb6z6 nanoméretli oszcilldtorok megvaldsitdsa példdul olyan szintre ért, hogy
segitségiikkel akar atomi nagysagrendi tomegeket is lehet mérni. Nanomechanikai oszcillato-
rokhoz csatolhatjuk egy optikai rezonédtor egy modusét (példaul egy membréanon torténd fény-
visszaverddést kihaszndlva), igy optomechanikai csatolast létrehozva a két rendszer k6zott. Az
optomechanikai rendszereknek gyakorlati alkalmazdsa lehet példdul, hogy ultrahideg atomokat
egy membranhoz csatolva azt hiiteni tudjuk. Lehetséges magneses kolcsonhatéssal is csatolni
kvantumrendszereket, példaul egy mechanikai oszcilldtort az elektron spinjéhez gyémdéntban

1étrehozott vakanciaban.

A mégneses csatolds esetén gyakran alkalmaznak Bose-Einstein kondenzatumot hibrid kvan-
tumrendszerekben, mert a kondenzatum nagyon érzékeny a kiilsé magneses terekre, valamint
ezaltal a rendszer paramétereit is hangolhatjuk. Ilyen magnetomechanikai csatolast mar elméle-
tileg és kisérletileg is vizsgaltak Bose-Einstein kondenzatum és egy médgnesezett konzol kozott.
Permanens magnesek helyett haszndlhatunk egy aramvezetd szén nanocsovet is. Egy ilyen el-
rendezés alkalmas lehet arra, hogy a nanocsdvet megrezgetve a kondenzitumbdl gerjesztett
atomok szamabdl kovetkeztessiink a nanocsdben foly6 kvantalt d&ram karakterisztikus tulajdon-
sadgaira. Ebben a kvantum galvanométer séméban a kondenzdtumnak a nanovezetSre torténd
visszahatdsat elhanyagoltdk. Disszertdcidmban azt vizsgadltam meg, mikor kell figyelembe ven-
ni a visszahatdst, és mit eredményez a nanovezeték dinamikdjaban. Eredményeimet a 4. és az

5. tézispont foglalja Ossze.



Alkalmazott modszerek

A perkolalt grafokon torténd folytonos idejii kvantumos bolyongds esetén a gyors perkolacio
esetén az ido6fejlodést leird véletlen unitér matrixok szorzatdt a Zassenhaus-exponensek segit-
ségével értékeltem ki, az egyes élek jarulékdt kiszamitva. A sokasdg atlagot szuperoperatorok
segitségével végeztem el, melyek hasznalatdval minden 1épés utin atlagoltam a lehetséges reali-
zdcidkra. A Sierpifiski-hdromsz6gon, a Sierpifiski-szényegen és dudlisaikon torténd kvantumos
bolyongds transzporttulajdonsdgainak meghatarozdsahoz a grafokhoz rendelt Laplace-matrix
spektrumat vizsgdltam meg numerikusan, kiilonos tekintettel az egyes sajatértékek multiplici-
tasara.

A vizsgélt hibrid kvantumrendszer leirdsa sordn a nanovezetéket egy harmonikus oszcilla-
torként modelleztem, a Bose-Einstein kondenzatumot pedig egy rezervoarként, melyet a Thomas-
Fermi kozelitésben vett, a Gross-Pitaevskii-egyenletet kielégitd hullamfiiggvényével jellemez-
tem. A csatolt rendszerre felirt Heisenberg-Langevin egyenletek homogén részét kielégité Green-
fliggvények Fourier-Laplace transzformaltjdnak analizisét elvégezve hatarozhaté meg a kollek-
tiv csatoldsi dllando kiiszobértéke. Abban az esetben, amikor a kondenzatumon beliil a magne-
ses tér helyfiiggését elhanyagoljuk ez analitikusan elvégezhetd, emellett a magneses tér egzakt
helyfiiggését figyelembe véve numerikus eszkozokkel is meghatdroztam a kollektiv csatoldsi

alland6 parametrikus erdsitésre vezetd kiiszobértékét.



Tézisek és kovetkeztetések

z2. 7z

1. Dinamikusan perkolélt grafokon torténé folytonos idejli kvantumos bolyongasok esetén
analitikusan megmutattam, hogy abban a hatdresetben, amikor a graf két megvaltozasa
kozotti idStartam nulldhoz tart, a perkoldcié hatdsa a bolyongds dinamikdjaban az id6
atskalazasiban jelentkezik. Az atskaldzast a perkolaciora jellemzd valdszinliség adja meg,
mely a modellben azt irja le, hogy a dinamikus perkolacié sordn egy 1épésben egy adott
élet milyen valdszintis€ggel hagyunk el a grafb6l. Mind egy adott rendszer, mind pedig
az Osszes lehetséges trajektoridra szuperoperatorok segitségével vett atlagolt dinamika

esetén ez az atskalazott id6fejlédés irja le a rendszert [I].

2. Numerikus eszkozokkel megvizsgaltam, hogyan alakul a dinamikusan perkolélt grafo-
kon torténd folytonos idejli kvantumos bolyongasok id6fejlédése akkor, amikor a graf két
megvaltozasa kozti id6tartam kicsi, de nem nulla. Ebben az esetben egy rendszer esetén
a dinamika kezdeti id6fejlodését a perkolaciot jellemzd valdszinliség szerint az id6ben
skaldzott dinamika irja le. Hosszabb id6skalat véve a bolyongas dinamikdja véletlen unit-
ér id6fejlodést mutat. Az Osszes lehetséges trajektoridra atlagolva a kezdeti id6fejlédés

szintén az 4tskélazott idGegység segitségével irhato le, hosszabb idGtartamot véve pedig

az egyes helyeken val6 megtaldldsi valoszintiségek az ekviparticios értékhez tartanak [I].

3. Megvizsgaltam a Sierpinski-haromszog €s a Sierpinski-szényeg véges generacidinak meg-
feleld grafokon, valamint ezek dudlisdn torténd folytonos ideji kvantumos bolyongds
transzporttulajdonsdgait. A kvantumos bolyongdsok esetén a visszatérési valdsziniliség
jellemzésére a klasszikus bolyongasok esetén haszndlt spektrdl dimenzié nem ad megfe-
leld tAmpontot: a Sierpinski-hdromszog és a dudlisa esetén a a visszatérési valdszintiség
nem a spektrdl dimenzi6 szerint tart az ekviparticids értékhez, hanem a lokaliz4cié miatt
egy, az egzakt fraktdl esetén is véges értékhez tart, mely a — grafok spektrdl dimenzidjatol
eltérden — kiilonbozo a két graf esetén. A Sierpinski-szényeg €s dudlisa esetén a vissza-
térési valdszintiség sokkal er6sebb lecsengést mutat (a Sierpinski-haromszoggel szemben
ezek végtelen ramifikacidju fraktalok), tehat a transzport hatékonyabb. Itt a lokalizacié

nem mutatkozik meg olyan élesen mint a Sierpinski-haromszog és a dudlisa esetén, azon-

ban numerikus eredményeim azt mutatjak, hogy lehetséges lokaliz4ci6 a rendszerben [11].



4. Bose-FEinstein kondenzitum €s dramjarta rezg6é nanovezeték csatolt rendszerében meg-
mutattam, hogy a magnetomechanikai csatolds a nanovezeték mechanikai rezgésének pa-
rametrikus erdsitésére vezet. A kondenzdtumot egy rezervodrként, a nanodrétot pedig
egy kvantdlt harmonikus oszcillatorként modellezve levezettem a csatolt rendszert leird
Hamilton-operatort, melynek kolcsonhatdsi tagja az optikai parametrikus erdsitésbol is
ismert parametrikus alakot mutatja azzal a kiillonbséggel, hogy az éltalam felirt modell-
ben a nanovezetéket nem egy masik oszcillatorhoz, hanem egy inhomogén kiszélesedett

kozeghez csatoltuk [III].

5. Bose-Einstein kondenzatum és nanoméretli aramvezeté magnetomechanikai csatoldsa so-
ran fellép6 parametrikus er6sités csak egy adott kritikus csatoldsi dllandé folott jon 1étre,
ugyanis a kondenzitum gerjesztéseinek €s a nanodrot rezgésének veszteségeit kompen-
zélni kell. A kondenzatumon beliil a nanovezeték keltette magneses teret konstansnak vé-
ve a csatoldsi dllando kiiszobértéke analitikusan meghatdrozhatd, valamint a levezetés azt
mutatja, hogy a csatolds miatt a nanodrot frekvencidjanak elhangolddasa is jelentds lehet.
Realisztikus paramétereket véve numerikusan megmutattam, hogy az egzakt magneses tér

figyelembevételével kapott eredmények 6sszhangban vannak az elméleti eredményekkel,

és a csatoldsi dlland6 nagysdga ezen paraméterekkel a kiiszobérték folott lehet [III].
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