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INTRODUCCION

Desde que los numeros complejos aparecieron en el siglo XVI,
tardaron dos siglos en ser, en cierta manera, aceptados. Aunque las
aportaciones formales de Bombelli, Wessel, Argand, Gauss, Euler y
Hamilton contribuyeron a una aceptacion parcial de los matematicos, los
incomprendidos numeros complejos todavia eran considerados por los
matematicos del siglo XIX como entes espuriosl. Este hecho historico
corrobora que el concepto de nimero complejo no es muy facil de asimilar.

El presente trabajo tiene por objeto encontrar un enfoque en donde
los nimeros complejos aparezcan de una manera precisa, clara y natural®,
de modo que pueda ser util a los docentes y a quienes inician el estudio de
este interesante campo.

Hay razones para creer que las presentaciones habituales que se
hacen de los nuameros complejos resultan, desde un punto de vista
didactico, poco apropiadas.

La simple introduccion de la unidad imaginaria i, como parte de un
binomio complejo a+bi, toma el aspecto — a los ojos del lector — de un

elemento ilegitimo que solo ayuda a salvar las apariencias de la operacion

“imposible” ~/-1; y, ademas, esta aparente ilegitimidad resulta reforzada

vid. Bell, E.T.; Historia de las Mateméaticas, Fondo de Cultura Econémica, México, 1995, p. 185
2 Operacionalmente, como se podra inferir, identificaremos claro con significativo y natural con heuristico.
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con el nombre de “numero imaginario"3. De esto se desprende lo
incomprensible que resulta el hecho de poder “sumar” un nimero real (el
término a del binomio complejo) con un nimero de naturaleza distinta
llamado imaginario puro (el término bi).

Todo ello permanece como un misterio inescrutable por carecer de
un enfoque motivador para su esclarecimiento.

Veamos lo que nos dice al respecto el profesor José-Paulo Q.
Carneiro:

“Una manera muy comun de introducir los complejos para un
principiante es definir: <<Un ntmero complejo es un objeto de la forma
a+bi, donde a y bson reales, i =—-1, y quedan mantenidas las leyes
operatorias basicas del algebra>>. Se trata de una definicidn correcta, y
de un método que presenta una innegable ventaja: el principiante puede
empezar inmediatamente a multiplicar y a dividir complejos sin
dificultad: <<Ponga en la forma a+bi.....>>. Pero, ;sera tan importante
este objetivo calculador? A nuestro ver, en esta forma de presentar los
complejos se pierde la magnifica oportunidad de presentarlos
inmediatamente como entes geométricos. La experiencia de clase muestra
también que muchas veces esta oportunidad no se recupera, aunque mas
tarde aparezca la “forma trigonométrica”. El principiante permanece con
una vision excesivamente formal y “algebrizante” (en el mal sentido del
“algebrismo”), y no se le ocurre aplicar conocimientos de numeros
complejos a problemas de Geometria, como se hace desde Gauss.

Ademas, en este tipo de presentaciéon, ;quién es i? El
importantisimo ndmero i “cae del cielo”, en una especie de golpe bajo.
Antes, ningun cuadrado podia ser igual a —1; ahora, por definicion, puede
serlo; y esta acabado. Una vez mas, se pierde la oportunidad de reconocer
enseguida que a-+bi no es mas que la manera usual de escribir cualquier
vector del plano en términos de la base candnica formada por (1; 0) y (0;
1), y que la ecuacion i’ =-1, en vez de ser una monstruosidad
incomprensible — s6lo apoyada por la autoridad del profesor — traduce
s6lo una rotacién de un angulo recto (positivo) en torno al origen™*

Asimismo, lan Stewart, en lenguaje irénico, escribe:

3Vid. e.g. Bolton; W, Complex Numbers, Longman Scientifical & Technical, 1995, England, p. 2
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“The complex numbers arise if we wish to solve the equation

x*+1=0. We introduce a new number i, defined so that i* =—1. In
order to be able to add and multiply we must have numbers of the form
a+bi forreal a and b. Finally we observe that if the laws of arithmetic
are assumed to hold, nothing seems to go wrong. And as a bonus, we can
divide as well.

This is all very fine, but it doesn’t explain very much. It doesn’t
even prove that the laws do hold. And the number i can seem mysterious:
which is why the real numbers are called ‘real’ and the imaginary
numbers ‘imaginary’. This is a great pity — not so much because it is a
slight on the imaginaries, but because it lends the real numbers an air of
respectability that they by no means deserve!””

[Los nimeros complejos aparecen cuando queremos resolver la ecuacion
x? +1=0. Introducimos un nimero nuevo, definido como i® = —1. Para poder sumar y
multiplicar debemos tener nimeros de la forma a+bi con a y b reales. Finalmente,
observamos que, al suponer que las leyes de la aritmética se cumplen, nada parece ir mal.
Y, por afiadidura, podemos dividir igualmente bien.

Todo esto estd muy bonito, pero no explica mucho. Ni siquiera prueba que las
leyes realmente se cumplen. Y el nmero | puede parecer misterioso: los nimeros reales
se llaman “reales” y los n(imeros imaginarios “imaginarios”. jEsta es una gran pena, no
tanto porque sea un menosprecio para los imaginarios, sino porque les da a los ndmeros
reales un aire de respetabilidad que de ninglin modo merecen!]

Otra forma de introducir los nimeros complejos es presentarlos
como pares ordenados de numeros reales definiendo sus operaciones de
adicién y multiplicacion como siguen:6

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
(a,b)-(c,d) =(ac—bd,ad + bc)

Esta segunda forma, sin duda irrefutable desde un punto de vista
matematico, resulta empero sorprendente para un lector no habituado a
presentaciones axiomaticas. La regla de la multiplicacion de pares

ordenados aparenta ser un tanto caprichosa en comparacion con la relativa

* Carneiro, José-Paulo Q.; Niimeros Complejos y Ecuaciones Polinomiales, XX Jornadas de Resolucién de
Problemas, Seminario Internacional, Ministerio de Cultura y Educacion, Republica Argentina, 1997, p. 5
% Stewart, lan; Concepts of Modern Mathematics, Dover Publications, Inc., New York, 1995, p. 89
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simplicidad que presenta la multiplicacion de dos numeros racionales o
reales. El lector no percibe claramente la relacidon que existe entre esta
definicion y el problema que inicialmente se plantea sobre la existencia de
los nimeros complejos.

llustremos esto ultimo con la siguiente declaracion de J.V. Uspensky:

“Mientras que la definicion adoptada para la adicion de los
nimeros complejos es aceptada inmediatamente como natural por los
estudiantes, estos se quedan perplejos por el caracter aparentemente
artificioso de la definicion de multiplicacion y siempre preguntan las
razones por las que se adopta. Puesto que los nimeros complejos son
pares ordenados de nuevos objetos para los que las nociones de igualdad,
adicién y multiplicacion no estdn definidas inicialmente, es privilegio
nuestro definir estas nociones como nos plazca, esforzdndonos solamente
por hacerlo de modo tal que todas las propiedades fundamentales de las
operaciones algebraicas con numeros reales conserven su validez para los
numeros complejos, y que, ademas, los niUmeros complejos sujetos a tales
propiedades puedan reemplazar a los numeros <<imaginarios>> hasta
ahora sin sentido.”’

En esta declaracion de Uspensky se revelan tanto la insatisfaccion
del discente en la interpretacién del nuevo concepto como la displicencia
gue existe en resolver este problema didactico. Ya que resulta poco
motivador encontrarse con una regla que aparentemente no tiene una

génesis ni un objetivo, no es de extrafiar que aquel estudiante insatisfecho

mire los numeros complejos con una cierta suspicacia.

® Vid. e.g. Hahn, Lian-shin; Complex Numbers and Geometry, The Mathematical Association of America,
1994, U.S.A., p.5; Uspensky, J.V., Teoria de Ecuaciones, Ed. Limusa, 1987, México, p. 2 y ss.
" Uspensky J. V.; op. cit., p. 3
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En virtud de lo expuesto, pretendemos alcanzar los siguientes

objetivos:

1) Analizar y revisar los conceptos relacionados con los numeros
complejos a partir de conocimientos previos siguiendo un método
interactivo basado en preguntas motivadoras que induzcan a la
reflexion.

2) Con la determinacion de un contexto adecuado y, comenzando
por un proceso intuitivo de visualizacion geométrica, solucionar la
ecuacion x>+1=0 sin exigir la introduccion de un elemento i
llamado imaginario.

3) Precisar la interpretacion geométrica de las operaciones de los
nameros complejos definiendo transformaciones en el plano.

4) Mostrar que, a partir del enfoque adoptado en este trabajo,
podemos llegar a las presentaciones conocidas y a otras formas

equivalentes de los nUmeros complejos.

Para el cumplimiento de estos objetivos nos apoyaremos en los
alcances que nos ofrece el constructivismo como actividad organizadora en
la elaboracion de conocimientos significativos y en el método heuristico
como proceso inductivo, en donde la matematica aparece como una ciencia

experimental.8

8 En este sentido, nos referimos a una experiencia légico matematica, distinguiéndose esencialmente de una
experiencia fisica. Vid. Piaget, Jean; La Ensefianza de las Matematicas, Editorial Aguilar, 1971, p. 28
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Con el fin de superar los inconvenientes que se generan por las
formas tradicionales que hemos descrito en la presentacion de los numeros
complejos, se cumplirdn los objetivos trazados con la elaboracion de un
modulo autoinstructivo dirigido al docente de educacién secundaria en la
especialidad de matematica asi como también a los profesores de los

niveles de bachillerato y de cursos universitarios introductorios.

Siguiendo los objetivos mencionados, describiremos sucintamente
las ideas relevantes desarrolladas en el médulo:

Las fuentes histéricas®, expuestas en el primer capitulo del modulo,
nos conducen a un punto de partida en esta presentacion didactica y a
plantear el problema de la existencia de los nimeros imaginarios *°.

La dilucidacion del concepto existencia nos permite sefalar la
importancia que tiene en matematica la determinacion de un contexto
adecuado en la descripcion de un cierto objeto o propiedad. Asi, adoptando
una postura experimental, se demuestra que el conjunto de los niumeros
reales resulta insuficiente para solucionar la ecuacion o’ +1=0 y que esto
induce a intentar una solucion en otro conjunto. Por medio de la descripcion
de distintos sistemas numéricos, los cuales se pueden interpretar como

sucesivas extensiones (N cZ < Q c R), y suponiendo que @ existe, se

% Vid. Nahin, Paul J.; An Imaginary Tale: The Story of ./—1, Princeton University Press, NJ, 1998; Perdigao
do Carmo; Trigonometria — NUmeros Complexos, Graftex, Rio de Janeiro, 1992, pp. 109-114

19 Hay una sutil diferencia semantica entre “niimero imaginario” y “nimero complejo”. Este Gltimo término
fue introducido por Gauss y es el que se adopta formalmente al definir el conjunto como sistema numérico.
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plantea la busqueda de una extension de R siguiendo un camino inductivo
y enfatizando la visualizacién geométrica; esto es:
a) como o no pertenece a la recta R, entonces w esta ubicado
fuera de esta recta;
b) si w pertenece a una extension de R, ésta debera contener a la
recta R y al elemento o situado fuera de la recta,
c) dado que una recta y un punto exterior a ella estan contenidos en
un plano uUnico, suponemos que este conjunto extension de R
esta representado por un plano C.
Una vez establecido el plano como la representacion del conjunto
extension de R (el cual lamamos C), llegamos a determinar — reforzando
ideas a través de analogias - que sus elementos z son pares ordenados de

numeros reales. Es decir, los elementos del conjunto C son de la forma:

Z:{ﬂec, XeR, yeR

Debiendo precisar el caracter de nimero para los elementos zeC,
pretendemos entonces que C sea un sistema numérico. Para ello, C debe
tener definidas dos operaciones binarias, “adicion” y “multiplicacion”,
debiéndose cumplir las propiedades asociativa y conmutativa para ambas
operaciones y la propiedad distributiva de la “multiplicacion” respecto a la
“adicion”. ™
En virtud de ello, habiendo identificado al conjunto C como un

espacio Rx R e identificando a los elementos de C como vectores en el
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plano, introducimos las siguientes operaciones que nos llevaran a

determinar el espacio vectorial C:

e Dados: zlz{xl} , zz{xﬂ con z,,z,eC,
Y1 Y2

wn M o
Y1 Y, YitY,

X
e Dado: z:{ } conzeC , reR;
y

el
rz=r = | 2T RIPFL ... (2)
y ry

Si bien aqui tenemos en (1) definida la operacion binaria de “adicion
en C”, todavia no tenemos definida una operacion binaria de
“multiplicacion en C” para todo z,,z, € C . Por lo tanto debemos construirla.

Basandonos en una visualizacion geométricalz, expresada en la

composicion de la operacion (2) con la definicion de ortogonal z* de un

X - e
vector z ={ } como z* =[ y}’ extendemos el concepto de “multiplicacion
y X

de real por un vector en C” al concepto de “multiplicacion de un vector en
C por un vector en C”, definiendo entonces la “multiplicacién en C” de la

siguiente manera:

e Dados: z,,z, enC, Z,Z,=XZy+ Y;Z) ......... 3)

1 vid. Adler, Irving; La Nueva Matematica, Editorial Universitaria de Buenos Aires, 1970, p. 31

12 vid. Nahin, Paul J.; Op.Cit, pp. 84-87; Budden, F. J.; Nimeros Complejos, Editorial Alhambra, Madrid,
1971, pp. 297-299; Cfr. Hardy, G. H.; A Course of Pure Mathematics, Cambridge University Press, 1967,
pp.78-83
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X X
Considerando cada vector z; :[ 1} y g, ={ 2] la definicién (3)

Y,
queda expresada como:*®

X1 Xz X1X2 - y1Y2
Yi LY XY, + X, ¥

Al demostrarse que el conjunto de los numeros reales forma un
sistema relativo a las operaciones binarias (1) y (3), definidas en C, se
establece que C es una extension de R, en donde la recta R debe coincidir

con el eje horizontal X; es decir, se prueba que necesariamente los

X
elementos ze R < C son de laforma z = {0} )

Una vez fijado el contexto y las operaciones definidas en él,
formulamos la siguiente interrogante:
¢Existe un w eC tal que ©®*+1=07?

Establecidos los elementos neutros aditivo y multiplicativo en C

i 0 1 : .
como los niumeros {0 y 4 respectivamente, planteamos la ecuacién en
la siguiente forma:

o] 1] [o .
5 + ol=lol la cual es posible resolver, llegando a las

soluciones:

13 Esta presentacion de la multiplicacion resulta equivalente a la mostrada en la pagina 4.
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A partir de ello, y s6lo entonces™®, denominamos al sistema numérico
C sistema de naimeros complejos, en el cual la ecuacién »*+1=0 tiene
solucién. Vemos también que el sistema numérico C tiene estructura de
campo, con lo cual lo llamamos también Campo de Nameros Complejos.

Al término de esta introduccién (ver pag. 16), se puede apreciar en
un cuadro esquematico el camino que nos lleva a solucionar la ecuacion
®®+1=0.

Para poder interpretar geométricamente las operaciones de los
nameros complejos en el plano, e introduciendo antes los conceptos de
mddulo, vector unitario y conjugado, definimos, para todo zeC, las
transformaciones del plano C =

a) Traslacion de z es la transformacion T(z)=z+«, dado un
aeC.

b) Rotacion de z es la transformacion U (z) =vzz, en donde v, es
el unitario de rotacion de la transformacion U .

c) Dilatacion de z es la transformacion H(z) =rz, en donde r e R.

Definimos, ademas, angulo de rotacion del unitario de rotacion vy,

al

cos }

valor @, € ‘R que satisface la igualdad: v, =
R € q g R |:S€FI¢9R

 En las presentaciones habituales de los nimeros complejos no se soluciona esta ecuacion, sino se da por
hecho que existe un sistema C en el cual se muestra que necesariamente i° = —1 o bien (0,1)* = (-1,0).
15 Cfr. Haaser/LaSalle/Sullivan; Analisis Matematico 1, Ed. Trillas, México, 1970, pp. 160-185

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T W% gz}\gﬁg?m

DEL PERU

Con las tres transformaciones definidas, se llega a mostrar que la
adicion en C se interpreta como una traslacion en el plano C y que la
multiplicacién en C se interpreta como una composicion de rotacion y
dilatacion, esto es, con la transformacién compuesta:

[UoH](z) =U(H(2)).*

En el dltimo capitulo del mddulo, mostramos que, a partir del
enfoque adoptado en este trabajo, podemos llegar a otras presentaciones

equivalentes de los numeros complejos: bindmica, polar y matricial.

Para llegar a la forma binémica'’, en virtud de las propiedades de

a a 0
vectores en C estudiadas, escribimos el vector [b} en la forma {O}bL}.

a -1
Identificando [0} —acR y i‘= [ 5 } <> -1, llegamos a la representacion:

z=a+bi,aeR,beR, i*=-1.

Para llegar a la forma polar, nos valemos del concepto de rotacion

de z, a z definido en el modulo.

18 En la notacion polar (o forma trigonométrica), es frecuente introducir la idea grafica de multiplicacion de
complejos mostrando una dilataciéon compuesta con un giro; sin embargo, esta representacion grafica no se
esta mostrando con precision, pues las transformaciones del plano no han sido definidas.

!7_a forma ordinaria de introduccién de la forma binémica no explica cémo podemos “sumar” términos reales
con términos imaginarios (es como querer “sumar” nimeros reales con vectores de $:2) y tampoco dice

mucho acerca de la naturaleza de la unidad imaginaria i .
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Partiendo del vector z,= {ﬂ con un angulo de rotacion &,
transformamos la expresion convenientemente:
cosd [cos@+0] [p][coso 0
z2=1, =z = +
send | 0O+send 0 0 send
cosd| [0
zZ= L +| |sené
0 0 1
ldentificamos:

P cosé 0| . -5
P, <> C0sé, =i con I -1.
0 0 1

Como es una rotacion, el modulo no varia y podemos escribir:

o

lZ|=]z,)=p. Luego, relacionando estos resultados con los elementos

geomeétricos de la forma polar, llegamos a establecer:

z=p(cosO+isend), endonde p=|z| y & eselargumento de z.

A continuacion, se define la relacién de Euler e'? :=cosf+isend, se

estudian las raices enésimas de la unidad w" =1, neZ" y se trata sobre

las ecuaciones polinomiales y el teorema fundamental del algebra.

Para llegar a presentar los nimeros complejos como matrices M, ,,

nos basamos en la rotacion U(z)=v,z, desde donde, operando
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algebraicamente, llegamos a identificar el unitario de rotacion con la matriz

de rotacién de orden 2x2 obteniendo de esta manera:*®
cosé cosd, -—send
R PEN R R .
send, senf,  cosb,

Si en la expresion anterior, hacemos x=cosé, , y=sendy,

M
tenemos: > :
y y X

Esto nos induce a la idea de que, para todo zeC, podemos

identificar un elemento equivalente en M, .

Para garantizar la validez de esta afirmacion, en el modulo se
demuestra que las operaciones se corresponden segun la identificacion

establecida.

Por dltimo, mostramos de una manera sucinta, y a nivel informativo,
gue los niumeros complejos se pueden presentar como clases residuales de
polinomios. 19

Esta ultima presentacién, que llamamos forma modular, requiere de
un conocimiento previo de aritmética modular y algebra de polinomios. Se
justifica su inclusidn en este trabajo por tratarse de una forma poco
conocida, que permite ver cOmo se interrelacionan algunos conceptos de la

aritmética y el algebra y puede despertar la curiosidad intelectual del lector.

'8 partiendo de la definicién de unitario de rotacion que damos en el médulo, llegamos facilmente a la matriz
de rotacion. Generalmente, en los textos que tratan este tema, se llega a la matriz de rotacion por un método
mas complicado de descomposicion de vectores ortogonales.

Bvid. Kline, Morris; EI pensamiento matematico de la antigiiedad a nuestros dias, pp. 1075-1082, Alianza
Editorial, 1972; Adler, Irving; Op.Cit. pp. 251-259; Stewart, lan; Op.Cit. pp. 89-91
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Con relacion a las perspectivas que abre este trabajo, consideramos
gue éste puede contribuir a un mayor alcance en la interpretacion de los
conceptos numericos y a una ensefianza mas eficiente en el campo de los
sistemas numéricos en general. La presentacion de los diversos enfoques
desarrollados en el moédulo puede conducir al lector a una mayor
flexibilidad, tanto en la comprensién como en el manejo de los conceptos
matematicos. Asimismo, el método empleado en el desarrollo del
modulo autoinstructivo podra servir de modelo en la preparacion del

material didactico del docente y en la conduccioén de su clase.

En cuanto al contenido general de este trabajo, haremos
sucintamente la siguiente descripcion:

En el Capitulo 1, se exponen los puntos referentes a las bases
epistemologicas, a la estrategia, al medio y al sujeto participativo
mencionados en esta introduccion.

En el Capitulo 2, se desarrolla el mddulo autoinstructivo y se
exponen las conclusiones.

En la parte final, se presentan dos apéndices, cuyos contenidos
pueden resultar motivadores en la presentacion de los numeros complejos,
tanto en su aspecto utilitario como en su aspecto recreativo:

En el Apéndice 1, se muestran algunas aplicaciones de los numeros

complejos a las funciones trigopnométricas, a la Mecanica y a la Ingenieria.
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En el Apéndice 2, se presentan algunas curiosidades y problemas

relacionados con los niumeros complejos.

BUSQUEDA DE ®

¢Existen los nUmeros imaginarios?

weR=>w*+1%0

(Existeun @ e C
tal que @®> +1=07?

A 4

A 4

Definicion de Definicion de
adicion: multiplicacion:
z,,2,eC zeC, re®R
2,+12,eC rzeC
A 4
Definicion de
multiplicacion:
P A\ 4
z,,z,eC <
2,z,€C

A 4

C es un Sistema Numérico. l

Ll

» C esun Campo
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CAPITULO 1

CONSIDERACIONES FUNDAMENTALES
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CAPITULO 1

CONSIDERACIONES FUNDAMENTALES

1.1. Bases Epistemoldgicas:

Dada la naturaleza de nuestro proyecto, nos interesa situarnos en
principio en un marco cognitivo estructuralista, en el cual el conocimiento
I6gico matematico esta constituido por relaciones que crea el sujeto e
introduce en o entre los objetos. El conocimiento logico matematico se
inventa o construye; su fuente esta principalmente en el sujeto y en la
manera como éste organiza la realidad. Su origen esta en los actos que el
sujeto realiza con los objetos y no en los objetos mismos. Los objetos solo
son un medio que permite que ocurra la construccion.?

A partir de ello, enfocamos nuestro proyecto en el constructivismo,
gue es un movimiento pedagdgico contemporaneo, el cual - oponiéndose a
la concepcion pasiva del aprendizaje - considera que el aprendizaje es un
proceso de transformaciones y reestructuraciones de los conocimientos
previos, apoyandose ademas en algunos medios e interacciones.*

Esta definicion nos revela que el conocimiento es una representacion
mental que el sujeto hace del mundo circundante. El constructivismo
plantea que el conocimiento no es, pues, una mera copia de la realidad;

sino que éste es construido por el sujeto en un proceso dinamico de

20 Malaspina Jurado, Uldarico; Piaget entre nosotros, Fondo Editorial PUCP, 1997, p. 250
2! vid. Gonzélez Moreyra, Raul; El Constructivismo, sus Fundamentos y Aplicacién Educativa, Cuadernos
CEDHUM, Lima - Per, 1995, p. 11 y ss.
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intercambio con el entorno. Como resultado final de este proceso, el sujeto
habra logrado configurar representaciones mentales de la realidad que ha
interpretado.

Cabe anotar que esta realidad interpretada, referida en el parrafo
anterior, tiene funcionalmente una connotacion amplia y se puede situar en
distintos niveles de abstraccion; esto es, que el sujeto puede empezar a
establecer - en niveles muy concretos — relaciones entre objetos fisicos de
la naturaleza para, tal vez mas adelante, relacionar objetos ideales — no
fisicos - y establecer también relaciones entre ellos. Con respecto a
interpretar una realidad en el contexto matematico, podemos entenderlo
como el acto de atribuir significado a las expresiones matematicas de modo
gue éstas adquieran sentido en funcion del propio objeto matematico o en
funcion del fenédmeno o problematica real de que se trate.”? El concepto de
interpretacion resulta, pues, valioso dada la importancia del aprendizaje
significativo que nos concierne.

Cabe aclarar que, desde el punto de vista epistemologico, el
conocimiento de las relaciones matematicas que el sujeto construye no
involucra la realidad intrinseca de los objetos mismos, ya sean fisicos o
ideales. La realidad de los objetos matematicos — desde una perspectiva

ontoldgica - sigue siendo, mas bien, problemética.23

22 Delgado Rubi, Juan R.; Cuestiones de Didactica de la Matematica, Ed. Homo Sapiens, Rosario, 1997, p. 73
2 Vid. Changeux, Jean-Pierre & Connes, Alain; Conversations on Mind, Matter and Mathematics, Princeton
University Press, U.S.A., 1995; Barrow, John D.; ¢Por qué el mundo es matematico?, Grijalbo, Barcelona,
1997; Dauvis, Philip & Hersh, Reuben; Experiencia Matematica, Ed. Labor, Barcelona, 1989, pp. 261-292
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1.2. Bases Metodolégicas:

1.2.1. Formulacion de la Estrategia:

Para la formulaciéon de la estrategia, procuraremos proporcionar

planteamientos que permitan al usuario construir conceptos24 que

lleven en forma natural a aceptar las definiciones. Los conceptos no
deben quedar aislados. Asi, todo concepto debera estar relacionado
con la estructura de la que forma parte para que sea significativo.

En este sentido:

a) Consideramos que el conocimiento se construye a traves de las
transformaciones y reestructuraciones de los conocimientos
previos.

b) Propiciamos la formacion de estructuras conceptuales con los
contenidos matematicos, relacionando unos conceptos con otros.

c) Seleccionamos el método heuristico para la construccién del

conocimiento y la reestructuracion de los conceptos.

1.2.2. Caracteristicas del Método:
El método heuristico es un proceso inductivo, en donde la

matematica aparece como una ciencia experimental o inductiva.

%4 Definiremos concepto como la construccion mental que se forma a través de un proceso de abstraccion
sobre experiencias con objetos — reales o ideales -. En Matemética, estos objetos pueden ser: cosas, acciones
sobre cosas, relaciones entre cosas o sistemas organizados de cosas (estructuras).
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La esencia del método heuristico estd en plantear preguntas, de
modo que las respuestas conduzcan a afirmaciones consistentes, en base
a la intuicion, que luego se complementen con rigor logico.

Las cuestiones a las cuales recurriremos con este método seran en
su mayor parte de respuesta accesible, aunque no evidentes, de modo que
al pensarlas y resolverlas se llegue a lo que se espera que se descubra.

El término “heuristica” viene del griego heuriskein que significa
descubrir o encontrar. Este se refiere a un proceso de busqueda interna a
través del cual uno descubre la naturaleza y el significado de la experiencia.
Asi, la investigacion heuristica es un proceso que empieza con una
pregunta o un problema que el sujeto busca responder o resolver. 25

En lo que se refiere a la intuicion, que desempefia un papel
importante en el proceso heuristico, existe en nosotros una capacidad tacita
gue nos permite sentir la unidad o totalidad de algo entendido por las
cualidades de sus componentes. La intuicion viene a ser la conexion entre
el conocimiento implicito inherente en lo tacito y el conocimiento explicito
observable y descriptible. La intuicibn hace posible el conocimiento
inmediato sin la intervencion de los pasos de la légica y el razonamiento y
permite la percepcion de cosas como totalidades. Todo acto de realizacion,
integracion, unidad o totalidad de algo requiere intuicién. Esencialmente, la
intuicion guia al sujeto o investigador en el descubrimiento de modelos y

significados y lo conduce a profundizar y extender el conocimiento.?®

% Vid. Moustakas, Clark; Heuristic Research, Sage Publications, London, 1990, pp. 9, 15
26 i
Ibid. p. 23

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T W% gz}\gﬁg?m

DEL PERU

1.3 Caracteristicas del Medio o Material Educativo:

Definiremos Material Educativo como el conjunto de recursos
diversos, de tipo impreso, audiovisual y/o concreto que facilitan, refuerzan,
optimizan e incluso permiten ciertas situaciones de ensefianza vy

experiencias de aprendizaje. 27

En el presente trabajo se pretende alcanzar los objetivos mediante la
elaboracion de un médulo autoinstructivo.

Definiremos un Modulo Autoinstructivo como un conjunto de
actividades planeadas para facilitar la consecucion de un objetivo o
conjunto de objetivos.28

Se elige la elaboracion de nuestro trabajo a través de un mddulo
autoinstructivo por las siguientes razones: >

) Facilita el logro de aprendizajes especificos y concretos.

ii) Motiva o promueve habitos de trabajo.

iii) Se avanza de acuerdo con el ritmo del usuario.

iv) Es muy flexible en fecha, lugar y tiempo de aplicacion.

Para la elaboracion del modulo consideraremos los aspectos

actitudinales, aspectos estructurales y la redaccion.

%" Formacion Magisterial; Programa Interdisciplinario de Investigacién Educativa, INTEREDU, 1992, p. 24
%8 Dominguez, Zelia; Médulos para medir y evaluar en educacion, Narcea, Madrid, 1977, p. 14

#Vid. Delolme N, Stella; Cémo estructurar los Contenidos de Aprendizaje en los Materiales
Autoinstructivos, Revista ENLACE, UNED, Costa Rica, 1987
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a) Aspectos actitudinales:
El aspecto relevante que consideramos en el aprendizaje de la
matematica es, en principio, la actitud dinamico participativa.
Para fomentar la actitud dinamica, el material pertinente se adecuara
para dicho fin. Una participacion activa del lector debe entenderse como
una permanente respuesta del mismo hacia los estimulos que se dan en el

texto, para lo cual el material reunira las siguientes caracteristicas:

a.l) Ser motivador:

Se mostrara que cada tema abordado responde de alguna manera a
los intereses concernientes al desarrollo tematico. Se recurrird a temas que
puedan despertar el interés del lector, como referencias histéricas y

planteamientos de interrogantes.

a.2) Ser efectivo:

Esto nos sugiere anteponer, cuando sea conveniente, las
presentaciones conceptuales o intuitivas a las definiciones rigurosas, sobre
todo para inducir el concepto o propiedad y reforzarlo. Asimismo, se tendra
en cuenta en qué circunstancia es mas recomendable una presentacion
axiomatica que una fundamentacion intuitiva o discursiva que a veces lleva
a una sucesion de interrogantes y oscurece mas los conceptos. Debe

guedar claro, ademas, que ser efectivo no implica sacrificar el rigor.
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a.3) Ser constructivo:

El lector, para abordar exitosamente un tema nuevo, debe cumplir
con un dominio de contenidos o prerrequisitos. Al inicio de un tema
novedoso, el usuario tiene un bagaje conceptual que no se encuentra
necesariamente en la memoria activa. Por lo tanto, el material facilitara la
evocacion del concepto previo mediante la presentacion de casos muy
simples de temas precedentes que guarden relacion con el tema nuevo por

tratarse.

b) Aspectos estructurales:
Desde el punto de vista estructural, el mddulo mostrara las

siguientes caracteristicas:

b.1) Caracterizacion del usuario:

Considerando las caracteristicas de los destinatarios del médulo
autoinstructivo, se estad teniendo en cuenta el grado de desarrollo
cognoscitivo del usuario, de modo que le sea posible seguir

constructivamente el desarrollo de los temas propuestos.

b.2) Definicién del propdsito general del texto:

El propdsito del material se presentara en un enunciado breve que
explicara en términos generales qué se pretende lograr con ese material.
Nos servira para indicar, en sentido amplio, el espiritu de la accion docente.

(Esta indicado en el prefacio del modulo, pagina 34).
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b.3) Reconocimiento de posibles limitaciones u obstaculos:

El texto autoinstructivo estara condicionado por factores muy
concretos y reales de espacio, tiempo y contexto. Al planificar el texto, los
factores restrictivos que podemos considerar son:

- Limitaciones de tiempo.
- Limitaciones presupuestarias.
- Limitaciones de recursos técnicos y humanos.

- Limitaciones de los usuarios.

b.4) Determinacién de Objetivos:
La seleccion de los contenidos y la forma de su presentacién estara

orientada siempre por los objetivos explicitos ya enunciados. (pag. 6)

b.5) Orden en los contenidos:

El orden en los contenidos sera de tal modo que siempre quede claro
y explicito al usuario en qué sentido se le pide que avance y cuéles son las
relaciones entre los distintos temas o conceptos que se le presentan.

La longitud y profundidad que se darad al tratamiento de cada
concepto o grupo de conceptos sera en funcion de la caracterizacion del

usuario y los objetivos de la materia.
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c) La redaccion:
Debemos considerar que un moédulo autoinstructivo, como todo

medio escrito, presenta posibilidades y limitaciones.

En cuanto a sus posibilidades:
- Es visual y basado principalmente en el lenguaje verbal y simbdlico.
- Supera las barreras de espacio y tiempo.
- Permite la permanencia de lo registrado.
- Permite un alto nivel de abstraccion en la conceptualizacion.
- Permite una elaboracion previa cuidadosa.
- Permite la inclusién de imégenes y la utilizacion de recursos visuales

espaciales.

En cuanto a sus limitaciones:
- Por parte del emisor, exige gran cuidado en el disefio y maxima claridad y
precision en la redaccion.
- Por parte del receptor, exige un buen manejo de la habilidad de lectura.
- No implica el contacto directo y la relacion de didlogo emisor-receptor.

- Limita la intervencion activa del receptor.

Esto nos lleva a plantear los siguientes criterios practicos para la

redaccion de este modulo de aprendizaje:
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c.1) Individualizacion del lector:
El autor se dirigira al lector en forma directa y personal, tal como si

estuviera frente a él.

c.2) Redaccion sencillay comprensible
La seriedad de la informacion cientifica no implica oscuridad. Se
preferiran las construcciones simples, evitando complejidades innecesarias

y mas bien enfatizando el aspecto intuitivo.

c.3) Uso de un lenguaje coloquial y amigable:
Se utilizara un estilo que, sin perder seriedad y nivel académico, se

acerque a la conversacion cotidiana.

c.4) Uso de preguntas abiertas o retéricas:

Se formularan preguntas al lector sin la expectativa de que las
conteste inmediatamente. Son muy Utiles para abrir un tema o parrafo
nuevo, pues invitan a la reflexion e inquietan al lector sugiriendo que la

respuesta puede encontrarse en el transcurso del tema o parrafo.

c.5) Uso de ejemplos, analogias y comparaciones:

Se trata de que el lector comprenda una nueva explicacion
estableciendo un paralelo directo con otro que ya le sea familiar. Se evitara
caer en comparaciones arbitrarias o demasiado simplificadoras, ya que se

podria estar transmitiendo conocimientos en forma confusa.
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c.6) Proposicion de ejercicios:
De esta manera se promueve la intervencion del lector en forma
directa, haciendo del desarrollo del tema un proceso interactivo y de

autoevaluacion.

En sintesis, se puede destacar que lo importante de nuestro medio

didactico radica en:

i) Lograr que el modulo tenga la capacidad para motivar al
lector, a fin de que él pueda llevar adelante por si mismo su

proceso de aprendizaje.

i) Lograr que el moédulo tenga la eficacia para hacer comprender
al lector los temas desarrollados, para que los extrapole a
situaciones diferentes y le permita plantear y resolver

problemas nuevos.

1.4 Eleccidén del Usuario del Material Educativo:

Dadas las caracteristicas metodologicas propuestas para el
contenido del Modulo Autoinstructivo por elaborar, consideramos que éste
se destinara a profesores de Educacion Secundaria, especialidad de
Matematica, asi como también a los profesores de los niveles de

bachillerato y de cursos universitarios introductorios.
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Consideramos esta eleccion por razones de orden funcional. En
general, se considera actualmente que el maestro ha de convertirse en un
facilitador del aprendizaje y en un amplificador cognitivo.30

El profesor de matematica debe ser consciente de que el alumno
necesita tener informacion, experiencia y habilidades previas para cualquier
concepto nuevo. Todo concepto debe trabajarse en el tiempo necesario
para su dominio y el profesor, con los recursos didacticos necesarios,
tomara en cuenta que — en el sentido didactico - las reglas no se dan, sino
gue se descubren. Estas condiciones pueden resultar reforzadas si el
profesor toma el médulo autoinstructivo de este trabajo como un modelo de
accion didactica.

La elaboracion de este mdédulo autoinstructivo esta inspirado en la
idea de una labor docente comprometida con un proceso continuo de
investigacion, busqueda y perfeccionamiento permanente.

“La funcion del maestro debe apuntar a la calificacion permanente en
funcidn del rol que le compete, a partir de la comprension critica de ese
rol segun las exigencias globales y coyunturales que plantea la sociedad y
teniendo en cuenta sus condiciones de ser humano, ciudadano y
profesional.

Es por esto que la formacién del magisterio no puede restringirse a una
etapa que termina después de un periodo de cuatro o cinco afios, sino que
supone un proceso continuo, abierto y flexible, que siga al profesor
durante todo el ejercicio de su carrera.”*

Esta permanente preocupacion por la investigacion y la capacitacion

tiene el poder de modificar positivamente el comportamiento del docente y

mejorar asi su ensefianza, a la vez que centra su atencion en la creatividad

%0 vid. Formacién Magisterial; INTEREDU, 1992, p. 56
31 Capella Riera, Jorge; Consideraciones y propuestas en torno a la capacitacion y perfeccionamiento de los
profesores, Educacion — PUCP. Dep. de Educacion, 1992, p.74
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e imaginacion. Ademas, los materiales de capacitacion sirven como modelo

para que el docente los adopte en el aula.*

¥ vid. Moffitt, John Clifton; Perfeccionamiento docente, Ed. Troquel, Buenos Aires, 1971, p.56
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MODULO AUTOINSTRUCTIVO

LOS NUMEROS COMPLEJOS:

Enfoques e interpretaciones

Luis Bustamante Donayre
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PREFACIO

Dedico este material autoinstructivo al docente que se encamina en la
noble mision de la enseflanza con un verdadero espiritu de vocacion de
estudio y de humildad ante el saber.

Sin pretender ser exhaustivo, este trabajo tiene como objeto enfatizar la
reflexion del lector; habida cuenta de la importancia de una comprension
cabal de los conceptos como solido fundamento de un conocimiento certero
y fecundo.

El tema que trataremos se refiere a los nimeros complejos y sus
interpretaciones. Este tema es, muchas veces, mal comprendido o
abordado de un modo superficial. Por eso, en esta obra, el tema
comenzara a desarrollarse a partir de su génesis. Asi, a pesar del
importante desarrollo de la matematica logrado hasta hoy, la problematica
gue se desprende de este enfoque histérico sigue teniendo vigencia en la
actualidad, mas que todo por falta de informacion. Por eso, a modo de
exploracién, comenzaremos a abordar el tema a partir del concepto de
existencia en matematica y, de alli, llegaremos a descubrir importantes
propiedades que después nos llevaran a la posibilidad de poder construir
un sistema numérico al que llamaremos, justamente, sistema de numeros
complejos.

El propdsito de este trabajo, empero, va mas alla de la descripcion de
los nimeros complejos. Tiene, por un lado, un fin integrador. Los distintos
enfoques e interpretaciones que encontraremos para los numeros
complejos estan en relacion con temas como vectores, estructuras
algebraicas, transformaciones geométricas, matrices, ecuaciones
polinomiales, aritmética modular y otros.

El otro aspecto que se destaca en este trabajo es el referente al
método heuristico. Este método consiste en un proceso en donde la
matematica aparece como una ciencia experimental o inductiva. La esencia
del método heuristico estd en plantear preguntas, de modo que las
respuestas conduzcan a afirmaciones consistentes.

En el desarrollo de este médulo, el lector encontrara preguntas en
recuadros, aparentemente desconectadas con la ilacion del texto. Estas
preguntas forman el entramado del proceso heuristico. Para obtener el
maximo resultado de este material autoinstructivo, el lector debera
detenerse en estas interrogantes, reflexionar sobre ellas y no seguir
avanzando la lectura del texto hasta haber intentado dilucidar el problema
gue éstas plantean. Lo primordial, en este proceso, es la activa
participacion del usuario, la cual se revela en la confrontacion entre el
aporte del lector y los contenidos que son captados en el desarrollo del
modulo.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




: - PONTIFICIA
TESIS PUCP gx_}\gﬁg&:m

DEL PERU

Finalmente, en un sentido didactico, el lector docente podra
incorporar las experiencias de este método y adaptarlas a su labor

pedagogica.
LEYENDA DE ICONOS
Pregunta en recuadro
%) Pregunta formulada en el texto
D

Ejercicio propuesto

AT Ejemplo numerico

Clave o sugerencia
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CAPITULO UNO
HISTORIA DE UN FANTASMA

En el siglo XVI, unos algebristas italianos se encontraron con un ente
advenedizo. Nadie sabia qué significaba, ni como habia aparecido; pero alli
estaba, perturbando la razon del mas sesudo pensador y del mas diestro
calculador. Aun en el siglo XIX, cuando Gauss dio a conocer su
interpretacion geométrica, todavia habia matematicos que discutian sobre
la posibilidad de su existencia. Sin embargo, a pesar de la resistencia que
ocasionaba, este intruso - lejos de perderse - echo raices en el universo
matematico.

Esta es la historia de /—1.

A todos los nimeros que contuvieran el simbolo ~/~1 como factor o
sumando se les llam6 — y se les sigue llamando hasta hoy - numeros
imaginarios, formando lo que se denomina el sistema de los numeros
complejos.

Podemos comenzar nuestra historia cuando Cardano, en su libro Ars
Magna (1545), resuelve el problema de dividir el nimero 10 en dos partes
de modo que su producto sea 40. Para ello se plantea la ecuacion:

x(10 — x) =40, esto es: x> -10x+40=0; completando cuadrados tenemos:
(x—5)°>-25+40=0, es decir: (x—5)* =-15; y de alli, operando como si los
nameros fuesen reales: (x-5)=+/-15, es decir:

Xx=5+-/-15, como solucién buscada. Pero veamos
cémo lo interpreta Cardano:

“Dejando de lado toda la tortura mental implicada,
multiplique (5+ J—715) por (5—#—715). El producto
es 25— (—15) = 40. Asi progresa la sutileza aritmética
cuyo objetivo es tan refinado como inatil.”

El estudio de las ecuaciones de tercer grado
obligaria al uso de los niumeros complejos. Con el método que Cardano
desarroll6 para solucionar las ecuaciones de tercer grado, se requeria
necesariamente de los niumeros complejos, aun en el caso de tener tres
raices reales como solucion. Asi, los nimeros complejos venian a ser algo
asi como un “mal necesario” en la solucion de ecuaciones, cuyo objetivo
aparentemente valido era llegar a resultados reales.
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Bombelli (1526-1572), discipulo de Cardano, comprendié mejor el
algebra de los complejos. Al retomar el estudio de las ecuaciones de tercer

grado, introdujo su cantidad piu di meno, que correspondia a /-1, y
enuncid, en forma de versos, las reglas de operacion con ella. A pesar de
gue Bombelli considerara los numeros complejos como sofisticados e
inutiles, él opero libremente con ellos.

La primera formulacion escrita sobre el teorema fundamental del algebra
fue dada en el afio 1600 por Peter Rothe, matematico de Nuremberg, en su
obra Arithmetica Philosophica, en donde afirma que una ecuacion tiene
como maximo tantas raices como su grado.

A partir de Albert Girard, quien hace referencia del teorema fundamental
del algebra en su obra L’ Invention Nouvelle en Algébre (1629), se nota un
cambio de actitud con respecto a los nimeros complejos:

“Podriamos preguntar, ¢para qué sirven estas soluciones
imposibles (raices complejas)? Yo respondo: Para tres cosas - para
la validez de las reglas generales, debido a su utilidad y por no
haber otras soluciones.”

Mas adelante, René Descartes, en su obra
Géométrie (s. XVII), acepta que una ecuacion tiene
tantas raices como su grado si admitimos las
raices imaginarias. Descartes introdujo en su libro
el término numeros imaginarios:

“Ni las raices verdaderas ni las falsas (negativas)
son siempre reales, a veces éstas son imaginarias.”

Con Euler, en 1749, las investigaciones sobre el teorema fundamental
del algebra alcanzaron otro nivel. En su Investigacion sobre las Raices
Imaginarias de una Ecuacion mostré primeramente que

Si a++/—1 es una raiz de una ecuaciéon, entonces lo

mismo sucede con a—-/—1. Enseguida, mostré6 que
toda ecuacion de grado impar tiene por lo menos una
raiz real, y que una ecuacién de grado par 0 no posee
raices reales o posee pares de raices reales. Luego
demostr6 que todas las raices no reales son de la

forma: a+b./-1. Para ello, fue necesario estudiar
cuidadosamente las operaciones con los numeros
complejos, incluyendo potencias imaginarias,
logaritmos de niumeros complejos, funciones trigonométricas de argumento
complejo, etc.
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A pesar de sus trabajos realizados con los niumeros complejos, Euler
afirma:

“Como todos los nimeros concebibles son 0 mayores que cero, 0
menores que cero, 0 iguales que cero, es claro que las raices
cuadradas de numeros negativos no pueden estar incluidas entre los
numeros posibles. Y esta circunstancia nos conduce al concepto de
que tales nimeros, por su propia naturaleza, son imposibles, y son
Illamados generalmente nameros imaginarios, pues existen
solamente en la imaginacion.”

Finalmente, le correspondi6 a Wessel, un matematico y topdgrafo
noruego, producir en 1797 una interpretacion consecuente y util de los
nameros complejos. La geometria de las operaciones complejas se podia
traducir a rotaciones y traslaciones en un plano de coordenadas
cartesianas, en donde los ejes perpendiculares representaban las partes
real e imaginaria.

Poco después, en 1806, el matematico francés Argand llegd indepen-
dientemente a las mismas conclusiones (a las que también habia llegado
Gauss). Debido a la escasa difusion del trabajo que Wessel habia
desarrollado con anterioridad, se suele llamar a esta interpretacion —con
cierta injusticia- el diagrama de Argand.

Y asi, vamos llegando a una interpretacion de los niumeros complejos
cada vez mas avanzada. En la década de 1830 a 1840 los algebristas
ingleses reconocieron claramente el caracter puramente abstracto y formal
del algebra elemental. Asi, en los cuaternios de Hamilton, una forma de
“hipercomplejos”, se destaca el inicio de una algebra no conmutativa.

Solo a partir de entonces, en el contexto de un concepto muy
generalizado de numero, se pudo ya concebir de un modo més favorable la
idea de numero complejo.

1) ¢A qué cree que se debia la resistencia de los matematicos a aceptar los
nimeros complejos?

2) ¢Por qué Euler, a pesar de sus importantes aportes sobre el particular,
finalmente manifiesta que los llamados “ndmeros imaginarios” solo
pueden existir en la imaginacion?

3) ¢Esta de acuerdo el lector con esta Gltima declaracion de Euler?

4) ¢Cbémo un ndmero negativo puede tener raiz cuadrada? ;No es esto una
ficcion?

5) ¢Existen verdaderamente los nimeros imaginarios?

6) ¢Qué entendemos, finalmente, por existencia? ;Cuando decimos que un
objeto matematico existe?
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CAPITULO DOS
J/ABORDANDO UN MUNDO IMAGINARIO?

De la historia que acabamos de leer parece surgir una pregunta que,
aun hoy en dia, todavia nos puede inquietar.

Esta pregunta, que fue el origen de toda la suspicacia que los niumeros
imaginarios generaron, sera para nosotros la fuente de este inquietante
mundo matematico que vamos a descubirir.

¢ Existen verdaderamente los nimeros imaginarios?

Ante todo, cuando nos preguntamos si algo existe es porque tenemos
alguna idea de ello. ¢Existen los fantasmas? Pues, para intentar una
respuesta debemos darnos un punto de partida. Podemos decir por
ejemplo que son seres invisibles, quizas inmateriales, que en ocasiones se
dejan ver o sentir. Y aunque esto es muy vago, por algo debemos
comenzar. Asimismo, para hablar de nimeros imaginarios, y su posible
existencia, podemos en un principio llamar nimero imaginario a todo aquel

namero que de alguna manera contenga \/-1; es decir, que contenga un
namero que elevado al cuadrado resulte —1.

Es posible que para mucha gente sea un enigma el que un namero
elevado al cuadrado dé como resultado un valor negativo y se les hace
dificil imaginar una raiz cuadrada para cualquier nimero negativo. En

consecuencia, esto induce a pensar que i =-/~1 realmente no existe, y
mas bien es una conveniente ficcibn matematica.

La dificultad en aceptar la idea de numero imaginario radica en
comprender lo que es existencia. En matematica, la existencia o no
existencia de un cierto concepto, digamos de un cierto objeto matematico,
depende del contexto en el cual se plantea la cuestion. Si hablamos de
nameros, podemos estar refiriéndonos a varios contextos diferentes.
Repasemos intuitivamente los mas conocidos:

¢ Numeros Naturales: Estos son los numeros 0, 1, 2, 3, 4,
Intuitivamente, responden a la pregunta: “¢cuantos?”.

¢ Numeros Enteros: Estos son numeros como ... -3, -2,-1, 0,1, 2,...y
son posibles respuestas a la pregunta “¢,cuantos elementos mas tiene el
conjunto A que el conjunto B?”. Esto incluye a los nimeros positivos
(cuando A tiene mas elementos que B) y a los niumeros negativos
(cuando B tiene mas elementos que A).
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. . , 2 7 3
¢ Numeros Racionales: Estos son numeros como ... —, —, ——, 0, -5, ...

3'8"° 11

Son conceptos abstractos que describen razones. No es una
descripcion de cantidad de elementos en el sentido que lo hacen los
nameros naturales o los numeros enteros, mas bien se refiere a una
comparacion de conjuntos en el sentido de “cuanto mas grande (0 mas
pequefio) es A que B” y no de “cuantos elementos mas (0 menos) tiene
A que B”. Una particularidad de los nameros racionales es que tienen
una expresion decimal finita o periodica.

¢ Numeros Reales: Son conceptos abstractos que describen medidas de
cantidades continuas, como son longitud, volumen, peso, etc. Se
incluye a los racionales y a los nUmeros con expresion decimal infinita

no periddica.
¢Existe algin nimero entre 0y 1? g

De lo anteriormente expuesto, podemos darnos cuenta de que hay
objetos matematicos que existen en un contexto y no existen en otro.

Por ejemplo, si nos ubicamos en el contexto de los nUmeros naturales, o
en el de los niumeros enteros, no encontraremos un niamero comprendido
entre cero y uno. Pero, si nos referimos a nimeros racionales o a nimeros
reales, si lo encontraremos. Lo importante es saber a qué clase de niumero
nos estamos refiriendo para poder contestar si existe o no alguno que
cumpla tal condiciébn. Es mas, también depende de la clase de objeto
matematico el que la cuestidon sea coherente o no.

¢Existe algn namero primo entre 0 y 1? (%

Por ejemplo, al preguntarnos si existe un nimero primo entre 0y 1; en
el contexto de los numeros naturales, la pregunta tiene respuesta negativa
y ademas tiene sentido; pero, en el contexto de los niumeros racionales, no
tiene sentido alguno, pues el concepto de niamero primo se remite al criterio
de divisibilidad, propio de los nUmeros naturales y enteros.

En todo caso, estos cuatro contextos son ordinariamente captados en
uno solo que simplemente llamamos "numero”, de modo que si hay
solucién en uno de los cuatro contextos, consideramos el hecho con mucha
naturalidad. Sin embargo, por alld y por entonces, en la Grecia de
Pitagoras, el concepto intuitivo de namero era distinto al actual, ni pensar
en los nameros negativos y mucho menos en los irracionales. Y, aunque
pudieron ignorar los negativos, al querer calcular la longitud de la diagonal
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de un cuadrado se encontraron con el insélito nimero~/2, lo cual no
encajaba con la idea que tenian de nimero* (ver Fig. 1).

2

1 Fig. 1

¢Podia decirse que /2 no existe? ;Era razonable
pensar en la diagonal de un cuadrado con una
longitud que no existe?

Bueno. Dejemos a los antiguos griegos con su problema. Volvamos a

nuestros cuatro contextos y tratemos de resolver la ecuacion o +1=0.

¢Es posible resolverla? Parece que no. Pero no debemos saltar a la
conclusion de que tal nimero @ no existe, pues, si no encontramos |:|
solucién en los numeros reales, no tenemos porqué excluir la posibilidad de

un quinto contexto, de naturaleza mas extensa, en donde si pueda haber
solucién para la ecuacion »® +1=0.

Sin embargo, debemos considerar que este quinto contexto, si es que
existe, no puede ser una construccion arbitraria. Si reflexionamos un poco
nos podemos dar cuenta que el concepto ordinario de “numero”, el cual
hemos querido conservar, se corresponde con la idea de una sucesion de
elementos ordenados que usualmente son representados en una recta que
ahora, referido a este Ultimo contexto, podemos llamar recta de los
nameros reales.

Basqueda de @

Vamos a explorar un poco y suponer que, en la recta de los numeros
reales, existe un o, tal que »w*+1=0. Si @ pertenece a la recta de los
numeros reales, naturalmente debe estar comprendido entre dos niumeros
reales.

! El descubrimiento de la inconmensurabilidad de la diagonal del cuadrado hace entrar en crisis la concepcién
discontinua del mundo de los pitagoricos Y, al mismo tiempo, les hace pensar que la geometria es mas
perfecta que la aritmética.
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¢Existiran tales nimeros reales? f

Si w*+1=0, ¢puede estar @ comprendido entre dos nimeros reales?
¢Es posible encontrar los niameros p,geR de modo que se cumpla

p<w<q? D

Formularemos la siguiente cuestion: @

Pongamos la ecuacion del siguiente modo:
w?+1=0

w-o+1=0

w-o=-1 (obviamente @ = 0)

-1
w=—
w

De esto nos queda la expresion: w = N [1]
w

Veamos elcaso p>0, q>0:

p<o<q ... [2]
1 1 1
p o (¢
1 1 1
—_— g < -
p o q
Reemplazando el valor obtenido en [1] en esta Ultima expresion:
1
——<w<-—...[3]
p q

De las expresiones [2] y [3], tenemos: w<q VY 1 <w, esdecir:
p

1
-~ <w<(

-1<pq

Anélogamente, de [2] Y [3]: p<w Y @< —1, es decir:
q

1
p<w<-—=
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De estos dos resultados contradictorios se deduce que @ no puede
estar comprendido entre dos numeros reales positivos.2 (El lector puede
comprobar esta imposibilidad para los casos p<0, q<0y p<0, g>0 de

manera similar a la efectuada)

¢Hay una segunda forma de comprobar que @ no esta en la recta de
ndmeros reales? 0

Supongamos que @ >0 :
w>0

l>0
(0]

_£<O

(4]
, i 1
Pero segun la expresion [1], @ =——, entonces:
[4]

w<0

Esta contradiccion prueba que @ no puede ser un niumero real positivo.
(El lector puede comprobar esta imposibilidad para el caso de » <0)

Por otro lado, si estudiamos las propiedades de los numeros reales,
veremos que todo numero real al cuadrado es no negativo, esto es:

Yue R, u® >0 vy, en consecuencia, u’*+1>1. Como @°+1=0, concluimos
nueva-mente que @ no puede ser un numero real, es decir: w ¢ R.

Al saber que w ¢ R, estamos ahora convencidos de que el conjunto de
los numeros reales resulta insuficiente para encontrar alguna solucion o de

la ecuacién w®+1=0.

¢En dénde deberia estar o ?

Segun hemos estado viendo, los sistemas numéricos que hemos
descrito resultan ser extensiones cada uno del anterior. Asi, el conjunto de
los nimeros enteros se puede interpretar como una extension del conjunto

2 El suponer que @ cumple con las propiedades de desigualdad, que son propias de los niimeros reales, nos
lleva a una contradiccion.
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de los nimeros naturales®. A su vez, los nimeros racionales se pueden
entender como una extension de los niameros enteros, y lo mismo sucede
en el caso de los numeros reales con respecto a los niameros racionales
(ver Fig. 2).

Racionales (Q) Reales (R)

v

v

Enteros (2)

v

Naturales (N)

Fig. 2

De este modo, queremos también que @, que como ya vimos no
pertenece al conjunto de nimeros reales, se encuentre al menos en una
extension de este conjunto. Asi, debemos construir un sistema numérico
mas completo que ‘R al cual pertenezca w.

Naturaleza de la extension de R

Si reflexionamos sobre la naturaleza de una extension de los nimeros
reales, debemos pensar en un conjunto C con » como elemento; pero que
ademas incluya a todos los numeros reales. Empezaremos a construir este
conjunto C en el que esperaremos encontrar el elemento @. Por lo que
hemos dicho, la primera caracteristica que tendra el conjunto C es la
siguiente:

El conjunto C debeincluir a .

¢Podria pensarse en una
interpretacion geomeétrica
del conjunto C?

3 Esto significa que las operaciones y propiedades que son vélidas para el conjunto de los nimeros naturales
también lo son para los nimeros enteros.
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Geomeétricamente, podriamos representar al conjunto C como una
region que contiene la recta R de los numeros reales y ademas un punto
 exterior a ella (ver Fig. 3). 4

Esto nos permite suponer lo siguiente:

Laregion C esun plano.®

REGION C

LX)

Fig. 3

¢ Cual es la naturaleza de los elementos
gue pertenecen a esta region C?

Pensemos en una carretera, rectilinea si se quiere, sobre la cual
gueremos recoger a un pasajero en un determinado punto de ella.

¢, Cuantos datos necesitamos conocer para ubicar al pasajero?

Si quisiéramos tener toda la informacion para saber donde recoger al D
pasajero, sblo necesitariamos un dato. Estrictamente, un numero real. Por
ejemplo, x = 40,28372. Esto puede ser equivalente a decir que estara a 40
Km 283 m 72 cm del punto de partida. Y esto es suficiente.

Lo anteriormente dicho es valido cuando estamos en una regidn
rectilinea o unidimensional, como puede ser una carretera. Pero si estamos
en una region plana, por ejemplo en el mar, y queremos ubicar a un cierto
bafista, tal vez un Unico dato sea insuficiente.

* Al haber una relacion biunivoca entre los nimeros reales y los puntos de la recta R , el punto que representa
a @ ¢ R debe estar necesariamente fuera de la recta de los nimeros reales.
> Larecta R yel punto @, exterior a ella, estan contenidos en un plano tnico C.
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¢ Cuantos datos necesitamos conocer para determinar la posicion del
barista?

En realidad, si queremos tener toda la informacion para determinar la
posicion del bafiista, necesitaremos dos datos. Estrictamente, dos nimeros
reales. Para ilustrar esto, digamos que, desde un punto de partida de la
orilla, caminamos una cierta distancia en un sentido paralelo a la playa
(sentido x) y luego nos desplazamos otra distancia mar adentro, es decir en
un sentido perpendicular a la orilla (sentido y).

¢Podemos variar alguno de los datos y llegar
a la misma posicion del bafiista?

Debemos tener en cuenta que si variamos alguna de las distancias de
desplazamiento (x o y), no alcanzaremos exactamente al bafista. Esto nos
dice que estas distancias deben ser unicas.

Asi pues, con estos ejemplos podemos considerar que para denotar a
los elementos de la regién plana C necesitaremos, pues, dos numeros
reales. Esto significa que cada elemento de la region C estaria
representado por un par ordenado de nameros reales. Digamos que cada
elemento z de este conjunto C quedara determinado por dos unicos

, . X
nameros reales x,y; que podemos considerar como un vector { en el
y

plano (ver Fig. 4). De este modo, determinando la regién plana C como un
conjunto R xR, seguira la siguiente definicion:

DEFINICION 1

X
Se llama vector en C al elemento ze C tal que z:[ } en donde x, y
y

son numeros reales Unicos, denominados componentes del vector z.
(D1)

Representacion grafica usual del
vector ze C, el cual parte del
origen de coordenadas del plano
C, con sus componentes X, Yy en

ejes perpendiculares entre si.

X Fig. 4
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Como los numeros reales x,y deben ser unicos, podemos enunciar la
siguiente propiedad:

PROPIEDAD 1
X
Dados {Xl} , [ 2} vectores en C,
Y1 Y2
X X,
= SXK=XAN=Y, (P1)
Y1 Y,
Bien, entonces ¢ya tenemos ;
resuelto el problema propuesto?

Debemos tener en cuenta que hasta el momento s6lo hemos intentado
describir la naturaleza de este conjunto C con su elemento . Ni siquiera

sabemos si hay una solucién para la ecuacién »° +1=0. D

Estamos suponiendo entonces que, si @ existe, éste pertenecera a un

X
conjunto C tal que para cada zeC se tiene que z={ }en donde xe®R ,
y

yeR.
Adoptaremos, entonces, un enfoque vectorial con una notacion fija, en
donde z eC tiene como componentes los numeros reales

correspondientes x, e R , y, e R.

Asi, para n elementos de C:

SRS MRS R
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CAPITULO TRES
DESCUBRIENDO UN NUEVO MUNDO

Para seguir avanzando en nuestra indagacion, es importante definir la
naturaleza del elemento @. Nos interesa, pues, probar que @ funciona
como numero; 0, mas exactamente, que el conjunto C funciona como
sistema numeérico.

Para poder continuar en nuestra basqueda, debemos entonces precisar
gué entendemos por sistema numeérico. Ante todo, debemos recordar que,
hasta el momento hemos estado refiriéendonos a contextos, cada vez mas
amplios, pero siempre formados por numeros. Si queremos que este nuevo
contexto C esté formado por numeros, debemos exigir ciertas
caracteristicas comunes a todos los contextos en donde se han presentado
nameros. Si observamos atentamente cOmo se comportan los numeros
naturales, descubriremos que ellos cumplen ciertas reglas que se
preservan en los demas contextos, que vienen a ser extensiones del
conjunto de nimeros naturales. A estos contextos, con esas caracteristicas
comunes, les vamos a llamar sistemas numericos.

Ahora podemos precisar nuestra argumentacion; y es que, al inquirir
sobre la existencia de una cierta naturaleza de numeros estaremos
planteando la posibilidad de que un conjunto de objetos matematicos esté
formando un sistema numeérico.

Pero, ¢qué es exactamente un sistema numérico?

Si, como hemos dicho, un sistema numérico debe tener las D
propiedades de los nimeros naturales, y las de todos los demas contextos
gue hemos citado, entonces seguira la siguiente definicion:

Un sistema numeérico es cualquier coleccion de objetos sobre la cual se definen
dos operaciones binarias, que llamamos “adicion” (®) y “multiplicacion” (®), tales

que la “adicion” es conmutativa y asociativa, la “multiplicacion” es conmutativa y
asociativa, y la “multiplicacion” es distributiva con respecto a la “adicion”.

Simbdlicamente, Q es un sistema numérico si dados ab,ceQ

cualesquiera con las operaciones binarias ®, ®, definidas en Q cumplen
con las propiedades:

) a®b=b®a

1)) (a®b)@c=a® (b®dc)

11)) a®b=b®a

V) (a®b)y®c=a®((b®c)

V) (a®b)®c=(a®c)®(b®c)
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Si algun conjunto Q cumple con estas cinco propiedades, entonces Q
es un sistema numérico. Esto lo podemos ilustrar con los numeros
naturales, que sabemos cumplen estas propiedades. Por ejemplo, para los
nameros naturales 2, 3, 7 la aplicacion de las propiedades es:

) 2+3=3+2

1)) (2+3)+7=2+3+7)
11)) 2x3=3x%x2

V) (2x3)x7=2x(3xT7)

V) (B+7)x2=3x2+7x2

Estas ecuaciones se verifican porque el conjunto N es un sistema
numerico en donde sabemos que 2, 3, 7€ N.

El conjunto C como sistema numérico

Vemos asi que, para que el conjunto C sea un sistema numeérico,
deberd cumplir con estas cinco propiedades; y para ello debera tener
definidas, al menos, dos operaciones binarias correspondientes a &, ®,
las que podemos llamar adiciéon y multiplicacion en C.

Comencemos con la adicion:

Dados: z ={X1} . Z, ={Xz} con z,z,€C
Y1 Y>

¢como podriamos definir la operacion “+” para determinar “z + z,"?

Una idea muy natural puede ser la nociébn de suma vectorial, la cual
visualizamos en siguiente figura:

Y1

\Z

Fig.5

X1 X2

La representacion de elementos de C como flechas resulta muy (util
porque nos conduce a una definicibn apropiada de adicién para nuestro
conjunto C. Existen muchas situaciones practicas en las que encontramos
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estas flechas. Por ejemplo, en Fisica una fuerza puede ser representada
como una flecha. La longitud y el sentido de la flecha indican
respectivamente la magnitud y el sentido de la fuerza. Si dos fuerzas
actian sobre un cuerpo en un mismo punto, el efecto es el mismo que si
actuara sobre €l una unica fuerza denominada suma o resultante de las dos
fuerzas. Una manera de hallar esta suma es representar las dos fuerzas
como flechas en el origen y luego completar el paralelogramo que tiene las
dos flechas como lados. La diagonal del paralelogramo, trazada desde el
origen, es la resultante de las dos fuerzas (ver Fig. 5).

En la figura 5, podemos observar que cada vector, o flecha, tiene una
componente X y una componente y. En virtud de las propiedades
geométricas del paralelogramo, podemos notar que cada componente de la
resultante sera igual a la suma de las componentes respectivas de cada
vector.

Asi pues, siguiendo la regla del paralelogramo, se puede verificar
facilmente que el vector z +2z, se ubica en la posicion x + x, para el eje

horizontal y en y, +y, para el eje vertical.

Podemos considerar dos elementos de C como vectores que siguen la
regla del paralelogramo y definir la adicion en C:

DEFINICION 2
Dados: z =[X1 , Z, =[XZ}, se define la adicion z +2z, en C:
Y1 Y2
S b N M R
= — D
Vil ] Lyi+Y, (D2)
Por ejemplo:
Dados: z = ~© z, = 8 hallaremos z +z,: TR
ATl 275 are =
L, [6+8]_[2 EEEET
AT%= 1.5 |7 |16 =i

Sin embargo, debemos ver si esta definicion de adicibon en C es
consistente con la nocion de sistema numeérico.

O
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Veamos si la adicion en C cumple con la propiedad conmutativa:

x| [%] [x+%] [%+x] [%] [%
+2,= + = = = - =z, +
“ Z[M}{w}[m+w}{n+m}{w}{m} 2t

Siendo asi, podemos enunciar la propiedad:

PROPIEDAD 2
Paratodo z,z,€C;

4 +7,=2,+74 (P2)

Dejaremos como ejercicio la comprobacion de la propiedad asociativa
de la adicion, la cual enunciamos a continuacion:

PROPIEDAD 3
Paratodo Zz,z,,Z,€C;
z+(z,+z)=(z2+2)+z (P3)

Otro detalle importante es que también resulta util la idea de que los
vectores se pueden “estirar” o “acortar”.

Volviendo al ejemplo de las fuerzas que se estudian en Fisica, una
fuerza se puede duplicar, triplicar o, en general, multiplicar. Ya hemos visto
gue una fuerza se puede representar por una flecha. Entonces podemos
observar que (ver Fig. 6):

(a) Dada una flecha se puede,

(b) estirar la flecha multiplicandola por un nimero real mayor que 1,

(c) acortar la flecha multiplicandola por un nimero real menor que 1,

(d) anular la flecha multiplicandola por cero,

(e) invertir su sentido multiplicandola por un namero real menor que
cero.

(@ / (b)/(c) @ @)

Fig. 6
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En vista de ello, definimos la multiplicacién de un elemento de R por un
elemento de C considerando las condiciones anteriormente descritas:

DEFINICION 3

X
Dado Z:{y} y re®R, se define la multiplicacion rz en C:

X rx
y ry

rz=r

(Ds)

Veamos un ejemplo:

-2
Dados: r =5, u:{ 3 } hallaremos ru:

-2 5x -2 -10
ru=5 = =
3 5x3 15
Si graficamos los vectores u y ru veremos que, efectivamente, la flecha

se ha “estirado” como corresponde al caso (a). Lo mismo podremos
comprobar si desarrollamos ejemplos para los demas casos.

Pero, una observaciéon importante de lo que ocurre con esta operacion,
definida para cualquiera de los casos que se apliquen, es que la flecha se
transforma cambiando su tamafio pero nunca cambia su linea de accion; es
decir que la flecha transformada resulta siempre colineal a la flecha original.
Para ilustrar esto, supongamos que estamos conduciendo por una via
rectilinea (la velocidad equivale a una flecha) y luego aceleramos
(multiplicamos por un numero real mayor que la unidad), la velocidad se va
a incrementar, pero seguiremos en la linea de la via (flecha estirada y
colineal). Lo mismo pasara si frenamos (multiplicamos por un nimero real
menor que la unidad) o incluso si retrocedemos (multiplicamos por un
numero negativo). El acelerador y el freno le aplican un factor (niumero real)
al movimiento del vehiculo y este conserva su linea de movimiento.

De acuerdo, entonces, con lo que hemos definido, multiplicar una flecha
por un numero real equivale a obtener otra flecha en la misma linea de
accion que la flecha original.

Los numeros reales, representados en una recta, soélo tienen un dato o
componente. Al multiplicar una flecha por un numero real, estamos
estirando o acortando la flecha en su misma direccidon, la Unica que le
puede dar el numero real.
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Ejercicios:
Probar las siguientes propiedades:

Dados: r,se®R; z1z,z, €C; >
a) r(sz) =(rs)z (Pa4)
b) (r +s)z=rz+sz (Ps)
c) r(z,+2,)=rz, +rz, (Pe)

Vayamos un poco mas lejos y veamos ahora si se puede “multiplicar”
una flecha por otra flecha. Sabemos que una multiplicacién de un nimero
real por una flecha nos determina una flecha “estirada” en su misma
direccion (pag. 52). Como cada flecha o vector esta determinada por dos
numeros reales, esto nos lleva a suponer que una “multiplicaciéon” de una
flecha por otra podria consistir en una suerte de “estiramiento compuesto” o
adicion de dos flechas *“estiradas”. Asi, la flecha resultante de estos
“estiramientos” nos determinaria una “flecha producto”.

Vamos, pues, a precisar la idea que estamos concibiendo acerca de
este “producto”; pero antes de continuar, debemos dejar claro qué se
entiende por vector perpendicular o, mas propiamente, vector ortogonal .

DEFINICION 4
X 1
Dado z= g| llamamos al vector z~ € C vector ortogonal de z:

AR

Veamos un ejemplo de vector ortogonal.
-3
Hallar el vector ortogonal de u= A

-4
Segun lo que hemos definido, u* :{ 3}

Si graficamos los vectores u y u*, los podemos observar con mas
claridad (ver Fig. 7).

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

I
TESIS PUCP : t @l % | UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

(-3.4)

('41 _3)

Fig. 7

Puede notarse en la figura 7 que el vector ortogonal u' equivale al
vector u rotado un cuarto de vuelta en el sentido antihorario.

Ejercicios:
Probar las siguientes propiedades:

Dados: z,7,z, €C,; ?
a) (z) =(-1z (P7)
b) 2 +2 =(z+2) (Ps)

Volviendo a nuestro “producto” de dos vectores, supongamos que

4 2
gueremos “multiplicar” el vector u = [3} por v= LJ

Segun lo que hemos estado planteando, podriamos “estirar” el vector

2 _ . .
V:[S} en su mismo sentido cuatro veces (primera componente de u),

21" [-5
luego estirar el vector perpendicular v* :L} :[ ) } tres veces (segunda

componente de u) y finalmente obtener la suma de estos nuevos vectores.

Esto se puede escribir como:

o 4] 442 &
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Esta operacion nos indica, que hemos obtenido la resultante de sumar

2 . . . , ,
el vector v:{5 , cuadriplicado en su mismo sentido segun la primera

21" [-5
componente de u, y luego el vector perpendicular vL=L} =[2]

triplicado segun la segunda componente de u (Ver Fig. 8).

(-7, 26) /\

(8, 20)

(-15, 6) /

Fig. 8

Basandonos en el procedimiento desarrollado, estamos en condiciones
de dar una definicion formal de multiplicacién en C.

DEFINICION 5a

Dados: z =[X1} y z, :{Xz} , definimos multiplicacion zz, en C:

1 2

22, =X2,+ Y2, (Ds2)
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Por ejemplo, dados los vectores:

I I R et ——
2ol =78 st
2,2, =4z, +(-1)z," = H-HH

= _7_+( 1) ! L—4_7 +(-1) 31
13 3] |3 -7]
B —28_Jr 3| [-28+3| |-25
12| |7] [ 12+7 ] |19
Vemos que en la expresion (Ds;) aparecen las componentes x;, VY,

correspondientes a z; ¢se puede escribir esta definicion considerando
también las componentes x,, y,, correspondientes a z,?

SN

La expresion (Ds,) puede ser escrita de la siguiente manera:

1
X X
2122:)<122+Y122lzx1|: 2:|+Y1|: 2:| =

Y, Y,
_ X1|:X2:|+ y1|:_ y2:| _ |:X1X2:|+|:_ ylyZ} £
Y, X, XY, XY
{Xlxz —ylyz}
XY, XY,

lo que nos permite definir la multiplicacion en una forma alternativa:

DEFINICION 5b

Dados [Xl} , {XZ} definimos multiplicacion [Xl}[xz} en C,:

Y1 Y, Vi Y.
X% L XX =WY,
Vol Yol LXY2+ %W (Dso)

¢El conjunto C es un
sistema numérico?

¢Podemos pensar en algin procedimiento o esquema que nos ayude a @
efectuar esta multiplicacion? D
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Una regla practica para la obtencidon de este resultado se puede
apreciar en los siguientes diagramas:

Primera componente: (diferencia de productos)

(por)

X > | X,

Y,

(por) R Y,

Segunda componente: (suma de productos)

X
Y1

Ejemplo:
Dados los vectores en C: |
4 =T e
4 | =7 4x(=7)—(-1)x3 -25
4% {—J{ 3 }=[4x3+(—7)x(—1)}=[ 19 }
Ejercicio:

Probar: z(z") = ()"

¢ Sera cierto que dados z,z, €C, se cumple:

2122l = Z1lzz = (2122)J_? @
J

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

A
TESIS PUCP = gs gz_:_\(/sELl}gIEAD
DEL PERU

Veamos:

22, =%, +%1(z) =%z + ¥, (-D)z, =x7, +(-)y,z, =

1
1 b X 1
=-Y14, + X 7, :{ Xll}zz :{yj Z,=121

o8 M g o e oowd il
Y1 Y L X Y> =YY, + XX XX =YY,

N _ 1
XX, = WY, X % 1
|:X1yz + y1X2:| [ y1}|:y2D %

Siendo afirmativa la respuesta, podemos enunciar la siguiente
propiedad:

PROPIEDAD 9
Dados Z,Z, €C,

22, =22,=(22)" (Ps)

¢La definicibn de multiplicacion en C corresponde a un sistema @
numeérico? |:|

Veamos si la multiplicacion en C cumple con la propiedad conmutativa:

[ X
Dados: z = 3} y 2, :Lﬂ , segun la definicién (Dsp):
L1 2

_ X1_ X, _ XX = Y1Yo aam X%~ Yo Ya _ X % _
A Lﬁ_[yj {leﬁxzyj [XzyﬁXQ’j L’Q}L’j 4

Siendo asi, enunciamos la propiedad:

PROPIEDAD 10
Paratodo z,z,€C;

22,=22 (P10)

Enunciaremos ahora una propiedad importante de la multiplicacion en
C cuya prueba dejamos a cargo del lector:
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PROPIEDAD 11

0 0 0
Z|:O} = |:Oj|z = |:O} paratodo zeC (P11)

Veamos si la adicion y multiplicacion en C cumplen con la propiedad
distributiva:

Dados: zizﬁl} , Z, :[XZ} , Z, en C, segin (D2)Yy (Dsa)
1 2

(z,+2,) —(|:X1:|+|:X2:DZ —{Xﬁxz}z C (X +X,)Z + (Y, 1 Y,)Z =
Zl 223_ yl y2 3_y1+y2 3_X1 2 3 y]_ yZZS_

=X+ X4+ )/123l + yzzsl =%z + y123L) +(X,2, + yzzsl) =44 +74,7
Siendo asi, enunciamos la propiedad:

PROPIEDAD 12
Paratodo z,z,,Z,€C;

(21+22)Z3=ZLZ3+2223 (P12)

Veamos si la multiplicacion en C cumple con la propiedad asociativa:

Dados: z,z,,z, en C;segun (Dsa), (P9) Yy (P12):
(22)2% = (%2 +%,2)z =
=X2,2+ Y,2,2, =
=%(22)+Y.(22)" =
=7(2,7)

Siendo asi, enunciamos la propiedad:

PROPIEDAD 13
Paratodo Z,z,,Z,€C;

(22)z,=7(22) (P1s)

Al haber cumplido con las cinco propiedades correspondientes a un
sistema numeérico; esto es, las dos propiedades conmutativas y asociativas
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para la adicion y la multiplicacion definidas segun (D2) y (Ds)
respectivamente y la propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto
a la adicion, entonces:

El conjunto C es un sistema numérico.

El sistema C como extension de R

Recordemos que, para buscar una extension de R, hemos supuesto un
conjunto, representado por un plano C, el cual hemos llamado conjunto C;
de modo que todos los puntos de la recta R estan en el plano C.

Recordemos también que en este plano C se han fijado dos ejes
perpendiculares de referencia para determinar cada punto del plano y
ademas se han definido las operaciones adiciébn y multiplicacién, que
satisfacen las propiedades de un sistema numérico. @

Pero, ¢ el sistema C es una extension de R ?

Preguntarnos si el sistema C es una extension de R equivale a
preguntarnos si R es un subsistema de C; es decir, si ‘R mismo forma un
sistema relativo a las operaciones binarias definidas en C.

Para decirlo mas claramente:

Siendo R < C, con las operaciones de adicion y multiplicacién definidas
en C, decimos que R es un subsistema de C siy solo si, Vz,z, e RcC:

) z+z,eRcC
i) zz,eRcC

Para ilustrar la idea, comencemos graficando la recta ‘R de los numeros
reales, con t,,t, e R (ver Fig. 9).

Recta R

t t

Fig. 9

Si queremos que la recta R, con vectores t e ® como numeros reales,
esté en el plano C, con z,z, e R C, es claro que el punto origen de la
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recta R debe coincidir con el punto origen del plano C.° Por lo tanto; la
recta R, subsistema de C, debera al menos pasar por el origen de
coordenadas del plano C (ver Fig. 10). !

PLANO C

Z7
Los vectores z, , z, serian
elementosde R < C

Recta R

Fig. 10

X
Dados los vectores 21=B1}, zzz{yﬂ, en RcC; se tiene la
1 2

ecuacion de la recta® R: y=mx en el plano C, en donde m es su
pendiente.

Para z , z, en R, debe cumplirse segun la ecuacion de la recta R:
y,=mx, ....(1)
Y, =MX, ....(2)

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (1) y (2):

(y1 + Y2) = m(x1 + Xz) -(3)
, o X+ X .
Segun la ecuacion (3), el vector y esta enlarecta R.
1 + 2
Luego, segun (D»):

{“ﬂ{ﬂ{xﬂzzﬁzﬁmcc
ASANIANE?

® De no ser asf, ningtin vector en C estaria en la recta 8 . (Recordemos que los vectores en C parten del
origen de coordenadas)

” Observemos que, en principio, planteamos el caso general de una recta R que pasa por el origen.

® para el caso de la ecuacion x = 0, correspondiente a la recta vertical Y, puede verificarse que esta recta no
satisface la condicion (ii) de subsistema .
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Por consiguiente, la condicion (i) de subsistema queda satisfecha.
Para analizar la segunda condicion, consideraremos dos casos:

0 0
0 0
(b) z # {0} A Z, ;{0}

0 0
Caso (a) z :{O} vz, :{0}; tomando z, como vector nulo y segln

(P11):

Z, = 0—0 RcC
212_210—0e -

Lo cual satisface la condicién (ii) de subsistema.

Caso (b) 21;{8} A Z, ;{8}

Para que R sea un subsistema de C, segun la condicion (ii), debe
cumplirse que zz, e RcC.

Sabemos que:

YilY. XY, T XN
Para zz, e R, segln la ecuacion de la recta R :
XY, + XY = m(X1X2 . y1Y2) )

Siendo z,z, e R, sustituimos los valores de y,, y, de las ecuaciones
(1) y (2) en la ecuacion (4):

X1(mxz) X (mﬁ) = IT[(X1X2 - (mx1)(mz)]

MX; X, + MY X, = MX X, — m3X1X2

m°x X, + mMx, X, =0

m(m’ +1)x,x, =0

Como x, #0, x, #0:
m(m® +1) =0
m=0 v m’+1=0

Como la ecuacion m® +1=0 no tiene solucién en R, nos queda como
unico valor de m:
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m=20

Reemplazando esta ultima expresion en la ecuaciéon de la recta y = mx,
nos queda:

y=0x=0, paratodo xeR

Esto nos dice que, para satisfacer la condicion (ii), todos los elementos
ze R c C deben ser de la forma:

X
Zz{ j|EiRCC
0

En consecuencia, R es un subsistema de C si sus elementos son de
X : .
la forma z= {0} € R c C. Es decir, la recta R que representa el sistema de

los niumeros reales coincide necesariamente con el eje X del plano C.

La ubicacion de la recta R coincide entonces con el eje X (ver Fig. 11).

PLANO C Los vectores z, , z, son

elementosde R < C

Z1 Zo

Recta R

Fig. 11

Verifiguemos esta afirmacion para los vectores z,z, e R c C :
X X
= , Z, =
SHERH
) SN T R R R I e T ) s
0 0 0+0 0

o (o]l 5 enee
010 X x0+ X, x0 0
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Por consiguiente:

El sistema C es una extension del sistema R .

NOTA:

X .
Vemos que los elementos de la forma [0}, gue obviamente se

encuentran en el eje X, se identifican con los numeros reales .
X

y
encuentran en el eje X, se denominan numeros imaginarios.
X

y
parte real de z y al nimero y parte imaginaria de z.

Por otro lado, los elementos { } en donde y =0 y que por tanto no se

De acuerdo con esto, dado un z:[ }ec, suele llamarse al nUmero x

Elementos neutros en el sistema C

Nos interesa saber ahora si nuestro flamante sistema numérico C tiene
elementos neutros.

Para aclarar la idea, por ejemplo, en el sistema de los nUmeros reales, D
los elementos neutros para la adicion y la multiplicacion son
respectivamente el “0” y el “1”, pues: VxeR: x+0=Xx ; xx1=X

Es decir , si elegimos cualquier elemento del sistema, el resultado de
efectuar cada operacion con su respectivo elemento neutro es el mismo
namero original, cualquiera sea éste.

Para encontrar los elementos neutros en el sistema numérico C,

X

supongamos un elemento neutro para la adicion [ } y un elemento neutro

Yo
{ } para la multiplicacion.
1
Asi, debe cumplirse:
Y1 LYo y VARA y y

Encontremos entonces estos elementos neutros, si es que existen:
Para el caso de la adicion, segun (D»):
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Miigioael

y Yo Y+ Yo y

de donde, segun (P;), se desprende:
X+ X, =X=X%X, =0

Y+Yo=Y=>Y,=0 "

0
por lo tanto, el elemento neutro para la adicion es {0}

RNENEHER =

Para el caso de la multiplicacion, segun (Dsp):

{X}{Xﬂ = [Xxi p yyl} = [X} (evidentemente, nos interesa [X} # [O})
YLV Xy, + Xy y y] [0

de donde, segun (P1), se desprende el sistema de ecuaciones:

XX —Y, =X . (1)

Xy, +Xy=y ... (2)

Multiplicando la primera ecuacion por x y la segunda ecuacién por y:
X“%, = XYY, = X°

XYY, +%y* = y*

Sumando miembro a miembro:
X, (X* +y?) = x* + y*, de donde:
X =1

Reemplazando en las ecuaciones (1) y (2):
X(l)_yy1:X N Xy1+(1)y:y
W, = Xy, =0

1
por lo tanto, el elemento neutro para la multiplicacion es {0}

Por ejemplo:
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211 B 2x1-5x%0 B 2x1 B 2

5/0| |2x0+1x5| |1x5| |5

Nos resta saber si los elementos neutros para la adicion y la
multiplicacion en C son unicos.

- : X'
Para el caso de la adicion, supondremos que existe un { l > {O} tal ]
y

X X' X X
que: [ }+{ }:[ },paratodo[ }eC
yl Ly y y

Segun la definicién de adicién en C:

S

yl Y] Ly+Yl Ly

de donde, segun (P;), se desprende:
X+X' =x=x"=0 x] [0 _

. , ., de donde: [ l :{ } lo cual contradice la

y+y=y=y=0 y 0

hipotesis.

En consecuencia, el elemento neutro para la adicion en C es Unico.

La prueba de unicidad del elemento neutro para la multiplicacion en C
se deja a cargo del lector.

Ahora, estamos en condiciones de precisar nuestra interrogante:

¢Existe un @ C tal que @* +1=07 @

Sabemos que, en el sistema de los numeros reales, el 0 es el elemento
neutro para la sumay el 1 es el elemento neutro para la multiplicacion.

L 2 ,
Pero en este problema, la ecuacién @” +1=0 esta planteada en un

. ., . . 9 ,
sistema C. Por lo tanto, la ecuaciéon de este problema tiene sentido” sélo
si identificamos los elementos “1” y “0” de la ecuacion como miembros del
sistema C . Entonces identificaremos al “0” como su elemento neutro para

- 0
la adicién, o sea el {0 , 'y al “1” como su elemento neutro para la

1
multiplicacion, o sea el {O} .

% Aceptemos la notacién exponencial o” para indicar que weC se multiplica n veces por si mismo.
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Asi pues, la ecuacion ®° +1=0, adecuadamente planteada en el
. . a 1 0
sistema C, se escribiria con @ como {ﬂ} “1” como {0} “0” como [0}

del siguiente modo:

2
al | 1| |0
5 ol=lol donde es claro que «, B R

¢ Existira alguna solucion para esta ecuacion? @

o) 1o/l
oLl Lol o
NS
{a 2 +1H8}

En virtud de (P;), tenemos las ecuaciones en R:
a’ - p*+1=0..(0)

De la ecuacion (2), se desprende que e =0v S =0.

-Si f =0, nos quedaré en la ecuacion (1):
a®+1=0; lacual, ya sabemos, no tiene solucion en R

-Si @ =0, nos quedaréa en la ecuacion (1):
- B +1=0
p?-1=0
(B+D(B-D=0

De donde, se obtienen dos soluciones para f:
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{ p=1
B, =-1
De modo que las soluciones para la ecuacion originalmente planteada
2
como @° +1=0 son:

Con lo cual podemos decir, finalmente, que Si existe un @ en C tal
que > +1=0.

Diremos ahora que el sistema numérico C gue hemos construido se
denomina Sstema de Numeros Compleos.

Llegado a este punto, ilustramos los Sistemas Numéricos en la
siguiente figura:

NCZCQCERCC Reales (R)

Imaginarios

Complejos

Racionales (Q)

v

Enteros (2)

Irracionales

v

Naturales (N)

Fig. 12
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CAPITULO CUATRO
EXPLORANDO EL NUEVO MUNDO

Asi, con un sistema numérico C que admite alguna soluciéon para
»® +1=0, podemos ver que, en realidad, hemos encontrado dos nimeros
o,,0, que satisfacen la ecuacion »°+1=0. Cualquiera de estos dos
nameros cumplira con satisfacer dicha ecuacion, pero podemos elegir uno

N , 0
de ellos como elemento preferente. Elijamos, pues, el namero [J y

, . . , , .10
llamémosle i. Asi, este nimero se denotara como: i = [1

Fig. 13

En la representacion del nimero i en el plano C (ver Fig.13), podemos
observar que i se parece a la unidad, s6lo que en vez de estar sobre el eje
horizontal, esta sobre el eje vertical. Asi pues, al numero i le vamos a
llamar unidad imaginaria.

Dejemos por un momento la unidad imaginaria y atendamos algunos
conceptos importantes que nos servirdn para completar algunas ideas.

Opuesto de un Numero Complejo

Volviendo al sistema numérico R, recordemos que para todo ae®R ,
existe un -ae® tal que: o + -ao = 0. A este elemento -a se le llama el
opuesto de a.

Asi pues, por ejemplo, el opuesto de 4 es —4 y la suma 4 + (-4) = 0.

El lector puede verificar que el opuesto -a. de cada numero o, es Unico.

o

¢Ocurre lomismoen C?
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Literalmente, podemos decir que para todo numero real existe su
opuesto, de modo que la suma de estos dos numeros es igual al elemento

neutro de la adicién en R.
¢ Existira para cada elemento en C un uUnico elemento opuesto tal que @
la suma de los dos sea el elemento neutro en C? D

X
Pensemos en un [ } eC.
Yy

Para los nUmeros x, y en R, existen —x e R,—y € R tales que:
X+(—x)=0
y+(-y)=0

Entonces podemos escribir, segun (P1) :
[x+ (—x)} 4 {0}
y+(-y)] [0
MEmEN
—+ =
y] [-y] [0

. X
Es decir, que para un { }e C podemos encontrar un [
y

MumEH

}eC tal que:
-y

El elemento opuesto de zeC puede denotarse como —z, de modo
que,
DEFINICION 6
Dado z={x] llamamos al nUumero —ze C el opuesto de z:
X| |[=X 0
—Z= _[y} = [_ y} , de modo que: z+(-2) = {0} (Ds)

Ejercicio:
Verificar que: (-1)z=-z
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Unicidad del Opuesto de un Niumero Complejo
Para probar la unicidad del opuesto en C, supongamos que para un
ze C existe un z' = -z tal que:

, |0

z+7 =
o
Poniendo: z= } z’:[ﬂ, esta igualdad se escribira como:

2o

+ =
y] Ly ] L0
X+x"| |0
y+y] |0

De donde:
X+x =0 X'=-X
! :> !
y+y =0 y=-y

En consecuencia:

X'| =X _
[ l:[ } es decir: z'=-z
y -y

Lo cual contradice la hipétesis y prueba la unicidad del opuesto en C.

Interpretacion Geométrica del Opuesto de un NuUmero
Complejo

X X
Dado un niumero complejo z:{ }e C, su opuesto — z:{ }e C esta
y

-y
ubicado simétricamente con respecto al origen de coordenadas del
plano C (ver Fig. 14).

x Z
E Interpretacion Geométrica
: del Opuesto de un NUmero
o Complejo.
— Z X Fig. 14
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Conjugado de un Numero Complejo
La simetria de un punto en el plano C también puede darse con

. . . , X
respecto a un solo eje. Por ejemplo, si tenemos el nimero z={ eC
y

podemos encontrar un nimero z en el punto simétrico respecto al eje
horizontal (ver Fig. 15).

VA SRt A

— X

SR A - Z
Fig. 15

Este nimero z, que se representa como un punto “reflejado” respecto
al eje horizontal, se conoce como el conjugado de z, tal como lo definimos:

DEFINICION 7
X _
Dado Z:{y}' llamamos al nimero ze C conjugado de z:
_ X
Z.= D
7
_y (D7)

La interpretacion geométrica del conjugado de z, que es el “reflejo” de
z respecto al eje horizontal, esta representada en la figura 15.

Ejemplo:
: 7 — |7
El conjugado de z, = [2} es z, ={ 2}
Ejercicios: 5
Probar que: :

a) z+2,=2+2
b) 22,=2 2,
C) z=2
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Veremos mas adelante que el conjugado de un niumero complejo tiene
diversas aplicaciones interesantes.

Inverso de un Numero Complejo

En el sistema numérico R, vemos también que para cada acR, o=0,
existe un oteR tal que: a x ot = 1. A este elemento o' se le llama el
inverso de a.

El lector puede verificar que el inverso o de cada nimero real 020 es
anico.

¢Ocurre lo mismoen C?

Asi pues, por ejemplo, el inverso de 4 es 0,25, y el producto de estos
dos numeros es 4 x 0,25 = 1.

Literalmente, podemos decir que para todo namero real diferente de
cero existe su inverso, de modo que el producto de estos dos nimeros es
igual al elemento neutro de la multiplicacion en R.

¢Existira para cada elemento diferente de “cero” en C un unico

elemento inverso tal que el producto de los dos sea el elemento neutro de
la multiplicacién en C 2 *° i

!

!

Dado un Z:B}EC, siendo z;{g] cexistira un z':[x
MMEH
= |?
ylLy'] |0
Supongamos que existe un z' = [X
L))
ylLy'] |0
xx'—yy'| |1
xy'+xy| |0

De alli tenemos:

}e C tal que:

!

!

}e C que cumple tal condicion. Asi:

19 Notar que la restriccion “diferente de cero” es necesaria porque si el multiplicando fuera cero, el producto
no podria ser el elemento neutro de la multiplicacion en C. (Ver la propiedad Py,)
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Multiplicando los dos miembros de la ecuacién (1) por x, y los dos
miembros de la ecuacion (2) por y:

X2 XI _ ny¢ =X
xyy'+Xy? =0
De alli, sumando miembro a miembro:
XX + Xy? = x
X'(X* +y?) =X
De donde:

X' = X
x* +y?

Analogamente, obtenemos:
r_ = y
y X2 4 y2

) . X
En consecuencia, el elemento inverso z' de z:{ eC es:
y

X
2 2 X
Z=|**Y |- 5 ! 2[ } lo que resultara posible siempre que
-y X +y |-y
x> +y°

0
xz0vy=#0, es decir si Z¢|:O:|; de acuerdo con la condicion del

enunciado.

Quedando establecida la existencia de un inverso, podemos denotar

) 0
como z* al inverso de z# {0 )

DEFINICION 8

X 0 , . .
Dado z= v , Z# 0 , lamamos al nimero z—~ € C inverso de z:

. 1 X

Z = oo |]
x2+y2 _y , de modo que: z _[} (Dg)
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Ejemplo:

: 2 1
Hallar el inverso de z= c =
Aplicando (Ds): =

4 1 [ 2 }
7z =
2% +(-5)° [~ (-5)
3 1 H
Z =
4+25|5
3 1H
7z =—
29|15
4
%29
De modo que:

Sl i Sl

Dejamos como ejercicio la prueba de la unicidad del inverso en C.

¢COmo interpretar geométricamente
el inverso de un nimero complejo?

Con el conjunto C, hemos llegado a un sistema en donde se definen
dos operaciones binarias, adicion y multiplicacion, que con z,z,,z,
arbitrarios en C, poseen las siguientes propiedades:

1) z+(z+2)=(z+2)+7
2) z7+7,=2+2

0 0
3) Existe {O} e C tal que z+ {0} =z,VzeC

, 0
4) VzeC, existe —zeC,talque z+(-2) = {0}

5) 21(2223):(2122)23
6) 42, =47
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1

1
7) Existe| |eC, tal que
0 0

:|=Z,VZ€C

0

8) Vz e C, diferente de [0

1
] existeun z*' eC talque z* = {0}

9 (@&+z)za=2z+27

Estas nueve propiedades califican al sistema C como una estructura
algebraica llamada campo. Ahora podemos referirnos al sistema C, como

al Campo de los Numeros Complejos.

¢Podemos definir en C operaciones inversas de la adicién y la @
multiplicacion? |:|

Para el caso de la operacion inversa de la adicion:

DEFINICION 9a
Dados z,z, € C, definimos sustraccion z —z, en C:

2-2,=2+(-2) (Doa)

S

lo que nos permite definir la sustraccion en la siguiente forma:

X
Asi, considerando dos numeros complejos {Xl} , { 2} tenemos:

DEFINICION 9b

Dados {Xl} , {XZ} definimos sustraccion [Xl}—[xz} en C:
yl y2 yl y2

MRS
vl Ly Y-, (Dov)
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Para el caso de la operacion inversa de la multiplicacion, definimos:

DEFINICION 10a

0
Dados z,z, €C, z, ;{0}, definimos division 2 en C:
ZZ
Z . __1
Z =47 (D10a)
NOTA:
También denotaremos el cociente, como en los niumeros reales, con los

signos “+"y “/”. Asi la division 4 puede también denotarse como z +z,

22
0 como Z/
Z2

. | . X
Considerando dos numeros complejos {Xl}[ 2}, tenemos:
1 2

e R I e = W A

_ 1 |:X1X2 = yl(_yz):| ) 1 |:X1X2 + y1y2:|
X5 + Y2 | X (=Y,) + %Y, X, ¥; = %Y,

) 2
X tY;
lo que nos permite definir la divisidbn en una forma alternativa:

DEFINICION 10b

Dados {Xl} , {Xz} |:X2:|¢|:0] definimos division {Xl}{xz} en C:
Yi Y, Y, 0 Yi Y,

1.1 % - 1 XX+ V1Y,
Yi Y, X22 + y22 XY — XY, (Di00)

Una regla practica que ayuda a la obtencion de este resultado se puede
apreciar en los siguientes diagramas:
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Primera componente: (suma de productos)

(por) o
X, - | X,

(mas)
yl 4 > y2

Segunda componente: (diferencia de productos)

X

Ejemplos de restay cociente en C:

TS

3
5

b) 3_;__2__ 1 3x(-2)+5x1 ' -6+5 1 -1 —%
57| 1|7 (2717 -2x5-3x1] 5[ -10-3] " 5|-13| |13/

a)
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CAPITULO CINCO
EPPUR, SI MUOVE!"

Volvamos ahora a la unidad imaginaria i y multipliqguémosla
consecutivamente por si misma.

2 i = 010 [0x0-1x1] |-1
1] 1] |ox1+0x1| |0
. ... [0]0]0 -1/ 0 -1x0-0x1 0 -
I =i = = - = ChEEE
111 011 —-1x1+0x0 -1 HEEEE
=
4 0000} [-1-1] |-1x(-)-0x0| |1
S |af1faf2] o] 0| |-1x0+(-Dx0| |O
Seguln podemos observar en este Gltimo resultado, i* es equivalente al
elemento neutro en C. En consecuencia, las siguientes multiplicaciones,

gue podemos llamar “potencias de i”, nos volveran a dar, ciclicamente, los

mismos resultados, esto es: i°=i*-i=i, i®=i*-i?=i°, etc.

Tratemos de visualizar estos resultados en un gréfico:

Y

| Fig. 16

Podemos notar en la figura 16 que cada vez que multiplicamos por i,
obtenemos consecutivamente vectores ortogonales. Esto se puede
interpretar, intuitivamente, como una rotacién de un cuarto de vuelta por

cada multiplicacion por i. Asi, después de cuatro multiplicaciones,
cerramos el ciclo en la posicion original, tal como se describié
algebraicamente.

“ 1Y sin embargo, se mueve! (Palabras atribuidas a Galileo, obligado a retractarse por haber afirmado que la
Tierra giraba alrededor del Sol)
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Todos tenemos una idea de lo que es una rotacién, pero ¢coémo

Puede resultar util el concepto de “rotacion” en el plano complejos. @
entendemos formalmente una rotacion?

0

Hemos visto que las operaciones definidas en C tienen una
visualizacion geométrica y nos interesa ahora su formalizacién.
Precisaremos los argumentos introduciendo algunos conceptos.

Empecemos definiendo lo que es el modulo de un niumero complejo y
lo que es un vector unitario en C.

El concepto de médulo esta relacionado con la idea intuitiva que
tenemos de tamafio o magnitud (ver Fig.17). EI médulo es, naturalmente,
un namero real.

DEFINICION 11

, . X . . ,
Dado el numero complejo z={ e C, se denomina modulo de z al nimero
y

real |2>0 talque |Z:=-/X"+Y’ (D11)

Por ejemplo:
5 I
Si z = , el moédulo de z es: (oo
12 y —————————— ! Z L
. 2" T
l2l= { } = /5% +12* =169 =13 L -
12 X Fig. 17

Dados dos numeros complejos z y z,, ¢sera el médulo del producto
igual al producto de sus modulos? Es decir, ¢se cumple que:
27| =|z|-|z|?  Veamos: O

Vol Ys | LXYs + %W
= [XEXE = 2X X, V.Y, + YIYZ + XEYE 42X, Y, %, Y, + X2YE =

= XEXE + YRYE 4 X2yE 4+ x2yE = xR+ yE) + Y + yE) =
= JOZ+yD)OE +y2) =X+ yE X+ yE =[z] |z

l.2,| = = 00 = V1Yo) 2 + (% Y5 + % Y;)? =

Siendo afirmativa la respuesta, podemos enunciar la siguiente
propiedad:

& LLlamamos plano complejo al plano C, el cual representa al campo de los niimeros complejos.
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PROPIEDAD 14

Dados: 4:[3} y z, :[Xz} en C,

1 Y2
22| =[z] 2]
(P1a)
Con esta propiedad, el lector puede comprobar la identidad:
z _lz|
7, |z
Ejercicios:
0 2
a) Probar: |z =0 < z= {0}
b) Probar : |7 =|- 7=z
c) Probar: |z=1<z" =z
d) Verificar que: z*' = ii

|4

e)Siz+z'= E} calcular |7

|4
f) Probar : zz={ . }
g) Basandose en el ejercicio (f), probar (P14).

h) Determinar los niumeros complejos cuyos cuadrados son iguales a
Sus conjugados.

i) Interpretar geométricamente el inverso de ze C

j) Probar: |z, +2[" +[z, - 7| =2z + 2z,

K)Si |z]=|z,], probar: 272 - 1.i, 1en
z, -2

2
) Probar: |z +z,<|z|+|z,] (desigualdad triangular)

(Ver: Propiedades del conjugado y del mddul o)
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Veamos ahora la siguiente definicién:

DEFINICION 12
Se denomina vector unitario en C a todo vector

v e C tal que HUH =1 (D12)

Los vectores neutro multiplicativo 0 y la unidad imaginaria i = L}

son vectores unitarios, pues:

m S ot =1, =)= o7 417 =1

¢Existen infinitos vectores unitarios?

Llamaremos unitario v, de un vector no nulo z,  al vector unitario que
sigue la misma direccion y sentido que el vector z, (ver Fig. 18).

Esto lo podemos definir mas propiamente de la siguiente manera:

DEFINICION 13
Dado el vector no nulo z, €C,

llamamos al vector unitario v, € C unitario del vector z , si existe un

valor tnico t e R* tal que Z, =tu, (D13)

Con esta definicion, procedamos a hallar el unitario v, de un vector
geneérico z, :

_ X a -
Poniendo z, ={yk} y :{ 1 , la expresion z =tov,, se puede
k k

escribir como:
MR
Yk B [th
De donde se obtiene:
X, =t

Y =18,
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De alli:
X2 = t2a?
Vi =t B
Sumando miembro a miembro estas dos igualdades:
Xe + Yo =t (o + By)
2 2
2zl =t
2
=t
De esta expresion obtenemos:
t=|z
Reemplazando este valor en la expresion z, =tv, resulta:
Z, =z v (P1s)
de donde se obtiene el unitario de z,:
L, = —1 Z
k — k
|z
Z,
-7 v, (de médulo 1) es el
v P .
3 unitario de z, .
Fig. 18
Ejemplo:
-3
Hallar el unitario del vector: z :[ 8 } =
l:;
e wg] (-] ] =]
2]=% +y; = /(-3 +8 =73 S===s
1 1 {— 3} -
v, =— Z1 = —
BRI
-3
| S
1= y
73
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Si v;,v, son dos vectores unitarios en C, ¢el producto v,v, es también ,

un vector unitario en C? D
Efectivamente, aplicando la propiedad (P14), se verifica que:

b0z =[oyflog| =1x1=1
por lo tanto v,v, es un vector unitario. De modo que lo enunciamos como
propiedad:

PROPIEDAD 16

Si v;,v, son dos vectores unitarios en C, el producto DU, también es un
vector unitario en C (P1s)

El lector podra verificar analogamente que si v;,0v, son dos vectores

. . . L. y . .
unitarios en C, el cociente |l también es un vector unitario en C.
L,

Ejercicios:

a) Dado un vector unitario v,, hallar el vector unitario v, tal que la suma '—
de v, y v, es otro vector unitario, es decir: v, +v,| =1

0
b) Probar que: z =z, < v} +v} = {O}

Retomemos ahora el punto al que habiamos llegado en la péagina 80,
cuando nos referiamos a las operaciones y a la visualizacion geométrica de
estas operaciones en el plano complejo. Hemos visto que, segun (P1s), €l
producto de dos vectores unitarios es un vector unitario. Esto puede
interpretarse como “giros” en un circulo de radio unitario (ver Fig. 19).

El producto en C de los
vectores unitarios v, Yy

v, es otro vector unitario

L.UD- .

Fig. 19
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Pero no so6lo con multiplicaciones en C se puede llegar a un unitario a
partir de otro.

. . [04
Pensemos en un vector unitario: v = [ﬂ}

A S A et e

¢ Habré otras maneras equivalentes?

A partir de éste, ¢ de qué maneras podria llegarse a los otros unitarios: @

Por ejemplo, el segundo y el quinto unitario son, respectivamente, el
opuesto y el ortogonal del vector unitario v.

T HE IR A

Sin embargo, no resulta tan simple llegar a otros unitarios. ¢Como @
llegariamos, por ejemplo, al séptimo unitario: [ p }? D
-

En este caso, el séptimo unitario es el opuesto del ortogonal del vector
unitario v, tal como podemos apreciar:

{5212

Dejamos como ejercicio solucionar el resto de casos (¢podemos
encontrar otras soluciones equivalentes?).

Pero, volviendo a los ejemplos que hemos desarrollado, vemos que
estos pueden enfocarse de una manera mas atrayente. Este efecto de
“convertir’ un elemento de C en otro nos lleva al terreno de las funciones
de Cen C.

Con este concepto, podemos reformular las llegadas al segundo y al
quinto unitario con las funciones f :C —-C, g:C — C del modo que sigue:

G- B

Para el tercer caso, podemos pensar en una funcion h:C — C que
cumplird:

{)- -2
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(Si observamos atentamente, esta funcion produce un efecto
equivalente a la aplicacion de las dos anteriores. Mas adelante volveremos
a este punto)

Desarrollemos mejor la idea de las funciones de Cen C.

0
Pensemos en otra funcion f :C —>C, f(2) = Z+|:J

Podemos tomar algunos puntos:

{(H/RHEHEH
(LR

Para visualizar esta funcion, se pueden considerar conjuntos de puntos
en el plano (ver Fig. 20).

Y Y f(z)

: f - OO

X X

Fig. 20

El “convertir” un numero ze C en otro se interpreta como un cambio de
posicion de puntos en el plano.
En la figura 20 hemos podido apreciar que el conjunto de puntos f(2)

. 0 . .
se ubica en Z+|:J e interpretamos que el conjunto de puntos z se ha

“movido” una unidad hacia arriba.

De este modo, podemos considerar la idea de “movimiento” en el plano:
un punto se traslada, o rota alrededor de otro, etc.

A estas funciones gue nos dan esta idea de cambio de posicién o
movimiento en el plano las llamamos transformaciones del plano complejo.

DEFINICION 14
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Se llama transformacion del plano complejo a una funciéon F con dominio
en
C yrangoen C. (D14)

v {3
4 A

Interpretamos que la transformacién F del ejemplo “lleva” cada punto del
plano una unidad a la derecha (ver Fig. 21).

, X 2X
Veamos otro ejemplo: G[[ D:{ }
y 2y

(1) )

Interpretamos que la transformacion G del ejemplo “estira” cada
conjunto de puntos del plano “duplicando su tamafio” (ver Fig. 22).

G(2)
°z o F(2)
R .
F G
Fig. 21 Fig. 22
2
Ejercicios:

Analizar e interpretar las transformaciones:

a) P(2)=z+z"

b) Q(2)=iz

c) R(2)=zz+1z,, donde z y z, son complejos fijos dados. (Considere los casos
especiales de esta transformacion)

Supongamos ahora que queremos producir un efecto equivalente al de
las dos transformaciones, es decir que ‘lleve” y también “estire”. ¢Es
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posible construir una sola transformaciébn que produzca esta accion
conjunta?

Esta transformacion equivalente se conoce como composicion de
transformaciones.
DEFINICION 15

Se llama composicién de las transformaciones F y G del plano
complejo a la transformacion [F o G] con la regla de correspondencia:

eol)Ae]

Ejemplo:

g /S R i
e g i e

Transfor maciones notables
Vamos a definir algunas importantes transformaciones en C:

DEFINICION 16
Se llama traslacion a la transformacién T en C tal que, dado un a € C,

T(2)=z+a, paratodo zeC (D1s)

X a
Siendo z :[ } , A= {b} ; esto es equivalente a escribir:
y

j(WISHENEIAN
Por ejemplo, sea la traslacion en C. TM LA

I E)E Tl
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Esta transformacién 7T “traslada” cada punto de C una unidad a la
derecha y una unidad abajo o, dicho de otra manera, “mueve” cada punto

1
del plano segun el vector [ J (ver Fig. 23).

T(2)

Fig. 23
Ejercicio:
Probar que:

T(Z1 + Zz) :T(Zi)+ Z, =T(Zz)+ 4

¢ Qué relacién podemos
encontrar entre la adicion
en C vy latraslacion?

La siguiente transformacion en C que vamos a tratar es la rotacion
alrededor del origen.®

Para poder definir lo que es una rotacién en C, empecemos por una
idea grafica. Debe entenderse que un punto z, habra rotado a la posicion

z, en el plano complejo si su distancia al origen permanece invariable (ver
Fig. 24).

2=z,

Zy

% Siempre que nos refiramos a una rotac i0.
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Fig. 24

Podemos comenzar expresando una rotacion de z, a z con la
igualdad:
%] =[]

Pero esta igualdad no nos define el sentido de la rotacion. Necesitamos
una transformacion que relacione el vector original con el vector rotado.

Veamos lo que sucede si multiplicamos ambos miembros de esta
igualdad por el producto de los unitarios correspondientes v,, v :

A ARTNAA
Uy |7 = Loy |Z,|

LI1Zy =V

De donde encontramos:

0
z = &zo (Necesariamente v, # [0} épor qué?)
Uy

Como sabemos, el cociente de dos vectores unitarios es otro vector
. . % .,
unitario. Por tanto, podemos hacer —* = v, quedando la expresién como:
Uy

Z, = URr4,

En esta expresion podemos notar que el vector unitario v, actia como
un operador que hace que z, pase a ser z, es decir que z, rote a la
posicion z, .

Podemos decir entonces que el vector unitario vy es un unitario de
rotacion.

Con este precedente, pasemos ahora a definir lo que es rotacion.

DEFINICION 17
Se llama rotacion a la transformacion U en C tal que, dado un vector
unitario v, € C llamado unitario de rotacion de U ,

U(2) =vgZ, paratodo zeC (D17)
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Ejemplos:
-1
1) ¢En qué vector se transforma el vector 20:|: } si lo
%
multiplicamos por el unitario de rotacion vy = ; ?
5
3 3 4 -19
-1 x(-1) - x4
U(z)) =vrz, = 44{4}:34 i ) 1%4 - BA
Jslal Daxar0x%) | 05
(Como es una rotacion, el vector rotado U(z,) conserva el
médulo del vector z,. Es decir, se verifica que |z,| = U (z,)|=+/17)

0 —7
2) Dados los vectores z, ={25} y z, :{24] hallar el unitario de

rotacion que transforma z, en z,.

Cuando nos referimos a una rotacion, es natural pensar en un angulo
de giro. Resulta, pues, util considerar el concepto de angulo de rotacion.
Decimos que para cada éangulo de rotacibn podemos encontrar
exactamente una posicion correspondiente a dicha rotacion.

Para exponerlo mas apropiadamente, diremos que para cada angulo de
rotacion existe uno y so6lo un unitario de rotacion correspondiente a dicho
angulo de rotacion.

Simbdlicamente, se define una funcion ¥ : R — C tal que: v, =Y (6;),
siendo 6, € R el angulo de rotacion (ver Fig. 25).

Yr vg =¥ (0R)

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T W% gz}\gﬁg&mo

DEL PERU

X X

Xg

Como vy :{ } es un vector unitario, tenemos que su médulo |vg| es

Yr
. . . 2
igual a la unidad, es decir que: |vg|" =Xz + Yz =1.

Por propiedades trigonométricaslo, podemos convenir entonces que

cos GR}

X
Xg =C0SO, , Ys =Sendy; con lo cual: ¥ (6;) = vy ={ R} :[senﬁ
R

Yr

DEFINICION 18
Se llama angulo de rotacion del unitario de rotacion vy, al

valor 6, € ‘R que satisface la igualdad:

CoSsOx
Ur = { } (D1s)

sendy

De este modo, dado el angulo de rotacion 6, € R y el vector z, €C

(ver Fig. 26), podemos obtener el vector rotado: Z,
| cosby
27 sen O % %
Z,

3
4

Fig. 26
Ejemplo: Hallar el vector z que resulta de rotar z, =[ un angulo

6 =60° en sentido antihorario (ver Fig. 27).

|
et S S A S ol e -

“|send, | |sen60°| 4 ﬁ/ 4| yx4+3xﬁ/ - 2|4+33 ==i=-=
2 2 2 EEEEE
HEEE
1 -3,93 -196 EEEE
%50 920 |7 460
Y
Z1 R Zo0
La rotacion de angulo 60
6 =60° transforma el
vector zo en el vector z;
X

9 para todo 0, € R, se cumple la identidad: cos? ¢, +sen? 6, =1, COMO expresion analoga a X2+ nylzgl'.ﬂ
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Con todo este precedente, vayamos ahora a una descripcion mas
precisa de las rotaciones consecutivas que estabamos tratando al

comienzo del capitulo.

¢,Cual es el unitario de rotacion correspondiente a una rotacion de 90° ?

CosOy cos90° 0| .
Tenemos que: v, = = =| |=I
sendy, sen90° 1

Asi, dado 20=D’}, la rotacion producida con un angulo de
0

0 =90° resulta:
_ -y § 0 X _ OXXO—lxyO L ~—Yo ol
Zi_URZO_IZO_[1}[y0}_{0xyo+xoxl}_[ X, —5

En donde se aprecia que iz, = z,

En consecuencia, podemos decir que multiplicar la unidad imaginaria i
por un vector Z, genera una rotacién de 90° sobre dicho vector, lo que nos

da el ortogonal Zo* (ver Fig. 28).

Y
La unidad imaginaria i es el z,
L ., , ] .
unltarloo de rotacion de angulo iz, = z, 90°
6=90°.
El vector z, se transforma en el
vector zy". X

Fig. 28

¢,Cudl es el unitario de rotacion correspondiente a una rotacion de
180°? D
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_ cosdy cosl80°| |-1
Tenemos que: v, = send = sen180° = 0
R

Asi, dado z, :[XO

0
-1 1 %, | —1><x0—0xyo} {—XO} {xo}
=0 = = = = = — =—
A 0n% {O}Z" [OLO_ leywxoxo ~Y Vol

., ) _ _1__X0 _ XO _
Tambien sabemos que iz, = oly |7~ =-2,
L 70

] la rotacion producida con un angulo de 6, =180°

resulta:

En consecuencia, una multiplicacion por i* genera dos veces una
rotacion de 90°, es decir una rotacion de 180° (ver Fig. 29).

Y

El valor i® es el unitario de Zy
rotacion de angulo 6 =180°.
El vector z, se transforma en el 180°
vector -zy

o X

12, = -2,

Fig. 29

Anélogamente a los casos anteriores, el lector puede verificar que una
multiplicacion por i® genera tres veces una rotacion de 90°, es decir una
rotacion de 270° correspondiente a i°z, = iz, .

Finalmente, el unitario de rotacién para una rotacion de 360° es:

CosOy cos 360° cosQ° 1 .
Ug = = = =| |, que es la wunidad o
send, sen 360° sen0° 0

elemento neutro de la multiplicaciéon en C.

Asi, dado el vector z,, la rotacion producida con un angulo de
6y =360° resulta:

1
Z, = VRZ, :[0}20:20; que, como sabemos, equivale al producto:

i‘z, =2,.
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Con esto, cerramos un ciclo de multiplicaciones por i y el vector z, da

una vuelta completa alrededor del origen, quedando en la posicion original.
Segun estamos observando, si a un vector z, lo multiplicamos

sucesivamente por i, se produciran respectivamente sucesivas rotaciones
de 90° de este vector.

Dicho de otra manera, el multiplicar n veces iiii..i =i" se corresponde
con sumar n veces 90°+90°+90° +...+ 90° = n(90°)

Asi, por ejemplo, si a un vector z, lo multiplicamos por i’, es decir por

i siete veces, este vector habra rotado 90° siete veces, es decir
7 x90° = 630°.

1
Estoes, i'z, =i'i‘z, :i‘{o}zo =iz, =~z

Esta posicion, como ya hemos visto, corresponde a una rotacién de
270°, la que es equivalente a 270°+360°= 630°

Esto, que se cumple para i, que es un
unitario de rotacion particular, ¢se cumplira
para todo unitario de rotacion v, y su

respectivo angulo de rotacion 6,?

Por lo que estamos observando, parece que si a un vector z, en C lo
multiplicamos sucesivamente por un unitario de rotacion v, se produciran
respectivamente sucesivas rotaciones 6, de este vector.

Precisemos mejor nuestra conjetura:

Parece que el multiplicar n veces vgL{VR..L; =0g", S€ corresponde
con sumar n veces 0, + 0y +0g +...+ 0y =Nl

Esto resulta obvio si lo razonamos de la siguiente manera:
Si el producto de un vector z, por un unitario de rotacion v, genera

una rotacion de angulo 6, el siguiente producto por el mismo unitario de
rotacion v, generara una nueva rotacion de angulo 6., es decir que
tendremos 26, a partir de la posicion original. Finalmente, repitiendo el
producto n veces tendremos una rotacion né, a partir de la posicion
original.

Esto nos lleva también a la consideracién, mas general, de que se
apliguen sucesivamente dos unitarios de rotacion diferentes, es decir:
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Si el producto de un vector z, por un unitario de rotacion v, genera
una rotacion de angulo 6, y el siguiente producto por otro unitario de
rotacion vg genera una nueva rotacion de angulo 6, tendremos una
rotacion 6 + 0 a partir de la posicion original.

Estos razonamientos, basados en la vision intuitiva de rotacién en un
plano, nos permiten confiar plenamente en que podremos demostrar
nuestras conjeturas.

Dejamos entonces a cargo del lector las pruebas de las siguientes
propiedades:11

po)
cos(0, +6s) i
e Len(ﬁR + 6’3)} (Par)
. cos(ndy) .
L = [sen(n@R)} , heZ (P1g)

La tercera transformacion que nos va a interesar en el plano complejo
es la dilatacion'® en C.

Esta transformaciéon tiene que ver con la idea - que ya habiamos
tratado intuitivamente - de “estiramiento” de flechas'®. Decimos que un
vector se dilata'® cuando cambia su magnitud sin cambiar su direccién o
linea de accion.

Para definir la transformacion dilatacion, recordemos la multiplicacion de
un elemento de R por un elemento de C:

Dado z= {X

} con zeC y r e R; definimos™ en (D3) la multiplicacion
y

X rx
de un namero real por un vectoren C: rz= r{ = )
y y

DEFINICION 19
Se llama dilatacién a la transformaciéon H en C tal que, dadoun r € R,

H(z) =rz, paratodo zeC (D19)

! Recordemos que Z" es una notacion equivalente a la expresién Zzz...Z, Nveces

12 Esta transformacion se denomina también homotecia en el plano.

3 Ver paginas 51, 52.

4 En este contexto, el término dilatacién tiene una acepcién mas amplia que la corriente. También puede
significar, como veremos, un encogimiento o contraccion del vector.

15 Ver Capitulo 3, pagina 52.
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La dilatacion en C se puede visualizar en la siguiente figura:

Fig. 30

En la figura 30, el vector z, se dilata hasta convertirse en H(z,), que
es el vector resultante segun la transformacion H(z) =rz, paraalgdn r e R.

El ejemplo presentado en el grafico corresponde a un r>1. Sin
embargo, debemos sefialar que cuando r =1 el vector no sufre alteracion
(podriamos hablar de una dilatacién neutra) y cuando 0<r <1 el vector se
“contrae” (podriamos llamarle una dilatacién inversa). Asimismo, cuando
r <0 el vector cambia de sentido y cuando r =0 el vector, simplemente, se
reduce al origen.

Ejemplo:

=
Dado z :{ c } con la transformacion de dilatacion: H(z) =10z, zeC,

OEEEEEEE)

tenemos: T

U T

H =10z =10 = EEEEE

@-105,-19 |- 7] i
Ejercicios:
Probar que:

2

a) U(z +2,)=U(z)+U(z,) X

b) U(z,z,) =2U(z,) = 7,U(2)
c) H(z, +2,)=H(z)+H(z,)
d) H(zz,)=2H(z)=2H(z)

¢ Qué relacidén podemos encontrar entre la
multiplicacion en C y larotaciony la
dilatacion?
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El lector recordard que las operaciones de adicion y multiplicacion,
definidas en C, también realizan cambios en el plano complejo, tales como
“mover” o “estirar”; por lo cual, resulta razonable enfocar el concepto de
operaciones en C usando el criterio de transformaciones del plano.

Si en la suma z+z fijamos z,eC para todo zeC, esto es
equivalente a definir una traslacion T:C > C, T(2) =z+z,.

Asi pues, fijando uno de los sumandos, una adicién en C se puede
presentar como una traslacién en el plano complejo.

-1 2 1
Por ejemplo, en la suma [4}{5}:[9} interpretamos que el punto
situado una unidad a la izquierda y cuatro unidades arriba del origen se ha
“movido” dos unidades a la derecha y cinco unidades arriba, dando como
posicion final una unidad a la derecha y nueve unidades arriba del origen

(ver Fig. 31).
Y B
4

El vector z, de la traslacion zo I/
genera un “desplazamiento” i
desde A hasta B, lo cual es JZ+ 29
equivalente a la suma A )

Z+ z, desde el origen. Z\|/

!
X
Fig. 31

En el producto z z,, fijemos z, € C paratodo zeC.
Segun (P1s), este producto se puede escribir como  zz, = Zjz,|v, .
Haciendo |z,|=r, escribimos zz, = zrv, = (rz)v, = H(2)v,

Hasta aqui, lo que tenemos es una dilatacion de zeC, segun la
transformacion H, multiplicada por un vector unitario v, .

Haciendo v, = v, (unitario de rotacion), y segun (D17), tenemos:
7z, = H(Z)vg = vgH(2) =U (H(2)
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En consecuencia, fijando uno de los factores, una multiplicacion en C
se puede presentar como una composicion [Uo-H](z)=U(H(z) de una

rotacion U con una dilatacion H en el plano complejo.
Ejemplo:
Si tenemos los vectores z = 3 zZ, = 2 en el producto z z
Z = IR PRk P 4 7
podemos considerar que z, va a ser transformado por z, (ver Fig. 32)."°

Calculamos el modulo de z,:

2,|=12° +(2@)2 =4 T

L]
. . , G| R )
Calculamos el unitario de z, segin (Ps): H2e ey
RS
o1 a2l | %
'zl 4l243] |3y
Podemos hallar el angulo de rotacion del unitario v, segin (Dg):
cosf CosS QR = }é
v, = % ={ QR]dedonde: A = 0 =60°
sen
AR sty =3,
Y 212,
En el producto z z,, el
vector z, resulta dilatado
cuatro veces y luego
girado 60°.
Z1 X
Fig. 32
Estamos entendiendo esta transformaciéon compuesta en el sentido que
primero se produce una dilatacion y luego una rotacién.'” Asi, en el ejemplo
18 |_a propiedad conmutativa de la multiplicacién en C nos permite elegir indistintamente qué vector va a ser D

transformado. Estrictamente hablando, es la composicion [U o H](z) quien transformaa Z, .
7'LLa composicion de transformaciones es, en general, no conmutativa.
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anterior dijimos que el vector z resultaba dilatado cuatro veces y luego

girado 60°. ¢Podriamos considerar el sentido inverso y decir que esta
transformacién compuesta equivale a primero girar y luego dilatar? En otras
palabras, ¢esta transformacion compuesta es conmutativa?
Intuitivamente podemos visualizar cada uno de los casos y darnos
cuenta que “estirar y luego girar” es equivalente a “girar y luego estirar”.
Dejamos a cargo del lector la prueba de esta conmutatividad.

Ejercicio:
Probar que:
[U-H](2)=[H-U](2)
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CAPITULO SEIS
A TRAVES DEL ESPEJO

A partir de las definiciones y propiedades que hemos estado
desarrollando en el contexto de un espacio vectorial, en donde cada
numero complejo es un vector representado en el plano C, veremos que
podemos llegar a expresar los numeros complejos en otras formas
equivalentes; esto es: en forma de binomio, en forma polar y en forma de
matriz cuadrada. En la forma binémica, un nimero complejo es expresado
como un binomio, donde un término es la parte real y el otro tiene la parte
imaginaria. En la forma polar, y con un énfasis mas bien geométrico, el
namero complejo esté representado por las coordenadas polares del punto
gue lo representa en el plano, es decir, por una distancia y un angulo. En la
forma matricial, los ndmeros complejos son expresados como un tipo
especial de matrices cuadradas.

Por ultimo, mostraremos, de una manera sucinta y a nivel informativo,
gue los numeros complejos también pueden ser expresados como clases
residuales de polinomios. Esta ultima representacion, que llamamos forma
modular, tiene una naturaleza muy independiente de las anteriores y
ademas, para su estudio, requiere de un conocimiento previo de aritmética
modular y algebra de polinomios, temas sobre los cuales no vamos a
insistir. De todos modos, la hemos incluido porque es una forma poco
conocida, permite ver cOmo se interrelacionan algunos conceptos de la
aritmética y el algebra y puede despertar la curiosidad intelectual del lector.

" Del titulo de la obra Through the Looking-Glass and what Alice found There de Lewis Carroll
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a) Forma Binémica de los Numeros Complejos

Pensemos en dos vectores z y z, en C, que estan sobre el eje X (ver

Fig.33).
Como ya hemos visto, estos vectores pertenecen a la recta R en el
plano C; es decir, son numeros reales en C:

Ziz{zl}eﬂ%cC,

A
A 4

X
Zz={ Z}G%CC 22 41
0

Fig. 33

Tal como se vio en el Cap. 4, la suma y el producto de z y z, son
respectivamente:

HiHR IR

Lo e
00O X x0+X,x0 0

Esto nos permite manejar una notacion en donde vamos a poder

identificar operacionalmente el nUmero complejo [0} con el nimero real r,

r
es decir que podemos hacer: {0} or, reR

En virtud de las propiedades anteriormente estudiadas, si ahora
Xo

] éste puede escribirse de la
0

tenemos un numero complejo 20:{

siguiente forma:

LS
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Si identificamos [)ﬂ con el nimero real x, y usamos la notacion

. 0 .
adoptada anteriormente [J =i, resulta:
Zy=X +Yol, X €R, Yy, €R.
Busquemos ahora una forma de identificar el nUmero complejo i .
. r . .
Como el numero i no es de la forma [0} no podemos identificarlo con

un numero real I ; pero obtenemos una identificacion indirecta con la
siguiente operacion:

SHEAREAES

Asi, llegamos a la denominada forma binédmica de los nuameros
complejos, que usualmente se representa como:

Zz=a+bi: aeR, beR, i?=-1.

Esta forma permite operar con los niumeros complejos como si fueran
binomios de numeros reales, facilitando de este modo sus operaciones.

Asi, para multiplicar z, =2+3i con z, =11+ 4i, procedemos asi:
22, =(2+3i)(11+4i) = 22 +8i +33i +12i* = 22 +8i +33i +12(-1) =10+ 41i

Como es natural, este resultado es el mismo que cuando operamos con
vectores en C:
2|11 B 2x11-3x4 B 10
34| |2x4+11x3| |41

Ahora, si tenemos dos nuameros complejos, por ejemplo z =3+4i vy
z,=2+5i, y queremos dividir z por z,, nos encontramos con el
inconveniente de tener un binomio de la forma a+bi como divisor. Sin
embargo, si multiplicamos dividendo y divisor por el conjugado de z,,

resulta un numero real como divisor y entonces la division se hace muy
facil.
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En efecto, si z, = x, + Y,i, €l conjugado de z, se escribe z, =X, - V,i,
y el producto de ellos resulta:
-5 H H 2 \ 2 2 2
2,7, = (X + Y1) (X, = Yol) = %5 = (Y1) =%, +Y; = sz
mos, es un numero real.

2
; que, como sabe-

Asi, para dividir z por z, multiplicaremos dividendo y divisor por el
conjugado de z,, que para este caso es el nimero 2-5i, obteniéndose
finalmente un numero real como divisor:

z, 3+4i (3+4i)(2-5) 6-15i+8i—20i°

z, 2+5i (2+5)(2-5) = 4-25i
 6-15i+8i—20(-1) 26-7i _

~ 4-25(-1) 29
_%_7;

29 29

Como es de esperar, este mismo resultado también es obtenido cuando
operamos con vectores en C:

3] [2] 1 [3x2+4x5] 1[26] | 2854
417 |5] 2245%|2x4—-3x5| 29|-7|" _%9

Ejercicios:

a) Dados: z, =4+7i, z, =-5+8i, hallar:
zZ +z, 7

2,2, 3
%
ZZ

Z+g
Z£1+Z;1

b) Dados los imaginarios z,, z,; si z,+z, R, 2z, e R,
probar que z =z, .

c) Dados los puntos en el plano C: 2+i, 4+3i; hallar los valores
posibles de un tercer punto para que los tres puntos en el plano formen
un triangulo equilatero.
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d) El centro de un cuadrado es el punto —2+i y un vértice es 1+3i.
Hallar los otros vértices.

1+i 1-i
-+ .
1+21 1-2i

e) Hallar:

f) Hallar el conjunto solucion de la ecuacion: z+z=8
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b) Forma Polar y Exponencial de los Numeros Complejos.
Ecuaciones Polinomiales.

Forma Polar
Si tenemos un vector de la forma z, = {'ﬂ es decir sobre el eje X, en
donde p >0, éste estard representado por la figura 34.

Y

El médulo de este vector es:
2| =/p°+0=p 20

p X

A\ 4

Fig. 34

Si aplicamos una rotacién U, segin un angulo de rotacion 6 (ver Fig.
35), obtenemos:

Y
cosé
U(z,) :{ }zo =2 P

sené@

Esto también puede escribirse como:
cosé +0 p || cosd 0
z=12, = +
0+senéd 0 0 sené@
e |0
m H }gj ............ ®
0 0 1

Analogamente a lo desarrollado en la parte (a), podemos identificar:

cosé 0
r o p, <> cosé, =i con io-1 ... 2
0 0 1
Como la transformacién aplicada es una rotacion:
d=lzl=p 3)
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La forma polar se basa en una interpretacion geométrica, en donde el
namero complejo z, representado por un punto Z en el plano, esta
determinado por su distancia desde el origen de coordenadas y por el
angulo que forma el segmento dirigido al punto Z con un eje de referencia.

En la figura 36, al nUumero complejo z lo representamos por el punto Z,
a la longitud del segmento OZ (distancia desde el origen) la llamamos
modulo de z y al angulo XOZ lo llamamos argumento de z.

Considerando las expresiones (1), (2) y (3), identificamos la longitud del

segmento OZ con el médulo |z = p, identificamos el argumento de z con el
angulo de rotacion 6 y podemos escribir en la forma polar:

2= p(cosd +isend) v
Si z y z, son vectores en C, el producto se
puede expresar: ,
2 = 1) \|42)Y2 ) = 2“2 P
22, = (z)v,)- (2o, )=[2]z|ow
cos(@, +6
Segin (P12), v, = (0, +06) : 4 0
sen(6, +0,) X
por lo tanto:
COS(Ql + 0, Fig. 36
Z, = Z,|bv, = Z .
22, = |22, low, =2 {sen(glwz)
Lo cual, en la notacién polar, se escribe:
2,2, = p,p,(cos(0, +0,) +isen(6; +0,))
Esta expresion nos dice que el producto de dos numeros complejos es
otro complejo cuyo médulo es igual al producto de sus médulos y su
argumento igual a la suma de sus argumentos.
La forma polar utiliza también la notacion abreviada:
z= p cis@, en donde cisd =cosé +isend .
Asi, la propiedad anterior se puede escribir:
2,2, = pp, Cis(6, +6,)
Ejercicios: 2

a) Probar que: z" = p"cis(nd), neZ" (Propiedad de De Moivre)
b) Probar que: z"+z™" =2cos(nd), |2 =1 . [Denotamos z " = (z’l)" ]

c) Encontrar una formula para la suma de numeros complejos en la
forma polar.
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Forma Exponencial

Hagamos: cisd = f (0)
Por las propiedades anteriores, podemos afirmar que:
f(el) f (‘92) = f (91 +02)

(f(@)" = f(no)

Si pensamos ahora en una funcion g(#) = €', podemos considerar que:
9(01)9(92) =g =% = 9(01 +92)
(9(0))" = ()" =€ = g(no)

Esto nos permite identificar la funcion g con la funcién f , y definir:

€? :=cis¥  (Relacion de Euler)?

Ejercicios:
Probar que: 2
i0 —ig
+e
a) cosé =

b) €7 +1=0
c) €"=€% =0,-6,=2kr, keZ

Raices enésimas de la unidad

Si en el sistema de los numeros reales, resolvemos la ecuacion:
x? =1, xe®R,

encontraremos que las soluciones son:

X, =1, X, =-1, pues: 1°=1y (-1)*=1

Si resolvemos la siguiente ecuacion:

x}=1, xeN,

encontraremos como Unica solucion:

x, =1, pues: 1° =1 (en este caso no hay solucion negativa)

2L El valor de @ debe darse necesariamente en radianes.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T W% gz}\gﬁg?m

DEL PERU

En la ecuacion genérica:

x"=1, xeR,neZ",

podemos decir que las soluciones son las siguientes:
Si nespar; x, =1, x,=-1, y

si Nesimpar, x, =1. (Probarlo)

Volvamos ahora al sistema de los nimeros complejos y planteemos:

2’=1, zeC.
La solucion obvia para esta ecuacion es z =1. Pero, ¢sera la unica
solucionen C? 0

Podemos ver que también hay otras soluciones en C para esta

ecuacion.
Por ejemplo:
1 B (1Y 13, 1Y-3.Y (3.Y
(—2 2|j _( 2} 3( j(2|J+3(—j(|J +(2|J =
1 33,9 33
8=t I
=1

Andlogamente, también podemos verificar que:

(_1_@}321_
2 2

NOTA:

Hemos hecho esta operacion usando la forma bindbmica; sin embargo,
en general, una potenciacion en los nimeros complejos se puede hacer de
modo més conveniente expresando el numero en la forma polar.

3

Asi, el lector puede comprobar que, para el niamero [—;+2iJ, el

modulo y el argumento son respectivamente: p=1y 6 =120°.
Aplicando la propiedad de De Moivre, la operacion resulta:
(1-(cos120°+isen120°))* =1° - (cos(3x120°) + i sen(3x120°)) =
=05360°+1sen360°=1+i(0) =
=1

Asi, estamos viendo que en la ecuacion z° =1, zeC, existen las
soluciones:
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Sin embargo, lo que nos interesa realmente no es tener estas
soluciones, sino encontrar un camino para llegar a todas ellas (no sabemos
si son sélo tres); y ademas queremos resolver el problema de un modo
general, pues también podrian plantearse las ecuaciones para zeC:

2t =1,72°=1, 2° =1, etc.
Veamos, entonces, la siguiente definicion:

Se denomina raiz enésima de la unidad al nimero complejo w tal que
w'=1, neZ*

¢Es w un vector unitario?

Planteandolo con vectores en C:

W = n{cos(ne)}: p" cos(nd) :{1} [
A sen(nd) | | p"sen(nd)| |0|

p"cos(nd) =1 ..(1)
p"sen(nd)=0 ...(2)

De (2), sen(nd)=0=>nf=mzr, meZ
Para el caso de m par, hacemos, mz =2kz, ke Z ....(3)

Reemplazando en (1):

p"cos(nf) = p"cos(2kr) = p" x1=1
De donde:

p =1 (luego,w es un vector unitario)

En el caso de m impar, no hay solucién con peR" en la ecuacion (1),
pues: p"cos(nd) = p" cos((2k +1)7) = p"cosz = p"(-1) = —p" < 0.

Luego, de (3): 0= Z:T

Por consiguiente:

Las raices enésimas de la unidad son todas las raices de la forma:

W, =Cis(2::ﬁj , keZ
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¢ Cuantas raices
enésimas tiene la
unidad?

Ejemplo:
Hallar las raices cubicas de la unidad:

Como n=3, tenemos:

wkzcis(zzfr), kez

Para k=0, w, = cis(0)=cos(0)+isen(0)=1+i(0)

Para k=1, w, =cCi 2z = CO0S 2z +isen 74 :—1+ﬁi
3 3 3 2 2
Para k=2, W, =Ci{?j=cos[?j+isen(?}=_l_\/§i

Il
-

(estas son las soluciones anteriormente mostradas para z° =1)

Si continuamos el proceso, o tomamos valores negativos para k,
encontraremos que los valores de w, se repiten. En consecuencia, la

unidad tiene tres raices cubicas (ver Fig. 37).

Ubicacion similar  tendrian las n
raices de la ecuacion z" =1; es decir,
habria n vectores ubicados en la
circunferencia  unitaria en  los

extremos de los arcos de longitud 27,
n

siendo uno de ellos el punto (1, 0).

Wo X

\ 4

Fig. 37
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Ejercicios:

a) Probar que la unidad tiene n raices enésimas.

b) ¢El nimero i es una raiz enésima de la unidad? Si es asi, ¢a queé 5
valor de n corresponde? ‘_

c) Probar que p,cisf, = p,CisO, < p, =p, A0, -0, =2kr, ke Z

d) Encontrar una férmula para hallar las raices enésimas de un namero
real Xx.

e) Hallar las raices enésimas de i . Interpretar graficamente la solucion.

f) Encontrar una formula para hallar las raices enésimas de un nimero
complejo z.

Ecuaciones Polinomiales

La idea de raices de un numero, se extiende a las raices de un
polinomio 0, mas propiamente, a las soluciones de una ecuacion polinomial.

DEFINICION
En el conjunto de los nimeros complejos, se llama ecuacion polinomial de
grado k a la ecuacion algebraica® de la forma:

ax“+a_x'+..+ax+a, =0,
en donde a,,a,,a,,.,a, son coeficientes complejosy a, #0

Por ejemplo, cualquier ecuacion de segundo grado de la forma
ax® +bx+c=0 con a#0 es una ecuacion polinomial y, como sabemos,
admite dos soluciones.

Igualmente sabemos que, por los aportes de los algebristas desde el
Renacimiento, las ecuaciones de tercer grado admiten tres soluciones y las
de cuarto grado cuatro soluciones.

Es natural conjeturar que cualquier ecuacion polinomial de grado n
admite entonces n soluciones, en general complejas.

Para ello, veamos lo que nos dice el Teorema Fundamental del Algebra,
demostrado por Gauss en 1799:

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA
En el conjunto de numeros complejos, toda ecuacién polinomial de grado
n>1 tiene solucion.

Con este enunciado, queremos decir que la ecuacion polinomial de
grado nx>1 P,(x)=0, puede descomponerse en P, ,(X)-(x—x)=0, es

decir que x, es una solucion de la ecuacion P,(x)=0.

22 LLa ecuacion algebraica se distingue de las otras ecuaciones en que no incorpora funciones trascendentes,
como las funciones trigonométricas, logaritmicas o exponenciales.
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Ejercicios:
a) Probar que el producto de dos raices enésimas de la unidad es una 2
raiz enésima de la unidad. 3

b) Probar que, si w es una raiz enésima de la unidad, w también es
una raiz enésima de la unidad.

c) Probar que, en el conjunto de los nimeros complejos, toda ecuacion
polinomial de grado n>1 admite n soluciones.

d) Probar que toda ecuacién polinomial de coeficientes reales, de
grado impar, tiene al menos una solucion real.

(Ver: Propiedades del conjugado)

e) Encontrar una solucion general para la ecuacion:
X"+ X" X"+ X2+ Xx+1=0; n=123,..
(Ver: Raices enésimas de la unidad)

f) Probar que la siguiente ecuacion tiene a lo sumo una solucion real.
X"+ X" X"+ X5+ x+1=0; n=123,..

(Ver: Raices enésimas de la unidad)
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c) Forma Matricial de los NUmeros Complejos

Una matriz A, puede considerarse como un arreglo rectangular de

numeros reales ubicados en m filas y n columnas. Al niUmero que esta en
la i-esima fila y la j-ésima columna de la matriz lo llamamos a; . Decimos

que el orden de la matriz A,, es mxn. Esta matriz también puede
denotarse en la forma generica A= (g;)

mxn *

Asi, una matriz A, , tiene la forma: Az(a11 % ai3j
d, aQy AdAy

Si una matriz A es de orden nxn (namero de filas igual a numero de
columnas), entonces decimos que la matriz A es una matriz cuadrada de
orden n.

Por ejemplo, las matrices Ay B son matrices cuadradas de 6rdenes 2 y
3, respectivamente:

b, b, b
ac(® @) gl g
- aZl a22 1 - 21 22 23
b3l b32 b33

Igualdad de Matrices
Dos matrices mxn, A=(a;),, ¥ B=(),.,, son iguales si a;, =h

i
para i=12,...my j=12,..,n.

Ejemplo:
_ a b c u v w . .
Las matrices A= y B= son iguales si
d e f Xy z
a=u, b=v, c=w, d=x, e=y, f=2z.

Sumade Matrices
Definimos la suma de matrices como:
A+B=(3;)mn + (0 =(@; +b;) 1, P2 i=12..my j=12..,n.

(Las matrices Ay B deben ser del mismo orden)

Ejemplo:

. 3 0 -2 9 0 7
Si Az(aij)2x3:(1 4 SJ y B:(bq)zw:(ll 6 _4j

3 0 -2 9 0 7 12 0 5
A+B= + =
(1 4 5 j (11 6 - 4] (12 10 1}
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Producto deuna Matriz por un Numero Real
Definimos el producto de una matriz A= (a;),,, por un numero real a a

la matriz (0 ),,, denotada como cA.

Ejemplo:
. 30 -2
Si Az(aij)2><3 =

y a =7, entonces:
1 4 5

TA=(Ta,), . = 7x3 7x0 7x(-2)) (21 0 -14
U= 201 754 7x5 )T\ 7 28 35

Producto de Matrices
Definimos el producto® de las matrices A= (;) ., ¥ B = (b;),.,cOMo:

AB = (8 ) en (04 ) nep = (Ci ) meps PArA 1 =12,..,m; j=12...,n; k=12,.,p;
donde: (Cy)m, = (&0 + a0, +a3b; +...+a,b, )., (Los ordenes de las
matrices A y B deben ser de la forma mxn y nx p respectivamente)

Ejemplo:

-5

. 4 -1 0

SIE:(eij)2X3=(3 2 1) y F=(fi)sa=| 6
7

£4 -1 OJ (4><(—5)+(—1)><6+O><7J (—26)
3 2 1 . 3x(-5)+2x6+1x7 4

En el caso particular de las matrices cuadradas de orden 2, la sumay el
producto toman la siguiente forma:

Dadas las matrices Ay B:

Az(aﬂ aizj’ Bz[bu blz}

aZl a22 b21 b22

ALB- (aﬂ +by A+ bm), AB - (aﬂbn +aph,  ayby, + aﬂbzzJ
a21 + b21 a‘22 + b22 a21b11 + a22 b21 a21b12 + a22b22

23 Esta operacion de matrices es, en general, no conmutativa.
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Ejercicios:
b c+d) (4 6
aysi |27 CT9 Challar a, b, cyd.
c-d a-b 10 2 >

2 -3 6 9
b) Dadas las matrices A:(7 A J Bz(z 8]’ hallar A+ By AB

2 -3
d) Si a y b son dos numeros reales, sabemos que si ab=0 entonces
a=0vb=0. Sin embargo, esto no se cumple para las matrices. Por

1 2 2 -1
c) Sean P:(3 jy Q:( 4}. Demostrar que PQ = QP.

. . 1 2 4 -6
ejemplo, si A= y B= , encontramos que
2 4 -2 3

00 .
AB = (0 0}. ¢ Podria el lector mostrar otro ejemplo?

e) Definiendo valores numéricos para dos matrices de la forma
E = (eij)2><2 y F = (fij)le ) ha”ar EF E

Representacion de los Numer os Complegos

Segun ya hemos visto, en el sistema C, si tenemos un vector z,
podemos generar una rotacion a z por la transformacion:

cos®
U(z) = Len QR}ZO = z, segun el angulo de rotacion g, (ver Fig. 38).
R
Y Z1
p
Or Zy
—

Fig. 38

X

Poniendo z, :[ } z = {Xl} tenemos la expresion vectorial:
1

0

U(z,) = COSOg | X, | | COSORX, —senbry, | | % )
" senOg | Yo |, [cosOry, +senfex, | |y |
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Si identificamos el vector z, del sistema C con una matriz columna de

orden 2x1, estoes: z = {Xl} > (XlJ podemos escribir, segun (1):

1 1

COS O X, —Senbry, o COSO X, —sendpy,
sen@xX, +cosbrY, sen @y X, +CcosbLY,

Esta matriz columna, a su vez, puede ser expresada como el siguiente
producto de matrices:

COSOLX, —senbry, | (Cosby —senby\ X,

senf.x, +cosdy, ) \senf, cosby |y,
Esto nos permite expresar:

X, | [cosfz —senby | X, @

y,) \send, cosf, \y,) "

: : cosf, —senby
lo cual sugiere que la matriz cuadrada de segundo orden ,

send, cosby

Xo
Yo
rotacion segun el angulo de rotacion 6.

gue multiplica a la matriz columna ( J se la conozca como la matriz de

¢Es posible entonces
representar los numeros
complejos como matrices?

Esto nos lleva a la idea de que los nimeros complejos pueden ser
expresados como matrices, con sus operaciones definidas de adicion y
multiplicacion; pero ello exigiria que estas matrices fueran todas del mismo
orden.

¢De qué orden
tendrian que ser
estas matrices?

En principio, las matrices representativas de los niumeros complejos
deberan ser necesariamente matrices cuadradas (¢, Por qué?)
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. . cosf, —senby
Segun (2), podemos apreciar que el operador

senf, cosdy,

representa un unitario de rotacion. Es decir, que el unitario de rotacion en C
puede identificarse con la matriz de rotacién que ya hemos definido:

cosfy cosfd, —sendy
e .
senfy senfy  cosby

Con lo cual, poniendo x=cos€, , y=send,, resulta natural suponer
que para todo ze C, podemos identificar un elemento equivalente en M, :

=6 )

v d

y y X

Sin embargo, no estamos del todo convencidos. ¢COmo podemos @

asegurar que los nimeros complejos se pueden representar en esta forma
matricial? 0

Debemos para esto probar que esta representacion de z en M, es
consistente con las operaciones de adicién y multiplicacion definidas en C.

Asi, identificando [Xﬂ PEN (Xl - ylj [Xz} o (Xz - Y2J’
yl y1 X1 y2 y2 Xz

verificaremos las operaciones correspondientes:

1) Prueba de la Suma:

a) Operando como vectores en C:
MHuiai
yl y2 yl + y2
b) Operando matricialmente:
(Xi - y1J+(X2 - yzj _ (Xi +%X, —(%+ yz)j
i X Y. % YitY, X+ X
Resultados que se corresponden segun la identificacion establecida:

|:X1+X2}<_)(X1+X2 _(y1+y2)J
YitY, YitY, X+ X
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2) Prueba del Producto:

a) Operando como vectores en C:
YillY XY, + XY
b) Operando matricialmente:
[xl - le(Xz - sz _ (xlxz S AZRACIAR ylxz)j
i % Y. % ) e Hxy, Vi) +xx
_ (Xixz -y, - (lez + ylxz)j
XY, + Y% XX, = V1Yo

Resultados que se corresponden segun la identificacion establecida:
[Xixz - ylyz} \ (Xlxz ~ViY, =04y, + ylxz)J
XY, + Y% XY, + Y% XX =Y,

: , X
En consecuencia, los numeros { e C pueden ser expresados como
y

. X Yy ] _
matrices cuadradas de la forma ( j con las operaciones matriciales

definidasen M, .

Ejercicios:

Utilizando la representacion matricial de nimeros complejos:

a) Comprobar que los numeros complejos conforman un campo,
identificando los inversos, elementos identidad y unidad imaginaria. ‘-

b) Definir el ortogonal, el unitario y el conjugado de un numero
complejo.

2
c) Hallar U(z,) con z, = (1 ) ] para un angulo de rotacién de 60°.
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d) Forma Modular de los Nimeros Complejos

Para abordar esta parte se requiere algun conocimiento de aritmética
modular y algebra de polinomios. La forma modular que estamos tratando
presenta a los numeros complejos como clases residuales de polinomios.

Para esto, debemos expresar qué se entiende por congruencia de
polinomios. Si consideramos que hay una familia de polinomios
congruentes relativos a un cierto polinomio d(x), estamos diciendo que

este polinomio d(x) divide exactamente a la diferencia de dos cualesquiera
de estos polinomios. Esto es, dados dos polinomios u(x) y v(x), decimos
gue u(x) es congruente con v(x), relativo al polinomio d(x), si y solo si
existe el polinomio q(x) tal que: u(x)—v(x)=d(x)-q(x).

Llamaremos a este polinomio d(x) el modulo de esta congruencia.

Por ejemplo, si tenemos d(x)=2x+1, decimos que los polinomios

u(x) =2x>+x*+9x+6 y Vv(x)=2x*-4x—-1 son congruentes relativos al
modulo d(x) =2x+1, pues:

u(x) = v(x) = (2x° + x> + 9x+6) — (2x* —4x-1) = 2x* - x* +13x+7,
diferencia que contiene exactamente al modulo d(x) = 2x+1. Esto es:
2x° = X? +13X+7 = (2x+D)(X* = x+7) = d(X) - q(X) .

Por consiguiente, analogamente a la Aritmética Modular, decimos que
dos polinomios u(x) y v(x) son congruentes relativos a d(x), cuando tienen
el mismo residuo al ser dividido cada uno por d(x). Asi, son congruentes

toda una familia o clase residual de polinomios, de la cual su representante
es el residuo r(x). Obviamente, el residuo de una clase residual es

congruente con los miembros de la misma clase.
Una congruencia entre u(x) y v(x), relativa a d(x), se denota como:

u(x) = v(x), modulo d(x).

Nuestra idea ahora es construir un sistema S que tenga el mismo
comportamiento que el sistema C de los numeros complejos, de modo que
cada numero complejo pueda ser identificado con cada uno de los
miembros de este sistema S

En el sistema de los nimeros complejos, la ecuacion o’ +1=0 tiene
solucion. Esto nos sugiere definir una congruencia entre polinomios de

modo que x°+1=0. Obviamente, esto se cumple si elegimos el médulo
como d(x)=x*+1. En consecuencia, en el sistema S cada nimero
complejo debe ser equivalente a una clase residual de polinomios de
moédulo d(x) = x*+1. Como el grado del residuo r(x) es menor que el
grado del divisor d(x), es claro que el residuo, como representante de clase
de polinomios, sera siempre un binomio m+nx en donde mneR.
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La consecuencia de esto es que, con el modulo x* +1, necesariamente
la expresion x* resulta congruente con el nimero real —1, esto es, x* = —1.

La forma como se llega a esta congruencia resulta de dividir x> por el
modulo x* +1, obteniéndose el residuo r(x) = —1.

x> +1-1x*+1
De este modo: x? =-1, médulo (x? +1).

Esta congruencia resulta analoga a la igualdad i* = -1 que vimos en la
parte (a) de este capitulo; lo que nos permite considerar que el binomio
m+nx, como clase residual de polinomios, estaria representando un
namero complejo.

Si esto no nos ha convencido, veamos entonces la correspondencia
entre la forma binémica a+bi y la forma modular m+ nx, médulo (x* +1):

a) Sitenemos los numeros complejos a, +bji, a, +b,i, sabemos que la
suma y el producto de estos numeros resultan iguales a:

Suma: (a, +bi)+(a, +b,i)=(a,+a,)+ (b, +b,)i (D)

Producto: (a, +bji)-(a, +b,i) =(aa, —bb,) + (ab, +a,b)i ...(2)

b) Para el caso de las clases residuales de S m +nXx, m,+n,X,

modulo (x> +1), la suma y el producto de estas clases residuales
resultan congruentes a:

Suma: (M +np)+ (M AN =(mAm) ()X .(3)

Producto: (m, +n,x)-(m, +n,X) =mm, +(mn, + m,n, )X+ n,n,x*
Para obtener el representante del producto, lo dividimos por x* +1:
X+ (mn, +mpn)x+mm, [+l

(mn, + myn)x+(mm, -nn,) nn,

Ordenando el residuo r(x), el producto queda finalmente:
(M, +n,x) - (M, +n,x) = (Mm, —nn, ) +(Mn, + m,n;)x --(4)
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Comparando las expresiones (1) — (3) y (2) — (4), se puede apreciar que
las sumas y los productos presentan respectivamente formas equivalentes
con relacion a los valores dados.

Esto nos permite identificar: a<>m, b« n

De esta manera, los nimeros complejos a+hbi pueden ser expresados
como clases residuales de S a+bx; es decir, identificamos:

a+bi < a+bx, moédulo(x* +1).

Asi, vemos que todos los nameros complejos tienen representacion
como clases residuales:

a+bx , modulo(x* +1), en donde a,beR.

1) ¢Existen verdaderamente los nimeros imaginarios?

2) Si una ecuacién no tiene solucidn, ¢se debe entonces
a que no estamos en el sistema adecuado?

3) ¢Cbmo solucionamos la ecuacion x* +1=07?

4) ¢Coémo es posible que en la expresion del nimero
complejo a+ bi se puedan sumar un término real y
un término imaginario?

5) ¢Como podemos interpretar la multiplicacion de dos
nameros complejos?

6) ¢De qué manera ayuda saber que los numeros
complejos se pueden representar de varias formas?

7) ¢Es posible que exista alguna clase de “numeros
complejos” con representacion de vectores en el

espacio R", n>2?
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EPILOGO

¢Hemos llegado al final del camino? ¢Podemos continuar extendiendo
nuestros sistemas numericos y encontrar campos cada vez mas amplios?
Hoy en dia sabemos que una forma de “hipercomplejo” como a+ bi + Cj

s6lo nos permitiria realizar “sumas” pero no podriamos definir algan tipo de
“multiplicacion” con él. El matematico irlandés William Hamilton (1805-
1865) lo intentd por mucho tiempo, sin éxito, hasta que finalmente llegd a
definir los cuaternios. Estos fueron los primeros hipercomplejos que llegaron
a establecerse y eran numeros de la forma a+bi + ¢j + dk. Estos numeros

podian sumarse de la misma forma que los complejos; pero la multiplicacion
no era conmutativa, asi que no podian ser una extension de los numeros
complejos. Mas adelante, Arthur Cayley (1821-1895) encuentra los
octonios, esta vez de dimensién ocho, pero éstos no sélo no tenian
multiplicacién conmutativa, sino tampoco asociativa.

Finalmente, Karl Weierstrass (1815-1897) demostré6 en 1863 que la
Unica extension de los numeros reales, en donde se puede dar una
multiplicacién conmutativa, es el campo de los niumeros complejos. Esta
demostracion aparecio publicada en 1873 en el libro de Hermann Hankel:
Theorie der complexen Zahlensysteme.

En conclusion, no podemos extender el campo complejo. Pero esto no
nos debe afligir, porque este campo es completo. Segun hemos visto, el
Teorema Fundamental del Algebra nos asegura que toda ecuacion
polinémica con coeficientes complejos y de cualquier grado tiene solucion.

Los numeros complejos, pues, constituyen la expresion mas cabal de
los sistemas numéricos.
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CONCLUSIONES

1) La aplicacion del método heuristico permite la reestructuracion de
conceptos a partir de conocimientos previos.

2) Es posible llegar a una mejor definicibn de conceptos siguiendo un
proceso inductivo o experimental.

3) En la ensefianza de problemas matematicos, las referencias
histéricas contienen elementos generadores para el inicio de un
proceso inductivo.

4) Se puede solucionar la ecuacion ®®+1=0 sin recurrir a la
introduccién de un elemento ~/—1 denominado imaginario.

5) Es posible encontrar una solucién para »®+1=0 comenzando con
un proceso intuitivo de visualizacion geométrica.

- X , .
6) La notacion vector columna z:{ para los numeros complejos
y

resulta operativamente mas conveniente que la notacion usual de par
ordenado z=(x,Y).

7) La definicibn de multiplicacion en C (Ds,) permite demostraciones
mas sencillas de las propiedades asociativa y distributiva.

8) La definicion de rotacion en el plano complejo z, = vz, resulta mejor
definida partiendo de la condicion |z,|=|z,|.

9) Desde un punto de vista heuristico, es mas conveniente llegar a una
presentacion matricial de los nimeros complejos a partir de la matriz
de rotacion en un espacio vectorial.

10) El estudio de los numeros complejos permite la integracion de
importantes conceptos matematicos, como son las estructuras
algebraicas, el algebra vectorial, las transformaciones geométricas, el
algebra de matrices y el estudio de clases residuales de polinomios.
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APENDICE 1
ALGUNAS APLICACIONES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Desde un punto de vista aplicativo, podemos reconocer que los nimeros
complejos contribuyen ciertamente a la solucion de problemas en la ciencia 'y
la tecnologia. La aplicacion de los nuameros complejos no se limita a la
solucion de problemas matematicos, en donde son un medio de solucién
para ciertas situaciones matematicas que originalmente se refieren al
campo real, sino también al campo de la fisica y la ingenieria. Las
aplicaciones que los numeros complejos tienen en diversas areas de la
tecnologia moderna, hacen ver al lector que un sistema mateméatico
diferente, y quizas inicialmente extrafio, contribuye a resolver problemas tan
reales como lo hacen otros sistemas conocidos; y de esta manera
comprender de un modo paulatino que pueden existir otros modelos
matematicos, no soélo légicamente validos, sino también aplicables a la
realidad.

En esta seccidn, presentaremos algunas aplicaciones de los numeros
complejos a las funciones trigopnométricas, a la Mecanica y a la Ingenieria.
Este contenido es sOlo una pequefia parte de las tantas aplicaciones
practicas de los nimeros complejos, las que pueden ser consultadas mas
ampliamente en libros especializados.”

Nuestro propésito es mostrar objetivamente que los numeros complejos
son naturalmente utiles cuando son elegidos como modelos adecuados en
diferentes situaciones problematicas. De este modo, podra servir de guia
para el docente de educacion secundaria, bachillerato y ciclos bésicos
universitarios en la presentacion de los nimeros complejos como modelo
matemaético util.

" Vid. Budden, F. J;; Op. Cit, pp. 84 —-159, 221-292;
Nahin, Paul; Op. Cit., pp. 84-141; Bolton, W.; Op. Cit., pp. 23-109
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1) Aplicaciones de los Nameros Complejos a la Trigonometria
a) Funciones Trigonométricas de Angulos Mdltiples:

Segun la propiedad de De Moivre, para n=2:
(cosf +isend)? = cos(20) + i sen(20) ...(1)

Si desarrollamos el cuadrado de este binomio, obtenemos:
(cosé +isend)? = cos’ 6 + 2i cosd send + (i senb)?
(cosé +isend)? = (cos® 6 —sen? 0) +i(2cosd sen ) ..(2)

De las ecuaciones (1) y (2):
cos(26) +isen(20) = (cos® @ —sen® @) +i(2cosh sen b)

De donde, por igualacion de las partes real e imaginaria:

cos(26) = cos’ § —sen” 6
sen(260) = 2cosfdsend

Estas dos ecuaciones son las conocidas identidades trigopnométricas para
un angulo doble.

En general, podemos hallar las funciones trigonométricas, no sélo de 26
sinode nf,con neZ":

Segun la propiedad de De Moivre:
(cos@ +isend)" = cos(nd) +isen(nd) ..(3)

Segun el Teorema del Binomio: (cos@ +isenf)" =
- @(cose) " i 5en 9)° +®(cose) "1 (i sen ) +(2j(cos¢9)”2(i send)? +
+(nj(cose) "3(isend)® + +( \ j(cos&)l(i send)"t + (n](cose)o(i send)”  ..(4)
3 n-1 n
De las ecuaciones (3) y (4): cos(n@) +isen(nf) =

_ [g)(cosﬁ) (i 5en)° + m(cose) (i sen )" + @(cose) "2 (i sen6)? +

+[nj(cose)”3 +...+[ " j(cos@)l(isene)”l +(nJ(cose)°(sen9)”
3 n-1 n

Igualando cos(n@) con los términos de orden impar (parte real) y sen(ng)
con los términos de orden par (parte imaginaria):
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cos(nd) = (cosh)" — (gj(cose) "2 (senf)’ + (ZJ(COSH) "(send)” ...

sen(né) = n(cosd)" ' send — (2}(0059) "3(send)® + [gj(cosa) "(send)® — ..

De estas dos ecuaciones se puede obtener tg(nf):

n
n(cos®)"* send —( J(cos@) "3(senf)® + ...
tg(nd) = sen(nd) 3

cos(nd) (cosd)" - (;)(cose) "2(senf)? +...

Poniendo seno =tgéo:
cosd

n 3 n 5
ntgé — [3J(tg 0)" + (BJ(tg ) —...

1—@099)2 +(?J(tgt9)4 _y

tg(nd) =

Por ejemplo, podemos obtener las funciones trigpnométricas de los

angulos triples:

cos(39) = (cosh)® - @j(cose) 2 (sen )’ =

= cos’ # —3cosf sen’ 6 = cos® & — 3cosf(1— cos® 6) =
= 4cos’ @ — 3cosh

sen(39) = 3(cosd) >t send — @(cos@) "(send)® =

=3cos’ #send —sen® O = 3(1—sen’ f)send —sen’ O =
=3senfd - 4sen® o

3tgl — @(tg 0)°

3
1- (ZJ(tg 0)?

_ 3tgd-tgo
1-3tg° 6

tg(39) =
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b) Angulos Mdltiples y Potencias de Funciones Trigonométricas:

Se sabe, por la propiedad de Moivre:
z" = (cosf +isend)" = cos(nd) +isen(nd)
z " =(cosf +isend) " = cos(nd) —isen(nb)

De donde:
z"+z" =2cos(nB) (1)
z"-z" =2isen(nd) ..(2)

Desarrollemos el siguiente binomio:

-1\n __ n n-0¢--1\0 n n-17--1\1 n n-2¢.,-1\2
(z+27) _[OJZ (z7) +(1jz (z7) +[2jz (zH) +
n n-3/,-1\3 n 1/7,-1\n-1 n 0/--1\n
+(3jz (z7) +...+[n_Jz (z7) +[njz (z7)

n n n
(z+zh)" = (OJZ" - (Jz”‘lz‘1 + [ZJZ"_ZZ_Z +
n n n n
+| |2t 22z "2 4 zz? Y 4| |2
3 n-2 n-1 n

n n n n n n n
(z+zH)"=| |2"+] |22+ |27+ 2"+t AR 27"+ |z"
0 1 2 3 n-2 n-1 n
Por propiedad de los coeficientes binomiales, sabemos que:

-l

En virtud de esta propiedad, podemos agrupar los términos con
coeficientes equivalentes:

n n n n-2 n n-4 n n-6 n 4-n n 2-n n -n
Z + VA + Z + Z +...+ VA + VA + V4
0 1 2 3 n-2 n-1 n

—

—>
—
>

136

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP ' UNI\éERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

En caso de ser n impar, el numero de términos del desarrollo es par y

gueda expresado completamente por todas las parejas agrupadas en
binomios:

(z+zH" = [8}(2” +z")+ GJ(Z“ +z77 M) 4 [2}(2”4 +70MN) ¢ [nnlJ(z+ zh)

2
En caso de ser n par, el nimero de términos del desarrollo es impar y

gueda expresado por todas las parejas agrupadas en binomios mas el
término central:

-1\n __ n n -n n n-2 -(n-2) n n-4 —(n-4)
(z+27) _(0](2 +z )+(1](z +z )+(2](z +z )+...
n n
...+(n_2j(zz+z‘2)+(nj

Segun la ecuacion (1), reemplazamos z" + z™" por la expresion 2cos(né)
en cada una de las ecuaciones:

Ecuacion con n impar:

(2c0s0)" = (gj(Zcos(ne)) ; (:J(Zcos((n —2)0))+ @(mos((n _8)0)) 4.t (nn_lj(zcose)

2" cos" g = [gj cos(nd) + (B cos((n—2)0) + [gJ cos((n—4)0) + ...+ ( :J cosd
Para n impar:

g L [(N o+ " 20)+| " Y " |coso
cos = oni (Ojcos(n )+(1Jcos((n— ) )+(2]cos((n— ) )+...+(HJcos

2

Ecuacion con n par:

(2c0s0)" = (g)(Zcos(nH)) . @(mos((n _2)0)) + (QJ(ZCOS((n _4)0) +...

n n
.t (H_ZJ(ZCOS(ZH)) + ["J

1 n n n 1(n
2" cos" @ = [Oj cos(né) + (J cos((n—2)0) + (ZJ cos((n—4)0) +...+ [”‘ZJ cos(20) + 2(“}

2

5

Para n par:
n

0= || " cosny +| " 20)+| 40 20)+5|
cos” 6= (OJcos(n )+(1]cos((n— ) )+(2j003((n— )0) + ...+ w2 cos( )+§ )
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Para mostrar cémo se aplica este desarrollo, expresaremos cos’6 vy
cos’ @ en términos de angulos miiltiples.

Ejemplo 1:
s, 1 3 3 ~
cos’ @ = 21 ((0} cos(39)+(1] cos((3 2)9)J

cos® 6 = All(cos(sa) +3cosh)

Ejemplo 2:

‘0= 1[4 46 4 4-2)0 104
cos =S (O)cos( )+[1Jcos(( -2) )+2(2j

cos* 9 = ;(005(449) +4c05(26) +3)

Estas ecuaciones resultan particularmente utiles en calculo integral.
Veamos el siguiente caso:

Ejemplo 3:
Calcular: Icosse deo

5, i 5 5 | 5 B
cos’ @ = 251 ((0} cos(59) + (J cos((5-2)0) + (2} cos((5 4)«9)J
cos’ 0 = 116(005(549) +5c08(39) +10c0s6)
jcos5 0 do = j 116(005(549)+ 5c0s(39) +10cosd) dé

5 1|1 1
j cos® 6 do = 16{5 j cos(50)d(50) +5x j cos(30)d(30)+le (cos@)de}

[cos®0 do = 1[1sen(5¢9)+5sen(30)+1036n0}+c
16| 5 3

Icos56 do = E;t)sen(Sé?)Jr4589en(36?)+:sem9+c

Siguiendo un camino similar también podemos llegar a una expresion general
de la potenciacién de send en funcion de &ngulos multiples.

Las ecuaciones (1) y (2) también se pueden aplicar para valores particulares
de n sin gran dificultad.

llustraremos esto con dos ejemplos:
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Ejemplo 4:

Expresar sen®*é en términos de angulos multiples.
Aplicamos la ecuacion (2) para n=1:

2isenf=z-z"

(2isend)® =(z-z")®

8°sen®0 =27 -3z°z2" +32(z")* - (z1)®
8(-i)sen®6=2-3z+3z"'-7°
—8isen®d=(-2%-3z-2z")

Aplicando nuevamente la ecuacion (2) para n=3y n=1:
—8isen®d = 2i sen(39) — 3(2i senb)

Finalmente llegamos a la expresion:

sen®é = —Lllsen(Sé?) +Zsen6?

Ejemplo 5:
Hallar jcos3esen50 dé:

Partimos de las ecuaciones (1) y (2):

(2c0s6)’(2isend)® = (z+ 2 )% (z-z)°

(2°cos®0)(2°i°sen® @) = (z+ z M) (z-z")%(z-21Y)?

2%icos’0sen® 0 =[(z+z)(z-z )% (z-2")?

2%icos’0sen® O =[(z> -z 2)*(z-z")?

2%icos’Osen® @ = (z° -3z2*z? +32°7 - z2°) " -2z + %)

2%icos’Osen® @ =(z° -3z +3z2° -z2°) (2" + 2% - 2)

2%icos’0sen® @ =2 + 2" —22° -3z -3+ 62°+3+3z2° -6z° -z -7°%+22°
2%icos’Osen® 0= (2 -2°)-2(2° -2°)-2(z" - z*) +6(2° - 27?)

De la ecuacion (2):
2%i cos® Bsen® @ = 2i sen(80) — 2(2i sen(60)) — 2(2i sen(46)) + 6(2i sen(26))
27 cos® #sen® 6 = sen(89) — 29en(6¢9) - Zsen(49) +65en(20))

1

ety L 1 _1 3
cos’ #sen 0_128 (89) 64s;en(66?) 64sen(4<9)+649en(26?))

Calcularemos la integral:

5 3
[cos®0sen®6 do = | (128sen(80)—645en(69)—643en(49)+64sen(29)j

jcos36?sen56? do =

1
= g (@A j sen(60)do — — j sen(49)do + — j sen(20)dé
1 1 1 3
20sen® 0 df = ———cos(80) + ——— cos(66) + ——— cos(40) — —— cos(28) + C
Jcos? gsen 1024 S0NE0) * 55, COS(BO) . COS(AE) = o COS(20) +
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II) Aplicaciones de los Niumeros Complejos a la Mecéanica y a
la Ingenieria

a) Aceleracion centripeta de una particula:

Calcularemos la magnitud y direccion de la aceleracion producida por el
movimiento circular de una particula.

Para ello, precisaremos que las condiciones de movimiento son que la
particula se mueve sobre una circunferencia de radio r, con una velocidad
angular constante @ (ver Fig. 1).

Empezaremos calculando su velocidad v.

Definiremos la velocidad v como la derivada de la funcion compleja z,
gue representa el vector posicién de la particula, con respecto a la variable
real t, la cual representa el tiempo.

De este modo:

v=3i, para z=r(cosd +isend); siendo r =|z una constante.

v:;jt[r(coseﬂsene)] 4z
d . d

v=r|—(cosf)+1—(senb
& (eost)+i § (o)

V= r[—sen@deﬂcosadaj
dt dt

do .
v (—send +icosh) Fig. 1

Considerando que la particula se mueve con una velocidad angular

do
constante w = — :
dt

V= r(-send +icosh)

Multiplicando por (—i)(i) =—i* =1:

v=—i-o-r(-iseng+i?cosh)

V=—i-w-r(-isend-cosé)

V=i-o-r(cosd +isend) ig. 2
V=i-0-2z

v=i(w-2)

Tal como se ilustra en la figura 2, el
operador i del vector velocidad i-(@-2)

indica que éste forma un angulo de 90° con
el vector posicion z.
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Calcularemos ahora su aceleracion a.

Definiremos la aceleraciéon a como la derivada de la funcion compleja v,

gue representa el vector velocidad de la particula, con respecto a la variable
real t, la cual representa el tiempo.

De este modo:

a= a, para v=iw-z, siendo i@ una constante.

d .
a=—(iw-z
d,[(60 )

i oy o =0z
at

a=io(w--2)
a=i‘w’z=(-)w’z

Tal como se ilustra en la figura 3, el
operador (—1) del vector aceleracion
a=(-D)w’z indica que éste tiene un sentido
opuesto al del vector posicion z.

Decimos entonces que la aceleracion apunta
hacia el centro; es decir, es centripeta.
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b) Diferencia de fase en corrientes alternas:

Tenemos un generador de fuerza electromotriz alterna conectado con
una resistencia R (ver Fig. 4).

El potencial en cualquier instante del tiempo t viene dado por:

v=vsen(w-t),

en donde: ¥V es el potencial maximo, @ es la frecuencia, y t es el tiempo
medido desde que la diferencia de potencial es cero.

La intensidad * de corriente que pasa a través de la resistencia R en un
tiempo t viene dada por:
. V. Vv . \Y ~
i zfzisen(a’ ) =—sen(w-t)=1sen(w-t),
R R R
en donde i es la intensidad de

corriente maxima.

De estas ecuaciones, también V R
podemos escribir:
v=iRsen(w-t)

En virtud de estas ecuaciones, podemos Fig. 4
pensar en vectores de médulos v , i.

Identificando la direccidon que toman estos vectores para un tiempo t=0
con el eje X del plano complejo, y al valor -t con el argumento de un
vector en C, entonces dichos vectores de médulos v , i — llamados vectores
rotatorios o fasores — seran respectivamente: V =¥-cis(w-t), | =i -cis(w-t).

V =9-cis(o 1)

Fig.5 Fig. 6

En la figuras 5 y 6, OM y ON representan respectivamente
el potencial y la intensidad de corriente en un instante t. Es
claro que cuando t =0 entonces el potencial y la intensidad
de corriente también son cero.

YEn las aplicaciones alaingenieria eléctrica, se conviene denotar laintensidad de corriente con el simbolo i .
Launidad imaginaria se representacon laletra | .
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Segun la figura 5, vemos que OM =0V sen(w -t), que es justamente la
representacion del potencial v=vsen(w-t) en un instante t. Asimismo, en la
figura 6,0ON = Ol sen(w -t) representa la intensidad de corriente i =i sen(w-t).

La relaciéon entre los fasores V, | es:
V =V-cis(w-t) =iR-cis(w-t) = R(i -cis(w-t)) = Rl , siendo la resistencia
ReR.

Diremos que los fasores V, | estan en fase cuando mantienen sus
direcciones iguales.

Veamos un caso en donde los fasores no estan en fase. Esto puede
ocurrir cuando se aplica una fuerza electromotriz alterna a una induccién L,
en donde V= (wL)i". (A la magnitud wL se le llama reactancia).

Se puede dar el siguiente caso:
i =0 sen(w-t)
v=Vsen(w-t+%)

El fasor V difiere en 90° del fasor | (ver Fig. 7) (decimos que el vector
voltaje esta adelantado con respecto al vector intensidad).

Tenemos entonces que: ¥

V=V-cis(w-t+7%) vV |

V = (oL)i -cis(w-t+%)

V = (wL)i - cis(w-t) - cis(%)

V =T cis(@-t)(el) - cis(%) -t

Denotando la unidad imaginaria X
como j =cis(%):

V = -cis(w -t))(wl)) Fig. 7
V=1-(alj)

Esta ecuacion nos indica que, para obtener el fasor del potencial
partiendo del fasor de intensidad debemos multiplicar por el numero
complejo wlj. Este numero complejo es un ejemplo de operador de

impedancia.

Para un caso general, el operador de impedancia se expresa con el
namero complejo:

z=-/R* +w’L?(cosgp + jseng), en donde ¢ es el angulo de fase en que
el voltaje adelanta a la intensidad de corriente.
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APENDICE 2
MISCELANEA

La presentacion de los numeros complejos también puede ser
motivadora y sugerente.” Por ello, mostraremos algunos casos que pueden
ser estimulantes para los estudiantes. La presentacion de estos casos
supone que el estudiante debe estar familiarizado con las formas bindbmica,
trigonométrica y exponencial de los niumeros complejos, asi como debe
manejar conceptos como representaciones vectoriales y series geométricas.

Generalmente, se acostumbra presentar ejercicios de numeros
complejos de un modo tradicionalmente algebraico y sin ninguna proyeccion
al uso de la imaginacion y las ideas creativas. De alli, pensamos que estos
temas motivadores pueden inducir a una mayor flexibilidad y afirmacion en la
comprension de estos conceptos.

Para la presentacion de estos casos, el docente debe ser consciente del
nivel en que los estudiantes estan trabajando y, convenientemente, decidira
en qué parte del desarrollo de su programa pueden ser introducidos.

" Vid. Gamow, George; Uno, dos, tres, ..., infinito: realidades y especulaciones de la ciencia;
Espasa-Calpe, Madrid, 1969, pp. 46-49

Nahim, Paul J.; AnImaginary Tale: The Story of the Square Root of Minus One, Princeton
University, 1ra. Ed., 1998, pp. 107-109, pp. 27-28
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l) Busqueda del tesoro

En una isla, un viajero encontr6 un viejo pergamino en donde se
mostraba la ubicacion de un tesoro. Las instrucciones eran las siguientes:

@ )

Sobre la costa norte de la isla veréis un roble y un
pino solitarios. Veréis tambien una vieja horca.
Partid desde la horca y caminad hacia el roble
contando los pasos. Bajo el roble debéis girar hacia
la derecha en dngulo recto y dar el mismo numero
de pasos. Clavad una estaca en el suelo. Ahora
debéis volver hacia la horca y caminar hasta el
pino contando los pasos. Bajo el pino debéis
voltear hacia la izquierda en dngulo rvecto y fijaos
bien en dar el mismo numero de pasos y luego
poned otra estaca en el suelo. Cavad a medio
@ camino entre las dos estacas. Alli estd el tesoro.

)

Pero habia pasado demasiado tiempo desde que se escribieran las
instrucciones y la erosion habia desintegrado la horca, no dejando ni siquiera
rastro del lugar donde estuvo.

La historia cuenta que este viajero, desesperado de intentar vanamente
hallar el tesoro, tuvo que dejar la isla con las manos vacias.

Lamentablemente, el viajero no conocia los niameros complejos. De
haberlos conocido, tal vez hubiese podido hallar el tesoro. ¢ Usted qué cree?

Si suponemos conocida la ubicacién de la horca, y seguimos las
instrucciones del pergamino, podemos hacer este croquis:
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Para dibujar este croquis (ver Fig. 8), hemos ubicado la horca en un
punto arbitrario y, partiendo de ésta hemos seguido las instrucciones, es
decir llegando al roble volteamos a la derecha y llegando al pino volteamos a
la izquierda, en cada caso contando el mismo nimero de pasos desde la
horca. Una vez ubicadas las dos estacas, el tesoro se encontraria en el
punto medio del segmento que las une.

Sin  embargo, desconocemos la ubicacibn de la horca.
¢, Desconoceremos por tanto la ubicacion del tesoro?

Para salir de dudas, representemos los puntos del problema como
vectores en el plano complejo, como se ilustra en la siguiente figura:

Fig. 9

Hemos considerado que el roble y el pino estan respectivamente en los
puntos “-1” y “+1” del eje horizontal. La horca ha sido ubicada en un punto
genérico “a+bi” y las estacas estan representadas ahora por los puntos “P” y
Q.

De la figura 9, se puede ver facilmente que los puntos “P” y "Q” pueden
expresarse cada uno como una transformacion compuesta (que incluye
traslacion y rotacion) de “a+bi”.

De este modo, tenemos:

P=-1+(a+1+bi)i=-1+ai+i+hbi*’=-1+ai+i-b
Q=1+(a-1+bi)(—i)=1-ai+i—bi>=1-ai+i+b

El tesoro estara ubicado en el punto medio del segmento PQ, es decir:
TESORO — P;Q _ (-1+ai+i —b)2+(1—a| +i+b) :2:i

Este resultado nos indica que la ubicacion del tesoro es independiente
de la ubicacion de la horca.
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II) Caminata en el plano complejo

Pensemos en el siguiente problema:

Supongamos que empezamos a caminar en linea recta y damos un
primer paso de un metro de longitud, luego damos el segundo paso de
medio metro, el siguiente de un cuarto de metro y asi sucesivamente (ver
Fig. 10). La pregunta es: ¢cual es el valor de la distancia desde el origen
hasta el punto limite para un namero infinito de pasos?

N
Ak
(o'}

Fig. 10

Tenemos asi que la longitud total es la suma de todos los segmentos:

S=1+1+1+1+...
2 4

Lo cual queda expresado como sigue:

2 3
S:1+}+ 1) +(1j +...
2 (2 2

Esto es lo que llamamos una serie geométrica convergente, y la solucion
se puede dar de inmediato:

Siendo la razén q= ; ;
1 1

Sziz

—
1-q 1_&
2

Decimos que cada paso dado a lo largo de la recta equivale a un término
de la serie. La distancia limite desde el punto de origen sera pues dos
metros.

Podemos pensar en extender este caso al plano, planteando el problema
como sigue:

Damos un primer paso de un metro de longitud, luego damos el segundo
paso de medio metro pero girando un angulo 6 en sentido antihorario, el
siguiente paso sera de un cuarto de metro girando nuevamente un angulo 6
en sentido antihorario y asi sucesivamente (ver Fig. 11). La pregunta es:
¢cual serd la distancia desde el origen para un nimero infinito de pasos?
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1
16

1

8
o/
= 4

® » 1
2 X
1 Fig. 11

El vector posicion correspondiente al enésimo paso estara dado por la
siguiente suma:

S 14 teey Lo +...+ile<”*1>i9
2 4 on-

Cuando n—« podemos ver que también se trata de una serie
s , 1. ,
geomeétrica convergente de razén q:Ee , cuyo valor estarq dado por la

formula®:

mal
1-q 1_Eei6
2

0

Encontrar la distancia desde el origen es hallar el médulo de S_,
pudiendo verificarse siguiente resultado:

1 2
IS.|=——1=

1_1go| ~/5-4cosd
2

El ejemplo visto en la recta puede considerarse como caso particular de
|S,| para 6 =0, en donde resulta una distancia |S,|=2. Como en este caso

cosd =1, este valor |S, | =2 resulta maximo® para todo 6.

Otro caso interesante es un movimiento oscilante en linea recta, es decir
2
con ¢ =180°, en donde encontramos que |S, | = 3

? Estaférmula, vélida para q= 1. también resulta vaida para el valor complejo g = Eeie.
2 2

® Intuitivamente, podemos percibir que el valor de esta distancia es maximo “desenrollando” todala cadenade
vectores sobre la horizontal.
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[II) Solucion grafica de las raices complejas de una ecuacion
cuadratica

Consideremos la funcion cuadratica f(x) =ax®+bx+c, con a,b,ceR.

Sabemos que las dos soluciones de la ecuacién f(x)=ax*+bx+c=0
son, o ambas reales o ambas complejas, dependiendo del valor del llamado

discriminante A =b? —4ac. Asi, si A >0 las soluciones son reales y si A <0
las soluciones son complejas.

Considerando el caso de A <0, en donde las soluciones son complejas,
podemos observar que el grafico de la funcién cuadréatica correspondiente

f(xX)=ax’ +bx+c no cruza el eje horizontal (en donde el valor de la
ordenada para esta funcién seria y= f(x) =0), es decir las soluciones “no

aparecen” en el plano de la parabola. Sin embargo, las soluciones existen en
el campo complejo y lo que vamos a tratar es la posibilidad de una solucién
gréfica de estas soluciones complejas.

Veamos el caso de una ecuacion cuadratica ax® +bx+c=0, con a>0,
en donde las soluciones complejas son: p+ig y p-iq, con q= 0. Esto nos
permite escribir la funcion f(x) = ax® + bx+ ¢ del siguiente modo:

f(x)=a(x—p-iq)(x— p+iq), es decir:

f(x) =a(x~-p)* +9°]

De aqui se desprende que:

f(x)>ag>>0 (lo cual nos indica que no hay solucion real para la
ecuacion planteada).

Por lo tanto, para x= p obtenemos el valor minimo f(x) = ag?®, siendo el
punto (p,aq?) el vértice de la parabola que representa la funcion f(x) (ver
Fig. 12).

f(x) = ax*+bx+c

aq

Fig. 12
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Este resultado nos indica que podemos hallar graficamente el valor p de
las soluciones complejas p=+ig conociendo la ubicacion del vértice de la
parabola que es el punto minimo del gréfico de la funcién cuadratica
f(x)=ax*+bx+c.

Nos falta ver ahora como encontrar el valor q.

Para esto, fijémonos en la ecuacién f(x)=a[(x-p)*+qg°]. Podemos
ver en esta ecuacion que se puede llegar a una expresion sencilla para el
punto x=p+q. Estoes:
f(p+a)=a(p+q-p)*+9°]
f(p+a)=a(@’+q?)
f(p+q)=2aq’

Esta expresion nos sefiala que podemos hallar graficamente el valor de
p+q (y por lo tanto de q) en un punto de ordenada 2ag®, el cual es
precisamente el doble del obtenido para el valor p. Con esto, describiremos

en un diagrama (ver Fig. 13) el procedimiento para determinar graficamente
los puntos de posicion p y p+q sobre el eje X:

f(x) = ax’*+bx+c

2aq

aq

Fig. 13

Por ejemplo, intentemos hallar graficamente las soluciones complejas de
la ecuacion cuadratica x*-x+1=0.

Las coordenadas del vértice o punto minimo del grafico de la funcion
cuadratica f(x) = x* —x+1 son:

2
X:_Ez_ﬂzé; y: 1 _1+1:§
2a 2 2 2 2 4
Es decir, el vértice de la parabola esta en el punto (;ZJ (ver Fig. 14)
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1 .
Desde el punto p=5, levantamos una perpendicular hasta una altura

. . . 3 3
igual al doble de la ordenada del punto minimo, es decir 2 x 2 =—.

2

Desde el punto obtenido (;gj trazamos una linea horizontal, que

cortara el grafico de la funcidén cuadratica f(x) en dos puntos. Tomando el

punto de interseccion derecho, trazamos una vertical hasta el eje X, en
donde encontramos el punto que hemos llamado p+q. Este punto esta

aproximadamente en la posicion x~137. El valor de q resulta ser la

distancia:
g=p+9g-p=137-05~087.

De estos resultados, encontramos que las soluciones de la ecuacion
cuadratica x*—x+1=0 son:

X=pxiq=05+087i.

fx)=x*—x+1

Fig. 14
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BUSQUEDA DE o

¢Existen los nUmeros imaginarios?

¢Existeun @ € C
tal que w? +1=07?

\ 4

A 4

Definicién de Definicién de
adicion: multiplicacion:
z,2,eC zeC,re®R
v
Definicion de
multiplicacion:
o \ 4
z,2,eC "
zz,eC

A\ 4
C esun Sistema Numérico.

A 4

C esun Campo

A 4

Existe @ € C td que w?+1=0
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CUADRO No. 2
Existe w e C tal que w*+1=0
v
v
Presentacionesde C
v \ 4
Adicion Multiplicacion
v v ) 4
Traslacion Rotacion Dilatacion

4 4 \ 4 \ 4
Binémica Polar Matricial Modular
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