
Confronto SEM - FEM per un problema di dinamiastrutturaleL. Massidda, G. Siddi, M. VallasasCenter for Advaned Studies, Researh and Development in Sardinia (CRS4)Otober 24, 20021 IntroduzioneIn questo rapporto si �e voluto a�rontare un problema lassio di ingegneria ivile, quello di unatrave sempliemente appoggiata solleitata da una forza impulsiva in mezzeria.Il problema in esame, ben noto dal punto di vista sia sperimentale he teorio e' stato utiliz-zato per veri�are l'appliabilit�a delle metodologie ad elementi spettrali, alla risoluzione di unproblema di semplie dinamia strutturale. La metodologia SEM (Spetral Element Method) �estata implementata dal gruppo di Meania dei Solidi e delle Strutture nella famiglia di odiiELSE, �nora queste metodologie sono state impiegate in ambito strutturale, per la risoluzione diproblemi statii, e di dinamia transiente \veloe" legata io�e alla propagazione di onde elastihenelle strutture. I fenomeni dinamii in questo aso sono piu' lenti, interessano frequenze inferiori,e vengono generiamente de�niti ome problemi di dinamia strutturale.I risultati ottenibili on la metodologia spettrale saranno onfrontati on quelli ottenibili on unaspei�a metodologia ad elementi �niti, implementata nel odie ommeriale ANSYS, di provataaÆdabilit�a.2 Il problemaSi onsidera una trave a doppio T sempliemente appoggiata, libera di vibrare in direzione verti-ale, disposta in modo he possa inettersi seondo l'asse della sezione he o�re la minore inerzia,ossia on l'anima orizzontale. Nelle Figure 1 e 2 sono riportate rispettivamente uno shema dellatrave e le prinipali aratteristihe geometrihe della sezione.
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Figure 1: Shema traveLe aratteristihe del materiale utilizzato e le altre grandezze geometrihe sono riportate nellatabella 1: La trave e' soggetta ad una forza di tipo impulsivo appliata in mezzeria. La forma1
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Figure 2: Sezione trasversaleE 1:877 � 1011N=m2G 7:8208 � 1010N=m2� 7481Kg=m3� 0.2L 1.955mA 5:5 � 10�4m2J 2:3 � 10�8m4Table 1: Propriet�a del materiale e della strutturadell'impulso, ossia la sua durata e la legge di variazione della forza possono inuenzare in manieraimportante il omportamento della trave nel transitorio, in questo aso si onsidera un impulsodi forma triangolare avente una durata T = 0:004s ed una intensit�a massima F = 250N , il uiandamento �e riportato in �gura 3.La sua trasformata di Fourier e':H(!) = ( 1 se � = 0sin2(�T�) = sin2(�T�)(�T�)2 se � 6= 0 (1)La frequenza massima puo' essere onsiderata �max = 2=T (i primi due \lobi" della Trasformatadi Fourier), ioe �max = 5000Hz. Date le aratteristihe meanihe del materiale adottato sialolano i moduli di Lam�e: � = 5:21389 � 1010Pa (2)� = 7:82083 � 1010Pa (3)da ui si ottengono le veloit�a di propagazione di taglio �s e perpendiolare �p:�s =r�� = 3233:3m=s (4)�p =s�+ 2�� = 5279:96m=s (5)La lunghezza d'onda minima vale quindi:�min = �s�max = 0:647m (6)La taglia degli elementi spettrali per lo studio della propagazione di onde elastihe varia a se-onda del grado spettrale adottato e pu�o essere assunta pari a H = 0:065m nel aso per un grado2
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Figure 3: Time-history della forza appliata e trasformata di Fourierspettrale unitario n = 1 �no ad esempio a H = 0:647m per n = 5.Le aratteristihe della sezione e del ario appliato nel aso di una analisi tridimensionale im-pongono un valore piu' basso della taglia dell'elemento, ome sara' anhe evidenziato in seguito.La natura del problema permette di utilizzare le approssimazioni dei pioli spostamenti, e si fal'ipotesi he il materiale mantenga propriet�a lineari elastihe.3 Simulazioni on ELSEELSE �e una famiglia di odii basati sul Metodo degli Elementi Spettrali, per risolvere questoproblema viene appliato un odie per la propagazione di onde elastihe in domini tridimensionali.Il odie �e basato su un algoritmo di avanzamento in tempo espliito aurato al seond'ordine, esu un approio \element by element", he garantise maggiore veloit�a e ridotta oupazione dimemoria.Il problema presenta propriet�a di simmetria sia per quanto riguarda le aratteristihe geometrihehe per le ondizioni di ario. Infatti �e possibile individuare un piano longitudinale ed unotrasversale rispetto a ui arihi e geometria risultano simmetrii; per quanto riguarda le ondizionidi vinolo queste non rispettano la simmetria rispetto alla sezione trasversale tuttavia la tipologiadel ario (una forza in direzione vertiale) ed il fatto he il modello �sio appliato si basasull'ipotesi di pioli spostamenti, permettono di limitare lo studio ad un quarto di trave senzain�iare la validita' dei risultati.Sulla base di questo si e' deiso di modellare la trave ome shematizzato in Figura 4. In partiolareper quanto riguarda il vinolo nell'estremita' destra della trave (piano 3), si e' supposto hela trave fosse appoggiata in orrispondenza dell'anima, perio' si sono impediti gli spostamentivertiali di tutti i suoi nodi. Avendo inoltre modellato solo un quarto della trave, si sono inseritiopportunamente i vinoli nei piani in ui si e' pratiato un ipotetio taglio. Piu' preisamente nelpiano di simmetria trasversale (piano 1) sono stati impediti gli spostamenti lungo l'asse z (vedi�gura 4), nel piano di simmetria longitudinale (piano 2) sono stati bloati gli spostamenti lungol'asse x. La forza appliata e' pari ad un quarto dell'originaria.Si sono monitorati i risultati in orrispondenza di due punti della trave: il punto A ioe' quellodi appliazione del ario posto a L/2 (977.5 mm), e il punto B posto a L/4 (488.75 mm). Perquanto riguarda i parametri temporali si e' selto un tempo �nale Tf = 0:20s. I risultati sonostati registrati in orrispondenza dei seguenti istanti: t = 0:05s; 0:10s; 0:15s; 0:20s.3
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Figure 4: Modello sempli�atoTest Hx (mm) Hy (mm) Hz (mm) N Elementi Nodi �tA 5.0 4.16 � 5.0 61.09 2 192 1536 2 � 10�7B 5.0 4.16 � 5.0 61.09 3 192 7252 1 � 10�7C 5.0 4.16 � 5.0 61.09 4 192 15925 5 � 10�8Table 2: Propriet�a del modello SEMIl time step (�t) e' stato selto in base alla minima distanza internodale �x ed alla massimaveloita' di propagazione delle onde nel materiale max imponendolo inferiore al limite di stabilit�aCFL dello shema espliito di avanzamento in tempo adottato: �t = 0:5 �xmax .La tabella 2 riporta le aratteristihe della mesh realizzata (vedi anhe Figura 5), il grado spettrale(N) ed il time-step (�t).
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Figure 5: Mesh spettrale4 Simulazione on ANSYSPer ottenere un onfronto dei risultati ottenuti on la metodologia SEM si e' utilizzato ANSYSun odie ommeriale basato sul metodo degli elementi �niti, largamente impiegato nello studiodi problemi simili. Il modello realizzato on ANSYS si di�erenzia da quello utilizzato per glispettrali solo per le dimensioni assunte per gli elementi, la mesh risulta molto piu' �tta, le suearatteristihe sono riportate nella tabella 3 e nella �gura 6. Le ondizioni di ario e vinolo4



orrispondono esattamente a quelle adottate nell'analisi on gli elementi spettrali.
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Figure 6: Mesh ANSYSI parametri della simulazione in ANSYS sono stati selti diversamente dalla simulazione SEM,Hx (mm) Hy (mm) Hz (mm) Elementi Nodi �t2.50 2.50 12.22 3520 5589 1 � 10�6Table 3: Propriet�a del modello FEMquesto odie infatti onsente di realizzare simulazioni on metodi espliiti di integrazione intempo e tenihe \element by element" per il alolo delle foze elastihe e delle solleitazioni, soloattraverso l'utilizzo di un pahetto separato LS-DYNA.E' stato pertanto neessario utilizzare un metodo impliito di avanzamento in tempo. L'usodi questa metodologia omporta la risoluzione di un problema elastio ad ogni time step, onevidenti problemi in termini di oupazione di memoria in aso si utilizzi un metodo diretto perla risoluzione dei problemi elastii (in quanto risulta neessario mantenere in memoria la matriedi sti�ness dell'intero modello), e/o di tempo di alolo, soprattutto nel aso si selga un metodoiterativo per la risoluzione dei problemi elastii.Di fatto date le dimensioni del modello impiegato, �e stato neessario impiegare una metodologiadetta \ridotta", he ha onsentito di portare a termine la simulazione in tempi ragionevoli e onsuÆiente auratezza.La metodologia in questione �e molto viina alla deomposizione modale, si selezionano, in partedall'utente, in parte in automatio un erto numero di gradi di libert�a denominati MASTER, sullabase dei quali verr�a desritto il omportamento dinamio dell'intero sistema, e risolvendo una seriedi problemi statii vengono alolate le matrii di inerzia e di rigidit�a relative a questi gradi dilibert�a. Il metodo impliito di avanzamento in tempo viene appliato a questo sottoinsieme dinodi e alle relative matrii, os�i alolate. Le dimensioni del problema risultano molto ridotte.Una volta ottenuto il risultato erato si passa ad una fase di \espansione" dei risultati in ui ilrisultato in termini di spostamento e delle quantit�a derivate viene estrapolato per tutti i nodi delmodello sulla base dei risultati dei nodi MASTER.Un proedimento ome quello desritto fornise risultati he rappresentano una approssimazionedella soluzione teoriamente ottenibile on una simulazione FEM sull'intero modello, he peraltroa sua volta ostituise omunque una approssimazione del reale fenomeno �sio. Tali risultati sonovalidi �ntanto he il ontenuto in frequenza del ario appliato non risulta partiolarmente rio.Se si prendono ome riferimento i modi propri di vibrare della struttura, dal onfronto on l'analisiin frequenza del ario appliato si pu�o determinare la pulsazione dell'ultimo modo di vibrareeitato dal ario in questione he puo' essere indiato on !u; un modello numerio pu�o fornire5



Figure 7: Risultati ELSE: spostamenti e solleitazione equivalente a 0.05srisultati aurati se e' in grado di desrivere modi di vibrare, autovettori del sistema, aratterizzatida frequenze proprie, e quindi autovettori, indiativamente almeno quattro volte superiori ad !u.Sulla base di queste onsiderazioni, dato he la doumentazione di ANSYS suggerise un numerodi nodi master almeno doppio del numero di frequenze proprie he si vogliono risolvere, si �e seltodi utilizzare 200 nodi master, he dovrebbero essere suÆenti per desrivere fenomeni dinamiiaratterizzati da frequenze �no a 30000Hz.Il time step �e stato selto prossimo al valore impiegato nelle analisi on il metodo espliito usatoin ELSE, qui non i sono vinoli di stabilit�a del alolo ma si �e omunque erato di mantere lastessa auratezza dell'algoritmo di avanzamento in tempo.5 RisultatiNella Figura 7 sono riportati i plot delle omponenti di spostamento, e la solleitazione equivalentedi Von Mises, all'istante t = 0:05s ottenuti on il odie ELSE.Lo spostamento in direzione vertiale alolato dal odie spettrale per i punti A e B �e riportatonelle Figure 8 e 9, si pu�o notare ome gi�a on un grado spettrale 2 si ottengano risultati aettabili,he migliorano salendo on il grado spettrale, ma he gi�a on un grado 3 possono ritenersi ottimalidato he non si avverte una apprezzabile di�erenza tra tali risultati e quelli ottenuti on portandoil grado a 4.I risultati del odie ELSE (grado spettrale 3) per il punto A posto in mezzeria sono onfrontatiin Figura 11 on quelli ottenuti on ANSYS. 6
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Figure 8: Risultati SEM: spostamenti vertiali del punto A7
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Figure 9: Risultati SEM: spostamenti vertiali del punto B8
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Figure 10: Risultati FEM: spostamenti vertiali del punto A
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Figure 11: Confronto risultati10



Si pu�o notare un sostanziale aordo nelle soluzioni ottenute on leggere di�erenze nel ontenutoal segnale dovuto agli autovettori di frequenza pi�u elevata.I due risultati sono stati onfrontati anhe in frequenza, mediante una FFT del segnale, riportatain Figura 12. Le linee vertiali marano le frequenze dei modi di vibrare di una trave sempliementeappoggiata, alolate mediante la teoria monodimensionale. Si pu�o notare un ottimo aordo trale due metodologie numerihe. I due metodi o�rono risultati oinidenti on la soluzione monodi-mensionale almeno per le prime frequenze, i risultati tendono poi via via a di�erire, questo per�odovrebbe essere legato ai limiti del modello analitio monodimensionale pi�u he ad una inesattezzadel risultato numerio: il modello analitio monodimensionale essa di essere signi�ativo quandoal salire della frequenza non possono pi�u essere trasurati gli e�etti tridimensionali di deformazionedelle sezioni.
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Figure 12: FFT dei risultati numerii e onfronto on frequenze analitihe6 ConlusioniELSE �e una famiglia di odii basati sul Metodo degli Elementi Spettrali sviluppati al CRS4. Inquesto rapporto un odie ottimizzato per lo studio della propagazione di onde elastihe in strutturetridimensionali, �e stato appliato allo studio di un tipio problema di dinamia strutturale, quellodelle vibrazioni indotte da una forza impulsiva su una trave sempliemente appoggiata.Le frequenze aratteristihe di questa tipologia di problemi sono molto diverse da quelle tipihedei fenomeni di propagazione ondulatoria, tuttavia il odie spettrale ha dimostrato una ottimarobustezza ed auratezza nel risolvere questo tipo di problemi, risultando ompetitivo on unodie FEM ommeriale di provata aÆdabilit�a ome ANSYS.I risultati ottenuti on le due metodologie numerihe si sono dimostrati infatti in ottimo aordo,sebbene i metodi di analisi utilizzati fossero notevolmente diversi.11
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