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Résumé

Dans ce mémoire, deux objectifs sont poursuivis : le dénombrement des polyominos

inscrits dans un rectangle et des polycubes inscrits dans un prisme.

En premier lieu, on continue I’étude des polyominos d’index 7, parfois nommés
d’aire minimale plus r, entammeée par le groupe de combinatoire de 'UQTR. Pour ce
faire, les polyominos d’index 2 sont dénombrés par I’obtention de leur série génératrice
en fonction de la largeur et de la hauteur du rectangle circonscrit au polyomino.
Egalement, un résultat caractérisant les polyominos d’index donné en fonction de leur
nombre de trous linéaires et de faces est démontré. Non seulement est-il inédit, mais
ce résultat ouvre également la porte a4 une construction systématique des polyominos
pour un index fixé. De plus, les séries génératrices des polyominos d’index 0 & 2

comptés & symétries prés sont obtenues 4 'aide du lemme de Burnside.

En second lieu, les polycubes inscrits dans un prisme sont investigués en fonction
de leur volume et de la dimension du prisme. Plus précisément, la série génératrice
des polycubes inscrits dans un 2 x 2 x h est obtenue en utilisant la méthode de la

matrice de transfert.

Mots clés : polyomino, polycube, énumération, dénombrement, série génératrice,

lemme de Burnside, matrice de transfert, action de groupe.

Marie-Eve Pellerin Alain Goupil



Abstract

In this master’s thesis, two goals are pursued: the enumeration of polyominoes

inscribed in a rectangle and of polycubes inscribed in a prism.

In the first place, the study of polyominoes of index 7, also named as minimal
area plus r, initiated by UQTR’s combinatorial group, is carried on. In that sense,
polyominoes of index 2 are counted by the construction of their lenght-width gene-
rating fonction. A new result allowing the characterization of polyominoes of a given
index by their number of linear holes and faces is demonstrated. This result opens
up to the systematic construction of polyominoes for a fixed index. Moreover, the
generating function of symmetry classes of polyominoes of index 0 to 2 is obtained

with Burnside’s lemma.

In the second place, inscribed polycubes are investigated according to their vo-
lume and to the dimension of the circumscribed prism. More precisely, the generating
function of polycubes inscribed in a 2 X 2 X h is obtained with the transfer-matrix

method.

Keywords : polyomino, polycube, enumeration, generating function, Burnside’s

lemma, transfer-matrix, group action.
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Nomenclature

Cette liste comporte la description des variables et des séries génératrices qui

reviennent le plus souvent et elle n’est pas exhaustive.

b Hauteur du rectangle circonscrit

BC(z,y)  Série génératrice des bancs-coins

c;(k, b) Nombre de coins d’index ¢ inscrits dans un k£ x b

C?*%(x,y) Série génératrice des coins d’index 1 contenant un banc 2 x 2
C¥%(x,y) Série génératrice des coins d’index 1 contenant un banc t x 2, ¢ > 3
CP(z,y)  Série génératrice des coins d’index ¢ inscrits dans un carré

Y) Série génératrice des coins d’index i

Ci(
Fy(q,y) Série génératrice des polyominos 2 x b d’aire n
Fy(

y) Série génératrice des polyominos 2 x b
F?%(z,y) Série génératrice des polyominos carrés d’index i g-invariants
Fi(z,y) Série génératrice des polyominos d’index i g-invariants
k Largeur du rectangle circonscrit
Pi(z,y) Série génératrice des polyominos d’index 7

P (z,y) Série génératrice des polyominos d’index ¢ inscrits dans un carré
Ci(z, y) Série génératrice des coins d’index ¢ non dégénérés

pi(k,b) Nombre de polyominos d’index ¢ inscrits dans un k£ x b

P p(z,y) Série génératrice des polyominos d’index 1 ayant un banc ¢ x 2, ¢ > 3

P2*2(x.4) Série génératrice des polyominos d’index 1 ayant un banc 2 x 2

q Variable formelle associée & 1’aire d’un polyomino (chap. 2 & 5)
q Variable formelle associée au volume d’un polycube (chap. 6)
x Variable formelle associée & la largeur du rectangle circonscrit

Yy Variable formelle associée a la hauteur du rectangle circonscrit






Chapitre 1

Introduction

Counting is one of our first tools, and it is time to
appreciate its full mathematical power.
- A. T. Benjamin et J. Quinn [4, p. izf.

Compter est une des premiére notions mathématiques qui est apprise par les en-
fants & la petite école, mais ce sujet est loin d’étre banal. En effet, il s’agit d’un concept
fondamental en science et il existe toute une branche des mathématiques dédiée a cette

tache : la combinatoire.

Cette derniére s’articule principalement autour de trois types de problémes qui
portent sur les maniéres d’assembler un certain nombre d’éléments appartenant & un
ensemble fini [5, 35|. Existe-t-il une solution ? Combien y a-t-il de fagons de combiner
des objets 7 Parmi les arrangements possibles, quelle est la meilleure solution au pro-
bléme posé ? Voila les principales questions auxquelles la combinatoire s’attarde. Le
présent ouvrage se consacrera & la deuxiéme interrogation qui forme la combinatoire

énumérative.

La combinatoire interagit avec d’autres domaines, tels que 1’algébre, la géométrie,
Panalyse et les statistiques. Ce mémoire portera sur son interaction avec la géométrie,

appelée géométrie combinatoire, qui consiste a étudier des objets géométriques et
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leurs caractéristiques.' Par conséquent, une introduction & la géométrie combinatoire
est proposée dans ce chapitre en abordant des objets d’intérét de ce domaine ainsi que
certains problémes qui se posent dans ce contexte. Ensuite, les objets qu’on appelle
des polyominos sont étudiés dans ce document. Ceux-ci sont des figures géométriques
formées de carrés unitaires juxtaposés par leurs cotés et sont présentés dans ce chapitre
par le biais de définitions, sous un aspect historique ainsi qu’en abordant le probléme

de leur dénombrement. Pour clore ce chapitre, la structure du mémoire est présentée.

1.1 Géomeétrie combinatoire

Plusieurs objets sont & I’étude dans la géométrie combinatoire et ont pour avantage
d’étre faciles & visualiser ; ceux-ci sont souvent formés de points, de lignes, de cercles ou
plus généralement de figures géométriques. Parmi ces objets, on retrouve les chemins
dans le plan discret, en particulier auto-évitants, les polygones auto-évitants, les po-
lyominos et les polycubes. Ces quatre familles d’objets sont décrits dans cette section.
On présente également le lien entre ces objets ainsi que certains paramétres d’étude.
Pour ce qui est des polyominos, puisqu’ils sont le sujet principal de ce mémoire, ils

sont traités plus en détail dans la section suivante.

Les chemins, les polygones et les polyominos peuvent étre définis sur plusieurs
réseaux réguliers en deux dimensions tels que les réseaux carré, hexagonal et trian-
gulaire, illustrés & la figure 1.1. A moins d’avis contraire, les formes définies dans ce

mémoire sont construites & partir du réseau carré en deux dimensions.

INONINININ/N
INONININININ/N
V#VAVAVAVAV%V

(a) Carré (b) Hexagonal (c) Triangulaire

FIGURE 1.1 — Réseaux réguliers en deux dimensions
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Définition 1.1. Un chemin sur le réseau carré est une suite de points & coordonnées
entiéres reliés par la relation de voisinage, c’est-a-dire que deux points consécutifs

dans la suite sont voisins.

Les figures 1.2(a) et 1.2(b) montrent des chemins dans le réseau carré. En parti-
culier, a la figure 1.2(b), tous les points sont différents; on ne revient jamais sur ses

pas. Dans ce cas, on dit qu’il s’agit d’un chemin auto-évitant.

Définition 1.2. Un chemin auto-évitant & n pas sur le réseau carré est une suite de
n+ 1 points distincts tel que chaque point est le voisin le plus prés de son prédécesseur

dans le réseau, soit distants d’une unité.

A la figure 1.2(c), une figure similaire 4 un chemin auto-évitant est illustrée, mais

il s’agit d’une figure fermée; c’est un polygone auto-évitant.

Définition 1.3. Un polygone auto-évitant & n pas sur le réseau carré est une suite
de n + 1 points dont uniquement le premier et le dernier coincident et tel que chaque
point est le voisin le plus prés de son prédécesseur, c’est-a-dire a une distance d’une

unité.

Bien qu’un polygone auto-évitant soit similaire a un chemin auto-évitant, ces deux
objets géométriques sont différents. En effet, une fois le polygone construit, on ne peut
plus identifier l'origine et la fin. Les n + 1 points formant le polygone & n pas sont

tous des candidats pour étre le point de départ.

Définition 1.4. Un polyomino est un ensemble de carrés unitaires joints par leurs

cotés. Ces carrés sont appelés des cellules (voir figure 1.2(d)).

On peut établir plusieurs liens entre les polyominos et les autres objets définis ci-
haut. Premiérement, comme on peut voir a la figure 1.2(c), on constate que 'intérieur
d’un polygone auto-évitant est un polyomino. Par contre, ce type de construction ne

pourra jamais posséder de trous, comme c’est le cas pour les polyominos en général
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(a) Chemin (b) Chemin auto-évitant (c) Polygone auto-évitant  (d) Polyomino

Ll

FIGURE 1.2 — Objets de la géométrie combinatoire

o

FIGURE 1.3 — Deux chemins associés au méme polyomino

(voir figure 1.2(d)). Deuxiémement, un chemin peut étre associé & un polyomino en
plagant un carré unitaire centré a la place d’un point. Toutefois, il n'y a pas autant
de polyominos que de chemins de longueur n donnée, car deux chemins différents, et

souvent plus, peuvent engendrer le méme polyomino tel qu’illustré & la figure 1.3.

Ces figures peuvent étre étudiées selon différents parameétres. D’une part, les che-
mins sont caractérisés par le nombre de points différents qui les forment ou selon leur
nombre d’arétes, soit le nombre de segments reliant les points. Par exemple, celui de
la figure 1.2(a) posséde 31 arétes et 32 points différents. D’autre part, les chemins
auto-évitants et les polygones auto-évitants sont habituellement comptés en fonction
du nombre de pas qui les constituent. Pour les polygones, cette caractéristique est
équivalente au périmétre. Par exemple, le chemin auto-évitant de la figure 1.2(b) pos-
séde 25 pas et le polygone de la figure 1.2(c) en a 34. Quant 4 eux, les polyominos sont
souvent dénombrés selon le nombre de carrés qui les composent, c’est-a-dire leur aire.
D’autres paramétres intéressants & considérer pour les polyominos sont leur périmeétre
(standard ou de site), leur hauteur et leur largeur. En guise d’exemple, celui de la
figure 1.3 est d’aire 7, de périmeétre 14, de périmétre de site 12, de hauteur 3 et de

largeur 4.

Finalement, on ne peut pas passer sous silence ’existence d’objets géométriques
en trois dimensions. En effet, les polyominos, des objets 2D, peuvent étre généralisés

a la troisiéme dimension. Ces nouvelles formes sont appelées des polycubes. Plus
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précisément, ces figures 3D sont constituées d’un assemblage de cubes unitaires reliés
par leurs faces, tel qu’illustré & la figure 1.4. On peut étudier ceux-ci en fonction de
leur volume, soit le nombre de cubes unitaires formant le polycube, et aussi en fonction
du prisme rectangulaire circonscrit au polycube. Les polycubes sont présentés plus en

détail au chapitre 6.

FIGURE 1.4 — Polycube

1.2 Polyominos

Le terme polyomino a été introduit par le mathématicien S. Golomb [19] et consiste
en une généralisation du mot domino, cet objet formé de deux carrés de méme dimen-
sion. En effet, tel que défini & la section précédente, un polyomino est constitué de
plusieurs carrés unitaires connectés par leurs cotés. Ces carrés sont souvent nommeés

des cellules.

Dans ce mémoire, on désire dénombrer les polyominos en fonction de leur aire. La
section débute par quelques définitions concernant différentes familles de polyominos.
Ensuite, on discute de leur origine ainsi que du probléme de dénombrement de ceux-ci

en fonction de leur aire et des difficultés associées.
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1.2.1 Définitions

Tel que mentionné précédemment, les polyominos peuvent entre autres étre dé-
nombrés en fonction de leur aire, de leur périmétre ou méme des deux. L’aire d’un
polyomino est le nombre de cellules qu’il contient, son périmétre est le nombre de cotés
simultanément en contact avec une cellule a l'intérieur et & I’extérieur du polyomino
et, finalement, le périmeétre de site est le nombre de cellules voisines vacantes. De plus,
on distingue parfois le périmetre horizontal du périmetre vertical, selon qu’il s’agit d’un
coté horizontal ou vertical qui contribue au périmétre. A la figure 1.5, chacun de ces
paramétres est évalué sur le polyomino illustré. Outre ces paramétres, les polyominos

sont également étudiés selon leur convexité.

FIGURE 1.5 - Polyomino d’aire 13, de périmétre de site 16, de périmétre 26, de
périmétre vertical 12 et horizontal 14

Définition 1.5. Un polyomino est verticalement conveze (resp. horizontalement) si
son intersection avec n’importe quelle droite verticale (resp. horizontale) est connexe.

Donc, aucun espace vide ne sépare les cellules appartenant a 'intersection.

Trois polyominos verticalement convexes sont illustrés a la figure 1.6. Notamment,

on retrouve un bargraphe a la figure 1.6(a), qui est défini comme suit.

Définition 1.6. Un bargraphe est un polyomino verticalement convexe aligné sur ’axe

horizontal, ce qui lui confére 'allure d’un histogramme.

Les bargraphes ont notamment été étudiés par M. Bousquet-Mélou et A. Rech-
nitzer dans [9]. De plus, un résultat tiré de cet article est présenté au chapitre 2 afin

d’illustrer 'utilisation d’une équation fonctionnelle pour obtenir une série génératrice.
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(a) Bargraphe (b) Convexe (c) Parallélogramme
FIGURE 1.6 — Polyominos verticalement convexes

Les polyominos sont dit convexes lorsqu’ils sont horizontalement et verticalement
convexes. Les figures 1.6(b) et 1.6(c) illustrent des polyominos convexes. En parti-

culier, celui de la figure 1.6(c) est un polyomino parallélogramme.

Définition 1.7. Un polyomino parallélogramme est formé d’un agencement de co-
lonnes tel que chacune d’elles placée directement & la droite d’une autre est soit & la

méme hauteur que cette derniére, soit plus haute.

Une maniére équivalente de définir un polyomino parallélogramme est donnée
dans [9]; c’est un polyomino circonscrit par deux chemins ayant seulement des pas
en direction nord ou est, tous deux partant de l'origine et se terminant au méme
point, sans se rencontrer ailleurs. Ceux-ci ont, entre autres, été étudiés par G. Pélya
en 1969 [29] et plus récemment par M. Bousquet-Mélou |7, 8] ou encore par M. Dukes
et Y. Le Borgne [14] ainsi que par A. Del Lungo et col. [12].

Dés 1962, une autre astuce a été exploitée par R. C. Read dans [34] et reprise plus
tard, notamment par A. Goupil et col. [21, 22, 23], soit d’inscrire les polyominos dans

un rectangle. Cette méthode est d’ailleurs utilisée tout au long de ce mémoire.

Définition 1.8. Un polyomino est inscrit dans un rectangle s’il touche aux quatre
cotés du rectangle et qu’aucune de ses cellules n’est a 'extérieur de ce rectangle. Ce

rectangle est alors dit circonscrit au polyomino.

Le rectangle circonscrit & un polyomino est le plus petit rectangle tel que le po-
lyomino est entiérement & l'intérieur du rectangle. Si un rectangle circonscrit est de
largeur & et de hauteur b, alors on dit que le polyomino est inscrit dans un rectangle

k xb.
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A P’aide de la notion d’inscription, plusieurs classes de polyominos ont été étudiées
[22, 23, 28, 33]. On note entre autres les polyominos de largeur 2 et de hauteur b a n
cellules, soit les polyominos inscrits dans un rectangle 2 x b d’aire n. Ces polyominos
ont été étudiés dans le mémoire de L. J. Llerena [28] et sbnt également présentés au
chapitre 2 afin d’illustrer les différentes techniques permettant de construire une série

génératrice.

Finalement, les polyominos considérés dans ce document sont définis & travers le
concept d’inscription dans un rectangle. 1l s’agit des polyominos d’aire minimale et

d’aire minimale plus r (voir figure 1.7).

Définition 1.9. Un polyomino d’aire minimale, ou d’indez 0, est un polyomino inscrit

dans un rectangle k x b et d’aire b+ k — 1 .

Définition 1.10. Un polyomino d’aire minimale plus r, ou d’index r, est un po-
lyomino inscrit dans un rectangle k& x b et d’aire b+ k+r — 1 . Ce type de polyomino
posséde r cellules de plus qu’un polyomino d’aire minimale inscrit dans le méme

rectangle.

(a) Aire minimale (b) Aire minimale plus un (c) Aire minimale plus deux

FIGURE 1.7 — Polyominos inscrits

L’étude des polyominos d’index 0 & 2 est un travail initié par le groupe de combina-
toire de 'UQTR [21, 22, 23]. De plus, la généralisation de ces résultats pour n’importe
quel index permettrait de résoudre le probléme de dénombrement des polyominos en

fonction de leur aire.
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1.2.2 Un peu d’histoire

L’étude des polyominos et leur popularité sont dus en partie au mathématicien
S. Golomb, qui les a introduits & une conférence au Harvard Mathematics Club en
1953 [25]. L’année suivante, il a publié un article intitulé Checker boards and Po-
lyominoes [19] ou on y aborde le probléme du pavage d’un échiquier par des poly-
ominos. Comme le mentionne lui-méme S. Golomb, avant leur présentation au monde
scientifique, les polyominos prenaient (et prennent encore) la forme de jeux et de

casse-tétes.

Dans le livre The Canterbury Puzzles [13], publié en 1908, le probléme nommé
The broken chessboard fait intervenir les polyominos. En effet, on y relate I'histoire
d’une joute d’échecs ayant tournée en bataille (initiée par le perdant); ’échiquier se
serait alors séparé en 12 piéces de pentominos (polyominos d’aire 5) et en un carré
d’aire 4. Le jeu consiste alors & reconstruire 1’échiquier 8 x 8 en s’assurant d’avoir une

alternance des couleurs.

FIGURE 1.8 — Molécule d’ADN représentée par l'assemblage de deux polycubes

Les polyominos sont donc issus des mathématiques récréatives, mais plus tard,
ils se sont avérés étre & la base de modélisations mathématiques dans plusieurs do-
maines scientifiques, comme la physique et la chimie. En effet, en physique, ces objets
modélisent I’écoulement d’un fluide dans les problémes de percolation en physique
statistique ol on évalue entre autres la probabilité que le fluide passe au travers d’un
certain matériau [36]. De plus, en chimie, les molécules et les polyméres peuvent étre
représentés par des polyominos ou par des polycubes [9]. Par exemple, chacun des
deux brins de la molécule d’ADN peut étre modélisé par un polycube comme on le

voit & la figure 1.8.
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1.2.3 Le probléme et ses difficultés

Peu apreés l'essor des polyominos au début des années cinquante, le probléme du
dénombrement des polyominos en fonction de leur aire fait surface et porte alors le
nom de « cell growth problem » ou « probléme de l'accroissement de cellules ». On

s'interroge alors ainsi :
Combien y a-t-il de polyominos différents, a translations pres, d’aire n ?

L’expression « & translations prés » indique que deux polyominos sont identiques si
I'un peut étre obtenu de l'autre par une translation. On peut également les compter
a rotations prés ou a symeétries prés, comme ce sera le cas au chapitre 5. A moins
d’avis contraire, les polyominos sont considérés & translations prés. Par exemple, la
figure 1.9 montre les polyominos ayant une aire entre 1 et 3. En 1962, R. C. Read
résout en partie ce probléme pour n entre 1 et 10 en utilisant la méthode de la matrice

de transfert [34], décrite au chapitre 2.

s Im IRPFIYe
(b)

(a) n=1 n=2 (c)n=3

FIGURE 1.9 — Polyominos d’aire n

Pour l'instant, le nombre de polyominos est connu pour une aire entre 1 et 56.
Cette suite est d’ailleurs disponible sur le site The On-Line Encyclopedia of Inte-
ger Sequences (OEIS) [41]. Le record du dénombrement jusqu’a n = 56 est détenu
par I. Jensen et a été obtenu & l'aide d’un programme informatique en 2003 [25].
Plus explicitement, le nombre de polyominos d’aire 56 est d’environ 7 x 103!, soit

69 150 714 562 532 896 936 574 425 480 218.

Depuis ce temps, aucun autre algorithme n’a pu surpassé n = 56. Cela s’explique
par le fait que le nombre de polyominos augmente exponentiellement avec un facteur

d’environ 4 [25]. Plus précisément, en définissant a,, comme le nombre de polyominos



Chapitre 1. Introduction 11

d’aire n, alors
a, ~ 4,062570" lorsque . — oo.

Par conséquent, implémenter informatiquement le probléme demande beaucoup de
mémoire aux ordinateurs, de méme que beaucoup de temps de calcul. Les programmes
se doivent donc d’étre extrémement efficaces afin de limiter tant la mémoire nécessaire

que le temps de calcul.

Malgré ces avancées, le probléme général pour une aire n donnée demeure encore
ouvert. On est alors en droit de se poser la question : y arrivera-t-on un jour? Les
scientifiques ont des opinions plutét divergentes sur un probléme similaire, comme en
témoigne A. Guttman concernant le dénombrement des polygones auto-évitants [25,
p. viii] :

The scientific community in this field is divided into those who think we will
never solve the problem, of say the perimeter or area generating function
of self-avoiding polygons in two dimensions, and those who think that we

will.

Pourtant, comme il est mentionné dans [25, p. vii|] concernant les problémes de dé-
nombrement de chemins auto-évitants et de polyominos : « These are all problems that
are easy to state and look as if they should be solvable ». Ainsi, pourquoi un probléme
qui semble simple est si compliqué? La réponse a cette question est peut-étre aussi

difficile que le probléme lui-méme. Toutefois, pour reprendre les paroles de A. Goupil :

Pour compter, on doit mettre de ['ordre. Les polyominos représentent le
chaos & une grande échelle, c’est-a-dire lorsque [’aire est tres grande. 1l

s’agit donc de mettre de l’ordre dans ce chaos discret.

Non seulement la résolution du probléme de dénombrement des polyominos permet-
tra peut-étre de faire régner l'ordre parmi le chaos, mais cela apportera certainement
beaucoup plus d’information qu’une simple valeur numérique. En effet, comme le

mentionne M. Bousquet-Mélou dans 8, p.16] :

A mes yeuzx, parvenir a énumérer une classe d’objets est surtout la garantie

qu’on a compris quelque chose sur leur structure — et c’est sans doute la
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le plus intéressant. Car pour obtenir quelque information sur un nombre
d’objets, il faut pouvoir décrire une maniére de les construire, transcriptible

en termes mathématiques.

Face & la difficulté de résolution de ce probléme, la communauté s’est alors peut-
étre ingpirée de G. Polya qui un jour a dit [30, p. xxi] : « If there is a problem you

can’t solve, then there is an easier problem you can solve : find it. »

En effet, plusieurs classes de polyominos ont pu étre comptées en ajoutant des
contraintes au probléme. On peut, par exemple, limiter la taille du rectangle circonscrit
au polyomino ou encore s’intéresser a la convexité, qu’elle soit horizontale, verticale ou
les deux. Par exemple, les bargraphes [9], les polyominos & hauteur bornée [33] ainsi
que les polyominos parallélogrammes [33] sont parmi les classes ayant été dénombrées.
On référe le lecteur a [8| pour une liste détaillée des travaux concernant les polyominos
convexes. L’objectif derriére ce processus est de pouvoir généraliser ou assembler les
classes afin de résoudre le probléme général qu’est le dénombrement des polyominos

selon [aire.

Finalement, qu’est-ce qui est considéré comme une réponse a la question concer-
nant le nombre de polyominos d’aire donnée? En fait, il existe plusieurs solutions
au probléme, dont une formule exacte, une série génératrice, un algorithme ou une
récurrence. Bref, la solution doit permettre d’évaluer de maniére efficace le nombre de
polyominos pour n’importe quelle valeur de I'aire. Dans cet ouvrage, I'obtention de

séries génératrices est principalement exploitée en guise de réponse a ce probléme.

1.3 Structure du mémoire

Dans le chapitre 2, une introduction aux séries génératrices est présentée, elles
sont & la base des résultats mis de I’avant dans ce mémoire. En plus d’étre définies, les
opérations arithmétiques concernant les séries génératrices sont décrites et plusieurs

méthodes pour construire celles-ci sont abordées.
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Au chapitre 3, les séries génératrices de deux catégories de polyominos sont pré-
sentées, soit celles des polyominos d’aire minimale et d’aire minimale plus un. Pour
ce faire, la notion de produit diagonal est introduite. Finalement, on décrit également

des sous-classes de ces deux types de polyominos, comme les escaliers et les coins.

Le chapitre 4 est dédié aux polyominos d’aire minimale plus deux, aussi nommeés
d’index 2. La série génératrice associée & ceux-ci est obtenue a l'aide des résultats du
chapitre 3. Pour ce faire, un résultat général inédit concernant les polyominos d’index r
est démontré et permet de caractériser ces derniers en fonction de leur nombre de trous

linéaires et de leur nombre de faces.

Au chapitre 5, on poursuit ’étude des polyominos d’aire minimale, minimale plus
un et plus deux en les dénombrant & rotations prés et & symétries prés. A cet effet, le
lemme de Burnside et les séries génératrices des objets introduits aux chapitres 3 et 4

sont utilisés. Ces résultats ne semblent pas avoir été publiés ailleurs.

Dans le chapitre 6, on aborde les polycubes, la généralisation des polyominos en
trois dimensions. En particulier, la méthode de la matrice de transfert est appliquée
afin d’obtenir la série génératrice des polycubes contenus dans un prisme 2 x 2 x h. De
cette série, celle des polycubes inscrits dans un prisme 2 X 2 x h est déduite. Comme

pour le chapitre 5, aucune autre publication ne semble présenter ces résultats.

Au chapitre 7, on présente la conclusion et on expose les perspectives de recherche
en lien avec les polyominos et les polycubes étudiés ainsi qu’avec les méthodes utilisées.
De plus, on discute des difficultés reliées 4 la généralisation des résultats présentés dans

cet ouvrage.

Deux annexes complétent ce mémoire. A I'annexe A, la forme rationnelle des séries
génératrices & deux variables des polyominos d’'index 1 a rotations prés et & symétries
prés est développée & partir des expressions du chapitre 5. A I’annexe B, on présente
les conditions pour qu’un polyomino soit invariant sous une symétrie donnée & partir

de leur représentation matricielle.



Chapitre 2

Séries génératrices ordinaires

A set is a Many that allows itself to be thought of as One.
- G. Cantor [37, p. 191]

~ Les séries génératrices sont un puissant outil au service des problémes d’énumé-
ration, telles qu'introduites dans [35] par F. S. Roberts et B. Tesman. M. Béna [6]
affirme méme qu’il s’agit de I'outil le plus puissant de la combinatoire énumérative.
Entre autres, leur puissance provient du fait que la série génératrice associée & une
suite peut, par diverses méthodes, étre obtenue sans la connaissance de cette suite. Elle
contient également, de maniére trés compacte, l'information sur l'infinité d’éléments
que contient la suite. De plus, elle permet parfois de trouver des formules exactes ou
des récurrences. Dans le cas contraire, il est possible d’en retirer de I'information sur

la suite méme si la formule la décrivant est complexe ou encore inconnue.

En plus d’introduire ce sujet, ce chapitre vise & présenter quelques unes des opéra-
tions possibles sur les séries génératrices, tel que l'addition et la multiplication, ainsi

que quelques méthodes pour les construire.



Chapitre 2. Séries génératrices ordinaires 15

2.1 Introduction

Il existe plusieurs types de séries génératrices, dont les deux plus connus sont
probablement les séries ordinaires et exponentielles [38|. Rigoureusement, la série gé-

nératrice ordinaire associée a la suite {f(n)} .. est

n>t

> )"

n>i

tandis que la série génératrice exponentielle pour la méme suite est définie par

ITL
S of (")m-
n>i
Dans les deux cas, on parle également de série formelle, car aucune valeur n’est at-
tribuée & la variable z et les questions de convergence et de divergence ne sont pas
considérées. Par ailleurs, le mathématicien H. S. Wilf [43, p.30] rassure ceux qui se-

ralent concernés par la négligence de la convergence :

there’s no need for the guilt, because the various manipulations can be car-
ried out in the ring of formal power series, where questions of convergence
are nonexistent [...[ we may still get lots of information from the formal

series.

De ce fait, la série génératrice est considérée comme un objet purement algébrique,
plutét qu’analytique. Conséquemment, x agit & titre de support pour la suite : iden-
tifier f(n) se résume a trouver le coefficient des termes z” ou **/nt dans la série. A
ce sujet, comme le dit si bien H. S. Wilf [43, p. 1] : « A generating function is a

clothesline on which we hang up a sequence of numbers for display ».

Il est & noter que, dans le cadre des travaux présentés dans ce mémoire, les séries
génératrices décrivant les polyominos sont ordinaires. Ainsi, lorsque le type n’est pas

précisé, il s’agira d’une série génératrice ordinaire.
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Il est également possible de définir des séries génératrices & plusieurs variables pour

une suite décrite par plusieurs paramétres, comme par exemple

g ny,..n N *
E f(”l,n2,---,”k)%l%z“'xk’ keN
k

M1,M2,.. n

dans le cas d’une série ordinaire.

Un moyen simple mais peu commun pour obtenir une série génératrice est de
connaitre la formule exacte pour les termes de la suite, comme le montre ’exemple 2.1

tiré de [35, p. 289)].

Exemple 2.1. Soit la suite & un paramétre a, = 1 pour tout n > 0. Sa série généra-

trice associée est

A(I)IZI"Zl‘f‘I‘f‘IQ—f-IS—f—"'- (2.1)

n>0

Il s’agit exactement du développement de la série géométrique. Do,

Alz) = . (2.2)

L’exemple 2.1 illustre qu’on peut obtenir une forme fermée pour une série géné-
ratrice, c’est-a-dire que la série n’est pas exprimée selon la sommation qui la définie,
cette somme étant (2.1) dans le cas de 'exemple précédent, mais plutét sous une
forme compacte, comme & l'expression (2.2). C’est d’ailleurs idéalement sous cette
forme qu’on désire travailler avec celles-ci. Il arrive par contre rarement que la suite
soit connue et que la série génératrice puisse étre automatiquement trouvée, comme

ce fut le cas pour le dernier exemple.

Les deux exemples suivants montrent comment une suite peut étre retrouvée & par-
tir d’une série génératrice. La premiére méthode décrite & 'exemple 2.2 est d’effectuer

le développement en série de MacLaurin, ce qui est trés pratique dans le cas des séries
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a plusieurs variables, car il est difficile d’en extraire une formule exacte. Le deuxiéme
moyen présenté dans ce méme exemple exige de chercher parmi une banque de séries
génératrices déja connues et de vérifier si la série étudiée fait partie de celles-ci. Cet

exemple est inspiré de [35] qui présente ces deux méthodes.
Exemple 2.2. Soit la série génératrice ordinaire G(z) =}, ., g(n)z" telle que

1
G(r) = ——. 2.
@) = =7 (23)
Une premiére fagon d’obtenir la suite décrite par G(z), ¢’est-a-dire {g(n)}, est d’effec-

tuer le développement en séries de MacLaurin défini par

X G0
G(z) = Z ¢ n!(o)a:”, (2.4)

oit G™(z) est la dérivée n® de G(z). En appliquant (2.4) & (2.3), on trouve
G(z) =1+21+32% + 42> + 5z + - - - .

Le coefficient de z™ est exactement g(n). L’inconvénient de cette méthode est qu’on
n’obtient pas une formule exacte décrivant les coefficients de la suite. La deuxiéme
facon le permet, mais n’est pas toujours possible. Cette méthode consiste 4 comparer

la série génératrice & d’autres séries connues.

Dans ce cas-ci, G(z) est étroitement liée & la série géométrique A(x) rencontrée &
I'exemple 2.1. En effet, des propriétés des séries et puisque A(x) converge pour x dans
un certain rayon de convergence, la dérivée de A(z) est calculée en dérivant terme &

terme la série. D’une part,

d 1 d ny __ n—1
5[1_J=Z£[az]—2nx . (2.5)

n>0 n>1

D’autre part,
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Conséquemment, de (2.5) et (2.6),

1 n—1 n
(1——55)2:an =Z(n~|—1)a:.

n>1 n>0

Ainsi, on obtient une forme explicite pour g(n). En effet, lorsque n > 0,
gln)=n+1,

car il s’agit du coeflicient de z™. O

Les séries génératrices rencontrées dans ce mémoire sont généralement des séries
rationnelles, c’est-a-dire des quotients de polynémes. 11 arrive alors qu’en exprimant ce
quotient sous la forme d’une somme de fractions partielles, la forme explicite de la suite
soit obtenue, comme c’est le cas dans 'exemple 2.3. L’utilisation de la décomposition

en fractions partielles pour les séries génératrices est expliquée dans [43].
Exemple 2.3. Soit H(z) la série génératrice de la suite {h(n)}, -, définie par

3

H(z) = (1—2z)(1+2z)

une série rationnelle. En convertissant 1’expression en fractions partielles, on trouve

1 N 2
l—xz 142z

H(z) =

Or, la premiére fraction est exactement la série géométrique rencontrée & ’exemple 2.1

tandis que 'autre est une variante de cette méme série :

Hz% - (2_23:) _ 2;(—2:5)" =2) (-2)"a"

n>0

Ainsi,

H(z) =Y a"+2) (=2)"z" =) [1+2(-2)"]z"

n>0 n>0 n>0
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et la suite satisfait la formule

h(n)=14+2(-2)", n>0.

En résumé, les exemples précédents ont mis en place trois outils de base trés utiles
pour traiter les séries génératrices :

— comparaison avec des séries génératrices connues

— décomposition en fractions partielles;

— décomposition en série de MacLaurin.

Ces deux derniéres peuvent s’effectuer avec des logiciels de calcul symbolique, tels
que Maple ou Sage. Par exemple, soit f(z) une fonction de z, alors pour obtenir
les fractions partielles et le développement en série de MacLaurin (qui correspond
& celui de Taylor autour de z = 0) de cette fonction, les commandes Maple sont

respectivement convert(f (x),parfrac) et taylor(f(x),x=0).

Méme si I'utilisation des séries génératrices pour I’énumération ne semble pas évi-
dente de prime abord, I'existence d’une interprétation combinatoire pour différents
types d’opérations entre séries génératrices justifie le moyen, tel qu’abordé dans la

prochaine section.

2.2 Opérations sur les séries génératrices

La beauté et ’efficacité des séries génératrices en énumération s’expliquent notam-
ment par le fait que les opérations d’addition et de multiplication s’interprétent dans
le cadre de ce type de probléme, comme cela est expliqué & I’exemple 2.5. Ces deux

opérations ainsi que la substitution sont décrites dans cette section.
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Théoréme 2.4. Soit A(z) et B(z) deux séries génératrices telles que

Az) = Z anz" et B(z) = Z bpz™.

n>0 n>0

Leur addition et leur produit sont respectivement définis par :

A(z) + B(z) = Z (an + by) z™,

n>0
A(z)B(z) = chmn ou ¢, = Z a;by_;.
n>0 i=0

Les exemples 2.5 et 2.6, extraits de [35], décrivent les deux régles qui sont 4 la base
du dénombrement des polyominos présenté aux chapitres 3 & 5 de ce mémoire : celles

de la somme et du produit.

Exemple 2.5. De combien de fagons peut-on choisir un certain nombre d’objets

parmi trois objets, soit parmi les lettres {a,b,c} ?

Soit g(k) le nombre de maniéres de choisir k lettres, 0 < k£ < 3, parmi 3. Immé-

diatement, g(k) est décrit par le coefficient binomial g(k) = (}). Ainsi,

G(z) = kz:g(k) T (3) % + G’) '+ (2) z° + (2) z?

=1+ 3z + 3z% + z°. (2.7)

Il existe une autre maniére d’obtenir G(x). En effet, parmi les £ lettres sélectionnées,
il peut y avoirOaou la,et 0boulb, et 0coulc Larégle dela somme et la regle
du produit en combinatoire s’appliquent sur les séries génératrices, c’est-a-dire qu’un
« ouy est traduit par une addition tandis qu’un « et» correspond & une multiplication.
Ainsi, par ces deux principes, ’expression suivante décrit les maniéres de choisir un

certain nombre de lettres parmi 3 :

[(a2)° + (az)'] [(b2)° + (bx)'] [(cz)® + (cx)'] . (2.8)
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En développant les produits de (2.8) et en regroupant les puissances de z, on trouve
2+ (a+ b+ c)z + (ab + ac + be)z® + abea®.

Le coefficient de z contient les facons de choisir 1 objet, celui de 22, 2 objets, etc. Par
exemple, si une lettre est choisie, il y a trois possibilités : il s’agit soit de a, soit de b,
soit de ¢, ce que le coefficient de z indique. De maniére générale, le nombre de maniéres
de sélectionner k objets est donné par le coefficient de z*. Puisque les combinaisons
d’objets choisies n'ont pas d’intérét dans le probléme, en prenant a = b = ¢ = 1

dans (2.8), on trouve la série génératrice souhaitée, soit la méme que (2.7) :
G(z)=(1+1z)* =1+3z+ 32> + 2% (2.9)

De plus, on remarque qu’en effectuant immeédiatement la substitution a = b = ¢ =
1 dans (2.8), on trouve directement (2.9). Donc, I'étiquettage des objets n’est pas

nécessaire et la substitution par 1 peut immédiatement étre effectuée. ([l

L’exemple suivant illustre le méme principe, celui du produit-somme, mais dans

un cas moins trivial que I'exemple 2.5.

Exemple 2.6. De combien de maniéres peut-on choisir un nombre donné de boules

parmi n boules rouges et m boules noires ?

De maniére analogue a I'exemple 2.5, le nombre de maniéres de choisir £ boules
est donné par le coefficient de z*. Pour ce faire, on peut choisir un certain nombre

boules rouges et ensuite un certain nombre de boules noires.

D’une part, on peut sélectionner zéro, une, deux, . . ., ou n boules rouges. Puisqu’ils
sont impossibles & distinguer, il n’y a qu'un choix possible peu importe le nombre de
boules sélectionnés. Cela se traduit par z° + z + --- + 2. De maniére analogue,

choisir un certain nombre de boules noires correspond & ’expression z° +xz + - - - + ™.
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Conséquemment, par le principe du produit,
Ge)=Q1+z+--+2")(1+z+---+z2M). (2.10)
Par exemple, sin =4 et m =6, on a

Glz)=(14+z+ -+ (l+z+---+2°
:m10+219+3$8+4x7+5m6+51‘5+5x4+4x3+3m2+2m+1,

c’est-a-dire qu’il y a notamment 3 maniéres de choisir 8 boules parmi les 4 rouges et

les 6 noires.

Pour les curieux, on peut travailler I’expression (2.10) de G(z) :

1 — In—i—l 1 — Im—i—l

Gx)=Q14z+--+2")(Q+a+---+2™) =
l1—z l—2z
1_In+1 —.’Ifm_H +.’13n+m+2

(1 —x)?

Outre ces opérations, celle de la substitution dans une série & plusieurs variables
est fort intéressante. De maniére générale, la substitution, ou la composition, consiste
a remplacer une variable formelle par une autre série, qui peut étre finie. Par exemple,
x pourrait étre substitué par z2. Ce genre d’opérations ne semble pas avoir d’inter-
prétation combinatoire générale dans le cas d’une série & plusieurs variables. Ainsi,
Ieffet d’une substitution sera traité cas par cas pour les séries génératrices décrivant
un polyomino au chapitre 5. Voici toutefois une description du remplacement d’une

variable par 1 dans une série génératrice & plusieurs variables.

Exemple 2.7. Soit F(z,y) une série génératrice & deux variables ol z et y sont

respectivement associées aux paramétres n et m :

Fa,y)= 3 fn,m)a"y™,

n,m>0
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Par exefnple, n pourrait décrire la largeur d’un objet et m, la hauteur. En substituant

x par 1, on obtient

F(ly)= Y fln,m)1"y™ =" (Zf(n,m)> v

n,m>0 m>0 \n>0

c’est-a-dire la série génératrice selon le paramétre m seulement, car la sommation

- Ym0 f(n,m) décrit le nombre d’objets de paramétre m. O

2.3 Comment les construire ?

Il existe plusieurs astuces permettant de construire une série génératrice dont
quatre sont décrites ci-bas : une formule exacte, une récurrence, une équation fonc-
tionnelle et une matrice de transfert. Pour les trois derniéres méthodes, les polyominos

inscrits dans un 2 x b sont utilisés a titre d’exemple.

2.3.1 Avec une formule exacte

La maniére la plus simple d’obtenir une série génératrice est probablement de
connaitre I'expression générale des coefficients. Il faut alors utiliser la définition d’une

série génératrice et tenter d’obtenir une forme compacte pour celle-ci.

Exemple 2.8. Soit la suite f(n) = 2" pour n > 0 alors, par définition,

F(z) =Y f(n)z" =) 2"z". (2.11)

n>0 n>0

La forme rationnelle de F'(x) découle alors de la série géométrique :

F(z) =) (2)" = — (2.12)

n>0



Chapitre 2. Séries génératrices ordinaires 24

Bien siir, il est parfois difficile d’identifier la forme rationnelle d’une série, comme
cela a été fait a& 'exemple précédent. Effectuer une somme avec un logiciel de cal-
cul symbolique peut alors étre pratique. Par exemple, en utilisant Maple pour faire
la somme (2.11) avec la commande sum(2"z™,n=0. .infinity), le résultat est celui

de (2.12).

2.3.2 Avec une récurrence

Quatre étapes sont nécessaires pour trouver une série génératrice & partir d’une

récurrence. Cette méthode est notamment expliquée dans [6] et [43].

Soit {an}, 0, la suite pour laquelle la série génératrice doit étre obtenue.
1. Etablir la récurrence que satisfait la suite {a,},-0;
2. Définir la série génératrice G(z) associée & a,, ;

3. Transformer la récurrence en une équation en G(z) (généralement en multipliant

la récurrence par z" et en faisant la somme sur n);
4. Isoler G(z).
L’exemple qui suit est construit de maniére & mettre en évidence ces étapes et a été
présenté dans [28].
Exemple 2.9. Trouver la série génératrice & une variable du nombre f»(b) de po-
lyominos inscrits dans un rectangle 2 x b & partir d’'une formule de récurrence.

1. Les polyominos 2 x b satisfont la récurrence

fa(b) =2fo(b—=1)+ fo(b—2)+4, b>3
f2(1)=1 et f(2) =5.

(2.13)

Cette récurrence est mise en évidence & la figure 2.1 ol les polyominos 2 x b
sont construits en deux étapes. D’abord, on liste les configurations possibles
pour que la premiére ligne soit occupée (il y en a 3). Ensuite, & partir de ces

trois configurations, on énumére les fagons d’occuper la deuxiéme ligne. On
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obtient onze situations qui se divisent en quatre groupes. Pour deux de ces
regroupements (& gauche sur la figure 2.1), les trois configurations possibles
pour une ligne d’un polyomino de largeur 2 apparaissent (en bleu). Comme
I'objet restant est de hauteur b — 1 dans les deux groupes, il y a 2f5(b— 1)
polyominos de cette forme. Egalement, I’élimination des deux premiéres lignes
dans le troisiéme bloc permet de constater que n’importe quel polyomino de
largeur 2 de hauteur b — 2 peut étre placé en-dessous, il y en a donc fo(b — 2).
Finalement, le dernier groupe comporte quatre cas particuliers qui n’ont pas été
considérés dans les autres regroupements, soit lorsque la premiére ou les deux
premiéres lignes sont enlevées et que le polyomino restant n’est pas inscrit dans

un rectangle de largeur 2.

mo [Om [

ﬁ!!ﬁ!!ﬂ#!ll
/ N \
fa(b—1) f2(b=1) f2(b—2)

FIGURE 2.1 — Décomposition des polyominos 2 X b selon la premiére et la deuxiéme
ligne ot une cellule bleue est occupée et incluse dans le polyomino de hauteur infé-
rieure, une cellule orange est également occupée, une cellule avec un cercle est vide et
une blanche est indéterminée

2. Soit Fy(y) = 3 s, fo(b)y°

3. En multipliant la récurrence (2.13) par 3° et en sommant sur b pour les valeurs

telles que la récurrence est valide, on trouve

Z fa(0)y" = Z 2f>(b—1)y" + Z fa(b—2)y" + Z4yb-

b>3 b>3 b>3 b>3

L’objectif est d’exprimer chacune des parties en fonction de Fy(y). Pour ce faire,

il est préférable que 'exposant de y coincide avec 'argument de f,. On obtient

S RO =y 2h0- 1y + 23 AO-28" 0+ 4t (214)

b>3 b>3 b>3 b>3
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On note que

D RO = LB+ LAy + - = Fy(y) —y — 597,
b>3

soit la série F5(y) a laquelle il manque les deux premiers termes. On peut faire

un raisonnement analogue pour les autres termes de (2.14). On obtient ainsi

4y
Fay) —y = 5y° = 2 (FRa(y) —y) + v Fa(y) + 1= ; (2.15)
4. En isolant F,(y) dans I'équation (2.15), on trouve
2
+2y+1
Fyy) = W r2y+1) (2.16)

(I—9) (1 —92—2y)

Cette série génératrice se préte bien a la décomposition en fractions partielles

pour trouver une formule exacte pour fo(b). En effet,

-2 1 1-v2 1 142
l—y 21-(1-v2y 21-(1+V2)y
T S () e A 1)

2 2
b>0 >0 b>0

FQ(’Q) =1 +

D’on,

fa(b) = l(l - \/ﬁ)b+1 + (1 + \/i)bﬂ] —2.

| —

L’exemple suivant illustre ce type de manipulation appliqué dans le cas d’une
récurrence & plusieurs variables. On ajoute ici le paramétre supplémentaire de 'aire

a I'exemple 2.9. Cet exemple est également présenté dans [28].

Exemple 2.10. Trouver la série génératrice & deux variables du nombre f(n,b) de

polyominos inscrits dans un 2 x b 4 n cellules avec la méthode de la récurrence.
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.En Ll

fa(rn=1,b—1) fgn—3b 2) n—2b—1)
O]
O]
O [@ @ @
n=>b+1

FIGURE 2.2 — Décomposition des polyominos 2 X b & n cellules ol une cellule bleue
est occupée et incluse dans le polyomino de hauteur inférieure, une cellule orange
est également occupée, une cellule avec un cercle est vide tandis qu’une blanche est
indéterminée

En partitionnant cet ensemble de polyominos, tel qu’illustré 4 la figure 2.2, ceux-ci

satisfont la récurrence

fo(n,b) = foln — 1,b— 1)+ fo(n —2,b— 1)
+ faln=3,b=2)+4x(n=b+1), n>4b>2

(2.17)

ou x(A) est la fonction caractéristique, c’est-a-dire que x(A) = 1 si A est vraie, 0

sinon. Les conditions initiales sont

f2(2,1) =1, f2(3,2) =4 et fa(n,b) =0sin<b+1oun> 2b

Cette récurrence est obtenue de maniére similaire & (2.13). Dans le premier des
quatre regroupements de la figure 2.2 (en haut & gauche), en enlevant les cellules
oranges, on remarque qu'il s’agit des polyominos 2 x (b — 1) d’aire n—1, il y en a donc
f2(n —1,b—1). Dans le deuxiéme regroupement, en ignorant les deux lignes du haut,
le polyomino résultant est inscrit dans un 2 x (b — 2) et a n — 3 cellules, ils satisfont
donc fo(n — 3,b—2). Les deux cellules oranges ignorées du troisiéme regroupement
conduisent & un polyomino 2 X (b — 1) & n — 2 cellules, d’oti le terme fo(n — 2,6 — 1).
Finalement, on doit considérer quatre cas particuliers lorsque n = b + 1, soit ceux o
en éliminant la premiére ou les deux premiéres lignes, le polyomino n’est pas inscrit

dans un rectangle de largeur 2.
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On définit la série génératrice associée a ces polyominos par

BEl(g,y) = >, fo(n,b)q"y"

n>2,b>1

En multipliant (2.17) par ¢q"y° et en sommant sur toutes les valeurs de n et b

admissibles pour la récurrence, on obtient

Z fa(n, b)g™y = Z faln —1,b—1)g™y" + Z faln —2,b—1)g™ (2.18)

b>2,n>4 b>2,n>4 b>2,n>4
+ Z f2(n —3,b—2)g"y" + 4 Z x(n = b+ 1)g".
b>2,n>4 b>2n>4

En étudiant chacun des termes de (2.18), on trouve d’abord que 'expression de gauche

correspond & F5(q,y) sans les deux premiers termes, soit

> fa(nb)g™y = Faq,y) — ¢y — 46%%. (2.19)

b>2,n>4

Pour les autres termes de (2.18), on développe la sommation afin d’extraire ’expression

de F5(q,y). Ainsi,

Y hn—10-1¢" =gy ( falb—1,n— 1)q”‘1'g"‘1)
b>2,n>
Fy(a,y) — ¢*y), (2.20)

S hn=2b-1g""=q¢y Y faln—2,b—1)¢" """

b>2,n>4 b>2n>4

= ¢’y (f2(2, D@’y + f2(3,2)8°y" + - )
= *yFa(q, ), (2.21)
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Y. hn=3b-2g" =%’ > filn—3b-2)g"

b22,n24 b>2,n>4
= % (f2(2, 1) + f2(3,2)y* + )
= ¢’y Fy(q,y)- (2.22)

Finalement, le dernier terme de (2.18) se simplifie en utilisant les séries géométriques :

4 ) xn=b+1)gy =4 ¢y

b>2,n>4 >3
= 49> (q)
b>3
=4q ( L (1—qy— qu2))
I —qy
_ Y 4(q+ ¢y +¢*y*). (2.23)
1 —qy

En substituant les équations (2.19) & (2.23) dans (2.18), on trouve 1’équation

B(q,y) — ¢°y — 4¢°y* = qu (Fa(q,v) — ¢*y) + ¢’y Fa(q,v) + ¢*v* Fa(q,y)
4q
]_ —

+ y—4(q+q2y+q3y2)

et en isolant Fy(q,vy), la série génératrice & deux paramétres est

¢y (P  +2qy + 1)

F(q,y) = . )
2(2.9) (1-qy) (1 -¢%? - ¢’ — qy)

(2.24)

En substituant ¢ par 1 dans (2.24), la série génératrice (2.16) est obtenue, soit celle

des polyominos inscrits dans un 2 x b selon le paramétre de la hauteur seulement. []

2.3.3 Avec une équation fonctionnelle

La construction d’une équation fonctionnelle consiste & découper un objet géné-
rique en plusieurs parties & un endroit stratégique. De maniére générale, on arrive 3

écrire une équation qui fait intervenir la série génératrice & trouver. Une fois I’équation
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obtenue, il faut isoler la série génératrice. Cette étape est parfois directe, comme dans
les deux exemples ci-dessous, mais requiert parfois d’autres techniques. A cet effet, on

référe le lecteur & [9] pour des exemples moins triviaux.

Pour bien saisir cette méthode, rien de mieux qu'un exemple : les bargraphes. La

démarche et le résultat de cet exemple sont décrits dans [9)].

Exemple 2.11. Trouver la série génératrice des bargraphes selon leur demi-périmeétre

horizontal et vertical.

Chaque bargraphe peut se diviser en un ou deux bargraphes plus petits 4 ’endroit
ou l'on retrouve la premiére colonne de hauteur 1 lorsqu’on parcourt le bargraphe de
gauche & droite. Ce genre de division est appelé décomposition en taille de guépe. Le

principe de la somme conduit & une partition en cing cas, illustrée a la figure 2.3 :
1. une seule cellule;
2. la premiére colonne est de hauteur 1;
3. il n’y a pas de colonne de hauteur 1;
4. seulement la derniére colonne est de hauteur 1;

5. la premiére colonne de hauteur 1 se situe a I'intérieur du bargraphe.

+‘n .-.

FIGURE 2.3 — Décomposition en taille de guépe d’un bargraphe

Il
-l
+

Lorsqu’un bargraphe ou qu’une partie d’un bargraphe ne posséde pas de colonne de
hauteur 1, on peut alors considérer qu’il s’agit d’une rangée horizontale de cellules

surmontée d’'un bargraphe quelconque. Dans ce cas, on dira que la premiére ligne a
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été dupliquée. Ainsi, on peut associer & chacun des cing cas identifiés précédemment

une construction qui sera pratique pour établir ’équation fonctionnelle :
1. une seule cellule;
2. une cellule collée & la gauche d’un bargraphe;
3. un bargraphe dont la premiére ligne a été dupliquée;

4. un bargraphe dont la premiére ligne a été dupliquée, relié 4 une cellule de hau-

teur 1 & sa droite;

5. un bargraphe dont la premiére ligne a été dupliquée, relié a une cellule de hau-
teur 1 & sa droite laquelle est reliée & un autre bargraphe.

Soit B(z,y) = 32, 45 bR, v) z"y?, la série génératrice des bargraphes comptés selon

le demi-périmetre horizontal A et vertical v. Pour chacun des cinq cas précédents, on

peut trouver la série génératrice associée.

Cas 1 La cellule unique posséde un demi-périmétre horizontal et vertical d’une
unité chacun. Ainsi, la contribution de la cellule unique a la série génératrice

B(z,y) est
zy. (2.25)

Cas 2 Le bargraphe est simplement décrit par la série génératrice B(z,y), puis-
qu’il est quelconque. Le demi-périmeétre vertical de la cellule ajoutée ne contribue
pas a la série génératrice du cas 2, puisqu’il est inclus dans la série du bargraphe.
Par contre, la cellule ajoutée contribue au demi-périmetre horizontal. Ainsi, la

contribution totale & la série génératrice est
rB(z,y). (2.26)

Cas 3 Dans le troisiéme cas, le bagraphe ne posséde aucune colonne de hauteur 1
et la ligne collée au bargraphe contribue au demi-périmétre vertical seulement

tandis que le bargraphe est quelconque :

yB(z,y). (2.27)
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Cas 4 Lorsque la derniére colonne est de hauteur 1 et qu’elle est la seule de cette
hauteur, cela signifie que le reste du bargraphe est formé d'une ligne de cellules
surmontée d’un bargraphe quelconque. La derniére cellule ajoute une unité au
demi-périmétre vertical et le méme nombre au demi-périmeétre horizontal.

Donc, la série génératrice de ce cas est
ryB(z,y). (2.28)

Cas 5 Pour ce dernier cas, le bargraphe est formé de deux bargraphes, chacun
décrit par B(xz,y). La cellule reliant ces deux polyominos contribue uniquement
au demi-périmeétre horizontal. En effet, le demi-périmeétre vertical est inclus dans

le deuxiéme bargraphe. Ainsi, la série génératrice de ce cas est
zB(z,y)*. (2.29)

L’équation fonctionnelle est obtenue en additionnant les séries génératrices (2.25)

4 (2.29), qui représentent l'ensemble des bargraphes. D’o1,
B(z,y) = 2y + (z +y + 2y)B(z,y) + 2B(z,y)".

Cette équation est un polynéme de degré deux en B(z,y) et en résolvant cette derniére,

on trouve deux solutions

1

Bi(z,y) = 5 (1—-’E—y—xy—\/(1—-’1:—.11—96?/)2—%21/), (2.30)
1

By(z,y) = 57 (1—:E—y—xy+\/(1—x—y—xy)2—4x2y). (2.31)

Or, en développant les deux solutions en séries, I’équation (2.31) contient des termes
1/x et ne décrit donc pas des bargraphes. Par contre, la premiére solution (2.30) est
bien une série de Taylor dont les exposants sont supérieurs & 0. Conséquemment, la
série génératrice B(z,y) des baragraphes en terme de leur demi-périmétre horizontal

et vertical est égale & B, (z,v). O
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L’établissement d’une équation fonctionnelle pour les bargraphes a inspiré ce nou-
vel exemple concernant les polyominos inscrits dans un 2 x b : il s’agit d’une nouvelle

maniére pour obtenir la série F5(q, y) des polyominos inscrits dans un 2 x b & n cellules.

Exemple 2.12. La série génératrice des polyominos de largeur 2 & n cellules de
hauteur b peut étre obtenue & partir d’une équation fonctionnelle. En effet, un tel
polyomino peut étre séparé a I’endroit oil il y a une rangée de largeur 2 pour la premiére
fois & partir du bas, en bleu sur la figure 2.4. Puisque cette rangée de largeur 2 est
d’aire 2 et de hauteur 1, sa série génératrice est g%y. De plus, cette rangée appartient

& chaque polyomino inscrit dans un 2 x b.

Avant ce bloc (voir la figure 2.4(a)), on a soit une rangée verticale de cellules

pouvant étre placée & deux endroits, soit rien du tout, ce qui est décrit par

mmr 1lL.

) Partie inférieure ) Partie supérieure
FIGURE 2.4 — Polyomino avant ou aprés la rangée de largeur 2

Apreés ce bloc (voir la figure 2.4(b)), il y a soit un polyomino quelconque de lar-
geur 2, soit une rangée verticale pouvant étre placée & deux endroits, soit rien du tout.

Ces trois possibilités pour la partie supérieure sont respectivement décrites par

I —qy

Par le principe du produit, en regroupant les trois parties, on a

2 29
Fg(q,y)z( - +1) (Fg(q y>+1_i’]y+1).

I —qy
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En résolvant 1’équation, on trouve la méme expression qu’a I'exemple 2.10, soit

*y (¢*y* +2qy + 1)
(1 —qy) (1 —¢3y? - ¢®y — qy)

Fy(q,y) =

2.3.4 Avec la méthode de la matrice de transfert

La méthode de la matrice de transfert est utile dans des situations ol un nombre
fini de configurations peuvent étre assemblées les unes & la suite des autres et ou
les configurations possibles & une étape fixée ne dépendent que de la configuration &
I'étape précédente. Cette méthode est décrite par R. P. Stanley [38] et aussi par E.
Rassart [33] et s’adapte bien au dénombrement des polyominos de largeur fixée. En
effet, dans ce cas, les configurations représentent les différentes fagons qu’une rangée
d’un polyomino soit occupée par un certain nombre de cellules et le polyomino global

est formé par I’ajout d’une configuration & la suite d’une autre.

Cette méthode est basée sur la construction d’'un graphe qui représente le sys-
téme dont les sommets sont les configurations. Le sommet a; est relié par un arc au
sommet a; si la configuration a; peut étre suivie de la configuration a;. Ce passage
entre deux configurations est appelé transition et w(a;, ;) dénote le poids de la tran-
sition. Ce poids est ’apport de la configuration a; & 'objet global. Par exemple, si la

configuration contribue & une unité pour la hauteur, le poids est de 1.

La matrice de transfert, notée A, d’un systéme combinatoire représenté par un

graphe orienté GG est définie par

A wij = w(a;,a;) s'ily a un arc entre a; et a; dans G
ij —

0 sinon.

A partir de cette matrice, diverses informations concernant le systéme qu’elle décrit
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peuvent étre extraites. Notamment, on peut connaitre le nombre d’objets construits
aprés un certain nombre d’étapes ou encore 'obtention de la série génératrice du

systéme, tel qu’exposé aux prochains théorémes.

Théoréme 2.13. Soit A une matrice de transfert d’'un graphe G et n € N, alors
I'entrée [i,7] de la matrice A" est le nombre d’objets construits en n étapes, qui
commence par la configuration a; et qui se termine par a;. Autrement dit, il s’agit du

nombre de chemins de longueur n commencant par a, et se terminant par a;.

Démonstration. On le constate en appliquant la définition de la multiplication de

matrices :
n f— . . . .
(A )z] - Z wlklwklkzwkzkg wkﬂ_lj-
k1,k2, . kn—1
La somme est prise sur les chemins passant successivement par a;, ak,, ak,, - - -, Gk,_, €t

a;j, un chemin de longueur n. Le produit des poids correspond exactement au nombre
de facons d’aller du sommet a; au sommet a'j. Ainsi, on obtient bien le nombre de

chemins de longueur n allant de a; & a;. (]

Théoréme 2.14. Soit A une matrice de transfert et la série génératrice définie par

Fij(CE) = Z (An)ij z",
n>0

alors

(—1) det(I —zA: j,1)
det(l — zA)

Fy(z) = (2.32)

ou (M : j,i) correspond & la matrice obtenue en enlevant la 7¢ ligne et la i® colonne

de M et det(M) est le déterminant de la matrice M.
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Démonstration. Par définition, Fj;(x) est I'entrée en position [4, j] de la somme de

matrices Y, ., 2" A" qui se réécrit

noAn __ 1 - _ —1
D A = —— = (I -zd).
n>0

De la régle de Cramer pour le calcul de I'inverse d’une matrice (voir par exemple [27]),

on sait que pour toute matrice M telle que det(M) # 0, on a

(=L det(M - 5,4)
iy det(M)

()

de sorte que la formule (2.32) est vérifiée en prenant M =1 — zA. O

L’exemple suivant a été adapté du mémoire de E. Rassart [33] en ne tenant pas
compte du périmétre du polyomino. En effet, ce dernier obtient la série génératrice de

ce méme type de polyominos, mais & trois variables : la hauteur, 'aire et le périmétre.

Exemple 2.15. Les polyominos de largeur 2, de hauteur b et & n cellules peuvent étre
étudiés par le biais de la matrice de transfert. En effet, ceux-ci peuvent étre construits
étape par étape avec I'une des trois configurations illustrées & la figure 2.5 en plus de

la configuration vide pour initialiser l'aire.
g p

lo CH N
@ B (o)

FIGURE 2.5 — Configurations possibles pour un polyomino de largeur 2

Le tableau des transitions est présenté au tableau 2.1 ol le poids d’une configura-

tion d’aire n est p™.

Ve Ho CH N
o p p P
Ho | o D 0 p?
0 0 D p?
Bl o p p 7P

TABLEAU 2.1 — Transitions des polyominos de largeur 2
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La matrice de transfert A;(p) est donc

As(p) =

o o o O
ho N e

"€ O W

Les polyominos qu’on doit dénombrer sont ceux qui débutent par une ligne vide et
qui se terminent par une des trois configurations non vide. Ces objets correspondent
aux entrées [1,2], [1,3] et [1,4] de la matrice (I — yAs(p))~". Par contre, on distingue
parmi ceux-ci des polyominos de largeur 1 qui sont issus de 'empilement successif
des configurations 2.5(a) ou 2.5(b). Ainsi, en additionnant les entrées précédemment
indiquées de la matrice (I — yAg(p))_i, on obtient la série génératrice des polyominos

de largeur au plus 2 :

4
_ —2yp yp* (yp +1)
Fo(py) = > (I—yAa(p) MLk = 55— - .
o y'pi+ypt+yp—1 v +ypt+yp -1

Ainsi, celle des polyominos de largeur 2, Fo(p,y) = 3 .5 fo(b, n) p"y®, est

2py
Ey(py) = Faapy) = 1— ”

Py (P*y* + 2py + 1)
(1—-py) (1 —p3y? —pPy —py)’

ce qui correspond exactement & ce qui a été trouvé avec la méthode de la récurrence a
I'exemple 2.10 ainsi qu’avec la méthode de '’équation fonctionnelle & I'exemple 2.12.

A noter que la matrice (I —yAy(p)) " a été obtenue a I'aide du logiciel Maplé. O
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Polyominos particuliers

When a problem seems intractable, it is often a good idea
to try to study «toys versions of it in the hope that [... |
they would metamorphose, in the limit, to the real thing.

- D. Zeilberger [45, p. 136/

Deux types de polyominos reviennent de maniére récurrente dans les prochains
chapitres : les polyominos d’aire minimale et d’aire minimale plus un. En effet, nor
seulement ils interviennent dans la construction des polyominos d’aire minimale plus

deux au chapitre 4, mais ceux-ci sont énumérés & symétries prés dans le chapitre 5.

Les résultats de ce chapitre sont le fruit du travail de A. Goupil et col. dans [22]
et [23], & exception des formules et des séries génératrices concernant certains po-
lyominos inscrits dans un carré et les coins d’index 1 qui ont été spécialement trouvées

)2 2 - N P . N 3 2 . .
pour I’énumération & symétries prés par I’auteur de ce mémoire. Dans certains cas, des
preuves différentes sont proposées, notamment pour les escaliers, les coins d’index 0

et les croix.

Tels que définis au chapitre 1, les polyominos d’aire b + k — 1 inscrits dans un
rectangle k£ X b sont les polyominos d’aire minimale tandis que ceux d’aire b + k

inscrits dans ce méme rectangle sont les polyominos d’aire minimale plus un, ou plus
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simplement les minimaux et les minimaux plus un. En lien avec ceux-ci, on définit
I'index d’un polyomino dans [23] comme étant le nombre de cellules supplémentaires
au nombre minimale. Ainsi, les polyominos d’aire minimale sont ceux d’index 0 et
les minimaux plus un sont ceux d’index 1. Ces deux appellations seront utilisées en

paralléle dans le texte qui suit.

Pour tous les cas de polyominos étudiés, les séries génératrices selon la hauteur b
et la largeur £ du polyomino sont obtenues, les paramétres de hauteur et de largeur

étant respectivement associées aux variables formelles y et x :

Glz,y) = Y g(k,b)z*y".

b,k>0

3.1 Produit diagonal

Une astuce élaborée afin de déterminer les séries génératrices de divers polyominos
est l'utilisation du produit diagonal, également appelé concaténation dans [44]. Ce
produit consiste en un collage diagonal de polyominos obtenu en superposant deux
cellules dans un coin, comme on peut le voir & la figure 3.1. Dans la littérature, cette
opération est symbolisée par « X » [23], mais ce dernier symbole étant utilisé pour les

dimensions du rectangle circonscrit, on utilisera plutot « - ».

e

FIGURE 3.1 — Produit diagonal de deux polyominos

Le produit diagonal est mis & profit afin d’obtenir les séries génératrices de certaines
classes de polyominos, dont les polyominos d’aire minimale plus un et plus deux ainsi
que pour ’énumeération & symétries prés. Ce produit permet la construction d'un
polyomino d’un index donné & ’aide de polyominos d’index inférieur, car l'index est

une fonction additive sous ce produit et la série génératrice est obtenue par le produit
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des séries des polyominos d’index inférieur moyennant un petit ajustement. Ces deux

propriétés sont décrites plus en détail ci-bas.

Premiérement, l'index est additif sous le produit diagonal. Ainsi, soient A4 et B

deux familles de polyominos, alors
index (A - B) = index (A) + index (B) .

La figure 3.1 illustre ce concept : le polyomino orange est d’index 2 tandis que le
polyomino bleu est d’index 1 et celui résultant de leur produit diagonal est d’index 3.
A cette étape, les index respectifs sont définis en regard du rectangle circonscrit de

chacun des polyominos.

Deuxiémement, la série génératrice des polyominos issus du produit diagonal de
A et B est

(A B)(z,y) = A(I,y)B(CE,y),

ry

ou A(z,y) est la série génératrice de la famille A et B(z,y), celle de B. La division
par zy est due a la cellule commune entre les polyominos issus des familles A et
B dans A - B. En effet, la hauteur et la largeur du polyomino A - B correspondent
respectivement & la somme des hauteurs et & la somme des largeurs de A et de B
& laquelle on doit soustraire 1 & cause de la cellule superposée. En termes de séries
génératrices, la somme des mesures correspond au produit des séries, car les exposants

s’additionnent, et la soustraction de 1, & la division par zy.

3.2 Minimaux

Tels qu’abordés dans le début du chapitre, les polyominos minimauz, ou d’index 0,
sont définis comme étant des polyominos d’aire b + k — 1 inscrits dans un rectangle

de largeur k et de hauteur b. Les résultats de cette section proviennent de [22].
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Il existe trois types de polyominos minimaux qui interviennent dans la structure
générale des minimaux : les escaliers, les équerres et les coins d’index 0, lesquels sont
représentés a la figure 3.2. La série génératrice de chacun de ces trois sous-ensembles de
polyominos d’index 0 est obtenue et celle des minimaux généraux est ensuite trouvée.
Pour ces séries, les variables formelles z et y sont respectivement associées 4 la largeur

et & la hauteur du rectangle circonscrit au polyomino.

JL -4

) Escalier b) Equerre Coin minimal ) Minimal générique

FIGURE 3.2 — Polyominos d’aire minimale inscrits dans un 5 x 5

3.2.1 Escaliers

Un polyomino escalier est un polyomino d’aire minimale tel que la cellule inférieure
gauche du rectangle circonscrit est occupée et est construit par I’ajout successif de
cellules directement en haut ou & la droite de la cellule précédente. Un exemple est
présenté & la figure 3.2(a). Dans cette situation, P'escalier se développe le long de
I’anti-diagonale du rectangle circonscrit. En appliquant une rotation de 90° & ces
polyominos, on retrouve des escaliers qui suivent la diagonale principale. Il y en a
autant dans les deux cas, et le résultat suivant est utilisé peu importe la direction de

’escalier.
Proposition 3.1. Soit ESC(z,y) = >, 4>, esc(k, b)z*y® ot esc(k, b) est le nombre
d’escaliers inscrits dans un k£ x b, la série génératrice des escaliers, alors

T
ESC(z,y) = ﬁ (3.1)

Démonstration. On utilise la méthode de 1’équation fonctionnelle établie a la sec-
tion 2.3.3 pour démontrer cet énoncé. Un escalier quelconque est composé soit de :

1. une cellule unitaire;
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2. un escalier quelconque placé & la droite de la cellule de coin;

3. un escalier quelconque placé au-dessus de la cellule de coin.

ESC
ESC = ESC

+
[

FIGURE 3.3 — Construction de ’équation fonctionnelle des polyominos escaliers

+

Ces trois cas sont illustrés & la figure 3.3 et se traduisent respectivement par les
séries :
1. zy, car la cellule unitaire est de hauteur et de largeur 1;
2. zESC(z,y), car Pescalier est quelconque et la cellule contribue & la largeur
pour une unité;
3. yESC(z,y), car P'escalier est quelconque et la cellule contribue & la hauteur
pour une unité.

Ainsi, ’équation fonctionnelle des escaliers est
ESC(z,y) =2y +zESC(z,y) + yESC(z,y).
En isolant £SC(z,y), on trouve

(1-z—y) ESC(x,y) =2y

soit la relation (3.1). O

3.2.2 Equerres

Une équerre est un polyomino d’aire minimale tel que la cellule du coin inférieur
gauche du rectangle circonscrit est occupée et dont toutes les autres cellules sont
directement au-dessus dans la colonne de cette cellule de coin ou directement & sa

droite sur la méme ligne horizontale, tel qu’illustré aux figures 3.2(b) et 3.4.
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Proposition 3.2. La série génératrice des équerres FQ(z,y) = Zb,kZqu(k,b):z:kyb,

ou eq(k,b) représente le nombre d’équerres inscrites dans un rectangle k x b, est

Ty :
EQ(z,y) = ) (3.2)

Démonstration. Une équerre est formée d’au moins une cellule, dont la série géné-
ratrice est zy. A cette cellule, on ajoute une rangée verticale, possiblement vide, de
ll l . . . d 1 Y . - . z
cellules, soit une contribution de e De maniére similaire, on peut placer une rangée
horizontale, soit ﬁ Ces trois éléments de construction sont mis en évidence & la

figure 3.4. Par le principe du produit, on obtient

EQ(z,y) = : nyl—_d—!
(1-2)(1-y)

FIGURE 3.4 — Les trois constituantes d'une équerre : une rangée horizontale (orange),
verticale (bleue) et la cellule obligatoire (grise)

3.2.3 Coins minimaux

Les polyominos coins minimaux, soit d’index 0, seront particuliérement utiles aux
chapitres 4 et 5. Leur nom évoque leur description : il s’agit d'un polyomino inscrit
d’aire minimale dont le coin inférieur gauche du rectangle circonscrit est occupé par
une cellule. Bien siir, par symétries, il y en a autant lorsqu’on fixe ce coin & une des
quatre positions possibles dans un rectangle. Par conséquent, on utilise les résultats

qui suivent peu importe la position de la cellule de coin dans le rectangle.
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Proposition 3.3. Soit cy(k, b) le nombre de polyominos coins d’index 0 inscrits dans

un k x b, alors co(k, b) satisfait la récurrence et la condition initiale

clk,b) =clk,b—1)+clk—1,b)+1, bk>2 (3.3)
clk,1) =c(1,b) = 1.

Démonstration. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer la partition illustrée &
la figure 3.5. En effet, a partir de la cellule inférieure gauche (orange), la prochaine
cellule peut étre a sa droite ou en haut. Une fois ce choix effectué, on retrouve un
polyomino coin d'une dimension inférieure que l'original. Il existe un cas particulier

ol, & la fois la cellule du haut et celle & 'extréme droite de la cellule de coin sont

occupées, formant ainsi une équerre. 0
) _ b—1
+ +
N———~ —
k k—1

FIGURE 3.5 — Construction de la récurrence décrivant les polyominos coins d’index 0

Proposition 3.4. La série génératrice des coins minimaux Cy(z,y) est

ry(2zy —z—y+1)
I-2)(1-y)(1-z-y)

2y _ Y
Ty Gty %Y

Cole,y) = 3 colk, b) sy’ =

b,k>1

Démonstration. De la récurrence (3.3) et de la méthode élaborée & la section 2.3.2,

en multipliant par z¥y° et en sommant pour b,k > 2, on a

Z co(k, b)aFy® = Z co(k,b— 1)z*y® + Z co(k —1,b)zFy + Z *yt. (3.6)

b,k>2 b,k>?2 bk>2 b,k>2
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Ensuite, en exprimant chacune des sommations en fonction de la série Cy(z, ),

I'équation (3.6) devient

ny_zxy—y<coxy ny) (coxy ny)

k>1 b>2 b>1 k>1

() (z)

A partir de 'expression rationnelle de la série géométrique, on trouve

2

Cola) = 7= = 1 =y(co<x,y>~1ﬂ>+x(co<x,y)-1xy)

l—z 1-y -y -z
1722
+ Y :
(1 —2)(1 -y)

Finalement, en résolvant cette équation pour Cp(x,y), on obtient la relation (3.4) et
on peut vérifier, notamment & ’aide du développement en séries de MacLaurin, que

cette expression est équivalente & (3.5). O

A titre de curiosité, mais également pour obtenir la série génératrice des coins
d’index 0 inscrits dans un carré, on peut déduire la formule exacte que satisfont ces

polyominos inscrits & partir de la série Cy(z, ).

Proposition 3.5. Soit cy(k, b) le nombre de coins minimaux inscrits dans un & x b,

alors

co(k, b) =2<b:fz2> —1 (3.7)

Démonstration. Pour le prouver, la forme (3.5) de Co(z,y) est utilisée.

D’une part, en utilisant les séries génératrices et la formule du binéme de New-

ton [4], on a

e )M _2xyzz() (3.8)

n>0 n>0 p>0
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De plus, en distribuant zy sur I'addition et en posant kK = n—p+1let b =p+1,
I'égalité (3.8) devient

L) D) DI () VLD 9) DU L ETOCES

n>0 p>0 b>1 k>1

D’autre part, par les propriétés des séries géométriques et de la sommation, on trouve

(1_:6 Z Zy —ZZ:& (3.10)

k>1 b>1 b>1 k>1

En substituant (3.9) et (3.10) dans (3.5), on obtient

PO (A R MO

b>1 k>1 b>1 k>1

Comme le coefficient de z¥y° est co(k, b),

b+k—2
k,b) =2 - L

A T'aide de cette formule, on peut trouver la série génératrice des coins minimaux

inscrits dans un carré, qui sera utilisée au chapitre 5.

Proposition 3.6. La série génératrice CJ(z,y) des polyominos coins minimaux ins-

crits dans un carré est

2zy Ty

— : 3.11
Vi—dzy 1-—zy ( )

Cl(z,y) =

Démonstration. Les coins d’index 0 dans un carré satisfont la formule exacte co(k, b),

soit (3.7), en posant b = k. Ainsi, par la définition d’une série génératrice,

CH(z,y) = > colb, b) () —:Ey+Z( (2:__12)—1) (ay)’

b>1 b>2
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:my+2§:<?)@wf“‘“§:@wb

b>1 b>2
1 $2y2
=z 20 | ———=—-1] — :
v y<\/1—4:1:y ) 1 —zy
21y zy

VI—dzy 1-zy

Les formes compactes des sommations précédentes ont été trouvées a l’aide de Maple.

]

Afin d’utiliser les coins minimaux dans la construction des polyominos d’index
supérieur & 0, il est nécessaire de définir les coins minimauz non dégénérés. 11 s’agit
des coins minimaux inscrits dans un £ x b ol on exclut I'unique équerre inscrite dans
ce rectangle dont la série génératrice est (3.2). Ainsi, la série génératrice des coins
minimaux non dégénérés est

Colz,y) = Colz,y) — -
(1-2z)1-y)

2y 2zy
T (l-z-y) (-2)(1-y) (3.12)

3.2.4 Minimaux généraux

Un polyomino d’index 0 se construit sur une des deux diagonales du rectangle
circonscrit, tel qu’illustré & la figure 3.6. Pour une diagonale donnée, la structure du
polyomino est composée d’une équerre, d’un escalier et d’une équerre oul les équerres

peuvent étre absentes, ce qui méne 4 la proposition suivante par le principe du produit.

N e

(a) Diagonale (b) Anti-diagonale

FIGURE 3.6 — Polyominos minimaux inscrits dans un 7 x 5
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Proposition 3.7. La série génératrice des polyominos minimaux pour une diagonale

donnée est
Pa(z,y) = (EQ(z,y) + 1) ESC(z,y) (EQ(z,y) + 1)

_my Ty ’
“T-z-y (u—xxl—w**>’ (3.13)

ou ESC(z,y) et EQ(x,y) sont respectivement les séries génératrices des escaliers et

des équerres données aux équations (3.1) et (3.2).

Trouver la série génératrice des polyominos d’aire minimale ne se résume pas &
multiplier par 2 la série P »(z,y), car il existe des polyominos appartenant aux deux
diagonales : les croix. Un polyomiino croixz est composé de deux rangées de cellules
perpendiculaires se croisant en une cellule. Autrement dit, une croix est le produit

diagonal de deux équerres, tel que mis en évidence & la figure 3.7.

FI1GURE 3.7 — Polyomino croix

Proposition 3.8. Les polyominos croix satisfont la série génératrice

xy Ty Ty Ty Ty
P .(z,y) = — — + + i 3.14
Ay (1-z)?1-y)?® (-9 (1-2)° 1-y 1l-z (314

Démonstration. La structure d'une croix indique qu’elle est le produit diagonal de

deux équerres, dont la série génératrice est donnée par

EQ(z,y)* Ty
o (-oP(-yP (815

En effet, au coté gauche de I'équation (3.15), la division par xy est due a la cellule
commune et au cdté droit, on a substitué FQ(z,y) par sa forme rationnelle (3.2).
Toutefois, en considérant ce produit, les rangées horizontales et verticales sont comp-

tées en surplus, car elles peuvent étre construites de plusieurs maniéres en combinant
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respectivement deux rangées horizontales et verticales. Plus précisément, ces combi-

naisons sont décrites par

Ty Ty
(1—:::)2 + (1—y)2' (3.16)

Ainsi, on les enléve pour intégrer 'unique rangée pour chaque largeur ou hauteur, soit

LA (3.17)
l—-y 1-—2z

En soustrayant (3.16) & (3.15) et en ajoutant (3.17) au reste, on obtient (3.14). O

La preuve de la proposition 3.8 élaborée ci-haut est différente de celle présentée
dans [23]. En effet, A. Goupil et col. exploitaient plutét le fait que pour un rectangle
kxbouk,b>2 ilya kbcroix et une seule croix lorsque b = 1 ou k = 1. Le méme

résultat est alors obtenu en faisant les sommes
Z aky + Z zy’ + Z kbaFy®.
k>1 b>2 bk>2

Ainsi, la série génératrice des polyominos d’aire minimale est obtenue en considérant
que ces polyominos peuvent étre construits selon deux diagonales et en soustrayant

ceux appartenant & ces deux diagonales, ce qui conduit & la proposition 3.9.

Proposition 3.9. Soit Py(x,y) la série génératrice des polyominos d’aire minimale,

alors
Py(z,y) = 2P A(z,y) — P(z,y)

:zl—fcy—y ' ((1—;;1(/1—11) H)Q

Ty Yy Ty xy Ty ‘
- ((1—z)2(1—y)2 a (1—y)? B (1) + 1_y+1_$), (3.18)

ou Px(x,y) est la série génératrice des polyominos minimaux pour une diagonale

donnée, soit (3.13), et P, (z,y), celle des croix donnée & ’équation (3.14).
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Au tableau 3.1 est regroupé le nombre de polyominos minimaux inscrits dans des
rectangles ayant une dimension inférieure ou égale & 10 x 10. On remarque qu’il y a
autant de minimaux inscrits dans un b x k que dans un k x b. Il existe effectivement

une bijection entre ces deux ensembles oul la fonction bijective est la rotation de 90°.

b/kj1]2] 3] 4 [ 5] 6 | 7 | 8 | 9 | 10
L [1]1] 1] 1 1 1 1 1 1 1
418 1216 | 20 24 | 28 32 36

8 25| 50 | 8 | 124 | 173 | 230 | 295 368

121 50 | 120 | 230 | 388 602 880 1230 1660
16 | 83 | 230 | 497 | 932 | 1591 | 2538 | 3845 5592
388 | 932 | 1924 | 3588 | 6212 | 10156 | 15860
24 1173 | 602 | 1591 | 3588 | 7265 | 13582 | 23859 | 39856
28 | 230 | 880 | 2538 | 6212 | 13582 | 27288 | 51290 | 91308
32| 295 | 1230 | 3845 | 10156 | 23859 | 51290 | 102745 | 194240
36 | 368 | 1660 | 5592 | 15860 | 39856 | 91308 | 194240 | 388692

OO | | U | W[ DN
e Y Y S (S Y (S
DO
o
—

[\
=~

—
[)

TABLEAU 3.1 — Nombre de polyominos minimaux inscrits dans un & x b

Une formule exacte a été obtenue par A. Goupil et col. [22] pour dénombrer les
polyominos d’aire minimale inscrits. En effet, soit po(k,b) le nombre de polyominos
minimaux inscrits dans un £ x b, alors

b+k—2

po(k,b):2b+2k—3bk—8+8< b1

) kb>2, (3.19)

po(L,b) = po(k,1) = 1.

On réfere le lecteur & [22] pour la preuve de cette derniére formule.

Proposition 3.10. La série génératrice des polyominos minimaux inscrits dans un
carré correspond & l’expression suivante

zy(1 — 152y + 162%y? — 8x3y?) N 8y

PH(z,y) = (1= o) i 8xy. (3.20)
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Démonstration. Les polyominos mininaux inscrits dans un carré satisfont la formule (3.19),

en posant b = k. Ainsi, par définition d'une série génératrice,

POD(Iay) = ZPO(bvb)Ibyb

b>1
2b— 2
= 4b — 3b* — z7y)?
zy+z< 3 8+8(b_1>> (zy)
b>2
zy(l — 152y + 162%y% — 8z3y%) 81y

= + — 3zy.

(1 —zy)® V1 -4y

Tout comme pour la proposition 3.6, le résultat de ces sommations a été obtenu avec

Maple. O

3.3 Minimaux plus un

On rappelle que les minimaux plus un sont des polyominos d’aire b + k inscrits
dans un k x b, ils ont ainsi une cellule de plus que les polyominos d’aire minimale

inscrits dans le méme rectangle.

A l'exception de quelques résultats, les séries génératrices de cette section sont
présentées dans [22] et dans [23]. Ces polyominos ont été l'objet d’étude dans le
mémoire de L. J. Llerena [28]. Toutefois, les séries génératrices des bancs-coins et des
coins d’index 1 ont été obtenues par I'auteur de ce mémoire pour I’énumération des

polyominos & symétries pres.

Les minimaux plus un sont aussi les polyominos d’indez 1 et ils sont caractérisés
par- la, présence d’un banc, tel qu’illustré a la figure 3.8. En position horizontale, comme
aux figures 3.8(a) et 3.8(b), ces bancs sont inscrits dans un rectangle ¢ x 2 et sont d’aire
t + 2. De plus, t cellules sont alignées avec un c6té horizontal du banc, qu’on appelle
le dos ou la base du banc, et les deux autres cellules sont dans les deux coins restants
du rectangle. Ces deux cellules forment les pattes du banc. Dans le cas particulier

ol t égale 2, le banc est un carré et doit étre traité séparément, puisqu’il possede
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plus de symétries. Les autres bancs, soit ceux ou ¢t > 3, sont appelés des bancs non
dégénérés. Dans le cas vertical, on parlera d’un banc inscrit dans un 2 X ¢, comme 4

la figure 3.8(c).

(a) (b) () (d)

FIGURE 3.8 — Polyominos d’aire minimale plus un ol I’ensemble des cellules oranges
forme un banc

Puisqu’un banc est lui-méme un polyomino d’index 1, le reste du polyomino est
obligatoirement d’index 0. De maniére générale, les polyominos d’index 1 ont la struc-

ture multiplicative suivante :
(équerre; ou coin) - banc - (équerre, ou coin), (3.21)

dont deux cas sont présentés a la figure 3.9. Il est nécessaire de distinguer les équerres
par des indices, car il n’y en a pas le méme nombre selon ’endroit ou elles sont
ajoutées sur le banc. Tout comme les polyominos minimaux, les polyominos d’index 1

se construisent le long d'une des deux diagonales du rectangle circonscrit.

(a) équerre; - banc - équerres (b) coin - banc - coin

FIGURE 3.9 — Structure des polyominos d’index 1



Chapitre 3. Polyominos particuliers 53

3.3.1 Bancs non dégénérés

Proposition 3.11. La série génératrice P, »(z,y,t) des polyominos d’index 1 conte-

nant un banc horizontal ¢ x 2 ol t > 3 est donnée par

Pl’h'(x’y’t) =2 (EQl(zvy) + M) ' 2$ty2' (EQ2($7Z/, t) + M)
Y Ty

— EQ:(z,y) - 22'y* - EQy(z,vy,1) (3.22)

ou

EQi(z,y) = <1+ 2—3’) (1 ;2 ) (3.23)
EQs(z,y,t) = (1 + f—”) (1+ 2 ) (3.24)

et Co(z,y) est donné par (3.12).

Démonstration. Par symétrie, il y a autant de polyominos minimaux plus un conte-
nant un banc horizontal avec les pattes vers le haut que vers le bas. Ainsi, la série

génératrice pour ces bancs est 2z'y?, car ils sont de largeur ¢ et de hauteur 2.

Sans perte de généralité, le banc horizontal avec les pattes vers le haut est étudié
et est illustré en gris sur la figure 3.10. Dans le coin supérieur gauche de ce banc, une
rangée horizontale non vide peut étre positionnée & deux endroits de méme qu’une
rangée verticale non vide, tel que présenté & la figure 3.10. On peut également n’ajouter
aucune rangée horizontale ou verticale, cela se fait d’une seule fagon et se traduit par

I’ajout de 1 & chaque facteur :

EQi(z,y) = (1 + 12_—1’/2/) (1 + 12—$1) :

Dans le coin inférieur droit de ce méme banc, la rangée horizontale a encore deux

positions possibles, mais la rangée verticale peut étre attachée & une des ¢ cellules du

dos du banc. Ces rangées sont illustrées en orange sur la figure 3.10. Puisque la rangée
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verticale contribue a la hauteur du polyomino, elle est associée & y. On a ainsi

EQs(z,y,t) = <1+lti) <1+ 2 )

-y l—z

ol on prend en compte le fait qu'on peut ne pas ajouter de rangée en additionnant 1

a chaque facteur.

(1 0) (1 %)

ty 2z
(1+2%5) (1+ )
FIGURE 3.10 — Positions des équerres sur un banc ¢ x 2

A chacune de ces positions sur le banc et avec le produit diagonal, il est égale-
ment possible de positionner un coin d’index 0 non dégénéré, car ’équerre issue des
coins est déja considérée avec EQ(z,y) et EQy(x,y,t). De plus, la cellule de coin de
ce polyomino d’aire minimale coincide avec une cellule du banc, comme on peut le
remarquer & la figure 3.9(b). Ainsi, le produit diagonal force la division par zy afin

d’éviter que cette cellule contribue deux fois a la hauteur et a la largeur.

La série Py u(z,y,t) est alors obtenue avec la structure multiplicative (3.21) en

considérant que le polyomino peut se construire sur deux diagonales :

2 (EQl(%y) + %ﬂ) - 2xly? . (EQz(ﬂv,y,t) + M) ’

rY

mais en soustrayant ceux appartenant aux deux diagonales, c’est-a-dire de la forme

équerre;- banc - équerre; :

EQ1($,y) : 2$ty2 ' EQ?(xay’t))

on obtient alors (3.22). O



Chapitre 3. Polyominos particuliers 55

La série génératrice des polyominos d’aire minimale plus un contenant un banc
vertical est obtenue en interchangeant les variables x et y afin que la hauteur devienne

la largeur et vice versa.

Ainsi, la série génératrice Pf”(aj,y) des polyominos d’'index 1 avec un banc non

dégénéré quelconque est

PltXQ(I’ y) = Z (Pl,h(xa Y, t) + Pl,h(yv z, t)) (325)
t>3
ol
_ 223y? (I+z2)(1+v) 2 3 2
;Plvh(l”y’”‘1—1{2[<1—x><1—y>+1—x—y =)
|1tz (3 —2z)y 2 3 2
[1—9«" b (1—1)(1—@/)) TToa—y (1—3:)(1—y)]
_(+2)*(1+y) (3 —2z)y
1-22%(1-y) (” <1—x>(1—y>)}'

3.3.2 Bancs 2 X 2

Proposition 3.12. La série génératrice des polyominos d’index 1 contenant un banc

2 x 2, notée P2*?*(z,y), est donnée par

P12x2($,y) -9 (EQl(CC,’g> + CO(Iay)> '562y2 . (EQI(T,Z/) + CO(.T,’Q)>
— EQ)(z,y) '552.1/2 -EQ:(z,y) (3.26)

ol

EQ(z,y) = (1 + %) (1 + 12_:CI)

et Co(z,y) est donné par (3.12).
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Démonstration. Les mémes arguments que pour la démonstration de la proposition 3.11
sont utilisés. Il suffit de prendre t = 2 dans (3.22) et de considérer que la série pour

le banc 2 x 2 est z%y? plutét que 2z'y?. De plus, puisque t = 2, alors EQ:(z,y) =
EQ?(Ia Y, 2) 0

3.3.3 Coins minimaux plus un

Comme son nom l'indique, un polyomino coin d’aire minimale plus un est un
polyomino d’index 1 tel que le coin supérieur gauche du rectangle circonscrit est
occupé. Par symétrie, les mémes résultats décrivent ces objets si la cellule de coin
occupée est fixée a4 un des trois autres coins du rectangle. De plus, tout comme les
coins d’index 0, les coins minimaux plus un serviront & I’énumération des polyominos
& symétries prés au chapitre 5. Comme pour la section précédente, on doit distinguer

les coins contenant un banc 2 x 2 de ceux avec un banc non dégénéré.

Proposition 3.13. La série génératrice des polyominos coins d’index 1 contenant un

banc 2 X 2 est

ESC(: Cof 2 2
C¥2(z,y) = —x;”ﬂ,y) T (———OEZ Y + (1 t1 o _yy) (1 + = )) (3.27)

ou ESC(z,y) et Co(x,y) sont respectivement (3.1) et (3.12).

Démonstration. Un polyomino coin d’index 1 est obtenu par les produits diagonaux

suivants (voir figure 3.11) :
escalier - banc 2 x 2 - (coin d’index 0 non dégénéré ou équerre) . (3.28)

Dans cette structure, ’escalier et le coin ont une cellule en commun avec le banc.
Par conséquent, la série pour les escaliers est ESC(z,y) /zy et celle des coins est
Co(zy) /zy. Un banc 2x 2 a pour série génératrice z%y2. De plus, pour former I’équerre,

une rangée horizontale non vide de méme qu’'une verticale peuvent étre placées a
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deux endroits possibles sur le banc et leurs séries sont respectivement 2y/(1 — y)
et 2z/(1 — z). Par contre, autant horizontalement que verticalement, on peut ne
pas ajouter de rangée, cette situation ayant pour série 1. Ainsi, en traduisant la

structure (3.28) avec les arguments précédents, on a (3.27). L]

3T

FIGURE 3.11 — Polyominos coins d’index 1 oii les cellules bleues, grises, oranges et
rouges forment respectivement un escalier, un banc 2 x 2, un coin d’index 0 non
dégénéré et une équerre

Proposition 3.14. La série génératrice des polyominos coins d’index 1 contenant un

banc ¢ x 2, t > 3, dénotée par C**(x,y), est

E 20
C{XQ(I,y,t) — Sc(zvy)l_tyQ ( CO(Iay)

ou EQ,(z,y) et EQq(z,y,t) sont respectivement (3.23) et (3.24).

Démonstration. Ces polyominos coins possédent la méme structure que celle des coins

d’index 1 contenant un banc 2 x 2 :
escalier - banc ¢ x 2 - (coin d’index 0 non dégénéré ou équerre).

Toutefois, il y a parfois plus de possibilités pour les positions d’équerre selon I'orien-
tation du banc horizontal t x 2, tel qu’illustré & la figure 3.12. En considérant le
banc avec les pattes vers le haut (figure 3.12(a)), les rangées verticales et horizontales

formant cette équerre ont respectivement 2 et ¢ positions possibles. On a alors la série

ESC(CI% ?J):Etyz (Co(l", Z/)

o 0 + EQq(z, v, t)) (3.30)
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avec

oo (112 (12 ).

Pour ce qui est du banc avec les pattes vers le bas (figure 3.12(b)), la différence
est dans les positions possibles pour les rangées verticales et horizontales : chacune en

ayant 2. Ainsi, la série pour ces polyominos est

ESC(z, Co(z,
BSC(,Y) 1.0 (M N EQI(I,y)> (3.31)
Ty Ty
avec
2z 2y
E =1 I+ ——].
En additionnant (3.30) et (3.31), on obtient le résultat voulu, soit (3.29). O

2x
11—z

(a) Banc avec les pattes vers le haut (b) Banc avec les pattes vers le bas

FIGURE 3.12 - Polyominos coins d’index 1 contenant un banc ¢ x 2 horizontal de la
forme « escalier - banc t x 2 - équerre »

En permutant z et y dans (3.29), on obtient la série des coins d’index 1 contenant
un banc vertical, soit un banc 2xt. Ainsi, la série génératrice de tous les coins d’index 1

contenant un banc quelconque non dégénéré est
Ci(z,y,t) = C*(z,y,t) + CY*3(y, z,1). (3.32)

Puisqu’un coin d’index 1 contient un banc 2 X 2 ou un banc non dégénéré, par le
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principe d’addition et en faisant la somme pour ¢ > 3 pour les bancs non dégénérés,

on a la proposition suivante.

Proposition 3.15. Soit Ci(x,y) la série génératrice des coins d’index 1 généraux,

alors

Ci(z,y) = CP*(x,y) + Y Cilz,u, 1)

ol

>3
62%y° 11 (2, y) 72(2,9)
(322y 4+ 32y + 322 — 2oy + 22—z —2) (y — D’ (2 = 1) (1 —z —y)?
2y* 2% y3(2,y) (=, y)
(z—1° ey + 22+ 22 —ay+ 22—y - ) (y—1) (1 -z —y)
z2y? —2zy l+yl+z
l—z—y {(—1+x+y)(m—l)(y—l) l—yl—z
l.3y2 (mgy + m,yQ + $2 — Yy + ,yQ _ 1)
(1-z-9)’(z-1)°@y—-1)

+ 2

+

(3.33)

+

=(y*=3/2-1/2y)2* + (1/2+y* +y—-5/29") 2+ (L +y) (y — 1)°
(I+y)z®+ (v* —2/3y — 1/3) z+2/3y* — 2/3

I+y) e+ (" -3y—-1)2*+ (" +y -1z -2 +y+1

(

YT, Y

Y\, Y

(z,9)
Y2(Z,Y)
(z,9)
Ya(z,y) = (y +1/2) 2* + (=1/2y + y*) z +y* — 1/2y — 1/2.

3.3.4 Bancs-coins

Dans le cadre de I’étude des polyominos & symétries prés au chapitre 5 et aussi

pour les polyominos d’aire minimale plus deux, il faut connaitre les séries génératrices

des polyominos d’index 1 lorsque le coin supérieur gauche est occupé par un banc et
y

les distinguer selon les différentes positions possibles de ce dernier. lls sont appelés

bancs-coins. En particulier, lorsque le banc qui occupe le coin est un ¢ x 2, ¢t > 2, on

parlera de bancs-coins £ x 2.



Chapitre 3. Polyominos particuliers 60

Proposition 3.16. Les bancs-coins 2 x 2 satisfont la série génératrice

BCEXﬂx,y):a?yQ(é@%%g2+—<1%—13%§) (14—1??x>> (3.34)

ot Co(x,y) est équation (3.12).

Démonstration. 1l suffit d’éliminer I’escalier dans les coins d’index 1 de la proposi-

tion 3.13. [

Proposition 3.17. Les bancs-coins ¢ x 2 non dégénérés ou t est fixé et oil le banc a

les pattes vers le haut satisfont la série génératrice

H BCh(z,9,t) = 2'4? (M+ <1+ 22 ) (1+2—I)> (3.35)

Y 11—y l—z

out Co(z,y) est donné par la série génératrice (3.12).

Démonstration. La structure de ces coins est
banc t x 2 - (coin d’index 0 non dégénéré ou équerre) . (3.36)

Les bancs horizontaux ont pour série génératrice z'y2. A chacun de ces bancs, un coin
d’index 0 non dégénéré peut s’ajouter par le produit diagonal au coin inférieur droit

du banc. Cet ajout est décrit par la série

Colz, )

Ty

Pour ce qui est de ’équerre, la rangée horizontale non vide a deux positions possibles

tandis que la rangée verticale non vide a t positions ou elle peut étre ajoutée :

ty 2z
1+ —= 1 ,
( +1—y>< +1—I>

ot ’ajout de 1 a chaque facteur est dii au fait qu’on peut ne pas ajouter de rangée.

En appliquant la structure (3.36), on obtient I’équation (3.37). O
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Proposition 3.18. Les bancs-coins £ x 2 non dégénérés ou t est fixé et o le banc a

les pattes vers le bas satisfont la série génératrice

H BChy(z,y,t) = z'y? (M + (1 + 12—y> (1 + 2 )) (3.37)

Yy -y

out Cy(z,y) est la série génératrice (3.12).

Démonstration. Tout comme dans la proposition 3.17, la structure de ces coins est
banc ¢ x 2 - (coin d’index 0 non dégénéré ou équerre) . (3.38)

Les bancs horizontaux ont pour série génératrice z‘y?. A chacun de ces bancs, un coin
d’index 0 non dégénéré peut s’ajouter par le produit diagonal au coin inférieur droit

du banc :

CYO(‘TJ y)
Ty

Les rangées horizontales et verticales servant & former 1’équerre peuvent chacune étre

placées & deux endroits possibles ou étre absentes :

A Y P
1—y l—z/)"

Encore une fois, en utilisant la structure (3.38), on déduit I’équation (3.37). O

Proposition 3.19. La série génératrice BCy(z,y) de tous les bancs-coins ¢ x 2 avec

les pattes vers le haut ot1 t > 3 est

BC (e,1) = L5 (CO(:”’Z’)+<1+ 2 >+( y(8 = 2z) <1+ 2 )) (3.39)

-z Y -2 1—y)(1—2) -z

ot Cy(z,y) est donné par (3.12).
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Démonstration. Pour obtenir BC,, (z,y), on effectue la somme sur tous les ¢t possibles

de BCp(z,y,t) décrit a ’équation (3.35). On trouve alors

t 2
BCh(z,y) = ZBChlxy’ Zx ( )+<1+1—yy> <1+1_zz>>

t>3 £>3
:L 2z ¢
>3 B >3 Y
_ 23 C'o(x, ) N vz - 2z N y° - 2z \ 73 (3 — 2x)
l—z zy -z l—z) 1-y l-z) (1-z)°
O

Proposition 3.20. La série génératrice BCha(x,y) de tous les bancs-coins ¢ x 2 avec

les pattes vers le bas ol £ > 3 est

223 Cylz, ) 2
BCha(z,y) = ;J_f"x ( 05:; y) 4 (1 + %) (1 + _:”z>) (3.40)

ou Co(z,7) est la série génératrice (3.12).

Démonstration. De maniére analogue a la proposition 3.19, on trouve BCh,(z,y) en

faisant la somme des BCh, (z,y, t), soit Péquation (3.37), pour ¢ > 3

C 2 2
BChy(z,y) = ZBCh?xy’ Zzt2( Oxy) <1+1—yy> <1+1jz))

t>3 t>3

~ 3
2<7C"($’y)+ <1+—2y )(1+ 22 )) r o
xy 11—y l—z l—zx )

Avec les séries génératrices de cette section, on obtient la proposition suivante

concernant tous les bancs-coins.

Proposition 3.21. La série génératrice BC(z,y) de tous les bancs-coins est
BC(z,y) = BChi(x,y)+BCh,(z,y)+BCn(y, )+ BCh,(y, )+ BCoxa(z,y) (3.41)

olt BCyyo(z,y), BCh, (z,y) et BCh,(z,y) sont respectivement donnés aux équations (3.34),
(3.39) et (3.40)
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Démonstration. Un banc-coin appartient & une des trois classes suivantes :
— banc-coin ¢ X 2 non dégénéré : BCy, (z,y) + BCh,(x,v);
— banc-coin 2 x t non dégénéré : BCy, (y,z) + BCh,(y, x);
— banc-coin 2 x 2 : BCoya(z,y).

En additionnant les séries génératrices de ces cas, on a (3.41). O

Le nombre de bancs-coins inscrits dans un rectangle de dimensions inférieures ou

égales 4 9 x 9 est présenté au tableau 3.2.

BNk 1] 23] 4] 5 [ 6 |7 8 | 9
1 JoJo] o] o 0 0 0 0 0
2 ol 1] 4] 8 12 16 | 20 24 28
3 ]/0]4]16 33| 56 | 8 | 120 | 161 | 208
4 |0] 8|33 ]62] 107 ] 172 | 261 | 378 | 527
5 |0]12] 56 [ 107 | 196 | 341 | 564 | 891 | 1352
6 |0]16] 85 | 172 | 341 | 646 | 1163 | 1994 | 3271
7 |0]20]120]261 | 564 | 1163 | 2268 | 4191 | 7376
8 |0]24]161]378 891 | 1994 | 4191 | 8298 | 15575
9 |0|28]208 527 | 1352 [ 3271 | 7376 | 15575 | 31036

TABLEAU 3.2 — Nombre de bancs-coins inscrits dans un & X b

3.3.5 Minimaux plus un généraux

En regroupant les polyominos d’index 1 contenant un banc quelconque t x 2,¢ > 3
ou un banc 2 x 2, la série génératrice de tous les polyominos d’aire minimale plus un

est obtenue :
Py(z,y) = PP**(z,y) + PP**(z,y) (3.42)

ott P*?(z,y) et PP**(x,y) sont respectivement donnés par (3.25) et (3.26). De cette

série, on extrait le tableau 3.3.

Dans [22], A. Goupil et col. ont développé une formule exacte pour le nombre de
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2] 3] 4 ] 5 6 | 7 8 9 ]
1 o] 0] O 0 0 0 0 0 0
1| 6 18 | 38 66 102 146 198

6 44 154 376 750 1316 2114 3184
18 | 154 | 584 1526 | 3276 6194 10704 17294
376 | 1526 | 4180 | 9458 18936 | 34726 | 59556
66 | 750 | 3276 | 9458 | 22576 | 47798 | 92820 | 168602
102 | 1316 | 6194 | 18936 | 47798 | 107052 | 219922 | 422376
146 | 2114 | 10704 | 34726 | 92820 | 219922 | 477464 | 967894
198 | 3184 | 17294 | 59556 | 168602 | 422376 | 967894 | 2067300

OO0 || O | WO
je] Ran] R an] Jan) Han) Nen) e ) ]
o
o

TABLEAU 3.3 — Nombre de polyominos minimaux plus un inscrits dans un & x b

polyominos d’index 1 inscrits :

4

0 sib=1ouk=1
1 sib=k=2
4b% — 16 + 18 sik=2etb>2
b b4k —
s i-m("H ) a1
p1(k, b) = < 8(2k2+2bk+b—13k+13 b+k—4 (3.43)
+
k— b—1
+8(2b2+2bk+k—13b+13 (b+k 4
b—2
—4/3 (b® + k) — 12(b%k + bk? + 16(b? + k?)
+72bk — 266/3(b + k) + 120 sib>3etk >3

\

De cette formule, la série génératrice exprimant le nombre de polyominos d’index 1

inscrits dans un carré, notée PC(z,y), est obtenue :

—4y°r°((z,y)
— 1(b, b) by’ = 3 3.44
v) ;p (6.6) "y (1—;1,/:1:)4(1—4,@/:1:)3/2 (1+\/1—4y:c) (3.44)

ou

C(z,y) = 1627y" — 2482°%° — 551y°2° + 183y*a* + 7262y — 94y*z* — 31lyz — 1
1 — dyz (84z°y° — 1052°y° + 847z"y" + 298z°y° — 1302%y° — 33zy — 1) .

Cette série sera particuliérement importante pour obtenir les polyominos d’index 1 &

rotations prés et a symétries prés.
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Polyominos d’aire minimale plus deux

Mathematical reasoning may be regarded rather
schematically as the exercise of a combination of two
facilities, which we may call intuition and ingenuity.

- Alan Turing [42, p. 214]

Les polyominos d’aire minimale plus deux inscrits dans un rectangle k£ x b sont
d’aire b + k + 1. Ils ont deux cellules supplémentaires au nombre minimal et sont
également appelés polyominos d'indez 2. Ceux-ci se partitionnent en deux catégories.
Ills contiennent soit deux bancs d’index 1, soit une structure d’index 2 nommée bol,

respectivement illustrés aux figures 4.1(a) et 4.1(b).

(a) (b)

FIGURE 4.1 — Polyominos d’index 2

Ils ont été étudiés par A. Goupil, H. Cloutier et M.-E. Pellerin dans [23]. A. Goupil
a proposé la classification et a obtenu la majorité des séries génératrices, H. Cloutier a

validé les résultats & I’aide d’un programme informatique qu’il a développé a cet effet
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et M.-E. Pellerin a obtenu les séries génératrices de la classe des grands rectangles,
définie & la section 4.2.3. Suite & ce travail, M.-E. Pellerin a prouvé ’énoncé conjecturé
par A. Goupil présenté a la section 4.1 et a également défini le concept de face d’un

polyomino. Un article décrivant ce résultat est en préparation.

Dans un premier temps, une caractérisation géométrique des polyominos d’index r
est présentée; on démontre qu’ils sont entiérement définis par la somme du nombre
de trous linéaires et de faces. A partir de ce nouveau résultat, on déduit comment
classifier les polyominos d’index 2 et la série génératrice pour chacune des classes
est obtenue. De plus, tout au long de ce chapitre, la méme convention que dans [23]
est utilisée, c’est-a-dire qu’un endroit marqué par un 0 sur une figure représente une

cellule vide.

4.1 Caractérisation des polyominos d’index r

Dans cette section, on développe une maniére de caractériser géométriquement
les polyominos d’index r, c’est-a-dire les polyominos inscrits dans un rectangle de
dimension k£ x b et d’aire b+ k + r — 1 aussi appelés d’aire minimale plus r. Pour ce

faire, plusieurs concepts doivent étre définis, dont celui de trou linéaire.

Définition 4.1. Un trou linéaire dans un polyomino est un ensemble de deux cellules
situées sur une rangée horizontale ou verticale du polyomino qui sont séparées par des

cellules vides. On note ¢(P) le nombre de trous linéaires d’un polyomino P.

Par exemple, un banc non dégénéré posséde un trou linéaire et le polyomino de
la figure 4.2 en a deux (un horizontal et un vertical). De plus, puisque deux points
définissent une seule droite, un trou linéaire est soit horizontal, soit vertical : il ne

peut pas étre les deux a la fois.

Définition 4.2. Un cycle dans un polyomino P est une suite de cellules (z1, 22, ..., Z,),

z; € P, telle que les cellules consécutives z; et z;,.; sont voisines dans le polyomino
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et ou seuls le début et la fin coincident. Autrement dit, il s’agit d’un parcours dans le
polyomino & partir d’une cellule z qui permet de revenir & z sans rebrousser chemin.

Le cycle est indépendant de la cellule z choisie.

Un polyomino peut 8étre associé a un objet géométrique, appelé un animal, ou
chaque cellule du polyomino est représentée par un point du plan discret et chaque
c6té commun & deux cellules voisines est représenté par une aréte entre les deux points

correspondants. Un exemple est illustré a la figure 4.2.

P -[F

FIGURE 4.2 — Un polyomino et ’animal associé

Dans la littérature (voir par exemple [8] et [11]), il n’y a pas d’arétes dans un ani-
mal. Toutefois, cette notion est nécessaire pour les résultats ci-dessous et n’affecte pas
la nature de l'objet. En effet, la présence d’arétes dans un animal permet d’introduire

le concept d’aréte interne et subséquemment de définir une face d’un polyomino.
P

Définition 4.3. Une aréte interne d'un animal qui représente un cycle est une aréte
qui est a l'intérieur du polygone circonscrit & ’animal, c’est-a-dire qu’en imaginant
un insecte se promenant sur ce polygone, dans le sens anti-horaire, 'aréte interne
est toujours & sa gauche. Les arétes situées sur le polygone circonscrit ne sont pas a

Pintérieur de ’animal.

Par exemple, les arétes oranges de la figure 4.3 sont les arétes internes aux animaux

illustrés.

Définition 4.4. Une face d’'un polyomino P est un polyomino cycle tel que son animal
correspondant ne posséde aucun chemin entre deux cellules du cycle composé d’arétes

internes & I’animal. On note f(P) le nombre de faces du polyomino P.

Par exemple, les polyominos constitués de cellules bleues a la figure 4.3 sont des
cycles, mais seuls ceux de la figure 4.3(b) sont des faces. En fait, les polyominos illustrés

a la figure 4.3(a) contiennent chacun deux faces, tout comme celui de la figure 4.2.
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- e O

) pas des faces

-*Dr.".lw:? E]

) des faces

L ]
[ ]

L ]

®
[

FIGURE 4.3 ~ Des cycles (cellules bleues)

Le lemme qui suit est fondamental pour démontrer que les polyominos d’index r

sont caractérisés par leur nombre de trous linéaires et de faces.

Lemme 4.5. Soit P un polyomino tel que t(P)+ f(P) = m, ot t(P) est le nombre de
trous linéaires de P et f(P) est le nombre de faces. Soit P’, un polyomino construit

par I'ajout d’une cellule & P et tel que P et P’ ont le méme rectangle circonscrit, alors

t(PY+ f(P)Y=m+1.

Démonstration. On doit considérer toutes les fagons d’ajouter une cellule z & P.
Pour ce faire, le degré de la cellule ajoutée est considéré. Avant cet ajout, les cellules
adjacentes & x sont contenues dans un polyomino et doivent donc étre connectées
d’une certaine maniére. Les figures 4.4 & 4.7 illustrent toutes les situations possibles.
Sur ces figures, la cellule orange est la cellule ajoutée. La connection entre les cellules

adjacentes (en bleu) a la cellule ajoutée est représentée par des segments linéaires.

On constate que, dans chacun des cas, il y a un gain de un dans la somme du
nombre de trous linéaires et de faces par rapport au polyomino initial. Plus précisé-
ment, lorsque la cellule ajoutée est de '

— degré 1 : il y a un trou linéaire de plus;

— degré 2 : il y a une face de plus;

— degré 3 : il y a deux faces de plus, mais un trou linéaire de moins;

— degré 4 : il y a trois faces de plus, mais deux trous linéaires de moins.
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Ces observations permettent de conclure que ’énoncé du lemme 4.5 est vérifié. De
plus, on constate le lien suivant entre le degré de la cellule ajoutée d,, le nombre de

trous linéaires de plus ¢, et le nombre de faces de plus f, :

: 0 0 0 0
olo olo (]o olo

FIGURE 4.4 — Ajout d’une cellule de degré 1

o 0 2 . 0
Sl Sl
0

FIGURE 4.5 — Ajout d’une cellule de degré 2

FIGURE 4.6 — Ajout d’une cellule de degré 3

FIGURE 4.8 — Ajout d’une cellule &

FIGURE 4.7 — Ajout d'une cellule de I’extérieur du rectangle circonscrit

degré 4

Remarque Le lemme précédent traite seulement du cas ou la cellule est ajoutée &

lintérieur du rectangle circonscrit. Lorsque ce n’est pas le cas, le rectangle circonscrit
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change comme en témoigne la figure 4.8; ’ajout n’a aucun impact sur le nombre
de trous linéaires ou le nombre de faces et I'index demeure inchangé par rapport au
nouveau rectangle. En effet, on suppose que le polyomino de départ est inscrit dans un
k x b et est d’'index r, c’est-a-dire d’aire b+ k+r — 1. Alors, aprés 'ajout de la cellule
& l'extérieur du rectangle, le polyomino est maintenant inscrit dans un (k +1) x b ou
un k£ X (b+ 1) et est d’aire b + k + r. Ainsi, il est bien d’index r, car laire est de

b+(k+1)+r—1loude(b+1)+k+r—1.

Théoréme 4.6. Soit i(P), I'index du polyomino P, alors la somme du nombre de

trous linéaires et de faces égale a i(P) :

i(P)=t(P)+ f(P). (4.1)

Démonstration. La preuve se fait par induction.
1) Soit #(P) = 0. Un polyomino d’index 0 ne posséde aucun trou linéaire, ni de
face de par leur forme géométrique (voir chapitre 3). Ainsi, ’équation (4.1) est

vérifiée lorsque i(P) = 0.

ii) On suppose que l'identité (4.1) est vraie pour tout index inférieur ou égal 4 k.
L’objectif est de montrer qu’elle est aussi vraie pour 'index k£ + 1. Pour ce faire,
la démarche ci-dessous est inspirée de celle présentée dans [23] concernant le cas

particulier des polyominos d’index 1.

D’abord, par définition, ajouter une cellule & I'intérieur du rectangle circonscrit
d’un polyomino d’index k donne un polyomino d’index k£ + 1. Du lemme 4.5 et
de I'hypothése d’induction, la somme du nombre de trous linéaires et de faces
du nouveau polyomino est £+ 1. Par contre, les polyominos d’index k-1 ne sont
pas tous construits par I’ajout d’une cellule & un polyomino d’index k ayant le

méme rectangle circonscrit.

Soit P un polyomino d’index k+ 1. Soit  une cellule de P, alors cette cellule est
minimale dans son rectangle circonscrit : un rectangle 1 x 1. Soit P’, ’ensemble

constitué de x et d’une cellule voisine appartenant & P.
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En ajoutant & P’ une cellule voisine appartenant & P et en vérifiant & chaque fois
I'index, deux situations peuvent intervenir : le rectangle circonscrit est modifié
et I'index est inchangé (voir remarque ci-haut) ou le rectangle circonscrit est
le méme et 'index est augmenté d’une unité. Avec ces ajouts successifs, P’ est
éventuellement d’index k et, par I’hypothése d’induction, la somme du nombre

de trous linéaires et de faces est k.

En poursuivant 'ajout des cellules une & la fois, une cellule augmentera éven-
tuellement l'index de P’ & k + 1. Du lemme 4.5, f(P') + t(P') = k+ 1. En
continuant d’ajouter les cellules de P & P’, 'index ne change pas, car P est
d’index k + 1; les cellules augmentent alors la taille du rectangle circonscrit de
P’ et ne modifient donc pas le nombre de trous linéaires et de faces. On conclut

que t(P)+ f(P)=k+ L

Ainsi, par le principe d’induction, i(P) = t(P) + f(P), VP et Vi(P). O

4.2 Classification des polyominos d’index 2

Pour construire les polyominos d’index 2, on s’appuit sur la propriété d’additivité
de I'index sous le produit diagonal, abordée & la section 3.1. Tel que mentionné dans
Pintroduction de ce chapitre, et qu'on peut déduire & partir du théoréme 4.6, il y
a deux cas 4 considérer. D'une part, il faut regarder les différentes facons d’agencer
deux bancs d’index 1 et de compléter avec des polyominos d’index 0. Ce premier cas
se subdivise en quatre sous-cas : les Bancx Banc, les premiers ¢ x 2 ou 2 x ¢, les grands
rectangles et les quatre-feuilles. D’autre part, il y a les bols, qui ne sont pas construits
avec deux bancs et qui sont aussi complétés par des polyominos d’index 0. Dans cette
section, ces cas sont définis et la preuve qu’un polyomino d’aire minimale plus deux

appartient obligatoirement & une de ces formes est établie.
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4.2.1 BancxBanc

La classe des Bancx Banc est composée de deux bancs d’index 1 partageant au
plus une cellule. Ils sont construits & ’aide du produit diagonal selon la structure

suivante :

Banc coin - escalier - Banc coin

tel qu'illustré & la figure 4.9. Les bancs-coins sont des polyominos d’aire minimale plus

un et ont été étudiés a la section 3.3.4.

(a) 0 cellule commune entre les deux bancs (b) 1 cellule commune entre les deux bancs

FIGURE 4.9 — BancxBanc

4.2.2 Premiers inscrits dans un ¢t X 2 ou 2 X t

Les premiers inscrits dans un t X 2, ou simplement premiers ¢ x 2, sont formés de
deux bancs horizontaux placés coéte a cote et partageant deux cellules. Cet ensemble
est partitionné en deux sous-ensembles nommés bancs d’index 2 et en forme de S et
sont illustrés & la figure 4.10. Dans le premier cas, les deux bancs ont leurs pattes dans
le méme sens tandis que pour ceux en forme de S, elles sont dans des sens opposés.
Les premiers inscrits dans un 2 X t sont les analogues des premiers ¢ x 2 et ils sont

formés de deux bancs verticaux.

0
0

(a) Banc d’index 2 (b) En forme de S

FIGURE 4.10 — Premiers ¢ x 2
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4.2.3 Grands rectangles

Les grands rectangles sont composés de deux bancs placés perpendiculairement
I’'un par rapport & I'autre tel que deux cellules de la patte d’un banc appartiennent
4 la base de 'autre banc. Ce type de polyomino d’index 2 se divise en deux classes,
nommeés de premiére espéce et de seconde espéce. Des représentants de celles-ci sont
illustrés & la figure 4.11. En particulier, on spécifiera qu’un polyomino de seconde
espéce est horizontal lorsque le banc horizontal prend toute la largeur du rectangle
qui circonscrit la figure, comme c’est le cas a la figure 4.11(b). Il y a également ceux
dits verticaux, issus d’une rotation de 90° des horizontaux, et dont le banc en position

verticale occupe entiérement la hauteur du rectangle circonscrit.

ol By

) premiére espéce ) seconde espéce

FIGURE 4.11 — Grands rectangles

4.2.4 Premiers a quatre feuilles

La derniére classe d’index 2 construite avec deux bancs d’index 1 sont les premiers
& quatre feuilles ou simplement les quatre-feuilles : les deux bancs sont disposés dos &
dos, c’est-a-dire que leurs pattes ont des directions opposées, de maniére & ce que la

base d’un banc partage au moins deux cellules avec la base de ’autre banc.

M N W

crabe ) chien )} dromadaire

FIGURE 4.12 — Premiers & quatre feuilles

Cette catégorie tient son nom du fait qu'une feuille d’un polyomino est une cellule

qui est reliée & une seule autre cellule : les polyominos appartenant & cette catégorie
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en possédent quatre. La figure 4.12 présente les sous-cas des premiers & quatre feuilles
horizontaux, dont le nom est inspiré de leur forme. Les versions verticales de ces fi-
gures, obtenues par une rotation de 90°, font également partie de la classe des premiers

& quatre feuilles.

4.2.5 Bols

La catégorie des bols est la seule qui, en général, n’est pas composée de deux bancs
d’index 1. On distingue trois types de bols : les bols parfaits, les bols asymétriques et
les bols symétriques. 1ls sont formés d’un banc d’index 1 auquel des cellules sont ajou-
tées stratégiquement pour former un polyomino d’index 2, comme on peut le constater
sur la figure 4.13. On peut également voir les bols comme ayant deux trous linéaires
paralléles directement 'un au-dessus de I'autre ou, dans le cas des bols asymétriques
et symétriques, ayant parfois un banc 2 X 2 et un trou linéaire. Ainsi, dans ce deuxiéme
cas, il peut y avoir deux bancs d’index 1 par la combinaison d’un carré 2 x 2 avec un
autre banc. Cependant, il s’agit d’'un cas bien particulier et, dans la majorité des cas,

un bol ne contiendra pas deux bancs d’index 1.

Les bols illustrés & la figure 4.13 sont les bols horizontauz. De plus, ils n’ont pas
été considérés dans les autres classes. Les formes obtenues par une rotation de 90° des
polyominos illustrés & cette figure appartiennent aussi & la classe des bols et sont les

bols verticauz.

0 0 0
0
0 0 0
(a) parfait (b) asymétrique (c) symétrique

FIGURE 4.13 — Bols
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4.2.6 Minimaux plus deux généraux

Les cinq classes décrites précédemment sont mutuellement disjointes par définition.
La proposition 4.8 indique que ces classes sont suffisantes pour former ’ensemble des

polyominos d’aire minimale plus deux.

Corollaire 4.7. Un polyomino est d’index 2 si et seulement si la somme du nombre

de trous linéaires et de bancs 2 x 2 est égale & 2.

Démonstration. Directement du théoréme 4.6. O

Proposition 4.8. L’ensemble des polyominos d’index 2 correspond & la réunion des
BancxBanc et des polyominos d’index 2 contenant une des structures suivantes : un

premier £ X 2 ou 2 X t, un grand rectangle, un quatre-feuilles et un bol.

Démonstration. Du corollaire 4.7, la classification des polyominos d’'index 2 pour les
besoins de la preuve est faite en fonction du nombre de trous linéaires
— Ceux avec zéro trou linéaire ne contiennent aucun banc non dégénéré. Ils appar-
tiennent soit 4 la classe des BancxBanc (figure 4.14(a)), lorsque les deux bancs
sont des 2 x 2, soit & la classe des premiers ¢ X 2 ou 2 x ¢ (figure 4.14(b)), lorsque
les deux bancs cote & cote sont des 2 x 2, c’est-a-dire lorsque t = 3.
— Ceux avec un seul trou linéaire contiennent exactement un banc 2 x 2. Ils sont
dans une des trois classes suivantes :
— BancxBanc ou un des deux bancs dans le produit diagonal est un 2 x 2
(figure 4.15(a)) ;
— premier ¢t X 2 ou 2 X t ol un des bancs cote a cote est un 2 x 2 (figure 4.15(b));
— bols asymétrique ou symétrique ou la base du bol est un 2 x 2 (figure 4.15(c)).
— Ceux avec deux trous linéaires se partitionnent en deux cas selon la position des
deux trous. Si ces trous sont directement 'un au-dessus de 'autre, il s’agit de la
classe des bols (figure 4.16(c)). Autrement, les deux trous linéaires sont créés par
la présence de deux bancs non dégénérés. Ce dernier cas appartient & la classe
des BancxBanc (figure 4.16(a)), des premiers ¢t x 2 ou 2 x ¢ (figure 4.16(b)), des
grands rectangles (figure 4.16(d)) ou des quatre-feuilles (figure 4.16(e)).
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Ainsi, toutes les fagons d’avoir au plus deux trous linéaires ont été considérées, ce qui

démontre la proposition 4.8. ]

Les polyominos d’index 2 inscrits dans tous les rectangles inclus dans un carré
10 x 10 ont été générés informatiquement par H. Cloutier, ce qui a permis de vérifier

que chacun d’eux appartient a la classification établie précédemment.

e

) BancxBanc ) Premiers 2 x 3 et 3 x 2

FIGURE 4.14 - Polyominos d’index 2 ayant zéro trou linéaire

My T

) BancxBanc ) Premier 2xt ) Bols

FIGURE 4.15 — Polyominos d’index 2 ayant un trou linéaire

ﬁihv

) BancxBanc ) Premier 2xt ) Bols
) Grands rectangles e) Quatre-feuilles

FIGURE 4.16 — Polyominos d’index 2 ayant deux trous linéaires
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4.3 Séries génératrices des polyominos d’index 2

Comme au chapitre 3, les séries génératrices trouvées dans ce chapitre dépendent

de la largeur £ et de la hauteur b du rectangle circonscrit au polyomino :

G(z,y) = Y glk,b)z*y).
b

k>0
4.3.1 BancxBanc

Par définition des BancxBanc (voir section 4.2.1), ceux-ci sont construits par le

produit diagonal
Banc coin - escalier - Banc coin (4.2)

suivant une des deux diagonales du rectangle, dont un exemple est illustré & la fi-
gure 4.17. Puisqu’aucun polyomino de cette forme n’appartient 8 deux diagonales en
méme temps, on obtient directement la proposition 4.9. De plus, au tableau 4.1, on
présente le nombre de polyominos Banc x Banc en fonction des dimensions du rectangle

circonscrit.

FIGURE 4.17 — Construction d'un Bancx Banc le long d'une diagonale
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Proposition 4.9. Soit BX B(z,y), la série génératrice des polyominos Bancx Banc,

alors

ou BC(z,vy) est la série génératrice des bancs-coins, donnée par 'équation (3.41), et

BXB(z,y) =

QBC(:c,y)2 ESC(z,y)

722

ESC(z,y) est celle des escaliers donnée par 1’équation (3.1).

k\b| 3 4 5 6 7 8 9
3 | 2 18 82 258 642 1362 2578
4 | 18 | 164 | 762 | 2476 | 6434 | 14356 @ 28682
5 | 82 | 762 | 3596 | 11940 | 31976 | 74032 | 154166
6 || 258 | 2476 | 11940 | 40572 | 111824 | 267776 | 578826
7 || 642 | 6434 | 31976 | 111824 | 31830 | 790092 | 1774244
8 || 1362 | 14356 | 74032 | 267776 | 790092 | 2036312 | 4755336
9 || 2578 | 28682 | 154166 | 578826 | 1774244 | 4755336 | 11554784

TABLEAU 4.1 — Nombre de BancxBanc inscrits dans un & x b

4.3.2 Premiers inscritsdans unt x 2 ou 2 X ¢

Les polyominos d’index 2 contenant un premier inscrit dans un ¢ x 2 en forme de S
adoptent la méme structure que ceux qui possédent un banc d’index 2, tel que décrit

dans les paragraphes suivants.

(a) équerre; - premiertx2 - coin (b) coin - premier t x 2 - coin

FIGURE 4.18 - Polyominos d’index 2 contenant un premier ¢ x 2

Puisque les premiers ¢ x 2 sont des polyominos d’index 2 dans leur rectangle

circonscrit, on doit compléter par des polyominos d’index 0 & I'aide du produit diagonal
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en ajoutant des coins d’index 0 non dégénérés ou des équerres & chacune des extémités
du t x 2. Plus généralement, les polyominos d’index 2 contenant un premier ¢ x 2 ont

la structure

(Coin d'index 0 non dégénéré ou équerre;) - premier ¢ X 2

- (Coin d’index 0 non dégénéré ou équerre,) .

Cette construction peut se faire sur I'une des deux diagonales en attachant les compo-
santes d’index 0 sur les deux paires de coins diagonalement opposés du premier ¢ x 2,
comme illustré a la figure 4.18. Par conséquent, pour les compter, on doit utiliser la

formule

2 (Coin d’index 0 non dégénéré ou équerre;) - premier ¢ X 2
- (Coin d’index 0 non dégénéré ou équerre,) (4.4)

— équerre; - premier £ X 2 - équerres,

car il faut exclure les polyominos d’index 2 contenant un premier ¢ x 2 appartenant aux

deux diagonales, soit ceux avec des équerres a chaque extrémité (voir la figure 4.19).

(12

(a) banc d’index 2 (b) en forme de .S

FIGURE 4.19 — Ajout d’équerres sur un premier inscrit dans un ¢ x 2
Proposition 4.10. La série génératrice des bancs d’index 2 horizontaux est

By(z,y,t) = 2(t — 2)a'y?, t>4 (4.5)

et celle des bancs d’'index 2 horizontaux quelconques est

22492 (2 — 1)

4.6
(1-z)° (46)

BQ(wvy) = ZBQ(:va?t) =

t>4
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Démonstration. Pour former un banc d’index 2 de largeur ¢ > 4, on prend d’abord un
banc d’index 1 horizontal de largeur ¢ et on y insére une cellule entre les deux pattes
du banc & I'une des t — 2 places possibles. Puisqu’il y a deux bancs horizontaux de
méme largeur pour ¢t > 4, il y a 2(t — 2) bancs d’index 2 de largeur ¢, d’oti (4.5). En

faisant la somme pour tous les ¢ > 4, on obtient (4.6).

A noter que le cas t = 3 est exclu de (4.6). En effet, le facteur 2 ne s’applique

pas dans ce cas, puisqu’il n’y a seulement qu’un polyomino de cette largeur de série

$3y2. O

Proposition 4.11. Soit T5(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2 conte-

nant un banc d’index 2 horizontal de largeur supérieure ou égale & 4, alors

21 )(21;43/2(2—:0) 2:c4y3(3502—9:c+8)>

IxLMZQ[@+

-2 (1—z)° (1-2)°(1-y)
e al] (1 2 (1, 20)  Ge9]
~ (1 . 12_—:01)2 (21‘23112_(235)—23:) N 2:04(7;1353;;(—19—15 8)) (1 + 13_—yy>

out Cy(z,y) est donnée par I'équation (3.12).

Démonstration. En appliquant la structure multiplicative (4.4), on a

(112) (1+ 1) » G20
(1+ 12_$I> <1+ 1%’y> -+ C*oi:;,y)] (4.8)
- (1+1%> <1+1t_—yy> Ba(z, 1, ¢) <1+ 12_‘”1> (”1%)

ol l'ajout d’équerres sur un banc d’index 2 est illustré & la figure 4.19(a) et Ba(z,y,t)

To(z,y,t) =2

) BQ(I7 Y, t)

correspond & 1’équation (4.5).
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En faisant la somme pour t > 4, on a

y) - ZTQ(Ivy’t)
)(ZBgry, +—Zt32xy, )

=2

t>4
( t>4 t>4

+00(I’y) ZBQ(I,y,t)] (1+ 12_Iz>(1+ 1???])* COEZ;’ y)] (4.9)

1Y t>4

_<1+ 12_II)Q<1+—>(ZBQ z,y,t +—Zth (z,, )

t>4 t>4

2 (2 — 2 322 -9 8
S Ba(a, 0, 1) M et > tBy(z,y,t) = vy (32 T ), (4.10)
t>4 (1- >4 (1—1x)

alors en substituant (4.10) dans (4.9), on obtient (4.7). O

Proposition 4.12. Soit Ts(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2 conte-

nant un premier en forme de S horizontal, alors

e = 4 (10 25 (g ) Zde]
) EE) e

out Co(x,y) est donné par (3.12).

Démonstration. Soit i et 7 des entiers positifs tel que i + 7 — 1 = ¢. Il existe deux
premiers t X 2 en forme de S formés d’un banc 7 x 2 et d’'un autre de dimensions j x 2.
En appliquant la structure multiplicative (4.4) et en se basant sur ’ajout d’équerres

illustré a la figure 4.19(b), on a

Ts(z,y,4,7) = 2 [(1 L % ) (1+ (i+1)y> . éo(z,y)] gty

-z 1 -y Ty
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<1+ m:)(y+u+1m>+cuaw}
1l—x 11—y Y
1 N .
—(1+ 2z ><1+ (i + )y>_2xzﬂ_1y2_(1+ 2 )(H (J+1)y>
11—z 11—y l—2 -y
ou de maniére équivalente,
O+2x>@+u+m>+@@m}
11—z 11—y Y
2 @+2x)@+o+m>+%mm]
1—=x 11—y Y

X
» 2z L+ 1 2% . 2 4]
Lo (12 (14 G 2y 2 ) U Dy
l—z l-y /) = l—z 1—y

En faisant la somme sur tous les i > 3 et les j > 3, on obtient la série génératrice

Ts(z,y,1,7) = 21"

x?

Ts(z,y), car on comptabilise alors tous les premiers ¢ x 2 en forme de S.

Ts(z,y) = Y Ts(z,,4,5)

i,j>3
i>3 -7 -y zy
2 ‘ 1
Ql . ij (1 + ) (1 " (]1+ )y) n Co(x,y)]
T T —Y 7y
2

Aprés simplification, on obtient
g 2 (i 4 1) Co(z,y) ’
Y ; z 1+ 1)y o\Z,Y
T, S “l1 1 :
e =5 (155 (14 55) - 257

_ 2%2 !Za:’ (1 + 12_9:33) (1 n (iltlgzy)r.

i>3
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Or,
, 2 + 1 2 . 1 ,
zy0+lx>0+@f)620+lx>( ﬁ+JL§}+U%
i>3 - —Y ~¥\i>3 -y i>3
2z z3 y 2% (4 — 31)
=1 ' . (41
( +1—I><1—I+1—y (1-x)° > (4.13)
Ainsi, en substituant (4.13) dans (4.12), on obtient (4.11). O

Proposition 4.13. Soit T3x2(x, y) la série génératrice des polyominos d’index 2 conte-

nant un premier 3 X 2, alors

- 2
2

14 z 14 3y +CO(Ia?J) 2%
l—-z 11—y Y

2 2 2
—@+ I)(u_ﬁﬂ-ﬁﬁ (4.14)

1—=x

Tsuo(z,y) =2

ou Co(z,y) est donné par (3.12).

Démonstration. Les polyominos d’index 2 contenant un premier 3 x 2 ont la méme
structure multiplicative qu’un banc d’index 2, laquelle est donnée a 1'équation (4.4).

Ainsi, en remplagant ¢ par 3 et By(x,y,t) par z3y? dans (4.8), on obtient T3xo(z,y). [

Proposition 4.14. Soit T(z,y), la série génératrice des polyominos d’index 2 conte-

nant un premier ¢ X 2 ou 2 X t, alors

T(z,y) = To(z,y) + Ta(y, z) + Ts(z,y) + Ts(y, z) + Tsxa(z,y) + Taxo(y,z) (4.15)

ou Ta(z,y), Ts(x,y) et Tsxo(z,y) sont les séries génératrices présentées aux équa-

tions (4.7), (4.11) et (4.14).

Démonstration. Les polyominos d’index 2 contenant un premier ¢ X 2, ¢ > 3, sont
partionnés en trois sous-ensembles. Un polyomino de cette catégorie contient soit un
banc d’index 2 horizontal, soit un premier ¢ X 2 en forme de S, soit un premier 3 x 2.

Ainsi, la somme des séries génératrices de ces trois sous-ensembles donne la série des
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polyominos d’index 2 contenant un premier inscrit dans un ¢ x 2, t > 3. Pour avoir
les polyominos d’index 2 contenant un premier 2 X ¢, la version verticale des t x 2,
il suffit d’interchanger x et y dans les séries génératrices des trois sous-catégories de

premier ¢t X 2. (]

A partir du développement en séries de MacLaurin de la série T'(z, ), soit (4.15),
on construit le tableau 4.2 du nombre de polyominos d’index 2 inscrits contenant un

premier ¢ X 2 ou 2 X t.

b 2 | 3 4 5 6 7 8 9 |
2 [ 0] 1 8 32 88 192 360 608
3 1] 12] 75 312 957 | 2346 | 4911 9180
4 | 8 | 75 | 352 | 1278 | 3928 | 10144 | 22688 | 45410
5 | 32 | 312 | 1278 | 3784 | 10458 | 26400 | 60230 | 125352
6 | 88 | 957 | 3928 | 10458 | 25968 | 61968 | 139976 | 296910
7 | 192 [ 2346 | 10144 | 26400 | 61968 | 140832 | 311144 | 662352
8 | 360 | 4911 | 22688 | 60230 | 139976 | 311144 | 676192 | 1436282
9 | 608 | 9180 | 45410 | 125352 | 296910 | 662352 | 1436282 | 3053448 |

TABLEAU 4.2 — Nombre de polyominos d’index 2 inscrits dans un & x b contenant un
premier t X 2 ou 2 X t

4.3.3 Grands rectangles

Il y a deux types de grands rectangles, ceux de premiére espéce et ceux de seconde
espéce. La classe des grands rectangles est la seule dont les structures d’index 2 ont
une hauteur et une largeur variables. De plus, une autre particularité intéressante de
ces structures est qu’elles occupent au plus trois des quatre coins de leur rectangle

circonscrit. Par conséquent, ils n’ont pas la méme structure sur les deux diagonales.

Proposition 4.15. La série génératrice des polyominos d’index 2 contenant un grand
rectangle de premiére espéce est
2 2 242Co(x,
x L2 2*y*Co(z, y)
1—x 1-y

Ay, =) Az, y) + I-2)(l-y)

GRy(z,y) =4 (1 +
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\ 2y \ | ¥*Colz,y) 20\  2*Co(z,y)
41A 1 - |A ’
rapa i+ 2) . e (14 725) S0
2z 2y
- 1 — ,
4( + l—x) <1+ 1—y> Alz,y) Aly, x) (4.16)
ou Cy(z,y) est donné par (3.12) et
3 3 _
Alz,y) = z 2 y(3 — 2z)

=z (1-2p(-y)

Démonstration. Puisqu’'un des coins du rectangle circonscrit n’est pas occupé pour un
grand rectangle de premiére espéce, la construction du polyomino d’index 2 contenant
ce type de grand rectangle sur la diagonale ! est différente de celle sur ’anti-diagonale ?,

comme on peut le constater & la figure 4.20.

(a) Diagonale (b) Anti-diagonale

FIGURE 4.20 — Ajout de coins d’index 0 & un grand rectangle de premiére espéce

Sur la diagonale, un polyomino d’index 2 contenant un grand rectangle de premiére

espéce est construit & I'aide du produit diagonal avec la structure
GR‘li = équerre, - grand rectangle; - (équerre; ou coin minimal non dégénéré)
tandis que sur l'anti-diagonale, on a plutot
GR{ = (équerre; ou coin minimal)-grand rectangle; - (équerre; ou coin minimal)

oil le coin minimal est non dégénéré. Ainsi, en additionnant GRY avec GRS et en

soustrayant les polyominos appartenant aux deux diagonales, on obtient I’ensemble

1. diagonale : diagonale allant du coin supérieur gauche au coin inférieur droit du rectangle
2. anti-diagonale : diagonale allant du coin supérieur droit au coin inférieur gauche du rectangle
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‘GR des polyominos d’index 2 contenant un grand rectangle de premiére espéce :
GR, = GR? + GR? — équerre; - grand rectangle, - équerre,. (4.17)

L’ajout des équerres sur ce type de grand rectangle est illustré & la figure 4.21 en

fonction des deux diagonales. En traduisant (4.17) en séries génératrices, on a

2 2 : t Colz, 1
GRl(x,y,s,t)=(1+ I)(H y>-4xty5- (1+ i ><1+ Y )+ o(z,)
l—z -y 11—z 1—y 7y
2 . _
N {(1+ ST ><1+ Y >+Co(x,y)} Aty
l—=2x l—y Ty
2 t )
l1—2 l—y Ty
2 2 :
-1+ = 1+—y - 4ztys 1+__S_:E_ 1+t_y ,

ol 4z'y* est la série génératrice des grands rectangles de premiére espéce, puisqu’il y

a quatre fagons de laisser un coin vide dans un rectangle ¢ x s afin de construire ces

(1+ 1Sf$)(1+ f_@)

grands rectangles.

(a) diagonale (b) anti-diagonale

FIGURE 4.21 — Ajout d’équerres sur un grand rectangle de premiére espéce

Pour avoir la série GRy(z,y), peu importe la dimension du grand rectangle, on

somme sur tous lest > 3 et s > 3 :

GRi(z,y) = Y _ Y GRi(z,,5,t). (4.18)

t>3 >3
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Les sommations suivantes ont pour forme rationnelle

3
e

t>3 t>3

. 2% (3 —2x)
et > tat = N

Alors,

A(r,y)=2zt(1+ ty >:1I3 L _2%y(3 — 22)

t>3 -y —z (1-2)%(1-y)

Ainsi, par les propriétés des sommes, I'équation (4.18) devient :

B 2z 2y
GRy(z,y) =4 <1+ ] —z) (1+ T—w —y)

-y

)
(1 + 15_:1;93) (1 + %) Y+ éoig;’ y)ys]
( ,

t,5>3

Y at (1 T ) + éoig;w 3 a:tys]

87

(1 + 12_lz> Alz,y) + ~

(2 (1452 ) e At

Aprés quelques simplifications et réorganisation des termes, on obtient (4.16). 0

Les grands rectangles de seconde espéce se divisent en trois catégories, lesquelles

sont illustrées & la figure 4.22.
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(c) Cas 3

FIGURE 4.22 — Ajout d’équerres sur un grand rectangle de seconde espéce

Proposition 4.16. Soit Bér(z,y,t,s) la série génératrice d'un grand rectangle de

seconde espéce horizontal de cas i, alors

1 N fet s
Bgr(xayata ‘S) - 4I yga
B;T(x,y,t, s) = 4(t — 3)z'y?®,

Bg'r(l" y? t, S) = 4l.tys

Démonstration. Pour construire un grand rectangle de seconde espéce horizontal, on
peut d’abord fixer un banc t x 2. Il y a deux facons de le faire, soit il a les pattes vers
le haut (voir figure 4.22), soit vers le bas. A la base de ce banc, on en ajoute un autre,
mais en position verticale de dimension 2 X (s — 1), de sorte que le grand rectangle
soit inscrit dans un ¢ X s.
— En ce qui concerne les cas 1 et 3, il y a deux facons de faire ’ajout d’un banc
vertical : & la gauche (voir figures 4.22(a) et 4.22(c)) ou & la droite du banc ¢ x 2.
Ainsi, par le principe du produit, il y a 2 X 2 = 4 grands rectangles de seconde

espéce de cas 1, de méme que pour le cas 3.
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— Pour le deuxiéme cas, le banc vertical peut étre placé a ¢ — 3 endroits le long
du banc et il peut avoir les pattes vers la gauche ou vers la droite. 11 y a donc
2(t — 3) facons d’attacher le banc vertical au banc horizontal. Ainsi, par le
principe du produit, il y a 2 x 2 (¢ — 3) = 4 (¢ — 3) grands rectangles de seconde
espéce inscrits dans un ¢ X s de cas 2.

O

Proposition 4.17. Soit G5(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2 conte-

GRy(z,y) =

nant un grand rectangle de seconde espéce horizontal du cas 7 € {1, 2,3}, alors
2 3Co(z,
y > L¥C(y)

473 - 2y - 2z

11—y z(1—1y) 11—z 11—y -z
2 2 C 4z°
(1+ z )(1+ y)+ o<x,y>] z
l—z l—y Ty 11—z

e

20 \’ 2 4*B
(4 |42 ) 4By
11—y 11—z -2z

B(x,y)(l +

_+_

ol

et,

GR3(z,y) =2 [(1 + 12_II)<1 + 12_yy>+é°§zy)]
fer ) & 1%)(1 *12—>
_(1+12—II> (1+12—yy) (1—i§2?1—y)

et,

GR3(z,y) =
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- (1 i 12:1696) (1 i 131%56) (1 i 12—yy>2 (1 —49;3(?14— y)

Démonstration. Le cas 1 et le cas 3 possédent la méme structure, soit

GRj,GR;y = (équerre; ou coin) - grand rectangle, - équerre,
+(équerre; ou coin)-grand rectangle,-(équerre; ou coin)

— équerre; - grand rectangle, - équerre, (4.19)

tandis que pour le cas 2, un coin d’aire minimale ne peut pas étre placé dans un des

coins du rectangle, celui inférieur gauche sur la figure 4.22(b), c’est-a-dire que

G R2 = 2 (équerre; ou coin minimal) - grand rectangle, - équerre,

— équerre; - grand rectangles - équerre,. (4.20)

Autant pour (4.19) que pour (4.20), le polyomino coin intervenant dans les structures
est un coin d’index 0 non dégénéré. Bien que les cas 1 et 3 se construisent de maniere
semblable, I'ajout d’équerres se fait différemment, lequel est présenté a la figure 4.22.
La traduction des structures décrites aux équations (4.19) et (4.20) en séries généra-
trices permet d’obtenir, en fonction de la largeur et de la hauteur du grand rectangle,
les séries génératrices des polyominos d’index 2 contenant un grand rectangle de se-
conde espéce pour chacun des trois cas. La couleur dans les équations (4.21) a (4.23)
sert 4 mettre en évidence la construction des équerres illustrées avec la méme couleur

a la figure 4.22.

2 Co(z, 2 2z
GRy(z,y,t,8) = [(J b2 :_,-)(] -. l_‘ffd)_}_%lélztys(l_}_%)(l_}_l_fl’r)
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2 2 >
1+ z (1 = Yy )+CO(I’U> 4$Lys
11—z 1l —y Yy
1l—y/ \ [ =m Ty
a1 21 2y 2z
-1+ 1 “ Jdxtyt [ 1 1 4.21
(_ .L—.r)( 3 —u) "y ( +1—y)( +1—m>’ @2

91

+

et

= " N
GR3(z,y,t,5) = k[ i )(1 . )+ Co(:c,w]%tys <1+ 2y )(1+ 2z )
. 1=z l—y Ty 1—y :
. o
+ {(H & )(1 ot )+7C°(z y)}wys (4.23)
1—2 | —y Ty
. [(1+2_y) (EAN cou,yq
l—-y =g Ty
—(IT,:M )(H 2 )4 tys(1+ﬁ_)<1+ 2z )
| —x | —y 1—y 1—2z

En prenant la somme sur ¢t > 3 et s > 4, on obtient la série génératrice des polyominos

d’index 2 contenant n’importe quel grand rectangle de seconde espéce, en regard du

cas auquel le grand rectangle appartient :

GRy(z,y) = Y, GRi(z,y1,5)

8>4,t>3

[; (1 + %)ys(l + 12_yy> +éogz;y) ;ysjl
4; (1+—y><1+ 12_::)
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DI

2 2 Colx,

<1+ I)<1+ y>+°(Iy)
11—z 11—y Ty =
2 ' C T,

<1+ Y ) (1+ S >ys+ o( y)zys
11—y = 11—z Ty =

2y ° 2z ST
— 14+ = 1 1 S.4 t
(0 72) (4 722) S0 )ras

t>3

+

2 2 C 3
T Y SR I W 12 )
l-z -y Ty l—-z

ou
4 4
ST Y zy*(4 — 3y)
B S (1 s =
(@) ;( +1—I)y 1—y (1-z)(1l-y)?
Puisque
iy 23y
t—3)zty® = ' et 7'y’ = — )

2,2 = 22(1-9) 22,7 = Ty

alors

GR3(z,y) = > Y  GRj(z,y,1,5)

s>4 t>3

2 2 Colz,
(1+ I>(1+ y>+ o, y)
11—z 11—y Ty
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et

GR(z,y) ZZGRS (z,9,s,1)

s>4 t>3

[+ )0+

_+_

_+_

A Y oty (1

s>4 t>3

[<1+12—Iaz> (H

-y

2y ) +éoiz 7!)}
Yy

)
_+_—
Y

2z
1
(1+75)

2y
l—y

+C°”}4ZZI

{(525) (2552

(1+75) (1 2

4

S Y a1+

8>4 t>3

(1+72) (1

2
)

Coxy}

§>4 t>3

=)

'U—iif—y)(y+l—y><y+1%;>

(o)
(o)

()

2

4z3y*

Y
_+_
1—y>

3z

LY

00(17, y)]

1
+1

2y

— X

)22

4z3y?

l—y

)

1 -2)(1-y)

(1—2)(1 -y)

2x
1+—1.
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Proposition 4.18. Soit GR(z,y) la série génératrice des minimaux plus deux conte-

nant un grand rectangle quelconque, alors

GR(z,y) = GRy(z,y) + GRy(z,vy) + GR(y, 1)

+GR3(2,y) + GR3(y,7) + GR3(z,y) + GR;(y, 7) (4.24)

ol GRi(z,y), GR}(z,vy), GR3(z,vy) et GR3(z,y) sont donnés aux propositions 4.16
et 4.17.

Démonstration. En combinant les grands rectangles de premiére espéce a ceux de

seconde espéce horizontaux et verticaux, on obtient (4.24). 0

A Daide de cette derniére série, on trouve le nombre de polyominos d’index 2

inscrits contenant un grand rectangle tel que présenté au tableau 4.3.

ko 3] 4 5 | 6 | 7 | 8 [ 9

3 4 32 108 240 428 672 972
4 32 | 288 | 1088 | 2692 5308 9144 14408
S5 || 108 | 1088 | 4472 | 11924 | 25212 | 46368 77688
6 || 240 | 2692 | 11924 | 33964 | 76524 | 149660 | 266084
7 || 428 | 5308 | 25212 | 76524 | 183588 | 382020 | 721748
8 || 672 | 9144 | 46368 | 149660 | 382020 | 845776 | 1698624
9 || 972 | 14408 | 77688 | 266084 | 721748 | 1698624 | 3623576

TABLEAU 4.3 — Nombre de polyominos d’index 2 inscrits dans un £ X b contenant un
grand rectangle

4.3.4 Premiers a quatre feuilles

La classe des premiers & quatre feuilles (voir section 4.2.4) est divisée en quatre
catégories : les polyominos H, les polyominos crabes, les polyominos chiens et les
polyominos dromadaires. Ceux en position horizontale sont de hauteur 3 et de largeur

variable. Pour ceux en position verticale, c’est le contraire.
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Proposition 4.19. Soit By (z,vy,t) la série génératrice des polyominos H horizontaux

inscrits dans un ¢ x 3, alors

By(z,y,t) = z'9°. (4.25)

Démonstration. 1l n’y a qu’une fagon de construire un polyomino A dans un ¢t x 3.

En effet, on choisit un banc ¢ x 2 et on compléte le H en ajoutant deux cellules aux

extrémités de la base du banc. ‘ _ O
(a) équerre-H-équerre ) équerre-H-coin coin- H-coin

FIGURE 4.23 — Polyominos d’index 2 contenant un A horizontal

Proposition 4.20. Soit QFy(z,y), la série génératrice des polyominos d’index 2

contenant un polyomino A horizontal, alors

. 2
2 3,3
(1+ 3z )(1+ y )+co<x,y>] o'y
l—2z 1l—y Ty 1l—=z
3z \? 20 \? z3y3
— |1 14— 4.26
<+1—I) <+1—y) l—z (4.26)

ou Co(z,y) est la série génératrice des coins d’index 0 non dégénérés qui correspond

QFu(z,y) = 2

a 'équation (3.12).

Démonstration. La structure de ces polyominos est
2 (équerre; ou coin minimal) - H- (équerre, ou coin minimal) — équerre; - H - équerre;

ol le coin minimal est non dégénéré. Des exemples sont présentés & la figure 4.23.
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Ainsi, de maniére analogue & la proposition 4.17, on a

QFH(I,y,t)=2[(1+13I >(1+ 2y )+éo(f€,y) 2

-z 11—y xy

3z \° 2y 2
— {1 1+ — 1} B t
( +1—l') ( +1_y> H(Iay) )

ou By(z,y,t) est la série génératrice des polyominos H horizontaux, donnée par

'équation (4.25).

BH(Iv Y, t)

Puisqu’'un H horizontal est de largeur 3 ou plus, en prenant la somme sur ¢ > 3,

on obtient QFg(z,v) :

QFu(z,y) =Y QFu(z,y,1)

t>3
~ 2
3z 2y Co(z,y)
(1+1_I> (1+ >+ y > By(z,y,t)

>3

=2

- <1 + 13_11)2 (1 + %)22311(1,@/,0. (4.27)

Puisque
253
Z Bu(z,y,t) = thya =15 (4.28)
>3 >3
alors, en substituant (4.28) dans (4.27), on obtient (4.26). O

Proposition 4.21. Soit Be(z,y,t), la série génératrice des polyominos crabes hori-
zontaux, alors

t —
Beo(z,y,t) = 2( ) 3) zly?. (4.29)

Démonstration. On choisit un banc ¢ x 2 avec les pattes vers le haut. Pour compléter
le polyomino crabe, deux cellules doivent étre ajoutées & l'intérieur du banc sur le c6té
opposé aux pattes. Elles ne peuvent pas étre placées aux trois endroits marqués par un

zéro sur la figure 4.12(b). Autrement, ce serait un bol ou un autre type de polyomino
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a quatre feuilles. Pour construire un polyomino crabe, il faut donc sélectionner deux
endroits o ajouter les deux cellules parmi les t —3 endroits possibles. De plus, on peut
construire un polyomino crabe en sélectionnant d’abord un banc ¢t x 2 avec les pattes

vers le bas. Ainsi, il y a 2(t53) polyominos crabes horizontaux dans un ¢ x 3. O

Proposition 4.22. Soit Q@ F(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2 conte-

nant un crabe horizontal, alors

2z 2y Colz,y)| 225 2z 2y
]_ 7
(1+1—r)<1+1—y)+ zy |(—oP\ 1-az Hl—y
2r \’ 2y \* 2253
- 4,
L) () o (4.30)

on Cy(z, y) est donnée par I’équation (3.12).

b

equerre crabe- equerre coin-crabe- equem‘e C 6(]11,87‘7'6 crabe-coin

QFC(I’y) =2

FIGURE 4.24 — Polyominos d’index 2 contenant un crabe

Démonstration. Tel que mis en évidence & la figure 4.24, ces polyominos ont la struc-

ture

2 (équerre; ou coin minimal non dégénéré) - crabe - équerre,

—équerre, - crabe - équerre,.

Ainsi, en tenant compte que la série génératrice des crabes est Be(x,y,t), soit (4.29),

et que les séries génératrices des équerres s’obtiennent de maniére similaire & la pro-

(1+ 2 )(u 2y )+co<x,y>]
1—2 11—y Ty

position 4.17,

QFC(Ivy7t) =2
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2
- Be(z,y,t) (14—1 :z:' <1+2—y>

Z
2\’ 2y g
— {1 1 - )

Puisqu'un crabe est de largeur t > 5,

QFC(Iay) = ZQFc(:IT,y,t)

£>5
<1+ 2 )(H 2y >+Co(x,y)]
l—-z 11—y Ty

Y " Be(z,y,1) (1 + 12_Ix) (1 + 12%)

t>5

— (1 + 12_Ix>2 (1 + %)2230@,%1». (4.31)

=2

Puisque

ZBC(I’y’t) :22 (t;3>zty3: (121;71)37 (432)

5 5
alors, en remplagant (4.32) dans (4.31), on a Q F(z,y), soit I’équation (4.30). O

Proposition 4.23. Soit Ba(z,y,t) la série génératrices des polyominos chiens hori-

zontaux, alors

Ba(z,y,t) = 4(t — 3)a'y. (4.33)

Démonstration. La construction d’un polyomino chien horizontal, dont des exemples
sont illustrés & la figure 4.25, se divise en trois étapes :
— Choix d’un banc t x 2 : il y en a deux possibles;
— Ajout d’une cellule & une des extrémités du dos de ce banc : il y a deux possi-
bilités (& gauche ou & droite) ;
— Ajout d’une cellule sur le dos du banc : il y a t — 3 endroits o1 on peut la placer.
Par le principe du produit, il y a donc 2 x 2 x (¢ — 3) polyominos chiens horizontaux

dans un t x 3. O
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L

(a) équerre-chien-équerre coin-chien-équerre coin-chien- coin

FIGURE 4.25 — Polyominos d’index 2 contenant un chien

Proposition 4.24. Soit QF4(z,y) la série générarice des polyominos d’index 2 conte-

nant un polyomino chien horizontal, alors

: )
(1+ 3 )(1+ y )+co<x,y>]
l—x 11—y Ty
44y’ 21 2y
RTRE (”1_95) (”1—y>

QFA(I’ y) =

(4.34)

(

ou Co(x,) est donné par I’équation (3.12).

Démonstration. Les polyominos d’index 2 contenant un chien sont construits avec la

structure multiplicative :

(équerre; ou coin d’index 0) - chien - équerre,
+ (équerre; ou coin d’index 0) - chien - (équerre, ou coin d’index 0)

— équerre; - chien - équerre,

ol chaque coin est non dégénéré. En traduisant cette structure en série génératrice de
facon analogue & la proposition 4.17, on obtient () F4 en fonction de la largeur ¢ du

chien :
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QF4(z,y,t) = [(1+ 13_:[:[) <1+ 12_yy> +COEEJ; y)} Bu(z,y,t) <1+ 12_II) (1+ 12_—yy)
@+3I)G+2y>+&mw}
1—z 11—y Ty
- Ba(z,y,1) [(1 + 12_931) (1+ 12_yy) + Cof;;’y)]
2 3 20 2
— <1+1_IZ) <1+1_II> (1+%) Ba(z,y,t).

oll Bu(z,y) est la série génératrice des chiens horizontauc décrite a I’équation (4.33).

+

Un polyomino chien est de largeur ¢ > 4. Donc,

QFA(I’?/) = ZQFA(I)yat)

t>4

G+3z>0+2y>+%@m]
-2z 11—y Ty
T

2 2y
E Ba(z,y,t) <1+1—:1: ( +1—y>

t>4

+ [(H 13—1:5) <1+ 12_yy> + éo;zy)} | (4.35)

-ZBA(I».%t) <1+ 12—Iz> (1+12——yy) +CO—E’22]

t>4

- <1+ 12_II) <1+ 13_2) (1+12_—yy)QZBA(I,y,t)-

t>4

Puisque
4zy?

> Ba(z,y,t) =Y _A4(t - 3)a'y’ = 0o (4.36)

t>4 £>4

alors en substituant (4.36) dans (4.35), on a (4.34). O



Chapitre 4. Polyominos d’aire minimale plus deux 101

Proposition 4.25. Soit Bp(x,y,t) la série génératrice des polyominos dromadaires

horizontaux, alors

Bp(z,y,t) = (t — 2)(t — 3)z'y°. (4.37)

Démonstration. Soit un rectangle ¢ x 3. Pour y inscrire un polyomino dromadaire
horizontal comme & la figure 4.26, une rangée de largeur ¢ est d’abord placée au
milieu du rectangle. A cette rangée, quatre cellules doivent étre ajoutées.

— Deux de celles-ci doivent étre placées dans deux coins opposés du rectangle, soit
dans une des deux diagonales de ce dernier.

— Il reste alors deux cellules & placer, mais I'ajout d’une de ces deux cellules limite
les endroits ol peut se situer 'autre. Afin de simplifier les explications, les deux
cellules placées a ’étape précédente le sont dans 'anti-diagonale, sans perte de
généralité.

De maniére générale, on fixe la position de la troisiéme cellule et on regarde
le nombre de fagons de placer la derniére, tel qu'illustré a la figure 4.26. Si la
troisieme cellule est disposée le plus & gauche possible au-dessus de la rangée,
la quatriéme a t — 3 endroits possibles. Si on décale la troisiéme cellule d’une
unité vers la droite, 'autre cellule a ¢ — 4 endroits possibles, et ainsi de suite.
En faisant la somme, on a la nombre de fagons de mettre ces deux cellules pour

former un dromadaire :

(t—3)+(t—4)+~--=i(t—z‘):w.

: 2
>3

Encore une fois, par le principe du produit, il y a (¢t — 2) (¢ — 3) polyominos droma-

daires horizontaux. O
¢ t ¢
0 0 0 0 0 0
0 0 00 0 000 0
t~3 -4 =5

FIGURE 4.26 — Ajout de la quatriéme cellule d’'un polyomino dromadaire
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(a) équerre-dromadaire- équerre (b) équerre; -dromadaire: coin (¢c) coin-dromadaire:coin
FIGURE 4.27 - Polyominos d’index 2 contenant un dromadaire

Proposition 4.26. Soit QFp(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2

contenant un polyomino dromadaire horizontal, alors

(o) () y)r e

ou Co(z,y) est donnée & 'équation (3.12).

QFD<$)y) =

Démonstration. Ces polyominos sont particuliers, puisqu’il suffit d’établir la structure

qui suit sur 'anti-diagonale pour les compter tous :
(équerre; ou coin minimal) - dromadaire - (équerre, ou coin minimal)

oll les coins sont non dégénérés. En effet, sur la diagonale, on ne peut qu’ajouter des
équerres au dromadaire. En ajoutant ceux-ci a ceux de I'anti-diagonale et en retrachant
les objets appartenant aux deux diagonales, on retrouve uniquement la construction

sur I’anti-diagonale. Ainsi,

QFp(z,y,t) = !(1+ 12:6 ) <1+ 2yy> +éo(f€,y) i

BD<$7 Y, t) .
— T Ty

La largeur d’un dromadaire est plus grande ou égale a 4. Donc,

QFp(z,y) = Y QFp(z,y,1)

t>4

2x 2y Co (x, y

t>4

ou Bp(z,y,t) est la série génératrice des dromadaires, soit (4.37).
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Puisque
2 4,,3
> Bolw,y,t) = Y (t-2)(t = 3)a'y’ = (4.40)
t>4 t>4 (1-z)
en substituant (4.40) dans (4.39), on obtient (4.38). O

La série génératrice de chacun des quatre-feuilles verticaux est obtenue en permu-
tant x et y dans la série des horizontaux. En additionnant les quatre catégories de
polyominos & quatre feuilles horizontaux et celles des verticaux, la série génératrice des
polyominos d’index 2 contenant n’importe quel premier & quatre feuilles est obtenue,

telle que décrite a la proposition suivante.

Proposition 4.27. Soit Q F(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2 conte-

nant un premier a quatre feuilles, alors

QF(z,y) = QFg(z,y) + QFu(y,z) + QFc(z,y) + QFc(y, z)
+ QFA(I’y) + QFA(ya :E) + QFD(I,U) + QFD(yv :E)

(4.41)

ol QFg(x,y), QFc(x,y), QFa(z,y) et QFp(z,y) sont donnés respectivement aux
équations (4.26), (4.30), (4.34) et (4.38).

Le tableau 4.4 présente le nombre de polyominos d’index 2 inscrits contenant

n’importe quel premier & quatre feuilles.

(ke 8 | 4 [ 5 [ 6 | 7 | 8 | 9 |
3 2 17 74 220 519 1051 1912
17 120 480 1420 3460 7336 14032
74 480 1728 | 4840 | 11720 | 25376 | 50248
220 | 1420 | 4840 | 12912 | 30700 | 67012 | 136112
519 | 3460 | 11720 | 30700 | 72320 | 158836 | 329144
1051 | 7336 | 25376 | 67012 | 158836 @ 352856 | 745344
1912 | 14032 | 50248 | 136112 | 329144 | 745344 | 1608656

O 00| ~| O U i~

TABLEAU 4.4 — Nombre de polyominos d’index 2 inscrits dans un k£ x b contenant un
premier a quatre feuilles
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4.3.5 Bols

Les bols parfaits, asymétriques et symétriques font tous partie de la méme caté-
gorie : celle des bols. Ils sont tous de hauteur 3, mais ne se construisent pas de la

méme maniére, comme on en discutera dans cette section.

Proposition 4.28. Soit Bgp(z,y,t) la série génératrice des bols parfaits horizontaux,

alors

Bgp(z,y,t) = 22%°. (4.42)

Démonstration. On construit un bol parfait horizontal & 'aide d’un banc t x 2, ¢t > 3,
auquel on ajoute une cellule & chacune des pattes. Puisqu’il y a 2 bancs d’index 1

horizontaux, il y a 2 bols parfaits horizontaux inscrits dans un ¢ x 3. U

Proposition 4.29. Soit Bga(z,y,t) la série génératrice des bols asymétriques hori-

zontaux, alors

4$t+1y3

11—z

BBA($,y,t) = (443)

Démonstration. Un bol asymétrique horizontal est constitué d’un banc tx2,¢ > 2. On
prolonge la patte du banc d’un cété. De 'autre cété, on compléte le bol asymétrique
en ajoutant une rangée non vide et en plagantn perpendiculairement une cellule au-
dessus de l'extrémité de cette rangée. Ainsi, on a le choix entre deux bancs ¢ x 2 et

ensuite entre deux c6tés. De plus, puisque I’ajout d’une rangée de largeur supérieure

T
1-z?

a (4.43). ‘ O

ou égale a 1 est traduite en série génératrice par par le principe du produit, on

Proposition 4.30. Soit Bgg(z,y,t) la série génératrice des bols symétriques hori-

zontaux, alors

2$t+2y3

TP (4.44)

BBS(x, Y, t) =
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Démonstration. Les bols symétriques sont similaires aux asymétriques, & ’exception
du fait que, des deux cotés du banc t X 2, on ajoute une rangée horizontale de largeur
supérieure ou égale & 1 et ou on place perpendiculairement une cellule au-dessus de

chacune des rangées :

x

T
Bgps(z,y,t) = 2z'y* —— :
Bs(Z, 1) A p—-

O

Proposition 4.31. Soit BOLgp(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2

contenant un bol parfait horizontal, alors

(1 ) (1) co<x,y>]
l—2 11—y Ty
1o 3z 213° N 22%y*(3 — 2z) N Colz,y) 22°°
l—xz l—z (1-2))(1-y) ry l-—z

(0 5) (i) (25 05 ) e

ot Co(z,y) est la série génératrice des coins d’index 0 non dégénérés, soit (3.12).

BOLBP(JJ, ’y) =2

Démonstration. Ce genre de polyomino posséde la forme
2 (équerre; ou coin) - bol parfait - (équerre; ou coin)—équerre; - bol parfait - équerre,

ou chaque coin est un coin d’index 0 non dégénéré. Ainsi,
3 2 Col(z,
<1+ I>(1+ y>+ ol y)]
11—z 11—y Ty
3x t C T,
-BBp(x,y,t) 1+ 1+ J + 0( y)
l—-2 1—y Ty

(14 3z’ o Bgp(z,y,t)
1— 1z 1_y BrP\ZT, Y, .

-y
ol Bgp(z,y,t) est donné par I’équation (4.42).

BOLBP(JJ,’y,t) =2

,_.

+
[N}
E

N—

N
—
+

—
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Puisque ¢t > 3, alors

BOLgp(z,y) = Y BOLpp(z,y,t)
t>3
(1 , B ) (1 L ) . com)}
l—z 11—y Y
3z . ty
[(1 + = x) ;BBP(SU,?J, t) (1 + ﬂ)

+M > " Bgp(z,y, t)} (4.46)

ty =

3z 1\ 2y ty
~[1 14— 1+——|B .
( +1—I) ( +1—y>§< +1—y> or(nn )

=2

Comme

Z Bpp(z,y,t) = Z 2:Ety3 = @

>3 >3

(4.47)

et que

t t 5 20%yd 203 -2
Z(H—y)BBP(:c,y,t)=Z(1+ﬁ>2xty3= T BV B2 (g

_ _ —2(1 —
>3 l—y P l—z (1—-z))(1-y)

on trouve (4.45) en substituant (4.47) et (4.48) dans (4.46). O

Proposition 4.32. Soit BOLga(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2

contenant un bol asymétrique horizontal, alors

(1+52) (10 25) 2]
() (0, s ey
(52 (o) éogzy)]

3z 433 4yiz3(2 — 1) 4322 Co(z, y)
(”1—x>((1—@2*(1—@3(1—@/))* (1 a) }

BOLBA(ZE, y) =

_J’_
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3z 2z 2y
— 11 1 1+ —
( +1—x>< +1—1'>< +1~y>

( iry’ | Ay'P(2-1) ) (4.49)

1-2)?2 (1-zP(1-y)
ou C(z,y) est donné par I’équation (3.12).

Démonstration. Ces polyominos ont la structure

(équerre; ou coin) - bol asymétrique - équerre,
+ (équerre; ou coin) - bol asymetrique - (équerre, ou coin)

— équerre; - bol asymétrique - équerres,

en considérant que chacun des coins est d’index 0 et non dégénéré. Celle-ci conduit &

la série génératrice en fonction de ¢ suivante

) <1+fy>+00:;y>1
e (14 52) (142
BERREOR: o)
(1 25) (14 12,) + o)
) () ()

ty
N1+ —2—) Bpalz,y,t
<+1—y> st 3t)

BOLBA(xa Y, t) =

+

: BBA(xa Y, t)

ol Bpa(z,y,t) est la série génératrice des bols asymétriques, soit (4.43).

Puisque t > 2, et

ty 433 dytz3(2 — x)
é(”ﬂ) Bealm ) = 7 Y 1=y
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et que

4xt+1y3 4x3y3
ZBBA(x’yat) :Z = (1_1_)2)

1 _
t>2 t>2 z

alors, en effectuant la somme th? BOLga(z,y,t), qui correspond & BOLga(z,v),

on obtient (4.49). O

Proposition 4.33. Soit BOLps(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2

contenant un bol symétrique horizontal, alors

(1+525) (1+125) - 22
| (1 ’ 12—) ((f—y> ’ (1295_4@;;(21__?)4)
() () (T o) e

ou C(z,y) est la série génératrice des polyominos coins d’index 0 non dégénéreés, soit

BOLgs(z,y) =2

'équation (3.12).

Démonstration. La structure

2 (équerre; ou coin minimal non dégénéré) - bol symétrique - équerre,

— équerre; - bol symétrique - équerres

décrit I’ensemble des polyominos d’index 2 contenant un bol symétrique horizontal.

(1+ 2 )(1+ 2 >+oo<x,y>]
l1—2z2 1 -y Y
' 2x ty
. BBS(x,y,t) (1 -+ m) (1 + 1 —’lj>
2 \° 2y ly
- — 1+—— 1| B t
(1+1_x> (1+1_y>< +1_y) Bs(,y,t)

ol Bps(z,y,t) est donné par 'équation (4.44). En prenant la somme pour ¢ > 2, on

Par conséquent,

BOLBS(x7y>t) =2
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obtient BOLgs(z,y,t) tel que décrit & 'équation (4.50), cela sachant que

t>2

3 (1 4 1t_—yy> Bus(z,y,1) =

2I4y3

228y (2 —

z)

(1—-2z)?

(1—y)(1-

)t
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En ajoutant les trois catégories de bols verticaux aux horizontaux, on obtient la

série génératrice de tous les polyominos d’index 2 contenant un bol, tel que stipulé

& la prochaine proposition. De plus, & partir de cette série génératrice, on trouve le

nombre de polyominos d’aire minimale plus deux contenant un bol, tel que présenté

au tableau 4.5.

Proposition 4.34. Soit BOL(z,y), la série génératrice des polyominos d’index 2

contenant un bol, alors

BOL(CE,y) = BOLBp(a:,y) + BOLBP(y, CE) + BOLBA(T,y)

+ BOLBA(y, CE) + BOL35(SE, y) + BOLgs(y, CE) (451)

ou les équations (4.45), (4.49) et (4.50) donnent les expressions de BOLgp(z,y),
BOLBA(CE,y) et BOLBs(CE,y)

ko 3 [ 4 [ 5 [ 6 | 7 | 8 | 9 |
3 12 70 208 458 968 1494 2400
4 70 472 | 1546 | 3676 7478 13760 23546
) 208 | 1546 | 5364 | 13326 | 28344 | 54610 97908
6 458 | 3676 | 13326 | 34240 | 75498 | 151220 | 282366
7 868 | 7478 | 28344 | 75498 | 172892 | 360478 | 701720
8 || 1494 | 13760 | 54610 | 151220 | 360478 | 783592 | 1591746
9 || 2400 | 23546 | 97908 | 282366 | 701720 | 1591746 | 3375252

TABLEAU 4.5 — Nombre de polyominos d’'index 2 inscrits dans un k£ x b contenant un

bol
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4.3.6 Minimaux plus deux généraux

De la proposition 4.8, I’ensemble des polyominos minimaux plus deux correspond &
la réunion des cinq classes étudiées ci-haut, c’est-a-dire les Bancx Banc, les premiers ¢ x
2 et 2xt, les grands rectangles, les premiers a quatre feuilles et les bols. Par conséquent,
la série génératrice des polyominos minimaux plus deux Pa(x,y) est donnée par la

somme des séries de ces cing classes.

Proposition 4.35. Soit Py(xz,y) la série génératrice des polyominos d’aire minimale

plus deux, alors

Py(xz,y) = BXB(z,y) + T(x,y) + GR(z,y) + QF (z,y) + BOL(z,y), (4.52)

ou les formes rationnelles des séries BX B(z,y), T(x,y), GR(z,y), QF (z,y) et BOL(z,vy)
sont développées aux équations (4.3), (4.15), (4.24), (4.41) et (4.51).

Le tableau 4.6 présente le nombre de polyominos d’index 2 inscrits dans un rec-
tangle de dimension inférieure ou égale & 9 x 9. Ces valeurs ont été obtenues en
développant Po(z,y) en série de MacLaurin & l'aide du logiciel Maple. Elles ont aussi
été validées informatiquement par un programme de H. Cloutier en générant, de ma-
niére indépendante & la classification, les polyominos d’aire minimale plus deux selon

les dimensions b et k£ du rectangle circonserit pour b, £ < 10.

ko 2] 3 | 4 [ 5 [ 6 7 | 8 | 9 |
2 0 1 8 32 88 192 360 608
3 1 32 212 784 2133 4803 9490 17042
4 8 212 1396 9154 14192 32824 67284 126078
) 32 | 784 9154 18944 | 52488 | 123652 | 260616 505362
6 88 | 2133 | 14192 | 52488 | 147656 | 356514 | 775644 1560298
7 1| 192 | 4803 | 32824 | 123652 | 356514 | 887992 | 2002570 | 4189208
8 | 360 | 9490 | 67284 | 260616 | 775644 | 2002570 | 34071432 | 10227332
9 | 608 | 17042 | 126078 | 505362 | 1560298 | 4189208 | 10227332 | 23215716

TABLEAU 4.6 — Nombre de polyominos d’index 2 inscrits dans un & X b
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Voici une question qui pourrait intéresser les lecteurs les plus curieux : parmi les
cinq familles de polyominos d’index 2, laquelle croit le plus rapidement lorsque les
dimensions k£ et b du rectangle augmentent ? En examinant les résultats présentés
aux tableaux 4.1 a 4.5, il semblerait que ce soit les BancxBanc. En effet, de par leur
forme composée de deux bancs-coins et d’un escalier, cette famille semble avoir plus

de liberté, ce qui expliquerait leur prédominance.

A partir de la série génératrice Py(z,y) des polyominos d’index 2 , on peut déduire

la série P»(g) associée aux nombres po(n) de polyominos d’index 2 d’aire n.

Proposition 4.36. Soit P,(q) la série génératrice des polyominos d’index 2 d’aire n,

alors

2¢°9(q)

(=1+)7(=1+2¢)° 459)

Py(q) = qPa(q,q) =
ou

P(q) = 244¢" + 32¢° — 493¢® + 57¢" + 483¢° + T1¢° — 150¢* — 55¢% + 7¢* + 11 + 1.

Démonstration. Par définition, Pa(q) = >, 51 pa(n) ¢", ol pa(n) est le nombre de po-
lyominos d’index 2 d’aire n. Puisqu'il existe un lien entre les dimensions & x b du rec-
tangle circonscrit d’un polyomino d’index 2 et 'aire, soit n = b+k+1, cette sommation
devient Py(q) = 37, 4, P2(k,b) ¢"**1. Par définition, Py(z,y) = 34 151 pa(k, b) 29",
En remplagant x et y par g dans Py(z,y), et en multipliant ensuite par ¢, on obtient

le résultat désiré (4.53). O

En effectuant le développement en série de (4.53), on trouve

Py(q) = 2¢° + 48¢" + 488¢® + 3140¢° + 14958¢"° + 57654¢™* + 1908204¢"* + 565516¢"
+ 1546150¢** + 3984446¢" + 98301804 + 234838204 + - - - .

On constate notamment qu’il n’y a aucun polyomino d’index 2 d’aire inférieure a 6 et

qu’il y a 488 polyominos d’index 2 d’aire 8.
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Polyominos d’index 0 a 2 a rotations

prés et a symétries pres

An idea which can be used once is a trick. If it can be used
more than once it becomes a method.

- G. Pélya et G. Szegé [32, p. vitif

Les polyominos ont jusqu’a présent été considérés & translations prés, c'est-a-dire
que deux polyominos sont équivalents si 'un peut étre obtenu de ’autre par une
translation. Dans ce chapitre, ce sont plutét les polyominos & rotations prés et les
polyominos & symétries prés qui seront énumérés. Pour ceux a rotations prés, deux
polyominos sont considérés identiques si I'un peut étre obtenu de l'autre par une
rotation tandis que pour ceux 4 symétries prés, par une rotation ou par une réflexion.
Les figures peuvent alors bouger dans ’espace, comme dans les problémes de pavage

du plan notamment abordés dans [17] et [20)].

Le probléme d’énumération a symétries prés, parfois appelé 4 congruence prés,
n’est pas nouveau et certaines classes de polyominos ont été énumérées selon cette
contrainte. Entre autres, cela a été effectué dans [24, 26, 33| respectivement pour
I’ensemble des polyominos convexes dans les réseaux hexagonal et carré ainsi que

pour les polyominos parallélogrammes.
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L’objectif est de poursuivre l'investigation des polyominos & symétries prés en dé-
nombrant les polyominos d’aire minimale ainsi que ceux d’index 1 et 2 par I'obtention
de séries génératrices, ce qui semble n’avoir jamais été effectuée pour ces polyominos
avec les outils utilisés dans ce mémoire. Ces travaux ont été faits par M.-E. Pellerin,

I’auteur de ce mémoire, sous la supervision de A. Goupil.

Pour résoudre ce probléme, la méme méthode que celle utilisée dans [24, 26, 33|
est appliquée, soit le lemme de Burnside. On recourt également & ce lemme pour
énumérer les polyominos & rotations prés. Globalement, il suffit d’identifier le nombre
de polyominos g-symétriques, c’est-a-dire invariants sous la symétrie g, et d’employer

la formule du lemme de Burnside, décrite en détail dans la prochaine section.

5.1 Lemme de Burnside

Le miraculeux « lemme de Burnside », tel que présenté par J.-P. Delahaye dans [10],
est trés utile pour dénombrer les objets & symétries prés et aussi ceux a rotations prés,
comme les polyominos. Bien que ce lemme porte le nom de Burnside, celui-ci ne I'aurait
pas découvert. En effet, ce résultat semble avoir été connu et utilisé préalablement
par Cauchy et Frobenius [10, 31]|. Bref, comme ’énonce J.-P. Delahaye dans [10] :
« En définitive, personne ne sait qui l’a découvert et énoncé pour la premiére fois ».
Pour corriger cette mauvaise attribution, on lui donne parfois le nom de lemme de
Cauchy-Frobenius ou encore de lemme « qui n’est pas de Burnside ». Par contre,
ces corrections n’ont pas eu particuliérement de succés et ’appellation « lemme de

Burnside » semble étre la plus couramment utilisée [31].

Ce lemme s’appuie sur des résultats de la thérie des groupes et sur le concept
d’action de groupe. Ainsi, diverses définitions et quelques théorémes sont présentés
afin de prouver le lemme de Burnside, qui est le lemme 5.12 du présent mémoire, et
aussi le lemme de Burnside pondéré. On retrouve également quelques exemples afin

d’illustrer certaines notions.
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Définition 5.1. Un ensemble non vide ¢ muni d’une opération binaire - forme un
groupe, noté (G, -), lorsque

— ( est fermé sous 'opération - : a-b € G, Va,b € G;

— Popération - est associative : a-(b-c) = (a-b) ¢, VYa,b,c € G;

— il existe un élément neutre unique e € G :e-a=a-e=a, Ya € G;

— pour chaque a € G, il existe un inverse unique a™! :a-al=a"!-a=e.

Parfois, lorsque 'opération binaire n’est pas ambigilie, on dira que G est un groupe

plutdt que de parler du couple (G, -).

Exemple 5.2. L'ensemble des symétries d'un carré muni de la composition forme

23 h,v,d;,dy} oti 1 est le neutre, r est la rotation

un groupe, soit ’ensemble {1,r,r
de 90°, h et v sont respectivement les symétries horizontale et verticale et d, et ds
sont les deux symétries diagonales. Il est appelé le groupe diédral ou le groupe des

symétries du carré et est noté D;.

Définition 5.3. Soit H un sous-ensemble non vide de I'ensemble G tel que (G, -) est
un groupe, alors (H,-) est un sous-groupe de (G,-) s'il est un groupe avec la méme

opération binaire - .

Exemple 5.4. Le groupe diédral posséde plusieurs sous-groupes dont
— celui des symétries rotationnelles d’un rectangle : Cy = {1,72};
— celui des symétries rotationnelles d’un carré : C; = {1,r,7%, 73} ;

— celui des symétries d’un rectangle : {1,72 h,v}.

Définition 5.5. Soit (G, ) un groupe et E un ensemble. La fonction F' définie par

F:GxFE—=FE
(g.2) = g-x

est une action du groupe GG sur E si elle satisfait les deux conditions suivantes :
—- e-z =z, Yz € E (e est 'élément neutre de G);
- (0192) 2 =0g1(92-2), Vg1,92 € G, s € E.

Exemple 5.6. Le groupe D, agit naturellement sur I’ensemble des polyominos inscrits

dans un carré.
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Définition 5.7. L’orbite O(z) d'un élément z € E est ’ensemble
Olz)={yeE|3g€eG, g-z=1y}.

L’ensemble des orbites de E sous I'action de G est noté E /G.

Exemple 5.8. Les polyominos de la figure 5.1 font partie de la méme orbite, en
considérant le groupe des rotations du rectangle, car appliquer une rotation de 180°

a celui de gauche donne celui de droite.

R ¥ 0

FIGURE 5.1 — Deux polyominos appartenant & la méme orbite

Autrement dit, 'orbite O(z) de * € E est I'ensemble des éléments de E qui
peuvent étre obtenus en appliquant chaque élément du groupe G & z. L’ensemble F
est ainsi partitionné en orbites. En considérant le groupe diédral et 1'ensemble des
polyominos, deux polyominos sont dans la méme orbite si et seulement si I'un peut
étre obtenu de 'autre par une symétrie. Ainsi, en considérant chaque orbite comme
un élément, ces orbites sont équivalentes aux polyominos @ symétries pres. L'objectif
du lemme de Burnside est alors de dénombrer le nombre d’orbites d’un ensemble en
fonction du groupe qui agit sur cet ensemble. Pour ce faire, on doit connaitre la taille

de chaque orbite, ce qui se fait notamment & 'aide du stabilisateur.

Définition 5.9. Le stabilisateur d’'un élément = € F, noté Stabs(z), est 'ensemble
Stabg(z) ={9€ G| g-z=1z}.

On peut montrer que le stabilisateur Stabs(x) est un sous-groupe de G.

Définition 5.10. L’ensemble des points fixes de ¢ € G dans F, noté Fizg(g), est

donné par

Fizp(g)={z€E|g-z=1z}.
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Un résultat pratique et trés connu de la théorie des groupes est la formule de
Lagrange, qui affirme que la taille d’un sous-groupe divise la taille du groupe. Plus

précisément, soit H un sous-groupe de G alors
G|l = |G/H] - |H| (5.1)

ou |G/ H| est le nombre de classes latérales & gauche de H et ou G/H = {gH | g € G}.

Ce théoréeme permet de prouver la formule des classes énoncée au théoréme suivant.

Théoréme 5.11. (Formule des classes) Soit G un groupe, E/ un ensemble et z € F,

alors

Gl

= St (5.2)

|O(2)|

Démonstration. Puisque I’ensemble Stabg(x) est un sous-groupe de G, la formule de

Lagrange (5.1) s’applique :
|G| = |G/Stabg(x)| |Stabe ()],

ce qui est équivalent 4,

|Gl

|G/ Stabe(z)| = [Stabe(z)|

Ainsi, en montrant qu’il existe une bijection entre O(x) et G/Stabs(z), on aura le

résultat désiré. La bijection est définie par la fonction f,

f:0(z) = G/Stabs(x)
g -z gStabs(x).

On doit d’abord vérifier que f est bien définie, c’est-a-dire que si g -z = ¢’ - z pour

L.g -x. Par

9,9 € G, alors gStabg(z) = ¢'Stabe(z). Puisque g-x = ¢’ -z, alors z = g~
conséquent, g tg’ € Stabg(x). Ainsi, g et ¢’ font partie de la méme classe latérale, soit

que gStabe(z) = ¢g'Stabs(x). Cette conclusion s’appuie sur le résultat suivant de la



Chapitre 5. Polyominos d’index 0 4 2 & rotations prés et a symétries prés 117

théorie des groupes : soit H un sous-groupe de G et a, b € G, alors a et b appartiennent

4 la méme classe d’équivalence si et seulement si a='b € H.

La fonction f est injective. En effet, soient z1, 22 € O(z) tels que f(z;) = f(z2).
Par définition de O(z), il existe g1, g0 € G tels que gy -z = 1 et go - = x,. Puisque
f(x1) = f(z2), alors gaStabe(z) = g1Stabs(z) et on en déduit que go € g,Stabe(z).
Par conséquent, il existe g € Stabs(z) tel que g2 = ¢g19. Ainsi,

T2=0G2 T =0G19" . (5-3)

Comme g € Stabg(x), g+ = x et en considérant ce résultat dans I’équation (5.3), on

aTy=g T =2

Finalement, f est surjective, car pour chaque y € gStabs(x) on peut lui associer

I’élément g - z.

Done, de la bijection entre ces deux ensembles, |O(z)| = |G/Stabs(z)]| et, de la

formule de Lagrange (5.1), I’égalité (5.2) est vérifiée. O

Voici deux propriétés utilisées dans la preuve du lemme de Burnside. Soit A un
ensemble, alors sa cardinalité peut étre obtenue en comptant un & un chacun des

éléments appartenant a4 A. Do,

A=) 1. (5.4)

acA

En divisant (5.4) par |A|, on obtient cette autre propriété :

1= I}TI' (5.5)
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Lemme 5.12. (Lemme de Burnside) Soit un groupe G agissant sur un ensemble F.

Alors

1B/G) = 15 3 IFize(o) (56)

geG

ol |E/G] est le nombre d’orbites dans E.

Démonstration. La preuve décrite ici est basée sur celle présentée dans [33]. De la

propriété (5.4), le nombre d’orbites correspond a

E/Gl= ) L

kEE/G

Chaque orbite étant un ensemble, on peut utiliser la propriété (5.5) :

EEED 3P

kEE/G zek

Cette double sommation équivaut & prendre chacun des z € E et a évaluer la taille

de Porbite contenant x, soit |O(z)] :

1
|E/Gl= )
;E O(z)]

De la formule des classes énoncée au théoréme 5.11 et subséquemment par définition

de ’ensemble Stabg(z),

B/G] = 15 X IStabe(@)l = 5 3 3 1

z€EE 2€E g|lg-a=x

Finalement, cela est équivalent a

E/G| = |L 2; Z_ - Z|FZIE

gGG

par définition de Fizg(g). O



Chapitre 5. Polyominos d’index 0 a 2 a rotations prés et a symétries prés 119

Le lemme de Burnside s’adapte bien a l'utilisation des séries génératrices en tant

que cardinalité d'un ensemble, tel que présentée a ’exemple suivant.

Exemple 5.13. Soit une famille F de polyominos énumérés selon la largeur k et la
hauteur b de leur rectangle circonscrit. Pour k et b fixés, on peut appliquer le lemme

de Burnside afin d’obtenir le nombre d’orbites de F sous ’action d’un groupe G :

e Z |Fiz%**(g) (5.7)

geG

ou F' ix'}Xb(g) est I’ensemble des polyominos appartenant & F, g-invariants pour g € G

et inscrits dans un rectangle k x b.

On aura un résultat équivalent en utilisant les séries génératrices, mais on aura
traité tous les rectangles en une seule fois. Soit F'9(z,y) = >, -, |Fz:ck’<b g9)| z*y®
la. série génératrice des polyominos g-invariants de F. Alors, en appliquant le lemme
de Burnside en utilisant cette série plutét que la cardinalité, par les propriétés de

sommation et de multiplication par un scalaire des séries, on trouve

@ Z Z Z | Figh*®(g)

geG 9€G bk>1
Z ! Z |Fnkxb } Ikyb.
bk>1 geG

On constate alors que le coefficient de z¥y° est le méme que (5.7), c’est-a-dire le nombre
d’orbites de F sous 'action d’'un groupe G pour k et b fixés. Ainsi, en utilisant les
séries génératrices, on obtient le méme raisonnement que lorsque chaque ensemble de

polyominos k X b est traité séparemment. O

Dans ’exemple précédent, le terme z*y? est le poids d’un polyomino, une étiquette
qui permet d’identifier les dimensions de son rectangle circonscrit. Une version géné-
ralisée du lemme de Burnside permet ce genre de situation, c’est-&-dire 1'utilisation
d’une fonction de poids (comme une série génératrice) plutét que la cardinalité d’un
ensemble. Cette fonction de poids, notée W, n’est pas trés bien définie, mais elle doit

satisfaire quelques propriétés. Premiérement, il faut qu’il soit possible d’additionner
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le poids des éléments et de les multiplier par un nombre rationnel. Finalement, la
fonction pondérée W doit étre constante sur les orbites, c’est-a-dire que si x et y sont

dans la méme orbite, alors x et y ont le méme poids : W(y) = W(x).

Le lecteur peut se référer a [3] pour divers exemples d’application du lemme de
Burnside pondéré de méme que pour les détails de la preuve. Cette démonstration
repose sur les mémes arguments que pour celle du lemme original 5.12. De plus, le
lemme de Burnside pondéré est une généralisation du lemme de Burnside, car en fixant

le poids de tous les éléments & 1, on retrouve (5.6).

Lemme 5.14. (Lemme de Burnside pondéré) Soit F/G ensemble des orbites de

l'action de GG sur ’ensemble E. Alors

Y Wk = Ilflz |Fiz(g)ly

ke|E/G) 9€G

ol on définit |Fizg(g)ly par |[Fize(9)ly = 2 rep)gams W(T) -

5.2 Définitions et propriétés

Le groupe diédral Dy, ou un de ses sous-groupes, agit naturellement sur les po-
lyominos. Entre autres, appliquer une rotation ou une réflexion & un de ces objets
redonne un polyomino. On peut donc utiliser le lemme de Burnside pour compter les
polyominos & rotations prés et & symétries prés : ces derniers correspondent exacte-
ment au nombre d’orbites. En effet, deux polyominos sont dans la méme orbite si et

seulement si I'un peut étre obtenu de l'autre par une symétrie.

Ce lemme s’applique différemment pour les polyominos inscrits et les polyominos
non-inscrits : le groupe de rotations ou de symétries & considérer n’est pas le méme.
De plus, dans la section 5.2.3, les conditions pour qu’un polyomino soit g-symétrique

pour g € C4 sont étudiées.
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5.2.1 Polyominos inscrits

Un concept de base de 'action d’un groupe sur un ensemble est que l'image de
cette action doit demeurer dans I’ensemble. Par conséquent, puisque le résultat de la
rotation de 90° ou de 270° d’un polyomino inscrit dans un rectangle de dimension
kx b ol k # b est un polyomino inscrit dans un b x k, ces deux rotations n’agiront pas
sur un de ces objets inscrits dans un rectangle. Il en va de méme pour les symétries
diagonales. Pour cette raison, on doit distinguer les polyominos inscrits dans un carré
de ceux inscrits dans un rectangle et appliquer le lemme de Burnside avec le bon

groupe. Le choix de ce groupe est détaillé dans les deux paragraphes ci-dessous.

A rotations prés En considérant le groupe des rotations, deux polyominos sont
dans la méme orbite si et seulement si 'un peut étre obtenu de l'autre par une ro-
tation. Ainsi, compter les polyominos & rotations prés est équivalent & compter le
nombre d’orbites, donné par le lemme de Burnside. Le groupe de rotations agissant
sur ’ensemble de polyominos dépend du rectangle circonscrit :

— Symeétries rotationnelles d’un carré : C; = {1,7,7%, 7} ;

— Symétries rotationnelles d’un rectangle : Co = {1,7%},

ou 1 est I'identité (rotation de 0°) et 7 est une rotation de 90°.

d,_ d,

v v
(a) Carré (b) Rectangle

FIGURE 5.2 - Réflexions

A symétries prés En faisant agir le groupe des symétries sur les polyominos, deux
polyominos sont dans la méme orbite lorsque 'un peut étre obtenu de 'autre par
une rotation ou une réflexion et vice versa. Ainsi, avec le lemme de Burnside, on
peut connaitre le nombre de polyominos & symétries prés, puisque ce probléme est le

méme que de compter le nombre d’orbites. Dépendamment du rectangle circonscrit
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au polyomino, le groupe de symétries a considérer est différent, tel qu’illustré a la
figure 5.2 :

— Symétries d'un carré : Dy = {1,7,72, 7% h,v,dy,dy};

— Symétries d'un rectangle : H = {1,72 h,v},
ou 1 est I'identité (rotation de 0°), 7 est une rotation de 90°, h et v sont respectivement
une réflexion horizontale et verticale, d; est la symétrie suivant l'axe y = —x et d

correspond & 'axe y = .

5.2.2 Polyominos non-inscrits

D’abord, que signifie le terme polyomino non-inscrit ? De maniére générale, on
ne s’intéresse plus & la dimension du rectangle circonscrit, mais uniquement & 1’aire
du polyomino. Dans le cas des polyominos d’index r non-inscrits et d’aire n, cela se

traduit par I’ensemble :
{polyominos d’index r inscrits dans un rectangle k X bjb+k+r —1=n}.

Dans ce cas, plutét que de mentionner que les polyominos sont considérés non-inscrits,
on peut simplement parler de polyominos d’index r d’aire n. Par conséquent, les
polyominos d’index 7 inscrits dans un b X k et ceux dans un £ x b sont dans le méme
ensemble puisque leur aire est égale & b+ k +r — 1. Donc, contrairement aux inscrits,
il n’est pas nécessaire de traiter de maniéres différentes les carrés et les rectangles.
Ainsi, pour connaitre leur nombre & rotations prés, le groupe C4 agira sur cet ensemble

tandis que, pour obtenir ceux & symétries prés, ce sera plutét le groupe diédral Dy.

5.2.3 Conditions pour étre g-symétrique, g € C4

D’abord, il est bon de rappeler qu’'un polyomino P est dit g-symétrique ou g-
invariant si I'action de g sur cette figure n’a aucun effet : le polyomino avant et

aprés est le méme, c’est-a-dire que g - P = P. Pour effectuer une rotation sur un
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polyomino, on peut diviser son rectangle circonscrit en quatre régions en séparant en
deux chacun des c6tés du rectangle. On compléte la rotation en déplagant chacune des
régions initiales vers la région dictée par la rotation & effectuer. La figure 5.3 illustre

la rotation d’un rectangle ot un numéro a été attribué & chaque quadrant.

1 l 2 4 . 1 3 4 2 3

4 3 3 2 2 1 1 | 4
| 1

(a) k=0 (b) k =90 (¢) k =180 () k = 270

FIGURE 5.3 — Rectangle ayant subi une rotation de £°

Par conséquent, en comparant les figures 5.3(a) et 5.3(b), on déduit que pour
étre r-symétrique, c’est-a-dire invariant sous la rotation de 90°, le contenu des quatre
régions doit étre identique & 90° prés. En observant les figures 5.3(a) et 5.3(d), la
méme condition apparait pour étre r3-invariant. Donc, les polyominos r-symétriques

S_invariants et vice versa. En effet, cela est une conséquence du fait qu’une

sont aussi 7
rotation de 270° est une rotation de 90°, mais prise dans le sens contraire. Finalement,
en examinant les figures 5.3(a) et 5.3(c), pour étre r*-invariant, il faut que la région 1
soit la méme que la troisieme & 180° prés et que la région 2 soit identique a la région 4

a 180° pres.

Remarque On notera FY(z,y) la série génératrice des polyominos inscrits d’index 4
. L. O . . )

qui sont g-symétriques et FY"~(z,y), celle de ceux inscrits dans un carré. Dans les

deux cas, les variables formelles x et y sont respectivement associées 4 la largeur et &

la hauteur du rectangle circonscrit.

5.3 Minimaux

Dans cette section, I’ensemble des polyominos minimaux est traité afin de connaitre
leur nombre & rotations prés ainsi que leur nombre 4 symétries prés. A titre d’exemple,

la figure 5.4 présente ceux inscrits dans un 3 x 2 selon les trois fagons de les compter.



Chapitre 5. Polyominos d’index 0 4 2 a rotations prés et 4 symétries prés 124

Les polyominos minimaux symétriques selon chaque rotation et chaque réflexion
sont étudiés. Finalement, par le lemme de Burnside, les séries génératrices des po-
lyominos minimaux inscrits et non-inscrits a rotations prés et a symétries prés sont

obtenues.

FIGURE 5.4 — Les 8 polyominos minimaux (& translations prés) inscrits dans un 3 x 2,
les 5 classes a rotations prés et les 3 classes & symétries prés

5.3.1 Invariants sous une rotation donnée

Proposition 5.15. Soit F§(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 0 inva-
riants sous l'identité 1, et FOI’D(LE, y), celle des polyominos d’index 0 inscrits dans un

carré et l-invariants, alors
Fy(z,y) = Po(z,9) (5.8)
et
Fy(x,y) = Py'(z,y) (5.9)

ol Po(z, ) est la série génératrice des polyominos d’aire minimale, soit I’équation (3.18),

et P5(z,y), celle des polyominos d’aire minimale inscrits dans un carré, soit (3.20).

Démonstration. Puisqu’une rotation de 0° laisse tous les polyominos inchangés, on a

directement que F)(z,y) = Py(z,y) et Fi(z,vy) = Pz, y). O
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Proposition 5.16. Soit F{(z,y) la série génératrice des polyominos d’aire minimale

invariants selon la rotation de 90°, alors

, zy
Fy(z,y) = 1= o (5.10)

— oy + 238 + 5% T+ 2% Myt By

Démonstration. Pour chaque carré de dimension impaire, il existe un seul polyomino
r-symétrique tandis que pour des dimensions paires, il n'y en a aucun. En effet, de
la section 5.2.3, pour étre r-symétrique, le contenu des quatre quadrants divisant en
parts égales le carré doit étre identique (& 90° prés). Or, pour qu’un polyomino soit
d’aire minimale et r-symétrique, les cellules doivent étre placées a la frontiére de ces
régions, comme on peut le voir & la figure 5.5. Une cellule centrale est placée et on y
ajoute quatre rangées de cellules de méme longueur. En conséquence, le carré est de

dimension impaire.

FIGURE 5.5 — Polyomino d’aire minimale r-symétrique

Ainsi, le nombre de polyominos d’index 0 r-invariants est donné par la série géné-

ratrice

F(z,y) = > (zy)" = 1= 20
i>0 Y

O

Proposition 5.17. Soit F (z,y) la série génératrice des polyominos d’aire minimale

r2-symeétriques, alors

(5.11)

l+z+y _:cy(l+a:+y—a:2y—a:y2)
Ty (1—2%)(1-9?)
=P+ + 0+t Pt ) o+ (20T 200 + 20 ) 2

F' (2,y) = 2Co (2%, 4°) (

+ (9y° + 6y* + 5y° + 2y° + y)2® + (10y° + 6y° +y)z* +---  (5.12)
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ot Cp(z,y) est la série génératrice des polyominos coins d’index 0, donné a 'équa-
tion (3.5). A noter que chaque parenthése du développement (5.12) posséde une infinité
d’éléments, mais que seulement un nombre fini est présenté. On fera de méme dans

les développements subséquents, mais ce commentaire sera omis.

Démonstration. Tel que mentionné & la section 5.2.3, pour qu’un polyomino soit r2-
invariant, les régions diagonalement opposées doivent étre identiques (& 180° pres).
Pour ce faire, les polyominos d’aire minimale r2-symétriques se construisent en dupli-
quant un coin d’index 0 selon les trois cas illustrés & la figure 5.6 : les cellules de coins

se superposent, sont cote & cote ou bien sont une au-dessus de I'autre.

(a) Cas 1 (b) Cas 2 (¢) Cas 3

FIGURE 5.6 — Polyominos d’index 0 r%-invariants

Cas 1 Un coin d'index 0 k£ x b est dupliqué et est ajouté au coin initial en
superposant les cellules de coin : le rectangle ainsi obtenu posséde des dimensions
(2k—1) x (2b—1). De plus, ce type de collage peut s’effectuer selon une des deux
diagonales du rectangle et le seul polyomino commun & celles-ci est I'unique croix
passant par le centre d’un rectangle aux dimensions impaires. En considérant
une seule de ces diagonales, il y a autant de polyominos d’index 0 r2-invariants
inscrits dans un rectangle (2k — 1) x (2b— 1) que de coins d’index 0 inscrits dans
un k x b. Donc, la série génératrice des polyominos d’index 0 r?-symétriques

inscrits dans un rectangle de dimensions impaires est

9 Z co(b, k‘)x%_ly%_l _ Z ka_lbe_l

bk>1 bk>1

2 o
T )

(5.13)



Chapitre 5. Polyominos d’index 0 & 2 & rotations prés et a symétries prés 127

Mais, 37, ;51 co(b, k) (2°)*(y?)" est la série génératrice des coins d’index 0 o on

a substitué z — z? et y > y% Donc, 'expression (5.13) devient

2 2 2y Yy
@Co(x,y) Ol (5.14)

Quelle est la signification combinatoire de cette substitution algébrique? En
fait, la clé pour résoudre cette énigme est de constater que la largeur de presque
chaque cellule du polyomino coin contribue & deux cellules en largeur au po-
lyomino complet, la méme chose pour la hauteur. Cette contribution se traduit
par la substitution z — z? et y > y? dans la série Cy(z,y). Il n’y a que la
cellule de coin (en gris sur la figure 5.6(a)) qui n'a pas cette caractéristique : elle
n’apporte seulement qu’une unité en largeur et qu’une en hauteur. Pour cette

raison, Co(z?,y?) est divisé par zy.

Cas 2 En dupliquant un polyomino coin selon la figure 5.6(b), la largeur du
rectangle est paire tandis que sa hauteur est impaire. De maniére analogue au

cas 1, on a que

‘ . 2 2 .2 2,
9 Z C()(b, k') kabe—l _ mey — Co(fl: Y ) 7y (515)

1 — g2
bk>1 i>1 Y

_est la série génératrice qui décrit les polyominos 72-symétriques du cas 2. En
effet, on divise Cy(2?,3?) par y uniquement, car la hauteur de la cellule grise
de la figure 5.6(b) compte seulement pour une unité de la hauteur du rectangle
lorsqu’elle est dupliquée. De plus, seul le polyomino 2i x 1 est & la fois r2-

symétrique et inclus dans les deux diagonales du cas 2.

Cas 3 1l s’agit du cas 2 auquel une rotation de 90° est appliquée. Par consé-
quent, la série génératrice de ce cas est obtenue en inversant x et y dans la série

génératrice du deuxiéme cas :

20 9 9 2 9 2 ,,2 2
Coly,2°)  y'z _ 2Co(a*y") v’z (5.16)
T 1—y? x -y

En additionnant les séries génératrices de ces trois cas, on a (5.11). O
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Du développement en séries de MacLaurin (5.12), on constate qu’il y a 10 po-

lyominos d’index 0 inscrits dans un 3 x 6 qui sont 7?-symétriques.

Proposition 5.18. Soit FT (:L y) la série génératrice des polyominos d’aire mini-

male r2-symétriques inscrits dans un carré, alors

205 («% y%)  wy
Ty 1 — z2y?

Fy 9 (z,y) = (5.17)

= 2y 4+ 523> + 219y°2° + 772"y " 4+ 2772%° + 10052yt 4

ott C5(x,y) est la série génératrice des coins d’index 0 inscrits dans un carré, déve-

loppée & ’équation (3.11).

Démonstration. Ces polyominos d’index 0 r*-symétriques appartiennent & I’ensemble
des polyominos de méme index inscrits dans un rectangle. Ainsi, ils sont construits de
maniére similaire & partir des trois cas décrits & la preuve de la proposition 5.17. Ce-
pendant, pour étre inscrits dans un carré, ils sont nécessairement de la forme du cas 1.
De plus, il faut que le polyomino coin soit inscrit dans un carré pour que le polyomino
r2-invariant soit carré. Par conséquent, comme pour le cas 1 de la proposition 5.17,
les substitutions z +— z2 et y > y? sont effectuées dans la série génératrice C5'(z,y).
Celle-ci est divisée par zy puisque la cellule de coin apporte seulement une unité en
hauteur et en largeur au polyomino global, et multipliée par 2, car la construction
se fait sur 'une des deux diagonales. Finalement, la série génératrice des polyominos

d’index 0 r2-symétriques appartenant aux deux diagonales, une croix centrée dans un

carré (2 + 1) x (2¢ + 1), est soustraite. D’ou,

C’ CO(z2, 42
ng’D(x,y) So\TLY ) (=% y%) Z 21 2i+1 _ 9 o(zy?) wy

_ 2927
i>0 Y 1-z%

O

Proposition 5.19. Soit £ S(x, y) la série génératrice des polyominos d’aire minimale

r3-symétriques, alors

F3 (z,y) = Fy(z,y). (5.18)
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Démonstration. Directement de la section 5.2.3 o0l on y établit que les polyominos

r3-symétriques sont les polyominos r-symétriques. ]

5.3.2 Invariants sous une réflexion donnée

Proposition 5.20. Soit F*(x,y) la série génératrice des polyominos d’aire minimale
h-symétriques, alors

2 3
Y Ty Ty
F? = 5.1
o(z,y) 1—y2+(x—1)2(1—y2)+1—x (5.19)

=z (P +y" +1°+ P+ + P+ y) + (2T + 20 + 20 +y) 2P

+ (B +3° +y) 2’ + (4° + 4y  +y) 2t + (5y* +y) 2+

1 ——

2 2

(a) b paire (b) b impaire (c) Polyomino d’index 0 h-invariant

FIGURE 5.7 — Symétrie horizontale d’un polyomino d’'index 0

Démonstration. Puisqu'une symétrie horizontale divise un rectangle en deux parts,
on distingue deux cas : la hauteur b est paire ou impaire.
b paire L’axe de symétrie est exactement entre deux rangées de cellules. La
symétrie horizontale interchange les régions 1 et 2 de la figure 5.7(a). Pour que
ces deux régions demeurent connexes, il y a au moins une cellule & la frontiére
de chaque région, comme & la figure 5.7(a). Ce polyomino ne peut pas étre
minimal et invariant & la fois, sauf si sa largeur est égale & 1. Donc, lorsque b
est paire, seul les polyominos d’'index 0 de largeur 1 sont hA-symeétriques et leur
série génératrice est
2 .
Yyt = Y (5.20)

_ 2
i>1 1 Y
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b impaire Tel qu’illustré a la figure 5.7(b), axe de symétrie horizontale sépare
une rangée de cellules en deux, ce qui implique que cette rangée doit obligatoi-
rement étre entiérement occupée pour que le polyomino soit h-symétrique et
d’index 0. Si b # 1, un polyomino minimal h-symétrique inscrit dans un & x b
est construit en sélectionnant une des k colonnes. Si b = 1, alors il y a un seul
polyomino h-symétrique. D’oil, la série génératrice des polyominos minimaux

h-symétriques tel que b est impaire est

3
kg2t k, _ ry zy ' 591
Skt Y ety = e

i>1 k>1 k>1

On a donc la série génératrice des polyominos minimaux h-symétriques, soit (5.19),

en additionnant (5.20) et (5.21). 0

Proposition 5.21. Soit Fj' H(z,y) la série génératrice des polyominos d’aire minimale

inscrits dans un carré et h-invariants, alors

zy (y*z® +1)
(y22? —1)°
13,13

= 2y + 323> + 53525 + 727y + 92%° + 112y + 13283y ...

Fy(z,y) = (5.22)

Démonstration. Ces polyominos sont un cas particulier de ceux de la proposition 5.20.
Le cas d’une hauteur paire est immédiatement rejeté car, de la preuve de la propo-
sition 5.20, ce type de polyomino doit &tre de largeur 1 : il ne peut pas étre inscrit dans
un carré. 1l s’agit donc d’un polyomino inscrit dans un carré aux dimensions impaires :
(2i + 1) x (2i + 1). De la proposition précédente, lorsque la hauteur est supérieure
a 3, la largeur du polyomino correspond au nombre de polyominos d’index 0 inscrits
h-symétriques. De plus, si la hauteur est 1, le polyomino d’index 0 inscrit dans un

carré h-symétrique est 'unique cellule unitaire. Conséquemment,

zy (y°z® + 1)

- = 1 zy)t = .
By Sla) = 320+ Do ==

i>0
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Proposition 5.22. Soit F¥(z,y) la série génératrice des polyominos d’aire minimale

v-invariant, alors

Fy(z,y) = Fy(y,z), (5.23)
FyP(z,y) = FyP(y, =) . | (5.24)

Démonstration. Les polyominos v-invariants sont en bijection avec les h-invariants
par une rotation de 90°. Par conséquent, interchanger z et y dans F*(z,y) (resp.

FPP(z,9)) permet d’obtenir la série génératrice F¥(z, ) (resp. FY2(z,y)). O

Proposition 5.23. Soit F(‘f‘ (x,y) la série génératrice des polyominos d’aire minimale

dy-invariants, alors

zy (22%% — 22y + 1
P (5, ) = LV )
(1 —zy)” (1 - 2zy)

= oy + 222 4+ 572 + 122%y* + 27255 + 58825 4+ - ..

(5.25)

Démonstration. Un polyomino d’index 0 d;-invariant est construit & partir d’un coin
d’index 0 et du méme coin auquel la symétrie diagonale d; est appliquée. Ceux-ci
sont assemblés en superposant la cellule de coin du premier polyomino avec celle du

deuxiéme, dont un exemple est illustré & la figure 5.8.

dy
i

FIGURE 5.8 — Polyomino d’index 0 d;-symétrique

Par exemple, si le polyomino coin est de dimension k£ X b, tel qu’illustré a la
figure 5.8, alors le carré circonscrit du polyomino d;-symétrique construit est de di-

mension (b+ k — 1) x (b+ k — 1). La série génératrice sous forme rationnelle est
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alors

. 1 Co(zy, 2z2%y% — 2 1
F(‘)il (z,y) = Z co(b, k)Ib+L—1yb+A—1 _ o(7y, TY) - ry(2z°y Ty +1)

= WY — 27
S Ty (1 —zy)*(1 - 2zy)

ou Co(xz,y) est la série génératrice donnée & 1'équation (3.5).

Pourquoi Féil (z,y) correspond-elle & la série génératrice Co(x,y) avec la substitu-
tion z — xy et y — xy divisée par zy ? En examinant la figure 5.8, on constate que
la largeur de chaque cellule du polyomino coin initial contribue & une unité en largeur
et & une unité en hauteur au polyomino d;-symétrique, a ’exception des cellules su-
perposées. D'otl, z — 2y dans Cy(z,y). La méme chose se produit pour la hauteur de
chaque cellule du coin initial. Finalement, il faut diviser par zy, car la cellule de coin
n’est pas dupliquée et contribue ainsi uniquement & une unité en largeur au polyomino

di-invariant, de méme qu’en hauteur. O

Proposition 5.24. Soit F{?(z,v) la série génératrice des polyominos d’aire minimale

do-symétriques, alors

F*(z,y) = Fy' (2,9) (5.26)

Démonstration. 11 y a une bijection entre ’ensemble des polyominos d;-invariants et
do-invariants : une rotation de 90°. Conséquemment, par la substitution z — y et
y — = dans F'(z,y), on obtient F&?(z,y). Mais, Fi'(y,z) = F'(z,y). D'oi, on a
Pégalite Fi(z,y) = F¢' (y, x) = F'(z,y). O

5.3.3 A rotations prés

A T'aide du lemme de Burnside, on obtient la série génératrice des polyominos
minimaux & rotations prés pour les inscrits et les non-inscrits. De plus, le tableau 5.1
présente quelques valeurs donnant le nombre de polyominos inscrits d’index 0 & rota-

tions pres.
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Proposition 5.25. Soit Ro(z,y) la série génératrice des polyominos d’aire minimale

a rotations prés, alors

yx 3yx (yr + 1 2yzx 2yx 3yx
RO(:E,y)Z— 2 ( 3)_ - + 2.2
(1 —yzx) 4 (yx — 1) yr—1 I—4dyz 4(1-y?z?)
1 5 YT . ygxg 1 YT
20y \ /1 — 49222 1 —yPz? 2(1—2)*(1 —y)?
2 2 2
x x x
y ( N y ) LoV v
l—z-y (1-2)(1-y) 21-y)” 2(1-2
Ty - y*z? B yz
1— 72 —y? (1-22)(1-9%)/ 2(1-22)(1-9?)
1 2%y Ty - y2z? 1 y%z
21—22  1—22—9? (1—22)(1 —vy?) 21 — g2
2%y 2z’
— |1 ) 5.27
e = G eer 1) (527

Démonstration. En appliquant le lemme de Burnside avec le groupe cyclique des ro-
tations C, sur les polyominos d’index O carrés et le groupe Cy sur les rectangulaires

non carrés, on a

Ro(z,y) =

> Rz, y) 'Cl | > (F(z) - B (z.v)).

g€Cyq g€eCsa

|C|

De (5.8) et (5.9), F(z,y) = By(z,v) et Fy(z,y) = PP(z,). De plus, comme les
polyominos d’index 0 r-invariants et r*-invariants sont nécessairement inscrits dans
un carré Fyo(z,y) = Fi(z,y) et FSS'D(Ly) — F’(z,y). Finalement, de (5.18),
P (z,y) = Fj(z,y). On a donc

1 2
Folw,y) = 5 (F@.y) + 2 (@,9) + B (a,)
1 ) "
+5 (Poloy) - Py + B @y - B @), (529
ou Py(z,y), PP(z,v), Fi(z,y), F; (z,y) et F;"P(z,y) correspondent respectivement

aux séries génératrices (3.18), (3.20), (5.10), (5.11) et (5.17). En remplagant ces séries
dans (5.28), on obtient (5.27). ' O
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BNk 1]2] 3 4] 5 [ 6] 7 | 8 9 | 10
1 Ji[1]1[1]1 1 1 1 1 1
2 [1/1] 516 9 [10] 13 14 17 18
3 1] 5] 8 [ 28] 46 [ 67 | 93 [ 122 | 156 | 193
4 |16 28|30 120 | 194 | 308 | 440 [ 624 | 830
5 [1]9]46 [120] 130 | 477 | 814 | 1288 | 1951 | 2825
6 | 1]10] 67 | 194 | 477 | 481 | 1813 | 3106 | 5107 | 7930
7 [[1]13] 93 [ 308 814 [1813 | 1836 | 6830 | 11998 | 19997
8 || 1]14]122 440 | 1288 | 3106 | 6830 | 6822 | 25714 | 45654
9 [[1[17]156 | 6241951 | 5107 | 11998 | 25714 | 25756 | 97259
10 || 1]18] 193830 | 2825 | 7930 | 19997 | 45654 | 97259 | 97173

TABLEAU 5.1 — Nombre de polyominos minimaux inscrits dans un k& x b & rotations
prés
Proposition 5.26. Soit Ry(q), la série génératrice des polyominos d’aire minimale

non-inscrits d’aire n a rotations prés, alors :

q (49" —2¢° + " + 79" — 7¢° + 2¢° + 9¢" — 10¢° + 3¢ — 1)
(-1 -1 (P - +a-1)(a-1)(2¢—1)
= q+q° +2¢° +6¢" + 15¢° + 38¢° + 87¢" + 201¢° + - --

(5.29)

Ro(q) = —

Démonstration. Par définition d'un polyomino non-inscrit, la série génératrice Ry(q)
est la sommation Zb,kzl To(b, k)g?T*~1 ol ro(b, k) est le nombre de polyominos d’in-
dex 0 inscrits dans un k x b & rotations pres. Tel que discuté a la section 5.2.2, le groupe
C4 agit sur ces polyominos. Pour connaitre le nombre de polyominos non-inscrits d’in-
dex 0 g-invariants pour g € {1,7,72 7%}, il suffit de remplacer z et y par ¢ dans
F§(2,y) = Dy pm1 f5 (b, ) zPy* et ensuite de diviser par ¢. En faisant cela, on aura

bien ¢?*t#~! et le coefficient voulu. Le lemme de Burnside permet alors de conclure que

q!C ¥ Z = (PO(‘I q) + 2Fj(q ,q)+FE§2(q,q)), (5.30)

de (5.8) et (5.18) et ot Po(z,y), P2(x,y), Fi(z,y), Fy (x,y) et F7'2(z, ) sont données
respectivement aux équations (3.18), (3.20), (5.10), (5.11) et (5.17). En simplifiant
I'expression (5.30), on a (5.29). O
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5.3.4 A symétries prés

Proposition 5.27. Soit Sy(x,y) la série génératrice des polyominos d’aire minimale

a symétries prés, alors

—3yz v T3y Yz
Y R Y ) YT T e e
B zy (2P — 2 -y + D) (z+y+1) Yz
20 +y* - D-D0+2)y-1)(y+1) l-yz
yz (27°y + 2y°z — 2yz — 3z - 3y +4) yx

4(1-2yz) (1 -2) (1 -y) 4(1-2)"(1 -y
3yz (yz + 1) Ty yz oy
8(1 - yz)° *2(1—m—y>( *(1—z)<1—y>> 4

Yz 1 , 222 . 272
4(1-22)(1-y?) day \ /1-492? y*2?-1
3yz T 72 238 (v2z? — 3
o B, Ty TV Wz =9 (51
8(1—y2x?) 1-dyz 4(1-12) 4(1 — y2x2)

Démonstration. Par le lemme de Burnside, en appliquant le groupe D, a ’ensemble
des polyominos minimaux carrés et le groupe H = {1,7% h,v} sur les polyominos

rectangulaires non carrés, on a

So(a) = 1 5 FEw) + g 3 (Flew) - F°w)).

gE€Dy gEH

De (5.8), (5.9) et (5.18),

+ F(z,y) - B 22,9), (5.32)

'T‘2 v, 1]
ou PO(I’y)7 PE(JI, y)) Fg(za y)) ng('r’ y)’ FO ,D(l,’y), F(;L(Ta y), FO D(z, y): FO (l‘, y)a
EPP(z,y) et E(z,y) correspondent respectivement aux expressions (3.18), (3.20),

(5.10), (5.11), (5.17), (5.19) et (5.22) & (5.25). On obtient alors (5.31). O
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Par le développement en séries de MacLaurin de Sy(z,y), on déduit le tableau 5.2

donnant le nombre de polyominos d’aire minimale inscrits & symétries prés.

b/k]1]2]3] 4] 5 6 7 8 9 10
1 J1j1]1] 1] 1 1 1 1 1 1
2 J1[1[3] 3] 5 5 7 7 9 9
3 |1]3|6[15] 25 | 35 | 49 63 81 99
4 |1]3[15] 18 61 | 97 | 155 | 220 | 313 | 415
5 [1]5]25] 61 [ 73 | 240 | 410 | 646 | 979 | 1415
6 |1]5[35] 97 [ 240 | 255 | 908 | 1553 | 2555 | 3965
7 ||1]7]49]155] 410 | 908 | 950 | 3417 | 6003 | 10001
8 [[1]7]63]220] 646 | 1553 | 3417 | 3473 | 12859 | 22827
9 J]1]9[81[313] 979 | 2555 | 6003 | 12859 | 13006 | 48632
10 [ 1]9]99 415 ] 1415 | 3965 | 10001 | 22827 | 48632 | 48840

TABLEAU 5.2 — Nombre de polyominos minimaux inscrits dans un k£ X b & symétries
prés

Proposition 5.28. Le nombre de polyominos d’aire minimale non-inscrits d’aire n &

symétries prés est décrit par la série génératrice

q(4g™ —3¢° — 2¢® +8¢" — 7¢° + 3¢° + 6¢* — 8¢* + 3¢ — 1)
(@-1)°2¢-1)(*—a+qg—1)(¢—1)(2g— 1)
=g+ q°>+2¢° + 4¢" + 10¢° + 21¢® + 49¢" + 104¢® + 227¢° + - - - .

Solg) = - (5.33)

Démonstration. En utilisant la méme astuce de substitution qu’a la proposition 5.26

et en appliquant le lemme de Burnside avec le groupe Dy, on obtient

1 " v
Solq) = 8 (Po(q, q) +2F5(q,q) + Fy (a,9) + Fo(g, q) + F(q. ) + 25 (g, Q)), (5.34)
ou Py(z,y), Fj(z,y), FSQ(:I:,y), Fél(:v,y), Fy(z,y) et Féil(il,‘, y) sont respectivement
données par les équations (3.18), (5.10), (5.11), (5.19), (5.23) et (5.25). En expri-
mant (5.34) en fonction de g, on a (5.33). O
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5.4 Minimaux plus un

A P'aide du lemme de Burnside, les polyominos d’aire minimale plus un sont comp-
tés a rotations prés et & symétries prés. Pour ce faire, la construction des polyominos
d’index 1 symétriques se fait autour d’un banc, puisque ces polyominos sont carac-
térisés par la présence de cette structure. En effet, ce banc doit lui-méme étre un
polyomino g-symétrique pour que le polyomino global le soit également sous g € D;.
Comme la figure 5.9 en témoigne, le banc 2 x 2 posséde toutes les symétries tandis

que les bancs non dégénérés 2 x t sont h-symétriques et les £ X 2 sont v-symétriques.

(a) Dy-symétrigues (b) h-symétriques v-symétriques

FIGURE 5.9 — Les bancs et leurs symétries

5.4.1 Invariants sous une rotation donnée

Une rotation de 0° laisse n’importe quel objet invariant, en particulier les poly-

ominos d’'index 1. Ainsi, on a le résultat suivant concernant ces derniers.

Proposition 5.29. Soit F(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 1 symé-

triques sous la rotation de 0°, alors
F}(z,y) = Pi(z,y) (5.35)

ou Py(z,y) est la série génératrice des polyominos d’index 1, soit ’expression (3.42).

Proposition 5.30. Soit FJ(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 1 r-
symétriques, alors
21.4,y4
o N 22 !
Fi(z,y) =y + 22y (5.36)
= 2%y + 2%yt + 220%5 4+ 2289 4 221910 4. ..
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(a) Division des quadrants et position du 2x2 (b) Polyominos d’index 1 r-invariants

FIGURE 5.10 — Rotation de 90° d’un polyomino d’index 1

Démonstration. Pour qu’un polyomino d’index 1 soit r-symétrique, le contenu des
quatre quadrants de la figure 5.11(a) doit étre identique & 90° prés. Deux répondent
a cette exigence pour un carré b x b, b > 4. Ceux-ci ont la forme d’une hélice & quatre
pales, tel que présenté & la figure 5.10(b). De la fagon dont est construite I'hélice, la
longueur des cotés du carré circonscrit est nécessairement paire. De plus, dans un carré

2 x 2, il n’y a qu’un polyomino d’index 1 r-invariant : le banc 2 x 2. Conséquemment,,

F{(I,y) _ I2y2 + Zzz2iy2i _ CCQyQ +

i>2
OJ

Proposition 5.31. Soit F{2 (z,y) la série génératrice des polyominos d’index 1 72

symétriques, alors

Fr () = o2y (zhy? + 22yt + 2 - 3rHyt gt - 1) (5.37)
P @+ -1 -1 1) '

= (2y8 + 2y6 + 2y4 + yg) 2 + (12y6 + 8y4 + 2y2) z?

+ (12y4 + 2y2) 2 2yt

Démonstration. Un polyomino d’index 1 r2-symeétrique est soit formé d’un polyomino
coin minimal, d’un banc 2 x 2 et du méme polyomino coin minimal tel qu’illustré a la
figure 5.11(b), soit il est de la forme d’une hélice (figure 5.11(c)). En effet, pour étre
r2-symétrique, les quadrants diagonalement opposés doivent étre identiques & 180°
prés et le banc 2 x 2 est obligatoirement centré dans le rectangle, comme représenté

a la figure 5.11(a).
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Lorsque le polyomino est de la forme Coin d’indezx 0 - Banc 2x 2 - Coin d’indez 0:

— les régions 1 et 3 sont occupées par le méme coin d’'index 0. Dans ce cas, les
régions 2 et 4 peuvent seulement avoir une cellule du banc 2 x 2, autrement
I'index du polyomino est supérieur a 1;

— les régions 2 et 4 sont occupées par le méme coin d’'index 0. Dans ce cas, les
régions 1 et 3 peuvent seulement avoir une cellule du banc 2 X 2, sinon 'index
du polyomino augmenterait.

En plagant ainsi un coin dans deux régions opposées, celui-ci contribue & la largeur et

& la hauteur du polyomino global et laisse peu de choix pour les autres régions.

Il y a deux autres maniéres de construire un polyomino d’aire minimale plus un
r2-symétrique, chacune menant & un polyomino en forme d’hélice :
— les régions 1 et 3 possédent un pilier vertical ajouté au banc 2 x 2 et les régions
2 et 4 sont occupées par un pilier horizontal ;
— les régions 2 et 4 possédent un pilier vertical ajouté au banc 2 x 2 et les régions
1 et 3 sont occupées par un pilier horizontal.
Ainsi, deux quadrants diagonalement opposés contribuent en hauteur et les deux

autres, en largeur.

L | — I . 4| 1 i
(a) Division des quadrants (b) Coin d’index 0 dupliqué (c) Deux hélices
et position du 2 x 2

FIGURE 5.11 — Polyominos d’index 1 r%-invariants

De la figure 5.11(b), on conclut qu’il y a deux fois plus de polyominos d’index 1
r2-invariants de la forme Coin - Banc 2 x 2 - Coin inscrits dans un rectangle 2i x 27,
pour 7,7 > 1, que de coins d’index 0 7 x j, car la construction peut s’effectuer sur

chacune des deux diagonales. Cela se traduit par la série génératrice

23" coli ) 2y — aty? = 2Co(a%,y?) — 2%y, (5.8)

1,321
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ot on doit soustraire z?y?, puisque le banc 2 x 2 appartient aux deux diagonales et
ou Cy(z,y) est la série génératrice des coins d’index 0 donnée par 1’équation (3.5). On
retrouve une substitution de = par z2 et de y par y? dans la série génératrice Co(z,y),
car chaque cellule du polyomino coin apporte deux unités en largeur et deux unités

2

en hauteur au polyomino r*-invariant.

Ensuite, ceux en forme d’hélice sont décrits par la série

2I4y4
(1-2*)(1-v?)

(5.39)

En effet, les deux hélices les plus petites sont inscrites dans un carré 4 x 4 : 2z%y%. A
partir d’une des hélices, on peut ajouter un certain nombre de cellules horizontalement
ou verticalement. Pour chaque cellule ajoutée d'un cété, une cellule est placée de
Iautre coté. De plus, les pales verticales peuvent étre de longueurs différentes des pales
horizontales. Ainsi, ’ajout horizontal de cellules est indépendant de ’ajout vertical,

cela entraine une division par 1—x? et 1 —y?, car c’est équivalent & 2z*y* 3, . 2%y,

Ainsi, en additionnant (5.38) avec (5.39), on obtient FI”(z, ). 0

En particulier, si on considére uniquement les polyominos d’index 1 inscrits dans
un carré, ceux qui sont 72-symeétriques sont construits en dupliquant un coin d’index 0
inscrit dans un carré de maniére analogue & la figure 5.11(b) ou en forme d’hélice avec
des pales de méme longueur (les mémes que les polyominos d’index 1 7-invariants).

Avec les mémes arguments qu’a la proposition 5.31, on a le résultat suivant.

Proposition 5.32. Soit Ffz’D(:E,y) la série génératrice des polyominos d’index 1 72-

symétriques inscrits dans un carré, alors

2,2
9740/ (3\/1—4$2y2—4)zy
F{2’D(m,y) =205 (2%, %) — 2% + Y (5.40)

1—z2y? 1 — 4x2y?

= 2%y” + 8x'y" + 242%° + 802%° + 2802 + 10082y - - -

ott C3(z,y) est la série génératrice (3.11) des coins d’index 0 inscrits dans un carré.
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Finalement, les polyominos r3-symétriques sont les mémes que ceux qui sont 7-

symétriques, ainsi

F(z,y) = F{(z,1). (5.41)

5.4.2 Invariants sous une réflexion donnée

Proposition 5.33. Soit FJ(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 1 h-

symétriques, alors

22y (zy? —y* + 229° — 2 — 22+ -2y — 1)
(y2 - 1)*(z - 1)
= (14y° + 12¢® + 10y + 8¢° + 6¢° + 4y* + 2¢° + ¢°) 2°

HOPE (542

+ (10y" + 6y° + 2¢°) z° + (10y” + 6y° + 2¢°) o
+ (6y5 + 2y3) x5 + (6y5 + 2y3) x6 + 2y3x7 + 2y318 +

Démonstration. Un polyomino h-symétrique d’index 1 contient un banc 2 X 2 ou un

banc 2 X t non dégénéré, tel qu’illustré & la figure 5.12.

L

) Contenant un 2 x 2 ) Contenant un 2 x t de ) Contenant un 2 x ¢ de
hauteur impaire hauteur paire

FIGURE 5.12 — Polyominos d’index 1 h-invariants

Banc 2 x 2 Les polyominos d’index 1 contenant un banc 2 X 2 sont cons-
truits en ajoutant de part et d’autre du banc un pilier vertical comme & la
figure 5.12(a). De plus, il y a deux positions possibles pour la colonne. Cette

multiplication ne s’applique pas lorsqu’aucune colonne n’est ajoutée au banc,
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d’ou la soustraction de z%y? :

) 21.2 2
Z 202y — o%y? = v _ z2y”. (5.43)

: 1 —y?

i>1
Pour les bancs 2 x ¢ non dégénérés, on doit distinguer les bancs de hauteur paire
et les bancs de hauteur impaire tel qu’illustré aux figures 5.12(b) et 5.12(c).

Banc 2 x t, £ paire Les h-symétriques d’index 1 contenant un banc de hau-
teur paire ont la méme forme que le cas avec un banc 2 x 2 : une colonne est
ajoutée de chaque codté du banc a un des deux endroits possibles. Cela se traduit

par la multiplication par 2/(1 — y?) de la série génératrice du banc 2 x 2i, soit
I.QyQi

hauteur du banc, il n’y a qu’un seul h-symétrique, d’oti la soustraction de z2y

. Par contre, lorsque la hauteur du rectangle circonscrit est également la
2

dans la série génératrice des polyominos d’index 1 h-invariants contenant un

banc non dégénéré de hauteur paire :

2%y o o)) _ 22+ 1)
2(Z<|~;F z°y ))- 1-y2? (5.44)

i>2

On a multiplié par 2 ’équation précédente pour considérer les deux bancs 2 x ¢,

soient celui illustré & la figure 5.12(c) et sa réflexion verticale.

Banc 2 x t, t impaire En ce qui concerne les polyominos avec un banc de
hauteur impaire dont la série est z2y**!, ceux-ci ont également deux colonnes
verticales de méme hauteur de part et d’autre du banc, ce qui se traduit par la
multiplication par 2/(1 — y?). En plus de ces colonnes, une rangée horizontale
de cellules peut étre placée au milieu du banc, ce qui se traduit par une division
par 1 — z. De plus, la soustraction de z2y%*1 /(1 — z) est nécessaire, car il n’y a
qu’une maniére de ne placer aucun pilier vertical et on I’a comptée en trop par

la. multiplication par 2 de x?y?*!/((1 — y?)(1 — z)). Finalement, comme pour le

cas paire, on multiplie par deux pour les deux bancs 2 x (2i + 1), ce qui donne

5 Z 2$2y21+1 B $2y2i+1 B 2$2y3(y2 + 1) (5 45)
(1 —92)(1 — | =3 N (1—92)2(1—x) .

i>1




Chapitre 5. Polyominos d’index 0 4 2 & rotations prés et a symétries prés 143

En additionnant les séries pour les polyominos d’index 1 A-symétriques contenant
un banc 2 x 2 (5.43), un banc 2 x t non dégénéré tel que t est paire (5.44) ou un
banc 2 x t tel que ¢ est impaire (5.45), on obtient moyennant quelques simplifications

Pégalité (5.42). m

Proposition 5.34. Soit F/""(z, ) la série génératrice des polyominos d’aire minimale
plus un A-symétriques inscrits dans un carré , alors
2,2 (4,4 3,3 2,2
b0 z?y® (xty* + 22°y° — 22°y* + 2zy + 1)
Fl (CE, y) = (CEQ’gQ _ 1)2 (546)
13,13

= 22y% + 22393 + 6525 + 1027y" + 142%° + 182 1y 4+ 22213913 ...

] | |

(a) Banc 2x2 (b) Banc t x 2 tel que t = b et t est impair

(c) Banctx2telquet #b,3 <t <b—2ettestimpair

FIGURE 5.13 — Polyominos d’index 1 h-symétriques inscrits dans un carré b x b

Démonstration. Dans un carré, les trois formes possibles d’'un polyomino d’index 1
h-symétrique sont présentées a la figure 5.13.

— La premiére forme contient un banc 2 x 2. Or, le seul polyomino a étre h-

symétrique et inscrit dans un carré parmi les polyominos d’index 1 contenant

un banc 2 x 2 est le banc 2 x 2, car les autres sont tous inscrits dans un rectangle

2 x b, b > 3. La série suivante décrit donc ce cas :
7292, (5.47)

— La deuxiéme forme est faite d’un banc de la méme hauteur que le carré circons-

crit auquel un pilier horizontal est ajouté. Il existe deux copies par carré a partir
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de t = 3, tel que présenté a la figure 5.13(b). Ainsi,

3,3

2 ; (2y)* " = = 2_”;@/2 (5.48)
est la série génératrice du deuxiéme cas.

— Finalement, on peut également placer un banc de hauteur impaire et inférieure &
la hauteur du carré. A celui-ci, on ajoute un pilier horizontal et deux verticaux de
part et d’autre du banc comme & la figure 5.13(c). Combien y a-t-il de hauteurs
de banc possibles satisfaisant ces conditions ?

Soit un carré b x b tel que b est impaire et b > 5. Lorsque b = 5, il yen a 1 :
le banc 2 x 3. Lorsque b = 7,1l y en a 2 : les bancs 2 x 3 et 2 x 5. De maniére
générale, il y a toujours un banc de plus que le cas précédent. Ainsi, on constate

que le nombre A(2i + 1) de bancs satisfait la récurrence suivante
AM2i+1)=XM2—-1)+1 (5.49)

avec A(5) = 1. Par induction, on peut montrer que le nombre \(2i +1) =4 — 1,
car cette égalité satisfait la récurrence et la condition initiale. Ainsi, la série
génératrice A(z,y) associée a )\ est

23y
(1—a22)"

Az,y) = (i—1) (zy)"" =
i>2
Pour une hauteur donnée, il y a quatre polyominos h-symétriques (voir fi-
gure 5.13(c)). Donc, la série génératrice décrivant les polyominos d’index 1 h-
symétriques inscrits dans un carré (2¢ + 1) x (2i + 1) contenant un banc 2 x ¢,
3<t<2i+ 1 ettimpair est
4z5°

4N(z,y) = (1—567%2)2

(5.50)

En additionnant (5.47), (5.48) et (5.50), la série recherchée est (5.46). O
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Proposition 5.35. Soit FldI (z,y) la série génératrice des polyominos d’aire minimale

plus un d;-invariants, alors
22y? (22%° + 22y — 1)
(20y — 1) (g — 1)
= 2%y + 4°2% + 10y*2? + 2025y° + 384525

Fi(z,y) = (5.51)

+72y"z" + 138482° + 268y°2° + - - -

Démonstration. Un polyomino d’index 1 d;-symétrique posséde un banc 2 x 2 sur la
diagonale et posséde une des deux formes suivantes présentées & la figure 5.14 :

(a) coin d’index 0 non dégénéré - 2 x 2 - coin d’index 0 non dégénéré;

(b) équerre - 2 x 2 - équerre.
Le polyomino coin d’index 0O doit étre non dégénéré afin que les cas (a) et (b) soient

disjoints.

1
k e dy

(a) coin - banc 2 X 2 - coin (b) équerre - banc 2 x 2 - équerre

FIGURE 5.14 — Polyominos d’index 1 d;-symétriques

Dans le premier cas, il y a autant de coins d’index 0 non dégénérés inscrits dans
un k x b que de polyominos d'index 1 d;-invariants inscrits dans un (b+ k) x (b+ k).

Ainsi, la série génératrice décrivant cette situation est

> ao(by k) 2"y = Co(ay, zy), (5.52)

bk>1

ou Cy(z,y) est donné par (3.12).
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Dans le deuxiéme cas, il y a deux équerres a placer, illustrées en bleu et en orange
a la figure 5.14(b). Soit le pilier horizontal bleu. Celui-ci a deux positions possibles le
long du banc 2 x 2. Une fois ce choix fait, cela détermine entiérement la position du
pilier vertical bleu. Puisque chaque cellule placée en largeur est également placée en

hauteur, le nombre de fagons de former ’équerre bleue est donné par la série

2zy

1+ )
1 —zy

ol on additionne 1 pour considérer la situation ol aucune équerre n’est ajoutée au
banc 2 x 2. Cette série est la méme pour les piliers oranges. Ces équerres sont ajoutées

au banc 2 x 2 et par le principe du produit, la série génératrice

2zy °
2?1 5.53
vy ( = M/) (553)
décrit le deuxiéme cas.
Conséquemment, en additionant (5.52) et (5.53), on a (5.51). O

Par les mémes arguments que pour les polyominos d’index 0 aux propositions 5.22

et 5.24, on a les égalités suivantes

FYP(z,y) = FO(y, ) (5.54)
F(z,y) = F{'(y, v) (5.55)
F#(z,y) = F{*(z,y). (5.56)
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5.4.3 A rotations prés

Proposition 5.36. Soit R;(z,y) la série génératrice des polyominos d'index 1 & ro-

tations prés. Alors, cette série est donnée par ’expression

Ry(z,y) = % (PF(:L-, y) + 2F7 (2, y) + FTZ’D(:E,y))
+ % (Pl(rc, y) - P(z.9) + F (z,0) - Firz’D(z,y)) (5.57)

o PP(z,y), Fi(x,y), Ffz’D(q:,y), Pi(z,y) et FT*(z,y) sont respectivement donnés
aux équations (3.44), (5.36), (5.40),(3.42) et (5.37). La forme rationnelle de R;(z,y)
est développée en annexe & la section A.2. Au tableau 5.3, on présente le nombre de

polyominos de cette catégorie en fonction des dimensions du rectangle circonscrit.

Démonstration. En appliquant le lemme de Burnside pour le groupe cyclique Cy4 sur les
polyominos d’index 1 carrés et le groupe Co = {1, 72} sur ceux d’index 1 rectangulaires

non carrés, on obtient la série génératrice des polyominos d’index 1 a rotations prés :

Ra(y) = 3 3w+ 3 Y (R - F%@w) . 659

geCy geCs
En considérant les égalités FIL(z,y) = Pyi(z,y), FI'7(z,y) = PP(z,v) et F{ (z,y) =
FfS’D(:z:,y) = F{(z,v) dans (5.58), on a (5.57). O

Proposition 5.37. Soit R;(q) la série génératrice des polyominos d’index 1 non-

inscrits d’aire n & rotations prés, alors

L q*6(q)
) = e — e - - ra—D (=1 (559

ou

8(q) = 8¢'* — 16¢™" — 14¢" — 32¢° — 66¢° + 324"
+ ¢ +23¢° — 11¢* + 28¢> — 21¢® + 5¢ — 1.
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8

BNk 1] 2 | 3 4 5 6 7 9 10
1 0] 0 0O 0 0 0 0 0 0 0
2 o] 1] 3 10 19 34 51 74 99 130
3 |o] 3 [ 11 | 77 | 18 | 375 658 | 1057 | 1592 2283
4 o] 10 ] 77 | 149 [ 763 | 1644 | 3097 | 5360 | 8647 | 13268
5 ||0] 19 | 188 | 763 | 1045 | 4729 | 9468 | 17363 | 29778 | 48425
6 [[0] 34| 375 | 1644 | 4729 | 5651 | 23899 | 46430 | 84301 | 145130
7 [[o] 51 | 658 | 3097 | 9468 | 23899 | 26763 | 109961 | 211188 | 383943
8 ||0[ 74 | 1057 | 5360 | 17363 | 46430 | 109961 | 119387 | 483947 | 927380
9 [[0] 99 | 1592 | 8647 | 29778 | 84301 | 211188 | 483947 | 516825 | 2083153
10 || 0] 130 | 2283 | 13268 | 48425 | 145130 | 383943 | 927380 | 2083153 | 2203511

TABLEAU 5.3 — Nombre de polyominos d’index 1 inscrits dans un k£ x b & rotations
prés

Démonstration. Par définition, les polyominos d’index 1 d’aire n sont tous les poly-
ominos d’index 1 inscrits dans un rectangle k& x b tel que n = b + k. De plus, par
la propriété des exposants, en substituant ¢ & x et y dans les séries génératrices des
polyominos d’index 1 inscrits, les polyominos tels que n = b + k& sont tous regroupés
comme coefficients de ¢°**. Ainsi, du lemme de Burnside et en faisant agir le groupe

C, sur les polyominos d’index 1 d’aire donnée, on a
4 )

1 1 2
Ri(q) = Gl > Flg.q) = 1 (PI(QaQ) +2F](g,9) + F (q,q)> :
9€Cq

En utilisant les expressions (3.42), (5.36) et (5.37), associées respectivement a P (z,y),

a F7(z,y) et & F7*(2,y), on a la forme rationnelle (5.59). O

Le développement en série de R;(q) est

Ri(q) = ¢* + 3¢° +21¢° + 964" + 3714 + 1189¢° + 34214 + 8982¢"
+ 222012 + 52355¢* + 119591¢* + 266636¢"° + 5845954°
+1265553¢"7 + 2715113¢'® + 5784562¢*° + - - - .

Par exemple, il n’y a effectivement qu'un polyomino d’index 1 d’aire 4 & rotations

prés, soit le banc 2 x 2.
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5.4.4 A symeétries prés

Proposition 5.38. Soit Si(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 1 & sy-

métries prés, alors

1 , 2 .
Silz,y) = 2 (PP, ) +2F] (a,9)+ ] Oo, )+ F1(@,9)+ 7 (2, )+ 2 (2,9)
1 } 2
(P ) =P )+ F (@,9) = F (2, )+ P (e, y) - F O ()

+ Y (z,0) - F(e,9)). (5.60)

La forme rationnelle de S)(z,y) est présentée en annexe a la section A.3 et le ta-
bleau 5.4 présente le nombre de polyominos de cette catégorie en fonction des dimen-

sions du rectangle circonscrit.

Démonstration. Par le lemme de Burnside, en appliquant le groupe des symétries
D, a l'’ensemble des polyominos d’index 1 inscrits dans un carré et le groupe H =
{1, 7%, h,v} aux polyominos d’index 1 inscrits dans un rectangle non carré, la série

génératrice des polyominos d’aire minimale plus un inscrits & symétries prés est

1 0 1 0
g€Dy geEH
Cette expression est équivalente & (5.60), en considérant les égalités des proposi-

tions 5.29 4 5.35 et celles des équations (5.54) & (5.56). O

Proposition 5.39. Soit S;(¢) la série génératrice des polyominos d’index 1 non-

inscrits d’aire n & symeétries prés, alors

Si(g) = - i) (5.61)

(1+9*(e—- 1202 - 1) (¢®* — 2 +g—1)(2¢— 1)°

ol
v(q) = 12¢'* — 44¢" +164¢'° — 91¢° + 14¢® + 164°

+13¢° — 2¢* + 13¢® — 15¢*> + 5¢ — 1.
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OkJ1]2] 8 4 [ 5 | 6 | 7T [ 8 o | 10 |
1 0] O 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0] 1 2 6 11 19 28 40 93 69
3 |0 2 7 39 96 188 332 929 800 1142
4 10| 6| 39 7 383 822 1551 2680 4327 6634
5 |0 11| 96 | 383 | 529 | 2366 | 4738 8683 14894 24214
6 |0 19| 188 | 822 | 2366 | 2835 | 11952 | 23215 | 42154 72565
7 10|28 332 | 1551 | 4738 | 11952 13402 | 54983 | 105600 | 191974
8 || 0]40 | 529 | 2680 | 8683 | 23215 | 54983 | 59728 | 241977 | 463690
9 ||0|53]| 800 | 4327 | 14894 | 42154 | 105600 | 241977 | 258483 | 1041580
10 || 0| 69 | 1142 | 6634 | 24214 | 72565 | 191974 | 463690 | 1041580 | 1101887

TABLEAU 5.4 — Nombre de polyominos d’index 1 inscrits dans un k X b 4 symétries
prés

Démonstration. Par le méme principe de substitution qu’a la proposition 5.37 et en

faisant agir le groupe des symétries D, a I'’ensemble des polyominos voulus, on a

Si(g) = % > F(g,9)

g€D4

1 , 1
= —(PI(CLQ) +2F] (q,9) + U (g,9) + Fa,q) + FY(q, q) + 2F} (q,q))-

8

Le développement en séries de MacLaurin de S,(q) correspond a

S1(q) = q* +2¢° + 13¢° + 5007 + 192¢® + 599¢° + 1723¢"° 4 44994*
+ 11122¢* + 261904 + 59831¢™* + 133336¢*° + 292356¢*°
+ 632801¢'7 + 1357655¢* + 2892313¢'° + - - - .

Au tableau 5.5, on regroupe le nombre de polyominos d’'index 1 d’aire n en fonction

des trois maniéres de les compter. Il semblerait ainsi que, lorsque n devient grand,
s1(n) = pi(n) /8 et ri(n) = pi1(n) /4.

Autrement dit, il y a de moins en moins de polyominos d’'index 1 symétriques par

rapport au nombre total.
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. n 456 7] 8 ] 9 [ 10 [ 11 | 12 |
(n) [ 1] 2]13] 50 [ 192 | 599 [ 1723 [ 4499 | 11122
(n) 1] 3 ]21] 96 | 371 [ 1189 | 3421 | 8982 | 22201
(n) [1]12]80] 384 | 1468 | 4756 | 13656 35928 | 88740

w

<

3

1

TABLEAU 5.5 — Nombre de polyominos d’'index 1 d’aire n & symétries prés (s;(n)), a
rotations prés (r1(n)) et & translations prés (p;(n))

5.5 Minimaux plus deux

Pour les autres index traités, les polyominos & rotations prés et les polyominos &
symétries prés sont énumeérés en fonction de leur rectangle circonscrit. Pour ce faire,
les polyominos & translations prés inscrits dans un carré doivent étre bien connus,
puisqu’ils ont plus de symétries. La méthode développée pour connaitre la série géné-
ratrice des polyominos inscrits dans un carré est basée sur 'existence d’une formule
exacte en fonction de la largeur et de la hauteur, se référer par exemple aux pages 50
et 64. Par contre, aucune formule n’a été extraite des séries génératriceé connues sur
les index 2 (voir chapitre 4}, ce qui ne permet pas de compter les polyominos d’index 2
a rotations prés ou & symétries prés en fonction des dimensions du rectangle circons-
crit. Par contre, cette information n’est pas nécessaire pour étudier les polyominos
d’index 2 non-inscrits, c’est-a-dire d’aire donnée. Puisque I'objectif est de compter
les polyominos en fonction de leur aire, le but est quand méme atteint. Ainsi, apres
I’étude des polyominos d’aire minimale plus deux symétriques sous Dy, les séries gé-
nératrices des polyominos d’index 2 d’aire n a rotations prés et & symétries prés sont

trouvées.

Pour ce faire, les symétries des structures d’index 2 doivent étre étudiées comme
pour les polyominos d’index 1. Aux figure 5.15 & 5.19, les cinq catégories de polyominos
d’index 2 invariants sous une certaine symétrie sont illustrées et un représentant est
montré. Ld preuve que cette liste est compléte est effectuée au moment d’entreprendre

la symétrie considérée.
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e Py 0

a) {r?, di,d}-symétriques (b) r2-symétrique ) dj-symétrique

FIGURE 5.15 — Les Bancx Banc et leurs symétries

{7‘ v, h} -symétriques (b) v-symétrique c) r? -symétrique  (d) h-symétrique

FIGURE 5.16 — Les premiers ¢ x 2 et leurs symétries

uul:l:

v-symétrique ) h-symétrique

FIGURE 5.17 — Les bols et leurs symétries

J "1 L

a) dq-symétrique b) dp-symétrique

FIGURE 5.18 — Les grands rectangles et leurs symétries

HI wralFk

{r h, U} -symétriques v-symétrique ) h-symeétrique 2 -symeétrique

FIGURE 5.19 — Les quatre-feuilles et leurs symétries
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5.5.1 Invariants sous une rotation donnée

Proposition 5.40. Soit Fy(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2 inva-

riants sous la rotation de 0°, alors
Fy(z,y) = Pa(z,y), (5.62)

ol Py(x,y) est la série génératrice des polyominos d’index 2 inscrits, donnée & 1’équa-

tion (4.52).

.Démonstration. Directement du fait que tous les polyominos d’index 2 sont symé-

triques sous la rotation de 0°. ]

Proposition 5.41. Soit FJ(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2 r-

symeétriques et 7 3(:5, y), celle des polyominos d’index 2 r3-symétriques, alors

Fl(z,y) = Fga(:c,y) =0. (5.63)

Démonstration. Suite & I’étude des symétries des différentes catégories de polyominos
d’index 2 aux figures 5.15 4 5.19, on remarque qu’il n’y en a aucune qui soit invariante
sous la rotation 7, ni sous 7°. Plus rigoureusement, voici quelques propriétés utiles pour
démontrer qu’il n'y a aucun polyomino P r-symétrique d’index 2 :
— P est inscrit dans un carré;
— Les portions de P contenues & l'intérieur des quatre quadrants du carré cir-
conscrit sont identiques (& 90° prés);
— Les polyominos d’index 2 contiennent soit deux trous linéaires, soit un trou
linéaire et un banc 2 x 2, soit deux bancs 2 x 2.
On construit le polyomino r-symétrique autour du centre du carré. Pour ce faire,
on doit distinguer deux situations : le carré circonscrit est de dimension paire ou
impaire, car la division des quadrants est différente selon la parité des cotés du carré,
tel qu’illustré & la figure 5.20. Dans le premier cas, pour que le polyomino soit 7-

invariant, il doit posséder soit un banc 2 X 2 en son centre, soit aucun, c’est-a-dire
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que les quatre cases autour du centre sont vides (voir figures 5.21 et 5.22). Dans le
deuxiéme cas, un polyomino r-symétrique a soit une cellule au centre du carré, soit
il n’en a pas (voir figure 5.23). Ces deux situations sont étudiées dans les prochains

paragraphes.

(a) cotés pairs (b) cotés impairs

FIGURE 5.20 — Division des quadrants d’un polyomino en fonction de la parité des
cdtés de son carré circonscrit

e cOtés pairs

— Le polyomino posséde un banc 2 X 2 en son centre. Pour le compléter et
atteindre l'index 2, on doit ajouter soit un autre banc 2 x 2, soit un trou
linéaire. Dans les deux cas, on doit considérer deux situations : le banc 2 x 2
(resp. le trou linéaire) chevauche deux régions ou est placé entiérement dans un
quadrant. Pour conserver la symétrie sous 90°, le banc 2x2 (resp. trou linéaire)
doit étre dupliqué dans les autres quadrants, tel qu’illustré a la figure 5.21.
De cette maniére, I'index du polyomino est forcément supérieur & 2. Ainsi, un
polyomino d’index 2 r-symétrique ne peut pas avoir de banc 2 X 2 au centre
du carré circonscrit ;

— Le polyomino ne contient pas de banc 2 x 2 au centre du carré circonscrit
alors, comme on peut le constater & la figure 5.22, le polyomino r-symétrique
issu de cette situation est d’index supérieur & 2. En effet, relier les quatre
régions de maniére & créer un polyomino r-symétrique engendre la formation
de plus de deux trous linéaires. Pour s’en convaincre, on peut reprendre les
polyominos de la figure 5.21 et enlever le banc 2 x 2 central : le polyomino est

encore d'index supérieur & 2;
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(a) Ajout d’un banc 2x2 (en orange) et ses consé- (b) Ajout d’un trou linéaire (en orange) et ses
quences (en bleu) conséquences (en bleu)

FIGURE 5.21 — Polyominos m-symétriques inscrits dans un carré aux dimensions paires
tels que les quatre cases autour du centre sont occupées

FIGURE 5.22 — Polyominos r-symétriques inscrits dans un carré aux dimensions paires
tels que les quatre cases autour du centre ne sont pas occupées

e cOtés impairs

— Le polyomino a une seule cellule au centre du carré. On désire augmenter
I'index du polyomino & 2. Or, par des arguments analogues au cas pair, l'ajout
d’un trou linéaire ou d’un banc 2x2 donne un polyomino d’'index supérieur 4 2,
tel qu’illustré & la figure 5.23. En plus des deux situations illustrées, il ne peut
pas y avoir un banc 2 X 2 et un trou linéaire, car cela conduit également & un
polyomino d’index supérieur & 2. Ainsi, un polyomino d’index 2 r-symétrique
ne peut pas avoir une cellule unique au centre du carré circonscrit ;

— Le polyomino n’a pas de cellule au centre du carré. On retrouve les mémes
situations illustrées & la figure 5.23, mais en éliminant la cellule centrale.
Aussi, il ne peut pas y avoir un mélange d’un banc 2 X 2 avec un trou linéaire.
En effet, dans tous les cas, on constate que le polyomino obtenu suite & lg

contrainte d’invariance sous la rotation de 90° est d’index supérieur a 2.

Ainsi, il n’y a aucun cas ol un polyomino est r-symétrique et d’index 2. Par

symétrie, les mémes arguments tiennent pour les polyominos d’index 2 r3-invariants.
O
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(a) Ajout d’un banc 2x2 (en orange) et ses consé- (b) Ajout d’un trou linéaire (en orange) et ses
quences (en bleu) conséquences (en bleu)

FIGURE 5.23 — Polyominos r-symétriques inscrits dans un carré aux dimensions im-
paires tel que la case centrale est occupée

Il y a quatre types de polyominos d’index 2 r%-invariants : les BancxBanc, les
premiers £ X 2 ou 2 X t en forme de S, les H et les dromadaires, respectivement
illustrés aux figures 5.15, 5.16, 5.19(a) et 5.19(d). Une proposition pour chacun de ces
cas est présentée et qui sont ensuite regroupés afin d’obtenir la série génératrice des

polyominos d’index 2 r2-symétriques.

Proposition 5.42. Soit F{;B(:c,y) la série génératrice des polyominos d’index 2

r2-invariants de forme BancxBanc, alors

. (5.64)

= (26y® + 26y" +10y° + 10y° + 2¢"* + 2y°) 2°

. v l+z+y
Fg(a,y) = 2C1(2% 4?) (—)

+ (269" +10y° + 2¢°) 2 + (52y° + 52¢° + 10y + 10y°) 2°

+ (52y° +10y°) «° + (269" + 26¢°) 27 + 26y°2% + -

ou Ci(z,y) est donnée par (3.33).

Démonstration. Tel que présenté a la figure 5.24, les polyominos d’aire minimale plus
deux r?-symétriques sont constitués de deux copies identiques & 180° prés d’un poly-
omino coin d’index 1, lesquelles peuvent étre agencées de trois fagons : en superposant
les deux cellules de coin, en les plagant cote & cote ou en les positionnant une au-dessus
de I'autre. Ces agencements peuvent se faire selon une des deux diagonales et aucun
polyomino n’appartient aux deux diagonales. Ces trois cas sont analogues & ceux qui
interviennent dans la construction des polyominos d’aire minimale r2-symétriques &

la proposition 5.17. Par conséquent, on y retrouve le méme genre de substitutions.
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C)O\’g@‘*'\

N
__ =
C)(S\'g@‘*'
N

N

(a) Cas 1 (b) Cas 2 (c) Cas 3
FIGURE 5.24 — Bancx Banc r?-invariants

Soit Cy(z,y) la série génératrice des polyominos coins d'index 1, donnée par I'équa-
tion (3.33).

— Dans le premier cas, chaque cellule dupliquée du coin d’index 1 contribue &
doubler la largeur et la hauteur du polyomino & I'exception de celle superposée,
ce qui donne C)(z?% v%)/(zy).

— Dans le deuxiéme cas, les dimensions du polyomino sont également doublées &
I’exception de la haute.ur des cellules de coin cote a cote d’ou Cy(z?,4°)/y.

— De maniére similaire au cas 2, le dernier cas satisfait la série C(z?,y?)/z.

En additionnant ces trois cas et en multipliant par 2 pour tenir compte des deux

diagonales, on obtient (5.64). 0

Proposition 5.43. Soit F{;(l',y) la. série génératrice des polyominos d’index 2 r2-

symétriques contenant un premier ¢ X 2 en forme de S, alors

QBCQXQ(CL'Q,yQ) + QBChl (IQ, yg) + QBChz(l'Q, yg)
xy?

x3y? 222 215> 212
— 1 — : 1+ —— 5.65
() i (i) o

= (3yM+3y°+3y°+3y* +4?) 2%+ (26y° +22¢° +18y* +4y) 2°

72

Q,S(I’ y) =

+ (68y°+48y* +8y?) 7+ (90y* +12y%) 2°+ 162"y +- - -

ol les expressions rationnelles des BC;(z, y) sont présentées aux propositions 3.16, 3.19

et 3.20.

Démonstration. Un polyomino d’index 2 r2-invariant contenant un premier ¢ x 2 en

forme de S est composé de deux bancs-coins identiques & 180° prés, tel qu’illustré a la
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figure 5.25. Les deux bancs sont placés de telle sorte qu’ils forment le ¢ x 2. Ce type de
coins peut s’agencer de deux maniéres pour former un r2-symétrique, lesquelles ne sont

pas disjointes et ol on doit soustraire les cas apparaissant dans les deux constructions.

8

(c) Intersection entre les cas 1 et 2

FIGURE 5.25 — Premiers ¢ x 2 en forme de S r2-invariants

Cas 1 Le banc-coin peut étre constitué d’un banc 2 x 2 ou d’un banc ¢ x 2 non
dégénéré tel que les pattes du banc sont vers le c6té du rectangle circonscrit, dont
les séries sont BChyo(z,y) et BCy, (x,y) (équations (3.34) et (3.35)). Puisqu'’il
y a autant de bancs-coins inscrits dans un £ X b que de polyominos d’index 2
r2-symétriques de la forme de la figure 5.25(a) inscrits dans un (2k—1) x (2b6—2),

la série génératrice du cas 1 est

s (BCaale®,s?) + 280w (,57)), (5.60)

ol la série BCy, (z?% y?) est multipliée par 2 car, en appliquant une symétrie
horizontale aux polyominos de la méme forme que la figure 5.25(a), on retrouve

d’autres r2-symétriques d’index 2 contenant un premier £ X 2 en forme de S.
Y q

Cas 2 Tel qu'illustré a la figure 5.25(b), le banc situé dans le coin peut étre un
banc 2 X 2 ou un banc ¢ x 2 non dégénéré de maniére a ce que son dos soit
adjacent au c6té du rectangle circonscrit, dont les séries sont BChyya(x,y) et

BCh,(z,y) (équations (3.34) et (3.37)). Pour les mémes raisons qu’au cas 1, la
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série génératrice du cas 2 est

Iin (BCax2(z? y°) + 2BCh, (2%, v?)) . (5.67)
Cependant, tel que mentionné ci-haut et illustré a la figure 5.25(c), ces deux cas ne
sont pas disjoints. Dans cette situation, le banc est de dimension (25— 1) x 2 et posséde
la, série 222°"1y? pour s > 3 et z%y? lorsque s = 2. A ce banc, on peut ajouter un
pilier vertical. Pour chaque cellule ajoutée sous le banc une autre doit étre ajoutée
au-dessus pour conserver la symétrie : 1/(1 —y?) est la série qui décrit 'ajout de cette
rangée. Finalement, deux rangées horizontales peuvent é&tre placées de part et d’autre
du banc. Comme pour la rangée verticale, les cellules sont toujours ajoutées par paire.

Si on place une cellule ou plus de chaque c6té du ¢t x 2, la rangée horizontale créée a

deux positions possibles. Donc, cette rangée a pour série

212

14+ ——
1 — 22

ol on additionne 1 pour considérer le cas ol aucun pilier n’est ajouté. Par le principe

de multiplication et en faisant la somme sur s > 2, la série
3,2 2 0 5, 25—1,2 2
z 2z 2z 2z
1—19? 1—z? ~ 1-y 11—z

z3y? 212 21592 212
- 1 14 5.68
1—y2(*1—x2>+<1—x2><1—y2><*1—x2> (>.68)

décrit les polyominos du cas 1 et du cas 2.

En additionnant (5.66) a (5.67) et en soustrayant (5.68), on obtient (5.65). O

Proposition 5.44. Soit FQ"ZH(:E, y) la série génératrice des polyominos d’index 2 r2-

symétriques contenant un H horizontal, alors

(2 +y2 -1 -2 (1 -y} (1 -2)
= (29° +2y" + 20" + v°) 2* + (29° + 247 + 2¢° + ¢°) 2*

Fyy(z,y (5.69)

+ (16y" +12y° + 49°) 2° + (16y" + 120" + 4y°) z® + - - -.
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(c) Intersection entre les cas 1 et 2

FIGURE 5.26 — Polyominos H r?-invariants

Démonstration. Les polyominos d’index 2 r2-symétriques contenant un / horizontal
s X 3 ont une des deux formes présentées aux figures 5.26(a) et 5.26(b). Pour chacun

des cas, il y en a autant d’inscrits dans un (2k — s) x (20— 1) que de bancs-coins s X 2 |
avec le dos adjacent au rectangle circonscrit inscrits dans un & x b. De plus, de maniére
similaire & la proposition 5.43, on doit soustraire les figures qui sont communes aux

cas 1 et 2, illustrées a la figure 5.26(c). Ainsi,

2 2. [2BCha(2?, 9%, s) %y 21/
FQ,H(IJy):Z[ _1_1_2 1+

g2
s=3 z7y 1=y

ou BCho(z,vy, s) est la série génératrice des bancs-coins de la proposition 3.18. Cette

expression est égale & (5.69). O

Proposition 5.45. Soit F{,ZD(I,y) la série génératrice des polyominos d’index 2 r2-
invariants contenant un dromadaire horizontal, alors
. o.0) 2% (y2zt + 22yt + 2t — 2% + ¢t — 1) 2t
z,Y) =
Y (z -1 (L +2)" (2 +92 — 1) (5? ~ 1)
(4y" +4y°+2¢%) 2"+ (dy" +4y°+2¢°) 2°+ (20y° +8y°) «°

(5.70)

+ (20y5+8y3) 7 +1828%y° +182%° +- .- .

Démonstration. Pour obtenir un dromadaire r2-symétrique, il faut dupliquerA un banc-
coin avec le dos adjacent au c6té du rectangle circonscrit de la maniére présentée & la
figure 5.27. Celle-ci peut également étre effectuée sur I'autre diagonale, qui correspond

a une réflexion verticale des cas illustrés a la figure 5.27.
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Coin
d’index 1

Coin
d’index 1

Coin
d’index 1

Coin
d’index 1

Coin
d'index 1

Coin
d’'index 1

Coin
d’index 1

(a) 2 cellules superposées (bleues) (b) 3 cellules superposées (bleues)
FIGURE 5.27 — Dromadaires 72-invariants

Pour un banc s x 2 donné, il y a plusieurs facons de former un dromadaire r2-
invariant : on doit considérer le nombre de cellules du banc qui sont superposées.
Par exemple, la figure 5.27 présente des cas on les bancs ont deux et trois cellules
communes. Lorsque les bancs ont deux cellules en commun, ceux-ci peuvent étre de
largeur s supérieure ou égale a trois. Dans la situation ol il y en a trois en commun, la
largeur du banc est de quatre unités ou plus. De maniére générale, lorsque les bancs
ont t > 2 cellules en commun, ceux-ci sont de largeur s > t + 1. En additionnant
tous les cas possibles et en procédant & des substitutions similaires aux polyominos

H (proposition 5.44), la série FQTYQD(:c,y) est obtenue :

BC
P (z,y) _222 ’l” vhe) (5.71)

t=2 s=t+1

ot on multiplie par 2 pour considérer la construction sur une des deux diagonales et oil

BCha(z,y, s) est donnée a la proposition 3.18. En développant (5.71), on a (5.70). [

Proposition 5.46. Soit F}”(z,y) la série génératrice des polyominos d’aire minimale

plus deux r2-invariants, alors

Fj'(2,9) = Fypp(z,y) + Fys(2,9) + Fis(y, ) + F} y(z,v)
+ Fyy(y,z) + Fy p(z,9) + Fip(y,2) (5.72)
= (8y" + 4y® + ¢*) 2° + (43y" + 25¢° + 18¢° + 8y* + 4¢° + °) 2
+ (34y5 + 8y3) zt + (84y5 + 34y* +18y° + 4y2) o4

ol la forme rationnelle des séries ng(z, y) est donnée aux propositions 5.42 & 5.45.
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Démonstration. Pour les premiers ¢t x 2 en forme de S, les H et les dromadaires, seul
le représentant horizontal a été considéré. La situation ot ces formes sont positionnées
verticalement est en fait une rotation de 90° de ceux en position horizontale, il suffit
donc d’interchanger z et y dans les séries respectives. En additionnant les polyominos
d’index 2 r2-symétriques de la forme BancxBanc, ceux contenant un premier £ x 2 ou
2xt, un H horizontal ou vertical et un dromadaire horizontal ou vertical, on a alors que

le nombre de polyominos d’index 2 r2-invariants satisfait la série génératrice (5.72).

En effet, les cas considérés forment tous les polyominos d’index 2 r?-invariants.
Pour le montrer, on exploite le fait qu’un polyomino d’index 2 posséde au plus
deux trous linéaires et que les quadrants diamétralement opposés d’un polyomino
r2-symétrique sont identiques & 180° prés. En fonction de la position relative des
trous linéaires, on retrouve tous les cas impliqués dans la construction de (5.72) :

— Si un trou linéaire (resp. un banc 2 X 2) est placé dans un des quadrants, un
autre trou (resp. banc 2 x 2) doit étre situé dans le quadrant diamétralement
opposé pour que le polyomino soit r2-invariants. On forme ainsi un Bancx Banc.

~ Si un trou linéaire chevauche deux quadrants, alors la contrainte d’étre r2-
symétrique implique qu’un deuxiéme trou cheyauche les deux autres quadrants.
Lorsque ce chevauchement est symétrique, on a un polyomino H. Dans le cas
contraire, il s’agit d’un polyomino dromadaire. Pour chacune de ces deux situa-
tions, le polyomino peut étre en position horizontale ou verticale. Si on place un
banc 2 x 2 de cette méme facon, on obtient un premier 3 x 2 ou 2 x 3.

— Si un trou linéaire est placé a la frontiére de deux quadrants, un deuxiéme se re-
trouve nécessairement & la frontiére des deux autres quadrants afin de conserver
la, propriété de symétrie sous la rotation de 180°. On retrouve alors les premiers
t x2ou 2 xten forme de S. On peut également placer un banc 2 x 2 de cette
maniére et un premier 3x20u2x3 esf issu de la contrainte d’invariance sous

la rotation de 90°, déja obtenu précédemment.
O
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5.5.2 Invariants sous une réflexion donnée

Il y a cing catégories de polyominos d’index 2 h-symétriques. Ceux-ci contiennent
un premier 3 X 2, ou un premier 2 X 3, ou une des formes suivantes en position
verticale : un banc d’index 2, un bol symétrique, un bol parfait, un polyomino H ou
un crabe. Parmi ces polyominos, les h-invariants partagent tous une forme similaire,
soit 'ajout stratégique de rangées horizontales ou verticales & la structure de base.
Par conséquent, les explications concernant les séries génératrices de ces rangées sont
trés similaires. Pour éviter d’étre redondantes, ces explications sont énoncées & la
premiére proposition uniquement, soit & la proposition 5.47. Pour les autres, soient

les propositions 5.48 & 5.52, les images agiront 4 titre d’explications.

Proposition 5.47. Soit Fy ,(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2

h-symétriques contenant un premier 3 X 2 ou 2 X 3, alors

3y2 IL'st 2y2
. =%y | 1 1 7
F2,3X2(x’y) 'y ( + 1— yg + (1 _ Z')Q + 1 — yg (5 3)

= (2y™ +2¢° + 2¢" + 2¢° + ¢°) 2 + (3y° + 4° + 3y* + 2¢° + ¢°) 2°

Démonstration. On divise ce cas en deux catégories : ceux contenant un premier 3 X 2

et ceux contenant un premier 2 X 3.

bl 4

FIGURE 5.28 — 3 x 2 h-symétriques FIGURE 5.29 — 2 x 3 h-symétriques

— Le premier cas est illustré & la figure 5.28. Dans cette situation, on débute la
construction avec un premier 3 x 2, dont la série génératrice est z3y%. A ce
polyomino, on peut ajouter de part et d’autre une rangée verticale de cellules

3 trois endroits possibles. Par le principe du produit et puisque les cellules des
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rangées sont toujours ajoutées par paires, la série génératrice qui décrit ce cas

est

31

3,2

{ 1+ : .74
Ig( 1—y2> (574

En effet, la hauteur du polyomino ainsi construite est toujours paire. Lorsqu’elle
est supérieure & deux unités, il y a trois polyominos h-symétriques de cette
forme. Sinon, le polyomino est de hauteur deux et il y en a uniquement un. En

sommant sur toutes les hauteurs possibles, on a z°y® + 3., 3z%y*

, ce qui est
équivalent & (5.74).

— Le deuxiéme cas est illustré a la figure 5.29. Les polyominos de ce cas sont
constitués d’un premier 2 x 3, dont la série génératrice est z%y°. Comme pour
le premier cas, une rangée verticale de cellules peut étre ajoutée au 2 x 3, mais

elle a deux positions possibles (en bleu). Sa série est donc

On peut également placer, de maniére indépendante, une rangée horizontale de
cellules de chaque co6té du premier 2 x 3 (en orange et en rose). La série d’une
de ces rangées est Y, 2t = 1/(1 — ).

Par le principe du produit, ’expression

22y 22
1 : 5.7
(1—1)2( +1—92> (575)
est la série génératrice du cas 2.
En additionnant ces deux cas, soit (5.74) et (5.75), on obtient (5.73). d

Proposition 5.48. Soit F2h 5(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2 h-
invariants contenant un banc d’index 2, alors
21.2y5 ( 2y2 )
FP(2,y) = 14 =2 5.76
bele) = o s (L (5.76)
= (14y11 +10y° + 697 + 2y5) z? + (20y9 +12y7 + 4y5) 3

+ (30y° + 18y" + 6y°) 2t + (247 + 8y°) 2° + (30y7 + 10y°) 2% + - - .



Chapitre 5. Polyominos d’index 0 & 2 4 rotations prés et a symétries prés 165

Démonstration. De maniére générale, les polyominos d’index 2 h-invariants contenant
un banc d’index 2 ont la forme présentée a la figure 5.30. De maniére analogue a la
proposition 5.47, on déduit les séries des rangées horizontales et verticales. Le banc
d’index 2 est toujours de largeur 2 mais, pour étre h-symétrique, il doit étre de hauteur
impaire. De plus, pour chaque rectangle 2 x (2s — 1) avec s > 3, il y a deux bancs

d’index 2 verticaux. Donc, par le principe de multiplication, on trouve

1 \? 2y°
FQE:I:y 22:172 251(—1) <1+1_y2>.

8>3

En développant cette expression, on obtient (5.76). O

FIGURE 5.30 — Bancs d’index 2 h-symétriques

Proposition 5.49. Soit Fy gs(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2 h-
invariants contenant un bol symétrique, alors
21.3y5 < 2y2 ) 2Z3y4 ( 2,y2 >
Floo(z,y) = 14+ = + — 5.77
st = o =) T U ) 8T
= (18y° + 18y® + 8y + 8y° + 2¢° + 2¢*) 2° + (8y" + 2¢°) =*

+ (8y7 + 2y5) z° + 2y°28% + 2279 + -

Démonstration. Tel qu’illustré & la figure 5.31, ces polyominos se séparent en deux
catégories : celle ol le bol symétrique est de hauteur impaire et celle ou il est de

hauteur paire.
— Dans le cas impair, le bol h-symétrique a la forme illustrée a la figure 5.31(a). Le
plus petit rectangle circonscrit & un tel bol est de largeur 3 et de hauteur 5 : il

y a deux bols symétriques h-symétriques pouvant y étre inscrits. Pour modifier
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sa hauteur, on peut placer par paire 4 deux endroits des rangées verticales
de cellules. Ces endroits sont identifiés par des pointillés verts et rouges a la
figure 5.31(a). De plus, a ce bol, on peut ajouter un pilier horizontal et deux

piliers verticaux. Ainsi,

A | 1 2v* \( 1 N
923 5(_ N ('] w1 2.78
i l—,u"')<1-'y2> L —¢* ( : J >7%)

est la série génératrice décrivant le cas ol le polyomino d’index 2 est h-symétrique

et contient un bol symétrique de hauteur impaire.
— De maniére similaire & la situation impaire et de la figure 5.31(b), on déduit la

série génératrice associée au cas pair :

[ 1 2y%

La somme de (5.78) et (5.79) donne FJ gg(z,y), soit (5.77). O
| i :
§=5 s=2i+1 s=4 s=6 §=2i
(a) s impaire (b) s paire

FIGURE 5.31 — Bols symétriques h-symétriques ou s est la hauteur du bol (gris)

Proposition 5.50. Soit FQBP(I,y) la, série génératrice des polyominos d’index 2
h-invariants contenant un bol parfait, alors
213y 3y? 213y3 3y?
124 = 1 1+ —— 5.80
Z,BP(xay) 1_y2< +1_y2 +(1—y2)(1—a:) 1_y2 ( )
= (20y° + 14¢° + 14y" + 8y° + 8¢° + 2" + 2¢°) 2°

+ (149" + 8y° + 2¢°) o' + (14y" + 8¢° + 2¢°) 2°

+ (8y° +2y°) 2% + (8¢° + 2¢°) 27 + 2% + 2277 + - - -.
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Démonstration. De maniére analogue aux preuves des propositions 5.47 et 5.49, a

partir de la figure 5.32, on trouve que la série génératrice FQ’f sp(T,y) est

2x3y4 3y 2I3y3 _';U: /1
2,BP(:E y) 1_y2 1_”)_{_1_92( +]—;;3) WX
[

) H vertical ) H horizontal
(a) hauteur paire (b) hauteur impaire

FIGURE 5.33 — H h-symétriques
FIGURE 5.32 — Bols parfaits h-symétriques

Proposition 5.51. Soit F}'y(x,y) la série génératrice des polyominos d’index 2 h-
invariants contenant un H, alors
233 ( 342 233 22
FP o (z,y) = 1+ ) + (1 + ) 5.81
= (9" +4y° +60° +y* + 2¢°) 2° + (6¢° + 3y%) o

+ (12y° + 6¢°) 2° + 10y°2° + 15y°z" +

Démonstration. En distinguant les H verticaux et horizontaux, & 1’aide de la figure 5.33,

on trouve que

3,3 3oy 3,3 ' : 2y
%y 3Y Ty A l %
2,H(Iay) 1_y( +1_;}2)+1_I\_i —r/\1—x l —y?

par des arguments de méme nature qu’aux propositions 5.47 et 5.48. O
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FIGURE 5.34 — Crabes h-symétriques

Proposition 5.52. Soit FQ’fC(:c,y) la série génératrice des polyominos d’index 2 h-
invariants contenant un crabe, alors
922345 %2
Frolz,y) = (1 + 5.82
A 1= A G e (552)
— ySIS _+_y61,3 + 4y7$3 _+_4y83:3 + ngIS + 9y10$3

+ 16y 23 + 169%2% + 25y" 33 + .. .

Démonstration. La forme générale des polyominos d’index 2 h-invariants contenant
un crabe est présentée & la figure 5.34. Similairement aux propositions 5.47 et 5.49, &

partir de cette figure, on trouve

1 | 2#;2
F} = 22%° =k Tl
rel(T,9) TV C y2l—y k=4

En considérant tous les types de polyominos d’'index 2 h-symétriques étudiés aux

propositions 5.47 & 5.52, on obtient I’énoncé suivant.

Proposition 5.53. Soit FI'(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 2 h-

invariants, alors

FQ}l(x>y) = F£3x2($’y) + FQ}fE(:E’ y) + FQ}TBS(I’?J) + FQh,BP(:Cv y)
+ Fyy(z,9) + Fpo(z,y) (5.83)
= (8y7 + 49 + %) 2% + (25¢° + 26y° + 8y* + 6y° + ¢?) 2® + 28yPxt + - .
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De plus, la série génératrice des polyominos d’index 2 v-invariants Fy (z,y) est donnée

par
Fy(z,y) = Fi(y, ). (5.84)

Démonstration. On doit montrer que tous les polyominos d’index 2 h-symétriques
sont inclus dans la sommation (5.83). Comme pour la proposition 5.46, on se sert du
fait que la somme du nombre de trous linéaires et de bancs 2 x 2 est égale & 2 dans
un polyomino d’index 2. Soit P un polyomino d’index 2 h-symétrique.

— Si P posséde un banc 2 x 2, alors on peut le compléter pour atteindre 'index 2
de deux maniéres. Premiérement, on peut former un premier 2 x 3 ou 3 x 2 avec
ce banc, deux structures h-invariantes d’index 2. C’est le seul cas ou il y a deux
bancs 2 x 2 dans P. Deuxiémement, on peut ajouter un trou linéaire vertical
au banc formant ainsi un bol symétrique. De plus, on ne peut pas construire P
en ajoutant un trou horizontal au banc 2 x 2. En effet, peu importe la position
de celui-ci, la contrainte d’étre h-symétrique engendre un polyomino d’index
supérieur & 2. On a donc considéré les situations ot P a soit deux bancs 2 x 2,
soit un banc 2 X 2 et un trou linéaire.

— Si P a deux trous linéaires, alors ceux-ci sont horizontaux ou verticaux. Dans
le premier cas, les deux trous forment un polyomino H horizontal. Plus préci-
sément, en placant un premier trou au-dessus de l'axe de symétrie, 'autre se
retrouve en-dessous et posséde la méme largeur que le premier. La seule catégorie
de polyominos d’'index 2 possédant cette propriété est celle des polyominos H.
Dans le deuxiéme cas, les deux trous verticaux peuvent étre paralléles, menant
aux bols symétriques, aux bols parfaits, aux H verticaux et aux crabes, ou
superposés I'un au-dessus de I'autre, menant aux bancs d’index 2. Finalement;
il ne peut pas y avoir un trou horizontal et un vertical, car cela méne aux grands

rectangles ou aux BancxBanc, qui ne sont pas h-invariants.

O

Les polyominos d’index 2 d;-symétriques se divisent en deux catégories : ceux de

la forme BancxBanc et ceux contenant un grand rectangle de premiére espéce.
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Proposition 5.54. Soit F;%B(a:,y) la série génératrice des polyominos d’index 2

d,-invariants de forme Bancx Banc, alors

223y3 (22598 + y°2® — 62yt + 23y — 2y + 1)
(ry — 1)* 22y - 1)°
= 2323 + 14y%2% 4 602595 + 2064525 + 610y 2" + 1632825 + - -

Fyyp(x,y) = (5.85)

Démonstration. Les polyominos BancxBanc di-invariants adoptent une forme simi-

laire aux polyominos d’index 1 d;-symétriques décrits & la proposition 5.35.

o
ade*\']

Cog,
JQ de,\.j

(a) Cas 1 (b) Cas 2 (c) Exemples

FIGURE 5.35 — Bancx Banc d;-symétriques

Au cas 1, ils sont construits & partir de deux copies d’'un méme coin d’index 1,
comme aux figures 5.35(a) et 5.35(c). On en conclut qu’il y a autant de coins d’index 1
inscrits dans un £ X b que de Bancx Banc d;-symétriques de cette forme inscrits dans

un (b+k —1) x (b+ k — 1). Ainsi, la série génératrice de ce cas est

3 cr(b, k) (2)°(zy)* _ Ci(zy,zy) (5.86)

X X
bk>1 Y Y

ot C1(z,y) est la série génératrice des coins d’index 1 donnée & I’équation (3.33).

Le deuxiéme cas est présenté & la figure 5.35(b). A partir de deux bancs 2 x 2 placés
diagonalement, des piliers horizontaux et verticaux sont ajoutés. La figure formée de
ces deux bancs est inscrite dans un 3 x 3, sa série est donc z3y3. Comme pour la

proposition 5.35, ces piliers ont pour série génératrice

9 2
(1 75)
11—y
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Ainsi, par le principe de multiplication, la série génératrice du cas 2 est

‘ 2Ty °
(1 : 5.87
7’y ( i (5.87)
En additionnant (5.86) et (5.87), on obtient (5.85). O

Proposition 5.55. Soit FglcR(CE, y) la série génératrice des polyominos d’index 2

dy-invariants contenant un grand rectangle de premiére espéce, alors

—2:63?/3 (2:E4y4 _ 3:63?;3 _ 2:62?;2 + 1)
(2zy — 1) (zy — 1)’
= 2°23 + 12y 21 4+-402°%° + 98y°2°® + 2069727 +400y° 2%+ - -

Fyon(z,y) = (5.88)

Démonstration. Tel qu’illustrés a la figure 5.36, ces polyominos d;-symétriques sont
construits & partir d’un grand rectangle de premiére espéce inscrit dans un carré. Pour

un rectangle s x s, s > 3, deux grands rectangles d;-symétriques y sont inscrits.

(a) Cas 1

FIGURE 5.36 — Grands rectangles d;-symétriques

Il y a deux fagons de compléter ces grands rectangles pour obtenir un autre po-
lyomino d’index 2 d,-symétrique : en plagant des rangées horizontales et verticales de
cellules (voir figure 5.36(a)) ou en dupliquant un coin d’index 0 non dégénéré (voir
figure 5.36(b). Ce dernier doit effectivement étre non dégénéré afin que les deux cas
soient disjoints.

— La série génératrice des polyominos d’index 2 issus de la combinaison d’un grand

rectangle et de piliers verticaux et horizontaux est donnée par la sommation
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suivante :

Y 2zt (1+ 12—“;@,) (1+ 1?2) (5.89)
§>3

En effet, il y a 2 grands rectangles d;-symétriques dans un s x s, s > 3. Donc,
22°y® est la série génératrice décrivant ces grands rectangles. D’autre part,
I'ajout d’un pilier bleu horizontal sur la figure 5.36(a) détermine entiérement
la position de celui de méme couleur, mais vertical. Ainsi, 'ajout d’une cellule
bleue en largeur contribue & I’ajout d’une cellule en hauteur. Lorsque le pilier
est non vide il y a deux positions possibles pour ces rangées. Ainsi, la série

génératrice des rangées bleues est

2y

1 .
+1—:Ey

Similairement, les rangées oranges peuvent étre placées & s endroits, d’ou :

1+ it

1—zy

En sommant sur toutes les dimensions de grands rectangles possibles et par le
principe du produit, on trouve (5.89).

Lorsqu’un coin d’index 0 est dupliqué de sorte & former un polyomino de méme
structure que la figure 5.36(b), la largeur d’une cellule du polyomino coin contri-
bue & une unité en largeur et & une unité en hauteur. La méme chose se produit
pour la hauteur. Ainsi, on substitue x et y par le produit zy dans la série C~’0(:E, Y),
décrite par 'équation (3.12). Tel qu'illustré en rouge sur cette figure, le grand
rectangle est complété par 1'ajout d’une ou plusieurs cellules en hauteur et en
largeur. Cet ajout se décrit par I'expression 2zy/(1 — zy), ou on multiplie par
2 pour tenir compte des deux grands rectangles de méme dimension. Ainsi, la

série génératrice de ce deuxiéme cas est

22y, 7). (5.90)

1 —zy

En additionnant (5.89) avec (5.90) et en simplifiant le résultat obtenu, on a (5.88). [
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La somme des polyominos d’index 2 d;-invariants de forme BancxBanc et de
ceux contenant un grand rectangle permet d’obtenir la série génératrice de tous les

polyominos d’index 2 d;-symétriques, tel que mentionné & la proposition suivante.

Proposition 5.56. Soit Fi*(z,7) la série génératrice des polyominos d’index 2 d;-

invariants, alors

F(2,y) = Fyyp(@,y) + Fyba(,y) (5.91)
22397 (2058 + yPa® — 6yt + 2Py —zy + 1)
- (zy —1)" (2wy — 1)°
—223y3 22yt — 323y® — 22%% 4+ 1)
(2zy — 1) (zy — 1)*
= 422% +26y 24 +1002%y° 4304528+ 816y 2" +2032y8 28+ - - .

(5.92)

De plus, la série génératrice Fi2(z,y) des polyominos d’index 2 dy-invariants est

F?(z,y) = F3*(z, ). (5.93)

Démonstration. On doit s’assurer que toutes les situations ont été prises en compte
dans la sommation (5.91). L’axe de symétrie diagonale d; divise le carré circonscrit au
polyomino en deux régions. Si une de celles-ci contient un trou horizontal, ’autre sera
vertical pour respecter la contrainte d’invariance sous dy. Les deux seules catégories
de polyominos d’aire minimale plus deux ayant cette propriété sont les BancxBanc
et les grands rectangles. Si une région contient un banc 2 x 2, 'autre en posséde un
également, ce qui méne aux BancxBanc. Il peut également y avoir deux bancs 2 x 2
disposés de maniére & ce qu’ils aient une cellule de coin en commun, ce qui a été

L PO P - . . dl
considéré dans la série génératrice Fyp5(7,y). O

5.5.3 A rotations prés

Comme mentionné au début de la section 5.5, avec les informations connues sur

les polyominos d’aire minimale plus deux, ceux-ci ne peuvent pas étre énumérés a
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rotations prés en fonction des dimensions de leur rectangle circonscrit : il faut connaitre
ceux inscrits dans un carré. Par contre, cette information n’est pas nécessaire pour
étudier les non-inscrits et le but d’énumeérer ces polyominos selon l’aire est atteint.
Ainsi, par le lemme de Burnside avec le groupe des rotations d’un carré C,, la série
génératrice Ry(q) des polyominos d'index 2 non-inscrits & rotation prés d’aire n est
obtenue. On rappelle que g est la variable formelle associée & 'aire. En effet, en
substituant z et y par ¢ dans F(z,y) et en multipliant par g pour obtenir I'aire d’un

polyomino d’index 2, soit le terme ¢*+***!, on a

7°0(q)
(2¢2 = 1)* (g2 — 1)° (¢ — 1)* (1 + 29)°

Ry(q) = %(FQ(q, )+ F5(q,9)+2F5 (g, q)) =
ou

0(q) = 72¢"" + 440¢"° — 882¢*° — 2672¢™ — 925¢"* + 46204
+5111¢" — 3099¢'° — 4350¢° — 416¢° + 1806¢" + 848¢° — 330¢°
—171¢* = 57¢* +33¢*> + 3¢ + 1.

En développant Rs(g), on trouve

Ra(q) = ¢® + 13" + 128¢® + 794¢° + 3773¢"° + 14456¢*! + 47831¢"
+1415244" + 386916¢™ + 996525¢™ + 2458546¢™° + - - - .

Par exemple, il y a 128 polyominos d’index 2 et d’aire 8 & rotations pres.

5.5.4 A symétries prés

Pour les mémes raisons que le cas & rotations prés (section 5.5.3), seulement les

polyominos d’index 2 non-inscrits d’aire n peuvent étre comptés a symétries pres.
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A T'aide du lemme de Burnside et avec la méme substitution que pour le cas &

rotations prés, les polyominos d’index 2 non-inscrits & symétries prés satisfont la série

Sa(q) = % > F(gq)

g€Dy

[Fr}(q, q) +2F3(q,q) + Fy (q,q) + FP (g, q) + F¥(q,9) + 2F (g, q)]
6

_4q
-8
n(q) q

(2 - 1)*(2¢2 = 1)* (g2 — 1)* (¢ — 1)*

ou

n(q) = 8¢"® + 8¢"" + 2304 — 392¢"° — 1281¢™ — 798¢™ + 2675¢'* + 2432¢"!
— 1462¢"° — 2383¢° — 40¢® + 857¢" + 376¢° — 51¢° — 189¢*

+12¢° +14¢*> — g + 1.
Plus explicitement, So(q) posséde le développement

Sa(q) = ¢ + 94" + 69¢° + 413¢° + 1906¢"° + 7282¢"" + 239644
+ 70903¢" + 193555¢™ + 498589¢"5 4 1229443¢" + - - - .

Il y a donc 69 polyominos d’'index 2 d’aire 8 lorsqu’ils sont comptés a symétries prés.



Chapitre 6

Polycubes

Nothing in life is to be feared. It is only to be understood.
- M. Curie [2, p. v]

Jusqu’a présent les polyominos ont été le centre des préoccupations de ce mémoire
mais, dans ce chapitre, ils sont laissés de coté pour faire place & des objets étroitement
liés : les polycubes. Ces derniers sont en fait une extension des polyominos & la troi-
siéme dimension. En effet, au méme titre qu'un polyomino est composé de carrés, un
polycube est défini comme un ensemble connexe de cubes de méme dimension joints
par leurs faces, tel que proposé dans [21] et dans [25] et illustré & la figure 6.1. Due
& cette relation, un polycube est souvent nommé un polyomino en trois dimensions
ou, sa version compacte, un polyomino 3D [1, 18, 21]|. Ces appellations sont les plus
fréquentes, mais ils sont parfois nommés polyominos solides ( « solid polyominoes »),
notamment par S. W. Golomb dans [20] et sur The On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences (OEIS)[39]. Alors, pour éviter toute ambiguité, un polyomino dénotera un

polyomino 2D et le terme polycube sera utilisé pour parler des polyominos 3D.

Dans ce chapitre, des définitions concernant les polycubes sont présentées en guise
d’introduction. De plus, ’ensemble de tous les polycubes contenus et inscrits dans un

prisme 2 x 2 x h est compté par 'obtention d’une série génératrice par la méthode
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de la matrice de transfert. Ces résultats ont été obtenus par M.-E. Pellerin sous la

supervision de A. Goupil.

6.1 Introduction

Les polycubes, ces figures 3D constituées d’un assemblage de cubes reliés par
leurs faces, peuvent étre comptés & translations prés et 4 symétries prés, comme pour
les polyominos. Les polycubes sont dits fizes, ou & translations prés, lorsque deux
polycubes sont équivalents si seulement si une translation les fait coincider, tandis
que les polycubes libres, soit ceux & symétries prés, sont tels que deux polycubes sont
considérés identiques lorsque 'un peut étre obtenu de 'autre par une rotation ou par

une réflexion. Dans ce chapitre, seulement les polycubes fixes sont étudiés.

(a) inscrit dans un 3 x 3 x 4 (b) inscrit dans un 6 x 3 x 3 {c) inscrits dans un 2 x 2 x 3

FIGURE 6.1 — Des polycubes

Un des problémes ouverts concernant les polycubes est leur énumeration selon leur
volume, soit le nombre de cubes qui composent le polycube. Ces cubes sont souvent
nommés cellules. Aucune formule close n’est encore connue, mais des programmes
informatiques permettent de les énumérer pour un volume donné jusqu’a concurrence

de 16 cubes, dont la suite est disponible sur le site de 'OEIS [40].

Bien que substantiellement moins connus et moins étudiés que leur analogue a deux
dimensions, certaines catégories de polycubes ont été investiguées dans la littérature.
Notamment, L. Alonso et R. Cerf ont compté les polycubes d’aire minimale [1]. Ega-
lement, & 'aide d’un algorithme, M. Gebala a construit certains polycubes convexes

en étudiant leur projection orthogonale [18]. Aussi avec I'idée de projection sur le
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plan, A. Goupil et H. Cloutier ont procédé a I’énumération des polycubes de volume

minimal en trouvant leur série génératrice [21].

L’approche préconisée ici est celle de [21] qui consiste & inscrire le polycube dans
un prisme rectangulaire et & évaluer son volume, équivalent & 1'étude selon l'aire et
selon le rectangle circonscrit des polyominos telle que considérée dans les premiers

chapitres de ce mémoire et proposée dans [22].

Définition 6.1. Un polycube est dit inscrit dans un prisme rectangulaire si au moins
une cellule touche a chacune des faces de ce prisme et qu’aucune de ses cellules n’est &
Iextérieur de celui-ci. Ce prisme est appelé prisme circonscrit et il correspond au plus
petit prisme tel que le polycube est entiérement & I'intérieur. De plus, la dimension du

prisme est notée b X k x h lorsqti’il est de largeur b, de profondeur & et de hauteur h.

Par exemple, le polycube de la figure 6.1(a) est inscrit dans un prisme 3 x 3 x 4.
Dans le cadre des travaux de ce mémoire, une autre notion doit étre définie, soit celle

d’étre contenu dans un prisme.

Définition 6.2. Un polycube est dit contenu dans un prisme si aucune cellule n’est
a Pextérieur du prisme. Autrement dit, le prisme doit étre de dimension égale ou

supérieure au prisme circonscrit.

Ainsi, les polycubes inscrits sont nécessairement contenus dans le prisme cir-
conscrit. Donc, pour obtenir les polycubes inscrits dans un prisme, on doit exclure

de I'’ensemble des polycubes contenus dans le prisme ceux qui ne sont pas inscrits.

6.2 Contenus ou inscrits dans un prisme 2 X 2 X h

Un premier objectif est de compter les polycubes contenus dans un prisme 2 X2 x h
a l'aide de la méthode de la matrice de transfert, décrite & la section 2.3.4. Avec cette

méthode, la série génératrice en fonction de la hauteur et du volume est obtenue pour
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cette catégorie de polyominos 3D. A partir de cette série, le deuxiéme objectif est de
déduire celle des polycubes inscrits dans un prisme 2 x 2 x h. Par exemple, le polycube

de la figure 6.1(c) est inscrit dans un 2 x 2 x 3.

6.2.1 La matrice de transfert des polycubes 2 X 2 X h

De maniére analogue aux polyominos qui peuvent étre construits par I’ajout suc-
cessif de colonnes, les polycubes inscrits dans un b x k X h le sont par la juxtaposition
d’étages de dimension b x k x 1. Chaque étage placé est disposé sous le précédent : la
construction se fait du haut vers le bas. De plus, pour chaque étage ajouté, son volume
est considéré et la variable formelle « p » y est associée. La hauteur du polycube est
quant & elle associée & la variable formelle « ¢ ». Pour les polycubes 2x 2 x h, il y a 15

configurations d’étages possibles, tel qu’illustré a la figure 6.2, chacune étant identifiée

E(l) EEQ) Eiﬂ) EM) 5(5) E(& F(?) EI(B)
E@) 5(10) E(ll) u(u) .{13) H(l‘l) E(l?)

FIGURE 6.2 — Configurations possibles d’un étage d’un polycube 2 x 2 x h o1l les cases
blanches sont vides et les cases bleues sont reliées avec celles de 1’étage précédente

par un nombre.

Parmi ces configurations, il y a celles dites connezes et celles non connexes :

— Les configurations (1) a (13) sont de type conneze, c’est-a-dire que toutes les
cellules d’un méme étage sont connectées entre elles;

~ Les configurations (14) et (17) sont de type non conneze, les cellules d'un méme
étage sont déconnectées, mais elle sont toutes les deux connectées avec I'étage

du haut, comme 4 la figure 6.3(a).

Toutefois, il est nécessaire d’introduire des configurations dites transitoires, illus-

trées & la figure 6.4. Celles-ci interviennent pour décrire la situation suivante : les
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(a) Etage non connexe (en bleu) (b) Etage transitoire (en bleu et orange)

FIGURE 6.3 — Polycubes inscrits dans un 2 x 2 x4 o1 les cellules bleues sont connectées
avec 1'étage du haut et la cellule orange est connectée avec I’étage du bas

cellules de la configuration ne sont pas connectées entre elles et une seule des deux
cellules est connectée & 'étage du haut, cette situation est dépeinte & la figure 6.3(b).
Dans ce cas, il est nécessaire que la connexité du polycube se fasse par 'ajout des
étages suivants. Il n’y a pas cette contrainte lorsqu’on traite les configurations non
connexes, comme § la figure 6.3(a), car la connexité est déja assurée. E. Rassart a
traité une situation semblable pour les polyominos & hauteur bornée (voir [33]) et le

contournement du probléme se fait de maniére similaire ici.

H(IS)H(IG)E(IB) E(IQ)

FIGURE 6.4 — Configurations transitoires d’un polycube 2 x 2 X h ot les cases blanches
sont vides, les cases bleues sont reliées avec 1'étage du haut et celles oranges sont des
cellules non connectées avec les cellules de la configuration et avec ’étage du haut

Il faut aussi ajouter une configuration vide pour initialiser le volume, identifiée par
(0) dans le tableau de la matrice de transfert, puisqu’autrement le volume du premier

étage n'est pas connu et le volume total ne serait pas bien comptabilisé.

Le tableau 6.1 présente la matrice de transfert qui sera notée M(p) et ot les indices
de lignes et de colonnes varient de 0 & 19. Ces indices correspondent aux numéros de
configuration. L’élément M;;(p), soit 'entrée de la i€ ligne et de la j¢ colonne de M (p),
est défini par p” si la configuration (j) peut suivre la configuration (i) et ot n est le

volume de (j), sinon M;;(p) = 0.

Plus spécifiquement, pour utiliser la méthode de la matrice de transfert, il faut

entre autres établir par quelles configurations le polycube peut débuter et par les-
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TABLEAU 6.1 — Matrice de transfert des polycubes 2 x 2 X h

quelles il peut terminer. D’une part, les configurations de début sont celles qui peuvent
étre placées & la suite de la configuration vide, car c’est & celle-ci qu’on ajoute le pre-
mier étage du polycube. Du c6té des configurations terminales, elles joueront un role
important lors du calcul de la série génératrice décrivant les polycubes contenus dans
un 2 X 2 x h.

— Configurations de début : (1) a (13), (15) et (18);

— Configurations terminales : (1) & (14) et (17).
En effet, les configurations connexes peuvent autant débuter que terminer un poly-
cube, soit les configurations (1) & (13). Dans le cas des configurations non connexes,
elles ne peuvent pas étre sur le premier étage puisque, par définition, elles sont connec-
tées par les étages du haut. Cependant, celles-ci, soient les configurations (14) et (17),

peuvent étre sur le dernier étage puisque le polycube formé sera connexe.

Les configurations transitoires peuvent étre sur le premier étage, puisque la connexité
du polycube est assurée par les étages ajoutés par la suite. Pour éviter de compter

en double, un choix doit étre fait entre les deux configurations transitoires associées a
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chaque configuration connexe. Les configurations transitoires (15) et (18) ont été choi-
sies pour débuter un polycube. De plus, le polycube ne peut pas avoir de configuration

transitoire terminale puisque la connexité du polycube ne serait pas assurée.

Puisque les configurations de début sont celles qui peuvent suivre la configuration
vide, on peut vérifier que, & la ligne associée & cette configuration dans M(P), les
endroits non nuls sont des configurations de début, soit les configurations (1) & (13)
ainsi que les configurations transitoires (15) et (18), tel que discuté dans le paragraphe

précédent.

Finalement, une attention particuliére est apportée aux lignes (14) et (15), soit
celles associées & une configuration non connexe et celles & une transitoire. Sous la
configuration non connexe (14), on peut placer n'importe quelle configuration, en
autant qu’elle soit réliée d’une quelconque fagon aux cellules de (14), soit (1) et (4) &
(14). Sous la configuration transitoire (15), on peut soit ajouter la méme configuration
(15), soit une configuration qui assure la connexité des cellules de (15), c’est-a-dire
(10), (11) et (13). Le méme traitement s’applique pour les autres configurations non

connexes et transitoires.

6.2.2 Séries génératrices des polycubes 2 X 2 X h

Dans cette section, plusieurs résultats concernant les polycubes contenus et ceux
inscrits sont obtenus. On obtient d’abord, avec la méthode de la matrice de transfert,
la série génératrice des polycubes contenus dans un 2 x 2 X h en fonction de leur
volume et de leur hauteur. De celle-ci, on déduit la série génératrice & deux variables
de ceux inscrits dans un tel prisme. Finalement, la série génératrice & une variable en
fonction du volume et celle en fonction de la hauteur des polycubes inscrits dans un
2 %X 2 x h sont déduites. Aux tableaux 6.2 et 6.3, on retrouve respectivement le nombre
de polycubes contenus et de polycubes inscrits dans un prisme 2 X 2 x h de volume et
de hauteur donnés. On rappelle que les variables formelles y et p sont respectivement

associées 4 la hauteur et au volume du polycube.
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Proposition 6.3. Soit P(Cm,h) (y,p) la série génératrice des polycubes contenus dans

un 2 X 2 x h alors

Fi(y,p)

Poomly,p) = —yp , 6.1
221 (¥, D) Gr(up) (6.1)
ou
Fl(y,p) — _4 _ 4p =+ 4,yp3 o 8y3p9 o 7yp4 + 8yp2 o 2p12y4 . 2p8y2
— 4p'%° — 3p°y — 4y’p" — 17p°y® — 4p*p® + 4y'p® + 3p''y*
_+_ 9p10y4 _ 8931)7 _ 4y2p5 _ 10p7y2 _ 13y2p6 _+_ 3p13y5
et

G] (y,p) — p14y6 _ 2p13y5p12y5 + 3p11y5 _ 4p11y4 =+ y5p10 _ 8p

10y4
_ 15y4p9 . 2y3p9 _ 7y4p8 _ 6p8y3 _ ,y4p7 _ 3y3p7 _ y2p6

— 5y°p® + y°p° + 2y%p* — yp* + v*p® — dyp® — Syp® —yp + 1.

Démonstration. Les polyominos 3D qu’on doit dénombrer sont ceux qui débutent par
une configuration vide et qui se terminent par une cohﬁguration terminale. Ces objets
sont décrits par les entrées [0,1] & [0, 14] et [0,17] de la matrice (I — yM(p))~!, on
M (p) est donnée au tableau 6.1.

Par la méthode de la matrice de transfert, la série génératrice des polycubes conte-
nus dans un 2 X 2 X h est obtenue en inversant la matrice I — yM (p) et en sommant

les entrées de la ligne (0) associées & une configuration terminale :

14
Pom(wp) =3 (I —yM(p))'0, k] + (I —yM(p))~'[0,17]
k=1
ou Ali, j| est I’élément de la ligne ¢ et de la colonne j de la matrice A. On obtient alors
I'équation (6.1). Note : la matrice inverse de I — yM(p) a été calculée par le logiciel

Maple. dJ
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P\ [1]2]3]4]5]6] 7 [ 8 [ 9 1w 11 ] 12 ] 13
1 [4]4]4J1]0Jo0] o0 0 0 0 0 0
2 [0|4]16|36] 48 [ 28 | 8 1 0 0 0 0 0
3 |0]o] 4 |32]124[308] 456 | 408 | 212 | 66 12 1 0
4 Jo 0] 0] 4748 [272[1008 2504 | 4168 | 4648 | 3424 | 1678 | 552
5 [0]0] 0] 0] 4 [ 64| 484 | 2384|8296 | 20684 | 37152 | 47896 | 44072
6 J0Jo[O0]O0] 0 [ 4 | 8 | 760 | 468820840 [ 69088 | 172948 | 327592
7 JoJofo o] o] 0] 4 | 96 1100 8176 | 44172 [ 181784 | 581832

TABLEAU 6.2 — Nombre de polycubes contenus dans un 2 x 2 x h de volume v

Proposition 6.4. Soit P(i2,2,h) (y,p) la série génératrice des polycubes inscrits dans un

2 X 2 x h, alors

ou

et

P(iz,z,h) (yap) = _?JPB(

Fy(y,p)

yp — 1)(y?p® + yp?® + yp — 1)Ga(y, p)

Fy(y,p) = —4 — 19y°p° — 21yp® — 20yp — 28y°p* — 10p®y°

Ga(y,p) = p**y® — 2p

—37y"p° —p+ 2" p™ + 124°p" — 6yp® + 11y

6,11

ptt 4+ 2y7p13 =+ 8y3p3

. 4y6p12 o 52y5p9 _ 16,y2p2 _ 8y6p9 _ 16y6p10 + 3y8p15 + 4y7p11

o 7y6p13 _ 2y5p8 =+ 9y7p12 =+ 33p4y3 _ 24y4p6 _ 26031)7 _ 11y2p5

o 2,y2p6 _ 6p12y5 _ 24p11y5 _ 29y5p10 _ 68’y4p8 _ 43y4p7

. 10y3p5 o 14p10y4

—8p

10, 4
Y

_ 15,y4p9 _ 2y3p9 o 7y4p8 . 6p8y3

13,5

y_

_ 24y3p6

p12y5

+ 3ptyS — dp

11y4 =+

y5p10

—y'p" = 3y’p" — y*p°

— 5y%p° + 4%p° + 2y%p* — yp* + v°p® — dyp® — Syp® —yp + 1.

(6.2)

Démonstration. Par définition, les polycubes contenus dans un prisme incluent ceux

inscrits dans ce prisme. Ainsi, il suffit d’en exclure les polycubes contenus mais non

inscrits dans le prisme pour obtenir les inscrits. Les polycubes & éliminer sont les

quatre colonnes simples et les polycubes 2 x 1 x hou 1 x 2 X h.
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h\v]1]2]3]4]5[6 [ 7] 8] 9 ] 10 [ 11 ] 12 [ 13
1 [oJoJ4]1]JO0]JO0O]O0] 07O 0 0 0 0
2 [0J0]0[32]48 | 28] 8 | 1 0 0 0 0 0
3 [0[0]0]| 0 |100|304]456| 408 | 212 | 66 12 1 0
4 J0]0][0] 0| 0 [200]976[2500 | 4168 | 4648 | 3424 [ 1678 | 552
5 [0]0/0] 0] 0 | 0 [332]2256 825620680 | 37152 | 47896 | 44072
6 ||[0O[0Jo] 0] 0] 0 | 0 [496 | 433620640 | 69040 | 172944 | 327592
7 JoJofoJo ] 0 [0 ] 0] 0 | 692 7408 | 43492 181496 | 581776

TABLEAU 6.3 — Nombre de polycubes inscrits dans un 2 x 2 x h de volume v

La série génératrice des colonnes simples, dénotée F°(y, p), est obtenue en réalisant
qu’il y a quatre colonnes simples uniquement lorsque la hauteur du prisme est égale

au volume du polycube :

c o _ 4yp
Fy,p) =4 (yp)* = 1_y :
= yp

De plus, les polycubes 2 x 1 X h ou 1 x 2 X h sont exactement des polyominos
inscrits dans un 2 x h, en considérant les cubes comme des carrés et vice versa. La
série génératrice des polyominos inscrits dans un 2 x h d’aire donnée est Fy(p,vy)
(équation (2.10)). Puisque ces polyominos peuvent étre placés de quatre maniéres

dans un prisme 2 x 2 x h, la série F(3)(y,p) des polycubes 2 x 1 X h ou 1 x 2 X h est
Fon(y,p) = 4F3(p, y).
Ainsi,
Ploomy(:p) = Poon(u:p) = F(,p) — Flan(y,p)-

En simplifiant cette derniére expression, on obtient (6.2). O

Le tableau 6.3 présente le nombre de polycubes inscrits dans un 2 x 2 X h de
volume v. Ces valeurs n’ont pas été validées informatiquement, mais concordent avec
celles obtenues en les comptant d'une autre maniére, complétement indépendante de

la méthode de la matrice de transfert. En fonction du premier niveau du polycube,
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le nombre de polycubes pouvant se positionner en-dessous était compté : plusieurs
récurrences et plusieurs cas particuliers ont mené aux mémes résultats qu’avec la
méthode de la matrice de transfert. Cette derniére est beaucoup plus efficace : les
séries génératrices sont obtenus presque instantanément, mais comporte quand méme

certaines limites telles qu’abordées a la section 6.2.3.

On peut également obtenir les séries génératrices selon une seule des deux variables.
En posant p = 1 dans (6.2), on obtient la série génératrice des polycubes inscrits dans

un 2 X 2 x h, tous volumes confondus.

Proposition 6.5. Soit P(y) la série génératrice des polycubes inscrits dans un 2 x

2 x h en fonction de la hauteur, alors

—299° + 17y" — 76y — 4Ty — 186y* — 101y° — 2495 — 5 + 3y/°
(y® +9y° — 35y% — 10y — 3y — 11y + 1)(y — 1)(=1 + 2y + y?)

Pi(y) = Plaop(y,1) =~y

Le développement en série de P} (y) est

5y + 117y% + 1559y° + 18283y 4 209201y°
+ 2381049y° + 27069567y" + 307670687y® + 3496776669y° + - - -

Entre autres, on conclut qu’il y a 1559 polycubes inscrits dans un prisme de dimensions

2x 2 x3.

De méme, en posant y = 1 dans P(iQ’Q,h) (y,p), on a la série génératrice des polycubes

inscrits dans un 2 x 2 X h selon le volume, indépendamment de la hauteur.

Proposition 6.6. Soit P!(p) la série génératrice des polycubes inscrits dans un 2 x

2 x h en fonction du volume, alors

F3(P)
Gs(p)(p — 1)(=1+p+p? + p?)

PJ(P) = P(iQ,2,h)(1;p) = —p’
ou

Fy(p) = —37p% — 57p" — p'? — 21p° — 4 — 21p — 59p"° — 97p° — 50p°
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+ 3p"® — 9ptt 4 5pt — 17p3 + 2p™ — Bp*3 — 80p°
et

G3(p) — p14 _ 2p13 _ plQ . pll _ 7p10 _ 17p9 _ 13p8

3

—4p" —p° —4p® +p* =3p° —5p* —p+ 1.

En développant P!(p) en série de MacLaurin, les premiers termes sont
4p® + 33p* + 148p°® + 532p°% + 1772p" + 5661p® + 17664p° + - - - . (6.3)

Par exemple, on déduit qu’il y a 148 polycubes de volume 5 inscrits dans un 2 X 2 x h,

h>1.

6.2.3 Généraliser pour les polycubes b x k x h ?

Le contexte d'utilisation de la matrice de transfert étant trés similaire & [33], les
problémes entourant la généralisation pour de plus grands prismes sont les mémes.
Théoriquement, la, méthode de la matrice de transfert peut étre adaptée pour I’énumé-
ration de polycubes b x k X h, lorsque b et k sont des valeurs fixées et que h est variable.
Toutefois, en pratique, elle est difficile & concrétiser : en augmentant les dimensions
b et k du prisme, le nombre de configurations & traiter augmente exponentiellement.
En conséquence, la matrice de transfert, notée My (p), étant de grande dimension,
I'inversion des matrices (I — yMy(p)) devient calculatoirement difficile, méme pour
un ordinateur puissant. Finalement, un défi se pose pour la construction des matrices.
En effet, pour le cas b = k£ = 2, celle-ci a été élaborée manuellement. En continuant
ainsi pour de plus grands prismes, plusieurs erreurs peuvent é&tre introduites, sans
parler du temps & consacrer pour construire cette matrice. De maniére & optimiser la

construction, un moyen pour l’automatiser serait nécessaire.
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Conclusion

Ce que nous connaissons est peu de chose; ce que nous

ignorons est immense. — P.-S. de Laplace [16, p. 19]

La géométrie combinatoire est parsemée de problémes qui ne sont pas encore ré-
solus, que ce soit concernant les chemins auto-évitants, les polygones, les polyominos
ou encore les polycubes. Dans ce mémoire, les problémes de dénombrement des po-
lyominos en fonction de leur aire et des polycubes en fonction de leur volume ont été
explorés. Bien qu’on en connaisse plus sur eux par ’étude de sous-classes, ces deux
problémes demeurent ouverts. Les sous-classes étudiées dans cet ouvrage concernent
les polyominos d’index 0 & 2, soit d’aire minimale & aire minimale plus deux, comptés
& translations prés et & symétries prés ainsi que les polycubes inscrits dans un prisme
de dimensions 2 x 2 X h. Pour ce faire, des méthodes connues ont été exploitées : les
principes d’addition et du produit diagonal, le lemme de Burnside et la méthode de

la, matrice de transfert.

En ce qui concerne les polyominos d’index donné, une identité fondamentale a été
démontrée, soit que la somme du nombre de trous linéaires et de faces est égale a
I'index. Chronologiquement, ce résultat caractérisant les polyominos d’index 7 a été
obtenu aprés ’étude des polyominos d’index 0 & 2 et 'obtention des séries généra-

trices de ces derniers. Avant la connaissance de celui-ci, peu d’espoir était fondé dans
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la généralisation pour n’importe quel index, dii & la quantité de cas a analyser et &
la difficulté de savoir qu’ils ont tous été considérés. Par exemple, uniquement pour
les polyominos d’index 2, leur étude se divise en cing classes, elles-mémes subdivi-
sées en sous-classes. Ainsi, plus I'index augmente, plus il y a de cas & examiner : ce
que l'identité confirme. De plus, cette identité ouvre la porte & une généralisation
de la construction des polyominos d’index r. En effet, bien que cela demeure long
et fastidieux, I’énoncé permet une construction systématique plutoét qu’intuitive des
polyominos d’index 7 en combinant toutes les maniéres de sommer le nombre de trous
linéraires et de faces pour obtenir . On peut donc envisager obtenir, avec ce rai-
sonnement, les séries génératrices des polyominos d’index 3, 4, etc. Par contre, pour
généraliser les résultats, il faudrait étre en mesure d’obtenir la série génératrice des
polyominos d’index 7 pour n’importe quel r, plutot que de regarder pour chaque valeur

de r possible.

On retrouve la méme difficulté pour généraliser les séries génératrices des po-
lyominos d’index 0 & 2 & symétries prés et ce type d’énumération apporte d’autres
questionnements. En effet, le lemme de Burnside a été utilisé pour obtenir ces séries
et repose sur 'obtention de la cardinalité (ou de la série génératrice) des ensembles
de polyominos invariants sous chaque symétrie. Par conséquent, il est nécessaire de
connaitre les polyominos énumérés 4 translations prés, puisque ce sont ceux qui sont
invariants sous la rotation de 0°. On ne peut donc pas espérer déduire les polyominos
4 translations prés & partir de ceux & symétries prés lorsqu’on utilise le lemme de
Burnside. De plus, pour avoir la série génératrice des polyominos inscrits & symétries
prés, la connaissance de ceux inscrits dans un carré est nécessaire, puisque celui-
ci posséde plus de symétries qu'un rectangle. Celle-ci n’est pas triviale puisqu’une
formule exacte en fonction de la largeur et de la hauteur des polyominos doit étre

connue.

Cette contrainte concernant les polyominos inscrits dans un carré ne s’applique
pas pour utiliser le lemme de Burnside sur les polyominos d’index 7 non-inscrits d’aire
fixée. En effet, un des principes de base de I'action d’un groupe sur un ensemble, sur

lequel s’appuie ce lemme, est que I'image de cette action doit rester dans ’ensemble,
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c’est-a-dire que I’ensemble doit étre fermé sous ’action du groupe. Or, par la définition
des polyominos d’index r non-inscrits, I'image d’un de ces objets sous n’importe quelle
symétrie demeure dans I’ensemble de départ puisque ’'aire reste inchangée. Ainsi, sans
avoir d’information sur les polyominos inscrits dans un carré, on peut tout de méme
atteindre ’objectif de compter les polyominos d’un index donné & symétries prés en

fonction de leur aire avec le lemme de Burnside.

Aussi, ces nouveaux résultats ouvrent la voie vers d’autres perspectives de re-
cherche. En effet, pour faire suite & cette étude, on pourrait tenter de déduire & partir
des séries génératrices obtenues des formules explicites exactes. De plus, les polyominos
asymétriques, ceux ne possédant aucune symétrie, pourraient étre comptés 4 ’aide du

principe d’inclusion-exclusion.

Quant aux polycubes, étant donné qu’ils sont la version en trois dimensions des po-
lyominos, il n’est pas surprenant qu’ils soient encore plus difficiles & compter. Un petit
pas a tout de méme été franchi par I'obtention de la série génératrice des polycubes
inscrits dans un prisme 2 x 2 x h & 'aide de la méthode de la matrice de transfert.
Toutefois, tel que mentionné dans le chapitre associé & ces résultats, la généralisation
de cette méthode pour d’autres prismes devient monstrueuse. En effet, 'augmentation
de la taille de la matrice est constatée en remarquant que plus le prisme est grand,

plus le nombre de situations & considérer augmente.

Bref, ce mémoire se veut une excursion dans le probléme de dénombrement des po-
lyominos et de celui des polycubes. Ces problémes sont loin d’étre résolus, cependant
le monde scientifique se dirige lentement mais sfirement vers une meilleure compréhen-
sion de ces objets et conséquemment, réussit tant bien que mal & extraire de 'ordre

du désordre.
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A Séries génératrices des polyominos

d’index 1

Dans cette annexe, les séries génératrices & deux variables des polyominos d’index 1
a rotations prés et les séries 4 symétries prés sont présentées. Pour plus de détails

concernant ’obtention de celles-ci, le lecteur est référé a la section 5.4.

A.1 Polyominos d’index 1 & translations prés

Soit P(z,y) la série génératrice des polyominos d’index 1 inscrits, alors

o 2ty , (1+2)*(1+y) (3-2z)y
e (Ul(z’y) e = G (s (1—y>>>

2% (1+9)(1+2) (3-2)s
-y ("1(‘“’)"2(@”‘”)‘ o (1 <1—z><1—y>>)
22((1+7)(1+y) 2 _ 2 ’
T ((1—z><1—y>+1—z—y <1—z><1—y>>

2 (1+2)° (1+y)°
(1-2)*(1—y)’

ou

U(zl):2(1+x)(1+y) 4 4

YT U0y TTay T =90y

1+z (3—2x)y 2 2
(1+( )+

l—x 1—z)(1—v) a

oa(z,y) = l—z—y (Q—xz)(1-y)
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A.2 Polyominos d’index 1 & rotations prés

Soit Ry(x,y) les polyominos d’index 1 inscrits a rotations pres, alors

Ry(z,y) = —Sety? (5~ 16ys + V1~ dua) + L7627y’ Loy
(1+vI—4yz) (1 —4y2)*?  VI-dyz (1+vI—dyz) 2(1-y’z?)
y2z? y2z? —416y°2° + 1144y*z* — 93623y°
YT (14
1~5172—y2< (1—-752)(1-1!2)) 4(1 - yx)’
64233 ((1 — dyz)*? (30zy — 9) — 2649°22 + 86y + 25623y — 9)
(1+ vT=4yz)’ (dyz — 1) (1 — dyz)*/?
192z%y® (3/1 — dyz + 3 — 8yx) 208239° y2z?
VI—dyz (1+ T —dyz)’ (1+y/T—dyz)’ 1-4%?

24xy (—8y2x2 +4dyz + (1 — dyz)>? (yz +1/2) — 1/2) 3025y

" (1 — dyz)*/? i yr —1
64025y — 2480y°z° + 3520y* z* — 2160233 yizd

- 12(1 — ya)°* T 2(222— 1)

N yiz! B 3y y (z,y)
(@-D@2 -1 (-1+z+y)°@z-1) (-1

N 2y y3(z, y) _1332%° (2yz - 3)
(1t tvP @1 1°  3(1-wa)

B y°r* (2, y)
(-l+z+9)*(z—-1)°(y—1)°

ou

yilz,y) = y2® + 28z + y'2® + 22°y — 6%zt — 82%y® + 2° — 9x'y + 92y
— 2% — 3zt — 2t + 4yz® — 5y%2? + 10zy® — 2t — 223
+10yz? — 2%z +9° +22° —6yz + 3y  + 2 —y — 1,

Yoz, y) = yPzt + 223 + 229 — 8239 — 6y 24 20% + 209° — 32ty — 2Py? + 92%°
—9zyt + ¢° — 22" + 10y2® — 5y°2% + dxy® — ' + 2 — 2y2?
+10y%z — 2¢° + 322 —6yzr + 2% —x +y — 1,

vs(z,y) = vzt + 2233 + y2? + 22y — 42y? — 42y + 229t + 2 - 6y2®

+ 3y%2? — 62y + vt — 2yz? — 2%z — 22% + 6yx — 2% + 1.
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A.3 Polyominos d’index 1 a symétries prés

Soit S1(z,v) la série génératrice des polyominos d’index 1 & symétries prés, alors

_ y4CL'2 (yQ + 1) y4$4 yQIEQ ’y4CL'4 y2x2

2(1 —y2)? i 2(22 — 1) (y2 - 1) * 2(1 — z?) * 4(1—y222) 2
3225 ((1 — 4y2)*? (30zy — 9) — 2649222 + 86yx + 25623y> — 9)
(1 ++/1 - 4y1’)3 (1 —4yx) (1 - 4yx)3/2
MY 5 5 Y 5 5
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,y2x2 . ’yQIEQ yQI4 (xQ + 1) 2y4x4
2(1 — 2% —9y?) (1—22)(1 —4?) 2(1_932)2 1 - 2yx
640z — 24809°z5 + 3520y%z* — 216023%y°  y*z* (3yx — 4)
24 (1 - yz)* 2(1-yz)
N ~416y52° + 1144y*2* — 9362%y°  42%y® (5 — 16yz + /1 — dyz)
8(1 —yz)® (1+ 1T —4yz) (1 — 4yz)*?
33 6 3y (3y/1 — dyz + 3 — 8yx) yo zTy’

-+ - 9\ 2
2(y*z? — 1) VI—dyz (1+/=dyz + 1)3 1—y22?2 (1 —y22)?
2 2 2,2 3,3
3,3, T7Y 2 (1+2)°(1+y) YT 1527y
Y 284(z,y)? ~ + +
YT ( o) 1-2)°1-y°) 40-y2?) yz-1
B IEQyS (yQ + 1) N 881}3y3 N y2x2
202 -1 (z-1) VI—-dyz(1+T—4yz) 2(1-19?)
12zy (—8y2x2 +dzy — 1/2+ (1 — 4yz)®? (zy + 1/2))

S1(z,y)

_1._

_1._

- y2z?
+ (1— 4y2)"? V1 — dy?z?
_133$3y3(2y:€—3)_ 23y? (22 4+ 1) 3ytzt B 104z3%y*

6 (yz — 1)2 2(z2-1)"(y-1) 20wr—1) (1+1—4gz)’
21+2)(1+y) , 4 :
oz, y) = l-2)(1-y) 1-z-y (Q-2(1-9)
l+z (3—2z)y 2 2
52(96,31):1_95 1 (1_1)(1_y)) 1—x—y_(1—2))(1—y)’
(1+2z)*(1+y) (3—2z)y
%Y = T —y) (H(l—x)(l—y))’
C(1+z)(1+y) 2 1
B (e (e I T e (R )



B Vérification informatique de
I'invariance d’un polyomino sous une

symétrie donnée

Les séries génératrices F?(z,y) et FP7(z,y) des sections 5.3 & 5.5 ont été véri-
fiés informatiquement de maniére indépendante pour des rectangles de dimensions
inférieures ou égales & 5 x 5. Pour ce faire, un programme existant développé par F.
Nouboud qui génére ’ensemble des polyominos inscrits de dimensions et d’aire données
a été adapté afin d’énumérer les polyominos c-symétriques pour ¢ € {r, 72, d;, v}.
Dans ce programme, un polyomino est représenté par une matrice de 0 et de 1, ot un

0 signifie une case vide tandis qu’un 1 est une cellule occupée.

Soit M et M, des matrices représentant un polyomino ou M, est 'image de M
sous la symétrie c. Par définition, le polyomino décrit par M est c-symétrique si et

seulement si M = M.,.

Pour vérifier cette condition, M, est obtenue en fonction de M pour ¢ € {r,72,v,d;}.
Ensuite, a titre d’exemple, un code Maple ayant pour objectif de savoir si un poly-

omino M est c-invariant est développé.
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B.1 Rotation de 90°

Pour exprimer M, en fonction de M, on doit remarquer que la derniére colonne de
M, est la premiére ligne de M, que ’avant-derniére colonne est la deuxiéme ligne, etc.
Plus généralement, la colonne j de M, est la ligne n— 5+ 1 de M et ce peu importe le

nombre 7 de lignes de la matrice, comme en témoigne le cas pour une matrice 3 x 3

11 Qi Aas 31 ag1 411

T
Q21 Qo2 Qo3 | > | Q32 Qo2 Qp2

31 asz Ass Qg2 Q23 13

De cet exemple, on voit que la ligne i de M, est la colonne i de M, valide égale-
ment pour toute matrice carrée. De ces deux remarques sur les lignes et les colonnes

combinées, on conclut que
M,(i,5) = M(n—j+ 1,7) (B.1)
oll n est le nombre de lignes de M.

Ainsi, pour savoir combien il y a de polyominos r-symétriques, il faut compter

combien il y en a qui satisfaisont cette condition.

B.2 Rotation de 180°

En ce qui concerne la rotation de 180°, on peut se contenter d’appliquer deux fois

la rotation de 90° pour avoir

Moa(i,j)=M,(n—j+1,i)=Mn—i+1m—j+1) (B.2)
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oll n et m sont respectivement le nombre de lignes et de colonnes de M. On peut s’en

convaincre avec ’exemple suivant

11 Q12 Gi13 Q14 34 Q33 a3z 431

=

Q21 G2 Qo3 Qo4 | — | Gog Qo3 G2 Ao

31 G32 as33 a3q 14 Q13 Q12 a4
B.3 Symétrie diagonale

Le résultat d’une symétrie diagonale sur un polyomino est équivalent a la trans-

posée de la matrice associée, tel que mis en évidence dans ’exemple suivant

ail G122 13 a1l Qo1 a4z
dy
Go1 Qo2 Q23 Q12 G222 a3z
a3z1 Q32 0433 a13 Q23 a3z
Autrement dit,
B.4 Symétrie verticale
On peut vérifier, par I’exemple qui suit
a11 Q12 Q13 Aaiq Q14 Q13 Q12 41

v
G21 G2 Q23 Goq | — | G24 G23 Q22 G921

Q31 Q32 Aa33 Q34 34 Q33 Q32 G31

que

M,(i,7) = M(i,m — j+ 1) ol m est le nombre de colonnes de M. (B.4)
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B.5 Programme

Description des variables
— M : Polyomino;
— nbLignes, nbColonnes : Dimensions du rectangle circonscrit a M;

¢ : Une symétrie, ¢ € {r, 7%, v,d;};

— 1, j : Variables de boucle parcourant toutes les cellules de M;
— CondiSymc[i, j] : Condition & respecter pour que M soit c-symétrique Des équa-
. tions (B.1) a (B.4), on a

— si ¢ = r, alors CondiSymc[1i,j] est M[z, j] = M[nbLignes — j + 1,14];

— si ¢ =72, alors CondiSymc[i,j] est

M[i, j] = M[nbLignes — i + 1,nbColonnes — j + 1];

si ¢ = v, alors CondiSymc[i, j] est M[¢, j| = M[¢,nbColonnes — j + 1];
— si ¢ = dj, alors CondiSymc[i,j] est M[¢, j] = M[7,1];

— compteur : Nombre de cellules de M satisfaisant la condition CondiSymc([i, j].

Programme Maple « Symc » Son objectif est de vérifier que M est c-symétrique.

Symc := proc (nbLignes, nbColonnes, M, c)
compteur := O:
for i from 1 to nbLignes do
for j from 1 to nbColonnes do
if CondiSymc[i,j] then
compteur:=compteur+1:
end if:
end do:
end do:
if compteur = nbLignes*nbColonnes then
return("Le polyomino M est c-invariant."):
end if:

end proc:



