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Résumé 

Dans ce mémoire, nous proposons une loi de commande basée sur 

l'énergie et la passivité pour un robot avec articulations flexibles. Il n'est pas 

nécessaire de mesurer l'accélération pour la loi de commande proposée, et une 

boucle d'état réduit (l'état du moteur) est suffisante pour stabiliser le robot à 

articulations flexibles. Mais afin d'améliorer la performance et la précision, il 

est préférable d'utiliser l'état complet du système. Nous présentons le modèle 

d'un manipulateur SCARA à deux articulations flexibles qui est employé pour 

évaluer les correcteurs par simulation. Nous concevons deux contrôleurs en 

supposant que l'état partiel ou complet est mesurable, et analysons leurs 

performances. Les conditions nécessaires sont prises en compte pour obtenir 

un système d'erreur passif en présence du frottement du moteur et du lien, et 

également pour démontrer la stabilité locale asymptotique de l'état à l'aide d'un 

argument de Lyapunov. Les résultats de simulation montrent que la loi de 

commande de l'état complet permet d'obtenir des performances nettement 

supérieures que la loi de commande avec retour d'état réduit. Les résultats 

confIrment que cette loi de commande est robuste vis-à-vis la variation de la 

constante de rigidité et des conditions initiales. 
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CHAPITRE 1 

INTRODUCTION ET REVUE DE LA LITTÉRATURE 

1.1 Introduction 

La conception d'un robot plus rapide et plus léger demande que des 

compromis soient faits au niveau du choix des matériaux des actionneurs et des 

éléments de transmission. Par exemple, les réducteurs harmoniques sont très 

efficaces pour la transmission de couples élevés et présentent un faible retour 

de dent ainsi qu'un poids assez léger, mais ils possèdent une flexibilité 

inhérente [SweetG85]. Les chercheurs ont montré l'effet déstabilisateur de la 

flexibilité sur les lois de commande qu'ils ont conçues pour des robots rigides 

[SweetG85, CetinkuntB90]. Pour assurer la stabilité et de bonnes 

performances, la loi de commande doit prendre en compte la flexibilité. 

Les résultats de simulations, confrrmés par des expériences, ont montré 

que plusieurs algorithmes de contrôle développés pour les robots rigides ne 

fonctionnent pas de manière satisfaisante en présence d'une rigidité réduite au 

niveau des articulations qui cause des oscillations. Ces oscillations se 

produisent avec les lois de commande continues et discontinues conçues pour 

un robot rigide. Pour les cas donnant des résultats satisfaisants, les résultats 

sont critiques et ne sont pas robustes. 
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Plusieurs lois de commande ont été proposées pour la commande des 

manipulateurs avec articulations flexibles: techniques des perturbations 

singulières; linéarisation par rétroaction [Spong92]; commande robuste [Qu95]; 

commande adaptative [ChenF89, LozanoB92] , technique de Boo [Lin91], et 

techniques d'énergie et de passivité (incluant la commande par mode de 

glissement) [ChenF89, LozanoB92, PadenRB90]. La plupart des lois de 

commande qui ont été proposées requiert la connaissance de l'état complet et 

même quelque fois la mesure de l'accélération. Aussi, une caractéristique 

linéaire pour la flexibilité est normalement considérée. De plus, la rigidité des 

articulations doit être suffisamment élevée pour utiliser le mode de séparation 

par la méthode des perturbations singulières. Ces restrictions ne s'appliquent 

pas ou peuvent être évitées avec la technique de passivité. Spécifiquement, un 

retour d'état réduit est suffisant pour stabiliser un robot avec articulations 

flexibles. De plus, la linéarisation n'est pas nécessaire pour l'approche de 

passivité, parce que les propriétés d'énergie du système sont exploitées pour 

définir des lois de commande linéaire ou non linéaire. Alors que la loi de 

commande passive garantit la stabilité et la robustesse de stabilité, elle ne 

garantit pas les performances. Afin d'améliorer la performance et la précision, il 

est préférable d'utiliser l'état complet du système par mesure ou à l'aide 

d'observateurs lorsque certaines grandeurs ne sont pas mesurables [SicardL95]. 
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Nous présentons brièvement quelques approches qui ont été considérées 

depuis plusieurs années comme étant capables de résoudre le problème de 

commande des robots avec joints flexibles incluant la technique des 

perturbations singulières, la linéarisation par rétroaction, le conditionnement de 

l'entrée, la commande par mode de glissement et la technique de Hec . Les 

atouts, les inconvénients, et les limites d'application de chacune de ces 

méthodes sont présentés. 

1.2 Revue de la littérature 

1.2.1 Technique des perturbations singulières 

Cette approche est basée sur une formulation du modèle dynamique du 

système comme deux sous-systèmes dont un représente une perturbation 

singulière [Spong87]. Dans cette méthode lorsque le coefficient de 

perturbation singulière tend vers zéro, le modèle du système coihcide avec celui 

du robot manipulateur rigide [MarinoN84, SicilianoB88]. 

Même lorsque seulement la position et la vitesse du lien sont disponibles 

pour le retour, cette loi de commande fournit l'amortissement naturel à 

l'articulation du système. Pratiquement, cette méthode s'applique lorsque la 

rigidité est élevée, comme dans les réducteurs harmoniques, et le couple de 
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torsion et ses dérivées temporelles constituent une série de variables d'état 

'rapides' . 

Les résultats de cette technique sont très satisfaisants si la commande est 

faite dans deux parties additives: commandes lente et rapide avec le retour de 

l'état lent et rapide respectivement. En fait dans ce cas, le modèle réduit lent 

coïncide avec celui du même robot à articulations rigides et évidemment nous 

faisons la commande selon les techniques existantes pour un robot rigide. Le 

modèle réduit rapide est un système linéaire paramétrisé dans les variables 

d'état lentes et nous pouvons le commander par la méthode des commandes 

rapides. Par conséquent, si la commande rapide peut stabiliser le modèle réduit 

rapide, i.e. les oscillations de l'élément élastique, les trajectoires du système 

réduit vont approximer les trajectoires des joints flexibles contrôlés du robot. 

Pour obtenir de bons résultats, il doit y avoir une séparation temporelle 

suffisante entre les modes des modèles lent et rapide. Si ce n'est pas le cas, il 

faut utiliser la méthode du manifold d'intégral pour obtenir un modèle réduit 

lent plus précis [SpongKK87]. Donc cette méthode n'est pas applicable pour 

une élasticité importante pour un ressort de torsion non linéaire et le retour de 

l'état complet (position et vitesse du moteur et du membre) est nécessaire pour 

avoir de bons résultats. Aussi, le calcul du manifold d'intégral est complexe et 
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il utilise beaucoup d'approximations afm d'obtenir les paramètres de son 

espace. De plus, il est nécessaire de connaître les paramètres du systè~e ou la 

mesure des variables rapides et de leurs dérivées en fonction du temps mais il 

ne donne pas la robustesse vis-à-vis les incertitudes des paramètres du système. 

1.1.2 Linéarisation par rétroaction 

Une des méthodes de commande des manipulateurs avec articulations 

flexibles sur laquelle beaucoup de chercheurs travaillent également est 

l'approche de linéarisation par rétroaction [Spong92]. 

Cette méthode est basée sur la linéarisation par rétroaction des variables 

d'état du système. Pratiquement, les remarques suivantes sont observées dans 

l'application de cette méthode: 

• La commande par cette approche requiert la mesure de l'état complet 

qui comprend la position et la vitesse des moteurs et des membres. 

• L'évaluation des équations aux dérivées partielles et la conception de 

la loi de commande finale par rétroaction sont complexes. 

• En employant la technique de commande adaptative, nous obtenons des 

résultats satisfaisants. 
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• Elle demande la connaissance du modèle non linéaire exact du système, 

et l'implantation coûtera cher (en terme de mémoire et de temps de 

calcul). 

• La robustesse de la loi de commande vis-à-vis l'incertitude des 

paramètres du système comme la matrice de masses-inerties, la 

caractéristique de rigidité, la charge, et en général les perturbations 

demande d'être évaluée. 

• Obtenir la commande pour un système linéaire qui donne la robustesse 

n'est déjà pas facile. Mais si les bornes de variations des paramètres 

sont données, le système en boucle fermée peut être considéré comme un 

objet linéaire pour une classe de perturbations qui sont bornées dans 

l'entourage du point équilibre. 

• L'application de cette méthode dans le cas où tous les paramètres du 

système sont inconnus nous rend un système plus difficile à contrôler et 

nous pouvons peut être concevoir une loi de commande pour faire 

converger l'erreur vers l'origine avec des commandes supplémentaires. 

Une autre façon de régler ce problème est d'employer un algorithme 

d'identification non linéaire. 

• Cette méthode s'applique pour une caractéristique de rigidité linéaire. 
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• En général, la linéarisation par rétroaction exacte est difficile à 

appliquer pour un manipulateur avec joints flexibles et pour cette raison 

les chercheurs l'emploient soit pour le modèle d'approximatif soit pour la 

linéarisation par rétroaction avec l'état partiel [Lin91, Sicard93] . 

• Si les paramètres du système sont inconnus, quelques algorithmes de 

commande demanderont l'accélération et la troisième dérivée de la 

position du membre [Spong87]. En pratique, elles sont difficiles à 

mesurer ou à reconstituer et même si c'est le cas, elles sont bruitées et 

demandent un filtre supplémentaire. 

Pour les raisons mentionnées, la méthode de linéarisation par rétroaction 

n'est pas conseillée pour être employée pour les manipulateurs avec 

articulations flexibles. 

1.2.3 Commande par mode de glissement 

La commande par mode de glissement est une des commandes entrée­

sortie robustes pour les systèmes non linéaires et flexibles. Pour la loi de 

commande proposée dans [MradA91], nous n'avons pas besoin de calculer la 

dérivée du signal de la vitesse (accélération) ou d'inverser la matrice de 

masses-inerties. Aussi, la mesure de l'accélération et la dérivée supérieure ne 

sont pas nécessaires. En plus, la stabilité asymptotique globale est garantie par 
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cette méthode de commande pour la position et la vitesse du membre. La 

commutation du signal de commande peut exciter la fréquence naturelle de 

l'élément flexible du système [MradA91]. 

La conception de certaines lois de commande robuste requiert seulement 

les informations de position et de vitesse des membres. Elle donne une grande 

région d'attraction. La loi de commande est applicable et robuste dans le cas 

de l'incertitude des paramètres autonomes non linéaires du système, d'une 

erreur du modèle, de la variation de la charge, et d'une caractéristique de 

rigidité inconnue [Qu95] . 

1.2.4 Conditionnement de l'entrée 

Une autre méthode qui est présentée pour la génération de la commande 

d'entrée est le conditionnement de l'entrée pour réduire ou éliminer la vibration 

au niveau de l'effecteur. Dans cette méthode de commande, la durée du signal 

d'entrée doit être conçue afm d'empêcher les vibrations du système 

[SingerS88a, SingerS88b]. Ce temps doit être aussi optimisé. Cette approche 

est robuste pour une faible plage d'incertitudes des paramètres du système et 

peut être appliquée pour les systèmes en boucle fermée et ouverte. Elle est 

basée sur une des méthodes de profils de came (cam profiles) ou contrôle 

posicat (posicat control) [SingerS89]. En fait, elle emploie comme couple 
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d'entrée une fonction du type versinus (i.e. l-cos(wt)) ou une sinusoïde avec 

une variation initiale de type rampe [MeckIS88]. 

Cette méthode élimine l'oscillation due au couple d'entrée mais elle 

emploie le modèle découplé des joints alors elle ne peut pas résoudre le 

problème des oscillations à cause de la force de Coriolis et la force de contact 

de l'effecteur avec les obstacles dans l'environnement [Sicard93]. 

1.2.5 Méthode de la commande Hoo 

Dans [Lin91], cette approche est appliquée pour un manipulateur avec 

deux joints et liens flexibles. Elle est basée sur deux parties principales: 1) une 

linéarisation par rétroaction partielle et 2) un retour d'état du membre. 

D'après Lin, la solution facile et la plus efficace pour poursuivre la 

trajectoire désirée de l'effecteur est de concevoir une loi de commande basée 

sur le retour d'état qui simultanément stabilise l'oscillation due à la flexibilité et 

découple le système en deux parties. La partie linéaire non autonome inclut la 

dynamique de chaque moteur avec le couple d'entrée et la sortie désirée 

(position du moteur). La partie inobservable non linéaire contient la dynamique 

de l'élément flexible. La partie découplée de la dynamique du moteur est 

conçue de façon à poursuivre précisément la trajectoire de l'effecteur. Le 
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retour partiel de l'état du système est basé sur un algorithme de géométrie 

différentielle. 

Mais en l'absence d'amortissement dissipatif du membre, n'importe quel 

retour d'état qui fait une poursuite exacte au niveau de l'état du moteur n'est 

pas capable de stabiliser l'oscillation de l'effecteur. Ce problème est relié à la 

dynamique de l'état zéro qui est instable. Par conséquent, afm de stabiliser la 

dynamique non linéaire inobservable de la flexion, il est nécessaire que le sous 

système linéaire de la dynamique du moteur et le sous système non linéaire de 

la flexibilité se fusionnent. Autrement dit pour éliminer complètement la 

vibration de l'élément flexible, il faut sacrifier la perfection de poursuite de 

l'état du moteur en introduisant un contrôle de perturbation dans le voisinage de 

la trajectoire désirée. 

La commande de la stabilisation perturbée peut être effectuée avec une 

des commandes robustes par retour d'état pour systèmes multivariables 

linéaires, e.g. la technique Nyquist-Lien, LQGILTR, la commande optimale 

Boo· 

La commande Boo, normalement, demande énormément du calculs et de 

résoudre des équations assez difficiles parce qu'elle résulte du domaine 

fréquentiel. Lin a présenté une loi de commande Boo optimale basée sur le 
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retour d'état qui requiert de résoudre seulement une équation algébrique de 

Riccatti, avec un intégrateur qui permet d'éliminer d'erreur stationnaire. Elle 

amortit l'oscillation et donne une poursuite robuste de la trajectoire du moteur. 

Les résultats ne dépendent pas du modèle exact du manipulateur et il ne 

demande pas une bonne connaissance de la constante de rigidité et des 

paramètres du système. Et aussi, nous pouvons considérer une rigidité non 

linéaire aux joints et également aux liens (flexibilité articulaire et de la 

structure ). 

1.2.6 Technique de la passivité et d'énergie 

La technique de la passivité est basée sur le formage de l'énergie 

naturelle du robot via un retour d'état. Comme la mesure de la vitesse est 

bruitée en général, il est préférable de ne pas utiliser cette grandeur directement 

pour le retour d'état pour obtenir de bonnes performances pour le système. 

Dans [BerghuisN93], cette technique a été exploitée pour la conception d'un 

contrôleur-observateur dans le cas d'un robot rigide en tenant compte 

seulement de la mesure de la position. Dans ce travail, la fonction d'énergie 

du système avec l'observateur et le contrôleur en boucle fermée garantit la 

stabilité asymptotique. 
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La conception d'une loi de commande pour un robot manipulateur 

flexible via le retour d'état requiert les infonnations des quatre variables d'état 

pour chacun de joint, soit la position et la vitesse du moteur et du membre, ou 

la position, la vitesse, l'accélération et la dérivée de l'accélération des 

membres. Tomei a proposé d'utiliser un observateur basé sur la propriété de 

l'énergie et de la passivité pour les joints flexibles afin de mesurer seulement 

l'état des moteurs [Tomei90]. Cette technique est également exploitée pour 

concevoir un contrôleur pour des systèmes flexibles [KarlVL94]. Malgré 

toutes les contraintes qui existent dans ces systèmes, la robustesse de la 

stabilité de ce contrôleur est assurée en employant la technique de passivité. 

Une bonne combinaison de la commande adaptative et de la technique de 

passivité est aussi présentée dans [Dannaren96] pour contrôler le robot du 

SRMS ('Shuttle Remote Manipulator System') dont les membres sont flexibles. 

Le choix de la fonction candidate de Lyapunov a été importante afin de 

démontrer la stabilité asymptotique globale. Les conclusions de stabilité sont 

valides même pour une charge massive. 

Dans [Sicard93], une étude est présentée pour la commande de robots 

avec joints flexibles, en particulier le robot du SRMS en négligeant la flexibilité 

des membres. L'approche de commande requiert les étapes suivantes: trouver 
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un signal d'anticipation qui permet d'obtenir un système d'erreur passif ou 

pouvant être rendu passif par retour d'état statique; trouver un retour d'état 

statique pour rendre le système observable et passif; trouver un retour d'état 

strictement passif pour stabiliser le système. L'étude de stabilité et de 

robustesse de la loi de commande permet de justifier des approximations 

effectuées dans le signal d'anticipation pour l'implantation. Cette thèse de 

doctorat constitue la référence de base pour ce travail. 

1.3 Problématique et objectif 

Considérons un manipulateur avec joints rigides et flexibles et avec 

membres rigides se déplaçant librement dans l'espace. 

Considérons la trajectoire de sortie désirée décrite par y d (t) qui est le 

vecteur des positions angulaires désirées des membres et ses dérivées 

temporelles, pour t ~ to 

. Nous désirons concevoir une loi de commande u(t) telle que 

la sortie y( t) suive la consigne y d (t), et que la stabilité 

interne soit garantie. 

u(t) est le vecteur des couples d'entrée des moteurs et y(t) est une 

fonction du vecteur des positions angulaires des membres (y(t) = h(q(t))). 
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Nous voulons concevoir un contrôleur qui stabilise le système par 

l'approche d'énergie et de passivité en supposant que l'état partiel (position et 

vitesse de moteur) est disponible et d'analyser la robustesse et la performance 

du système vis-à-vis la flexibilité au niveau des articulations. Nous négligeons 

le frottement Coulomb du système qui est non linaire dans les étapes suivantes. 

Afin d'améliorer la performance et la précision, il est préférable 

d'utiliser l'état complet du système, soit la position et la vitesse des membres et 

des moteurs. Dans ce cas, nous allons voir au chapitre 5 que nous ne pouvons 

pas résoudre le signal d'anticipation de façon analytique, alors nous 

emploierons une approximation du signal d'anticipation. L'approximation sera 

justifiée par une analyse de robustesse et par simulation. Pour aboutir à cette 

fin, nous nous proposons de suivre les étapes décrites à la section suivante. 

1.4 Organisation 

Au chapitre 2, nous présentons le modèle d'un manipulateur à 

articulations flexibles. Pour ceci, nous expliquons rapidement le logiciel qui 

évalue la cinématique directe et la dynamique inverse du manipulateur. La 

procédure pour déterminer le modèle, et aussi les hypothèses sont décrites. 

Finalement le modèle du robot avec joints flexibles normalisé du côté des 

membres des éléments de transmission est présenté. 
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Dans le chapitre 3, nous rappelons les définitions et les théorèmes que 

nous utiliserons aux prochains chapitres. 

Dans le chapitre 4, nous présentons la procédure de conception de la loi 

de commande basée sur la passivité. Les hypothèses nécessaires pour avoir un 

système d'erreur passif en présence du frottement du moteur et du lien sont 

décrites. Une loi de commande avec retour d'état réduit, incluant un signal 

d'anticipation basé sur le modèle et un signal de rétroaction indépendant du 

modèle, est développée. La stabilité asymptotique de l'état du système est 

démontrée par l'approche d'énergie de Lyapunov et par la propriété de 

passivité de l'équation d'erreur. 

La loi de commande est étendue à la rétroaction de l'état complet au 

chapitre 5, afm d'améliorer les performances dynamiques et statique du 

système. 

Les résultats de simulation et la stabilité du système en tenant compte 

des deux lois de commandes, retour d'état réduit et complet, et leur robustesse 

et performances pour plusieurs constantes de rigidité sont présentés au chapitre 

6. 

Finalement au chapitre 7, nous dressons une conclusion pour ce travail. 



CHAPITRE 2 

MODÉLISATION DU MANIPULATEUR SCARA 

2.1 Introduction 

Le choix convenable d'un modèle mathématique, pour la conception de 

la loi de commande, est une étape cruciale pour le développement de la loi de 

commande d'un système. Étant donné que la flexibilité aux joints est une des 

sources majeures de perturbation pour la commande d'un robot, sa bonne 

connaissance nous permettra d'obtenir de meilleurs résultats avec la loi de 

commande appliquée au robot. Nous avons besoin du modèle détaillé pour la 

conception de la commande et son implantation. Il est préférable d'étudier la 

partie la plus significative de la dynamique du système afin de simplifier et de 

minimiser les calculs requis. Dans ce chapitre, nous présentons les étapes 

nécessaires pour obtenir le modèle d'un manipulateur avec articulations 

flexibles. Nous avons fait appel à un logiciel basé sur l'approche de Newton­

Euler pour obtenir ce modèle [MontignyS94]. 

Nous analyserons un robot du type SCARA avec 4 degrés de liberté en 

tenant compte de la flexibilité dans les deux premières articulations et pour 

lequel l'actionneur du deuxième membre est positionné sur le premier membre. 

Ce manipulateur est illustré à la figure 2.1. 
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Moœv2 

Membœ 1 

Moœv3 

MembœJ 

,1:-::r~ 
1 .. _--. 

1 1 Moœurl . . 
Moœur4 

Pince (Memhœ4) 

Figure 2.1 Schéma du robot SCARA. 

2.2 Modèle général du robot 

Nous pouvons tirer le modèle dynamique d'un manipulateur rigide via les 

équations de Lagrange-Euler. 
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d dL(q,q) dL(q,q) 
- - =u 

(2.1) 

dt dq dq 

où q = (q l , ... ,q n ) T est le vecteur de dimension n des angles d'articulations 

pour le système; L, le Lagrangien, est la différence K-P, entre l'énergie 

cinétique K et l'énergie potentielle P; et u = (Ut , ... ,un ) T est le vecteur de 

dimension n du couple d'entrée du système. Lorsque nous appliquons cette 

équation pour un robot manipulateur, nous supposons généralement que 

l'énergie potentielle P=P(q) est indépendante de q alors que l'énergie 

cinétique est une fonction quadratique du vecteur q. Cette équation conduit au 

modèle suivant du manipulateur rigide [Spong89]: 

M(q)q+ C(q,q)q+ D(q) + G(q) = Bu (2.2) 

où q = q. E mn est le vecteur de position; u Em
n est le vecteur du couple 

d'entrée avec B = Inxn où 1 est la matrice unité; M est la matrice de masses-

inerties; D est le vecteur des forces/couples de frottement visqueux et de 

Coulomb des moteurs et des membres; C correspond à la matrice des 

coefficients des forces de Coriolis et centrifuge (peut être représentée en 

utilisant les symboles de Christoffel); G est le vecteur des forces/couples de 

gravité. 
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Rappel : L'équation dynamique (2.2) d'un robot rigide définit un système 

passif le long des trajectoires u ~ q, i.e. 

pour tout T et pour un f3 > 0 [OrtegaS88]. 

Après avoir obtenu le modèle du robot rigide, nous ajoutons l'énergie 

stockée dans le système due à la flexibilité et alors nous obtenons le modèle du 

système complet. Dans [Sicard93], Sicard a employé le modèle du robot avec 

joints flexibles sous la forme suivante 

M(q)q + C(q,q)q + D(q) + G(q) + Kq = Bu (2.3) 

D(.)=[ D1(41) ] 
q D (. )' m qm 

où q = [qi q~]T E 9l2n avec ql E 9ln le vecteur de position des membres et 

qm E 9ln le vecteur de position des actionneurs; Ke = diag{ki } est la matrice 
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des constantes de rigidité des ressorts de torsion, et N est la matrice diagonale 

des rapports de transmission. Nous défInissons la sortie d'intérêt y(t) comme 

(2.4) 

Puisque la sortie est généralement une fonction de l'état des liens ( q 1 ). 

Pour un robot manipulateur avec n articulations dont les m premières (en 

débutant à la base du robot) sont flexibles, nous défInissons q. E mn
, qm E mn 

les positions des membres et des moteurs avec qmi = Niqli, i = m + l, ... ,n, pour 

les membres rigides avec Ni le rapport de transmission. Alors, dans (2.3) et 

(2.4), pour q = [q. qm]T, q. E mm sont les coordonnées des articulations 
F F 

flexibles, 

N 2K e -N2K e O(n-m)x(n-m) 

K= -N2K e N 2K e O(n-m)x(n-m) 

O(n-m)x(n-m) O(n-m)x(n-m) O(n-m)x(n-m) 

Bien que (2.3) soit complexe et non linéaire en général, il existe plusieurs 

propriétés fondamentales qui peuvent être exploitées pour faciliter la 

conception de la loi de commande pour un robot flexible avec contante de 



2] 

torsion linéaire. Nous traitons maintenant de ces propriétés [OrtegaS88, 

TangA94]. 

Propriété 1: La matrice de masses-inerties M(q) est symétrique, définie 

positive, M( q) et M- I 
( q) sont bornées ((j::; M( q) = MT (q) ::; 0- , pour des 

constantes bornées (j et (j> 0) en fonction de q E 9ln+m 
. o 

Propriété 2 : Tous les paramètres sont constants: masse de liens, moments 

d'inertie, etc. Ils apparaissent comme des coefficients de fonctions connues 

des coordonnées des articulations (position, vitesse, et accélération). 0 

Propriété 3: Peu importe le choix de la matrice C( q, q), nous avons 

o 

2.3 Détermination du modèle du robot SCARA à l'aide du logiciel 

CINDYN 

2.3.1 Résumé du logiciel CINDYN 

Afin de trouver le modèle du manipulateur avec joints flexibles et de 

diminuer la charge de calcul manuel, nous employons un logiciel qui résout 

symboliquement la cinématique directe et la dynamique inverse des 

manipulateurs avec n joints à l'aide de Matlab®-Maple®. Ce logiciel a été 
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développé dans le cadre d'un projet du groupe de recherche en électronique 

industrielle (GRÉI) de l'UQTR [MontignyS94]. 

Ce logiciel est exploité pour trouver la cinématique directe et la 

dynamique inverse pour un ensemble de corps rigide sous forme symbolique, 

dans le cas d'un manipulateur comportant n joints rotatifs ou prismatiques. Il 

utilise la convention Denavit-Hartenberg (D-H) modifiée pour représenter la 

configuration du bras, et caractériser la location des masses constituant chacun 

des membres. Dans cette suite d'idées le logiciel Matlab®-Maple® a été utilisé 

comme outil de programmation. 

Dans la première étape, le logiciel détermine la matrice de transformation 

et de rotation de chacun des référentiels par rapport au précédent. Les vecteurs 

de position et les matrices de rotation de chacun des référentiels joint par 

rapport au référentiel zéro sont aussi déterminés. Pour évaluer le Jacobien de 

vitesse de chacune des articulations par rapport à la base, il utilise une 

approche vectorielle. À la deuxième étape, une formulation récursive basée sur 

les équations de Newton-Euler est utilisée pour déterminer les vitesses, 

accélérations, forces et couples. 

Les équations qui résultent de ce logiciel, décrivent le comportement 

dynamique du manipulateur et sont données sous forme analytique. 
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2.3.2 Convention Denavit-Hartenberg modifiée 

La méthode D-H se pratique comme suit [Craig89]: 

1. Numération des segments constitutifs du bras manipulateur, à partir 

du support de base. Le statif ou socle est le référentiel indice 0, 

tandis que la« pince}) constitue le référentiel d'ordre n. Le segment i 

est mobile par rapport au segment i-1, soit qu'il se translate, soit qu'il 

rote dans le référentiel du segment i-1. 

2. Définition du système d'axes de chacun des segments en appliquant 

les règles qui suivent : 

a. L'axe Zi correspond à l'axe de déplacement du segment i dans le 

référentiel i-l. Dans le cas d'une charnière, Zi définit l'axe de 

translation du segment i; pour une rotation, Zi définit l'axe de 

rotation du segment i dans Oi-l. 

b. L'axe Xi est choisi perpendiculaire à Zi d'une part et Zi+1 d'autre 

part. Si Zi et Zi+l ne se coupent pas, on choisit Xi colinéaire avec 

la perpendiculaire commune à Zi et Zi+l. Si Zi et Zi+1 se coupent, 

l'orientation de Xi n'est pas défInie, et l'on peut choisir celle 

qu'on veut. Si d'autre part Zi et Zi+1 sont colinéaire, Xi peut être 

choisi quelconque dans le plan perpendiculaire à Zi. 
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c. L'axe ~ est choisi de façon à obtenir un trièdre ~ ~ Zi 

trirectangle direct. 

d. Définition des paramètres de chaque articulation à savoir les 

quantités ai-l' ai-l' di' (Ji' Selon cette convention, les 4 

paramètres de chaque articulation rigide qui représentent la 

position et l'orientation de l'articulation se définissent comme suit 

a i-l : distance de Zi-l à Zi mesurée le long de X i- l . 

a i-l : angle entre Zi-l à Zi mesuré par rapport à X i- 1• 

di : distance de X i- 1 à Xi mesurée le long de Zi' 

(Ji : angle entre X i- 1 à Xi mesuré par rapport à Zi' 

Pour les membres prismatiques et rotatifs, trois paramètres sont fIxes et 

un est variable. 

2.3.3 Modèle du manipulateur SCARA 

Nous considérons un robot de type SCARA qui est illustré aux figures 

2.1 et 2.2, mais dont l'actionneur du premier membre est installé à la base et le 

deuxième membre est entraîné par un moteur monté sur le premier membre. En 

conséquence, le moteur 2 agit indirectement sur le membre 2. Ceci nous 

permet d'obtenir une structure plus légère et des mouvements rapides. La 

transmission de l'énergie des actionneurs 1 et 2 vers leurs membres est 
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effectuée par des poulies et des courrOIes. Nous considérerons qu'une 

flexibilité apparaît au niveau de ces articulations. 

La troisième articulation est prismatique et son actionneur est fIxé sur le 

dessus du membre trois. Le poignet correspond à la quatrième articulation qui 

est rotative. Les troisième et quatrième articulations sont considérées rigides. 

Le rotor des moteurs est considéré comme un solide de révolution uniforme par 

rapport à son axe de rotation. Les inerties et frottements des poulies sont 

négligés. 

Dans la plupart des publications, les auteurs ne considèrent que le 

frottement visqueux du moteur et du membre (frottement linéaire). Mais, cela 

n'a aucun l'effet sur la structure du modèle du manipulateur. La propriété de 

linéarisabilité demeure toujours la même en considérant ce frottement, malS 

avec un changement possible sur l'entrée [Spong87]. 

En ajoutant le frottement de Coulomb, frottement non linéaire discontinu, 

la propriété de linéarisation du modèle n'est plus valide. Si le frottement de 

Coulomb est présent au niveau du moteur, il sera compensé par la commande 
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~Moteur 2 

Moteur 4 

ch 
Moteur 1 

Figure 2.2 Structure mécanique et définition des variables. 

d'anticipation. Mais la compensation exacte du frottement de Coulomb du 

membre n'est pas possible. Elle requiert un couple discontinu à la sortie de 

l'élément flexible. Ceci engendrerait une discontinuité au niveau de la position 

du membre ou du moteur. Par conséquent, le système n'est pas linéarisable 

[Sicard93]. 
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À cause des effets mentionnés, nous avons ignoré le frottement de 

Coulomb au niveau des moteurs et des membres dans le modèle du 

manipulateur afin de trouver la loi de commande. 

Les hypothèses suivantes seront considérées afm d'obtenir le modèle du 

manipulateur . 

Hypothèse 2.1 : Chaque actionneur est directement couplé à son membre, 

possiblement par un réducteur de vitesse ou autre élément de transmission, tel 

que l'élément i du vecteur k de la force élastique peut être représenté comme 

. k[ il ( q l , q m ) = k[ il ( q I[ il ' q m[ il ) i = 1, ... , m o 

Hypothèse 2.2 : Le frottement des moteurs et des membres est indépendant de 

la position des moteurs et des membres. Aussi, nous supposons que le 

frottement de Coulomb est nul. 0 

Hypothèse 2.3 : La caractéristique linéaire du ressort de torsion sera supposée 

comme modèle de la flexibilité. o 

Hypothèse 2.4 : L'inertie de chaque moteur est symétrique par rapport à son 

axe de rotation. Ainsi la force de la gravité et la matrice des masses du système 

sont indépendantes de la position des rotors. De même, la vitesse du centre de 

la masse des rotors est indépendante de la position des moteurs [Spong87]. 0 
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Hypothèse 2.5 : L'effet de la force gyroscopIque sera considérée, i.e. la 

matrice M I2 =i= O. Dans ce cas l'énergie cinétique des liens ne dépend pas 

seulement de la rotation des liens. o 

Hypothèse 2.6 : L'énergie potentielle est indépendante de q alors que 

l'énergie cinétique est une fonction quadratique de la vitesse (i.e. q). 0 

Hypothèse 2.7 : Le stator du moteur i, i=l, ... ,n, est monté sur le membre l, I<i, 

de telle façon que le premier bloc de M 12 est strictement triangulaire. 

Cependant, pour les liens prismatiques, le moteur i peut être monté sur le lien i. 

o 

À cause de la structure particulière du robot, comme la flexibilité et des 

contraintes pour l'assignation des référentiels, les étapes suivantes doivent être 

accomplies pour obtenir le modèle final. 

i) Décomposer le robot en trois parties, en s'assurant que chaque masse 

n'apparaît pas plus d'une fois. 

ii) Trouver le modèle dynamique de chaque partie à l'aide du logiciel 

CINDYN. 
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iii) Combiner les résultats des deux étapes en respectant les variables 

appliquées pour chaque partie pour évaluer la contribution au couple 

total de chacune des masses. 

iv) Ajouter les couples d'inertie et de frottement des moteurs aux 

équations concernées à l'étape précédente. 

v) Ajouter le couple emmagasiné dans les éléments flexibles. 

vi) Normaliser les équations fmales de telle manière que tous les couples 

se trouvent du côté des membres. 

2.3.3.1 Définition des paramètres du manipulateur 

2.3.3.1.1 Paramètres des membres 

Les paramètres des membres et de la charge sont spécifiés au tableau 

2.1. Dans le tableau 2.1, POR indique que les membres 2 et 3 sont représentés 

par des poutres en R et PRI représente un prisme. 

2.3.3.1.2 Paramètres des actionneurs 

Les paramètres des actionneurs 1, 2, 3 et 4 sont présentés au tableau 2.2. 

CPU représente la forme d'un cylindre plein uniforme. 
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Tableau 2.1 Paramètres géométriques et massiques du manipulateur. 

Masse Longueur Hauteur Largueur Épaisseur Épaisseur Masse 

totale de la section de la section des sections de la 
centrale pour centrale parallèles partie 

laPOH centrale 
de la 

poutre 

unité (Kg) (m) (m) (m) (m) (m) (Kg) 

Membre 1 m]=3.71 L=O.5 H=O.15 c=O.15 a=O.OO635 b=O.OO635 1.24 

POH 

Membre 2 m2=3 .71 L=O.5 H=O.15 c=O.15 a=O.OO635 b=O.OO635 1.24 

POH 

Membre 3 m3=4 a=O.5 b=O.15 c=O.15 

PRI 

Charge mc=20 a=O.15 b=O.15 c=O.15 

PRI 

Tableau 2.2 Paramètres géométriques et masses des actionneurs. 

Actionneurs Masses Largueur Rayon 

(Kg) (m) (m) 

Stator (CPU) ms=2 h=O.2 r=O.03 

Rotor (CPU) mR=l h=O.2 r=O.02 

2.3.3.2 Décomposition du robot 

Dans les équations suivantes, gy et gz sont les coefficients de la gravité le 

long des axes y et z par rapport au référentiel monde. Les frottements des 

moteurs et des liens, les constantes de rigidité, les rapports de transmission, et 



31 

les autres paramètres du robot illustré aux figures 2.1 et 2.2 sont choisis comme 

écrits à l'annexe A.4. 

Partie 1 : Cette partie inclut respectivement les membres 1, 2, 3 et le 

moteur 3. Afm d'obtenir les résultats de cette partie nous considérons les 

masses des membres 1 et 2; pour le membre 3, nous considérons la masse de ce 

membre, le stator du moteur 3, et le stator du moteur 4; et fmalement nous 

considérons le rotor du moteur 3 pour le membre fictif numéro 4. Les résultats 

de cette décomposition sont obtenus en employant le logiciel CINDYN ( tous 

les détails sont présentés à l'annexe A.1). Les couples obtenus sont donnés par 

les équations suivantes: 

1/11 = (6.09769 + 5.4275cos(qZ2 ))q II + (2.711375cos(qZ2) + 2.5935)qI2 , 

+ 2e- 4qm3 - 5.4275sin(qZ2 )4114/2 - 2.71375sin(qZ2 )4T2 

+ 7.2825g y cos(qZl) + 5.4275g y cos(qll + q12) 

1/21 = (2.71375cos(qZ2) + 2.59359)ql1 + 2.59359q/2 + 2e - 4qm3 , 

+ 2.71375sin(qI2)QFt + 5.4275gy cos(qll + q12) 

FI31 = 9(d3 + gz) , 

où les équations 1/1 l' 1/2 1 et FI3 1 représentent respectivement les couples et , , , 

la force appliqués aux membres 1, 2 et 3; Tm3 est le couple délivré par le 

moteur 3; q Il' q 12 représentent respectivement les positions des membres un 
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et deux; d3 est le déplacement linéaire du membre prismatique avec la relation 

d3 = M 3qm3 (M3 est l'inverse du rapport du réducteur attaché au moteur 3); 

qm3 est la position du rotor du moteur 3 par rapport au membre 2 selon la 

convention D-H modifiée. 

Partie 2 : Cette partie contient les membres 1, 2, 3, le moteur 4, et aussi 

la charge. Nous employons une masse nulle pour les 3 premiers membres. 

Pour le membre 4 et cinquième élément de cette configuration, le rotor du 

moteur 4 et la charge sont respectivement considérés. Les résultats détaillés 

sont présentés à l'annexe A.2. Les couples finaux de cette chaîne sont 

exprimés ci-dessous: 

Tn 2 = (0.5002 + O.5me cos( q 12) + 0.5037 5me + 0.5 cos( q 12))ij Il , 

+ (0.2502 + 0.25mecos(qI2) + 0.25cos(qI2) + 025375me)ij12 

+ (2e -4 + 3.75e - 3mc)ijm4 + 3.75e - 3mcijeh 

- 0.5(1 + me) sine q 12 )q II q 12 - 025(1 + me) sine q 12 )q 12 

+ 0.5gy (1 + mc)(cos(qn) + cos(ql1 +qI2)) 

Ti2;2 = (0.2502 + 0.25375me + 0.25cos(qI2)(1 +me))ijl1 + 

+ (0.25375me + 02502)ij12 + (2e -4 + 3.75e - 3mc)ijm4 

+ 3.75e - 3mcijeh 

+ 025mesin(q12)(1 + me)ql1 + O.5gy (1 + me)cos(ql1 + q12) 

F/3;2 = (1 + me )(d3 + gz) 

Tm4 = (2e - 4 + 3.75e - 3mc )(ij/l + ij12 + ij14) + 3.75e - 3mcijeh 

Teh = 3.75e-3mc(ijlI +ij12 +ij/4 +ijeh) 
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où Tm4 est le couple délivré par le moteur 4; Teh est le couple appliqué à la 

charge; q m4 est la position du moteur 4; et q ch est la position de la charge. 

Les autres variables sont telles que défInies dans la partie 1. 

La fIgure 2.3 montre la relation entre les variables employées pour la 

confIguration présentée à la partie 2. 

Charge 

Moteur 4 

Membre2 

Figure 2.3 Rapport entre les positions du moteur 4, 

de la charge et du membre 2. 

Pour éliminer la variable q ch dans les équations précédantes, nous 

optons pour le changements des variables suivants: 

(2.5) 

(2.6) 

où N4 est le rapport de transmission attaché au moteur 4; a défInit la position 

de la charge par rapport du membre 2. Nous obtenons ainsi 
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(2.7) 

Pour éliminer Teh' nous appliquons la loi de conservation du travail suivante 

(2.8) 

l'ch 2 est le couple de la charge par rapport au membre 2. , 

En substituant (2.5) et (2.7) dans (2.8), nous obtenons: 

(2.9) 

Cependant, nous savons que: 

Teh ,2 
T ---

m4 ,2 - N
4 

(2.10) 

Tm4 2 est le couple du moteur quatre fIxé au poignet par rapport au membre 2. , 

De (2.10) et (2.9), nous obtenons le couple délivré par le moteur 4 dû à 

la charge et au membre 4: 

(2.11) 
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Partie 3 : La dernière partie contient le membre 1 et le moteur 2. 

Seulement les masses du stator (fIxé sur le membre 1) et du rotor du moteur 2 

sont considérées et les autres masses sont considérées nulles. 

Les résultats détaillés sont présentés à l'annexe A.3 et les couples qui 

suivent en sont tirés. 

1/1,3 = O.l211qn +2e-4qm2 - O.6gy cos(qZl) 

Tm2 = 2e-4qn +2e-4qm2 

où 1/1,3 est le couple appliqué au membre 1 et Tm2 est le couple délivré par le 

moteur 2. 

Dans l'étape qui suit, nous combinons les couples obtenus pour les trois 

confIgurations traitées et les couples d'inertie et de frottement des moteurs. 

Les résultats fmaux sont: 

1/1 = (6.719 + O.50375mc + 5.9275cos(qZ2) + O.5mccos(qz2))q/1 

+ (2.8438 + O.25375mc + 2.96375cos(qZ2) + O.25cos(qZ2))qZ2 

+ 2e - 4(qm2 + qm3) + (2e - 4 + 3.75e - 3mc/ N4)qm4 + Dl1iJl1 

- (5.9275 + O.5mc)sin(qz2)iJ12iJn - (2.96375 + O.25mc)sin(qz2)iJ12 

+ (7.2825 + O.5mc)gy cos(qn) + (5.9275 + O.5mc)gy cos(q/1 + qZ2) 



1/2 = (2.8438 + 0.25375me + 2.96375cos(q/2) + 0.25mecos(q/2))iill 

+ (2.8438 + 0.25375me)q/2 + 2e - 4qm3 + (2e - 4 + 3.75e 
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-3me/ N 4)qm4 + (2.96375 + 0.25me)sin(q/2)qÀ + (5.9275 + 0.5me)gy 

* cos(ql1 + q/2) + D12q/2 

Tm1 = 2e - 4qml + Dm1qml 

Tm2 = 2e - 4(q/1 + qm2) + Dm2qm2 

Tm3 = 2e - 4(q/1 + q/2) + «me + 10)/ Nff + 2e - 4)qm3 + (me + 10)gzM3 

+ Dm3qm3 

Tm4 = (2e - 4 + 3.75e - 3me/ N4)(q/1 + q/2) + (2e - 4 + 3.75e - 3me/ Nl)q/4 

+ Dm4qm4 

Le modèle fmal pour le manipulateur avec joints flexibles résulte des 

relations suivantes: 

1/1 = k1(qml -qll) 

1/2 = k2 (qm2 - q/2) 

Tm1 = Tem1 -k1(qml -qll) 

Tm2 = Tem2 - k2 (qm2 - q/2) 

Tm3 = Tem3 
Tm4 = Tem4 (2.12) 

La forme de chacune des matrices du modèle est présentée à l'annexe 

A.4. 
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2.3.3.3 Constante de rigidité 

Le couple du moteur 1 est transmis par un réducteur de vitesse et un 

ressort de torsion vers le membre 1. Dans ce cas la flexion est due à un ressort 

de torsion. Par conséquent, la constante de rigidité de l'articulation 1 est une 

constante k 1. 

Par contre le moteur 2 est placé sur le membre 1 et son couple est 

transmis vers l'articulation 2 par deux ressorts de torsion, une courroie et un 

réducteur de vitesse tel que montré à la figure 2.4. 

q'" /2 

q" /2 

Poulie rI 

Membre 2 

Figure 2.4 Entraînement du membre 2. 

La procédure pour trouver la rigidité équivalente de l'articulation 2 est la 

suivante. 

En utilisant la loi de la force et du travail, du côté moteur nous avons 
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1'- - k ('" " )} k 21- 2m qZ2 -QZ2 L' _ 2m(", ") 
7' L' => FI - - QZ2 - QZ2 
121 = FI . rI rI 

(2.13) 

Aussi pour le côté membre nous avons 

(2.14) 

Pour l'élément flexible entre les deux poulies nous avons aussi 

(2.15) 

De (2.13), (2.14), (2.15) il résulte que 

(2.16) 

(2.17) 

avec la constante de la rigidité 

(2.18) 

De ce fait, la matrice de rigidité du manipulateur est de la forme suivante: 
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k I 0 
-kI 0 0 0 
NI 

0 k2 0 
-k2 rI 

0 0 ---
N 2 r2 

-kI 0 
k I 0 0 0 K= 

NI N
2 
1 

0 
-k2 rI 

0 k22 (~r 0 0 ---
N 2 r2 N 2 r2 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

2.3.3.4 Normalisation du modèle du manipulateur 

Afm de ramener toutes les variables du côté 'membre', nous effectuons 

quelques changements de variables. Ces changements nous permettront de 

travailler avec des valeurs du même ordre de grandeur et donc ça nous donnera 

un système plus facile à simuler et à analyser. Cette procédure est appelée 

mise à l'échelle ou normalisation. Définissons donc 

qm3 = q~3N3 

qm4 = q~4N4 

où Ni , i=1,2,3,4 sont les rapports de transmission et l'indice 'c' identifie les 

grandeurs mises à l'échelle côté 'membre'. Donc si nous défmissons Q22 

comme 
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NI 0 0 0 

0 N r2 0 0 2-
Q22 = rI 

0 0 N 3 0 

0 0 0 N 4 

nous avons qm = Q22 .q~, OÙ qm est le vecteur de la position du moteur côté 

et q~ = [q~I q~2 q~3 q~4 f est le vecteur de la position du moteur côté 

charge ou lien. 

02X4] C C q = Qq avec 
Q22 

Alors dire nous pouvons que 

[1 0] c [ C TJT [ ccc c]T 
QII = 0 1 tel que q = ql1 q/2 qm = ql1 q/2 qmI qm2 qm3 qm4 . 

Ce changement de variables est également valable pour les couples du 

moteur. Cette synthèse aboutit aux résultats suivants . 

(2.19) 

(2.20) 

Le modèle du manipulateur robotique avec joints flexibles est obtenu ci-

dessous. 

M(q)q + C(q,q)q + Dq + G(q) + Kq = Bu = T (2.21) 



41 

Si nous substituons (2.19) et (2.20) dans (2.21), nous obtenons le mod~lr 

du robot ramené au côté du membre. 

QM(QqC)Qt{ + QC(QqC ,Q({)Qi{ + QDQi{ 

+ QG(QqC) + QKQqc = QT (2.22) 

Mais nous savons que les matrices M(q), C(q,q), G(q) ne dépendem 

pas des positions des moteurs aux articulations flexibles. Nous écrivons donc 

QM(q.)Qi{ + QC(q.,q.)Q«( + QDQqc 

+ QG(q.)+QKQqc =Tc (2.23) 

Les détails sont présentés à l'annexe A.5. De (2.23), la matrice de 

rigidité prend la forme suivante. 

-K e 

(2.24) 

avec 

K = [kt 0] 
e 0 k 

2 

(2.25) 

Finalement le modèle du manipulateur ramené du côté 'membre' est de la 

forme 
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(2.26) 

présentés à l'annexe A.5. De plus, nous définissons . 

(2.27) 

Finalement notons que pour obtenir les valeurs réelles d'état du système, 

nous employons: 

Important: Pour la suite, nous laissons tomber l'indice 'c' et emploierons le 

modèle mis à l'échelle côté moteur. 



CHAPITRE 3 

DÉFINITIONS ET THÉORÈMES 

Nous fournissons dans ce chapitre quelques défInitions et théorèmes 

reliés à la passivité, aux fonctions de Lyapunov et à la stabilité. Ceux-ci seront 

utiles pour la compréhension et les démonstrations aux chapitres suivants. Les 

infonnations présentées ici sont tirées de [VidyasagarD75, Vidyasagar93, 

ByrnesIW91, NarendraA89] . 

Définition 3.1 : [Fonction élément de Lp] Pour p> 0, f(·):9{+ ~ 9{ est un 

élément de Lp[O,oo) = Lp si et seulement si, 

rlf(t)IP dt < 00 o 

Définition 3.2 : [Norme p d'unefonction] Pourp > 0, la fonction 

11·ll p :Lp (9{ ~ iR+) est défInie par 

o 

La norme infinie de la fonction 11·lloo:Loo(iR ~ 9{+) est défInie par 

Ilf(·)lloo = ess Sup If(t)1 o 
te9{+ 

Définition 3.3 : [Norme p d'un vecteur] Pour p> 0, la nonne p d'un vecteur 
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La norme deux est appelée norme Euclidienne et la norme infinie d'un vecteur 

Ilxll = maxlxil 
p . 1 

1= ,._,n 
o 

Définition 3.4 : [Stabilité en Lp] Un système dynamique H est stable en Lp si 

lorsque u ELp, alors y ELp (u et y sont l'entrée et la sortie du système H 

respectivement). Le terme BrnO ( 'bounded input-bounded output') est 

employé pour identifier un système qui est stable en Loo (entrée et sortie sont 

bornées). Ce type de stabilité est un type de stabilité entrée-sortie. 0 

Définition 3.5 : [Système passif] Un système dynamique 

H( L2 ~ L2 } : u~ y est dit passif si "il T > 0, il existe un fi > 0 tel que 

< y, u >T= f yT (p}u(p}dp ~-fi 

Le terme w =< y , u > T est appelé le taux d'alimentation du système H. 0 

Définition 3.6: [Système strictement passif] Un système dynamique 
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H(L2 ~ L2 ) : u~ y est dit strictement passif si VT> 0, il existe 13 > 0 et 

8> 0 tel que 

o 

Définition 3.7 : [Fonction decresent] V est decresent, s'il existe une fonction 

13: 9\+ ~ 9\+ qui est continue et strictement croissante avec 13(0) = 0 tel que 

V(x(t),t) ~ f3(lIxll), Vt ~ 0, Vx E f3r et r > 0 o 

Définition 3.8 : [Fonction définie positive] Une fonction V:9\n x 9\+ -+ 9\+ 

est une fonction définie positive (fdp ) s'il existe une fonction continue 

croissante a :9\+ -+ 9\+ tel que 

i) a(O) = 0, a(p) > 0 

ii) a(p) ~ 00 

iii) V(O,t) = 0, 

iv) V(x, t) ~ a( II~I) 

lorsque p> 0 

lorsque p -+ 00 

Vt> 0 

Vt> 0 et Vx E 9\n o 

Théorème de Lyapunov : [Stabilité asymptotique globale] Le point 

d'équilibre 0 du système :t(t) = f(x(t),t) , avec t ~ 0, est globalement 

asymptotiquement stable s'il existe une fonction V continue, différentiable, 
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decrescent et défInie positive tel que, pour une fonction r: in + ~ in + continue 

et strictement croissante avec J{O)=O, 

v( x(t),t) ~ -r(llx(t)II), Vt'? 10 , Vx(t) E in n
. o 

Remarque: Si un système est strictement passif avec la fonction d'énergie V 

défInie positive, le point équilibre x=O de ce système est asymptotiquement 

stable, au sens de Lyapunov. 

Théorème de passivité : Considérons un système formé par la connexion en 

rétroaction négative d'un système dynamique passif et d'un système strictement 

passif avec gain fini en L2 • Alors ce système est stable en L2 • 



CHAPITRE 4 

COMMANDE DE MANIPULATEURS AVEC JOINTS FLEXIBLES 

PAR RETOUR D'ÉTAT PARTIEL BASÉE SUR LA PASSIVITÉ 

4.1 Introduction 

Dans ce chapitre, nous voulons concevoir un contrôleur robuste pour le 

manipulateur avec joints flexibles décrit au Chapitre 2. Les manipulateurs 

rigides sont toujours passifs entre la paire du couple d'entrée et de la vitesse du 

moteur [Spong87]. Dans le cas des manipulateurs avec joints flexibles, nous 

supposons que nous pouvons établir un système d'erreur en injectant un signal 

d'anticipation, et que nous pouvons rendre ce système d'erreur passif via un 

retour d'état [Sicard93]. Nous employons le théorème de passivité pour 

démontrer la stabilité en L2 ,stabilité entrée-sortie, du système passif en utilisant 

un contrôleur strictement passif avec gain fmi (Théorème de passivité, Chapitre 

3). Ensuite, nous démontrons que l'état interne sera asymptotiquement stable si 

nous pouvons satisfaire certains critères associés au lemme de Barbalat et si la 

fonction d'énergie du système satisfait les conditions de la fonction d'énergie 

de Lyapunov [BymesIW91, Sicard93]. Finalement, nous trouvons une loi de 

commande approximative, i.e. nous éliminons tous les termes qui sont des 

fonctions de l'accélération des membres et de ses dérivées et qui apparaissent 
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lors du calcul de la vitesse et de l'accélération désirées du moteur. Ces 

approximations sont justifiées par les propriétés de robustesse de la loi de 

commande. 

Nous pourSUIvons la conception de la loi de commande basée sur 

l'approche de passivité en considérant seulement l'état du moteur (position et 

vitesse) et aussi une caractéristique de flexion constante linéaire. La propriété 

de la robustesse est exploitée pour cette loi de commande. Les notions 

théoriques de ce chapitre sont tirées de [Sicard93]. Notons que nous 

considérons toujours du frottement visqueux au moteur dans le modèle du 

système présenté au chapitre 2. 

4.2 Approche de conception 

Considérons le modèle du manipulateur obtenu au chapitre 2. 

M(q)q+C(q,q)q+Dq+G(q)+Kq = Bu (4.1) 

Nous suivons une procédure de conception de la loi de commande qui est 

basée sur deux étapes: i) définir un signal d'anticipation basé sur le modèle du 

système afin de former un système d'erreur; ii) ajouter un retour d'état statique 

indépendant du système afm de stabiliser le système. 
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4.2.1 Étape 1 - Conception de signal d'anticipation 

Nous décomposons le signal de commande d'entrée comme 

(4.2) 

où off est le signal de la commande d'anticipation d'entrée et 00 est la 

commande d'entrée stabilisatrice. Le signal d'anticipation est choisi tel que la 

paire (00' y pv) soit passive, ou puisse être rendue passive par un retour d'état 

statique en y p (figure 4.1). Dans [OrtegaS88, ByrnesIW91], ils ont trouvé une 

paire passive entre la vitesse du moteur ('Îm) et le couple d'entrée (00 ), 

Cependant, en considérant le signal de commande que nous allons définir plus 

tard, nous pouvons trouver une paire passive entre y pv (une combinaison entre 

la vitesse et la position du moteur) et le couple d'entrée (preuve donnée à 

l'annexe A de [Sicard93]). 

4.2.2 Étape 2 - Stabilisation par rétroaction 

Nous choisissions un retour d'état statique R p (boucle interne) pour 

obtenir la passivité pour la paire (01' Y pv), et l'observabilité de l'état interne du 

système. L'observabilité sera utile pour obtenir la stabilité asymptotique de 

l'état du système. Ensuite, nous choisissons un retour d'état strictement passif 

R v avec gam fini (boucle externe). Le théorème de passivité 
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[VidyasagarD75] garantit la stabilité en L2 du système de u 2 à y pv. Nous 

employons ensuite l'analyse de stabilité par méthode d'énergie basée sur la 

théorie de Lyapunov pour démontrer que l'erreur de l' état du système et l'erreur 

de sortie convergent vers zéro asymptotiquement. Donc la sortie d'intérêt 

y -+ y d asymtotiquement. 

------------------------------------, 
Système d'erreur 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

: y 

Manipulateur 
avec joints 

flexibles 
1 
1 
1 
1 
1 __ _ ____________ _ ________ _ ___________ J 

'--------1 R p 

'-----------1 R 
v 

ypv 

yp 

Figure 4.1 Structure du contrôleur proposé. 

Les trois sorties dans le cas d'un robot avec joints flexibles sont choisies 

comme: la sortie d'intérêt y est généralement défInie en terme de la position du 

membre {y(t) = h(ql)}; la paire passive (UI' ypv) est choisie comme le 

couple du moteur et une combinaison entre la vitesse et la position du moteur 
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y pv = (cqm + CJm) (ou dans le système d'erreur y pv = (cqm + qm)); et qm (ou 

qm) a été utilisée comme y p" Nous avons défini l'erreur de position comme 

Il peut exister d'autres paires passives. Trouver les paires passives est 

toujours un problème difficile qui a été exploré dans Annexe A.2 de [Sicard93]. 

Cette approche possède les caractéristiques intéressantes suivantes: 

• Rv peut être un contrôleur de retour d'état strictement passif 

quelconque avec gain fmi. 

• Seulement y pv est nécessaire pour stabiliser le système, e.g. la position 

et la vitesse du moteur. 

• Une erreur faible dans le signal d'anticipation ne cause pas l'instabilité. 

• Applicable pour la stabilisation d'une consigne de position fixe et la 

poursuite d'une trajectoire. 

4.3 Signal d'anticipation propos 

Dans [Sicard93], Sicard a présenté plusieurs formes du signal 

d'anticipation et leur solution. Il a aussi démontré les conditions qui 

garantissent les bornes des signaux proposés pour le modèle général du robot 
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avec joints flexibles. La plupart des signaux d'anticipation proposés sont basés 

sur la dynamique inverse du système ou son approximation. 

Nous présentons dans cette section un signal d'anticipation qui est basé 

seulement sur l'état désiré avec le modèle complet. Il est défIni par: 

où B est défInie par (2.27) et K est défInie par (2.24) et représente la matrice 

des constantes de rigidité avec coefficients fInis. 

Bien que le signal d'anticipation basé sur l'état mesuré soit plus près du 

modèle réel du robot, il ne faut pas oublier que l'erreur due à la mesure (ou 

construction, surtout que la mesure de la vitesse est toujours bruitée) ajoute une 

erreur dans le signal d'anticipation et ceci causera une diminution de stabilité. 

Dans le modèle (2.26), la matrice des masses-inerties contient les couplages 

gyroscopiques et la solution proposée est tirée de [Sicard93]. 

4.3.1 Solution du signal d'anticipation proposé 

Considérons que Yd[i] =qld[i](t) , i =1, ... , n et Yd[i] est la i ème sortie 

désirée, et que ses ki premières dérivées temporelles existent et sont continues 

(i.e. y d[i] E Ckj 
) pour ki suffisamment élevé. Afm de trouver l'état désiré du 

moteur pour évaluer le signal d'anticipation, nous avons besoin de la trajectoire 
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désirée de la sortie et de ses dérivées temporelles, et du modèle complet du 

robot. Considérant que le signal d'anticipation uff' qmd(t) évalué et ses 

dérivées temporelles doivent être bornés avec les trajectoires de sortie désirée 

qld(t), et pour le modèle du manipulateur présenté en (4.3), nous devons 

établir des hypothèses: 1) sur la sortie désirée et ses dérivées temporelles; 2) 

sur le modèle afin de résoudre qmd (t) et ses dérivées. Pour obtenir un signal 

d'anticipation borné, les hypothèses suivantes sont posées. 

Hypothèse 4.1 : Le signal de position désirée est borné dans le temps par une 

constante fInie Yt = supllqld(t)II· 
t~O 

o 

Hypothèse 4.2 : Le signal de vitesse désirée est borné dans le temps par une 

constante fInie Ytd = sup 1141d (t)II· 
t~O 

o 

Hypothèse 4.3 : Le signal d'accélération désirée est bornée dans le temps par 

une constante fInie Ytcid = sup Ilqld (t)II· 
t~O 

o 

Hypothèse 4.4 : La caractéristique du frottement (D) est continue et constante, 

e.g. seulement le frottement visqueux est considéré et le frottement de Coulomb 

est nul. o 
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Les hypothèses précédentes sont nécessaires pour que le signal 

d'anticipation soit borné pour le modèle général du robot (2.3) avec joint 

flexibles. La preuve est donnée à l'annexe D de [sicard93]. 

Actuellement, nous voulons résoudre pour qmd (t) et démontrer que les 

conditions mentionnées pour que U ff soit borné sont rencontrées. 

Les hypothèses suivantes seront employées pour résoudre qmd (t) . 

Hypothèse 4.5 : Le kt premières dérivées temporelle de qld(t) sont données 
1 

et sont uniformément bornées dans le temps par des constantes finies y td. , 
1 

Il 
(kt · ) Il 

Ytdi =~~~ qld(i] i=l, ... ,n o 

Hypothèse 4.6 : La caractéristique de la rigidité est linéaire et telle que, pour 

les articulations flexibles, 

où Ke est défInie positive [Tomei91] . o 

Nous résoudrons ci-dessous pour qmd (t) dans le cas du modèle du robot 

avec le premier bloc de M 12 strictement triangulaire supérieur en tenant 
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compte du signal d'anticipation proposé (4.3). Ensuite nous allons appliquer 

les résultats de cette section au modèle SCARA représenté par (2.26). 

Pour le modèle (2.26) les matrices C 12 , C21 , C22 sont nulles et 

M 12 = M~l (avec le premier bloc de M 12 strictement triangulaire supérieur). 

Si le premier bloc de M 12 était nonsingulier, alors le choix des conditions 

initiales pour q md' i) md serait libre. 

Par l'hypothèse (2.1), nous avons, pour les m articulations flexibles: 

où l'indice [il identifie la /eme rangée du vecteur ou de la matrice. 

Sous ces conditions (4.3) s'écrit comme suit: 

O=Mll(qld)éild + M 12éimd +Cll(qld,i)ld)iJld +D1i)ld (4.4) 

+ G1 (qld) + k 1 (qld,qmd) 

Afm d'obtenir la forme analytique pour le signal d'anticipation d'entrée 

Off avec (qld' qld' tild) imposées, nous devons d'abord trouver 
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(qmd' qmd' qmd)· En évaluant (4.4) avec la trajectoire désirée qld et ses 

dérivées temporelles, nous allons obtenir qmd' qmd' qmd· 

Pour les articulations rigides, la consigne pour les moteurs est 

équivalente à celle des membres et est donc supposée connue a priori. Nous 

pouvons résoudre pour q md et ses dérivées temporelles pour les articulations 

flexibles de façon itérative du mième élément au premier si les hypothèses 4.4 et 

4.5 sont satisfaites avec kt . = 2(i + 1) avec i=l, ... ,m. De plus, l'hypothèse 4.7 
1 

garantit que (4.4) est défInie pour tout (qld ,qld ,qld). Alors pour qld et ses 

dérivées données, nous exprimons la mième rangée de (4.4) comme 

k[m] (QZd[m],qmd[m)) = -Xl (qld ,qld ,qld ,qmd) (4.6) 

où k[m] est la constante de rigidité du mième membre et 

Xl (qld ,qld,qld,qmd) = M ll[m,) (qld )qld + M 12[m,)qmd + D1[m]qld 

+ Cll[m,)(qld,qld)qld + G1[m](qld) (4.7) 

où [m,] identifIe les éléments de la mième rangée avec toutes les colonnes 

correspondantes de la matrice. 

En considérant l'hypothèse 4.6, nous obtenons, 
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qmd[m] = qld[m] + (k[m])-l [M ll[m,] (qld )qld + M12[m,]qmd 

+ Cl1[m,] (qld ,qld )qld + D1[m]qld + G1[m] (qld)] (4.8) 

Des hypothèses 4.5 à 4.7, nous pouvons démontrer que la solution de 

qmd[m] donnée par (4.8) existe et est unique puisque le terme en M 12[m,] ne 

dépend que des trajectoires désirées des articulations rigides. 

Les dérivées temporelles supérieures de qmd[m] s'obtiennent de (4.6): 

nous avons 

d k ( ) d ( ..... ) 
dt [ml qld[m],qmd[m] = - dt Xl qld,qld,qld,qmd 

= -X1d(qld,qld ,qld,qld,qmd ,qmd) (4.9) 

alors Q.md[m] s'obtient 

«lmd[m] = «lld[m] + (k[m])-l ~ [Mll[m,] (qld)êild +M12[m,]'imd 

+ Cl1[m,]( qld,«lld)«lld + D1[m]«lld + G1[m] ( qld)] 

De la même manière nous pouvons obtenir 'imd[m] par 

iimd[ m 1 = iild[ m 1 + (k[ ml) -1 :t: [M 1 ~ m,1 (q Id)ii Id + M 12[ m, Iii md 

(4.10) 

+ C l1[m,] (qld,qld)qld + D1[m]'Ïld + G1[m]( qld)] (4.11) 

Considérant la (m_l)ième rangée de (4.4), nous pouvons écrire 

l'expression suivante 
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(4.12) 

avec 

%2 (qld ,qld ,qld ,qmd) = M l1[m-I](qld )qld + M 12[m-I,m]qmd[m] 

+ M~[m-I,m+l:n]qmd[m+l:n] + Cll[m-l] (qld ,qld )qld 

+ D1[m-I]qld + G1[m-I](qld) (4.13) 

où [m-l, m] identifie l'élément de la (m_1)ième rangée et mième colonne de la 

matrice; l'indice 'R' sur M~ indique que le terme M I2 multiplie des 

grandeurs associées aux articulations rigides seulement. 

Si nous procédons comme précédemment, nous trouverons qmd[m-l]' 

qmd[m-l]' qmd[m-l] et de la même façon, nous poursuivons récursivement 

jusqu'au premier actionneur. 

Pour le modèle du manipulateur de type SCARA présenté au chapitre 2, 

i.e. avec les deux premiers membres flexibles et les deux derniers rigides, la 

solution qui est donnée par (4.6)-(4.13) pour les membres 1 et 2 est la suivante 

(en grandeurs réelles). 

qmd2 (t) = N2 (),~)kZd2 + kil Œ(2.96375 + 0.25mc)cos(qzd2) + [O.25375mc 

+ 2.8438]qZdI + [O.25375mc + 2.8438]qZd2 + 2e - 4ijmd3 

+ [2e - 4 + 3.75e - 3mc/ N4]qmd4 + [(2.96375 + O.25mc MEil sin(QZd2)] 

+ DZ2 QZd2 + [5.9275 + O.5mc]gy cos(qZdI + QZd2)} 



d 2 

ijmd2(t) = dt2 qmd2 

qmdI (t) = NI kidl + kI-
I Œ(5.9275 + O.5mc)cos(qld2) + O.50375mc+ 6.719]qldI 

+ [(2.96375 + O.25mc) CoS(qld2) + O.25375mc + 2.8438 ]q1d2 

+ 2e - 4qmd2 + 2e - 4qmd3 + [2e - 4 + 3.75e - 3mcj N4]qmd4 
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- k5.9275 + O.5mc)qldIéJld2 + (2.96375 + O.25mc)q~2 ]sin(qld2) + DlIéJldI 

+ [(7.1825 + O.5mc )COS(qldI) + (5.9275 + O.5mc )gy cos(qldI + qld2)n 

éJmdI (t) = ~ qmdI 

Notons que pour évaluer qmd[m]' nous avons besoin de q~:); pour 

, 1 .. b . d ( 6) ( 4 ) , 1 .. eva uer qmd[m-l], nous avons esom e %d et qmd[m]; et pour eva uer qmd[I]' 

·1 &; ,,(2(i+I» (2i) ·-1 [S· d93] 1 laut connaltre qld ' et qmd[m]' l- , ... , m lcar . 

Alors, le choix de la trajectoire désirée est important et elle doit être 

souple pour avoir la continuité sur les dérivées plus élevées. 
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Dans le cas des articulations rigides, il n'y a pas de déformation 

élastique. Alors l'état du membre est égal à celui de l'actionneur 

correspondant, tel que, en grandeurs réelles, 

qmd3=N3q/d3 

CJmd3=N3CJ/d3 

iimd3=N3ii/d3 

qmd4 = N 4q/d4 

CJmd4 = N 4CJ/d4 

iimd4 = N 4ii/d4 

En sachant que tous les coefficients des matrices masses-inerties et de 

Coriolis et centrifuge sont bornés (les coefficients des matrices sont des 

sommes et produits de sinus et cosinus), il résulte que l'état interne désiré 

( q md (t), q md (t), q md (t)) est borné si la sortie désirée q Id (t) et ses dérivées 

temporelles sont bornées comme dans l'hypothèse 4.5 avec 

kt. = 2(i + l),i=l, ... ,m. 
1 

Finalement, en substituant qmd,qmd,qmd,qld et qld dans (4.5), nous 

obtenons le signal d'anticipation d'entrée. 

4.4 Stabilité de la loi de commande proposée 

Nous considérons le signal d'anticipation qui est défIni en (4.3) avec C 

représenté par les symboles de Christoffel. 

Afm de trouver le système d'erreur, nous écrivons (4.3) sous la forme 

suivante: 



BUff = M(qd)iid +C(qd,qd)qd +Dqd +G(qd)+Kqd 

+ [M(q)iid +C(q,q)qd +Dqd +G(q)+Kqd] 
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-[M(q)iid +C(q,q)qd +Dqd +G(q)+Kqd] (4.14) 

Nous pouvons exprimer (4.14) comme 

BUff = M(q)iid + C(q,q)qd + Dqd + G(q) + Kqd 

+ {[M(qd) - M(q) ]iid + [C(qd,qd) - C(q,q)]qd 

+[G(qd)-G(q)]} (4.15) 

Si nous défInissions e comme l'erreur du signal d'anticipation, 

e = [M(qd) - M(q)]iid + [C(qd,qd) - C(q,q)]4d 

+ [G(qd) - G(q)] 

alors (4.15) va s'écrire 

(4.16) 

Nous rappelons le modèle dynamique du manipulateur avec joints 

flexibles. 

M(q)q + C(q,q)q +Dq +G(q)+Kq = Bu (4.18) 

DéfInissons 

(4.19) 

ou 
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(4.20) 

Combinons (4.17), (4.18), et (4.20), ce qui nous donne l'équation d'erreur du 

manipulateur en boucle ouverte. 

Buo = M(q)q + C(q,q)q + Dq + Kq - e (4.21) 

où q = q - qd est le vecteur de l'erreur de position. 

Retour statigue : Considérons un retour statique de l'erreur d'état du moteur 

comme 

Alors, pour la loi de commande suivante 

(4.22) 

l'équation d'erreur (4.21) devient: 

BUI = M(q)q + C(q,q)q + Dq + [K + BK pmB T]q - e (4.23) 

Fonction candidate de Lyapunov: Nous présentons une fonction candidate 

de Lyapunov définie dans [Sicard93] et dont le dernier terme est utilisé pour 

éliminer un terme croisé en q et q dans V. 
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VI =~q T[K +BKpmBT]q + cq TM(q)q +~qTM(q)q +Eq Tnq (4.24) 
2 2 2 

Pour permettre la positivité de VI indépendamment de c nous posons 

l'hypothèse suivante. 

Hypothèse 4.7 : K pm doit être choisi symétrique et doit satisfaire 

[K +BKpmBT]>O o 

Cette fonction candidate de Lyapunov est exprimée en considérant U o tel 

qu'il est défini dans (4.22). Nous évaluons la dérivée temporelle de VI en 

tenant compte de l'hypothèse 4.7 et de la caractéristique symétrique de n et de 

M: 

Vi = q T[K + BK pmB T]q + cq TM(q)q + cq TM(q)q +cq TM(q)q 

+~q TM(q)q + q TM(q)q +cq Tnq 
2 (4.25) 

et l'évaluons le long des trajectoires du système d'erreur défIni par (4.23). En 

substituant M(q)q de (4.23) dans (4.25) et considérant la caractéristique 

d'antisymétrie de (~M - C), nous obtenons 



Vi =-q T {D-cM(q)}q -cq T(K+BKpmBT)ï 

+ cq T {M( q) - C( q, q)}q + (Cq T + ci T )1UI 
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+ (cq T + q T ~ (4.26) 

Nous remplaçons e dans (4.26) par son expression (4.16) et nous obtenons 

f\ = -q T {D - cM(q)} q - cq T(K + BK pmB T)q 

+ cq T {M(q) - C(q,eJ)}q + (cq T + q T)Bu I 

+ (cq T + q TH [M(qd) - M(q)]'id + [C(qd,qd) - C(q,q)]qd 

+ [G(qd) - G(q)]} 

Nous écrivons Vi sous la fonne 

(4.27) 

avec 

7]= -q T{D - cM(q)}q - cq T(K + BKpmBT)q 

+ cq T {M(q) - C(q,q)}q + (cq T + q T){ [M(qd) - M(q) ]'id 

+ [C(qd,qd) - C(q,q) ]qd + [G( qd) - G( q)]} 

Hypothèse 4.8 : Supposons que c> 0, pour c à définir plus tard (section 4.4.1), 

de telle manière que VI > 0 et 7] ~ o. Pour ce, il faut que l'amortissement 

visqueux satisfasse 

[D - cM(q)]~ o. D 
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Proposition 4.1 : Si les hypothèses 4.7 et 4.8 sont satisfaites, l'entrée u) et la 

sortie (cq T + q T)B constituent une paire passive pour le système en boucle 

fermée (4.23). o 

Preuve: Évaluons l'intégrale temporelle de (4.27). 

(4.28) 

où q 0 est l'état du système à l'instant t 0 • 

Alors en respectant les hypothèses 4.7 et 4.8, (4.28) satisfait la définition 

3.5, i.e. la paire (u) , B T (cq + q)) est passive. o 

Cette paIre est passive mais pas nécessairement strictement passive. 

Notons aussi que la présence du frottement est nécessaire pour satisfaire 

l'hypothèse 4.8, et la proposition 4.1. Pour obtenir un système strictement 

passif et tirer des résultats plus forts, nous fermons la boucle suivante. 

Retour strictement passif : Choisissions un retour d'état strictement passif 

avec gain fmi Rv = Kvm entre u 1 et B T (cq + q) : 
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(4.29) 

où y pv = B T (cq + q) = cq~ + q~ est la sortie passive (la sortie passive est 

une combinaison des erreurs de position et de vitesse du moteur). 

Avec le théorème de passivité, nous avons la stabilité en L2 de u 2 à 

B T (cq + q). Donc, nous pouvons déduire la stabilité en L2 de u 2 à qm et 

qm. Rv peut être quelconque, mais défini positif. 

4.4.1 Évaluation de la stabilité et du taux de convergence 

Nous pouvons montrer que si l'origine est localement exponentiellement 

stable, les conditions suivantes sont satisfaites (e.g. [Sicard93]). 

Dans le voisinage de (q, q) = (0,0), il existe une fonction scalaire V, 

V(t,q,q)=O pour (q,q) = (0,0) pour tout t>to, et des constantes a,p,y>O 

tel que 

V ~allxll2 

V ~_YllxI12 

IIV xV Il ~ pllxll 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 
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Preuve (que ces conditions impliquent la stabilité exponentielle) : l'équation 

(4.32) avec V= 0 pour (q, ëj) = (0,0) implique que pour une certaine constante 

K>O 

(4.33) 

où nous pouvons choisir K = f3 .Le taux de convergence sera évalué de (4.31) 
2 

et (4.33): 

(4.34a) 

(4.34b) 

Si nous choisissons K = maX(K l' K 2) et y = min(y l' Y 2) nous allons 

obtenir 

. y 
V~--V 

K 

(4.35) 

Tel que (j = L représente la borne inférieure du taux de convergence de V dans 
K 

l'équation précédente. 

V~-aV (4.36) 

o 

Notons qu'une bonne évaluation du taux de convergence est donnée par 
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4.4.1.1 Système d'erreur en boucle fermée 

Nous considérons le système d'erreur en boucle fermée qui est donné par 

l'équation suivante en substituant (4.29) dans (4.23) 

BU2 = M(q)q + C(q,q)q + [K + B(cKvm + Kpm)BT]q 

+[D+BKvmBT]q -e (4.37) 

Nous voulons exprimer les conditions pour des valeurs fixes des gains 

K pm et Kvm du système afin de prouver la stabilité locale exponentielle et de 

trouver son taux de convergence a. 

Nous écrivons la fonction candidate de Lyapunov suivante basée sur la 

commande par retour d'état réduit: 

(4.38) 

Évaluons la dérivée de V2 par rapport au temps le long des trajectoires du 

système donné par son équation d'erreur (4.37) et en considérant u2 = 0, la 

caractéristique d' antisymétrie de (li 1\1: - C) et que la matrice K est 

symétrique: 
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V2 =-cq TlK +BKpmBT +cBKvmBT n -cq TBKvmBTq 

+ cq T[M(q,q) -C(q,q)]q - q T[n + BKvmBT - cM(q)JI 

+ (cq T + q T)e (4.39) 

Donc, nous procédons afm que V2 et V2 satisfassent (4.30), (4.31), 

(4.32), (4.33). 

Premièrement, nous voulons garantir que V2 est positive. Nous écrivons 

le terme croisé de (4.38) sous la forme ci-dessous 

De (4.39) nous trouvons qu'il est nécessaire que c> O. 

Substituant (4.40) dans (4.38), en négligeant le terme positif 

Ainsi de (4.41) , 

(4.42) 

et pour avoir V2 > 0, la condition suivante doit être respectée 
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Dans la commande par retour d'état réduit Ouste l'état du moteur), cette 

condition correspond à 

w= 

où 

1 
1 2M" -cs 12 

W1 : 
1 02x2 

--------------4-------p--------------} 
2M" 0 1 K" ,,2M" K" - cs 21 2x2! pm + C m - S 22 + vm 

N,-2K K' {n' 2M' K'} > 0 
e + pm + C m - S 22 + vm 

(4.43) 

[
0 2e -4] T Avec, tel que présenté à l'annexe A.4, Mb = 0 0 = M 21 , 

" [2e - 4 2e - 4 + 3.75e - 3me / N4 ] "T , [0 2e
o
- 4] 

M 12 = =M21 , M 22 = 
2e-4 2e-4+3.75e-3me/ N4 0 

M " _ [2e - 4 + (10 + me)/ Ni 0 ] 
22 - 2 ,et o 2e-4+3.75e-3me/N4 
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[K~m 
K pm = 0 

o ] ,[K pmI 
K;m ,avec K pm = 0 0] "= [Kpm3 

K ' K pm 0 
pm2 K:mJ 

_[K~ o ] ,[Kvml o ] K" = [Kvm3 K~J Kvm- " ,avec Kvm = 
0 Kvm 0 K 'vm 0 

vm2 

Nous notons que la matrice de K est défInie semi-positive. Donc, si le 

tenne additionnel est positif, alors West déftnie positive. Ceci conduit à une 

valeur très faible de c puisque nous devons nous fier au frottement des 

membres pour obtenir la positivité. Afin d'obtenir les contraintes sur c pour la 

loi commande de l'état réduit, nous allons utiliser la procédure suivante. 

Selon le théorème de Sylvester, il est nécessaire que tous les tennes de la 

diagonale de W soient positifs pour que W soit positif. Aussi, tous les mineurs 

principaux doivent être positifs. Analysons donc W 1. 

Considérons la matrice symétrique W 1• Nous désirons la factoriser sous 

la fonne d'une sommation de deux matrices, W1=A+B, dont A est symétrique 

et semi-positive. Maintenant si la matrice B est symétrique et positive, W 1 sera 

positive et la condition W1 > 0 est satisfaite. K est symétrique et semi-déftnie 

positive, et la sous matrice K e de cette matrice est diagonale et positive. 

Considérons la somme suivante de matrices: 
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N /- 1K 2M' ] - e - CE 12 

K" e 

[
Ke -K~ 0 ] 

+ 0 N/- 2K
e 

- K~ 

(4.44) 

Les variables de K~ et K~ sont choisies pour que la première matrice soit 

semi-défmie positive (les critères sont présentés à l'annexe B). 

RécrivonsVV} comme 

w=[ K~ ,-1 2, -N Ke -CE M 21 

N,-IK 2M' ] - e -CE 12 

K" e 

(4.45) 

De la discussion précédente, VV 1 est positive si la deuxième matrice est 

positive. La terme inférieur sur la diagonale peut toujours être rendu positif 

avec K~m et K~m suffisamment grands, pour toute valeur de c. Pour l'autre 

terme, nous écrivons 
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min 0-( ~K ~) + C min o-(D [ ) - c &2 max o-(M Il ( q)) > 0 (4.46) 

où 0-(') représente la valeur singulière de la matrice. 

De (4.46) et la condition (4.42) nous obtenons la première limite de cmax ' 

(4.47) 

où nous défmissons aK = min()(L1K~), r M = max o-(M l l (q)) 

aD
I 
= mino-(D[). 

Si nous négligeons a DI ' qui est souvent faible, nous obtenons 

Nous obtenons W positive en posant K;m et K;m suffisamment grands. 

Donc la condition (4.30) est satisfaite avec cmax ' 

De (4.38) et la relation suivante 

nous pouvons exprimer la borne supérieure de V2 comme 
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où Yv = lin +BKvmBT Il et yp = IIK +BKpmB
T 

II· 

De (4.39) et la propriété suivante [Sicard93]: il existe YI tel que 

Nous pouvons écrire (4.39) sous la forme suivante 

V2 = V + (cq T + q T )e 
~ V + (11Cq Til + Ilq TII)lleli 
~ V + pllxll·llell (4.48) 

avec p = (c + 1) [Sicard93] et 

V =-cq T[K +BKpmBT +cBKvmBT]q -cq TBKvmBTi) 

+ cq T[M(q,q) - C(q,q) ]i) - i) T[n + BKvmB T - cM(q) ]i) (4.49) 

Donc nous trouvons les conditions suffisantes pour que V soit négative 

et ceci nous conduit à celles pour V2 • 

V ~ -{av -cy M }11«i11 2-(ap +cavm )lIqIl2+ CYI!!q TIIII«i1l2 

+ cYlllqTIIII«illlliId Il + cavmllqllll«ill (4.50) 
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De (4.50), nous devons satisfaire les conditions suivantes 

a p + cavm > 0 et av - cr M > 0 

La première conditions est satisfaite par l'hypothèse 4.7. Pour la deuxième 

condition, nous imposons l'hypothèse suivante. 

Hypothèse 4.9 : Pour c > 0 , il faut choisir Kvm tel que 

o 

Ainsi avec 

et 

nous pouvons écrire (4.50) comme suit: 
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Supposons que Ytd = max Il «id Il est la vitesse désirée maximale du système 

(bornée et connue) et Ye = sup Il q Il est uniformément borné tel que 
t 

En fait, la région d'attraction limitée par Ye pourrait être agrandie 

arbitrairement en fixant c. De toute façon, le taux de convergence dépend des 

conditions initiales. Le frottement dissipatif du membre est une condition 

essentielle pour garantir que y v > 0 . 

Alors nous pouvons écrire 

(4.51) 

où 

cavm -2 cY l -2 
Y2 =av -cYM -cYIYe - 82 ---83 Ytd 

2 2 

Donc Ji" est négatif si y 1 et y 2 sont positifs. Alors pour une valeur fixe 

de82 choisie telle que av -CYM -CYIYe - cavm 822 >0, nous avons 
2 
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CYl Cavm 2 
TYtd 2 ap +cavm - - 2- &2 

----------'=--------- < &3 < ------=----
CYvm -2 CYl 

av - CYIYe - CY M - - 2 - &2 TYtd 

(4.52) 

De (4.52) et pour une erreur maximale de position imposée (i.e.Ye ), Ytd doit 

satisfaire la condition suivante 

[(av -cy/y, -GYM _cY;m &ï2 )(ap +cavm{l- ~ ))r 
Ytd < =---------------------=-­

cYl 
2 (4.53) 

Nous pouvons déterminer le taux de convergence par 

En choisissant des gains du moteur suffisamment grands, nous pouvons 

élargir la région d'attraction pour un robot rigide. Si le maximum de la vitesse 

désirée Y td augmente, la borne permise d'erreur de la trajectoire Ye décroît 

rapidement avec des gains et C fixés, Le. la région d'attraction de convergence 

diminue aussi. 

Aussi les conditions de l'hypothèse 4.8 sont établies par la même 

démonstration en remplaçant V par 1] . 
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Dans (4.48), plus le terme Il e Il sera grand (correspondant à l'effet d'une 

erreur de suivi de trajectoire) plus les conditions seront sévères pour assurer 

V2 ~ o. Il s'en suivra une diminution des performances. 

4.4.2 Discussion de la stabilité 

Considérons le lemme suivant: 

Lemme 4.1 [Sicard93] : Considérons t/J:91 ~ 91+, une fonction continue et 

différentiable. Supposons qu'il existe des constantes finies rI> 0 et r 2 > 0 

tel que 

1 

et lim sup flt/J(s)1 ds < r 2 

I~oo 10 

Alors, t/J ~ 0 uniformément en t, i.e. '\f e > 0, 3 T(e) > to indépendant de to tel 

que 1t/J(t)1 ~ e, '\ft> T(e). o 

1) D'un côté, nous avons déjà conclu que 

qmd(t), c'Jmd(t), ê:imd(t) sont bornés (section 4.3.1), et que les 

trajectoires du système sont bornées par l'argument de Lyapunov 

de la section 4.4.1. Ainsi la dérivée de la sortie passive 



Iy pv 1 = Icq~ + q! 1 est également bornée. Donc par le lemme 4.1, 

pour fjJ(t) = y pv , Y pv ~ 0 uniformément et ainsi qm ~ 0 et 

qm ~ 0 et la stabilité interne est garantie. 

2) D'un autre côté, si V2 et - V2 sont définies positives, nous 

pouvons établir une stabilité asymptotiquement locale plus forte 

par le théorème de Lyapunov. Cela est possible en choisissant 

une valeur convenable de c. 
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De 1 et 2, il résulte que l'origine est un point stable pour le système si 

" e Il est suffisamment faible. 

4.5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons proposé une loi de commande pour un 

manipulateur avec joints flexibles par retour d'état partiel, seulement l'état du 

moteur, qui est basée sur la passivité. 

Cette loi de commande prend en compte la caractéristique linéaire de 

flexibilité et le modèle général du robot qui comprend l'effet gyroscopique. 

La loi de commande proposée est constituée de deux parties: la première 

partie, le signal d'anticipation qui est indépendant du modèle du système, et la 

deuxième partie, le stabilisateur, qui est basée sur le retour de l'état du moteur. 
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Le signal d'anticipation s'obtient avec l'état désiré du manipulateur. Donc 

pour implanter cette loi de commande, le signal d'anticipation se calcule de 

façon hors-ligne pour sauver beaucoup de temps de calcul au niveau de 

l'implantation. 

La solution du signal d'anticipation est donnée pour le modèle d'un robot 

SCARA en tenant compte des conditions nécessaires que nous avons décrites 

dans la section 4.3.1. 

Nous avons démontré la stabilité asymptotique locale par le théorème de 

Lyapunov et déterminé le taux de convergence en présence du frottement 

dissipatif des liens. 



CHAPITRE 5 

LOI DE COMMANDE AVEC RETOUR DE L'ÉTAT COMPLET 

5.1 Introduction 

Nous avons employé seulement l'état du moteur dans le chapitre 

précédent pour stabiliser le robot. En effet, l'état du lien a été utilisé seulement 

pour évaluer le signal d'anticipation. Afm d'améliorer la performance en 

poursuite de trajectoires d'état du système, nous ajoutons le retour d'état du 

lien au signal d'anticipation en supposant qu'il est disponible par mesure (ou 

reconstruction). Ainsi, nous changeons la forme de la trajectoire désirée du 

moteur afm d'obtenir une meilleure performance pour la position du membre. 

Alors le nouveau signal d'anticipation basé sur (4.3) employé au chapitre 4 

s'exprime comme suit: 

BUffe = M(qd)qd + C(qd,qd)qd + Dqd + G(qd) + Kqd 
~T ~ ~T ~. 

-B KplBq -B Kv/Bq (5.1) 

où B = [12x2 , 02x4] ; K pl = diag( k pll , k p12) et K vi = diag( kvll , kvl2 ) sont 

les matrices diagonales du correcteur proportionnel et dérivatif des liens 

respectivement. 
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5.2 Système d'erreur 

Combinons les équations (4.16), (4.18), (4.20) et (5.1) et tenons compte 

le retour statique d'état du moteur K pm; il résulte l'équation d'erreur du 

manipulateur en boucle ouverte : 

BUl = M(q)q + C(q,cnq + Dq - e 

+ [K + BK pmB T + jjTK Plî(k + jjTKv/jjq (5.2) 

Pour démontrer la passivité et la stabilité du système, nous exprimons le 

signal d'anticipation sous la forme: 

où - B T U 1 est strictement passif pour K pl > 0 et K vi > O. 

5.3 Contrôleur strictement passif 

Nous avons aussi déjà trouvé à la section 4.4 que l'équation d'erreur du 

système en employant le retour d'état partial K pm est passive. De la 

caractéristique des systèmes passifs, nous savons que la fermeture d'une boucle 

passive sur un système passif nous donne un système passif. Donc, en ajoutant 



83 

B T U 1 au signal d'anticipation, la propriété de passivité du système reste 

toujours la même. En conséquence le système d'erreur (5.2) possède la paire 

D'avoir ajouté le terme jjTKprBq au signal d'anticipation modifie le 

choix de la fonction d'énergie VI (4.24) qui devient 

(5.5) 

Considérons que K pl est symétrique. Donc la dérivée de la fonction V3 

est donnée par: 

(5.6) 

Considérons l'hypothèse suivante: 

Hypothèse 5.1 : K pl doit satisfaire la condition suivante 

o 

Ceci est facile à satisfaire en ayant K pl > 0 et K pm > 0 d'amplitudes 

suffisantes. 
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Nous pouvons démontrer que pour le système représenté avec la fonction 

d'énergie V3 ' l'erreur de la position et de la vitesse de l'état du système 

convergent uniformément vers zéro de façon exponentielle. 

5.4 Évaluation de l'état désiré 

Nous considérons que qld[i](t), i =1, ... , n et ses k premières dérivées 

temporelles existent et sont continues (Le. qld[i] (t) ECk) pour k suffisamment 

élevé. Afin d'évaluer le signal d'anticipation (5.1), nous avons ainsi besoin de 

l'état désiré du moteur. Cet état est toujours disponible avec la mesure ou la 

reconstitution pour les positions et les vitesses de moteurs. En injectant les 

erreurs de position et de vitesse lors du calcul de l'état désiré du moteur, nous 

changeons la forme de la trajectoire désirée du moteur. 

Mais l'existence de la force/couple gyroscopique ne permet pas 

d'évaluer l'état désiré du moteur q~l[i](t) pour le k > 1 avec une méthode 

analytique. Par conséquent, lors de l'évaluation du signal d'anticipation nous 

employons une méthode approximative et nous négligeons les termes de K pl et 

KVI qui contiennent l'état réel des membres avec dérivées supérieures à 1. 

Par exemple pour l'état désiré des moteurs 1 et 2, nous avons 



qmdl =q~dl -inv(k1)N1{kplI (qZl -qZdl)+kv/1(41I-4zdl)} 

4mdl = 4~dl - inv(k1 )N1 { k plI (4Z1 - 4ZdI)} 
.. .., 
qmdl = qmdl 

qmd2 =q~d2 -inv(k2)N2{kpZ2(qI2 -qld2)+kv12 (412 -4ld2)} 

4md2 =4~d2 -inv(k2)N2{kp12 (4/2 -4ld2)} 
.. .., 
qmd2 =qmd2 
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où q Il' q Il' q l' q 12 sont les valeurs mesurées de l'état des moteurs 1 et 2; 

q mdl' q mdl' ij mdl et q md2' 4 md2' ij md2 sont les résultats de l'évaluation de l'état 

désiré des moteurs 1 et 2 par retour d'état complet et q~dl' 4~dl' ij~dl et 

q:n2' q:n2' ij:n2 représentent l'état désiré des moteurs 1 et 2 évalué par retour 

d'état partiel. 

5.5 Conclusion 

Nous avons employé le retour d'état du membre afm d'améliorer la 

poursuite de la trajectoire désirée et la performance du système. Pour ce, nous 

avons ajouté le retour d'état du membre au signal d'anticipation. Étant donné 

que nous n'avons pas réussi à résoudre l'état du moteur, nous avons utilisé une 

méthode approximative et nous négligeons les termes en K pl et Kvl qui 

contiennent l'état réel des membres avec dérivées supérieures à 1. 



CHAPITRE 6 

VALIDATION DES RÉSULTATS 

Nous illustrons dans ce chapitre les résultats de la simulation par les 

méthodes de retour d'état partiel et complet. La simulation numérique est 

effectuée pour une charge constituée d'un cube avec une masse de 20 kg 

attachée au quatrième membre. Nous considérons les paramètres du système 

comme présentés à l'annexe A. 

Nous présentons les résultats de simulation sous les conditions suivantes: 

(i) les conditions initiales: q. = qm = 0.02 rad pour chacune des articulations, 

i.e. aucune déformation élastique; (ii) la consigne est un échelon avec la valeur 

finale de 0.1 rad, ou la consigne d'entrée pour la position du membre est du 

type cosinus: 0.0125*(l-cos(5t))3 (une entrée suffisamment souple avec une 

pulsation de 5 radis). La vitesse et l'accélération désirées pour le cas d'entrée 

échelon sont nulles. 

Nous considérons l'état du moteur ramené du côté membre. Donc les 

grandeurs sont présentées mises à l'échelle. Dans tous les cas le frottement 

visqueux des membres et des moteurs est considéré Dl = diag{ 0.01, 0.01 } et 

Dm = diag{0.4096, 0.4096, 0.6169, O.4096} (mise à l'échelle) respectivement. 

Les résultats complets de simulation sont présentés à l'annexe D. 
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6.1 Retour d'état partiel (état des moteurs) 

Nous employons le modèle présenté à la figure 6.1 afin de simuler le 

robot manipulateur décrit au chapitre 4 en tenant compte du retour de l'état 

partiel. 

Ut=(4.29) 

!-._._._.- .- ._._ .- ._._._._._._._._._._._._._ ._._._._.-1 
1 

i 
i 

uo=(4.22) 

Système d'erreur 

Composante 
Dynamique 

(4.1) 

Figure 6.1 Structure du système pour le retour d'état partiel. 

Un échelon de consigne d'entrée résulte en une position désirée constante 

du moteur (qmd). Les gains du retour d'état partiel sont choisis comme 

K pm = diag{1.5, 15, 15,1.5} et K vm = diag{0.25, 0.2, 0.17, O.1} (grandeurs 

réelles). Le choix des gains du contrôleur est important pour obtenir 

l'amortissement voulu des réponses de la position du membre (Figure 6.2). La 
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source principale de cet amortissement est le frottement visqueux des membres. 

Pour obtenir des réponses plus amorties du membre, la bande passante 

d'asservissement du moteur doit être faible pour éviter d'exciter les modes 

naturels de la structure mécanique. 

qII (rad) vs le temps (sec) 
0.05 r---...---...,....-----, 

q12 (rad) vs le temps (sec) 
0.05 r------.----.-------, 

-0.1 '---_ ............ __ ....0...-_--' -0.1 '------'---............ ---' 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Figure 6.2 Erreur de position des membres 1 et 2; 

consigne échelon, état partiel. 

La figure 6.3 montre l'erreur de position des actionneurs 1 et 2. Le 

temps de réponse est environ 0.3 sec. Nous remarquons que la réponse des 

moteurs est initialement en avance sur celle des membres par l'effet du ressort 

qui doit être bobiné. 

La figure 6.4 présente les couples délivrés par les moteurs 1 et 2. Ceci 

décrit une caractéristique importante du moteur, soit le couple maximum fourni. 

Dans notre cas, le couple maximum pour les moteurs 1 et 2 est égal 491.5 Nm. 

Nous remarquons aussi qu'après le régime transitoire, le couple converge vers 

une constante. 



q- 1 (rad) vs le temps(sec) 
0.05 .-'-m"-------.-__ ---.-__ --. 

qm2 (rad) vs le temps(sec) 
0.05 r--------.-----.--------, 

o 

-0.1 '---_--'-__ .....L..-_-----' -0.1 '-------'----'--------1 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Figure 6.3 Erreur de position des actionneurs 1 et 2; 

consigne échelon, état partiel. 

500 

400 

300 

200 

100 

0 

-100 

-200 
0 

UI et U2 (N.m) vs le temps(sec) 

0.5 1 1.5 

Figure 6.4 Couple des moteurs 1 ('0') et 2 ('x'); 

état partiel, consigne échelon. 
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La position des membres et des actionneurs sont montrées aux figures 

6.5 et 6.6 pour une entrée du type cosinus. Cette forme est plus souple par 
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rapport à l'échelon, donc la trajectoire de l'état est moins oscillatoire. Nous 

observons la convergence des trajectoires vers la consigne et l'apparition 

d'oscillations amorties lorsque la dérivée de la consigne varie rapidement. 

ql1 (rad) vs le temps (sec) 
0.15 r-----,---...,..-------, 

0.1 

0 

-0.05 
0 0.5 1 1.5 

0.03 
"if/l (rad) vs le temps (sec) 

0.02 

0.01 

0 

-0.01 
0 0.5 1 1.5 

q/2 (rad) vs le temps (sec) 
0.15 r-----,----.--------, 

0.1 

0.05 

0 

-0.05 
0 0.5 1 1.5 

0.03 
"if/2 (rad) vs le temps (sec) 

0.02 

0.01 

0 

-0.01 
0 0.5 1 1.5 

Figure 6.5 Position des membres 1 et 2 ('0': obtenue; 'x': désirée) avec les 

erreurs correspondantes; entrée cosinus, état partiel. 



qml (rad) vs le temps (sec) 
0.1 r---~--~------, 

0.05 

o 

-0.05 L..-..-_---'-__ _'___---J 

o 0.5 1 1.5 

([ml (rad) vs le temps (sec) 
0.03,..------r---.------, 

0.02 

0.01 

o 

q m2 (rad) vs le temps (sec) 
0.1 f----...,.....--~---, 

0.05 

0.5 1 1.5 

([m2 (rad) vs le temps (sec) 
0.03 ..------r--~---, 

0.02 

0.01 

o 

-0.01 '---~--------' -0.01 '---~---'------' 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 
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Figure 6.6 Position des actionneurs 1 et 2 ('0': obtenue; 'x': désirée) avec 

les erreurs correspondantes; entrée cosinus, état partiel. 

La figure 6.7 illustre le couple fourni par les actionneurs 1 et 2. Le 

couple maximum délivré du moteur 1 est de 206.41 Nm et celui du moteur 2 est 

de 122.88 Nm. 
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Uj et U2 (Nom) vs le temps(sec) 

~50~----------~----------~--------~ 
o 005 1 105 

Figure 6.7 Couple des moteurs 1 ('0') et 2 ('x'); état partiel, entrée cosinus. 

6.1.1 Augmentation de la pulsation de l'état des moteurs 

Pour accélérer la réponse dynamique du système, il faut augmenter la 

bande passante du moteur. Ceci sera faisable en choisissant les gains plus 

élevés pour le correcteur proportionnel du moteur et évidemment en 

augmentant les gains du correcteur dérivatif afin d'amortir les oscillations du 

moteur. Dans ce cas, pour obtenir un temps de réponse d'environ 0.15 seconde 

pour la position des actionneurs du système, nous choisissons 

K~m = diag{5, 5,5, 5} et K~m = diag{0.7, 0.65,0.5, 0.2} (grandeurs réelles). 
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Les figures 6.8 et 6.9 illustrent l'état du système dans ce cas. Notons 

que nous n'injectons aucun amortissement aux membres du manipulateur sauf 

du frottement naturel. Ainsi les oscillations des membres sont dues à 

l'excitation de la partie mécanique du système. Dans ce cas, le temps de 

réponse du système a légèrement diminué malS le temps de stabilisation a 

augmenté (comparer aux figures 6.2 et 6.3). 

Les trajectoires obtenues pour les troisième et quatrième membres sont 

très semblables à celles de la section précédente (Voir annexe D. L'effet 

gyroscopique cause du dépassement au niveau du membre trois. Ce problème 

se règle facilement en ajoutant du gain dérivatif à ce moteur. 

ifll (rad) vs le temps (sec) 
0.05 r-----,---......----, 

ifl2 (rad) vs le temps (sec) 
0.05,------.----.-----, 

-0.1 L---____ ~ __ -J -0.1 L---_~ __________ --' 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Figure 6.8 Erreurs de position des membres 1 et 2; consigne 

échelon, état partiel avec K~m' K~m. 



qml (rad) vs le temps (sec) 
0.05 r---~----"----, 

0 

-0.05 

-0.1 
0 0.5 1 1.5 

qm2 (rad) vs le temps (sec) 
0.05 ,-:::"---..---~--, 

0 

V -0.05 

-0.1 
0 0.5 1 1.5 

Figure 6.9 Erreur de position des actionneurs 1 et 2; consigne 

échelon, état partiel avec K~m' K~m' 

6.1.2 Augmentation du frottement des membres 
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Comme nous avons vu par les résultats de la section précédente, la 

passivité ne garantit pas la perfonnance. Nous supposons que nous pouvons 

manipuler le frottement du membre afm d'améliorer la perfonnance de la 

trajectoire de l'état du système. Nous choisissions le frottement des membres 1 

et 2 à 100, i.e. Dl = diag{ 1 00, 100} (mise à l'échelle), et les gains des 

correcteurs du moteur à K~m = diag{5, 5, 5, 5} et 

K~m = diag{0.63, 052, 0.3, O.l} (grandeurs réelles). Nous présentons les 

positions des membres et des moteurs du système aux figures 6.10 et 6.11. 



?fII (rad) vs le temps (sec) 
0.05,-------.----,...-----, 

q12 (rad) vs le temps (sec) 
0.05.--------,.----,-----, 

-0.1 '---~--~-----' -0.1 '--_~ __ ~ __ ...J 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Figure 6.10 Erreur de position des membres 1 et 2; consigne 

échelon, état partiel avec K;m' K~m et Dl. 

?fml (rad) vs le temps (sec) 
0.05 .----------.----,...-------, 

0

1 
-

-0.05 

-0.1 '----~---'------I 
o 0.5 1 1.5 

iJm2 (rad) vs le temps (sec) 
0.05,.------,.----,-----, 

0 

V -0.05 

-0.1 
0 0.5 1 1.5 

Figure 6.11 Erreur de position des actionneurs 1 et 2; consigne 

échelon, état partiel avec K;m' K~m et Di. 

95 

Nous constatons que pour accélérer la réponse dynamique du système 

dans la section précédente, le temps de stabilisation de l'état des membres et 

des moteurs a aussi augmenter. Cependant en ajoutant le frottement des 

membres, le système (l'état du moteur et du membre) se stabilise plus 

rapidement. En d'autres termes, l'effet d'ajouter du frottement aux membres 
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est d'améliorer la performance dynamique du système. 

6.2 Retour d'état complet (état des moteurs et des membres) 

Le problème de stabilité de l'état des membres peut être réglé en ajoutant 

du frottement aux membres. Mais en pratique, l'ajout d'un amortisseur 

mécanique augmente les pertes. Dans ce cas, nous ajoutons le retour d' état du 

lien au signal d'anticipation afin d'augmenter le frottement dissipatif du lien et 

fmalement d'amortir les oscillations de l' état du membre (Schéma 6.12). 

ul=(4.29) 

,- ._._.- .- ._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._.-1 
i . 

uo=(4.22) 
i 

Système d'erreur 

Composante 
Dynamique 

(4.1) 

!_._._ ._._._._.- .-.- ._._._._._ ._._._. _._._._._._. _._.- . 

Figure 6.12 Schéma du système pour le retour d'état complet. 

Avec la commande d'état complet, le signal de la consigne du moteur est 

tel qu'il injecte de l'amortissement. Notons cependant qu'une approximation du 

signal d'anticipation est employée afin de ne pas devoir mesurer les dérivées 
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des vitesses et pour trouver une expression analytique du signal d'anticipation. 

Les gams des correcteurs des moteurs choisis sont 

K;~ =diag{S,S,S,S} et K~:n =diag{12, O.S, 0.4, 0.2} (grandeurs réelles) et 

les gains des correcteurs des membres choisis sont K pl = diag{3200, 800} et 

KVI = diag{670, 70} (grandeurs réelles). 

q/1 (rad) vs le temps (sec) 
0.15 ..---~----~-----, 

0.1 r--:J'h-"-----------i 

ql2 (rad) vs le temps (sec) 
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0.05 .----~----~-----, 
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0.05 .----~----~-----, 

-0.1 ~------'-----~--~ -0.1 ~--~----~-------' 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Figure 6.13 Position des membres 1 et 2 ('0': obtenue; 'x': désirée) avec 

les erreurs correspondantes; consigne échelon, état complet. 

La figure 6.13 montre la position et l'erreur de position des membres. 

Alors, nous réussissons à améliorer le dépassement et le temps de stabilisation 

ainsi que le temps de réponse par rapport au retour d'état partiel L'ajout du 



98 

retour d'état du lien au signal d'anticipation déforme la trajectoire désirée du 

moteur (Figure 6.14). Ce changement nous permet d'améliorer la trajectoire 

obtenue du membre. 
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Figure 6.14 Position des actionneurs 1 et 2 ('0': obtenue; 'x': désirée) avec 

les erreurs correspondantes; consigne échelon, état complet. 

Les couples fournis par les actionneurs 1 et 2 dans ce cas sont donnés 

par la figure 6.15. Le couple maximal du moteur 1 est de 858.11 Nm et celui 

du moteur 2 est de 1443.3 Nm. Le couple instantané a augmenté mais par 

contre le temps de stabilisation a énormément diminué par rapport au cas de 

l'état partiel. 
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Figure 6.15 Couple des moteurs 1 ('0') et 2 ('x'); 

état complet, consigne échelon. 
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Les réponses de l'entrée du type cosinus sont montrées aux figures 6.16 

et 6.17. Nous notons un meilleur amortissement des oscillations de l'erreur de 

trajectoire des membres et un meilleur suivi des trajectoires qu'aux figures 6.6 

et 6. 7 (état partiel). 
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Figure 6.16 Position des membres 1 et 2 ('0': obtenue; 'x': désirée) avec 

les erreurs correspondantes; entrée cosinus, état complet. 

Dans le cas de l'entrée du type de cosmus, le couple maxunum de 

démarrage fourni par le premier moteur est de 211.72 N.m et celui de deuxième 

est de 360.83 N.m (figure 6.18). Cette augmentation de l'effet de commande 

est le prix à payer pour obtenir un meilleur suivi des trajectoires. 
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Figure 6.17 Position des actionneurs 1 et 2 ('0': obtenue; 'x': désirée) avec 

les erreurs correspondantes; entrée cosinus, état complet. 
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Figure 6.18 Couple des moteurs 1 ('0') et 2 ('x'); 
état partiel, consigne cosinus. 
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6.3 Robustesse de la performance de la loi de commande 

6.3.1 Variation de la constante de torsion 

Nous employons une constante de torsion 25% inférieure et 25% 

supérieure à celle de la valeur exacte pour évaluer le signal d'anticipation et 

étudier la performance du système vis-à-vis la variation de la constante de 

rigidité (généralement la constante de torsion n'est pas connue précisément). 

ql1 (rad) vs le temps (sec) QZ2 (rad) vs le temps (sec) 

0.1 
0.1 

0.05 

0 0 
0 0.5 1 0 0.5 1 

0.05 
ql1 (rad) vs le temps (sec) 

0.05 
q12 (rad) vs le temps (sec) 

0 0 

-0.05 

-0.1 -0.1 
0 0.5 1 0 0.5 1 

Figure 6.19 Position des membres 1 et 2 avec ses erreurs; état 

complet, consigne échelon,[I(-);O.75('o');1.25('x')] K e. 

La figure 6.19 illustre les résultats de simulation pour la loi de commande 

avec retour d'état complet en tenant compte de la variation de la constant de 
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rigidité. La stabilité est aussi maintenue avec une variation de la constante de 

torsion. Le temps de réponse change peu mais le dépassement et le temps de 

stabilisation sont affectés (Les gains des correcteurs sont les mêmes qu'à la 

section 6.2, l'état complet). 

6.3.2 Variation des conditions initiales 

Nous comparons les résultats de la simulation avec les conditions 

initiales de 0.02, -0.02, et -0.05 rad pour les positions de l'état du système. Les 

vitesses initiales de l'état du système sont toujours considérées nulles. 

qll (rad) vs le temps (sec) q/2 (rad) vs le temps (sec) 

0.1 0.1 

0.05 

0 

-0.05 
0.5 1 0 0.5 1 

qll (rad) vs le temps (sec) q/2 (rad) vs le temps (sec) 

0 0 

-0.05 -0.05 

-0.1 -0.1 

-0.15 
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Figure 6.20 Position des membres 1 et 2 avec ses erreurs; état complet, 

consigne échelon, conditions initiales:[0.02(-); -0.02('0'); -0.05('x')] rad. 
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Les figures 6.20 et 6.21 montrent que le système demeure toujours stable 

même en ayant les différentes conditions d'initiales. 

QZ3 (rad) vs le temps (sec) 
0.1 

0.1 0.2 

ifZ3 (rad) vs le temps (sec) 

o 

-0.1 

0.1 0.2 

QZ4 (rad) vs le temps (sec) 

0.1 r----===========1 
0.05 

o 

-0.05 

o 

-0.05 

-0.1 

L-______ ~ ____ ~ 

o 0.1 0.2 

ifZ4 (rad) vs le temps (sec) 

-0.15 L-______ ~ ____ ~ 

o 0.1 0.2 

Figure 6.21 Position des membres 3 et 4 avec ses erreurs; état complet, 

consigne échelon, conditions initiales: [0.02(-); -0.02('o');-0.05('x')] rad. 

Nous considérons maintenant la robustesse vis-à-vis de variations plus 

grandes des conditions initiales. Les figures 6.22 et 6.23 montrent les résultats 

de la simulation pour une consigne échelon et une entrée du type cosinus 

respectivement avec les conditions initiales de 0.5 et -0.5 rad pour les positions 

de l'état du système, c'est-à-dire l'amplitude au point de départ est 5 fois 

supérieure à l'amplitude au régime permanent. Ces résultats confirment la 
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robustesse de la performance du système vis-à-vis une grande variation des 

conditions initiales. Notons que les couples n'ont pas été limités. 

qll (rad) vs le temps (sec) 
0.5 ....-.o----~--__. 
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-0.5 ~---"'---------' 
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ql2 (rad) vs le temps (sec) 
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o 

-0.511-------''---------' 
o 0.5 1 

Figure 6.22 Position des membres 1 et 2; état complet, consigne échelon, 

conditions initiales: [0.02(-); 0.5('0'); -0.5('x')] rad. 
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lfll (rad) vs le temps (sec) 
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Figure 6.23 Position des membres 1 et 2; avec ses erreurs, état complet, 

entrée cosinus, conditions initiales: [0.02(-); 0.5('0'); -0.5('x')] rad. 
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6.4 Conclusion 

Tous les résultats de simulation de ce chapitre montrent que la loi de 

commande développée aux chapitres précédents est valide et est robuste pour 

une grande variation de la constante de torsion et des conditions initiales. 

La liste des programmes avec toutes les fonctions appelées est présentée 

à l'annexe C. Les résultats détaillés de chaque simulation sont rapportés à 

l'annexe D. 



CHAPITRE 7 

CONCLUSION GÉNÉRALE 

Nous avons présenté une approche de conception basée sur la passivité 

et la théorie de la stabilité de Lyapunov pour un manipulateur avec joints 

flexibles. 

La loi de commande prend en compte la caractéristique linéaire de 

flexibilité et le modèle général du robot qui comprend l'effet gyroscopique. La 

mise au point de la loi de commande étudiée se fait en deux parties principales. 

Dans la première partie, nous défInissons d'abord un signal d'anticipation 

qui injecte un couple au système. Ce couple dépend du modèle du système. 

Alors pour obtenir un signal d'anticipation précis, il faut connaître le modèle 

exact du système. Dans cette étape, nous avons rendu le système passif en 

injectant le signal d'anticipation et un retour statique de l'état. Ensuite, nous 

avons appliqué un contrôleur strictement passif avec un gain fIni quelconque 

afin de rendre le système complet passif entre une paire entrée-sortie. Par 

conséquent, nous avons la stabilité en L2 et dans notre cas, comme nous avons 

démontré au chapitre 4, il en résulte la stabilité de l'état interne du système. 

Donc les erreurs de l'état interne du système convergent vers zéro 

asymptotiquement. 
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Dans la deuxième partie, nous avons exploité la théorie de Lyapunov 

pour démontrer la stabilité exponentielle locale en tenant compte du frottement 

dissipatif des membres, sous certaines conditions de la borne des paramètres du 

système et de la trajectoire d'entrée désirée. Nous avons également évalué le 

terme qui représente le taux de convergence. 

Notons que la loi de commande basée sur la passivité garantit la stabilité 

et la robustesse de la stabilité. Par contre, elle ne garantit pas la performance. 

Nous avons aussi étudié la commande par retour de l'état du membre. 

Ceci améliore la performance et la précision. Précisément, par la loi de 

commande par rétroaction d'état complet nous avons réussi à diminuer le temps 

de réponse et le temps de stabilisation. Nous avons illustré par les résultats de 

la simulation que cette dernière loi de commande est robuste vis-à-vis la 

variation de la constante de torsion et la variation des conditions initiales. 

7.1 Contributions de ce travail 

• Trouver le modèle du robot manipulateur avec joints flexibles et 

rigides . 

• Considérer l'effet gyroscopique dans le modèle du robot. 



109 

• Employer une forme de signal d'anticipation plus facile à employer 

que dans [Sicard93], i.e. le signal d'anticipation est une fonction de la 

trajectoire désirée et non pas de l'état mesuré du système, ce qui enlève 

une grande charge de calcul. 

• Démontrer la méthode pour défInir une fonction positive (Annexe B). 

Nous avons utilisé la propriété d'une matrice défInie positive qui est 

basée sur la sommation deux matrices qui peuvent être semi définie 

positive et défInie positive. 

7.2 Résumé du travail effectué 

Nous mentionnons par la suite la procédure de conception employée pour 

ce travail. 

• Trouver le modèle exact du système. 

• Développer la loi de commande par la passivité. 

• Exploiter la méthode analytique afin d'évaluer l'état désiré du moteur. 

• Évaluer le signal d'anticipation en considérant le modèle linéaire du ressort 

de torsion. 

• Fermer la boucle de l'état statique. 

• Fermer la boucle de l'état strictement passif. 
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• Évaluer le couple d'entrée du système. 

• Démontrer la passivité et alors la stabilité en L2• 

• Évaluer la stabilité exponentielle locale par la fonction de Lyapunov. 

• Évaluer le tenue de convergence. 

• Dans le cas de l'état complet, nous ajoutons le retour d'état de la position et 

de la vitesse. 

• Valider et évaluer les lois de commande par simulation. 

7.3 Mise en œuvre 

Comme nous avons employé seulement l'état désiré du membre dans le 

calcul du signal d'anticipation pour la loi de commande avec état réduit, nous 

n'avons pas beaucoup de calculs à effectuer à ce niveau (la trajectoire désirée 

et ses dérivées sont connues et ce signal peut être calculé hors-ligne). Ceci 

permet de diminuer la charge de calcul. Pour le signal d'anticipation avec 

retour d'état complet, il est possible de calculer hors-ligne la partie du signal 

d'anticipation qui est fonction de la consigne et de ne calculer en-ligne que les 

termes qui dépendent de l'état mesuré. 
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7.4 Travaux futurs 

Nous pouvons poursUIvre ce travail pour un robot en considérant 

d'autres genres de signaux d'anticipation, un modèle non linéaire pour le 

ressort de torsion et étudier l'effet du frottement sec sur les performances et la 

stabilité. Étant donné que le retour de dent existe dans toutes sortes de boîtes 

d'engrenage, nous pouvons aussi prendre en compte ce problème majeur dans 

la conception de la loi de commande. Finalement, nous pouvons considérer de 

trouver d'autres paires passives. 
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ANNEXE A 

RÉSOLUTION DES MODÈLES CINÉMATIQUE ET DYNAMIQUE 

DU ROBOT SCARA ÉTUDIÉ 

A.1 Modélisation du robot - partie 1 

i) Les résultats de la cinématique 

Le nombre de référentiels. 

M = 5 

Le nombre d'articulations. 

N = 4 

Les paramètres de Denavit-Hartenberg modifiés. 

Alphaiml =[0] [0] [0] [0] [0] 
Aiml =[ 0][0.5][0.5][ 0][ 0] 
Di =[ 0.9][ 0][ d3][0.05][ 0] 
Thetai = [Theta 1 ][Theta2][ 0] [Theta4][ 0] 

Les joints rotatifs (Kl-l) et prismatiques (Kl-O). 

Ki =[1][1][0][1] 

Le vecteur des matrices de transformation de chaque référentiel par rapport au 

précédent. 

Tiviml = 

[cos(Thetal), -sin(Thetal), 0, 0] 
[sin(Thetal), cos(Thetal), 0, 0] 
[ 0, 0, 1, .9] 
[ 0, 0, 0, 1] 
[cos(Theta2), -sin(Theta2), 0, .5] 
[sin(Theta2), cos(Theta2), 0, 0] 
[ 0, 0, 1, 0] 



[ 0, 0, 0, 1] 
[ 1, 0, 0, .5] 
[ 0, 1, 0, 0] 
[ 0, 0, 1, d3] 
[ 0, 0,0, 1] 
[cos(Theta4), -sin(Theta4), 0, 0] 
[sin(Theta4), cos(Theta4), 0, 0] 
[ 0, 0, 1, 5.e-2] 
[ 0, 0, 0, 1] 
[ 1, 0, 0, 0] 
[ 0, 1, 0, 0] 
[ 0, 0, 1, 0] 
[ 0, 0,0, 1] 

Le vecteur des matrices de rotation de chaque référentiel par rapport au 

référentiel monde. 

RivO= 
[cos(Thetal), -sin(Thetal), O] 
[sin(Thetal), cos(Thetal), O] 
[ 0, 0, 1] 
[co s(Theta 1 + Theta2), -sin(Thetal + Theta2), 0] 
[sin(Thetal + Theta2) , cos(Thetal + Theta2) , 0] 
[ 0, 0, 1] 
[cos(Thetal + Theta2) , -sin(Thetal + Theta2), 0] 
[sin(Thetal + Theta2), co s(Theta 1 + Theta2), 0] 
[ 0, 0, 1] 
[cos(Theta2+ Theta4+ Thetal), -sin(Theta2+ Theta4+ Thetal), 0] 
[sin(Theta2+ Theta4+ Thetal), cos(Theta2+ Theta4+ Thetal), 0] 
[ 0, 0, Il 
[cos(Theta2+ Theta4+ Thetal), -sin(Theta2+ Theta4+ Thetal), 0] 
[sin(Theta2+ Theta4+ Thetal), cos(Theta2+ Theta4+ Thetal), 0] 
[ 0, 0, 1] 

Le vecteur des matrices de position de chaque référentiel par rapport au 

référentiel monde. 

PidO= 
[0][0][.9] 
[.5 *cos(Thetal)] [.5*sin(Thetal)] [.9] 
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[.5*cos(Thetal + Theta2)+.5*cos(Thetal )][.5*sin(Thetal + Theta2)+.5*sin(Thetal)][ d3+.9] 
[.5*cos(Thetal + Theta2)+.5*cos(Thetal)] [.5*sin(Thetal + Theta2)+.5 * sin(Thetal )][.95+d3] 
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[. 5 * co s(Theta 1 + Theta2)+.5 *cos(Thetal )] [.5*sin(Thetal + Theta2)+.5*sin(Thetal)] [.95+d3] 

ii) Les résultats de la dynamique 

Le vecteur du nombre de masses par membre. 

Mi= 1 1 3 1 

Le vecteur des position du centre de masse de chaque masse par rapport au 

référentiel homologue du membre correspondant. 

Pc= 
[ .25, 0, 0] 
[0,0,0] 
[0,0,0] 
[ .25, 0, 0] 
[0,0,0] 
[0,0,0] 
[0,0,0] 
[0,0,0] 
[-.25, 5.e-2, -.55] 
[0,0,0] 
[0,0,0] 
[0,0,0] 

La matrice des matrices de rotation de chaque tenseur d'inertie. 

Rcivi = 

[1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] 
[0, 1,0,0,0,0,0,0,0] 
[0,0, 1,0,0,0,0,0,0] 
[1,0,0,0,0,0,0,0,0] 
[0, 1,0,0,0, 0,0,0,0] 
[0,0, 1,0,0, 0,0, 0,0] 
[1,0,0, 1,0,0, 1,0,0] 
[0, 1,0,0, 1,0,0, 1,0] 
[0,0, 1,0,0, 1,0,0, 1] 
[1,0,0,0,0,0,0,0,0] 
[0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] 
[0,0, 1,0,0,0,0,0,0] 

La coordonnées des centres de masse avec notation D-H modifiée. 



ccnndU1=[0,0.5/2,0,0,0,0.5/2,0,0,0,0,-0.5/2,0,0,0,0.05,0,0,0,-0.55,0,0,0,0,0] 

La matrice des paramètre des masses donnant le type de masse. 

Masi= 
[pOR,3. 71 ,1.24,0.5,0.15,0.00635,0.15,0.00635,0,0,0, 
POR,3. 71 ,1.24,0.5, 0.15,0.00635,0.15,0.00635,0,0,0, 
PRI,4,0.15,0.15,0.5,0,0,0,0,0,0, 
CPU,2, 0.2,0.03,0,0,0,0,0,0,0, 
CPU,2, 0.2,0.03,0,0,0,0,0,0,0, 
CPU, 1, 0.2,0.02,0,0,0,0,0,0,0] 

La matrice contenant la valeur des masses sur chaque membre. 

Massei= 
[3 .71 , 0, 0] 
[3 .71 , 0, 0] 
[ 4, 2, 2] 
[ 1, 0, 0] 

La matrice contenant tous les tenseurs d'inertie. 

Icidi= 
[2.206370301666666e-2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] 
[0,8. 1927083325e-2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] 
[0, 0,9.47199530249999ge-2, 0, 0, 0, 0, 0, 0] 
[2.206370301666666e-2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] 
[0,8. 1927083325e-2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] 
[0, 0,9.47199530249999ge-2, 0, 0, 0, 0, 0, 0] 
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[9.083333333333333e-2, 0, 0,7.116666666666666e-3, 0, 0,7.116666666666666e-3, 0, 0] 
[0,9.083333333333333e-2, 0, 0,7. 116666666666666e-3, 0, 0,7.116666666666666e-3, 0] 
[0, 0,1.5e-2, 0, 0,9.e-4, 0, 0,9.e-4] 
[3.433333333333333e-3, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] 
[0,3.433333333333333e-3, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] 
[0, 0,2.e-4, 0, 0, 0, 0, 0, 0] 

Le vecteur des couples aux joints. 

Ti= 
[6.09768990605*Thetappl+7.2825*cos(Thetal)*gy-2.71375*sin(Theta2)*Thetap21\2-
5.4275 * sin(Theta2)* Thetap1 *Thetap2+2.71375*cos(Theta2)*Thetapp2+5.4275*cos(Theta 
2) * Thetapp 1 +2.593594953025 *Thetapp2+5.4275 *gy* cos(Theta2+ Thetal)+ 2.e-
4* Thetapp4] 
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[2.71 375 * sin(Theta2) * Thetap 1 "2+2.593594953025 * Thetapp2+2 .71 375*cos(Theta2)*Thet 
app1+5.4275 *gy*cos(Theta2+Theta1)+2.593594953025 * Thetapp 1 +2.e-4*Thetapp4] 
[9*gz+9*Dpp3] 
[2.e-4 * Thetapp 1 + 2.e-4 *Thetapp2+ 2.e-4 * Thetapp4 ] 

La matrice de masses-inerties 

MTheta= 
[6.09768990605+5.4275 * cos(Theta2),2. 7 1 375*cos(Theta2)+2.59 3594953025, 0,2.e-4] 
[2.71375*cos(Theta2)+2.593594953025, 2.593594953025, 0,2.e-4] 
[0,0,9, 0] 
[2.e-4, 2.e-4, 0,2.e-4] 

Le vecteur de gravité aux joints. 

gTheta = 
[7.2825*cos(Theta1)*gy+5.4275*gy*cos(Theta2+Theta1)] 
[5.4275*gy*cos(Theta2+ Thetal)] 
[9*gz] 
[0] 

La matrice des forces et des couples des effets centrifuge et de Coriolis. 

VThThp= 
[-2.71 375 * sin(Theta2)*Thetap2"2-5.4275*sin(Theta2)*Thetap 1 * Thetap2] 
[2.71375*sin(Theta2)*Thetap1"2] 
[0] 
[0] 

Le vecteur des variables de vitesse des articulations. 

qip =[Thetap1][Thetap2][ Dp3][Thetap4] 

Le vecteur des variables d'accélération des articulations. 

qipp =[Thetapp1][Thetapp2][ Dpp3][Thetapp4] 

Le vecteur des accélérations cartésiennes de l'origine du référentiel de chaque 

membre par rapport au référentiel monde. 

vp= 
[0][ gy][ gz][ sin(Thetal)*gy][ cos(Thetal)*gy][ gz] 
[-.5*cos(Theta2)*Thetap l "2+gy*sin(Theta2+ Thetal )+.5 * sin(Theta2) * Thetapp l] 
[.5 * sin(Theta2)* Thetap l"2+gy*cos(Theta2+ Theta 1 )+.5 *cos(Theta2)*Thetapp 1 ] 



[gz] 
[-.5*Thetap 11\2-1. * Thetap 1 *Thetap2-.5*Thetap21\2-.5*cos(Theta2)*Thetap 11\2+ 
gy* sin(Theta2+ Theta 1 )+.5 * sin(Theta2)* Thetapp 1 ] 
[.5*Thetapp1+.5*Thetapp2+.5*sin(Theta2)*Thetap11\2+gy*cos(Theta2+Theta1)+ 
.5*cos(Theta2)*Thetapp 1] 
[gz+Dpp3] 
[-.5*cos(Theta4)*Thetap11\2-1. * cos(Theta4)* Thetap1 *Thetap2-
.5 * cos(Theta4)* Thetap21\2-
.5*Thetap 11\2*cos(Theta4+ Theta2)+gy*sin(Theta4+ Theta2+ Theta1)+ 
.5*Thetapp 1 *sin(Theta4+ Theta2)+.5*sin(Theta4 ) * Thetapp 1 +.5*sin(Theta4 ) * Thetapp2] 
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[.5 * sin(Theta4 )*Thetap 11\2+ 1. * sin(Theta4 )*Thetap 1 * Thetap2+ .5 *sin(Theta4 )*Thetap21\2+ 
.5 * Thetap 11\2 * sin(Theta4+ Theta2)+gy*cos(Theta4+ Theta2+ Theta1)+. 5 * Thetapp 1 *cos(The 
ta4+Theta2)+.5 * co s(Theta4)* Thetapp1 +.5*cos(Theta4)*Thetapp2] 
[gz+Dpp3] 

Le vecteur des vitesses angulaires du référentiel de chaque membre par rapport 

au référentiel monde. 

w =[0][0][0] 
[0][0] [Thetap 1] 
[0] [0] [Thetap 1 + Thetap2] 
[0] [0] [Thetap 1 + Thetap2] 
[0] [0] [Thetap 1 + Thetap2+ Thetap4] 

Le vecteur des accélérations angulaires du référentiel de chaque membre par 

rapport au référentiel monde. 

wp =[0][0][0] 
[0] [0][Thetapp1] 
[0] [0] [Thetapp 1 + Thetapp2] 
[0] [0] [Thetapp 1 + Thetapp2] 
[0][0] 
[Thetapp 1 + Thetapp2+ Thetapp4] 

A.2 Modélisation du robot - partie 2 

i) Les résultats de la cinématique 

Le nombre de référentiels. 



M= 7 

Le nombre d'articulations. 

N= 5 

Les paramètres de Denavit-Hartenberg modifié. 

Alphaiml =[ 0][ 0][ 0][ 0][ 0][ O][Pi] 
Aiml =[ 0][0.5][0.5][ 0][ 0][ 0][ 0] 
Di =[ 0.9][ 0][ d3][-0.55][ -0.1][ 0][ 0] 
Thetai =[Thetal] [Theta2] [ 0][Theta4][Theta5][ pi/2][ 0] 

Les joints rotatifs (K1-l) et prismatiques (K1-O). 

Ki =[1][1][0][1][1] 
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Le vecteur des matrices de transformation de chaque référentiel par rapport au 

précédent. 

Tiviml = 

[cos(Thetal), -sin(Thetal), 0, 0] 
[ sin(Thetal), cos(Theta 1), 0, 0] 
[0, 0, 1, .9] 
[0, 0, 0, 1] 
[cos(Theta2), -sin(Theta2), 0, .5] 
[sin(Theta2), cos(Theta2), 0, 0] 
[ 0, 0, 1, 0] 
[ 0, 0, 0, 1] 
[ 1, 0, 0, .5] 
[ 0, 1, 0, 0] 
[ 0, 0, 1, d3] 
[ 0, 0, 0, 1] 
[cos(Theta4), -sin(Theta4), 0, 0] 
[sin(Theta4), co s(Theta4) , 0, 0] 
[ 0, 0, 1, -.55] 
[ 0, 0, 0, 1] 
[cos(ThetaS), -sin(ThetaS), 0, 0] 
[sin(ThetaS), co s(ThetaS) , 0, 0] 
[ 0, 0, 1, -.1] 
[ 0, 0, 0, 1] 
[ 0, -1 , 0, 0] 
[ 1, 0, 0, 0] 
[ 0, 0, 1, 0] 



[ 0, 0, 0, 1] 
[ 1, 0, 0, 0] 
[ 0, -1 , 0, 0] 
[ 0, 0, -1, 0] 
[ 0, 0, 0, 1] 

Le vecteur des matrices de rotation de chaque référentiel par rapport au 

référentiel monde. 

RivO = 

[ co s(Theta 1 ), -sin(Thetal), 0] 
[ sin(Theta1), cos(Thetal), 0] 
[ 0, 0, 1] 
[ cos(Thetal + Theta2), -sin(Thetal + Theta2), 0] 
[ sin(Thetal + Theta2) , cos(Thetal + Theta2), 0] 
[ 0, 0, 1] 
[ cos(Thetal + Theta2), -sin(Thetal + Theta2), 0] 
[ sin(Thetal + Theta2), co s(Theta 1 + Theta2), 0] 
[ 0, 0, 1] 
[ cos(Theta2+ Theta4+ Theta1), -sin(Theta2+ Theta4+ Theta1), 0] 
[ sin(Theta2+ Theta4+ Theta1), cos(Theta2+ Theta4+ Theta1), 0] 
[ 0, 0, 1] 
[ cos(Thetal + Theta2+ Theta4+ Theta5), -sin(Thetal + Theta2+ Theta4+ Theta5) , 0] 
[ sin(Theta1 + Theta2+ Theta4+ Theta5), co s(Theta 1 + Theta2+ Theta4+ Theta5), 0] 
[ 0, 0, 1] 
[-sin(Thetal + Theta2+ Theta4+ Theta5), -cos(Theta1 + Theta2+ Theta4+ ThetaS), 0] 
[ cos(Thetal + Theta2+ Theta4+ Theta5), -sin(Thetal + Theta2+ Theta4+ ThetaS), 0] 
[ 0, 0, 1] 
[-sin(Thetal + Theta2+ Theta4+ Theta5), co s(Theta 1 + Theta2+ Theta4+ ThetaS), 0] 
[ co s(Theta 1 + Theta2+ Theta4+ Theta5), sin(Theta1 + Theta2+ Theta4+ ThetaS), 0] 
[ 0, 0,-1] 

Le vecteur des matrices de position de chaque référentiel par rapport au 

référentiel monde. 

PidO = 

[0][0][.9] 
[.5 *cos(Theta1)] [.5 *sin(Theta1)] [.9] 

124 

[.5 *cos(Theta1 +Theta2)+.5*cos(Thetal)] [.5*sin(Theta1+Thet a2)+.5 *sin(Theta1)] [d3+.9] 
[.5*cos(Theta1+Theta2)+.5*cos(Thetal)] 
[.5 * sin(Thetal + Theta2)+.5*sin(Theta1)] [.35+d3] 
[.5 * co s(Theta 1 + Theta2)+.5*cos(Thetal)] [.5*sin(Thetal + Theta2)+.5 * sin(Thetal )][.25+d3] 
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[. 5 * co s(Theta 1 +Theta2)+.5*cos(Thetal)] [.5*sin(Thetal+The ta2)+.5*sin(Thetal)] [.25+d3] 
[.5*cos(Thetal + Theta2)+.5*cos(Thetal)] [.5 * sin(Thetal + Theta2)+.5*sin(Thetal)] [.25+d3] 

ii) Les résultats de la dynamique 

Le vecteur du nombre de masses par membre. 

Mi= 1 1 1 1 1 

Le vecteur des position du centre de masse de chaque masse par rapport au 

référentiel du membre correspondant. 

Pc =[ .25][ 0][ 0][ .25][ 0][ 0][ 0][ 0][-.25][ 0][ 0][ 0][ 0][ 0][ 0] 

La matrice des matrices de rotation de chaque tenseur d'inertie. 

Rcivi = 

[1,0,0] 
[0, 1,0] 
[0, 0, 1] 
[1,0,0] 
[0, 1,0] 
[0,0, 1] 
[1,0,0] 
[0, 1,0] 
[0.0, 1] 
[1,0,0] 
[0, 1,0] 
[0.0, 1] 
[1,0,0] 
[0, 1,0] 
[0, 0, 1] 

La coordonnées des centres de masse avec notation D-H modifiée. 

ccnndU1=[0,0.5/2,0,0,0,0.5/2,0,0,0,0,-0.5/2,0,0,0,0,0,0,0,0,0] 

La matrice des paramètre des masses donnant le type de masse. 

Masi =[pOH,0,0,0.5,0.15,0.00635,0.15,0.00635,0,0,0, 
POH,0,0,0.5, 0.15,0.00635,0.15,0.00635,0,0,0, 



PRI,0,0.15,0. 1 5,0.5,0,0,0,0,0,0, 
CPU,I,0.2,0.02,0,0,0,0,0,0,0, 
PRI,me,0.15,0.15,0.15,0,0,0,0,0,0] 

La matrice contenant la valeur des masses sur chaque membre. 

Massei =[ 0][ 0][ 0][ l][me] 

La matrice contenant tous les tenseurs d'inertie. 

Ieidi = 
[ 0, 0, 0] 
[ 0, 0, 0] 
[ 0, 0, 0] 
[ 0, 0, 0] 
[ 0, 0, 0] 
[ 0, 0, 0] 
[ 0, 0, 0] 
[ 0, 0, 0] 
[ 0, 0, 0] 
[ 3.433333333333333e-3, 0, 0] 
[ 0, 3.4 3333333333333 3e-3, 0] 
[ 0, 0, 2.e-4] 
[3.75e-3*me, 0, 0] 
[ 0,3.75e-3*me, 0] 
[ 0, 0,3.75e-3*me] 

Le vecteur des couples aux joints. 

Ti= 
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[ -.25 * sin(Theta2)* Thetap21\2+ .5002 * Thetapp 1 +.5 *me*Thetapp 1 *eos(Theta2)+.5 *me* gy* 
eos(Theta2+ Theta1)+. 5 *eos(Theta 1 )* gy-.25 * sin(Theta2) * me * Thetap21\2+ 
.2502*Thetapp2+.25*eos(Theta2) *me*Thetapp2-.5*sin(Theta2)*Thetap1 * Thetap2-
.5 * sin(Theta2)*me*Thetap 1 * Thetap2+ .25 * eos(Theta2) * Thetapp2+ 
.5*gy*eos(Theta2+Thetal)+.5*eos(Theta2)*Thetappl+3.75e-3*me* Thetapp4+ 
3.75e-3*me*Thetapp5+.5*me*gy*eos(Thetal)+2.e-4*Thetapp4+.50375 *me*Thetappl + 
.25375*me*Thetapp2] 
[.2502*Thetappl+.25375*rne*Thetappl+.25375*me*Thetapp2+.25 *me*Thetap 1 1\2 * sin(Th 
eta2)+.25*me*Thetappl *cos(Theta2)+.5*rne*gy*eos(Theta2+Theta1)+.2502*Thetapp2+ 
.5 * gy*eos(Theta2+ Theta 1)+ .25 * sin(Theta2)* Thetap 11\2+ .25 *eos(Theta2)*Thetapp 1 +3.7 5e 
-3*mc*Thetapp4+3.75e-3*me*Thetapp5+2.e-4*Thetapp4] 
[ rnc*gz+mc*Dpp3+gz+Dpp3] 
[3.75e-3*rne*Thetappl+3.75e-3*rnc*Thetapp2+3.75e-3*rnc*Thetapp4+ 
3.75e3*me*Thetapp5+2.e-4*Thetappl +2. e-4*Thetapp2+2.e-4 * Thetapp4] 



[3. 75e-3*mc*(Thetapp1 + Thetapp2+ Thetapp4+ Thetapp5)] 

La matrice de masses-inerties 

MTheta= 
[.5002+.5*mc*cos(Theta2)+.5*cos(Theta2)+.50375*mc,.2502+.25 *mc*co s(Theta2)+ 
.25 *cos(Theta2)+.25375 * me, 0,3 .75e-3*mc+2.e-4,3.75e-3*mc] 
[.2502+.25*mc*cos(Theta2)+.25*cos(Theta2)+.25375*mc, .25375*mc+.2502, 0, 
3.75e-3*mc+2.e-4,3.75e-3*mc] 
[0, O,mc+ 1, 0, 0] 
[3.75e-3*mc+2.e-4, 3.75e-3*mc+2.e-4, 0,3.75e-3 *mc+2.e-4,3.75e-3 * me] 
[3.75e-3*mc,3.75e-3*mc, 0, 3.75e-3*mc,3.75e-3*mc] 

Le vecteur de gravité aux joints. 

gTheta= 
[.5 *mc* gy*cos(Theta2+ Theta 1 )+.5 * co s(Theta 1 )* gy+.5 * gy*eos(Theta2+ Theta1)+ 
.5*mc*gy*cos(Theta1)] 
[.5 *mc* gy*cos(Theta2+ Theta1 )+.5 * gy*eos(Theta2+ Theta1)] 
[mc*gz+gz] 
[0] 
[0] 

La matrice des forces et des couples des effets centrifuge et de Coriolis. 

VThThp= 
[ -.25* sin(Theta2) * Thetap2"2-.25 * sin(Theta2) * me * Thetap2"2-
.5 * sin(Theta2)* Thetap 1 * Thetap2-.5 * sin(Theta2) *mc* Thetap 1 * Thetap2 ] 
[.25*mc*Thetap l "2* sin(Theta2)+.25* sin(Theta2)* Thetap 1"2] 
[0] 
[0] 
[0] 

Le vecteur des variables de vitesse des articulations. 

qip = [Thetap 1] [Thetap2] [ Dp3][Thetap4][Thetap5] 

Le vecteur des variables d'accélération des articulations. 

qipp = [Thetapp 1 ][Thetapp2][ Dpp3 ][Thetapp4 ][Thetapp5] 
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Le vecteur des accélérations cartésiennes de l'origine du chaque référentiel de 

chaque membre par rapport au référentiel monde. 



vp =[ 0][ gy][ gz] 
[sin(Thetal)*gy][ cos(Theta1)*gy][ gz] 
[-.5 *cos(Theta2)*Thetapl "2+gy*sin(Theta2+Theta1)+.5 *sin(The ta2)*Thetapp1] 
[.5 * sin(Theta2) * Thetap 1 "2+gy*cos(Theta2+Theta1)+.5*cos(Thet a2)*Thetapp1] 
[gz] 
[-.5*Thetap1"2-1. * Thetap1 *Thetap2-.5 * Thetap2"2-. 5 *cos(Theta2)*Thetap 1 "2+ 
gy* sin(Theta2+ Theta1 )+.5 * sin(Theta2) * Thetapp 1 ] 
[.5 * Thetapp 1+.5*Thetapp2+.5 * sin(Theta2) * Thetap 1 "2+gy*cos( Theta2+Theta1)+ 
.5*cos(Theta2)*Thetapp 1] 
[gz+Dpp3] 
[-. 5 * cos(Theta4) * Thetap 1 "2-1. * cos(Theta4)*Thetap1 * Thetap2-
.5*cos(Theta4)*Thetap2"2-
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.5*Thetap 1 "2 * cos(Theta4+ Theta2)+gy*sin(Theta4+ Theta2+ Theta1)+ 

.5*Thetapp1*sin(Theta4+Theta2)+.5*sin(Theta4)*Thetapp1+.5*sin(Theta4)*Thetapp2] 
[.5*sin(Theta4)*Thetap1"2+1 .*sin(Theta4)*Thetap1*Thetap2+.5 * sin(Theta4) * Thetap2"2+ 
. 5 * Thetap 1 "2 * sin(Theta4+ Theta2)+gy*cos(Theta4+ Theta2+ Theta1)+ 
.5 * Thetapp 1 *cos(Theta4+ Theta2)+.5 * cos(Theta4 )*Thetapp 1 +.5 * cos(Theta4 )*Thetapp2] 
[gz+Dpp3] 
[-.5*Thetap1"2*cos(Theta5+Theta4)-1.*Thetap1*Thetap2*cos(Theta5+Theta4)-
.5 *Thetap2"2 *cos(Theta5+ Theta4)-. 5 * Thetap 1"2 *cos(Theta5+ Theta4+ Theta2)+ 
gy*sin(Theta5+ Theta4+ Theta2+ Thetal)+.5 * Thetapp 1 * sin(Theta5+ Theta4+ Theta2)+ 
.5 * Thetapp2 * sin(Theta5+Theta4)+. 5 * Thetapp 1 *sin(Theta5+Theta4)] 
[ .5 * Thetap2"2 * sin(Theta5+ Theta4)+ 1. * Thetap 1 * Thetap2 *sin(Theta5+ Theta4)+ 
.5 * Thetap 1"2 * sin(Theta5+ Theta4+ Theta2)+.5 * Thetapp 1 *cos(Theta5+ Theta4+ Theta2)+ 
.5 * Thetapp 1 * co s(Theta5 + Theta4)+. 5 * Thetapp2 * cos(Theta5+ Theta4 )+gy* cos(Theta5+ 
Theta4+ Theta2+ Theta1)+. 5 * Thetap 1"2 * sin(Theta5+ Theta4)] 
[gz+Dpp3] 

Le vecteur des vitesses angulaires du chaque référentiel de chaque membre par 

rapport au référentiel monde. 

w = [0][ 0][ 0] 
[0][ 0][ Thetap1] 
[0][ 0][ Thetap1+Thetap2] 
[0][ 0][ Thetap1+Thetap2] 
[0][ 0][ Thetap1+Thetap2+Thetap4] 
[0] [ 0] [Thetap 1 + Thetap2+ Thetap4+ Thetap5] 

Le vecteur des accélérations angulaires du référentiel de chaque membre par 
rapport au référentiel monde. 
wp = [0][ 0][ 0] 
[0][ 0][ Thetapp1] 
[0][ 0][ Thetapp1+Thetapp2] 



[0][ 0] [ Thetapp 1 + Thetapp2] 
[0][ 0][ Thetapp1+Thetapp2+Thetapp4] 
[0] [ 0] [Thetapp 1 + Thetapp2+ Thetapp4+ Thetapp5] 

A.3 Modélisation du robot - partie 3 

i) Les résultats de la cinématique 

Le nombre de référentiels. 

M=3 

Le nombre d'articulations. 

N=2 

Les paramètres de Denavit-Hartenberg modifié. 

Alphaim1 =[0][0][0] 
Aim1 = [0][-0.2] [0] 
Di =[0.5][ 0][ 0] 
Thetai =[Theta1][Theta2] [0] 

Les joints rotatifs (KI-I) et prismatiques (KI-O). 

Ki =[1][1] 
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Le vecteur des matrices de transformation de chaque référentiel par rapport au 

précédent. 

Tivim1 = 

[cos(Theta1), -sin(Theta1), 0, 0] 
[sin(Theta1), co s(Theta 1 ), 0, 0] 
[ 0, 0, 1, .5000000000000000] 
[ 0, 0,0, 1] 

[cos(Theta2), -sin(Theta2), 0, -.2000000000000000] 
[sin(Theta2), cos(Theta2), 0, 0] 
[ 0, 0, 1, 0] 
[ 0, 0,0, 1] 
[ 1, 0, 0, 0] 
[ 0, 1, 0, 0] 



0, 
0, 

0, 1, 
0,0, 

0] 
1] 

Le vecteur des matrices de rotation de chaque référentiel par rapport au 

référentiel monde. 

RivO = 
[ cos(Thetal), -sin(Thetal), 0] 
[ sin(Thetal), co s(Theta 1 ), 0] 
[ 0, 0, 1] 
[co s(Theta 1 + Theta2), -sin(Thetal + Theta2), 0] 
[sin(Thetal + Theta2), cos(Thetal + Theta2), 0] 
[ 0, 0, 1] 
[cos(Thetal + Theta2), -sin(Thetal + Theta2), 0] 
[sin(Thetal + Theta2), co s(Theta 1 + Theta2), 0] 
[ 0, 0, 1] 

Le vecteur des matrices de position de chaque référentiel par rapport au 

référentiel monde. 

PidO = 

[0][0][.5] 
[-.2*cos(Thetal)][ -.2*sin(Thetal )][.5] 
[-.2*cos(Thetal)] [-.2*sin(Thetal)] [.5] 

ii) Les résultats de la dynamique 

Le vecteur des couples aux joints. 

Ti= 
[-.6*cos(Thetal)*gy+.1211 * Thetapp1 +2e-4*Thetapp2] 
[2e-4*Thetappl +2-4* Thetapp2] 

La matrice de masses-inerties 

MTheta= 
[ .1211 , 2e-4] 
[2e-4,2e-4] 

Le vecteur de gravité aux joints. 
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gTheta= 
[-.6*cos(Thetal )*gy] 
[0] 

La matrice des forces et des couples des effets centrifuge et de Coriolis. 
VThThp= 
[0] 
[0] 

A.4 Matrices du modèle de robot en terme des grandeurs réelles 

Nous défInissons 

Matrice de masses-inerties 

(5.9275 + 05mc)cos(qI2) 

+050375mc + 6.719 

(2.96375+025mc)cos(q[ ) 
2 

+ 025375mc + 2.8438 

(2.96375 + 025mc)cos(qI2) 

+ 025375mc + 2.8438 

025375mc + 2.8438 

[
0 2e-4 2e-4 2e-4+3.75e-3mc/N4 ] 

M 12 (q) = 0 0 2e- 4 2e- 4 + 3.75e- 3mc/N4 

2e-4 0 0 0 

0 2e-4 0 0 
M 22 (q) = 

0 0 2e-4 + (10 +mc)/ NI 0 
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0 0 0 2e - 4 + 3.75e - 3mc/ Nl 



Vecteur de gravité 

gy {(7.l825 + O.5mc)cos(qll ) + (5.9275 + O.5mc)cos(qll + q 1
2 

)} 

(5.9275 + O.5mc )COS(q Il + q 1
2 

) 

G(q) = 
o 
o 

gZ(mc+ 10)jN3 
o 

Matrice de Coriolis et des forces Centrifuges 

. _ . [-(5.9275 + 05mc)(Ïi
2 

CIl (q,q) - sm(qI2) (2.96375 + 025mc)41
l 

-(2.96375~025mc)qt, ] 

C21 (q,q) = 0, C 12 (q,q) = 0, C22 (q,q) = ° 
Matrice des coefficients de frottement visqueux 

avec D/l = DI2 = 0.01 et Dm i = 10-4 i= 1,2, 3,4. 

Constante rigidité du côté du membre 
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La constante de rigidité de l'articulation 1 et la constante de rigidité équivalente 

de l'articulation 2 sont considérées 10000 (i.e. k1 = k2 ). K e est donnée par 

diag {1 0000, 1 OOOO}. 

Rapports de transmission 
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Dans les matrices précédentes, me est la masse de la charge. 

A.5 Équations du modèle du manipulateur mises à l'échelle du côté des 

liens 

Matrice de masses-inerties 

Matrice de Coriolis et des forces Centrifuges 

CC ( .) _ QC( .) - [Qll 0 ][Cll 0] = [QllCll 00] = [COll 00] q,q - q,q - 0 Q22 0 0 0 

Vecteur de gravité 

Matrice de rigidité 
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Matrice des coefficients de frottement visqueux 

A.6 Logiciels CINDIR et CINDYN 

Les logiciels CINDIR et CINDYN développés par M. de Montigny et P. Sicard 

[MontignyS94] sont présentés avec la définition des paramètres pour la partie 1 

de la modélisation. 

% CINRRPRF Calcule la cinématique directe pour 4 articulations (scara) + moteurs. 
% 
% Le manipulateur est défini par la fonction decrrprf fournie par 
% l'utilisateur 

% Appel de la fonction pour fichier de données. 
[M,N ,Alphaiml ,Aiml ,Di, Theta~Ki]=decrrprf 

% Calcul de la cinématique directe. 
[Tiviml ,RivO,PidO,NidO]=cindir(M,N,Alphaiml ,Aiml ,Di, Thet~Ki) 

save dcirrprf.mat 

function [M,N,Alphaiml,Aiml,Di,Thetai,Ki]=DECRRPRF 
% DECRRPRF Définir les paramètres du manipulateur RRPR + moteurs pour la 
cinématique. 
% 
% [M,N ,Alphaiml ,Aiml ,D~ Thetai,Ki]=DEFCRRPRO retourne les paramètres 



% du manipulateur selon la convention de Denavit-Hartenberg modifiée. 
% 
% M=nombre total d'articulations (du référentiel l au référentiel de 
% la pince); 
% N=nombre d'articulations de la base au dernier moteur; 
% Alphairnl=alpha_{i-l} ; 
% Aiml =a_{i-l} ; 
% Di=d_{i} ; 
% Thetai=theta _ {i} ; 
% Ki indique un joint rotatif(Ki=I) ou prismatique (Ki=O). 
% 
% Les variables des vecteur Thetai et Di doivent être 
% identifiées comme ceci: [Thetal; Theta2; ... ] et [dl ; d2; .. . ]. 
% 
% Les constantes Alphaiml et Aiml doivent être identifiées comme 
% ceci: [Alphal ; Alpha2; ... ] et [LI ; L2; ... ]. 
% 

M=5; 
N=4; 
Alphairnl = sym('[O;O;O;O;O]'); 
Aiml = sym('[O;O.5;O.5;O;O]'); 
Di = sym('[O.9;O;d3;O.05;O]'); 
Thetai = sym('[Thetal ;Theta2;O;Theta4;O]'); 
Ki = sym('[I;I;O;I]'); 

function [Tivim 1,RivO,PidO,JVidO]=cindir(M,N ,Alphaim 1,Aim l,Di, Thetai,Ki) 
% CINDIR Détermine les matrices de transformation entre les référentiels 
% adjacents, les matrices de rotation et les vecteurs de position 
% des référentiels par rapport à la base, et fonne les Jacobiens 
% de vitesse de chaque référentiel par rapport au référentiel de 
% base (relient l'espace joint à l'espace cartésien par la relation 
% V=J(Theta)*Theta-prime). 
% 
% [Tiviml ,RivO,PidO,JVidO]=cindir(M,N,Alphaiml ,Aiml ,Di, Thetai,Ki) 
% retourne les matrices de transformation, les matrices de rotation, 
% les vecteurs position et les Jacobiens de vitesse. 
% 
% M=nombre total d'articulations (du référentiel l au référentiel de 
% la pince); 
% N=nombre d'articulations de la base au dernier moteur; 
% Alphairnl =alpha _ {i-l } ; 
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% Aiml=a_{i-1} ; 
% Di=d_{i}; 
% Thetai=theta _ {i} ; 
% Ki indique unjoint rotatif(Ki=l) ou prismatique (Ki=O). 
% 
% Les variables des vecteur Thetai et Di sont 
% identifiées comme ceci: [Theta1 ; Theta2; ... ] et [dl; d2; ... ]. 
% 
% Les constantes Alphaim1 et Aim1 sont identifiées comme 
% ceci: [Alpha1; Alpha2; ... ] et [L 1; L2; .. . ]. 
% 
% Tivim1 =vecteur des matrices de transformation reliant le référentiel i 
% au référentiel i-1 (/\{i-1}_{i}T)pour i=l àM. 
% RivOt= vecteur des matrices de rotation donnant l'orientation du référentiel 
% i par rapport à la base (/\{O}R_{i)) pour i=l à M. 
% PidO= vecteur des vecteurs de position du référentiel i par rapport 
% à la base (/\{O}P _ {i}) pour i=l à M. 
% NidO= vecteur des Jacobiens de vitesse du référentiel i par rapport à la 
% base (J_{i}) pour i=l à M. 

% Date de la dernière modification: 11/08/94 

% Définition des principales variables employées : 

% TMvi : matrice de transformation reliant le référentiel n au référentiel i 
% TivO : matrice de transformation reliant le référentiel i à la base 
% ZidOt : axe Z du référentiel i vu de la base 
% ZidOXPOt :Si l'articulation est rotative, le vecteur de l'articulation en question 
% est égal au produit vectoriel entre ZiaO et PNaidO tandis que si elle est 
% prismatique, le vecteur est égal à ZiaO. 
% RivOt : matrice de rotation donnant l'orientation du référentiel i par rapport à la base 
% RNp 1 vi : vecteur des matrices de rotation du référentiel N+ 1 
% vers chaque référentiel 
% Tivim1 t : matrice de transformation reliant le référentiel i au référentiel i-1 
% PMdit : vecteur montrant la position du référentiel N par rapport au référentiel i 
% PMdi : vecteur des vecteurs PMdit 
% Z : axe Z ( [0,0,1]') 
% ZidO : vecteur des ZidOt pour tous les référentiels 
% PMdidO : vecteur PNai représenté dans la base 
% ZidOXPO : vecteur des ZidOXPOt pour tous les référentiels 

% NOTE: Tous les commentaires de type "%_%" indiquent des lignes qui 
% contiennent de bonnes informations mais dont on peut se passer pour maintenant. 
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% Définition des vecteurs de matrices 
TMvi=eye( 4); 
Tiviml =[zeros( 4*M,4)]; 
% % PMdi= [zero s(3 * (N+2), 1)]; 
ZidO=[ zeros(3 *M, 1)]; 
%-% ZidOXPO=[zeros(3*(N+1),1)]; 
RivOt=[zeros(3)]; 
RivO=( zeros(3 *M,3)]; 
PidO=[ zeros(3 *M, 1)]; 
PidOt=[ zeros(3, 1 )]; 
PidOp=( zeros(3 *M,N)]; 
%_% RNplvi=[zeros(3*(N+l),3)]; 

% Formation des matrices de transformation 
Trans=syrn(['[ cos( e ),( -sine e »,O,c;sin( e )*cos(b ),cos( e )*cos(b ),( -sin(b »,d*( -sin(b »;' ... 

'sine e )*sin(b ),cos( e )*sin(b ),cos(b ),d*cos(b );0,0,0,1 rD; 

forI = l:M 

i=M-I+l; 

Tiviml t = subs(Trans,sym(Alphaiml ,i, 1), 'hl); 
Tivimlt = subs(Tivimlt,sym(Aiml,~ 1 ),'c'); 
Tiviml t = subs(Tiviml t, sym(Di,i, 1 ),'d'); 
Tivimlt = subs(Tivimlt,sym(Thetai,~ 1 ),'e'); 

Tiviml =extract(Tiviml t, 1 ,4, 1 ,4, Tiviml ,(i-l )*4+ 1,1); 

% Formation des vecteurs d'emplacement de l'origine du référentiel pince par 
% rapport à tous les autres référentiels précédents (vecteur de matrices). 

TMvi = symmul(Tiviml t, TMvi); 

% % PMdi=extract(TM~1,3,4,4,PMdi,3*(i-l)+1 , 1); 

% % RNplvi=extract(TM~1,3,1,3,RNpl~(i-l)*3+1,1); 

end 

TivO=eye(4); 
PMdit=[O·O·O] . " , 
Z=sym(['O;O;l'D; 
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forl=I:M 
% Prise de la matrice de transformation nécessaire dans le vecteur de matrices Tivirnl. 

Tiviml t=extrac(Tivirnl,4*(I-l)+ 1,4*1,1,4); 

% Cumulation(multiplication) des matrices de transformation du référentiel 0 au 
% référentiel a. 
TivO=syrmnul(TivO, Tivirnl t); 

% Formation de la matrice de rotations cumulatives et du vecteur de matrices de 
% rotation d'un référentiel par rapport au précédent. 

RivOt=extrac(TivO, 1,3, 1 ,3); 
RivO=extract(TivO,I,3,1,3,RivO, 1 +(1-1)*3,1); 
PidO=extract(TivO,1 ,3,4,4,PidO, 1 +(1-1 )*3, 1); 

ZidOt=syrmnul(RivOt,Z); 
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% Formation du vecteur de matrices Z(Axe z d'un référentiel par rapport au référentiel 1. 
% Prise du vecteur Pa( origine du référentiel n+ 1 par rapport au référentiel a dans le 
% vecteur de vecteurs PNai. 

ZidO=extract(ZidOt, 1,3, 1, I,ZidO,3*(I-1)+ 1,1); 
%_% PMdit=extrac(pMd~3*1+ 1,3*1+3,1,1); 

% Si l'articulation est rotative (k= 1) alors ZidOXPOt est le produit vectoriel entre ZidOt et 
PidOt mais 

% si l'articulation est prismatique, alors ZidOXPOt est égal à ZidOt 
% _ % PMdidO=syrmnul(RivOt,PMdit); 
% % ZidOXPOt=symadd(transpose(symmul(K,maple(['crossprod(' transpose(ZidOt) ',' ... 
% % transpose(pMdidO) ')']))), ... 
% % syrmnul«(['I-' K]),ZidOt)); 

% Enregistrement de ZidOXPOt dans ZidOXPO 
% % forJ=I:3 
% % ZidOXPO=sym(ZidOXPO,(3*(I-l)+J),I,sym(ZidOXPOt,J,I)); 
% % end 

% Formation des vecteurs de vitesse linéaire des Jacobiens de vitesse 

for J= 1 :min(I,N) 

ZidOt=extrac(ZidO,3*(J-l)+ 1,3* J,l,I); 



K =sym(Ki,J, 1); 

PidOt=extrac(PidO,(I-l)*3+ 1,(1-1 )*3+3,1,1); 

PidOtp=diff(PidOt,(['Theta' nwn2str( J)]»; 

PidOtp=symadd(synunul«[nwn2str(K)]),diff(PidOt,(['Theta' num2str(J)]»), ... 
symmul( eva1(['I-' nwn2str(K) ]),ZidOt»; 

PidOp=extract(pidOtp,I ,3, 1, 1 ,PidOp,(I-l )*3+ 1 ,J); 

end 

end 

% Formation de la matrice jacobienne 

NidO = zeros(6*M,N); 

for I=I:M 

for J= 1 :min(l,N) 
for L=I:3 

NidO=sym(NidO,(I-l)*6+L,J,sym(PidOp,3*(I-l)+L,J); 
NidO=sym(NidO,(I-l)*6+L+3,J,synunul(sym(ZidO,(3*(J-l)+L),I),sym(Ki,J, I»); 

end 
end 

% for J= 1 :min(M-1+ 1,N) 
% for L=I:3 
% NidO=sym(NidO,(M-1) * 6+L,J, sym(pidOp,3 * (M -1)+ L,J); 
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% NidO=sym(NidO,(M-I)*6+L+3,J,synunul(sym(ZidO,(3*(M-I)+L),I),sym(Ki,J,I»); 
% end 
% end 

end 

NidO=simple(NidO); 
Tiviml =simplify(Tiviml); 
Tiviml =simple(Tiviml); 
RivO=simple(RivO); 
%_% PMdi=simple(pMdi); 
%_% RNpl vi=simple(RNpl vi); 



PidO=simple(PidO); 

% DYNx est le fichier exécuteur de la dynamique inverse 
% x représente le type de manipulateur dont on a auparavant calculé 
% la cinématique directe avel CINxo 
% 

fichier=(['dedrrprfD; 

[Ti,MTheta,gTheta, VTh Thp,MThetainv,qip,qipp, vp, w, wp] = dynam( fichier) 
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function [Tivim 1,Ki,N ,Mi,Pc,Rcivi,ccmdh,Masi,Massei,Icidi, w, wp, vp,fi,ni]=dedrrprf 
% DEFMAN est un complément de DEFBRA qui fournit à DYN les paramètres 
% nécessaires à la résolution de la dynamique inverseo 
% 
% Note: Les données à changer d'un manipulateur à l'autre sont précédés de %%%%% 

% Ajout du tenseur pour poutre en H - 3/2/95 - Po Sicard 

%%%%% Choix du manipulateur pour chargement des données consernant la 
% cinématique directeo 

load dcirrprf.mat 

%%%%% Définition du vecteur du nombre de masses par membre 
Mi = [1 010301]0 , " , 

%%%%% Coordonnées des centres de masse avec notation Denavit-Hartenberg modifiée 
% Pour des raisons de limites de représentation avec la matrice de 
% transfonnation utilisée, nous devons diviser la transformation 
% en deux partie: la première (n vers m)est destinée à réorienter 
% corectement le tenseur d'inertie tandis que la deuxième (m vers i) 
% sert à représenter la position du tenseur par rapport à 
% l'articulation 
% On doit entrer les données sur une seule rangée comme ci-dessous : 
% ccmdh = sym(['[ Alpha _ {n-l } masse 1 membre l,A _ {m-l },D _ {m}, Theta _ {n},' 000 
% 'Alpha_ {n-l }masse2membrel ,A _ {m-l},D _ {m}, Theta _ {n},' 000 
% 'Alpha_ {n-l }masselmembre2,A _ {m-l} ,D _ {m}, Theta _ {n} rD; 
% 

ccmdh = sym(['[O,005/2,O,O,' 000 



'0,0.5/2,0,0,' .. . 
'0,0,-0.5/2,0,' .. . 
'0,0,0.05,0,' .. . 
'0,0,-0.55,0,' .. . 
'0,0,0,0]']); 

% Fonnation des vecteurs de position des centres de masse et des matrices de 
% rotation donnant l'orientation de chaque masse par rapport à l'articulation. 

[Rcivi,Pc ]=POSCEN(N,Mi,ccmdh); 

%%%%% Définition de la matrice de paramètres des masses donnant le type de masse, 
% la masse totale et les paramètres du type de masse. Pour chaque masse, on 
% doit définir les paramètres de la masse comme dans l'exemple ci-dessous: 
% Masi = sym(['[nom,masse totale,paramètrel,paramètre2,0,0,0,0,0,0,0, ... 
% nom,masse totale,O,O,O,O,O,O,O,O,O, ... 
% nom,masse totale,paramètrel ,paramètre2,paramètre3,0,0,0,0,0,0]']); 
% 
% Les noms et paramètres requis pour ajouter une masse d'un certain type est 
% décrit ci-dessous: 
% 
% type nom masstot parI par2 par3 par4 ... par9 
% 

% masse-point : MPO masstot ° ° ° ° ... ° 
% cylindre plein uniforme : CPU masstot h r ° ° ... ° 
% cylindre creux uniforme: CCU masstot h r ° ° ... ° 
% cylindre mince uniforme: CMU masstot h ° ° ° ... ° 
% prisme : PRI masstot abc ° ... ° 
% poutre en H (H-beam) : POH masstot mv 1 hab cO ... ° 
% définie par utilisateur: DPU masstot Ixx -Ixy -Ixz -Iyx {*} 
% 
% {*} : Iyy, -Iyz, -Izx, -Izy, Izz 
% 

Masi=sym(['[pOH,3. 71,1.24,0.5,0.15,0.00635,0.15,0.00635,0,0,0,' ... 
'POH,3. 71,1.24,0.5, 0.15,0.00635,0.15,0.00635,0,0,0,' ... 
'PRI,4,0.15,0.15,0.5,0,0,0,0,0,0,' .. . 

'CPU,2, 0.2,0.03,0,0,0,0,0,0,0,' ... 
'CPU,2, 0.2,0.03,0,0,0,0,0,0,0,' ... 
'CPU,l, 0.2,0.02,0,0,0,0,0,0,0']); 

% Fonnation des matrices d'inertie à partir des données 
% de l'utilisateur 
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[Icidi,Massei]=tenseurs(Mi,N ,Masi); 

%%%%% Conditions initiales de la base (ne tourne pas + effets de la gravité) 

w=zeros«N+ 1 )*3, 1); 
wp=zeros«N+ 1)*3,1); 
vp=zeros«N+ 1 )*3,1); 

%%%%% Définir l'effet du vecteur de gravité sur le référentiel zero 
% vp correspond à l'accélération requise de la base pour simuler l'effet de 
% la gravité. 

vp=sym(vp,1,1,'0'); 
vp=sym(vp,2,1,'gy');% agit en y 
vp=sym(vp,3,1,'gz');% agit en z 

%%%%% Inclusion de l'effet d'un contact avec l'environnement (force et couple) 

fi = zeros«N+ 1)*3,1); 
ni = zeros«N+ 1)*3,1); 

142 

function [Ti,MTheta,gTheta, VThThp,MThetainv ,qip,qipp,vp,w ,wp] = dynam(fichier) 
% DYNAM Trouve la dynamique inverse d'un manipulateur dont on a trouvé la 
% cinématique directe avec CIN et qui a été redéfini dans DEFMAN 
% 

% Date de la dernière modification : 26/9/94 
% 21/2/95 : ajout de "simple" et compteur 

% Nom des principales variables: 
% 
% qip : vecteur de variables de vitesse linéaire d'une articulation 
% qipp : vecteur de variables d'accélération linéaire d'une 
% articulation 
% Dp 1, Dp2 .. . : valeurs de qip pour chaque articulation prismatique 
% Dpp 1, Dpp2 ... : valeurs de qipp pour chaque articulation prismatique 
% Fi : vecteur des forces agissant sur chaque membre 
% Fit : valeur temporaire du vecteur Fi 
% Icidi : matrice contenant tous les tenseurs d'inertie 
% Masi : vecteur ligne définissant les tenseurs d'inertie de toutes 
% les masses 



% Massei : matrice contenant la valeur de la masse de chaque masse 
% de chaque membre 
% Ni : vecteur des couples agissant sur chaque articulation 
% Nit : valeur temporaire de Ni 
% PNp 1 di : vecteur des vecteurs position du référentiel N+ 1 par 
% rapport à chaque référentiel 
% Pc : vecteur des position du centre de masse de chaque membre 
% par rapport au référentiel homologue au membre 
% Pci : une des valeurs du vecteur Pc 
% Pip 1 di : vecteur des vecteurs position de chaque référentiel 
% par rapport à son précédent 
% Pip 1 dit : valeur d'un des vecteur position de Pip 1 di 
% Rcivi : matrice des matrices de rotation de chaque tenseur d'inertie 
% Rip 1 vi : vecteur des matrices de rotation de chaque référentiel 
% vers son précédent 
% Rip 1 vit : une des matrices de rotation du vecteur de matrices 
% Riplvi 
% Riviml t : une des matrices de rotation du vecteur de matrices 
% de transformation Tiviml 
% Rivip 1 : vecteur des matrices de rotation de chaque référentiel 
% vers le référentiel suivant 
% Rivip 1 t : une des matrices de rotation du vecteur de matrices 
% Rivipl 
% Ti : vecteur des couples aux joints 
% Tit : un des couple du vecteur Ti 
% Thetap 1, Thetap2 ... : valeurs du vecteur qip pour des articulations 
% rotatives 
% Thetapp 1, Thetapp2 .. . : valeurs du vecteur qipp pour des articulations 
% rotatives 
% Tiviml : vecteur des matrices de transformation de chaque 
% référentiel par rapport au précédent 
% qp : valeur temporaire d'une des valeurs de qip 
% qpp : valeur temporaire d'une des valeurs de qipp 
% axeX : vecteur [1 ,0,0]' 
% axeZ: vecteur [0,0,1]' 
% ccmdh : vecteur ligne contenant les coordonnées des tenseurs d'inertie 
% par rapport à l'articulation contenant la masse en notation 
% Denavit-Hartenberg modifiée 
% fi : vecteur des vecteurs de force exercées sur chaque lien par 
% le lien précédent 
% fip 1 : une valeur du vecteur fi 
% fit : une valeur du vecteur fi 
% m : vecteur de masse de chaque membre 
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% mi : valeur temporaire du vecteur m 
% ni : vecteur des vecteurs de couple exercés sur chaque lien par 
% le lien précédent 
% nip 1 : une des valeurs de ni 
% nit : une des valeurs de ni 
% vcp : vecteur des accélérations linéaires des centres de masse 
% de chaque membre 
% vcpi : une des accélérations du vecteur vcp 
% vp : vecteur des accélérations linéaires de l'origine de chaque 
% référentiel des membres par rapport à leur référentiel homologue 
% vpi : une des valeurs du vecteur vp 
% vpip 1 : une des valeurs du vecteur vp 
% w : vecteur des vitesses angulaires de chaque référentiel des 
% membres par rapport à leur référentiel homologue 
% wi : vecteur des accélérations angulaires de chaque référentiel des 
% membres par rapport à leur référentiel homologue 
% wiXP : produit vectoriel d'un des éléments du vecteur wi par le 
% vecteur position Pipi dit correspondant 
% wiXPci : produit vectoriel d'un des éléments du vecteur wi par le 
% vecteur position Pci correspondant 
% wip 1 : une des valeurs de wi 
% wp : vecteur des accélérations angulaires de chaque référentiel 
% des membres par rapport au référentiel homologue 
% wpi : une des valeurs du vecteur wp 
% wpip 1 : une des valeurs du vecteur wp 

eval(['[Tiviml,Ki,N,Mi,Pc,Rcivi,ccmdh,Masi,Masse~Icidi,w,wp,vp,fi,ni]=' fichier]); 

Riviml t = zeros(3); 
Rivipl = zeros((N+l)*3,3); 
Pipi di = zeros((N+ 1)*3,1); 
Riviplt = zeros(3); 
Ripl vi = zeros((N+ 1)*3,3); 
SFi=zeros(3 *N, 1); 
SNi=zeros(3*N,1 ); 
Rcivit=zeros(3,3); 

for L=I:N+l 
Riviml t=extrac(Tiviml ,(L-l)*4+ 1,(L-l)*4+3, 1,3); 

Ripl vi=extract(Tiviml,(L-l)*4+ 1,(L-l)*4+3,1,3,Ripl vi,(L-l)*3+ 1,1); 

Rivip 1 t=transpose(Rivim1 t); 
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Rivip 1 =extract(Rivip 1 t, 1,3,1,3 ,Rivip 1 ,(L-1 )*3+ 1,1); 

end 

for 1=1:N+1 
Pip 1di=extract(Tiviml ,(1-1 )*4+ 1,(1-1 )*4+3,4,4,Pip 1di,(1 -1 )*3+ 1,1); 

end 

vcp = zeros«N+1)*3,max(Mi)); 
Fi = zeros(N*3,max(Mi)); 
Ni = zeros(N*3,max(Mi)); 
Ti = zeros(N,l); 
wi = zeros(3,1); 
wpi = zeros(3,1); 
vpi = zeros(3,1); 

qip=zeros(N,l); 
qipp=zeros(N, 1); 

% Calcul des vitesses et accélérations 

for l=l:N 
disp(['cal v et a: 1= 'nurn2str(l)]) 

wi=extrac(w,(I-1)*3+ 1,(1-1)*3+3,1,1); 
wpi=extrac(wp,(I-1)*3+ 1,(1-1)*3+3,1,1); 
vpi=extrac(vp,(1-1)*3+ 1,(1-1)*3+3, 1,1); 

Rivip1 t=extrac(Rivip1,(I-1)*3+ 1,(1-1 )*3+3, 1,3); 
PipI dit=extrac(Tiviml ,(1-1 )*4+ 1,(1-1 )*4+ 3,4,4); 

K =sym(Ki,l, 1 ); 
ifK=' 1 , 

qip=sym( qip,l, 1, ['Thetap' nurn2str(I)]); 
qipp=sym(qipp,l,l,['Thetapp' nurn2str(l)]); 
qp=sym( qip,l, 1); 
qpp=sym( qipp,l, 1); 

else 
qip=sym(qip,l,l,['Dp' nurn2str(I)]); 
qipp=sym(qipp,l,l,['Dpp' nurn2str(l)]); 
qp=sym( qip,l, 1); 
qpp=sym( qipp,l, 1); 
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end 

wip1=syrnadd(symmul(Rivip1t,wi),symmul(symmul(qp,sym(['O;O;1'D),K); 

wip1 =simple(wip1); 
w=extract(wip 1,1,3,1,1, w,I*3+ 1,1); 

axeZ=sym(['O;O; l 'D; 

wpip 1 =syrnadd( symmul(Rivip 1 t, wpi),symmul( syrnadd( transpose( maple([ ... 
'crossprod(' transpose(symmul(Riviplt,wi» ',' ... 
transpose( symmul( qp,axeZ» ... 
'),D),symmul(qpp,axeZ»,K»; 

wpip 1 =simple( wpip 1); 
wp=extract(wpip 1,1,3,1,1, wp,I*3+ 1,1); 

wiXP=maple(['crossprod(' transpose(wi) ',' transpose(pip1dit) ')'D; 

vpip 1 =syrnadd( symmul(Rivip 1 t,syrnadd( transpose( maple(['crossprod(' ... 
transpose(wpi) ',' transpose(Pip1dit) '),D),syrnadd(transpose ... 
(maple(['crossprod(' transpose(wi) ',' wiXP '),D),vpi»), ... 
symmul( eval([' 1-' num2str(K) D,syrnadd( transpose( maple([ ... 
'crossprod(' transpose(symmul('2',wip1» ',' ... 
transpose(symmul(qp,axeZ» '),D),symmul(qpp,axeZ»»; 

vpip 1 =simple( vpip 1 ); 
vp=extract(vpip1, 1,3,1,1 ,vp,I*3+ 1,1); 

% Construction des vecteurs d'accélérations linéaires des centres 
% de masse pour chaque masse et pour chaque membre. 

for J=l :eval(sym(Mi,I, 1» 
disp(['cons v et a: J= 'num2str(1)D 

Pci=extrac(Pc,(I-1 )*3+ 1,(1-1)*3+3,J,1); 

wiXPci=maple(['crossprod(' transpose(wip1) ',' transpose(Pci) '),D; 

vcpi=syrnadd( syrnadd( transpose( maple( ['crossprod(' transpose( wpip 1) ',' ... 
transpose(Pci) '),D), transpose( maple(['crossprod(' transpose( wip 1) ... 
',' wiXPci ')'D»,vpip1); 

vcp=extract(vcpi, 1 ,3, 1,1, vcp,I*3+ 1,1); 
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end 

vcp=simple(vcp); 

% Calcul des forces et couples agissant sur les membres en appliquant 
% les équations de Newton-Euler (pour chaque masse). 

for J= 1 :eval( sym(Mi,I, 1)) 
disp(['cal f et c: J= 'nwn2str(J)]) 

mi=sym(Massei,I,J); 
vcpi=extrac(vcp,I*3+ 1 ,1*3+3,J,J); 
wi=extrac(w,I*3+ 1,1*3+3,1,1); 
wpi=extrac(wp,I*3+ 1,1*3+3,1,1); 
Icidit=extrac(lcidi,(l-1 )*3+ 1,(1-1 )*3+ 3,(J-l )*3+ 1,(J-l )*3+3); 
Rcivit=extrac(Rcivi,(l-I)*3+ 1,(l-1)*3+3,(J-l)*3+ 1,(J-l)*3+3); 

% Multiplication de la matrice d'inertie par la matrice 
% de rotation pour représenter correctement l'orientation 
% de la masse par rapport au membre. 

lcidit=symmul( transpose(Rcivit ),symmul(Icidit,Rcivit)); 

lcidit=simple(lcidit) ; 

Fit=symmul(mi, vcpi); 
Nit=symadd( symmul(Icidit, wpi),transpose(maple(['crossprod(' ... 

transpose(wi) ',' transpose(symmul(lcidit,wi)) ')']))); 

Fi=extract(Fit,I,3, 1,1,Fi,(l-1 )*3+ 1,J); 
Ni=extract(Nit,I,3,1,I,Ni,(l-I)*3+ 1,J); 

end 

Fi=simple(Fi); 
Ni=simple(Ni); 

% Formation des vecteurs SFi et SNi représentant la sommation des 
% vecteurs de forces et de couples pour chaque membre. 

SFit=zeros(3, 1); 
SNit=zeros(3, 1); 
for J= 1 :eval( sym(Mi,l, 1)) 
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Fit=extrac(Fi,(I-1 )*3+ 1 ,(I-l)*3+3,J,J); 
SFit=symadd(SFit,Fit ); 
Nit=extrac(Ni,(I-l)*3+ 1,(I-l)*3+3,J,J); 
SNit=symadd(SNit,Nit ); 

end 

SFi=extract(SFit,1 ,3,1,1 ,SFi,(I-1 )*3+ 1,1); 
SNi=extract(SNit,1 ,3, 1, I,SNi,(I-l)*3+ 1,1); 

save ddyrrprf 

end 

SFi=simple(SFi); 
SNi=simple(SNi); 

% Itérations vers la base pour calculer les forces et couples 

for I=I:N 
J=N-I+l; 

disp(['iter cal f et c: I= ' num2str(I)]) 
Rip 1 vit=extrac(Rip 1 vi,J*3+ 1 ,J*3+3, 1 ,3); 
fip 1 =extrac(fi,J*3+ 1 ,J*3+ 3,1,1); 
Fit=extrac(SFi,(J-l )*3+ 1 ,(J-l )*3+3,1,1); 
nip 1 =extrac(ni,J*3+ 1 ,J*3+ 3,1,1); 
Nit=extrac(SNi,(J-l)*3+ 1,(J-l)*3+3, 1, 1); 
Pip Idit=extrac(Pip 1 di,J*3+ 1 ,J*3+3, 1,1); 
Kit=extrac(Ki,J,J, 1, 1); 

fit=symadd( symmul(Rip 1 vit,fip 1 ),Fit); 
fit=simple(fit); 

fi=extract(fit,1 ,3, 1,1 ,fi,(J-l )*3+ 1,1); 

SPciXFit=zeros(3, 1); 
for L=I:eval(sym(Mi,J,I» 

Pci=extrac(Pc,(J-l )*3+ 1,(J-l )*3+3,L,L); 
Fit=extrac(Fi,(J-l )*3+ 1,(J-l)*3+3,L,L); 
PciXFit=transpose(maple(['crossprod(' transpose(pci) ',' ... 

transpose(Fit) ')']); 
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SPciXFit=symadd(SPciXFit,PciXFit); 

end 

SPciXFit=simple(SPciXFit); 

nit= transpose(maple(['crossprod(' ... 
transpose(pipldit) ',' transpose(symmul(Ripl vit,fipl)) ... 
')'])); 

nit=simple(nit); 
nit=symadd( symadd( symadd( nit,SPciXFit ),symmul(Rip 1 vit,nip 1) ) ,Nit ); 

disp(['milieu calcul nit']) 

% %% nit=symadd( symadd( symadd( transpose( maple(['crossprod(' ... 
%%% transpose(pipldit) ',' transpose(symmul(Riplvit,fipl)) ... 
%%% ')'])),SPciXFit),symmul(Ripl vit,nipl )),Nit); 

nit=simple(nit); 

ni=extract(nit, l ,3, 1, l ,ni,(J-l )*3+ 1,1); 

if Kit=' 1 , 
Tit=symmul( transpose( nit ),axeZ); 

end 

if Kit='Q' 
Tit=symrnul(transpose(fit),axeZ); 

end 

Ti=extract(Tit, 1, 1, 1, 1, T~J, 1); 

save ddyrrprf 

end 

Ti=simple(Ti) ; 

save ddyrrprf 
disp(['debut factorisation de Ti']) 

% Formation des matrices de masse, du vecteur de forces et couples dûs à la 
% gravité et du vecteur de forces et couples provenant des effets centrifuges 
% et Coriolis. 
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MTheta = zeros(N,N); 
VThThp = zeros(N, 1); 

for I=I:N 
for J=I :N 

MTheta = sym(MTheta,I,J,diff( sym(Ti,I, 1 ),sym( qipp,J, 1))); 

end 
end 

Tit=Ti; 
for I=I:N 

Tit=subs(Tit,O,sym(['Thetapp' num2str(I)])); 
Tit=subs(Tit,O,sym(['Thetap' num2str(I)])); 
Tit=subs(Tit,O,sym(['Dpp' num2str(l)])); 
Tit=subs(Tit,O,sym(['Dp' num2str(I)])); 

end 

gTheta = Tit; 

VThThp = symsub( symsub(Ti,symmul(MTheta,qipp) ),gTheta); 

VThThp=simple(VThThp ); 

save ddyrrprf 

% Production de la matrice de masse inverse pour pouvoir trouver 
% la dynamique directe 

MThetainv=inverse(MTheta); 

MThetainv=simple(MThetainv); 

save ddyrrprf 

function [Rcivi,Pc]=poscen(N ,Mi,ccmdh) 
% POSCEN Construction des matrices de rotation et des vecteurs de position reliant 
% le référentiel attaché à chacune des masses au référentiel du membre associé. 
% 
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% [Rcivi,Pc]=poscen(N,Mi,ccmdh) extrait les paramètres établis par la 
% convention Denavit-Hartenberg modifiée pour définir la position et 
% l'orientation du référentiel attaché à chacune des masses par rapport 
% au référentiel du membre associé. 
% 
% N= nombre de membres; 
% Mi= vecteur avec N éléments représentant le nombre de masses fixées à 
% chacun des membres; 
% ccmdh= matrice de somme(Mi)X4 contenant les paramètres D-H pour chacun des 
% référentiel de masse: 
% ccmdh = [Alpha _ {i-1 } masse 1 membre l ,A _ {i-1 },D _ {i}, Theta _ {i}, 
% Alpha _ {i-1 }masse2membre1 ,A _ {i-1},D _ {il ,Theta _ {i} , 
% 
% Alpha_ {i-1 } masse 1 membre2,A _ {i-1},D _ {i} , Theta _ {i}, 
% 
% Alpha _ {i-1 } masseMi(N)membreN,A _ {i-1 },D _ {i} , Theta_ {i} ] 
% Les paramètres Alpha_{i-1} et Theta_{i} (avec A_{i-1} = D_{i} = 0) 
% définissent la rotation nécessaire pour aligner les référentiels de la 
% charge et du membre; 
% les paramètres A_{i-1} et D_{i} (avec Alpha_{i-1} = Theta_{i} = 0) définissent 
% la translation nécessaire (après la rotation) pour faire coincider l'origine 
% des référentiels. La transformation s'effectue donc en employant un référentiel 
% intennédiaire. 
% 

% Formation des matrices de transformation 
% Les 4 premières lignes sont consacrées au membre 1, les lignes 5 à 8, au membre 2 ... 
% Les 4 premières colonnes représentent les premières masses de chaque membre ... 

Rcivi=zeros(3 *N,3 *max(Mi)); 
Pc=zeros(3 *N ,max(Mi)); 

Rota=sym(['[ cos( e ),-sin( e ),O;sin( e )*cos(b ),cos( e )*cos(b ),-sin(b );sin( e )*sin(b),' ... 
'cos( e )*sin(b ),cos(b) ]'D; 

Posi=sym(['[ c;O;d],D; 

compteur=O; 
for 1 = l:N 

for J = l:eva1(sym(Mi,I,l)) 

Rcivit = subs(Rota,sym( ccmdh, 1 ,(J-1 +compteur) *4+ 1), 'h'); 
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Rcivit = subs(Rcivit,sym( ccrndh, 1 ,(J-1 +cornpteur)*4+4),'e'); 
Pet = subs(Pos~sym(ccrndh,1,(J-1+compteur)*4+2),'c'); 
Pet = subs(Pct,sym(ccrndh,1,(J-1+compteur)*4+3),'d'); 

Rcivi=extract(Rcivit, 1 ,3, 1 ,3,Rcivi,(I -1 )*3+ 1 ,(J-1 )*3+ 1); 
Pc=extract(pct,1,3,1,1,Pc,(I-1 )*3+ 1 ,J); 

end 
cornpteur=compteur+eva1( sym(Mi,I, 1)); 

end 

Rcivi=simplify(Rcivi); 
Pc=simplify(Pc ); 

fu nction [Icidi,Massei]=tenseurs(Mi,N ,Masi) 
% Tenseurs fabrique les tenseurs d'inertie pour chaque masse de chaque 
% articulation à partir des données contenues dans le vecteur 
% ligne Masi. 

% Ajout du tenseur d'inertie pour la poutre en H (H-beam) - 3/2/95 - P. Sicard 

Massei=zeros(N ,max(Mi»); 
Icidi=zeros(N* 3 ,max(Mi) * 3); 

lxx=sym(['lxx']); 
lyy=sym(['lyy']); 
lzz=sym(['lzz']); 

compteur=O; 
for 1=1:N 

for J=1 :eva1(sym(Mi,I,1» 

rn=sym(Masi,1,(J-1+compteur)*11+2); 
Massei=sym(Masse~I,J,rn); 

Icidit = sym(['Ixx,O,O;O,lyy,O;O,O,lzz']); 
Iciditmp 1 = sym(['Ixx,O,O;O,lyy,O;O,O,lzz']); 
Iciditrnp2 = sym(['Ixx,O,O;O,lyy,O;O,O,lzz']); 
matdiatmp = sym(['Ixx,O,O;O,lyy,O;O,O,lzz']); 

ifsym(Masi,1,(J-1+compteur)*11+ 1) = 'MPO' 
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Icidit=syrn(['O,O,O;O,O,O;O,O,O']); 

elseif syrn(Masi, 1,( J -1 +compteur) * Il + 1) = 'CPU' 

h=syrn(Masi, 1 ,(J-1 +compteur)* Il +3); 
r=syrn(Masi, 1 ,(1-1 +compteur)* Il +4); 
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Icidit = 
subs(Icidit,sym([syrndiv(symmul(m,symadd(symmul(3,syrnpow(r,2»,syrnpow(h,2»), 12)]),Ix 
x); 

Icidit = 
subs(Icidit,syrn([syrndiv(symmul(m,symadd(symmul(3,sympow(r,2»,sympow(h,2»),12)]),Iy 
y); 

Icidit = subs(Icidit,syrn([syrndiv(symmul(m,sympow(r,2»,2)]),Izz); 

elseifsym(Masi,1,(J-1+compteur)*11+1) = 'CCU' 
h=syrn(Masi,1,(J-1+compteur)*11 +3); 
r=syrn(Masi, 1,(J-1 +compteur)* Il +4); 

Icidit=subs(Icidit,syrn([ syrndiv( symmul( m,symadd( symmul( 6,sympow( r ,2», ... 
syrnpow(h,2»),12)]),Ixx); 

Icidit=subs(Icidit,syrn([ syrndiv( symmul(m,symadd( symmul( 6,sympow( r ,2», ... 
sympow(h,2»),12)]),Iyy); 

Icidit=subs(Icidit,sym([ syrndiv( symmul( m,sympow(r ,2) ),2) ]),Izz); 

elseifsyrn(Masi,1,(1-1+compteur)*11+1) = 'CMU' 
h=syrn(Masi, 1 ,(J-1 +compteur)* Il +3); 

Icidit=subs([Icidit,sym([syrndiv(symmul(m,sympow(h,2»,12)]),Ixx]); 
Icidit=subs([Icidit,syrn([syrndiv(symmul(m,syrnpow(h,2»,12)]),Iyy]); 
Icidit=subs([Icidit,syrn([O]),Izz ]); 

elseifsym(Masi,1,(J-1 +compteur)*ll+ 1) = 'PRI' 
a=syrn(Masi,1,(J-1 +compteur)*11+3); 
b=syrn(Masi,1,(J-1+compteur)*11+4); 
c=syrn(Masi,l ,(J-1 +compteur)* Il +5); 

Icidit=subs(Icidit,syrn([ syrndiv( symmul( m,symadd( sympow(b,2), ... 
sympow( c,2»), 12) ]),Ixx); 

Icidit=subs(Icidit,syrn([ syrndiv( symmul( m,symadd( sympow( a,2), ... 
syrnpow(c,2»),12)]),Iyy); 

Icidit=subs(Icidit,syrn([syrndiv(symmul(m,symadd(sympow(a,2), ... 



sympow(b,2))),12)]),lzz); 

elseif sym(Masi, 1 ,(J-1 +compteur)* Il + 1) = 'POH' 
mv=sym(Masi,1,(J-1 +compteur)* Il +3); 
l=sym(Masi,l ,(J-1 +compteur)* Il +4); 
h=sym(Masi, 1 ,(J-1 +compteur)* Il +5); 
a=sym(Masi, 1 ,(J-1 +compteur)* Il +6); 
b=sym(Masi,1,(J-1 +compteur)*ll +7); 
c=sym(Masi,1,(J-1 +compteur)*ll +8); 

mhp2=sym(['mhp2']); % 2*masse prisme horizontal 
mhp2=subs(mhp2,symsub(m,mv),mhp2); 

% inertie prisme vertical (partie centrale de la poutre) 

Iciditmp 1 =subs(Iciditmp 1 ,sym([ symdiv( symmul( mv,symadd( sympow(h,2), ... 
sympow(a,2))),12)]),lxx); 

Iciditmp 1 =subs(Iciditmp 1 ,sym([ symdiv( symmul( mv,symadd( sympow( a,2), ... 
sympow(L2))),12)]),lyy); 

Iciditmp 1 =subs(Iciditmp 1 ,sym([ symdiv( symmul( mv ,symadd( sympow(L2), ... 
sympow(h,2))),12)]),lzz); 

% 2* inertie prisme horizontal (parties supérieure et inférieure de la poutre) 

Iciditmp2=subs(Iciditmp2,sym([ symdiv( symmul( mhp2,symadd( sympow( c,2), ... 
sympow(b,2))),12)]),lxx); 

Iciditmp2=subs(lciditmp2,sym([ symdiv( symmul( mhp2,symadd( sympow(b,2), ... 
sympow(L2))),12)]),lyy); 

Iciditmp2=subs(Iciditmp2,sym([ symdiv( symmul( mhp2,symadd( sympow(l,2), ... 
sympow(c,2))),12)]),lzz); 

% 2 * matrice de correction pour théorème des axes parallèles : mhp2 * [P' P 13 - pp'] 
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matdiatmp=subs( matdiatmp,sym([ symmul( mhp2,sympow( symdiv( symadd(h,c ),2),2)) ]),Ixx); 
matdiatmp=subs(matdiatmp,O,lyy); 

matdiatmp=subs(matdiatmp,sym([symmul(mhp2,sympow(symdiv(symadd(h,c),2),2))]),lzz); 

% inertie totale au centre de masse = 
% 
% 

inertie prisme vertical + 
2* inertie prisme horizontal + mhp2*[P'p 13 - pp'] 



Icidit=symadd(Iciditmp 1 ,symadd(Iciditmp2,matdiatmp)); 

elseifsym(Masi,1,(J-1+compteur)*11+1) = 'DPU' 

for L=1:3 
for P=1:3 

Icidit=syrn(Icidit,L,P ,syrn(Masi, 1 ,(1-1 +compteur)* Il +2+3 *(L-1 )+P)); 
end 

end 

end 

Icidi=extract(Icidit, l ,3, 1,3,Icidi,(I-1)*3+ 1,(J-1 )*3+ 1); 

end 
compteur=compteur+eval( syrn(Mi,I, 1)); 

end 

% défilement des résultats de cin 

M 
N 
Alphaim1 
Aim1 
Di 
Thetai 
Ki 

Tiviml 
RivO 
PidO 

NidO 
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ANNEXEB 

CONDITIONS DE POSITIVITÉ ET DE SEMI-POSITIVITÉ DE KWi 

Nous établissons ici les conditions de positivité et semi-positivité de la matrice 

K Wi définie par (4.44), section 4.4.1.1. 

B.I Semi-définie positivité 

Nous écrivons la première partie de la matrice K w
1 

comme 

k;I 0 
ki -cJ &2 
NI 

m 

0 k;2 0 
k 2 

A= 
N2 

ki 0 kIf 0 
NI 

el 

-cJ &2 
_ k2 0 kIf m N2 

e2 

où J m représente l'inertie du rotor du moteur 4. Les critères trouvés à l'aide du 

programme Maple® pour avoir A semi-définie positive sont: 
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La condition 4, en considérant les conditions 1 à 3, permet de défmir la 

condition suivante sur C&2 : 

(Nfk~lk;l - kf)(N'ik~2k;2 - k'i) 

J;NfN'ik~2k;1 

Aussi, par (4.42), c2 < C&2 tel que 

B.2 Définie positivité 

Également, nous pouvons considérer les critères suivants pour obtenir la 

matrice A défmie positive. 

qui permettent d'obtenir la même condition sur c qu'en B.l. 

Les résultats précédants ont été obtenus à l'aide du logiciel Maple®, avec le 

programme suivant: 

with (linalg); 

A:=matrix(4, 4, [kel, 0, (-kllnl), -ep/\2*c*Jm, 0, ke2, 0, (-k2/n2), (-kl/nl), 0, ke3, 
0, ep/\2*c*Jm, (-k2/n2), 0, ke4]); 



definite( A, 'positive _ semidef); 
definite( A, 'positive _ def); 
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ANNEXEC 

LISTE DES PROGRAMMES DE SIMULATION RÉALISÉS 

À L'AIDE DE MATLAB® 

Nous présentons ici les listes des programmes utilisés pour la simulation du 

système. La version 4.2c de Matlab® a été employée. Les variables K pm' 

K vm' K pl' K vI sont choisies en fonction de chaque cas d'étude du système et 

nous les avons décrites au chapitre 6. Les variables choix et cas sont 

déterminées pour employer l'état réduit ou complet et une entrée échelon ou 

cosinus respectivement. 

C.I Programme principal (main.m) 

% main: 

% Ce programme fournit les paramètres du système et il fait un appel à 

% la fonction de simulation« passive.m ». 

c1ear; 
c1g; 

global Ke w D gy gz me M3 M4 Q Dl1 D12 KI K2; 
global NI N2 N3 N4; 
global Kpm K vm Kpl K vI; 
global choix inter ff cas; 

% Le rapport de transmission. 
Nl=64; 
N2=64; 
N3=25*pi; 
N4=64; 



M3=11N3; 
M4=11N4; 
rI =1; % Le rayon de poulie #1 côté du moteur #2. 
r2= 1; % Le rayon de poulie #2 côté de l'articulation #2. 

% Le frottement visqueux du système. 
Dl1=O.Ol; 
D12=O.Ol; 
Dml=O.OOOl; 
Dm2=O.OOOl; 
Drn3=O.OOOl; 
Dm4=O.OOOl; 

% Matrice de nomalisation 
Q=[l 0 0 0 0 0 

o 1 0 0 0 0 
o 0 NI 0 0 0 
o 0 0 N2*rllr2 0 0 
o 0 0 0 N3 0 
o 0 0 0 0 N4]; 

Q22=Q(3 :6,3 :6); 

% La caractéristique linéaire du ressort de torsion. 

Kl=le4; % La constant de rigidité du membre 1 
K2=le4; % La constant de rigidité du membre 2 
K=[ KI 0 -KIINI 0 0 0 

o K2 0 -K2*r2/(N2*r1) 0 0 
-KIINI 0 KIIN11\2 0 0 0 

o -K2*rll(N2*r2) 0 K2*(rll(N2*r2)Y2 0 0 
zeros(2,6) ]; 

% La matrice normalisée de la constante de rigidité. 
Kg=Q*K*Q; 

% La matrice du frottement linéaire du membre. 
Dl=diag([Dl1 ;D12]); 

% La matrice du frottement linéaire du moteur. 
Dm=diag([Dml ;Dm2;Drn3 ;Dm4]); 
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Ds=[ Dl 
zeros(4,2) 

D=Q*Ds*Q; 

zeros(2,4) 
Dm]; 

% Imperfection du modèle du ressort de torsion. 
% K1=0.75*Ke; 
% K2=0.75*Ke; 
% K1=1.25*Ke; 
% K2=1.25*Ke; 

%Les gains du retour d'état statique du moteur. 
Kpm=[1.5 0 0 0 

o 1.5 0 0 
o 0 1.5 0 
o 0 0 1.5]; 

Kpm=Q22*Kpm*Q22; 

% Les gains du dérivateur de l'état du moteur. 
K vm=[0.25 0 0 0 

o 0.2 0 0 
o 0 0.17 0 
o 0 0 0.1]; 

Kvm=Q22*Kvm*Q22; 

% Les gains du retour statique du lien. 
Kpl=[5000 0 

o 5000]; 

% Les gains du dérivateur de l'état du lien. 
Kvl=[lOOO 0 

o 1000]; 

% Charge 
mc=20; %Kg 

% Gravite 
gy=0; 
gz=9.81; 

% Le choix de la simulation par l'état partiel ou complet 
choix='complet'; 
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% Le choix de l'entrée échelons ou cosinus. 
cas='step'; 

tO=O; % Le temps initial. 
tfin= 1; % Le temps final. 
dt=O.Ol; % Pas de calcul. 

% Les conditions initiales 
yO=zeros(l2, 1); 
yO(l :6)=0.02*ones(6,1); % les conditions initiales pour les vitesses 

% des moteurs et des membres sont nulles 

raw=( tfinl dt)+ 1 ; 
ytout=zeros(raw,12); 
ytout(I,:)=yO'; 
tout=zeros(raw, 1); 

w=5; % La fréquence de l'entrée cosinus 

counter=1 

for t=tO:dt:tfin-dt 

[temp,y]=ode45('passive',t,t+dt,yO,le-6,1); 
[Len J,Bidon ]=size(y); 
yO=y(Len J,: )'; 
ytout( counter+ 1,: )=y(LeIlJ,:); 
toute counter+ 1 )=temp(Len J); 
counter=counter+l 

end 
pack; 

for i=I:length(tout) 

% Intégration numérique des 
% équation d'état du système par 
% la méthode de Runge-Kutta. 

[Tfin( :,i),qc( :,i), qdc( :,i), qddc( :,i)]=couple(tout(i),ytout(i, 1 :2)', ... 
ytout(i,7:8)',ytout(i,3:6)', ... 
ytout(i,9: 12)',cas,choix); 

end 
save [Nom de fichier] 

C.2 Programme passive.m 
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% La fonction prim=passive(t,x) fait le calcul numérique 
% de la dérivée de l'état du système. 

function prim=passive(t,x) 

global Ke D Q cas choix; 

% définition des positions des membres 1 et 2. 
PosiJ=x(l :2,1); 

% défInition des positions des moteurs. 
Post m=x(3 :6, 1); 

% définition des vitesses des membres 1 et 2. 
VitJ=x(7:8,1); 

% définie les vitesses des moteurs. 
Vit_m=x(9:12,1); 

% Appel la fonction couple afm d'évaluer le couple d'anticipation. 
[Uff,qp,qv,qa ]=couple(t,Posi_l, Vit_l,Posi_ m, Vit_ m,cas,choix); 

% Appel la fonction mass. 
Mas=mass(postl); % Matrice de la masses-inerties. 

% Appel la fonction Corio. 
Cori=corio(Posi_l, Vit_l); % Matrice du Coriolis. 

% Appel la fonction gravi. 
Grav=gravi(posi_l); % Couple de gravité. 

Posi=[posi _l;Posi_ m]; 
Vit=[Vit_l;Vit_m]; 

prim=[ Vit 
inv(Mas )*(Uff-Ke*Posi-Cori*Vit-Grav-D*Vit)] ; 

C.3 Programme couple.m 

% La fonction couple.m évalue les couples utI, ul, u2 correspondants 
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% à la méthode proposée au chapitre 4. 
% qli est la trajectoire désirée pour i=I,2,3,4 avec ses dérivées 
% (qldi, qlddi, qldddi, q14di, q15di, q16di) sont choisies pour deux 
% cas de l'échelon et la forme (l-coswt)"3 avec une amplitude de 0.1 
% et la fréquence w imposée au programme principal. 
% qlr,qldr,qmr,qmdr sont les états réels du système. 
% Les membres 3 et 4 sont rigides donc nous avons qm3=q13, qm4=q14. 

function [U2,qc, qdc, qddc ]=couple(t,qIr,qldr,qmr,qmdr,cas,choix); 

global Ke w D gy gz mc M3 M4 Q Dl1 D12 KI K2; 
global NI N2 N3 N4; 
global Kpm Kvm Kpl Kvl; 
global choix inter ff; 
global ql1 q12 qml qm2 q13 q14; 

% La trajectoire versinus sous la forme (l-coswt)"3 

if strcmp( eval('cas'),'cosi'); 
wt=w*t; 

% Le vecteur des positions désirées des membres. 
qIl =(O.1I8)*(I-cos(wt))"3; 
q12=ql1; 

qm3=N3*qIl; 
qm4=N4*ql1; 

% Le vecteur des vitesses désirées des membres. 
qldl =(O.1I8)*3*w*sin(wt)*(I-cos(wt))"2; 
qld2=qldl; 

qmd3=N3*qldl ; 
qmd4=N4*qldl; 

% Le vecteur des accélérations désirées des membres. 
qlddl =(O.1I8)*3*wI\2*( cos(wt)*(1-cos(wt))"2+2*(1-cos(wt))*(sin(wt))"2); 
qldd2=qlddl ; 

qmdd3=N3*qlddl; 
qmdd4=N4*qlddl ; 
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% La troisième dérivée de la position désirée des membres. 
qldddl =(O.1I8)*3*w"3*( -sin(wt)*(1-cos(wt»)"'2+ .. . 

4 *cos( wt )*sin( wt )*(1-cos( wt»+ .. . 
2*(sin(wt)Y'3); 

qlddd2=qldddl; 

qmddd3=N3 *qlddd 1 ; 
qmddd4=N4*qldddl; 

% La quatrième dérivée de la position désirée des membres. 
qI4dl =(O.1I8)*3*wI\4*( -cos(wt)*(1-cos(wt)Y'2-.. . 

qI4d2=qI4dI; 

qm4d3=N3*qI4dl; 
qm4d4=N4*qI4dl; 

4*(sin(wt»)"'2*(1-cos(wt»+ .. . 
4*( cos(wt)Y'2*(1-cos(wt»+ .. . 
1 O*cos(wt)*(sin(wt»)"'2); 

% La cinquième dérivée de la position désirée des membres. 
qI5dl =(O.1I8)*3*wI\5*sin(wt)*((1-cos(wt»)"'2-18*(1-cos(wt»*cos(wt)-... 

14*(sin(wt)Y'2+24*( cos(wt»1\2); 
qI5d2=qI5dl ; 

qm5d3=N3*qI5dl; 
qm5d4=N4*qI5dl; 

% La sixième dérivée de la position désirée des membres. 
qI6dl =(O.1/8)*3*wI\6*( cos(wt)*((1-cos(wt»)"'2-18*(1-cos(wt»*cos(wt)-... 

qI6d2=qI6d 1 ; 

qm6d3=N3*qI6dl; 
qm6d4=N4*qI6dl; 

14* (sin(wt»)"'2+24*( cos(wt»)"'2)+ .. . 
sin(wt)*(20*sin(wt)*(1-cos(wt»-.. . 

94*sin(wt)*cos(wt»); 

% L'échelon désiré d'entrée. 

else strcmp( evaI('cas'),'step'); 

% Le vecteur des positions désirées des membres. 
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ql1=O.l; 
q12=ql1; 
qm3=N3*qll; 
qm4=N4*qll; 

% Le vecteur des vitesses désirées des membres. 
qldl=O; 
qld2=O; 
qmd3=O; 
qmd4=O; 

% Le vecteur des accélérations désirées des membres. 
qlddl=O; 
qldd2=O; 
qmdd3=O; 
qmdd4=O; 

qldddl=O; 
qlddd2=O; 
qmddd3=O; 
qmddd4=O; 

q14dl=O; 
q14d2=O; 
qm4d3=O; 
qm4d4=O; 

q15dl=O; 
q15d2=O; 
qm5d3=O; 
qm5d4=O; 

q16dl=O; 
q16d2=O; 
qm6d3=O; 
qm6d4=O; 

end; 

% Ca1cull'état désiré des moteurs 1 et 2 
% avec la méthode présentée au chapitre 4. 
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SI =sin( qll) ; 
S2=sin( q12) ; 
S12=sin(qll +q12); 
Cl=cos(qll); 
C2=cos( q12); 
C12=cos(qll +q12); 
a=2.8438+0.25375*mc; 
b=2.96375+0.25*mc; 
c=5.9275+0.5*mc; 
d=2e-4; 
e=3.75e-3*mc*M4+2e-4; 
f=2.8438+2.96375*C2+0.25*mc*C2+0.25375*mc; 
g=6.719+0.50375*mc; 
h=O.5*mc; 
i=5.9275; 
k=7.1825+0.5*mc; 
pd=(qldl +qld2); 
pdd=( qldd 1 +qldd2); 
p3d=( qlddd 1 +qlddd2); 
p4d=( qI4dl +qI4d2); 
kpll =KpI(1, 1); 
kp12=Kpl(2,2); 
kvll=KvI(1 , l); 
kv12=Kvl(2,2) ; 

% L'état partiel 

% Position du moteur 2. 
qm2=N2*( q12+inv(K2)* «a+b*C2)*qldd1 +a*qldd2+b*S2*qldl /\2+gy*c*C12+ .. . 

d*qmdd3+e*qmdd4+D12*qld2»; 

% Vitesse du moteur 2. 
qmd2=N2*( qld2+inv(K2) * ( -b*S2*qld2*qlddl +fI'qldddl +a*qlddd2+ ... 

b*(qld2*C2*qldl /\2+2 * qld 1 *S2*qlddl)-gy*c*(pd)*S12+ ... 
d*qmddd3+e*qmddd4+D12*qldd2»; 

% Accélération du moteur 2. 
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qmdd2=N2 * (qldd2+inv(K2) * (-b*«qld2/\2* C2+qldd2 * S2)*qlddl +2*q Id2*S2*qldddl)+ ... 
fl'qI4dl +a*q14d2+b*(qldd2*qldl /\2*C2-qld2/\2*qldl /\2*S2+ ... 
4*qld2*qldl *qlddl * C2+2*qldd1 /\2*S2+2*qldl * qlddd 1 *S2)-... 
gy*c*(pdd*S12+pd/\2*C12)+d*qm4d3+e*qm4d4+D12*qlddd2»; 
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% Jerk du moteur 2. 
qmddd2=N2*(qlddd2+inv(K2)*(b*(-3*qld2*qldd2*qldd1 *C2+qld21\3*82*qlddl-... 

3 * qld21\2 * qlddd 1 * C2-qlddd2* qldd1 *S2-3*qldd2*qldddl *S2-... 
3*qld2*q14d1 * S2+q15d 1 *C2+qlddd2*qldlI\2*C2+6*qldd2*qldl * qldd 1 *C2-... 
3 * qldd2* qld 1 1\2*qld2*S2-6*qld21\2*qld1 * qldd 1 *82-qld21\3*qldlI\2*C2+ ... 
6* qld2 * qldd 1 1\2* C2+6*qld2*qld 1 *qldddl *C2+6*qldd1 *qldddl *S2+ .. . 
2*qld1 *q14dl *S2)+a*(q15dl +q15d2)-c*gy*(p3d*812+3*pdd*pd*C12-.. . 
pdI\3*812)+d*qm5d3+e*qm5d4+D12*q14d2)); 

% Quatrième dérivée du moteur 2. 
q14d2=N2* (qI4d2+inv(K2)*(b*(-3 *qldd21\2 * qldd 1 * C2-4*qld2 * qldd 1 *qlddd2*C2-... 

9*qld2*qldd2*qldddl * C2+6*qld21\2 * qldd2 * qldd 1 *82+ ... 
4*qld21\3*qldddl * S2+qld21\4*qldd 1 * C2-6*qld21\2*qI4d 1 *C2-... 
q14d2*qldd1 * S2-4*qlddd2 * qlddd 1 *S2-6*qldd2*qI4dl *82-... 
3 * qldd2 *qlddd 1 * qld2 * C2-4*qld2*q15d 1 *S2+qI4d2*qldlI\2*C2+ ... 
8 *qlddd2* qld1 *qldd1 *C2-4*qlddd2*qld11\2*qld2*S2+ ... 
1 2*qldd2*qldd1 1\2*C2+ 12*qldd2*qld1 * qlddd 1 *C2-3 * qldd21\2 * qld 1 1\2*82-... 
12*qldd2*qld1 *qld2*qldd1 *S2-12*qld2*qldd2*qldl *qlddl *S2-... 
6*qld21\2*qldd11\2*S2-12*qld21\2*qld1 * qlddd 1 *82-... 
8 *qld21\3 * qld 1 *qlddl * C2+qld21\4* qld 1 1\2*82+ 18*qld2*qlddl *qldddi *C2-... 
6*qld21\2*qlddlI\2*S2+6*qld2*C2*( qld1 *q14dl +qlddl *qldddl )+ ... 
6*qlddd11\2*S2+8*qlddl *q14d1 *S2+2*qldl *q15d1 *82+ ... 
2*qld2*qldl *q14dl * C2-qldd2*q14d 1 *S2-qld21\2*qI4dl *C2+q16dl *C2)+ ... 
a*(q16d1+q16d2)-c*gy*(p4d*812+4*p3d*pd*C12+3*pddI\2*CI2-... 
6*pdd*pdI\2*S1 2-pdI\4*C12)+d*qm6d3+e*qm6d4+D12*q15d2)); 

% Position du moteur 1 
qml =Nl *( ql1 +inv(K1 )*( (g+c*C2)*qldd 1 +( a+b*C2)*qldd2-... 

(h+i) * qld 1 *qld2-b*qld21\2+gy*k*Cl+gy*c*C12+d*(qmdd2+qmdd3)+ ... 
e*qmdd4+Dl1 *qldl)); 

% Vitesse du moteur 1. 
qmd1 =N1 *( qldl +inv(K1 )*( c*( -qld2 * qldd 1 *S2+qldddl *C2)+g*qldddl + ... 

b*( -qld2*qldd2*S2+qlddd2*C2-2*qld2*qldd2)+a*qlddd2-... 
(h+i)* (qldd1 *qld2+qld1 *qldd2)-gy*k*qld1 *81-... 
gy*c*pd*S 12+d*( qmddd2+qmddd3)+e*qmddd4+Dl1 *qldd1 )); 

% Accélération du moteur 2. 
qmdd1=Nl *(qlddl+inv(K1)*(c*(-qldd2*qldd1 * S2-2*qld2*qlddd 1 * S2+q14d 1 *C2-... 

qld21\2* qldd 1 *C2)+g*q14dl +b*( -qldd21\2*82-2*qld2*qlddd2*82-... 
qld21\2*qldd2*C2+q14d2*C2)+a*qI4d2-... 
(h+i)* (qlddd1 *qld2+2*qlddl * qldd2+qld 1 *qlddd2)-2*b*(qldd21\2+ ... 
qld2*qlddd2)-gy*k*(qldd1 *SI +qld1 1\2*Cl)-gy*c*(pdd*S 12+ ... 



pdA2*C12)+d*(qI4d2+qm4d3)+e*qm4d4+DIl *qldddl)); 

% L'état complet 

if strcmp( eval('choix'), 'complet') ; 

qm2=qm2+inv(K2)*N2 * (kp12 *( qlr(2)-q12)+kv12 * (qldr(2)-qld2)); 
qmd2=qmd2+inv(K2)*N2 * (kp12 *( qldr(2)-qld2)); 
qml=qml+inv(Kl)*Nl * (kpll *(qlr(1)-qIl)+kvIl *(qldr(1)-qldl)); 
qmdl =qmdl +inv(Kl)*Nl *(kpIl *(qldr(1)-qldl)); 

end; 

qc=inv( Q)* [ qIl ;q12;qml ;qm2;qm3 ;qm4]; 

qdc=inv(Q)*[qldl;qld2;qmdl;qmd2;qmd3;qmd4]; 

qddc=inv( Q)* [ qldd 1 ;qldd2;qmdd 1 ;qmdd2;qmdd3 ;qmdd4]; 

qmc=qc(3:6); 
qmdc=qdc(3:6); 

Mass=mass( qc); 
Cor=corio( qc,qdc); 
Grav=gravi( qc); 

Cpm=Kpm*( qmr-qmc); 
Cvrn=K vrn*( qmdr-qmdc); 

Cp=[O;O;Cpm]; 
Cv=[O;O;Cvrn]; 

% Correcteur proportionnel du moteur 
% Correcteur dérivateur du moteur 

U2=Mass*qddc+Cor*qdc+D*qdc+Grav+Ke*qc-Cp-Cv; 

C.4 Programme mass.m 

% mass.m : calcule la matrice de masses-inerties 
% function M =mass( q) 
% 

169 



% q: Vecteur de la position du membre 
% qdot : Vecteur de la vitesse du membre 
% qddot : Vecteur de l'accélération du membre 
% M: La matrice de masses-inerties 

funetion M=mass( q) 
global me M3 M4 Q; 

e2 = eos(q(2»; 
a=O.25375*me; 
b=2.8438; 
e=3.75e-3; 
m12=b+a+2.96375 *c2+0.25 *me*c2; 
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M=[(6.719+5.9275*c2+0.5*me*c2+0.50375*me) m12 0 2e-4 2e-4 c*me*M4+2e-4 
m12 (a+b) 0 0 2e-4 e*mc*M4+2e-4 
o 0 2e-4 0 0 0 

2e-4 0 0 2e-4 0 0 
2e-4 2e-4 0 0 (2e-4+(me+10)*M3"2) 0 

e*me*M4+2e-4 c*me*M4+2e-4 0 0 0 (e*me*M4"2+2e-
4)]; 

% La matrice normalisée du côté du membre 
M=Q*M*Q; 

C.S Programme corio.m 

% COriO.ID : Calcule la matrice de Coriolis et centrifuge 
% 
% function Corio=corio(q,qdot) 
% 
% q: La position du membre 
% qdot : La vitesse du membre 
% Q: La matrice de la normalisation 

funetion Corio=corio( q,qdot); 
global me Q; 

s2=sin(q(2»; 
a=2.96375+0.25*me; 



b= -O.5*mc-5.9275; 

part 1 =[ b*qdot(2) -a*qdot(2) 
a*qdot(1) 0 
zeros(4,6) 

Corio=s2 *part 1 ; 

000 0 
000 0 

]; 

% La matrice Corio nonnalisée du côté du membre 
Corio=Q*Corio*Q; 

C.6 Programme gravi.m 

% Gravi.m : Calcule le vecteur de la gravité 
% function Gravi=gravi( q) ; 
% q: La position du membre 
% Q: La matrice de la normalisation 

function Gravi=gravi( q); 

global me gy gz M3 Q; 

el=cos(q(l»; 
e 12=cos( q( 1 )+q(2» ; 
a=7.1825+0.5*me; 
b=5.9275+0.5*me; 

Gravi= [gy*(a*el +b*c12) 
gy*b*e12 

o 
o 

(lO+mc)*gz*M3 
o ]; 

% Le vecteur nonnalisé. 
Gravi=Q*Gravi; 
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ANNEXED 

RÉSULTATS DE SIMULATION 

Note: Dans cette annexe, toutes les positions sont en rad, les vitesses 

sont en radis et le temps est en secondes. 

D.1 Retour d'état partiel (état du moteur) 

Les résultats de cette partie sont effectués pour les conditions suivantes: 

une condition initiale des positions des moteurs et des membres de 0.02 rad; les 

frottements dissipatifs des moteurs et membres sont Dl = diag{ 0.01, 0.01} et 

Dm = diag{ 0.000 l, 0.000 l, 0.000 l, 0.0001} (grandeurs réelles) respectivement. 

Les gains de retour d'état des moteurs sont choisis K pm = diag{l.5, 1.5, 1.5,1.5} 

et Kvm = diag{ 0.25, 0.2, 0.17, 0.1} (grandeurs réelles). 

D.1.1 Entrée échelon 

L'entrée échelon a été choisie avec un maximum de 0.1 rad. Les figures 

suivantes sont les résultats de la simulation de cette partie. 



Position du membre 1 Position du membre 2 
0.15 .--~--~----, 0.15 .--~--~-----, 

0.05 

0.11---!----"O;:-:::;;.-=---...., 0.1 r---

V 0.05 

O~--~----~----~ 0 o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Erreur de la position du membre 1 Erreur de la position du membre 2 
0.05 0.05 ,.----~--~---, 

-0.1 L--__ ~ ____ ~ ____ _l -0.1 '---~--~----' 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.I Position des membres 1 et 2 avec 

les erreurs correspondantes. 

Position du moteur 1 Position du moteur 2 
0.15 r---~--~----' 0.15 .--~--~----, 

0.1/ 

0.05 

0.1

V 0.05 

o~--~----~----~ OL--~--~----' 

o 0.5 1 1.5 o 0.5 1 1.5 

Erreur de la position du moteur 1 Erreur de la position du moteur 2 
0.05 0.05 r---~--~-----' 

o 

-0.1 '----~----~----~ -0.1 L-_~ __ ~_---' 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 

Temps Temps 

Figure D.2 Position des moteurs 1 et 2 avec 

les erreurs correspondantes. 

1.5 
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Position du moteur 3 Position du moteur 4 
0 .15r---~--~--.. 0.15 r----.-----.-----, 

0.1

1 

( 

0.05V 

0.1( 

0.05 

o~-~-----~ o~-~--~--~ 
o 0.5 1 1.5 o 0.5 1 1.5 

Erreur de la position du moteur 3 Erreur de la position du moteur 4 
0.05 0.05.-----.-----.-----, 

0 

v 
0 

/ -0.05 -0.05 

-0.1 
0 

-0.1 
0.5 1 1.5 0 0.5 1 

Temps Temps 

Figure D.3 Position des moteurs 3 et 4 avec 

les erreurs correspondantes. 

Vitesse du membre 1 Vitesse du membre 2 

1.5 

1r--~----'-----' 1r--~---~---~ 

-0.5L--..-~----------I -O.5L....--~--~-_....J 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

,Erreur de la vitesse du membre 1 Erreur de la vitesse du membre 2 
1 1r--~--~----~ 

o 0 

-O .5L--..-~----------I _0.5L....--~----~----....J 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 
Temps Temps 

Figure D.4 Vitesse des membres 1 et 2 avec les 

erreurs correspondantes. 
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Vitesse du moteur 1 Vitesse du moteur 2 
0.6r---~--~---' 0.6 r----~--~-__, 

0.4 

-0.2 '----~--~-----' -0 .2'---~--~----' 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du moteur 1 Erreur de la vitesse du moteur 2 
0.6 0.6.--~--~---, 

0.4 

o o 
-0.2 '--_~ __ ~ __ .....J -0.2 '----~--~---' 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 
Temps Temps 

Figure D.S Vitesse des moteurs 1 et 2 avec les 

erreurs correspondantes. 

Vitesse du moteur 3 Vitesse du moteur 4 
0.6 r----~--~---, 1.5 r----~--~-__, 

0.4 f'\ 1 
0.2' \ 05\ 
o~~-------~ O~~-----~ 

-0.2 '----~--~---' -0.5'----~--~----' 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du moteur 3 
0.6 r---~--~---' 

0.4\ 
0.2 

o ------------~ 

Erreur de la vitesse du moteur 4 
1.5 .--~----~----, 

1 

0: \,--------l 
-0.2 '----~--~---' -0.5 '-----~----~---' 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 
Temps Temps 

Figure D.6 Vitesse des moteurs 3 et 4 avec les 

erreurs correspondantes. 

175 



176 

D.1.2 Entrée de type cosinus 

Les figures suivantes sont des résultats de la simulation d'une entrée sous 

la forme O.0125*(1-cos5t)"'3. 

Position du membre 1 Position du membre 2 
0.15 r--~--~-----. 0.15 .----~--~-----, 

0.1 0.1 

o 0 

-0.05 L..-_~ __ ~_----' -0.05 L..-_~ __ ~_----' 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Erreur de la position du membre 1 Erreur de la position du membre 2 
0.03 0.03r--~--~----' 

0.02 0.02 

0.01 0.01 

0 0 

-0.01 -0.01 
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.7 Position des membres 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 



Position du moteur 1 Position du moteur 2 
0.1 .---~---.-------, 0.1 .---~--.......----. 

-0.05'----~--~---' 
o 0.5 1 1.5 0.5 1 1.5 

Erreur de la position du moteur 1 Erreur de la position du moteur 2 
0.03 0.03 .---~--.......----, 

0.02 

0.01 

o 

0.02 

0.01 

-0.01 L-_~ __ ~_---I -0.01 L...-_~ __ ~_-----I 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 
Temps Temps 

Figure D.8 Position des moteurs 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 

Position du moteur 3 Position du moteur 4 
0.1 r---~"'7"r"-~----' 0.15 r---~--~----' 

0.5 1 1.5 1.5 

Erreur de la position du moteur 3 Erreur de la position du moteur 4 
0.03 0.03r---~--~-----' 

0.02 

\ 
0.02 

0.01 0.01 

0 0 

-0.01 -0.01 
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

TerJl)s TerJl)s 

Figure D.9 Position des moteurs 3 et 4 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 
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Vitesse du merrbre 1 Vitesse du membre 2 
0.5r---~--~---' 0.5,---~------' 

o 

-0.5 '--_~ __ ~_---.J -0.5'---~--~----' 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du membre 1 Erreur de la vitesse du membre 2 
0.1 0.1 ,----~------, 

0 0 

-0.1 -0.1 

-0.2 -0.2 
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.IO Vitesse des membres 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 

Vitesse du rroteur 1 Vitesse du rroteur 2 
0.4 ,---~--~----, 0.4 ,----~--~-----, 

0.2 

o 

-0.4 '----~--~----' -0.4 ,--_~ __ ~_-----J 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du moteur 1 Erreur de la vitesse du moteur 2 
0.05 0.05r---~--~----" 

-0.1 -0.1 

-0.15 '----~--~----' -0.15 '----~--~------' 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.II Vitesse des moteurs 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 
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Vitesse du moteur 3 Vitesse du moteur 4 
0.4 0.4,.....--..."..-------, 

0.2 0.2 

0 o 

-0 .2 

-0.4 -0.4 '----~-=-~---' 
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du moteur 3 Erreur de la vitesse du moteur 4 
0.05 0.1.---~--~---. 

o 0 

-0.1 

-0.1 -0.2 

-0.15 '----~--~------' -0.3 o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 
Temps Temps 

Figure D.12 Vitesse des moteurs 3 et 4 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 

D.2 Augmentation de la pulsation de l'état des moteurs 
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Afm d'accélérer la réponse dynamique du système, nous augmentons la 

bande passante du moteur. Alors nous avons choisi les gains de correcteurs 

K~m = diag{5, 5, 5, 5} et K~m = diag{0.7, 0.65,05, 0.2} (grandeurs réelles). 

D.2.1 Entrée échelon 

Les figures illustrées ci-après sont les résultats de cette étape. 

, 



0.05 

o 

Position du membre 1 

-0.05'----~--~----' 
o 0.5 1 1.5 

Position du membre 2 
0.15 .---~--~----, 

Erreur de la position du membre 1 Erreur de la position du membre 2 
0.05 0.05.---~--~----, 

o o 
-0.05 

-0.1 

-O.15'----~--~----' -0.1 L..-_~ __ ~_----l 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 
Temps Temps 

Figure D.13 Position des membres 1 et 2 avec les 

erreurs correspondantes. 

Position du rroteur 1 Position du rroteur 2 
0.15 0.15 

0.1 ~ 0.1 

1 
.......... 

If 0.05 0.05 

0 0 
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Erreur de la position du rroteur 1 Erreur de la position du rroteur 2 
0.05 0.05.---~--~---' 

o 

-0.1 L--_~ __ ~_---' -0.1 '----~--~---' 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps 

Figure D.14 Position des moteurs 1 et 2 avec les 

erreurs correspondantes. 
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Position du moteur 3 Position du moteur 4 
0.15 .-----~--~--.. 0.15.-----~--~---, 

01!f 
0.05~ 

0.1 ( 

0.05 

o~-~-----~ o~-~-----~ 
o 0.5 1 1.5 o 0.5 1 1.5 

Erreur de la position du moteur 3 Erreur de la position du moteur 4 
0.05 0.05 .-----~--~--. 

0 

r 
0 

-0.05 -0.05 

-0 .1 -0.1 
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.15 Position des moteurs 3 et 4 avec les 

erreurs correspondantes. 

Vitesse du membre 1 Vitesse du membre 2 
2.-----~--~--. 

-1~-~--~-~ -1~-~--~-~ 

o 0.5 1 1.5 o 0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du membre 1 Erreur de la vitesse du membre 2 
2 2.------------~---. 

1 1 

o 

-1~-~--~-~ -1~--~--------~ 

o 0.5 1 1.5 o 0.5 1 1.5 
Temps Temps 

Figure D.16 Vitesse des membres 1 et 2 avec les 

erreurs correspondantes. 
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Vitesse du moteur 1 Vitesse du moteur 2 
1r---------~----~ 

0.5 

~ 0 

O.5!~ ~ 
o ,--,_ 

-0.5 
1.5 0 0.5 1 1.5 

-0.5 L--__ ~ ____ ~ ____ ...J 

o 0.5 1 

Erreur de la vitesse du moteur 1 Erreur de la vitesse du moteur 2 
1 1~--~----~--~ 

0.5 0.5 

o 0 

-0.5 '-----~----~----' -0.5 '-----~----~----' 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.17 Vitesse des moteurs 1 et 2 avec les 

erreurs correspondantes. 

Vitesse du rroteur 3 Vitesse du rroteur 4 
1~--------~----~ 3 

2 

1l 
0 

-1 
0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du rroteur 3 Erreur de la vitesse du rroteur 4 
1 3.---------~----, 

2 

0.5 11~ 
0 

-1 
0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

TerT1>s TerT1>s 

Figure D.18 Vitesse des moteurs 3 et 4 avec les 

erreurs correspondantes. 
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D.2.2 Entrée de type cosinus 

Position du membre 1 Position du membre 2 
0.15 .---~--~----. 0.15 .---~---------, 

-0 .05'---~--~----' -0 . 05'---~--~----' 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1.5 

Erreur de la position du membre 1 Erreur de la position du membre 2 
0.04 0.03 ,----~---------, 

0.02 

0.01 
o o 

-0.02'----~--~----' -0.01 '---.....::;:....~--~----' 
o 0.5 1.5 0 0.5 

Temps 
1.5 

Temps 

Figure D.19 Position des membres 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 

Position du moteur 1 Position du moteur 2 
0.1 r---~--~--_' 0.1 ,----~--~---, 

-0.05'----~--~----' -0.05 '----~--~----' 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Erreur de la position du moteur 1 Erreur de la position du moteur 2 
0.03 0.03r--~--~----' 

0.02 0.02 

0.01 0.01 

0 

-0.01 '---~--~----' -0.01 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.20 Position des moteurs 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 
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Position du moteur 3 Position du moteur 4 
0.1 .----~~-~----, 0.1 .----~7"'r"-~----, 

-0.05'---~--~----' -0.05'---~--~----' 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Erreur de la position du moteur 3 Erreur de la position du moteur 4 
0.03 0.03 ,..---~--.,.-----, 

0.02 0.02 

0.01 0.01 

0 O~ 

-0.01 -0.01 
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.21 Position des moteurs 3 et 4 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 

Vitesse du membre 1 Vitesse du membre 2 
1,..---~--~----, 0.5 .----...,-.---~----, 

o 

1.5 0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du membre r 1 Erreur de la vitesse du membre 2 
0.4 0.2 ,..---~--~----, 

o 

-0.2 

-0.4 

-0 .6'---~--~----' 

0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 
Temps Temps 

Figure D.22 Vitesse des membres 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 
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Vitesse du moteur 1 Vitesse du moteur 2 
0.4.---~----~ 

0.2 

-0.4L---~--~_---l _0.4L---~--~_---.J 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du moteur 1 Erreur de la vitesse du moteur 2 
0.2 0.2 ..---~--~----, 

-0.4'---~--~_--1 -0.4'---~--~_----I 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 
TelTl>s Temps 

Figure D.23 Vitesse des moteurs 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 

Vitesse du moteur 3 
0.4 ,.---=""""-------, 

0.2 

o 

-0.4'---~--=-~-----' 

o 0.5 1 1.5 

Vitesse du moteur 4 

-0.5 

-1L---~--~-~ 

o 0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du moteur 3 Erreur de la vitesse du moteur 4 
0.2 0.5.---~--~---

0 Or 

-0.2 -0.5 

IV 
-0.4 -1 

0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 
Temps Temps 

Figure D.24 Vitesse des moteurs 3 et 4 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 
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D.3 Retour d'état complet (état des moteurs et des membres) 

Choisissons les gains des deux correcteurs, retour de la position et celui 

de la vitesse, des moteurs respectivement de K~~ = diag{5, 5, 5, 5} et 

K~~ = diag{1.2, 05, 004, 0.2} (grandeurs réelles). Les gains des correcteurs 

des membres sont choisis tels que Kpl = diag{3200, 800} et 

Kvl = diag{ 670, 70} . 

D.3.1 Entrée échelon 

Les figures suivantes illustrent les résultats de la simulation par l'état 

complet avec une consigne d'échelon. 

Position du membre 1 Position du membre 2 
0 .15r--~--~--'" 0.15r--~-~--

0.1

V 0.05 

0.1 f*----r==--------t 

a '----~-~----' 
0.5 1 1.5 a 0.5 1 1.5 

Erreur de la position du membre 1 Erreur de la position du membre 2 
0.05 0.05 .------~---, 

0 

!j 
0 

V -0.05 -0.05 

-0.1 -0.1 
0 0.5 1 1.5 a 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.2S Position des membres 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 



Position du moteur 1 
0.15 .---~--~---, 

o~-~--~-~ 
o 0.5 1 1.5 

Position du moteur 2 
0.15 .---~--~----, 

0.1,/ 

0.05/ 

o~--~----~----~ 
o 0.5 1 1.5 

Erreur de la position du moteur 1 Erreur de la position du moteur 2 
0.05 0.05 .---~--~----, 

0 

li 
0 

V -0.05 -0.05 

-0.1 -0.1 
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.26 Position des moteurs 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 

Position du moteur 3 
0.15,....-----------, 

0.1
1f 

0.05~f 

o~-~--~-~ 
o 0.5 1 1.5 

Position du moteur 4 
0.15 ,....--~------

0.1
1

«> 

0.05 

o~-~--~-~ 
o 0.5 1 1.5 

Erreur de la position du moteur 3 Erreur de la position du moteur 4 
0.05 0.05 .---~--~-----, 

0 

If 
o r 

-0.05 -0.05 

-0.1 -0.1 
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.27 Position des moteurs 3 et 4 avec les 

erreurs correspondantes. 

187 



Vitesse du membre 1 Vitesse du membre 2 
0.6 1r-----~--

0.4 

0.2 
05~ 
O~~=-----~ 

0 

-0.2 -0.5L.---~--~----.-J 

0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du membre r 1 Erreur de la vitesse du membre 2 
0.6 1 r-----~-____, 

0.4 

~ (\ 0.5 

0.2 
0 

0 

-0.2 -0.5 
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.28 Vitesse des membres 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 

Vitesse du moteur 1 Vitesse du moteur 2 

_0.2L--~--~-_--.J 

o 0.5 1 1.5 0.5 1 1.5 
Erreur de la vitesse du moteur 1 Erreur de la vitesse du moteur 2 

0.3 1 r-----~-___, 

0.1 

-0.1 L-_~ __ ~ __ --.J 

05~ 
o o 0.5 1 1.5 o 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.29 Vitesse des moteurs 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 
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Vitesse du moteur 3 
1 ,----~---~---, 

0.5 

\ O~~~----~--~ 

o 0.5 1 1.5 

Vitesse du moteur 4 
3~--~----~-----, 

2 

1 
~ 
O~------~ 

-1~--~----~--~ 

o 0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du moteur 3 Erreur de la vitesse du moteur 4 
1 3.---~----~---. 

2 

0.5 1 

o \. 

o \ -1 
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.30 Vitesse des moteurs 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 

D.3.2 Entrée du type cosinus 
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Nous montrons les résultats de la simulation par l'état complet avec une 

entrée sous la forme cosinus. 



Position du membre 1 Position du membre 2 
0.15 .....--~--~----, 0.15 ,....--~--~---, 

-0.05 '---_~ __ ~ __ ....J 

o 0.5 1 1.5 1.5 

Erreur de la position du membre 1 Erreur de la position du membre 2 
0.03 0.03 r---~--~----, 

0.02 

0.01 0.01 

0 0 

-0.01 -0.01 
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.31 Position des membres 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 

Position du moteur 1 Position du moteur 2 
0.1 ,....--~-----..., 0.1 ,....--~--~-----, 

0.05 

o 

-0.05'---~--~--....J 
o 0.5 1 1.5 0.5 1 1.5 

Erreur de la position du moteur 1 Erreur de la position du moteur 2 
0.02 0.02 ,....--~--~-----, 

0.01 0.01 

o o 

-0.01 '--_~ __ ~ __ ....J -0.01 '----~--~----' 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.32 Position des moteurs 1 et 2 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 
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Position du moteur 3 Position du moteur 4 
0.1 r---~ï"<"""-----' 0.1 r---~-rr-------' 

0.5 1 1.5 0.5 1 1.5 
Erreur de la position du moteur 3 Erreur de la position du moteur 4 

0.03 0.03.---~--~----, 

0.02 0.02 

0.01 1\ 0.01 

0 o l 

-0.01 -0.01 
0 0.5 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.33 Position des moteurs 3 et 4 avec les erreurs 

correspondantes ('0': obtenue; 'x': désirée). 

Vitesse du membre 1 Vitesse du membre 2 
0.5 .----~--~---, 0.5 .----~--~---, 

o 

-0.5 L.-_~ __ ~_---' -0 .5L..--~--~---' 

o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du membre 1 Erreur de la vitesse du membre 2 
0.05 0 .1r---~--~---' 

0 
0 

-0.05 
-0.1 

-0.1 

-0.15 -0.2 
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.34 Vitesse des membres 1 et 2 avec les erreurs 

correspondant ('0': obtenue; 'x': désirée). 
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Vitesse du moteur 1 Vitesse du moteur 2 
0.4 .---~--~---, 0.4 ,---~--~-----, 

0.2 

-0.4 L--_~ __ ~ __ -' 
o 0.5 1 1.5 

-0.40L---~--~-----' 
0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du moteur 1 Erreur de la vitesse du moteur 2 
0.05 0.1 ,---~--~-----, 

o 0 

-0.1 

-0.1L---~--~---' -0.2L----------' 
o 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.35 Vitesse des moteurs 1 et 2 avec les erreurs 

correspondant ('0': obtenue; 'x': désirée). 

Vitesse du moteur 3 
0.4 ,---"",,"--~--..., 

0.2 

o 

-0.4'---~-=--~----' 

o 0.5 1 1.5 

Vitesse du moteur 4 
0.5.---~--~--..., 

o 

-0.5 

_1L------~---' 

o 0.5 1 1.5 

Erreur de la vitesse du moteur 3 Erreur de la vitesse du moteur 4 
0.1 0.5 ,---~--~-----, 

0 

v 
o { 

-0.1 
-0.5 

-0.2 

-0.3 -1 
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5 

Temps Temps 

Figure D.36 Vitesse des moteurs 3 et 4 avec les erreurs 

correspondant ('0': obtenue; 'x': désirée). 
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