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Résumé

Ce mémoire a pour sujet les systémes intégrables et les réductions par symétries des
équations aux dérivées partielles non-linéaires de la physique mathématique. Il se divise
en deux parties principales. Dans premiére partie, constituée des chapitres deux et trois, il
est question des transformations de Darboux-Béicklund et du théoréme de permutabilité.
On trouve ces thémes dans la littérature sur le sujet. On y retrouve les solutions clas-
siques, solitoniques et multi-solitoniques des modéles intégrables. Dans la seconde partie,
composée des chapitres quatre et cing, on préte attention aux symétries des équations aux
dérivées partielles. En premier lieu, on présente les méthodes classiques telles les symétries
classiques, non-classiques, partielles et conditionnelles. Ces techniques sont illustrées de
plusieurs exemples. En second lieu, est présentée une nouvelle approche pour les symé-
tries conditionnelles qui permet de reconstruire les transformations de Bécklund et par
conséquent de retrouver les solutions solitoniques et multi-solitoniques. La méthode des
contraintes différentielles permet d’intégrer des équations qui ne sont pas nécessairement
intégrables. Plusieurs nouvelles solutions sont discutées dans ce mémoire.
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Chapitre 1

Introduction

Il est important de développer des méthodes d’obtention de solutions des équations dif-
ferentielles partielles non-linéaires, parce que celles-ci sont présentes dans la formulation
de plusieurs théories physiques. Par exemple, plusieurs équations différentielles partielles
non-linéaires interviennent en grand nombre dans la théorie moderne des solitons ainsi
qu’en mécanique des fluides, en théorie des champs classiques et quantiques. Les trans-
formations de Bécklund apparaissent pour la premiére fois dans les années 1880 dans le
cadre de la théorie classique de la géométrie différentielle des surfaces et de la théorie des
équations différentielles. La toute premiére équation de Bécklund obtenue a été celle pour
I’équation de sine-Gordon. La dérivation originale de cette transformation de Béacklund
pour I’équation de sine-Gordon a lieu dans le contexte de ’étude des surfaces pseudosphé-
riques, i.e. les surfaces dont la courbure est négative et constante. Il s’est toutefois écoulé
prés de cent ans avant que 'on saisisse I'importance de ce résultat. En effet, c’est dans la
théorie moderne des solitons, dans les années 1970, que se réarmorce 1'étude des transfor-
mations de Backlund. Il a été constaté que les équations aux dérivées partielles ont des
solutions solitoniques si et seulement si elles possédent des transformations de Béacklund.
De plus, les transformations de Backlund peuvent étre utilisées pour dériver des lois de
conservation.

Les groupes de Lie sont d’une importance fondamentale dans les mathématiques mo-
dernes et dans les autres sciences se basant sur ces mathématiques telle la physique. Une
application intéressante des groupes de Lie est lorsqu’ils sont des groupes de symétries
des équations aux dérivées partielles. En général, les groupes de symétrie d’'un systéme
peuvent étre vus comme des groupes de transformations dont les éléments transforment des
solutions du systéme en d’autres solutions du systéme. On s’intéresse souvent davantage
aux groupes de symétrie continus, pour la simple raison que ceux-ci peuvent étre obtenus
par des méthodes de calcul explicites. Sophus Lie a constaté que ces groupes de symétrie
continus, normalement déterminés par des conditions d’invariance non-linéaires, peuvent
généralement &tre trouvés & partir de conditions infinitésimales linéaires. Le systéme formé
de ces conditions infinitésimales, les dites équations déterminantes, peut généralement étre
résolu sous forme explicite pour une grande quantité de systémes physiques importants.
La connaissance du groupe de symétrie d’un systéme offre plusieurs possibilités. Entre
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 7

autre, si une solution particuliére du systéme est connue, alors il est possible de trouver
d’autres solutions du systéme en appliquant les transformations du groupe de symeétrie a
la solution connue. On peut aussi trouver des solutions invariantes en réduisant le systéme
en l'exprimant 4 l'aide de coordonnées invariantes.

Ce mémoire constitue une revue de certaines méthodes de résolution pour les équa-
tions différentielles partielles non-linéaires. On y trouve aussi plusieurs applications de
ces méthodes. La majorité des exemples d’applications sont des résultats connus et fré-
quemment rencontrés dans la littérature du sujet. Toutefois, ce mémoire présente quelques
nouveautés. En effet, dans les chapitres quatre et cing, plusieurs exemples des applications
présentées conduisent & des résultats qui n’ont jamais paru dans la littérature. Parmi ceux-
ci, on compte les exemples 4.3 et 4.4 de la section 4.1. Dans ces exemples, nous obtenons
les classes de fonctions b qui admettent des symétries et les générateurs de symétrie de
I’équation

u — exp(—u)b(uz) =0
dans 'exemple 4.3 et de I’équation
up — b(ug,) =0

dans I’exemple 4.4. De nouvelles solutions ont été obtenues & la section 5.2 pour ’équation
double sine-Gordon (DSG)

Uy, = = sin 2u + Ainu,

2
I'équation de Schrodinger cubique (NLS) cubique
iUy + Uzp = eulul?, € ==l

et a la section 5.3 l'équation de Korteweg-de Vries modifiée avec un terme dissipatif
(DKdV)
U + 3”2 + Ugzz + YUz = 0.

Un autre résultat jamais paru est celui de la section 5.4 dans laquelle nous utilisons une
méthode de séparation généralisée pour solutionner ’équation de Laplace non-linéaire

Uss + Uyy = b(u)

pour les trois classes de fonctions b(u) possibles. Certains autres résultats d’applications
ont déja paru, mais les exemples présentés sont tout de méme intéressants puisque ces
résultats sont obtenus par l'utilisation de techniques plus simples. De tels exemples se
retrouvent surtout dans les sections 5.2 et 5.3 portant sur les symétries conditionnelles,
parmi eux, on compte les exemples pour les équations KdV et mKdV.
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Le second chapitre porte sur les transformations de Bicklund. Ce chapitre est intégrale-
ment théorique. On y présente, dans une premiére section, un rappel des notions de base de
la géométrie différentielle classique, puis on démontre comment 1'équation de sine-Gordon
est obtenue comme une condition de compatibilité pour les équations de Gauss-Weingarten
associées aux surfaces pseudosphériques. La seconde section est consacrée A la dérivation
de la transformation de Bécklund classique pour 1’équation de sine-Gordon. Ensuite, une
courte section présente le théoréme de permutabilité de Bianchi et comment celui-ci sert
a ’élaboration de solutions multi-solitoniques. Dans la cinquiéme section, du second cha-
pitre, il est question des surfaces paralléles et des transformations de Bécklund associées
a ces surfaces qui sont induites. Le chapitre 2 se termine avec une section se rapportant
aux transformations de Bécklund pour les surfaces hyperboliques, au systéme de Bianchi
et A son auto-transformation. Le chapitre 3 est aussi totalement théorique. Il est direc-
tement lié au chapitre 2. Il se divise en trois sections, dont la premiére comprend une
dérivation de 1’équation de sine-Gordon se basant sur 1’étude du mouvement des courbes
a courbure ou torsion constante. Dans la section d’aprés, on donne une représentation
2 X 2 de Péquation de sine-Gordon, tandis que dans la troisiéme et derniére section du
chapitre 3, il est question du mouvement des surfaces pseudosphériques, des systémes de
Weingarten et de leurs transformations de Backlund. Le quatriéme chapitre est une courte
révision des techniques de réduction par symétries qui se fondent sur la théorie de Lie des
groupes de symétrie des équations différentielles. Chaque section inclue des exemples, les-
quels illustrent bien les techniques qui y sont introduites. Le chapitre débute avec une
section qui illustre la méthode de Lie pour 'obtention des groupes de symétrie 4 un pa-
ramétre des systémes d’équations différentielles. La seconde section montre comment on
obtient des solutions invariantes dans un groupe a P'aide d'un systéme réduit. La section
trois porte sur la méthode dite non-classique qui peut étre vue comme une généralisation
de la méthode classique ou les solutions sont invariantes sous un groupe qui n’est plus
nécessairement un groupe de symétrie du systéme d’équations différentielles en question,
mais plutdt un groupe laissant le systéme invariant. C’est une courte section sur Pap-
poche directe de Clarkson-Kruskal qui suit. La cinquiéme section présente les groupes de
symeétrie faible ce qui est une généralisation de la méthode non-classique. L’avant-derniére
section du chapitre quatre porte sur les solutions partiellement invariantes qui sont des
solutions invariantes sur un sous-groupe du groupe de symétrie de ’équation considérée.
Le chapitre se termine avec une section sur les contraintes différentielles. Le cinquiéme et
dernier chapitre, avant la conclusion, couvre les solutions conditionnellement invariantes.
Sa premiére section est une discussion sur l'existence des symétries conditionnelles pour
les systémes de premier ordre. On y présente de quelle fagon les solutions des symeétries
conditionnelles peuvent étre liées aux transformations de Bécklund. La section qui suit
est consacrée 4 des exemples d’applications de la méthode de recherche des symétries
conditionnelles d’un systéme d’équations différentielles partielles du premier ordre. A la
troisiéme section du chapitre 5, on aborde les contraintes différentielles d’ordre plus élevé.
Le chapitre se termine avec une section ol est présentée une généralisation de la méthode
de séparation de variables pour les équations non-linéaires de Laplace.



Chapitre 2

Surfaces pseudosphériques et
transformations de Backlund classiques.
Le systéme de Bianchi

C’est dans les travaux de Minding [28], en 1838, que les surfaces & courbure totale néga-
tive ont été étudiées explicitement pour la premiére fois. Minding a formulé un théoréme
affirmant que de telles surfaces sont isométriques. En d’autres termes, ces surfaces sont
lies les unes aux autres par des correspondances biunivoques de leurs points, de sorte que
la métrique est préservée.

Dans ce chapitre, un résumé des résultats de la théorie des surfaces dans R3, exprimées
en termes du repére mobile et satisfaisant les équations de Gauss-Weingarten et Gauss-
Mainardi-Codazzi, sera présenté. Nous discutons, aussi, des transformations de Backlund
et de leurs origines géométriques.

2.1 Les équations de Gauss-Weingarten pour les surfaces hyper-
boliques. Surfaces pseudosphériques. L’équation de sine-Gordon.

2.1.1 Notions fondamentales de géométrie différentielle des surfaces dans R3

Soit 7 = r(u,v) le vecteur position d’un point générique P qui repose sur la surface
¥ de R3. Alors, les vecteurs 7, et T, sont tangents & la surface ¥ au point P. Ces deux
vecteurs sont linéairement indépendants I'un de ’autre, ce qui nous permet de construire
un vecteur unitaire normal 4 la surface en P, qui est donné par

Ty X Ty

=, 2.1
|70 X T4 (2.1)
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Les premiére et seconde formes fondamentales de ¥ sont respectivement

I =dr-dr = Edu® + 2Fdudv + Gdv?, -
Il = —dr - dN = edu? + 2fdudv + gdv?, (22)
ou
E=7‘u""ua F':""u"rv; G=rv'ru,
g="""v'Nv=7'vv'N, (2.3)

e=—Ty, N, =7y, N,

f=_ru'Nu=—rv’Nu=ruv'N-
C’est un fait connu, que l'on doit & Bonnet [6], que les coefficients E, F, G, e, f,g déter-

minent la surface ¥ 4 sa position spatiale prés.

Les équations de Gauss de la surface 3 sont
Py =1y + T3 7, +eN,
(2.4)

Tw = [Ty + Thory + fN,
Ty = 3oy + T2r, + gV,

tandis que les équations de Weingarten sont

\ _ _
N, = fF eGru + eF fE'r,,,
H2 H2 (2 5)
gF - fG fF—gE '
Nu = H2 ru+ H2 Ty,
(2.6)

ol
H?=|r, x 1, = EG — F*.
Les I‘;k dans 'expression (2.4) sont les symboles de Christoffel et sont donnés par les
(2.7)

relations 3
. g']
k= 7(9;'1,:; + Gkt = Gikd)s
ol en considérant z! = u et z° = v, nous avons que
I = g;rdzidz®, (2.8)
(2.9)

avec . _
9 g =6].
Dans les équations (2.7), (2.8) et (2.9) nous utilisons la convention de sommation d’Ein-

stein pour les indices répétés.
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Les conditions de compatibilité

(ruu)v = (Tu‘u)uv

(Tww)o = (Twu)u (2.10)

appliquées au systéme linéaire de Gauss (2.4) produisent le systéme non-linéaire de Mainardi-

Codazzi ; f
&N _ (L fr2 _odp2 92 _
(7). (H) TEle T 2ghet gln =0,
p f u c f g (2.11)
9\ _ (L r ol 91 _
(H)u <H>v+ 2Th —22Th + 218 =0,
Le systéme (2.11) est équivalent &
ey — fu= el"b +f (F%z - Fil) - grglv (2.12)

fo—gu=ellh+ f (ng - F%z) —gT},

que 'on augmente du «Theorema egregium» de Gauss, qui fournit une expression pour la
courbure de Gauss (ou courbure totale), laquelle est

eg — f?
EG - F?’

Dans la représentation de Liouville, la courbure totale s’exprime en terme de E, F,G

seulement, i.e.
1 H H
K== [(—FZ) - (-—I‘2> ] (2.14)
HI\E'Y), \E 1/,

Physiquement, le «Theorema egregium» implique que la courbure totale de la surface &
est invariante sous une flexion sans étirement.

K = (2.13)

2.1.2 Surfaces hyperboliques

Dans le présent chapitre, ainsi que dans le suivant, ce sont les surfaces hyperboliques
qui nous intéressent. Une surface ¥ est dite hyperbolique si sa courbure totale est négative
en tous points.

Théoréme 2.1 Dans un voisinage suffisamment petit d’un point hyperbolique d’une sur-
face de classe C3, il est possible d’introduire des coordonnées asymptotiques. Les coordon-
nées curvilignes (u,v) sont des coordonnées asymptotiques si et seulement si la seconde
forme fondamentale prend la forme

II = 2f(u,v)dudv. (2.15)

Puisque ¥ est une surface hyperbolique, nous pouvons I'exprimer en termes des coordon-
nées asymptotiques. Ainsi, e = g = 0 et les équations de Mainardi-Codazzi (2.11) prennent
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la forme plus simple

f 2 f
— 2I's, = =0,
(H . + 12H
f f (2.16)
(‘ﬁ)v + 2F}2ﬁ == O,
ol nous définissons
2 1
et GE, — FG
1 v u
Iy = — oz (2.18)
EG,— FE
1 —- u© v
rl, = o (2.19)

Du produit scalaire et du produit vectoriel des vecteurs 7, et 7,, nous déduisons I'angle
w entre les lignes parameétriques, lequel est donné par

cosw = sinw = il (2.20)
VEG’ VEG '
De plus, étant donné que E,G > 0, nous pouvons utiliser sans perte de généralité
E =p?, G =pi (2.21)
En vertu de (2.21), les deux formes fondamentales (2.2) se réduisent &
I =p? (a®du® + 2abcoswdudv + b*dv?) (2.22)
IT = 2p absinwdudv. ’
Les équations de Mainardi-Codazzi (2.12) prennent la forme plus simple
1 1p,
a, + E%a — E%bcosw =0, (2.23)
1p, 1p,
by, + 5% — 5%0' cosw =0, (2.24)
tandis que, de la représentation de Liouville (2.14), nous avons que
1 /p.b 1 /(p,a . .
Wyy + = ('D—— sinw | + = (p_g smw) — absinw = 0. (2.25)
2\pa . 2\pb v

Le systéme de Gauss-Mainardi-Codazzi non-linéaire formé des équations (2.23)-(2.25)
a été originellement établi par Bianchi (voir [22]). Son importance dans la théorie des
solitons a été notée par Cenkl [7] et par la suite par Levi et Sym [13]. Comme nous le
verrons plus tard, si nous ajoutons la contrainte py,, = 0, le systéme devient solitonique.
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Dans le cas particulier ot K = —1/p% < 0 est une constante, & est une surface dite
pseudosphérique. Des équations de Mainardi-Codazzi (2.23), (2.24), nous avons que @ =
a(u), b = b(v). Si ¥ est maintenant paramétrisée par la longueur d’arc (paramétrisation
naturelle) le long des lignes asymptotiques (ce qui correspond aux transformations du —
du' = y/E(u)du,dv — dv' = \/G(v)dv), alors les formes fondamentales deviennent, en

omettant les apostrophes,
I = du? + 2 coswdudv + dv?,

2 2.26
Il = —sinwdudv, ( )
tandis que (2.25) se réduit a la bien connue équation de sine-Gordon
Wyy = p sinw. (2.27)
Les équations de Gauss associées deviennent alors
Tuy = Wy COL WTy — Wy, CSCWTy,,
1
Tyy = ;sian, (2.28)
Ty = —Wy CSCWTy — Wy COL WTy,,
tandis que celles de Weingarten donnent
1 1
N, = -cotwr, — — cSCWry,
P p (2.29)

1 1
N, = —=-cscwry + — cotwr,,.
p p

Au cours du vingtiéme siécle, I'équation de sine-Gordon a trouvé application dans plu-
sieurs domaines de la physique (voir [17]). Par exemple, la transformation de Bécklund
trouve une application importante dans la théorie de la dislocation d’un cristal. La pre-
miére démonstration de cette application se retrouve dans Seeger et al. [40, 12, 11]. De
plus, dans Lamb [21] et Barnard [3] le principe de superposition non-linéaire associé a la
transformation de Béacklund est utilisé dans la théorie de la propagation des impulsions
optiques ultra courtes. Par exemple, Gibbs et Slusher [16] ont constaté un phénoméne de
décomposition solitonique dans les vapeurs de Rb. Un tel phénoméme a été parfaitement
reconstruit théoriquement. Finalement, la transformation de Bécklund classique a aussi
été utilisée dans la théorie des jonctions longues de Josephson [36].

2.2 La transformation de Béacklund classique pour I’équation de
sine-Gordon.

Originellement, la transformation de Bicklund pour I’équation de sine-Gordon (2.27)
a été obtenue comme une construction géométrique pour des surfaces pseudosphériques.
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Géométriquement parlant, la transformation de Bécklund pour 'équation de sine-Gordon
relie les points d’une surface pseudosphérique initiale ¥ un-a-un avec les points d’une
surface pseudosphérique image ¥'. Cette correspondance d’un point Py de ¥ & un point
correspondant Pj de ¥’ s’effectue par ’entremise d’un vecteur 7’ —r de longueur constante
L et qui est tangentiel 4 la fois 4 ¥ et 4 X’. La transformation préserve la paramétrisation
naturelle asymptotique. Leur courbure totale est la méme et les plans tangents A des points
correspondants se croisent & angle constant. Voyons maintenant en détails comment la
transformation de Béacklund, pour ’équation de sine-Gordon, peut étre dérivée.

Soit ¥ une surface pseudosphérique de courbure totale donnée par K = —1/p%. Soit
r = r(u,v) la fonction vectorielle qui définit une telle surface, dans laquelle u, v corres-
pondent i la paramétrisation par longueur d’arc le long des lignes asymptotiques. Dans
cette paramétrisation, les vecteurs unitaires 7, 7, et IN ne forment pas une base or-
thonormée, puisque 7, et T, ne sont pas orthogonaux. Pour des raisons pratique, nous
introduisons le triédre de vecteurs {A, B, C} défini comme suit :

y (74 X 7y)

= =Ty X N = —Ty Sinw , C = N (230)

A=r,,
=CcsCcw Ty —cotw 7y

Les expressions des dérivées de A, B et C par rapport & u et v sont obtenues a ’aide des
équations de Gauss-Weingarten (2.28)-(2.29) et sont

A 0 —w, 0 A
Bl =[w 0 1p]|B],
C 0 1
v /o0 ¢ (2.31)
A 0 0 (1/p)sinw A
B | = 0 0 —(1/p) cosw B
c —(1/p)sinw (1/p) cosw 0 C

v
Ce systéme linéaire est compatible si et seulement si w satisfait 'équation de sine-Gordon

(2.27).

Les points de la surface pseudosphérique ¥, avec vecteur position 7, doivent étre reliés
aux points de la nouvelle surface pseudosphérique ¥’, avec vecteur position 7/, par un
vecteur 7’ — r de longueur constante et tangent & X, c’est-a-dire qu’il est coplanaire avec
A et B. Ainsi, le vecteur position 7’ de ¥’ est

v =71+ LcospA + Lsin¢B, (2.32)

ot la grandeur L = |r' — r| est constante. Ici, ¢(u,v) est contraint de respecter le fait que
sur ¥/, tout comme sur %, u et v forment une paramétrisation naturelle le long des lignes
asymptotiques. Mathématiquement, ceci signifie qu'il est nécessaire que ¥’ ait des formes
fondamentales du type (2.26). En particulier, ceci exige que

T, =1, o7, =1, (2.33)



CHAPITRE 2. TRANSFORMATIONS DE BACKLUND CLASSIQUES 15

ol les dérivées, obtenues en utilisant (2.31) et (2.32), sont

7, = [1 = L(¢y — wy)sin¢] A + L(¢, — wy,) cos B + -f)—’sin ¢C,

. (2.34)
7, = (cosw — L¢, sin¢)A + (sinw + Lep, cos ¢) B + > sin(w — ¢)C.
Les conditions (2.33) ménent & leur tour &
Gy = w +1 1+ 1-——L—2 sin ¢ (2.35)
u T *u L p2 .

et

oy = % (1:}:‘/1 - —I;—:) sin(¢ — w). (2.36)
-1
ﬁ:%(lidl—i—z)=%(l¢ 1—?—5) : (2.37)

nous avons alors que les relations (2.35), (2.36) nous conduisent aux conditions nécessaires

En définissant

bu = wu + gsin " (238)
¢y = ﬁip sin(¢ — w), (2.39)

sur I'angle ¢ afin que ¥’ soit une surface pseudosphérique paramétrisée par longueur d’arc.
En fait, (2.38) et (2.39) sont des conditions nécessaires et suffisantes a cet égard. De plus,
ces équations sont compatibles modulo ’équation de sine-Gordon (2.27).

En utilisant (2.38), (2.39), I'expression (2.34) devient

T, = (1 - —ﬁ—[)’sin2 ¢) A+ %ﬁsinqﬁcos ¢B + %sin ¢C, (2.40)

T, = [cosw - p% sin ¢sin(¢ — w)} A+ [sinw + p% cos ¢sin(¢ — w)] B

(2.41)
— % sin(¢ — w)C,

de sorte que 7, - ) = cos(2¢ — w) et que la premiére forme fondamentale de X’ devient

I' = du? + 2 cos(2¢ — w)dudv + dv’. ' (2.42)



CHAPITRE 2. TRANSFORMATIONS DE BACKLUND CLASSIQUES 16
Nous avons en plus que le vecteur normal unitaire N’ & ¥’ est donné par

4 ! L L Lg
N'=M—t”—=——sin A+ —cos B+(1———)C’, 2.43
o] S AT e p 24)

d’otl, en utilisant (2.32), nous avons que (r' —r) - N’ = 0, ce qui démontre que le vecteur
7’ — 7, qui lie deux points correspondants de ¥ et X', est tangent 4 ¥'. De plus,

LB . LB 1 L
N/ = ——sin¢cos A+(—cosz¢——)B+—cos C, 2.44
P? ¢ P P P2 ¢ (2.44)
L 1 1
N! = [——-sinw—? + - <1——)sinw] A
v (208 ( ?) p 2p8
I ) 1 I (2.45)
+ cosw—2¢——(1———)cosw]B——cosw— C,
[2p2ﬂ ( ) p 208 P? (w=9)
d’ou
r.N.=0, ., N =r, . N.= ——%sin(2¢—w), rl . N =0.
La seconde forme fondamentale de ¥/ est
2
Ir'= P sin(2¢ — w)dudv. (2.46)

En comparant la seconde forme fondamentale (2.46) avec celle du théoréme 1, (2.15),
nous constatons que X' est paramétrisée le long de ses lignes asymptotiques, tandis que
I'expression de sa premiére forme fondamentale (2.42) nous indique que la paramétrisation
est naturelle de long de ces lignes. L’angle entre les lignes asymptotiques sur ¥’ est donné
par

Ww'=2¢—w, (2.47)
ol w' joue le méme réle pour la surface ¥’ que w joue pour la surface ¥ originale. En
particulier, w’ doit satisfaire 1’équation de sine-Gordon

/
uv

€

1
= sinw'. (2.48)

Nous éliminons ¢ de (2.38) et de (2.39) en nous servant de la relation (2.47), ce qui donne

(w' —w) _ ésin (w’ +w>
w’-i2-w ’ /1) : w'2—w By (2.49)
()l

Ainsi, toute transformation w — «’ respectant (2.49), ou de fagon équivalente toute so-
lution de (2.49), laisse ’équation de sine-Gordon invariante. Les relations (2.49) sont la
forme standard de la transformation de Bécklund liant les équations de sine-Gordon (2.27)
et (2.48).
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Il faut remarquer que, sous Bpg,
L
N N=1- 7ﬂ = const, (2.50)

c’est-a-dire, les plans tangents & des points correspondants sur les surfaces ¥ et ¥/ se
coupent & un angle constant ¢, ou 3 = tan(¢/2). Le résultat de Bicklund est une extension
de celui de Bianchi, dans lequel

ce qui a pour conséquence que les plans tangents sont orthogonaux. Backlund a donc
généralisé la transformation de Bianchi en éliminant l'exigence d’orthogonalité, ce qui a
permis l'introduction du paramétre clé § dans la transformation de Bianchi. En fait, la
transformation de Béacklund B peut étre vue comme la composition de la transformation
de Bianchi avec une simple invariance d’un groupe de Lie. Ainsi, I'équation de sine-Gordon
(2.27) est invariante sous la transformation d’échelle

ux = Su, Uk = %, B #0. (2.52)
Nous avons donc que toute solution w = w(u,v) génére une classe de solutions & un
paramétre w* = w*(u*,v*). Lie a constaté que la conjugaison de l'invariance (2.52) avec
la transformation de Bianchi originale

(w’ - w) _ _1_Sin (w' +w)
2 Jo. P 2 )’
w4 w 1 sin w —w (2.53)
2 ). P 2

produit la transformation de Bécklund (2.49).

En termes de la construction de surfaces pseudosphériques, la transformation de Bi-
cklund correspond au résultat suivant : soit r le vecteur de coordonnées de la surface
pseudosphérique ¥ qui correspond & une solution w de 'équation de sine-Gordon (2.27).
Soit ' la transformation de Béacklund de w via B. Alors, le vecteur de coordonnées v’ de
la surface pseudosphérique ¥’ correspondant & w’' est donné par

L w—uw w+w
7 — . .
=7+ o [sm ( 5 ) Ty + sin ( 5 rv)] , (2.54)

ou L = psin(.

Observations :
e L’équation de sine-Gordon non-linéaire (2.27) est dérivée comme étant la condition
de compatibilité pour les équations de Gauss linéaires (2.28).
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e La transformation Bs donnée par (2.49) agit sur I’équation de sine-Gordon (2.27) et
la laisse invariante. En effet, 'action de Bs est restreinte a (2.27) dans quoi (2.49)
est un systéme valide pour w’ si et seulement si (2.27) tient, ou sinon la condition de
compatibilité v/, = w/, n’est pas satisfaite.

e Bj contient un paramétre § = tan (¢/2) introduit dans la transformation de Bianchi
par l'invariance d’un groupe de Lie.

e Au niveau linéaire, la transformation de Bécklund est représentée par (2.54) et agit
sur le systéme de Gauss (2.28) associé & des surfaces pseudosphériques paramétrisées
par longueur d’arc le long des lignes asymptotiques. La transformation (2.54), agis-
sant sur la représentation linéaire (2.28), induit la transformation de Bécklund Bg
opérant au niveau non-linéaire.

B représente une correspondance entre les solutions de la méme équation et est habi-
tuellement appelée une auto-transformation de Backlund.

A la prochaine section, nous allons porter notre attention sur un principe de super-
position non-linéaire associé & l'auto-transformation de Bécklund Bg, qui conduit & des
solutions multi-solitoniques de 1’équation de sine-Gordon.

2.3 Le théoréme de permutabilité et la génération de solutions
multi-solitoniques.

Nous allons & présent nous servir de ’auto-transformation (2.49) pour construire des
solutions multi-solitoniques de 1'équation de sine-Gordon.

Prenons comme solution initiale de (2.27) le vide, i.e. w = 0. A P'aide la transformation
de Bicklund (2.49), nous pouvons construire une nouvelle solution non-triviale v’ de (2.48)
par l'intégration de la paire d’équations du premier ordre

’
W, = gésin (ﬂ) ,
u p 2

ce qui conduit 4 la nouvelle solution simple-solitonique

(2.55)

w' = 4 arctan [exp (éu + Ly + a)] , (2.56)
P Bp
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olt a est une constante d’intégration arbitraire. Il faut remarquer que ce sont les quantités

1
W, = » sech (éu+ﬁ—v+a> ,
’2’ Z lp (2.57)
Wl = — sech —u+—v+a),
Bp (p Bp

qui ont la forme caractéristique en dos d’ane associée & un soliton.

Ce qui est intéressant, ici, c’est que des expressions analytiques pour des solutions multi-
solitoniques, lesquelles englobent leurs interactions non-linéaires, peuvent maintenant étre
obtenues par des moyens purement algébriques. Ceci est une conséquence d'un élégant
principe de superposition non-linéaire dérivé a partir de I’auto-transformation de Biacklund
Bg et qui a originellement été établi par Bianchi [5] en 1892. Ce principe se retrouve dans
son travail monumental [22] et est connu comme étant le Théoréme de permutabilité de
Bianchi.

2.3.1 Le théoréme de permutabilité de Bianchi.

Si nous connaissons une solution de départ w de 'équation de sine-Gordon (2.27) et
que w; et wy sont les transformées de Biacklund de w par 'application respective de Bg,
et Bg,, alors nous avons donc w; = Bg, (w) et we = Bg,(w). De plus, notons wiy = B, (w;)
et wo; = Bg, (w2). La situation est illustrée par le diagramme de Bianchi & la figure 2.1.

JE¥CRYG
©

()5

F1G. 2.1 - Diagramme de Bianchi

Il est naturel de se demander s'il existe des circonstances pour lesquelles la condition
de commutativité wy;s = wq; existe. Afin de trouver la réponse, nous allons établir les
transformations de Backlund pour la partie v qui correspondent au diagramme de Bianchi.
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Ainsi,
e = wy + PLsin (“’1 + “’) , (2.58)
p 2
2
Woy = Wy + —-@—2- sin (wg + w) , (2.59)
p 2
26, . (wiz+w
Wiz = Wiy + -—ﬁ—z sin (—u—l) , (2.60)
p 2
2
Wolu = Wau + 2 sin (M) . (2.61)
p 2
Si nous imposons
wiz2 = wa =, (2.62)

alors les opérations (2.58) — (2.59) + (2.60) — (2.61) donnent

ROy

@

O

F1G. 2.2 - Diagramme de Bianchi commutatif

0 =% [61 (sin (M;w) ~sin (Q ;wz)) (2.63)
e (a0 (252) - an (2£2)) |

Q-w\ _B+hbH Wy — Wy
tan( 2 >_ﬁ2—,31tan( 2 )

Si la condition de commutativité (2.62) tient, alors il est nécessaire que

_ B2+ B Wy — W
) = w +4arctan [ﬁz ) tan ( 1 )] . (2.64)

Si nous remplagons wy; et wo; par 'expression (2.64) dans (2.60) et (2.61), alors ces équa-
tions sont satisfaites modulo les équations (2.58) et (2.59). De plus, (2.64) respecte aussi
les équations similaires pour la partie v de la transformation de Backlund. Cette considé-
ration permet la fermeture du diagramme de Bianchi (voir la figure 2.2). L’équation (2.64)
constitue un principe de superposition non-linéaire appelé le Théoréme de permutabilité.
Il produit une solution multi-solitonique © & partir de I’ensemble de solution {w,w,ws}.

d’onl
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La propriété de commutativité nous permet & présent de construire un réseau de Bian-
chi qui correspond & des applications itérées du théoréme de permutabilité. Des solutions
N-solitoniques de I’équation de sine-Gordon peuvent donc étre construites de maniére
purement algébrique. Ceci représente une superposition non-linéaire de N solutions sim-
plement solitoniques (2.56) avec paramétre 8 = [y, ..., On. Ainsi, & chaque application
de la transformation de Bicklund, un nouveau paramétre §; est introduit et un soliton
d’ordre 7 est généré.

2.4 Surfaces pseudosphériques correspondant a des solitons. Brea-
thers

Ici, nous utilisons la transformation de Backlund dans sa version linéaire (2.54) pour
construire des surfaces pseudosphériques correspondant & des solutions solitoniques de
I’équation de sine-Gordon. Pour effectuer cette tiche, il est plus pratique de travailler en
termes des coordonnées de courbure

r=u+v, y=u-—u. (2.65)

Si nous posons w = 26, alors les premiére et seconde formes quadratiques fondamentales
(2.26) deviennent

I = cos? §dz? + sin® 6dy?, (2.66)
1= %sin& cos8(dz? — dy?). (2.67)
Ainsi, un triédre orthonormal peut étre introduit comme suit
T T
A* = 2= B* =X C*'=N 2.
cosf’ sinf’ ' (268)
par conséquent les équations de Gauss-Weingarten (2.28) et (2.29) deviennent
A* 0 0, %sin& A*
B* = -6, O 0 B* |, (2.69)
c —1sind 0 0 c*
z P
A* 0 0. 0 A
B*| =| -6 0 —cosé B* |. (2.70)
c/, 0 Zcosf 0 O

Ce systéme linéaire en {A*, B*,C*} est compatible si et seulement si
1
Oz — Oy = F sinf cos 6. (2.71)

C’est sous cette forme, en coordonnées de courbure, que 'on rencontre le plus souvent
'équation de sine-Gordon dans les applications physiques. Dans ces applications, la plupart
du temps, = représente I’espace et y le temps, c’est pourquoi on se référe a ’équation (2.71)
comme étant 1’équation de sine-Gordon & 1 + 1 dimensions.
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2.4.1 La pseudosphére

Ici, nous allons faire le lien entre la solution simplement solitonique stationnaire de
(2.71)

§ = 2arctan [exp <i;- + a)] ) (2.72)

obtenue en substituant (2.65) et 8 = 1 dans (2.56), et la surface pseudosphérique de
révolution appelée la pseudosphére de Beltrami {38].

Pour établir la connexion entre la solution simplement solitonique stationnaire (2.72)
et la pseudosphére, nous nous servons du fait que le vecteur position r de la surface de
révolution générée par la rotation de la courbe plane 2z = ¢(r) autour de 'axe des z est
donné par

T COST)
r=| rsinp |. (2.73)
¢(r)
Les courbes pour lesquelles on fixe r sont les paralléles et les courbes pour lesquelles on fixe
7 sont les méridiens. Les premiére et seconde formes fondamentales associées 4 la surface
(2.73) sont données par

1= [1+¢'(r)*] dr® +r’dn?,
" (r)dr? ¢/ (r)dn? (2.74)

VIHErP? I+

Ainsi, F' = f = 0 tel que les lignes de coordonnées r = const, n = const, respectivement
les paralléles et les méridiens, sont les lignes de courbure sur la surface de révolution. Nous

posons
d€ = \/1+ ¢'(r)2dr, r =r(§) (2.75)

de sorte que la premiére forme fondamentale s’écrive

I = de? + r’dn?. (2.76)

II=

Nous avons alors, de la représentation de Liouville de la courbure de Gauss (2.14), que la
courbure totale est donnée par

1d%r
=———. 2.77
r d£? ( )
Toutefois, la courbure totale d’une surface pseudosphérique, ce qui inclut notre pseudo-
sphére, est donnée par K = —-pl—,. Nous obtenons, comme surface pseudosphérique de

révolution générale,
T = ¢, cosh —E + ¢y sinh %, (2.78)
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ol p est une constante. En particulier, dans le cas ¢; = ¢; = ¢, correspondant auxdites
surfaces pseudosphériques paraboliques de révolution, les méridiens sont donnés par

r = cet/”, (2.79)

tandis que

2= () = / V1= (@/)exinde. (2.80)

La substitution c
siny = /P
p

dans (2.80) donne

z=p (cost/) +1In tanlg—') , (2.81)

d’oul

dz = cot ¢dr (2.82)
de telle sorte que 3 est angle que la tangente au méridien fait avec I'axe z. La distance
d = rcscy, entre un point sur un méridien et 'intersection avec I’axe des z de la tangente

a ce point, est égale a4 p. Cette distance est donc constante. Une courbe possédant cette
caractéristique est une tractrice et sa révolution autour d’un axe génére une pseudosphére.

Pour déterminer la solution de I'équation de sine-Gordon (2.71) correspondant a la
pseudopshére, cette derniére doit étre paramétrisée selon (2.66) et (2.67). En termes de ¢
et 1, le vecteur position de la pseudosphére est donné par

psinycosn
r= psinysing , (2.83)
p(cosy +In|tan ¥|)

d’oil
I = p? cot?ypdyp? + p?sin’ Ydn?,
II = pcotydy?® — psine cospdn?.

Si nous introduisons & présent z et y comme suit :

dz = pescydy, y = p7, (2.85)

alors I et II dans (2.84) prennent les formes (2.66) et (2.67) respectivement, avec § = 1.
L’intégration de (2.85) produit la solution simplement solitonique (2.72).

(2.84)
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En termes des paramétres de lignes de courbure z et y, le vecteur position de la pseu-
dosphére est
psech (% +a)cos

© k2

r(z,y) = p sech (£ +a ) sin (2.86)

p[%-l—a—tanh(%—i—a)]

Ici, les lignes de coordonnées z = const et y = const sont respectivement les paralléles et
les méridiens. La pseudosphére de la figure 2.3 est tracée & I’aide du vecteur (2.86).

© k2

F1G. 2.3 — Une pseudosphére de Beltrami

2.4.2 Une hélicoide pseudosphérique

Si nous effectuons la rotation d’une courbe autour d’un axe, de maniére & ce que
le ratio de sa vitesse de translation & sa vitesse de rotation soit constant, alors nous
obtenons une hélicoide. Plus spécifiquement, une hélicoide générée a l'aide d’une tractrice
est pseudosphérique et est dite une surface de Dini. En termes des coordonnées de courbure
z, ¥, le vecteur de coordonnées d’'une telle surface est donné par

psin( sechy cos %

r(z,y) = psin sechy sin % (2.87)
z — psin( tanh x,
ou
x = Zoyeosd (2.88)
psing

et ¢ est une constante. Si nous définissons ¢ = 7/2, alors nous retrouvons la pseudosphére.
Ici, la longueur tangente de la tractrice est psin( et le paramétre hélicoidal associé au
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rapport de la vitesse de rotation & la vitesse de translation de la tractrice génératrice
est pcos(. La solution correspondante de ’équation de sine-Gordon en 1 + 1 dimensions
(2.71) est la solution simplement solitonique en déplacement donnée par (2.56) et réécrite
en termes des coordonnées de courbure et avec § = tan(¢/2) comme suit :

§ = — = 2arctan [eXp {51; <ﬂ + %) T+ Qip <ﬂ - %) y}] (2.89)

arctanexp x.

| &

[

Une surface de Dini tracée a I’aide du vecteur de coordonnées (2.87) est illustrée a la figure
24.

F1G. 2.4 — Une hélicoide pseudosphérique

2.4.3 Surface double solitonique

La transformation de Bicklund (2.49) pour I'équation de sine-Gordon en 1+ 1 dimen-
sions (2.71), en termes des coordonnées de courbure, prend la forme

6, — 6, =

. (sin cos 6 — cos ¢ cos &' sin 6)

psing Bg, (2.90)
(cos ' sin 6 — cos ¢ sin 6 cos 6)

b =0 = psin¢
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ou @ = tan({/2). De plus, si r est le vecteur de coordonnées de la surface pseudosphérique
correspondant & la solution 6 de (2.71), alors le vecteur de coordonnées de la nouvelle
surface pseudosphérique correspondant a 8’ = B(6) est donné par

. cos @’ sin @’
T —'r+L[coserI | (2.91)
ou L = psin(.
Le principe de superposition non-linéaire (2.64) donne
. Sin<c2;<1)tan(02;91)
tan( 122 0) = (2.92)

sin (Cz ;G) ’

ou 6y est la solution initiale, 8, = Bg, (6o), 62 = Bg,(6s) et 612 = Bg,(6;) = Bp, (62). Dans
le cas ot nous choisissons fy = 0 comme solution initiale, nous avons que

6; = 2 arctan(exp x;), i=1,2, (2.93)
ou 1
Xi = pSin (x —ycos(;), G # G (2.94)

et la relation (2.92) produit, par 'exigence de I'invariance § — —8 de ’équation de sine-
Gordon (2.71), la solution double solitonique

sin (Cz '; Cl) sinh (XI ;Xz)
©* = +2arctan . (2.95)

sin (Cz ; Cl) cosh (Xl ';X'z)

Le vecteur de coordonnées 7’ de la surface pseudosphérique correspondant a la solution
(2.95) de (2.71) peut maintenant étre obtenu en effectuant les substitutions § = 6;, { = (s,
¢’ = ©* dans (2.91). Une surface pseudosphérique correspondant & une solution double-
solitonique est illustrée & la figure 2.5. Dans un chapitre ultérieur, la solution double-
solitonique de I’équation de Laplace sine-Gordon sera obtenue par une approche directe
en utilisant la méthode de séparation de variables généralisée.

2.4.4 Breathers

Il existe, parmi les solutions double-solitoniques, une sous-classe de solutions qui sont
périodiques. De telles solutions sont appelées des breathers. Dans la présente sous-section,
nous allons voir quelle est la forme de ces solutions, en nous servant du théoréme de permu-
tabilité. De plus, nous allons obtenir les surfaces pseudosphériques qui leur correspondent.



CHAPITRE 2. TRANSFORMATIONS DE BACKLUND CLASSIQUES 27

Fi1G. 2.5 — Surface double-solitonique

En termes des paramétres de Backlund §; = tan((;/2), la solution double-solitonique
©% donnée par (2.95) devient

o = 2tan~! |22 2 2.96
a [ﬁz ~ By cosh (¥at3) (296)
avec les solutions simple-solitoniques qui la constituent (2.93), od
1
= (14— (1- )] .
=g [0+ 2= (1)) 297

Pour obtenir une solution périodique, nous introduisons des paramétres de Backlund conju-
gués complexes B = ¢ +1id, B2 = ¢ — id, de sorte que (2.95) s’écrive

d““‘f(‘fpw%?z‘ﬁ) o

©% = 2arctan -
200" + d?)")
avec = [1- @+ -1+ (P +P)yet n=[1+ (S +d?)]x—[1 - (c?+ d?)]y. Par

conséquent, ©F est réel et périodique en &.

Si nous posons que |B;] = 1, nous avons, par conséquent, que ¢® + d = 1 et alors nous
obtenons la solution périodique en y

©1 = —2arctan [a%;%/—/p—g—)-] . (2.99)

Cette solution est appelée le breather stationnaire, puisqu’il ne subit aucune translation
lorsque y varie.
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F1G. 2.6 — Une surface associée a un breather stationnaire

2.4.5 Surfaces correspondantes aux breathers stationnaires

Puisque ;2 peut étre généré autant par Bg,(0;) que par Bg, (6,), 'expression (2.91)
admet la représentation symétrique

1 . Tz . T2,z
T12 =S |r1+ T3+ peosby | sin —2 + sin (; —
2 cos b, cos 8,
. , (2.100)
. 6 . l,y . 21y .
+ psinfyg (sm ¢ S, +sin(; Sin 6
Pour les solutions de type breather stationnaire,
. : 1
sin¢; =sin( = —,
¢ (2.101)

1 . _ _ A
X2 = Ez(cx—idy) = X1, Ty =T, 0, = 6.

Ainsi, en utilisant (2.100) avec 7}, 72 donnés par (2.87) ou ¢ = (; et (2 respectivement, la
surface pseudosphérique correspondant & la solution de type breather stationnaire (2.99)
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est réelle avec un vecteur position donné par

0 . siny
2d  sin(dy) cosh(cz)
wther=| 0 | +2 -
Tbreath . + ¢ d? cosh®(cz) + ¢2 sin?(dy) Cgsy
(2.102)
cos y cos(dy)
2d? cosh(cz) sinycos(dy) |,

+ —_—

¢ d2cosh®(cx) + c2 sin’(dy) — sinh(cz)
ot ¢ = 1 —d? et p = 1. On peut vérifier que les lignes de courbure y = const sont planes
et que, par conséquent, les surfaces pseudosphériques constituent des surfaces d’ Eneper.
Ces derniéres ont été étudiées en détail par Steuerwald [37].

A tout nombre rationnel compris entre 0 et 1, correspond une surface pseudosphérique
de type breather, laquelle est périodique selon le paramétre y. Si nous écrivons d = p/q,
ol p et g sont des entiers co-premiers avec p < ¢, alors la période de la solution de
type breather est 2mq/p. Un exemple de surface pseudosphérique associée & un breather
stationnaire est illustré a la figure 2.6.

Par I’application répétée de (2.91), nous sommes en mesure d’obtenir le vecteur position
de surfaces pseudosphériques associées avec des solutions N-solitoniques de I’équation de
sine-Gordon telle que générée via l'itération du théoréme de permutabilité.

2.5 Surfaces paralléles. Transformation de Bicklund induite pour
une classe de surfaces de Weingarten

Une surface X’ est dite paralléle & une surface I, de vecteur position 7, si son vecteur

position est donné par
T=7r+cN, (2.103)

ol c est une constante. La constante c représente la distance, dans la direction de la
normale, entre ¥ et X. Si les lignes de courbure z = const, y = const sur ¥ correspondent
aux courbes paramétriques, alors (2.103) implique que

ce

Tr=7;+cN;=7; — 7= (1 — cKy)Ts,s
o (2.104)
Ty=r,+cNy=1,— o= (1 — cka)ry,

oll k1 et kg sont les courbures principales au point générique 7 sur X. Ainsi,

E= (1 —cx))’E, F=0, G = (1 - ck2)?G,

H? = (1 = ck1)%(1 = cka)?, (2.105)
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tandis que 3 _
N=T=2XTv _ N, (2.106)
H

ou € = +1, dépendemment si (1 — ck;)(1 — ck2) est positif ou négatif. De plus,
€ =¢€(1—cKy)e, f=0, G = ¢€(1 — cka)g. (2.107)

Il est clair que les lignes paramétriqges de la surface ¥ vont induire les lignes paramétriques
de la surface paralléle £. La surface paralléle £ a donc des lignes de courbure qui corres-
pondent & celles de la surface originale ¥. Les tangentes & des points correspondants sont
paralléles.

Les courbures principales K) et K5 sur ¥ sont

é €K1 - g €Ky

===, Rop===—", 2.108
'TE (I-ckm) T8 (—ck) (2.108)
de telle sorte que la courbure moyenne M et la courbure totale K de la surface paralléle
¥ sont . (M — k)
~ - eM-—c
M—E(K1+Hz) T 1-2cM+ 2K’ (2.109)
= K
K = kiR = T L K (2.110)

2.5.1 Surfaces de courbure moyenne constante. Un théoréme de Bonnet

Si¥ = Elc-—O est une surface pseudosphérique avec K = —1/p?, alors les courbures
moyenne et totale des surfaces paralléles ¥ dépendent paramétriquement de la courbure
moyenne M de X. Celles-ci sont

~ (M +c/p?) ~ -1
= = 2.111
M 1—2cM —c?/p?’ K (1 —2eM —c2/p?)’ ( )
d’ou, nous obtenons la relation
(0 + A)K + 2ceM = —1, (2.112)

ou, de fagon équivalente, en termes des courbures principales,

. ce -p?
R+ - p2+c2 Ko + P = (p2+c2)2' (2.113)

Ainsi, les surfaces £ paralléles & une certaine surface pseudosphérique & sont des surfaces
de Weingarten particuliéres, et donc leurs courbures moyenne et totale Met K (ou de
fagon équivalente leurs courbures principales &, et &2) sont fonctionnellement dépendantes.
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Si la surface ¥ a une courbure totale positive et constante

1
K= ? (2.114)
alors I’équation de Gauss se réduit & une équation sinh-Gordon elliptique intégrable. La
courbure moyenne des surfaces paralléles est donnée par

- €M —c/p”)
= 2.1
M= oMt 2/, (2.115)
laquelle est indépendante de M si et seulement si
c==+p. (2.116)

Dans ce cas, M est une constante et nous pouvons formuler le théoréme suivant qui doit
son existence 4 Bonnet.

Théoréme 2.1 Une surface de courbure Gaussienne constante positive K = 1/p* admet
deuz surfaces paralléles de courbure moyenne constante £1/(2p). La distance & la surface
de courbure Gaussienne positive est p.

2.5.2 Une transformation de Bicklund induite

Si une transformation de Bécklund pour une classe de surfaces ¥ est connue, alors,
naturellement, une transformation de Backlund pour la classe des surfaces paralléles X est
induite. En particulier, nous obtenons aisément une transformation de Bécklund pour les
surfaces de Weingarten gouvernées par la relation (2.113). Le résultat est une conséquence
de la transformation de Bécklund (2.91), qui est

v =7+ p(N x N'), (2.117)

oit N’ est donné par (2.43). En termes des coordonnées de courbure,

’ L / ’
N = 20 [~ cos(¢' — ) + cos(¢ + 6)] v,

+ sin20 [—cos(§ — 0) + cos(8’ + 0)] vy, + <1 - %8) N (2.118)

: ’ 14
=£ s1n9rz_c?59ry + 1__I£ N,
p \cosf sind P

Les surfaces & et % paralléles aux surfaces ¥ et ¥’ respectivement, sont données par

#=7+cN, 7 =r"+N, (2.119)
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d’ou _ y iy
¥=7F+p(NxN)+JN —cN

'cos9’1_ _sin()'r

[cosf *  sinf Y

L [sin¢’ cos @’ , Lp
vy [cosOrz - sinory] + [c (1 7) B ] N (2.120)

'coso'—}-(c’/p)sinﬁ’i_ _ sin0’+(c’/p)cos€’f
| cosf—(¢/p)sinf © sinf+(c/p)cosd ¥

)]

Ceci fournit une transformation de Bécklund agissant sur la classe de Weingarten de
surfaces 3 avec courbures moyenne et totale M et K reli¢es par (2.112). Puisque

—F+L

)

=F+1L

1 1
K' =—-—, M' = —=cot 2¢, (2.121)
P P
nous constatons que, sous cette transformation de Béicklund,
- -1
!

~ 2 (p? — 2 + 2dpcot 26")’
o = e(d — pcot 26')
T p—c?+2cpcot 20

Comme auparavant 6 dénote la transformée de Béacklund Bg(6) (2.90). De plus, (2.120)
meéne &

(2.122)

|# — 7% = L + ¢ — 2cc’ cos ¢ + & (2.123)

de telle sorte que 7' — 7 soit de longueur constante.

Les surfaces de Weingarten caractérisées par la relation
(£ pH)K + 2ceM = —1 (2.124)

sont solitoniques, puisqu’elles sont paralléles & des surfaces de courbure de Gauss constante.
Sous ’hypothése que les quantités ¢ et p, dans (2.124), sont harmoniques dans un certain
systéme de coordonnées, il peut étre démontré que les surfaces de Weingarten générales
associées sont intégrables.

Dans la section qui suit, nous nous intéressons au cas ot ¢ = 0 et p,, =0, t.e.,

(j%)w=0’ (2.125)

en termes des coordonnées asymptotiques. Les surfaces respectant une telle contrainte
sont connues sous l’appellation des surfaces de Bianchi.
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2.6 Le systéme de Bianchi et son auto-transformation de Bick-
lund

Comme nous ’avons vu & la section 2.1, les surfaces hyperboliques paramétrisées en
termes des coordonnées asymptotiques sont gouvernées par le systéme

1 v v
a,,+§£p—a——§%bcosw=0,
1p, 1p,
bu+§7 _57)—(1008“}:0’ (2.126)
1/p.b 1({pya .
Wy + = (B——sinw) + = (p_g smw) —absinw = 0.
2 pa u 2 P b v

Les formes fondamentales correspondantes sont

I=p? (a2du2 + 2abcos wdudv + b2dv2) ,

2.12
11 = 2pabsin wdudv. (2.127)

La courbure de Gauss est donnée par

1

K=< (2.128)

En 1890, Bianchi [4] a présenté une construction purement géométrique de surfaces
hyperboliques sujettes & la contrainte

puy = 0. (2.129)

Les surfaces hyperboliques assujetties a la contrainte (2.129) sont appelées les surfaces de
Bianchi. La présente section est principalement consacrée 4 la dérivation d’une transfor-
mation de Béacklund pour les surfaces hyperboliques.

2.6.1 Surfaces hyperboliques. Représentation sphérique

Soit la surface ¥ : r = r(u,v) et soit N = N(u,v) le vecteur normal 4 ¥ au point
décrit par 7(u,v). Si nous ramenons les vecteurs IN = IN(u,v) & une méme origine, alors
la fonction vectorielle N = IN(u,v) trace un systéme de coordonnées sur une sphére. Ce
dernier est appelé la représentation sphérique ou la surface de Gauss.

La premiére forme fondamentale de la sphére est

dN? = Edu? + 2F dudv + Gdv?, (2.130)

ou
E=N} F=N,-N,, G=N2 (2.131)
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La métrique de la représentation sphérique est reliée a celle de la surface X. En termes
des coordonnées asymptotiques, ce lien prend la forme

E=p, F=-p*F, G=pG (2.132)
pour une surface hyperbolique avec courbure de Gauss
1
K=—- 2.133
P (2.133)

Par conséquent, les équations de Weingarten pour la surface hyperbolique peuvent étre
mises sous la forme

ro =L (FN,—EN,), 1,=2L(FN,-GN,) (2.134)
H H
avec H? = £G — F?2, et les équations de Mainardi-Codazzi se réduisent a
Pu -2 Pv ™1
— = -2I", — =-2I',, 2.135
P 12 P 12 ( )

ol f‘fj sont les symboles de Christoffel associés a la métrique de la représentation sphérique.
De plus, la compatibilité de (2.135) exige que

En fait, une surface de Gauss N = N (u,v), IN? = 1, peut &tre associée & la représenta-
tion sphérique des lignes asymptotiques d’une surface hyperbolique si et seulement si les
coefficients correspondants £, F et G obéissent a la relation (2.136). De ce fait, (2.136)
garantit qu'il existe une fonction p satisfaisant (2.135), ce qui garantit, par conséquent, la
compatibilité du systéme (2.134). Nous pouvons donc facilement vérifier qu’en effet IN est
la normale de la surface définie par r. Il faut noter que le vecteur de surface r est définie
4 une transformation homothétique prés seulement, c’est-a-dire un changement d’échelle
ou une translation, puisque p est donné seulement & un facteur multiplicatif prés et r a
une constante d’intégration preés.

Le résultat ci-dessus peut étre reformulé. Ainsi, les formes fondamentales peuvent étre
écrites, en termes de la normale IN de la surface hyperbolique, c’est-a-dire

I=p? (N2du® - 2N, - N dudv + Nidv?),

(2.137)
II=2p(N, x N,)- Ndudv = £2p|N,, x N,|dudv,

en vertu de

k—-Lt___F __ i (2.138)
TR T TEG-F T A[NINI— (N, N '
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Maintenant, les équations de Gauss-Weingarten impliquent que IN satisfait 1’équation
hyperbolique

1 1
Ny +-2N,+ PN, + FN =0. (2.139)
2p 2p
D’oil, en prenant le produit vectoriel avec IV, nous obtenons 1’équation vectorielle
(pN x N,), + (pN x N,), =0, (2.140)

laquelle est la condition d’intégrabilité pour (2.134) écrite sous la forme
r. =pN, x N, r, =—pN, x N. (2.141)

On référe couramment a la derniére relation comme étant la formule de Lelieuvre.

Réciproquement, toute solution de I’équation vectorielle (2.140) avec IN? = 1 garantit
'existence d’une fonction vectorielle r satisfaisant (2.141). Ce qui, & son tour, implique
que

.- N =0, ry N =0, 7o N,=0, r,- N, =0, (2.142)

d’ou T peut &tre vu comme le vecteur position d’une surface paramétrisée en coordonnées
asymptotiques avec comme premiére et seconde formes fondamentales (2.137). En fait, on
vérifie directement que les équations de Gauss-Mainardi-Codazzi (2.126) sont satisfaites
modulo (2.140). Nous concluons que I’équation vectorielle (2.140), ou de fagon équivalente,

1p, 1p. Eu€v€
1) a v=2 )
2, T2 o T Py

) e+é (2.143)

= — | -9 |,
|€|2+1 IEI2—1

Eur +
N

est une autre manifestation des équations de Gauss-Mainardi-Codazzi (2.126). En parti-
culier, le systéme de Bianchi classique est équivalent & (2.143 :1) auquel nous ajoutons la
contrainte p,, = 0.

L’équation vectorielle (2.140) a une signification importante en théorie des solitons.
Ainsi, si nous introduisons la fonction matricielle
N=N-o, (2.144)

ot 0 = (01, 03, 03)7 et les o; sont les matrices de Pauli

01 0 —i 1 0
01=(1 0); 02=(i 02>1 03=<0_1>7 (2145)

alors une forme équivalente de (2.140) est donnée par

(pNN,), + (pNN,), =0, N*=1, N =N. (2.146)
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Ceci constitue une extension du modéle de type sigma non-linéaire. Ici, le groupe de Lie
sous-jacent est O(3). Il est & remarquer que le modeéle sigma non-linéaire qui se base sur
le groupe de Lie O(2,1) est donné par

(pSSy)y + (pSSy)u =0, Puv = 0, §% =1, S=_5. (2.147)
Si la matrice S est paramétrisée de telle sorte que
1 ile—&) —2¢€
S=— . = 2.14
5+€< 2 —z(e—e)) (2.148)
et u, v sont pris comme étant les variables conjuguées complexes 2, Z, alors nous retrouvons

Péquation d’Ernst de la relativité générale [10]

1pz 1p, L5
~le, 4 iy = S :=0. 1
5 pe + 5 pe,, R() Pz (2.149)

Par conséquent, cette équation de Ernst peut étre vue comme une contre-partie elliptique
du systéme de Bianchi.

Ezz +

Il est & noter que des versions en 2 + 1 dimensions du systéme de Bianchi, aussi bien
que de I'équation de cognate Ernst, peuvent étre construites en ajustant ces modéles de
type sigma non-linéaire en un contexte plus général des systémes LKR.

2.6.2 Une transformation de Bicklund pour les surfaces hyperboliques

Nous allons a présent construire une transformation de Bécklund obéissant & la condi-
tion de tangence
"=1r+pry+qry, (2.150)

c’est-a-dire, nous exigeons que les lignes, joignant des points correspondants de ¥ et ¥’,
soient tangentielles & ¥. Nous considérons que les surfaces £ et £’ sont toutes les deux
paramétrisées en terme des coordonnées asymptotiques u, v. Nous avons alors les condi-
tions

e€=r,, N =0, g=r, N =0 (2.151)
qui constituent deux équations différentielles non-linéaires de second ordre pour les fonc-
tions p et q. Toute solution de (2.151) donne naissance & des transformations de la forme
(2.150) entre des surfaces hyperboliques X et ¥'.

Nous sommes toutefois dans une situation fort différente si nous exigeons en plus que
le vecteur » — 7’ soit aussi tangent & la surface ¥'. Il est alors approprié d’introduire un
triédre orthonormé constitué du vecteur normal IN et de vecteurs unitaires tangentiels
aux lignes de courbures sur ¥. On se convainc sans peine que les directions des lignes de
courbures sont données par

T T
MR 2.152
— £ (2.152)
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ou de fagon équivalente

N, N,
— . .
- 5 (2.153)
Ainsi, a Pinstar de Bianchi [4], nous choisissons une base orthonormée de vecteur tangents
1 (N, N, 1 (N, N,
=== , W=— (= , 2.154
23in%(a b) 2cos%(a+ b) (2154)
ou
Q=w+m. (2.155)

Il faut noter que les considérations de Bianchi se basent sur la représentation sphérique
de la surface . Dans cette représentation, la premiére forme fondamentale est

dN? = a’du? + 2abcos Qdudv + b dv? (2.156)
de telle sorte que 'angle Q entre les lignes de coordonnées sur la sphére est définie par

N = N(u,v).

En terme du triédre orthonormé {V, W, N}, les équations de Gauss-Weingarten de-
viennent

vV 0 - -a sin%2 \ %4
W = " 0 —acosy w ],
N asing acos g 0 N
u 2 2 (2.157)
vV 0 Qy bsin% 4
W = —-Q 0 —b cos% w 1,
N/, —bsing bceos g 0 N
ou ; et ), sont définies par
1 lap, . 1 1bpy, .
Ql = §Qu - 53; San, Qg = 29,, 2a P San. (2158)

Ces équations sont compatibles si et seulement si a, b, p et w = §) — 7 satisfont les
équations de Gauss-Mainardi-Codazzi (2.126). Le systéme (2.157) est rapidement dérivé
par l'utilisation des équations de Weingarten sous la forme

Q Q
T, = —pacos —V + pasin _.‘Z_W’
a K (2.159)
T, = —pbcos §V + pbsin —2—W.
En conséquence, le vecteur position r de X est obtenu par intégration de (2.159) une fois
que V et W sont connus.
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Etant donné que ces surfaces sont exprimées en termes des coordonnées asymptotiques
u, v, les vecteurs de position r et 1’ satisfont la formule de Lelieuvre (2.141), c’est-a-dire

Ty =Vy XV, Ty = —VUy XV,

r,=v,xVv, 1, =-V,xV, (2.160)
ou
v=,pN, v =+/pN. (2.161)
En ces variables, les équations qui régissent v et v’ (2.139) prennent la forme
Vv = Av, v,, =AvV (2.162)
et les courbures de Gauss s’écrivent
x=-§P w=—ﬁ%. (2.163)
L’exigence que 1’ — T soit tangentiel a la fois &4 £ et & ¥’ implique que
r—r=mv xv. (2.164)
En considérant (2.160), nous obtenons en dérivant (2.164) par rapport & u que
vox (VW —mv)+r, x (mV —v)—mu/' xv=0 (2.165)
tel que la composante dans la direction v/ — my délivre
(m? -1 (v xv,) -V =0. (2.166)

Similairement pour v, nous avons
(m?* —1)(vxuv,) -V =0. (2.167)

Si nous assumons que les vecteurs v,, v, et v sont linéairement indépendants et que
Y’ # X, alors m? = 1. Sans perte de généralité, nous pouvons & présent poser

m=1 (2.168)
ce qui réduit (2.165) et son équivalent pour v &
(v, +v,) x (V' —v)=0, (v, —vy) x (V' +v)=0. (2.169)
Les conditions nécessaires (2.169) peuvent étre mises sous la forme
vV, +uv, =k( —v), v, —v, =1V +v), (2.170)

ou k, | sont jusqu'ici des fonctions indéterminées. La différentiation de la premiére et
la seconde équation dans (2.170) respectivement par rapport 4 u et & v, et I’évaluation
modulo (2.162), produit les contraintes

(N =kl -k +(A=kl+k,)v=0,

2.171
(N =kl — 1)V + (A — kl +1,)v =0. (2171)
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Ainsi, si nous assumons que ¢/’ et v sont des vecteurs non-paralléles, alors
A=—-k,+kl, N=k,+kl, L, = ky. (2.172)

La troisiéme équation de (2.171) est satisfaite identiquement par l'introduction d’un po-
tentiel v respectant

k=—(lnvy),, l=—(Invy), (2.173)
tel que les deux relations restantes deviennent
Yuy = A9, AN =A-2(In1)y,. (2.174)

Dans un tel cas, le systéme (2.170) adopte la forme
@)= —tvu b, () = Wy — P (2.175)

Les relations (2.174) et (2.175) déterminent la transformation classique de Moutard.
Dans le contexte actuel, si r est le vecteur position de la surface hyperbolique ¥ donné
en coordonnées asymptotiques et v est la normale & 1’échelle correspondante satisfaisant
Péquation de Moutard (2.162 :1), alors le systéme (2.175) est compatible si 1) est une
solution de ’équation de Moutard (2.174 :1). Le vecteur position ' donné par (2.164) avec
m = 1 représente alors une deuxiéme surface hyperbolique ¥’, laquelle reste paramétrisée
en termes des coordonnées asymptotiques u, v. De plus, ' — 7 est tangentiel aux deux
surfaces ¥ et X',

2.6.3 Le systéme de Bianchi

Les équations de Gauss-Mainardi-Codazzi (2.126) représentent un systéme sous-déterminé
pour les fonctions w, a, b et p. Ainsi, il est naturel d’augmenter ce systéme par des
contraintes, lesquelles sont invariantes sous la transformation de Béacklund dérivée a la
section précédente. Ici, nous exigeons que la courbure de Gauss K soit invariante sous la
transformation de Béacklund, c¢’est-a-dire que

1

K'=K=—-=. 2.176
7 (2.176)

Par l'insertion des relations (2.161) avec p’ = p et la paramétrisation
N’ =cosaN +sino(cosV + sin W), (2.177)

ol ¢ dénote I’angle entre les normales IN et IN’, dans le systéme (2.169), nous obtenons

6, = —;—Qu + atan%cos (9 + %) - lg&SinQ,
(2.178)

1 bk Q )
0, = —§Qu - bcotgcos (0 - 5) + ———/—)—st
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et les relations

o o
Oy = —%"tani, Oy = %cot > (2.179)

lesquelles sont compatibles si et seulement si
Puy =0. (2.180)

En ce sens, nous retrouvons la transformation de Bécklund classique de Bianchi pour les
surfaces hyperboliques avec courbure Gaussienne

K = —%, p=Uw) + V(). (2.181)

Celles-ci sont connues comme étant les surfaces de Bianchi.

Pour faire de la transformation de Béacklund pour les surfaces de Bianchi quelque chose
de plus explicite, le systéme (2.179) peut étre intégré, ce qui donne

u=tanz=i Viv) — k

. OET (2.182)

ol k est une constante d’intégration. D’un autre coté, il est bien connu que les systémes
de Frobenius de la forme (2.178), i.e.

0. = fi +sinfg; + cos h; (2.183)
avec (u!,u?) = (u,v), sont équivalents aux équations de Riccati et par conséquent peuvent

étre linéarisés. En effet, en prenant

1

6 = 2arctan g;, (2.184)

la solution générale de (2.178) peut étre exprimée en termes des solutions du systéme
linéaire

Gy = [—#a sin %Xl -+ pacos %Xz + % <Qu — B sin Q) X3:I ?,

. 9 1 bp b (2.185)
_ ___1 oY _ -1 s - _ _—_‘2.
¢u—[ 7 bs1n2X1 7 bcos2X2+2< Q, apst)Xs]qS,
ol
¢1
¢=<¢2) (2.186)
et
11 0 1/0 1 _1( 0 1
(3 0) wei(0) wei(h D) e
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Dans la terminologie de la théorie des solitons, le systéme linéaire (2.185) représente une
paire de Lax «non-isospectrale» pour le systéme de Bianchi (2.126), (2.129) puisque nous
pouvons voir u comme un «paramétre spectraly non constant. En fait, comme dans le cas
des surfaces pseudosphériques, il constitue précisément la version su(2) des équations de
Gauss-Weingarten (2.157) si k — oo.

La transformation de Backlund (2.164) ou, de fagon équivalente,

2 1 Q\ 7y Q\ 1y
r=r- (Tp,u"’) prr [cos (0 - 5) % + cos (0 + —2-) %] (2.188)

est maintenant appliquée aux surfaces de Bianchi les plus simples (dégénérées). La pre-
miére application est due & Bianchi qui a considéré le paraboloide hyperbolique

z= -;-(.’1:2 -7 (2.189)

comme surface semence. En termes des coordonnées asymptotiques, le vecteur position
correspondant se lit

1 1
z= %(u +v), y= %(u —v), z = uv, (2.190)

et la courbure de Gauss prend la forme requise, i.e.

1

K=-wrose

(2.191)

On démontre rapidement qu’une solution particuliére de (2.178) conduit & une seconde
surface ¥’ donnée par

7 = L (3u v1—3U2> Y L (3u+v1-3uz)
=m\-vrm ) V=5 5w )
V2 1+u V2 +u (2.192)

, w [3-u?
Z=—|—].
V2 \1+u?
Une section particuliére de cette surface est illustrée a la Figure 2.7.

La seconde application de la transformation de Bianchi est associée avec la surface
semence dégénérée pour laquelle les lignes de coordonnées sont paralléles, i.e. w = 0. Nous
effectuons le choix naturel

Q=m, a=alp), b=pB(p)p (2.193)
lequel se réduit aux équations de Gauss-Mainardi-Codazzi
1 1 1 1
rle 10 o 510 e, 199
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F1G. 2.7 — Surface de Bianchi & partir d’un paraboloide hyperbolique

dont la solution générale est

a=c1+£3, B=c ——=. (2.195)
p p

La comparaison des systémes de Frobenuis (2.178), i.e.

b __ o+ 2 ) patan
sinf T Putall o)

2.1
b __ e —2) pyeot 2 (2190
sinf ) PuCOt g
avec (2.179) démontre alors que
0
tan 5 = €XP7, vy = co — ¢ psino + cs, (2.197)
d’o
sinf = cos @ = tanh~. (2.198)

coshy’

D’un autre c6té, les équations de Gauss-Weingarten (2.157) sont rapidement intégrées
pour donner

cos ¢ 0 siné
V=| sinéd |, 0], —cosé (2.199)
0 1 0

avec § = c;pcos o + ¢y In p tel que le vecteur position 7 de la surface semence dégénérée ¥
est donné par

r= (%cpo + copcos o) W. (2.200)
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Si nous écrivons

' =7+ psino(sinV — cos6W)
pour le vecteur position générique de la seconde surface 3/, alors

sino
cosd

pcqsh'y
! sino
pcosh’y

2c1p® + copcoso + psinotanhy

sind

Pour ¢; = 0, le vecteur position 7’ est périodique en o.

43

(2.201)

(2.202)



Chapitre 3

Le mouvement des courbes et des
surfaces. Les connexions solitoniques

Dans ce chapitre, il est question de la connexion qui existe entre le mouvement des
courbures et des surfaces et la théorie solitonique moderne.

3.1 Les mouvements des courbes a torsion ou courbure constante.
La connexion de sine-Gordon

Quoique dans plusieurs travaux sur le mouvement des courbes solitoniques on traite la
torsion et la courbure 4 'aide d’une quantité complexe, nous baserons, ici, notre approche
sur le triédre orthonormé {t,n, b} habituel. Cette section se consacre a la dérivation de
P’équation de sine-Gordon & partir de 'analyse du mouvement d’une courbe inextensible
a torsion constante, laquelle, & son tour, balaie une surface pseudosphérique.

Soit une courbe C en mouvement dans I'espace décrite par la fonction vectorielle r =
T(s,t), ot s est le paramétre naturel de la courbe et ¢ le temps. Les vecteurs unitaires
tangent, normal et binormal seront donc donnés par les relations de Serret-Frenet

t; = Kkn,
ns = 7b — Kt, (3.1)
b, = —Tn,

ol k est la courbure et 7 la torsion. Il est & noter que le temps apparait dans (3.1) comme
un parameétre.

44
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Nous voulons que le triédre ¢, n, b soit orthonormal en tout temps lors de son évolution
temporelle. La forme générale que prend I'évolution du triédre est alors

t, = an + (b,
n, = —at + b, (3.2)
b, = [t — yn.

Nous exigeons que la dérivée par rapport au paramétre naturel et la dérivée temporelle
commutent, ¢’est-a-dire

tts = tst)
Nis = Nt (33)
bts = bst,

ce qui implique que la courbe C est inextensible. En appliquant les conditions de compa-
tibilité (3.3) aux systémes (3.1) et (3.2), nous obtenons

s = Ky +,BT’
Bs = kY — Ta, (3.4)
Ys = Tt — KP.

3.1.1 Le mouvement d’une courbe & torsion constante
Comme conséquence du systéme (3.4), nous avons que
(@@ + B2 +97)s = 2(ak, + 1) (3.5)

Dans le cas particulier ot o = 0 et 7, = 0, I’équation (3.5) implique que 8% ++% = §2(¢), ot
82(t) est une fonction dépendante du temps et indéterminée. Nous pouvons alors définir

B =4(t)sino, v =4(t) cos o, (3.6)
de telle sorte que les conditions de compatibilité (3.4) se réduisent &
o5t = —0(t)T(s)sina, (3.7)
ou
K = 0s. (3.8)
Dans la situation ou 7 = % =T et d = —%, P'équation (3.7) devient I’équation de sine-

Gordon (2.27) sous la correspondance {o, s,t} — {w,u,v}. De plus, les équations (3.1) et
(3.2) prennent maintenant la forme

t 0 O 0 t
n|=|-0 0 1/p n |, (3.9)
b/, 0 -1/p O b
t 0 0 (=1/p)sino t
n | = 0 0 (=1/p)coso n |. (3.10)
b (1/p)sino (1/p)cosc 0 b

t
La condition de compatibilité pour ce systéme produit 1'équation de sine-Gordon.
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Nous venons d’établir le lien qu’il y a entre une courbe en mouvement 4 torsion constante
avec courbure Kk = w, et 'équation de sine-Gordon. La question qui s’en suit est : Est-ce
qu'il existe un lien entre la dérivation de I’équation de sine-Gordon 4 I'aide du mouvement
d’une courbe & torsion constante et la dérivation de cette méme équation par I’approche
classique qui se base sur les surfaces pseudosphériques ? En fait, les deux représentations
linéaires (2.31) et (3.9), (3.10) sont en effet équivalentes sous les correspondances

{w,u,v} = {—0,s,t}, {A,B,C} — {t,n,b}. (3.11)

Ainsi, une courbe C 4 torsion constante associée a I’équation de sine-Gordon trace, au
fur et & mesure qu’elle évolue dans le temps, une surface pseudosphérique. De plus, &
chaque instant cette courbure représente une ligne asymptotique sur la surface. Ceci est
consistant avec le théoréme classique de Beltrami-Enneper, lequel énonce que les lignes
asymptotiques sur une surface a courbure Gaussienne —1/p? ont une torsion de magnitude
égale a 1/p.

Nous obtenons aisément une expression pour la vitesse de la courbe & l'aide de la
correspondance (3.11). En effet, (2.30 :2) démontre que

Ty, =cosw A +sinw B,

d’ou
v =17, =cosot —sinon. (3.12)

Pour trouver une courbe & torsion constante en mouvement associée & une solution de
I’équation de sine-Gordon, il s’agit de prendre une ligne asymptotique sur la surface pseu-
dosphérique en coordonnées asymptotiques qui correspond & cette solution et de ’animer
a 'aide de 'autre paramétre. Si ceci est fait pour une solution double-solitonique, alors
nous aurons une courbes & deux boucles. Au fur et & mesure que le temps avancera, ces
boucles se déplaceront le long de la courbe, se rapprocheront, interagireront et ultime-
ment ressortiront inchangées mis-a-part un changement de phase dans leur position dia &
I'interaction non-linéaire.

3.1.2 Le mouvement d’une courbe inextensible 4 courbure constante

Dans le cas ot v = 0 et k; = 0 dans 'équation (3.5), le systéme (3.4) admet la solution

coso sing
o= — ) IB = 3
f p (3.13)
kK= T =05,
P

ol o est une solution de 1’équation de sine-Gordon

Ogt = ;}isin g. (3.14)
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La représentation linéaire avec la condition de compatibilité (3.14) est
t 0 1/p O t
n}|=\|-1/p 0 o, n (3.15)
b 0 —-og, 0 b
s
t 0 (—=1/p)coso (1/p)sinc t
n | =| (1/p)coso 0 0 n (3.16)
b (-1/p)sinco 0 0 b

¢
Ce systéme peut étre mis en correspondance avec la représentation linéaire (2.31) via

{w,u,v} — {0, s,t}, {A,B,C} — {b,n,-t}. (3.17)

Cependant, ici, t- N =t - C = —1 # 0, de telle sorte que la courbe a courbure constante
en mouvement ne repose pas sur la surface pseudosphérique et donc ne la recouvre pas
lorsque le temps s’écoule.

3.2 Une représentation linéaire matricielle 2 x 2 pour I’équation
de sine-Gordon

Au chapitre précédent, nous avons dérivé I’équation de sine-Gordon comme une condi-
tion de compatibilité pour le sytéme linéaire 3 x 3 généré par les équations de Gauss-
Weingarten (2.31) associées & des surfaces pseudosphériques. Par ailleurs, au début de ce
chapitre, nous avons dérivé I'équation de sine-Gordon comme condition de compatibilité
d’un autre sytéme, c’est-a-dire le systéme linéaire 3 x 3 (3.9) (3.10) qui décrit ’évolution
du triédre {t,n,b} d’une courbe a torsion constante.

L’équation de sine-Gordon peut aussi étre dérivée comme condition de compatibilité
d’un sytéme linéaire 2 x 2.

Nous pouvons constater que le systéme (2.31) est équivalent au systéme

Yo =57, (3.18)
v, =TV, '
ou
0 -w, O
S=|w, 0 1/p |,
0 -1 0
/p , (3.19)
0 0 (1/p)sinw
T= 0 0 (=1/p) cosw

(—=1/p)sinw (1/p)cosw 0
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et la matrice ¥ est donnée par

A Ay A
¥=| B, B, B (3.20)
C. G Cs

o A;, B; et C; sont les composantes des vecteurs unitaires A, B, C. Le fait que le
triedre {A, B, C} soit orthonormé et positivement orienté (right-handed) implique que la
matrice ¥ est & la fois spéciale (det ¥ = 1) et orthogonale (¥T¥ = I). L’ensemble des
matrices ayant ces caractéristiques forment le groupe (de Lie) sous la multiplication, connu
sous appellation SO(3) (special orthogonal matrices). Il constitue une représentation du
groupe des rotations en trois dimensions dans un espace Euclidien.

La condition de compatibilité pour le systéme (3.18) est
Sy —Tu+[S,T]=0 (3.21)

ot [S,T] = ST — T'S est le commutateur de S et T'. En considérant S et T donnés par
(3.19), la condition (3.21) est équivalente & I'équation de sine-Gordon (2.27).

A un groupe de Lie correspond une algébre de Lie qui consiste en un espace vectoriel

assorti d’une bracket de Lie [,-] : V x V — V qui est bilinéaire, anticommutative et qui
satisfait l'identité de Jacobi, i.e.
[0, b ] + b, [e.al] + e, [a,8] =0, Va,be € V. (3:22)

Nous pouvons identifier 'algébre de Lie du groupe SO(3) a I'aide de I'espace vectoriel réel
avec la base {L;, Lo, L3} ou les matrices L;, ¢ = 1, 2,3 sont données par

00 0 0 01 0 -1 0
Li=({00 1], I,=l 0 00|, ILy=|1 0 0], (323
01 0 -1 00 0 0 0

et le bracket de Lie est I'opérateur de commutation. Les matrices L; satisfont les relations
de commutation

[Ly, Lo] = Ls, [Le, L3] = Ly, [Ls, Li]) = Lo, (3.24)

lesquelles caractérisent I’algébre de Lie du groupe SO(3). Cette algébre de Lie est notée

s0(3). Ici, S, T € so(3) avec
S = wuL3 - %Ll, (325)

1 1
T= ;cos wL; + ;sin wLls. (3.26)
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Pour faire la connexion entre la représentation linéaire matricielle 3 x 3 {4, B,C} et la
représentation linéaire 2 x 2 AKNS, nous devons nous servir du fait que I’algébre so(3)
admet une représentation 2 x 2 en terme des matrices de Pauli

01 0 —: 10
0'1=(10>, 0’2=<i 01), 0'3=(0 _1), (327)

Les matrices g;, 1 =1, 2,3 satisfont les relations de commutation

[0’1,0’2] = 2i03, [0’2, 0'3] = 2i0’1, [0’3, 0'1] = 2i02. (328)
Si nous défisssons -
€ = Z, (329)

alors le triedre {e;, ez, €3} est isomorphique & celui formé par {L;, Ly, L3} sous la cor-
respondance e, «— L. Nous pouvons donc construire une représentation linéaire 2 x 2
pour l'équation de sine-Gordon & partir de la représentation linéaire 3 x 3. Ainsi, si
S = s1Ly + soLs + s3L3 et T = 1Ly + taLs + t3L3 sont des éléments de so(3) tels
que la condition de compatibilité (3.21) tienne, alors les matrices

P = sje; + sgeq + s3e3, Q = t1e1 + taeq + t3e3

satisfont
P,—Q,+[P,Q]=0. (3.30)

Par conséquent, I’équation de sine-Gordon (2.27) peut en effet étre généré comme la condi-
tion de compatibilité pour une représentation linéaire 2 x 2

d, = P9, (3.31)
Qv = Q®1 '
ou ) ) /
1 f ~wy, 1/p
P=uw,e3——e; == )

1 1 ) —iw
Q= ;cosw el+;sinw e2=—2ip ( e?“’ 60 )

L'introduction de la transformation de jauge ® = G®, ot
G=<1. 1.), (3.33)

modifie la représentation linéaire déterminée par (3.31), (3.32) en un systéme équivalent
de jauge, c’'est-a-dire

z _ g 20 —wu/20 \ g
$, = GPG q>_(wu/2p it ) B

&, = GOG' = i(cosw sinw )é

" 2p \ sinw —cosw
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L’utilisation de I'invariance
u
@ = —w, U= Y U=\ (3.34)
de I’équation (2.27) injecte & présent le paramétre spectral réel A dans le dernier systéme
pour produire la représentation linéaire 2 x 2 AKNS standard pour 1’équation de sine-

Gordon (2.27), via
= 1 0 ws A1 0 =
q)"_ﬁ[( ~ 0 )HZ(O -1 >]®’
. S (3.35)
= 1 —cos@ sin® \ z
b= 55 (e 2 )8
2\p sinw  Cosw

3.3 Le mouvement des surfaces pseudosphériques. Un systéme de
Weingarten et sa transformation de Bicklund

La relation entre 1’équation de sine-Gordon et la géométrie des surfaces pseudosphé-
riques ou le mouvement des courbes de torsion constante sur de telles surfaces a été établie.
Dans cette section, certains mouvements des surfaces pseudosphériques seront examinés.

Le mouvement d’une surface pseudosphérique ) : 7 = r(u,v,t) paramérisée dans les
coordonnées asymptotiques u, v est examiné. A chaque instant ¢, la courbure totale
K = K (t) < 0 est constante et négative sur . La base orthonormée {A, B, C}, comme
introduite dans (2.30), est utilisée et ainsi les équations de Gauss-Weingarten sont don-
nées par (2.31), ou cette fois cependant, p = p (t) et w = w (u, v, t). L’évolution temporelle
générale qui maintient 'orthonormalité du triédre {A, B, C} est ajoutée, c’est-a-dire

A 0 a b A
B | =] - 0 ¢ B |, (3.36)
Cc —b — O C

t

ol a, b et ¢ sont des fonctions réelles de u, v et ¢. Le systéme linéaire (2.31), dans lequel
le temps ¢ entre seulement paramétriquement, englobe I'information que la surface X
est pseudosphérique et paramérisée par longueur d’arc le long des lignes asymptotiques.
Pour construire une évolution du temps dans lequel ces propriétés sont préservées, il
est requis que (3.36) soit compatible avec le systéme (2.31). Ceci impose les conditions
Ay = An, Ay = Ay, ete. lesquelles, & leur tour, produisent le systéme linéaire non
homogéne suivant pour a, b et ¢ :

a o Y O a —Wy
bl = < 0 —w. | |6 )+ 0o |, (3.37)
c 0 w, O c A

u t
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a 0 —(Yp)cosw — (YY) sinw a
b =1 (Yp) cosw 0 0 b
c/, (/o) sm;) 0 0 c (3.38)

+| @psinw
~ () cosw /

Ce systéme est compatible modulo ’équation de sine-Gordon (2.27).

Jusqu’ici, le mouvement de la surface ¥ a é&té spécifié par 1'évolution du champ de
triedres {A, B, C}. Dans ce qui suit, il est commode de travailler en terme de vélocité r;
de ¥ . Si 7; est la représentation

re=1A+mB+nC, (3.39)

alors
A; =Ty =Ty = (lA+mB +nC),

= (ly + mwy) A + (=lw, + my, —n/p) B+ (m/p+n,)C,
B, ={w; —n/p — (l, + mw,) cotw + l,cscw] A
+ [(—w; + lwy, — my + 2n/p) cot w + mycscw] B
+ [/ — (ny + 2m/p) cot w + nycscw] C,
tandis que C; = A;x B+ Ax B, . La condition que { A, B, C} reste un triédre orthonormé,
fournit les conditions nécessaires

ly + mw, =0, (3.40)
wy — lwy +my, — 2n/p — mysecw = 0, (3.41)
I, cosw + m, sinw = 0, (3.42)
auquel cas
a = —lw, +m, —n/p, (3.43)
b=mn,+m/p, (3.44)
¢ = —(ny +2m/p) cotw + 1/ p + nycscw. (3.45)

Le réarrangement des contraintes (3.40)-(3.42) montre que, dans le but d’obtenir un mou-
vement valide, il est requis de déterminer [ tel que

sinw

luv = lku cotw + lu2—, (346)
prwy
alors que les quantités m et n sont données par
m= —ly/w, (3.47)
et p
n=3 (we — lwy + My — My secw), (3.48)

respectivement.
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Les contraintes résiduelles sur le mouvement sont obtenues par l'insertion de {a,b, c}
données par (3.43)-(3.45) dans (3.37), (3.38). Celles-ci sont déterminées comme étant

n 2
Ny = (N, COL W — NyCSCW) Wy, + 7 + p (mwy, cotw —my,), (3.49)
n  2secw
Nyy = (Ny Ot w — nycscw) wy, + ? + p (my — mwy cotw) (3.50)
n 1 .
Nyy = —5 COSW + (-—) sinw, (3.51)
p P/,

Ainsi, une évolution viable (3.39) requiert la solution du systéme (3.46)-(3.51).

Si un ensemble {a, b, ¢} et de ce fait le mouvement du triédre { A, B, C'} est connu, alors
(3.43)-(3.45) fournit un systéme linéaire non homogéne pour {l,m,n} pour déterminer
v = 1; . Par exemple, une classe de solutions a p =0 et

{a,b,c} = {C(t) pou, 6 (t) sinw, —( (¢) — & (¢) cosw} (3.52)
pris avec la condition d’évolution linéaire auxiliaire
wy = p 8 (t) wy — ¢ (t) (3.53)

ou 6 (t),¢ (t) sont des fonctions arbitraires de t. Un mouvement constant avec ’ensemble
de solutions (3.52) est donné par

{lym,n} ={p(6cosw — (), pdsinw, 0} . (3.54)

Ceci correspond & un glissement de ¥ dans lequel il n’y a pas de propagation normale.

3.3.1 Une limite continue d’un modéle de réseau anharmonique

Un autre mouvement possible {{,m,n} est donné par

2
{l,m,n} = {p [% + dcosw — (} P [6sinw - %] ,wu} , (3.55)

ol

3
Wy = gwuuu + ng + ('2—- - PC) Wy + Jpwva
P (3.56)

1 .
Wy e sinw
et 6 =6 (t),¢ = ¢ (t) sont arbitraires tandis que p = 0 tel que la courbure totale X reste
constante sur ¥ dans tout le mouvement. L’ensemble {a, b, ¢} est obtenu par la substitution
de (3.55) dans (3.43)-(3.45). Le systéme de triédre linéaire correspondant, consistant de
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(2.31) augmenté par I’évolution temporelle (2.33), a comme condition de compatibilité le
systéme non-linéaire couplé. L’élimination de w, de (3.56) donne

3
Wyt = gwuuuu + prgwuu + (53; - PC) Wyy + %Sinw (357)

L’équation solitonique avec § # 0 et ¢ = 3/(2p?%) a été originalement dérivée par Konno
et al. [42] comme la limite continue d'un modéle de propagation d’onde dans un réseau
anharmonique.

La spécialisation § = 0,¢ = 3/2p? dans (3.57) produit I’équation de Korteweg-de Vries
modifiée (mKdV) dans «’ = w, , c’est-a-dire
w;: + w;;uru/ + 6(4),20.):‘1 = U, (358)

ou v = uf2,t' = —t et p = 16 . L’équation mKdV a d’'importantes applications, en
particulier, dans 1'analyse des ondes non linéaires de Alfvén dans un plasma sans collision
[14]. Cette connexion avec la propagation d’onde acoustique dans le réseau anharmonique
a été décrite par Zabusky [47].

3.3.2 Le systéme Weingarten

Dans un mouvement en direction purement normale dans lequel la courbure Gaussienne
K = —1/p? de ¥ peut maintenant évoluer dans le temps, les relations (3.40)-(3.42) donnent

{l7m’ n} = {01 0) Pwt/Q} . (359)
Dans ce cas, la substitution dans le systéme de composantes normales (3.49)-(3.51) produit
1
Wyut = Wylyt COL W — Wy Wy CSCW -+ —p—gwt,
1
Wopt = Wylye COb W ~ Wyl CSCW + ?wt, (3.60)
1

Wyy = —3 SiNw
p

Le mouvement normal (3.59) a la vitesse

T = py N, (0 =2/w) (3.61)
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et, en terme des coordonnées de courbure z = u + v, y = u — v, le systéme (3.60) est

équivalent &
Bzyt - ezﬁyt cot 8 + 0y9$t tanf = 0,

.\ 1(1. 1,
<cos0>x T p (; sme)t B sineeygyt =0

3.62

< ,eyt ) 21 (l cosH) _ 0,0, =0, (3.62)
sin 6 s P\P , cosf
Oz — Oy = %sin&cos 6.

Ce systéme apparait dans Eisenhart [9] en connexion avec une classe spéciale de surfaces
triplement orthogonales. Il a été considérablement étudié par Weingarten dans le cas de
p constant, par Bianchi et Darboux. En particulier, il a été démontré par Darboux que la
solution générale du systéme dépend de cinqg fonctions arbitraires d'une seule variable (voir
aussi [43]). Il faut noter que, dans le systéme (3.62), chacun des (3.62 :2) ou (3.62 :3) est
une conséquence de (3.57 :4) et de ’autre. Conséquemment, une de (3.62 :2) ou (3.62 :3)
est redondante et peut étre enlevée.

3.3.3 Les transformations de Backlund

Soit le vecteur position d’'un point générique sur une surface pseudosphérique ¥ en
mouvement. Une transformation de Backlund peut étre appliquée & chaque instant ¢ afin
de générer une nouvelle surface pseudosphérique. Ici, nous cherchons a faire cela de ma-
niére & ce que les contraintes du mouvement soient préservées. En particulier, des auto-
transformations de Bicklund sont construites, lesquelles, 4 leur tour, maintiennent les
restrictions sur le mouvement associé aux sytémes de Weingarten et du réseau anhar-
monique. Ces auto-transformations de Bicklund admettent génériquement (2.64) comme
un principe de superposition non-linéaire pour la génération des solutions. Elles sont in-
duites par U'invariance de représentation linéaire 2 X 2 sous une transformation de jauge
appropriée.

Ainsi, au systéme linéaire 2 x 2 (3.31), avec P et () donnés par (3.32), nous asssocions
une évolution temporelle 2 x 2 correspondant & la représentation (3.36). Nous considérons
la représentation linéaire

o, = P(w)q)a
¢, = Q(w)9, (3.63)
9, = R(w)?,
oll, puisque
0 a b
—a 0 ¢ | =-alsz+bLy—cLy,

-b — 0



CHAPITRE 3. LE MOUVEMENT DES COURBES ET DES SURFACES 55
sous la correspondance e; < Lg, nous obtenons
1 ia —b+ic

avec a = a(w), b = b{w) et ¢ = c(w).

L’introduction de la transformation de jauge ' = H®, & l'intérieur de (3.63), donne

3 =Py
@Z =Q'¥, (3.65)
o, = R,

ol
P =(H,+HP)H™, @ =(H,+HQ)H™,

R = (H,+HR)H™.
Un triédre orthonormé {A’, B',C'},o0 A=1,, B'=-A X N' et C' = N’ sont donnés,
a leur tour, par (2.40), (2.41) et (2.43), est maintenant introduit sur la transformée de

Bécklund ¥’ de la surface . Si ¥ est la matrice avec A, B et C comme lignes, et U’ est
la matrice primée correspondante, alors, en utilisant (2.54), on démontre facilement que

¥ = AU, (3.67)

(3.66)

ol la matrice de transformation A est donnée par

L Lg L
1—=8sin?¢ ——sing¢cos —sin
p p pcos ¢ p ¢

A= L5 singcosd 1— £,3 cos® ¢ -—% cos¢ |, (3.68)
p—£sin¢ £0cos¢ l—L—’B
p p p

avec ¢ = (w +w')/2.
Puisque, ¥, ¥’ € SO(3), il s’en suit que A € SO(3), c’est-a-dire,
ATA=1I,  detA=1. (3.69)

En terme géométrique, ces relations sont juste une conséquence de l'observation que n’im-
porte quels deux triédres orthonormés et positivement orientés sont reliés par une rotation.

L'utilisation des isomorphismes su(2) — so(3) délivre une matrice de transformation
SU(2) correspondant & A, explicitement

H=(1+p8)2 < —z';lsei . "iﬁle_i¢ ) . (3.70)
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La transformation de jauge particuliére
&' = H(p,B)® (3.71)
avec H donné par (3.70) agit sur la représentation linéaire 2 x 2

¢, = P(w)9,
?, = Q(w)?,
pour produire
d, = P'(w)®,
o = Q'(w)¥.
Cette transformation de jauge dépendant de § constitue une transformation matricielle

de Dardoux prototypicale. Au niveau non-linéaire, elle induit ’auto-transformation de
Biécklund (2.49) pour I'équation de sine-Gordon (2.27).

Dans le contexte présent, avec I’évolution temporelle accollée (3.63 :4), le paramétre de
Bécklund B peut dépendre de ¢ dans (3.70). L’utilisation de la derniére expression prise
avec (3.64) montre que

R =HH '+ HRH™' = H,H' + HRH!

1 id W +id (3.72)
-3 (s IH)
ot H' = AT et
' 26 :
ad=a- T+ 3 [B(a + ¢;) + (bcos ¢ + csin @)],
bV=0b+ 1 —?—ﬂﬂz [ﬁ(a + @) cos ¢ + Bsin ¢ — 82 cos p(bcos ¢ + csin qS)] , (3.73)
d=c+ Tiﬂﬂ?— [ﬁ(a + ¢¢)sing — Beosd — B2 sin p(bcos ¢ + csin¢)] .

Un ensemble {a,b,c} particulier associé aux équations non-linéaires compatibles avec
I'équation de sine-Gordon peut maintenant étre inséré dans (3.73) pour générer une auto-
transformation de Bécklund.

1. Le systéme de Weingarten. Pour le sytéme de Weingarten (3.60), avec {l,m,n}
donné par (3.59), les relations (3.43)-(3.45) montrent que

{a,b,c} = {—%, —gwut, g(wvt CSCW — Wy COt w)} . (3.74)

De maniére a ce que la condition d’'invariance
R = R'(w) (3.75)



CHAPITRE 3. LE MOUVEMENT DES COURBES ET DES SURFACES 57

soit satisfaite, il est nécessaire que, sur la substitution de (3.74) dans (3.73 :1),

, 1+
wt —-'_1 _ ﬂzwt

9 ’ ’
+ 1 _pﬁﬁ2 csc [wutsin (w -2|-w) — Wyt SIN (w 5 w)] .

La derniére relation et les relations de Backlund classiques (2.49), prises avec les équations
constituantes du systéme de Weingarten (3.60), montrent que les conditions résiduelles
(3.73 :2 et 3) sont satisfaites modulo

b-4(52).

(3.76)

-1
d’olt

B(t) = ke(t) [1 = VI=1/(FF@)) (3.78)

ol k est une constante d’intégration arbitraire, ici prise comme étant non nulle. Il faut
noter que la relation (3.78), laquelle détemine le paramétre de Backlund S(t) pour une
évolution temporelle arbitraire de la courbure de Gauss K = —1/p%(¢) < 0, est consistante
avec la relation (2.37), ot k =1/L.

Ce n’est maintenant qu'une routine de démontrer que les relations de Béacklund clas-
siques (2.49) et la relation (3.76) sont compatibles modulo le systéme de Weingarten (3.60).
Ainsi, 'auto-transformation de Backlund suivante, pour le systéme de Weingarten, a été
établie :

Théoréme 3.1 Le systéme de Weingarten (3.60) est invariant sous la transformation

de Bdcklund
7
w; =w, + ?—@sin (w +w) )
p 2

, 2 . (W —w
Wy = —Wy + ——sin ,

Bp 2
, _1+5°
Wi =TT

+ 200 L (W tw s sin W —-w
1_[32 CSCW | Wyt SIL 2 ut B .

Ici, K = —1/p%(t) et B = B(t) est li¢ a p(t) par (3.78).

(3.79)
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2. Un systéme pour un réseau anharmonique. Pour le systéme (3.56), en posant
¢ = 3/(2p?), les relations (3.43)-(3.45) donnent

2
_ e Wau | oo w, 1 _
{a,b,c} = {2/) wi + 6pwy, 5 +dsinw, 173, d cos w} , (3.80)

tandis que p = 0 et ,6 = 0. La condition (3.75) exige, sur la substitution des relations
(3.80) dans (3.73 :1), que ‘

2 / 3 7
wy = wy + %Wu + Pwyy cOS (w +w) + (éw2 + %2—) sin (w ;—w)

2 27"

I_
a2 (25

pris avec les relations de Bicklund (2.49) od w = w(u,v,t), ' = w(y,v,t). En effet, le
résultat qui suit peut étre vérifié.

(3.81)

Théoréme 3.2 Le systéme

Wy = Ewuuu + £w3 + 6pwvv
2 47
- (3.82)
Wyy = "p; sSinw,

est invariant sous la transformation de Bdcklund

2 '
w{,=wu+7’gsin (w ;—w) ,

L= —w +—2—sin W —w

tTT B 2./ (3.83)
B> W tw Ié; B . (W tw '

w£=wt+7wu+ﬂw—uucos 5 + —2-w,2‘+? sin 5

+4 [——2p<uv+ %sin (w ;w)] .

Ici, p=B=0.

Il a été observé que la partie spatiale de la transformation de Bicklund (3.83) coincide
avec la transformation de Bécklund Bs donnée par (2.49) pour ’équation de sine-Gordon
classique. Ceci suggére que le théoréme de permutabilité (2.64) associé avec Bg peut aussi
s’appliquer aux deux systémes (3.60) et (3.82). En effet, il s’avére que ce principe de
superposition non-linéaire est générique a tous les systémes intégrables compatibles avec
I’équation de sine-Gordon classique en ce sens qu'ils dérivent des mouvements compatibles
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de surfaces pseudosphériques. En particulier, dans ’application du théoréme de permuta-
bilité pour le systéme de Weingarten, les paramétres de Backlund §; sont indépendants

du temps et donnés par
B0 = kot [1 £ /1= 1/20)

pour la courbure totale spécifique K = —1/p%(t).

Le théoréme de permutabilité (2.64) a été exploité par Konno et Sanuki [15] pour générer
des solutions kink et solitonique du systéme hybride (3.57).

3. L’équation de potentiel mKdV. On remarque que la spécialisation § = 0 dans
(3.83) produit I'auto-transformation de Bécklund habituelle donnée par (3.83 :1 et 3) pour
I’équation de potentiel mKdV

w, = gwm + gwﬁ (3.84)
et de ce fait pour 1’équation mKdV (3.58). Les solutions multi-solitoniques de I'équation
mKdV ont été construites, par Wadati [46], pour un réseau non-linéaire décrit, dans l’ap-
proximation continue des grandes longueurs d’onde, par une équation combinée mKdV-

KdV.

Les relations (3.55) avec § = 0 et { = 3/(2p?) établissent que 1’équation de poten-
tiel mKdV peut étre associée avec le mouvement d’une surface pseudosphérique ¥ avec
courbure totale K = —1/p? et vélocité

w2 3 Waa
v= (P [—4— - 2—;)2,] ,—P'z—,wu> : - (3.85)

Il est intéressant de noter que la composante binormale de w, de la vitesse de propagation
de ¥ est gouvernée par 1'équation mKdV.



Chapitre 4

Etude des symétries et des solutions
explicites aux E.D.P.

Le sujet principal du présent chapitre constitue 1'utilisation des symétries et de leurs
généralisations dans I’obtention de solutions explicites aux équations aux dérivées par-
tielles. Tout d’abord, nous effectuons une révision des points cruciaux de la théorie de Lie
sur les groupes de symétrie des équations différentielles. Pour une étude détaillée voir [19]
et [31].

4.1 Symétries des équations différentielles

Nous représentons par
A (z,u™) =0, v=1,...,m (4.1)

un systéme d’équation aux dérivées partielles d’ordre n en p variables indépendantes et
q variables dépendantes. Dans l'équation (4.1), u(™ représente une dépendance sur les
variables dépendantes u ainsi que sur leurs dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a
n. Nous entendons par une symétrie du systéme (4.1) une transformation qui modifie les
solutions de ce systéme de sorte qu’elles restent des solutions.

Définition 4.1 : Un groupe de Lie local de transformations G est dit un groupe de
symétrie du systéme d’équations différentielles partielles (4.1) st f =g - f, ot g € G, est
une solution lorsque que f en est une.

Dans le reste de la discussion, nous allons considérer le groupe de transformations G
comme étant connexe. Nous excluons donc les groupes de symétries discrétes, car on ne
peut les déterminer & ’aide de la technique infinitésimale que nous allons décrire. Le fait
que G soit connexe implique qu'il suffit de travailler avec les générateurs infinitésimaux

60



CHAPITRE 4. ETUDE DES SYMETRIES ET DES SOLUTIONS EXPLICITES AUX E.D.P. 61

associés. Ces derniers forment une algébre de Lie de champs de vecteurs
L 0 1 0
vzmzlg(x’u)%-*';w (x’u)%1 (42)

dans l’espace des variables indépendantes et dépendantes. On obtient, & partir de (4.2), les
transformations du groupe G par la procédure d’exponentiation. Le groupe & un parameétre
G = {g. | € € R} qui est généré a partir de cette procédure est donc la solution g.(zo, up) =
(z(g),u(€)) du systéme d’équations différentielles ordinaires du premier ordre

dt du® o

— =§'(T,u), ——= z,u), 4.3

= =), =) (43)

déterminée en utilisant les conditions initiales (zo,ug) & € = 0.

L’effet des transformations de G se situe au niveau des fonctions u = f(z). Cet effet
se répercute aussi au niveau des dérivées de ces fonctions, ce qui induit les transforma-
tions prolongées. Etant donné la complexité de la formule pour de telles transformations
prolongées, nous allons préférer les générateurs infinitésimaux prolongés puisqu'’il est plus
simple de travailler avec eux. Ces derniers sont les champs de vecteurs

ay & o
Ny, i a (n
priMy = ;5 (x,u)é—g +Z Z w5z, u ))Bu‘j’ (4.4)

a=1 #J<n

dans l'espace des variables indépendantes, dépendantes et des dérivées de ces derniéres
jusqu’a l'ordre n. A Pintérieur de I'équation (4.4), les dérivées sont notées u% = §/u*/dz’,
ot J = (J1,---,Jp)s 1 < j, <. lci, j, est I'ordre de la dérivation par rapport a la v'me
variable indépendante, z,. Notez que u5; = 0;,u§. Les coefficients ¢ de pr™v sont donnés
par la formule explicite

P
05 =DyQ*+ ) &S, (4.5)
i=1
en terme des coeﬂicients_{i, ¢® du champ de vecteurs original (4.2). Dans 'équation
(4.5), Dy = D}!D*--- Dy, ou D, représente la dérivée totale par rapport & la variable
indépendante z, et est donnée par la formule

< 8
Dy=5—+Y Y wza (4.6)
0z, o #J<n Ouj
Dans les équations (4.4) et (4.6), > signifie que I'on somme sur les combinaisons de j,

#J<n
telles que j; + jo + - - + jp < n. Les Q° sont donnés par

E, ou®
fed Wy — @ _ i —
@) =4 @) = 3G asli @)

L’ensemble des g fonctions Q% est appelé la caractéristique du champ de vecteurs (4.2).
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Théoréme 4.3 : Un groupe de transformations conneze G est un groupe de symétrie
du systéme (non-dégénéré) d’équations différentielles (4.1) si et seulement si le critére de
symétrie infinitésimal

pr'v(A,) =0, v=1,...,m, quand A =0, (4.8)

est satisfait pour tout générateur infinitésimal v de G.

On appelle (4.8) les équations déterminantes du groupe de symétrie pour le systéme.
On détermine le groupe de symétrie du systéme (4.1) en résolvant le systéme linéaire sur-
déterminé d’E.D.P. pour les coefficients £ et ¢ de v que forment les équations (4.8) et
en résolvant ensuite le systéme (4.3).

A titre d’exemple, considérons le cas ot le nombre de variables indépendantes et dépen-
dantes sont respectivement p = 2 et ¢ = 1 dans le systéme (4.1). De plus, supposons que
le systéme est d’ordre 2. On obtient donc, de 1'équation (4.2), que le champ de vecteurs
peut s’écrire

0 0 0
v = &(z,t, u)é};' +7(z,t, u)a + o(z, t, u)~a—u— (4.9)
Ainsi la prolongation du champ de vecteurs (4.9) est '
0 0 0 0 0 0 0 0
@2y — ¢ 2 ~ -~ z Y t_ Y xt T tt . 4.1
A AR VL T ML P M I
Les coefficients de (4.10) sont alors les suivants :
Sox = + ((pu - 6::) Uy — TxUp — fuuzz — Ty Uz Uy (4'11)
Sot =+ (‘Pu - Tt) Uy — g — Tuut2 — &uuzuy (4-12)
= zz ur = Szz) Uz u — 28z 2:2_ uy 23
O™ =oz + (20uz — €az) Uz + (Puu — 26ou) Uz” — Euntt (4.13)

2
+ (‘Pu - 25::) Uggy — TogUt — 2ToUgs — 2ToyUgUp — Ty Uz Ut
- 2Tuutuzt — TyUtlUzy — 3€uuzuxz
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Sozt =Pzt + (‘Ptu - gzt) Uy + ((Pa:u - th) U + (‘puu - ga:u - Ttu) UL Uy

(4.14)
- Etu'uf:::2 - Tzuut2 - fuuux2ut - Tuuua:ut2 + (‘pu - €:c - Tt) Uzt
- gtuzz — TgUy — 2§uuzuzt - 2Tuuztut - éuu:z:xut — TuUg Uy
o* =0y + (20ur — Tu) Ut — Eeetie + (Puw — 2Tue) u’ — 28utug Uy (4.15)

— Tualts® — EunUate® + (Pu — 27) Ut — 284Uz — 3Ty
— 28Uy — fuuttuz

Nous allons maintenant présenter quelques exemples pour illustrer la démarche & suivre
pour obtenir le groupe de symétrie G d'un systéme d’équations différentielles partielles.

Exemple 4.1 Un exemple classique que l'on retrouve souvent dans la littérature pour
illustrer ces techniques est 1’équation de chaleur

A=y —ug =0. (4.16)

Dans le cas présent les variables indépendantes sont z et £, tandis qu’il n'y a qu’une seule
variable dépendante, c’est-a-dire u. Nous avons donc que p = 2 et ¢ = 1 et notre champ de
vecteurs est celui donné par 1'équation (4.9). L’équation (4.16) est une sous-variété de X x
U®. On a alors n = 2 et la prolongation du champ de vecteurs est donnée par 1’équation
(4.10). Afin d’obtenir les générateurs infinitésimaux, il faut déterminer les fonctions £,7 et
@ en résolvant le systéme sur-déterminé (4.8). Pour ce faire, on commence par appliquer
la prolongation du champ de vecteurs (’équation (4.9) a ’équation de chaleur (4.16). On
obtient ainsi que le critére infinitésimal de symétrie est

ot — ™ =0. (4.17)

En substituant les coefficients (4.12) et (4.13) dans I’équation (4.17) et en éliminant les
dérivées par rapport au temps & ’aide de 1'équation (4.16), on obtient

Yt — Pz — (29011.1 - 6:1:2: + ét) Uy — (‘Puu - 251:11.) u::2 + guuuza + Tuuuzzua:z

4.18
+ (2Tzu + 2§u) UgUzz + (T:z:z - T+ 2&1) Ugr + 2TuUg Uzt + ToUze = 0. ( )

On exige que les coefficients des dérivées partielles de u s’annulent, ce qui nous donne un
systéme & résoudre. A partir des coefficients des deux derniers termes de ’équation (4.18),
on conclut que 7 = 7(t). La dérivée mixte de 7 présente dans le coefficient de u,u,, est
nulle, donc &, = 0 et nous pouvons affirmer que & = £(z,t). Du coefficient de u,,, on a
que

261- = Tt. (419)
En dérivant 'équation précédente par rapport & z, on trouve que §;; = 0 ce qui implique
que £ est au plus linéaire en z, c’est-a-dire que

£ = gx +n(t). (4.20)
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Puisque £ ne dépend pas de u, le coefficient de u,2 nous indique que ¢, = 0 et donc que
@ est au plus linéaire en u, ainsi nous pouvons écrire

¢ = a(z, t)yu+ B(z,t). (4.21)

La différence des deux premiers termes de 1’équation (4.18) doit étre nulle, car ce sont les
seuls termes n’étant pas des coefficients de dérivées partielles de u. Ainsi, en se servant de
(4.21), on trouve que

ot + Bt — Qppth — Bz = 0. (4.22)
L’équation (4.22) ne peut &tre respectée que si
o — g, =0 (4.23)
et
ﬂt - ﬂ:z:z =0. (424)
Du coefficient de u;, en considérant (4.21) et (4.20), on a que
20, + %x + 1 =0. (4.25)

En intégrant par rapport & z, on obtient

a=-Ttz2 T, ~(%). (4.26)
8 2
En substituant (4.26) dans (4.23), on trouve
Two, T . T
) z° + 2 T— 4 .

Pour que la derniére équation soit vraie pour n’importe quelle valeur de z et de ¢, il faut
que Ty = 0, 7 = 0 et —y; = 73¢/4. On peut donc écrire

T = 4c1t* + 2cot + c3 (4.27)
et
1 = 2c4t + Cs. (4.28)
Ainsi,
N = —2¢,t + cg. (4.29)

Finalement, la solution la plus générale est
€ =4zt + cox + 24t + 5
T =4ct? + 2¢t + c3 (4.30)
0= (—-clx2 — ¢4 — 2c1t + ce) u+ B(z,t),
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ot B(z,t) est soumis & la condition B; = (3,, et les coefficients ¢; sont arbitraires. Ainsi le
champ de vecteurs v est donné par

0 0
v = (4c12t + cox + 2c4t + ¢5) 32 + (401t2 + 2cpt + C3) En

(4.31)
+ ((—c1x2 — ¢4z — 2¢1t + c5) u + B(z, 1)) %

Nous avons donc une algébre de Lie des symétries infinitésimales de 1’équation de chaleur

générée par les champs de vecteurs

0 0 0
vy = (4xt+4t)a—$-+4tzb—t —(z2+2t)u51—t (c1=1,2=0,c3 =0,c4 =0,c5 =0,c6 =0)
3} léj

vz=$%+2ta (c1=0,c2=1,c3=0,c4 =0,¢5 =0,c6 = 0)
7]

V3=§ (cl=0,C2=0,C3=1,C4=O,C5=O,Cs=0)

v~2ta—xu—6— (¢ =0,62=0,c3=0,c4 =1,c5 =0,¢c6 =0)

4 = 9z ou 1=U,6=U,G3=U,4=1,6=U,0=
7]

V5=% (Cl=0,C2=0,03=0,C4=0,Cs=1,06=0)

Ve =uz- (c1=0,c2=0,c3 =0,c4=0,05 =0, =1),

(4.32)
et la sous-algébre de dimension infinie

0
vg = ﬂ(x,t)%,

ol 3 est une solution arbitraire de ’équation de chaleur, c’est-a-dire soumise & la condition
(4.24). Du dernier générateur vg, on conclut que I’équation de chaleur admet un principe
de superposition des solutions. Les groupes de symétrie & un parameétre G; générés par les
v; sont

2

T t —ET
: —4et
G (z,t,u) — <1 L1 uV1 —4e exp{ }) ,

— 4et’ 1—4et
Gy : (z,t,u) — (e, e*t,u),
Gs: (z,¢,u) — (z,t+€,u),
Gy (z,t,u) — (z + 2et,t,u - exp(—ex — €2t)), (4.33)
Gs : (z,t,u) — (z +&,t,u)),
G : (z,t,u) — (z,t,€u),

~—~

Gg: (z,t,u) — (z,t,u +ef(z,t)).
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Ainsi, si u = f(z,t) est une solution de ’équation de chaleur, alors les solutions suivantes
le sont aussi.

u(l)=——1—exp{ —61;2 }f( T t )
V1+4et 1+ 4et 1+4et’ 1+ 4et
u® = f(e~*z,e %)

u® = f(z,t —¢)

u® = e~ f (1 — 2t t)

u® = f(z —¢,t)

ul® = e f(x,t)

u®) = f(z,t) +eB(z, 1)

Puisque chaque groupe de transformation modifie une solution de sorte qu’elle soit tou-
jours une solution aprés la transformation, il est légitime de prendre une composition
des transformations des G;. Ainsi, la solution la plus générale que I'on puisse obtenir des
groupes de transformations & un paramétre est

1 €47 + €172 — €3t e (z — 2¢e4t) e~ %2
————— eXp { €6 — — €5, —€3).
Vv1+4det 1+ 4eqt 1+ 4e,t 1+ 4eqt
(4.35)

(4.34)

Exemple 4.2 : Intéressons nous maintenant i ’équation de Boussinesq
Us + Uty + Ug® + Uggge = 0 (4.36)

apparaissant dans le traitement de la propagation d’'ondes solitaires unidirectionnelles en
eau peu profonde, [2]. Nous avons, comme pour I’équation de chaleur, deux variables
indépendantes z et ¢, et une variable dépendante u. Toutefois, I'équation (4.36) est ici une
sous-variété dans X x U@ plutdt que dans X x U® comme dans ’exemple de ’équation
de chaleur. Ainsi, p = 2, ¢ = 1 et n = 4. Le champ de vecteur, ici, est aussi donné par
’équation (4.9). La prolongation sera quant & elle similaire a I’équation (4.10), mais avec
davantage de termes de maniére a inclure les dérivées partielles d’ordre inférieur et égal
a quatre. Le critére de symétrie est obtenu en faisant agir la quatriéme prolongation du
champ de vecteurs (4.9) sur ’équation (4.36). Nous obtenons

(ptt + u(pzz + Uzzlp + 2uz<PI + (p:tzzz — 0, (437)
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ol les coefficients ¢, ™%, ¢ sont donnés respectivement par les équations (4.11),(4.13),(4.15),
tandis que

IITT

© =Pzzzz + (4901x:cu -~ gza:zz)uz + (4‘Pz::uu - 4§zxzu)uz2 + (4‘1"xuuu - 6€x:cuu)ua:3
+ (Puuu — zuun) s’ — Cuvuntiz® + (60zeu — aoa)lae + (Pu — 46z — &u)Ugezs
+ (3uu — 1262u)tzs” + (4024 — 6622 )Uszz — Trzaslit — 4Taszlat — 6Tuglaat
— (7w + 472 Uszat + (120000 — 188ezu)Ustlzzs + (6Puuy — 25€zuu)Us Ugr
— 108unuls Uzz — 15€uutztias” + (4puu — 1680u) Usliors — 10&uutlsUsrz
— A€ UsUzgzy — 1064 UsrlUses — ATarzullzUt — OToouulic Ut — ATrunals Ut — Tuuuuls Us
— BTarullzglt — 3Tuulos Ut — 4Toulizazls — Tullzzaslt — 12ToaulisUat — 6Touuls Uzt
— (6Tun + 4Ty )Us Uzt — 12Ty UnzUst — 4TuUsrzUst — 12700 UpUser — 6Tunliz Uzt
~ BTy lsgUsat — 3TulUaUszz — 12TounlUsUszls — 6Tunuls Usgly

- 4Tuuuzuzzzut - 12Tuuuzu:rzuzt-
(4.38)
Les équations (4.37) et (4.36) forment ensemble le systéme sur-déterminé, correspondant
au systéme (4.8), qu’il faut résoudre, aprés quoi on obtient les générateurs infinitésimaux

v, = Oy, vy = 0, vy = 20, + 2t8, — 2ué,. (4.39)

Les symétries données par ces générateurs sont des translations et des changements d’échelles
plutdt triviaux. Le théoréme 4.3 nous assure que ce sont les seules symétries de I'équation
de Boussinesq. :

Exemple 4.3 : Nous allons & présent trouver les symétries de I’équation suivante :
A = uy — exp (—u)b(ugz) =0, (4.40)

ou b(uy) est une fonction indéterminée. On constate que 1’équation (4.40) est d’ordre
deux. De plus, elle est formée de deux variables indépendantes, c’est-a-dire z et £, et d’une
variable dépendante u. Notre champ de vecteurs est donc celui de I’équation (4.9) et ainsi
la seconde prolongation est donnée par (4.10). En appliquant la prolongation (4.10) a
I'équation (4.40), on obtient son critére de symétrie, qui est

e b(ug) + @t — e 4™ (ug) = 0, (4.41)

quand l’équation (4.40) est respectée. Les coefficients ¢' nécessaires sont évidemment
donnés par les équations (4.12) et (4.14). En introduisant ces coefficients dans 1'équation
(4.41) et en substituant les valeur de u; par exp™ b(uz) (puisque I’équation (4.40) doit
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étre respectée) on obtient, aprés quelques manipulations,

(=& — &ue™b — (Pru — &)™V — (Puu — Eou — Tew)e™24bY + Tuue™ > 0%) u,
t (Eeue ™ + Eun W) (1) + (=€ (pu — € — TV + 26T e
+ (£ue2UbY + £e7V Yugy + Toe b Uy + 26,7 0 UL UL + Ty M0 UG Uy (4.42)
+ et + @p + (pu — T1)eT4b — Tue 20 — pe T Y — (Pru — Tor)e 2U0Y
+ Toue 0% =0
On exige, comme dans les exemples précédents, que les coefficients des différentes dérivées
partielles de u s'annulent, ce qui nous donne un systéme d’équations différentielles par-

tielles & résoudre. Le coefficient du terme en uy; et celui du terme en u,uy; nous permettent
de conclure que

T =7(t). (4.43)
De méme, les coefficients du terme en u;uz; et celui du terme en u,, nous permettent de
conclure que
£ = &(x). (4.44)
On peut dés lors réduire le systéme, de sorte qu'’il devient
— Pt — Pune b =0, (4.45)
Py — §z — T = O’ (446)
e b+ @y + (u — T)e Vb — e b — e 2 b = 0. (4.47)

Puisque 7 = 7(t) et £ = £(z), l'intégration par rapport & u de 1’équation (4.46) donne
¢ = (& +T)u+ B(z, ), (4.48)

ou 3 est une fonction pour l'instant indéterminée. En conséquence de (4.48), nous avons
que @y, = 0. En considérant ce résultat, nous avons de 1'équation (4.45) que ¢y, = 0. En
prenant la dérivée seconde mixte par rapport a ¢t et 4 u de ’équation (4.48), nous trouvons
que 73 = 0. Ainsi, le coefficient 7 est une fonction linéaire du temps, i.e.

T= Clt + ca, (4-49)

ol ¢; et ¢y sont des constantes arbitraires. En substituant la forme pour le coefficient ¢
donnée par I'équation (4.48), tout en tenant compte de I'équation (4.49), dans 1'équation
(4.47), on trouve

(&= + c1)u+ B + &) b — Baeb] €7 ~ Ee™bY + B, = 0. (4.50)
En prenant la dérivée seconde mixte 8%/8t8u,; de '’équation (4.50), on trouve
B’ + Bond” = 0. (4.51)

Les deux solutions suivantes sont alors possibles :
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i) ,3”= B(x) = B = Bett =0

ii) 7= —‘% = A, ou A est une constante et b’ # 0.
ztt
Considérons tout d’abord le cas i). Puisque # ne dépend pas de la variable ¢, 'équation

(4.50) peut se réduire a

(e +c)u+B+&) — Eme™b =0. (4.52)
En dérivant I’équation (4.52) par rapport & u,:, nous avons que
—£e7 % =0.

Ici encore nous avons deux possibilités.
DY #0
IT) " =0, c’est-a-dire que b est une fonction linéaire en uy;.
Considérons le cas I). Puisque b” # 0, nous avons que &, et par conséquent que

£ =¢z +cs.
En introduisant cette forme pour ¢ dans 1’équation (4.52), nous obtenons
(E+c)u+pB+E=0. (4.53)

Une conséquence évidente de ’équation (4.53) est que é = —¢; et que 8 = ¢;. Nous avons
donc que tous les coefficients du générateur infinitésimal v sont déterminés pour le sous
cas I) du cas i). Ceux-ci sont

T =Ct+ cq,
§=—az+cs, (4.54)
Y = (1.

On se rappelle que pour trouver ces résultats nous avons fait les hypothéses que 8 = 3(z)
et que b” # 0. Outre ces derniéres hypothéses, aucune restriction ne s’impose sur le choix
de la fonction b. En d’autres termes, la fonction b est n'importe quelle fonction de u,; qui
n’est aucune de ces trois types :

e fonction nulle,

e fonction constante,

e fonction linéaire.

Pour ce qui est du cas II) la fonction b est restreinte a &tre une fonction linéaire de .,
ie. b= Aug + B. SiVYon suppose A # 0, nous retrouvons les méme valeurs de coeflicients
que (4.54). Pour ce qui est du cas ii), la fonction b est restreinte & étre une fonction
exponentielle. Cette restriction nous conduit rapidement a la condition 8 = f(z), et ainsi
nous nous retrouvons dans un sous cas du cas I) de i) que nous avons calculé en détail
précédemment.
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En conclusion, la base de générateurs de symétrie de 1'équation (4.40), ot b est une
fonction totalement arbitraire autre q’une fonction constante, est la suivante :

v = t-(2 - zi + ﬁ
1Tt Yoz T au’
0
- 4.55
V2 ot ( )
vl
37 oz
Exemple 4.4 : Nous allons maintenant chercher les symétries de ’équation
A =y — blug:) =0, (4.56)

ol b(u,) est une fonction indéterminée. L’équation (4.56) est d’ordre deux et est formée de
deux variables indépendantes, nommément z et t, ainsi que d'une variable dépendante, u.
A l'instar des exemples précédents, notre champ de vecteurs est donné par 1'équation (4.9)
et sa prolongation d’ordre deux donnée par (4.10). En appliquant la deuxiéme prolongation
a I’équation (4.56), on trouve que le critére de symétrie de cette équation est

‘Pt - (P:rzbl(ua:z) = 0: A=0. (457)

En substituant les coefficients (4.12) et (4.13) dans I’équation (4.57) et en substituant u,
par b(u,,) conformément & A = 0, on obtient, aprés quelques manipulations, que

ﬁuub’(urz)(uz)a + (Tuud (Uzz)(tez) — (Pun — 26u)b (uzz)) (u:c)2
+ (Tub,(uzz)b(uxz) - (Sau - 2§I)b,(uzx)) Uzzr + 3€ubl(uxz)uzuzz

+ (2Tzub,(uzx)b(uza:) - ft - §ub(ua::z:) - (290::14 - §zx)b,(uzz:)) Uz (458)
+ 2Tubl(uzz:)u:tu:ct + 2sz,(uz:r)uzt + T::b,(uxz)b(uxz)

— Ty (b(uxz))2 — P2zt (Usz) + @e + (Pu = T2)b(uzz) = 0.

On détermine les coefficients £(z,t,u), 7(z,t,u) et ¢(z,t,u) du champ de vecteurs en
résolvant le systéme sur-déterminé d’équations aux dérivées partielles obtenu en annulant
les coefficients des dérivées partielles dans I’équation (4.58). Du coefficient de u,u,, on

constate que
Des coefficients de u;u,: et de uz on a que

T =1(t). (4.60)
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En tenant compte de (4.59) et (4.60), le systéme d’équations aux dérivées partielles se
réduit a

Puu =0, (4.61)
2%, — pu =0, (4.62)
=& — (2901:11 - éxz)b, =0, (463)
Pt = Pazb’ + (pu — )b = 0. (4.64)
De (4.62), on a que
@ = 26,u + B(z, 1), (4.65)

ot f(z,t) est une fonction & déterminée. L’équation (4.65) satisfait 1’équation (4.61). En
considérant 'équation (4.65), '’équation (4.63) devient

§t + 3£Z:t:l:b, =0. (466)
Toujours en considérant 1’équation (4.65), 'équation (4.64) devient
2{11114 + ,Bt —_ (2§uzu + ﬂzz)bl + (253_- - Tt)b =0. (467)

Le systéme est & présent formé des équations (4.65),(4.66) et (4.67). Commencons par
dérivée 'équation (4.66) par rapport a u,,, ce qui donne

3§zza:b” =0.
Il existe deux possibilités faisant en sorte que cette derniére équation soit vérifiée, c’est-a-

dire i)z = 0 ou ii)b” = 0.

casi): Ensubstituant é;, = 0 dans|’équation (4.66), on conclut sans peine que £ = £(z),

et ainsi
§E=c1z+co. (4.68)

On calcul les dérivées de £ nécessaire & I'aide de I’équation (4.68) et on les substitut dans
I'équation (4.64). On obtient alors

Bi + Becb’ + (2c1 — )b =0, (4.69)
En dérivant la derniére équation par rapport i u,., on trouve
Bed” + (2¢; — ) = 0. (4.70)

Dans cette équation le membre de gauche peut s’annuler de différentes maniéres.
e De maniére a ce que la fonction b reste totalement arbitraire, considérons (G, =0 et
2¢; — 1w = 0. Nous avons immédiatement des conditions que nous imposons que

T= 261t + c3.



CHAPITRE 4. ETUDE DES SYMETRIES ET DES SOLUTIONS EXPLICITES AUX E.D.P. 72

De I'équation (4.69), on a que B; = 0 et ainsi que
B = B(z).
De la conditions 3;, = 0, on obtient
B = csT + cs.
Finalement, les coefficients du générateur infinitésimal sont

T = 261t + c3,
E =T + Ca,
p=2cu+cyT+cs

La base de générateurs de I'équation (4.56) pour une fonction b(u,,) arbitraire est :

v = 2t3t + zaz + 2u3u,

Vg = a:m
v3 = O},
V4 = xau,
vy = Bu.‘

e Une autre fagon que I’équation (4.70) soit vériéfiée est la suivante, sous les hypothéses
b’ # 0 et Bz # 0, 'équation (4.70) implique
b —(2¢1—m)
=N YA 4.71
v B ’ ()

ol A est une constante. En effet, le terme & gauche de la premiére égalité est fonction
de u.;, tandis que celui & droite est fonction de x et £, I’égalité n’est possible que si
ces deux termes sont des fonctions constantes. On peut donc écrire

0., Inb' = A.

Uz

En intégrant, on obtient que la fonction b doit étre de la forme
B
= Z €xp Au:l:z:, (472)

ou B est une constante d’intégration. En substituant la forme de b donnée par (4.72)
dans l'équation (4.69), on arrive a la conclusion que B; = 0 et donc que 8 = f(z).
L’équation (4.70) peut s’écrire sous la forme

20, -1 = —Aﬂa::c-
En dérivant cette équation par rapport a ¢, on obtient facilement que

T = c3t + c4.
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En utilisant se résultat, on conclut de 1'équation (4.70) que

73

-2
8= ——632A61172+C5I+65.
En résumé les coefficients sont
T = ¢c3t + ¢4,
£ =z + e,
-2
p=2qu+ E%xz + csx + cs.
Les générateurs de symétries de 1'équation (4.56) pour une fonction b donnée par
(4.72) sont :
72
v1 = 20; + (2u — =)0y,
A
V2 = Ug,
2
z
=t =
V3 at + 2A6u,
Vg4 = 6ta
vs = 20y,
Ve = Bu.

cas ii) : Considérons le cas ou b” = 0. Ainsi, la fonction b est une fonction linéaire,

c’est-a-dire
b= Auz. + B,

(4.73)

ot A et B sont des constantes arbitraires. En introduisant cette forme pour b dans 1'équa-

tion (4.67), on trouve rapidement les coefficients
T = 2Clt + c3,
£ =cr+coy
¢ =2qu+ B(z,t),
oit § est une solution de 1’équation
/Bt = Aﬂzm-
La base de générateurs associée est :
v, = 2t0, + x0; + 2ud,,
V2 = a1:1

V3 = ah

Vg = ﬂau
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Exemple 4.5 : Nous terminons cette section avec le calcul des groupes de symétrie de
I’équation de Dirac

ih’y“% —mc¥ =0, p=0,1,2,3, (4.74)
oil 7 est le nombre imaginaire, i = 6,58 x 10716 eV.s, m est la masse de la particule et
c est la vitesse de la lumiére. Les v* sont les matrices de Dirac, données explicitement
I'équation (4.76), et le symbole ¥ représente le quadrivecteur des variables dépendantes

U = (uo,ul,uz, u3)T . (4.75)

L’équation (4.74) sert en fait & la description du comportement relativiste d’un électron
libre, puisqu’aucun terme de potentiel n’y apparait. C’est une équation qui joue un réle
fondamentale en mécanique quantique de I'électron. Elle est dans traité Marchildon [26]
ou bien dans Messiah [27]. Les matrices (contravariantes) de Dirac sont

(10 0 0 [0 0 0 1)
o_| 01 0 O 1 0 0 10
T={oo0o-10 | 7T Tl o 100}
\0 0 0 -1 \-1 0 0 0
) (4.76)
[0 00 —i [0 01 0
2 _| 0 04 O 3 0 00 -1
Tl o ioo0o )]0 7V Tl -100 0
\—i 00 0 0 10 0 )
Une forme équivalente de 'équation de Dirac est
ov
L = =0,1,2 .

v aW+A\Il 0, ©=0,1,2,3, (4.77)
oit A = ~Z¥¢. L’équation de Dirac représente donc un systéme d’équations aux dérivées
partielles d’ordre 1 que ’on peut écrire explicitement sous la forme

ulo + 13y —duds +uls + Au® =0,
ubo + uds +iuls — uds + Aut =0, (4.78)

2 1 _ o1 0 2
—Ujo — Uy — U2 — Ugs + Au® =0,

0 _ 00 1 3
—uds —ud —iuds +uls + Aud = 0.

Le calcul des groupes de symétrie du systéme (4.78) est trés élaboré, c’est pourquoi ne
sont présentées que les principales étapes.

Tout d’abord, 'expression du champ de vecteurs (4.2) prend la forme

3 3
0 0
- C 7)—— E N ) ——
v = E 13 (:L',u,u)ax# + a=0go (x,u,u)aua, (4.79)

p=0
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oil les @ représentent les conjuguées complexes des u. Etant donné que notre systéme est
d’ordre 1, nous allons travailler avec la premiére prolongation. Celle-ci prend la forme

3 3
prilv=v+) " (go;j (z,u®, a0) 6%1) , (4.80)
M

a=0 u=0
ou

3
02 =D,Q+ ) &S, (4.81)

v=0
ou D, sont les dérivées totales d’ordre 1. Les caractéristiques des champs de vecteurs sont

Q* = (z,u,aW), (4.82)

Une fois 'expression pour les caractéristiques (4.82) introduite dans (4.81), et aprés y
avoir explicité I’expression de la dérivée totale D, 'équation (4.81) s’écrit sous la forme

3 3 3 3
Al DN AES W AL AR P AR R CLD)
v=0 B=0 B=0 v=0
En respect avec le théoréme 4.3, le critére de symétrie du systéme (4.78) est

e+ 0% — iV + p* + Ap =0,
6t + p* +ipY — 0%+ A9 =0,

—pt — 6" +1i6Y —p* + Ap=0, (4.84)
—ot — % —ip¥ 4+ 6% + Ao =0,
ou
W = g 3 piud —u? — A,
u} —u2 —zug-}-uZ—Au (4.85)
uf——u +w8 ud + Au?, :
uf = —ul — ) +up + Aud,
dans la nouvelle notation suivante :
0=t =9, h=¢, A=0¢" B=¢ ©}=y,
‘—x Pl=0, =0, ei=06", ;=0 @;=_0, (4.86)
Py GF=p =, =07, =g, ¢i=p, '
=2 =0 ¢i=0c, eI=0° ¢i=0Y, =0

Il s’agit maintenant d’éliminer des dérivées par rapport & ¢ des u® de I’équation (4.84)
4 l'aide de 1’équation (4.85), ensuite expliciter les coefficients ¢*, o, etc. et regrouper
les termes de mémes puissance de u%, uj, u uﬁ, etc., et puis exiger que les coefficients
de ces différentes puissances soient nuls Le systeme ainsi formé doit étre résolu pour
les coefficients du champ de vecteur (4.79). Par exemple, le coefficient ¢* de la premiére
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équation de (4.84) dans lequel les dérivées par rapport & ¢ sont éliminées a I'aide de (4.85)
prend la forme

3
ot = — Y A1) (puouf + 0pe@tf — ATypu®uf — ATppu'@P) + 1, AL
=0

3
—7¢ (—ud +ud —ul) — 21 £rul
v=
3 . —1)l8/2l
+ 3 (1us AUl + o) (——ui“[’ +i(=1)fud P - (-1)° VAR )
B=0

S i} =8 18/2] 34 .3 2 A L8/2] v 28 1 =Bev ),,0
+ E (u Ty + U Tﬁﬂ) (—1) A (—ux +7‘uy - uz) + z E (_1) A (£uﬂu +u 611/3) u,

A=0 B=0rv=1
3 . . _ayac—plaral
+ X (Tas Au® + pgs) (—ﬂg_ﬁ - Z(—I)B uz'ﬂ - (—1)[’ g2 )
B=0

3 ' ) _pyleral
= 2 e (- i — ) (a2 P +i (-1 a3 - ()P
3 3
— . _ B+2(-1)18/2]
- 3 3 gud (—u +i (1 - (1) )
=0 v=
3 ) ) _ _B+2(—1)L8/2]
— 2w (i — o) (- —i(-DP s - ()P
3 3 ) _Bao(—1yleral
=3 3 eud (—a8 P =i (-1 a8 - (-1 PN,
B=0vr=1
Pour se faciliter la tache, on résout les équations de fagon successive. Nous obtenons alors
des sous-systémes qui imposent des conditions sur les coefficients du champ de vecteurs
(4.79). On résout par la suite, le systéme formé de ces quatre sous-systémes. Par exemple,
pour la premiére équation dans (4.84), nous obtenons les conditions

T=T(X)1 £=€(X)’ ¢=¢(X)v C=((X),
(p=(p(X,’U.), p=p(X,u), c=0(Xu).

3

o+ Ap+or—ioy+p.— 3 [A (~1)7 (pypuf + gaﬁaﬁﬁ)] + 1 Au°
4=o
—Arud® +idAnud - Ar,u® =0,

T — 1Ty — & — @+ 00 =0, 73+ 7 — 1P — i3 — 10,0 =0,

T — G — @2 + pwo =0, Ty —Py2 + 0,0 =0,
Ty = Pu2 + 01 = 0, Tz _.iTy = Qu3 — pur = 0, (487)
&z + Pyt — 02 = 0, 'l’(/)z — Pyl —Oy2 = 0,
Tt — Gz — Puo + puz =0, Tt — &z + &y — puo + oy =0,

Te — 1 — Py — Puo + 03 =0, Co — 1y — Pur — pu2 = 0.
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Le systéme & résoudre pour les quatres équations est donné par les contraintes suivantes :

T=1(X), £=¢(X), ¥ =9 (X), ¢=¢(X),
p=p(X,u), 06=0(X,u), p=p(Xu), o=0(X),

0+ Ap + 0p — oy + p; — Apor® — Apaul + Apau? + Apsud + 1, Aul
—Arud +iAnud — Aru? =0,

6 + pz +ipy — 0, + AG — AByu® — Ab,ul + Af2u? + Absud + Arul
—Aru? — Airu? + Arud =0,

—pi + Ap — 0, + 16, — @, + AT + Apou® + Apaul — Apau? — Apsud
—Arul +in,Au! — Ar,ul =0,

—0t — 9z — tpy + 0, + Ao + Aoyou® + Aol — Aoeu? — Aosud® — Al

—Airu® + Arul + And =0,

Tt_Cz_SOu°+pu2=0;
Tt—i¢z—¢y—‘pu°+au3=0a
Tt-—gz—ify—gul + py2 =0,
Tt"'(z'*'()ouo_pu?:o)
Tt_i¢1_¢y+9u1—pu2=0;
Ti + 1%z — Yy + Qo — 0y =0,

Tr — 1Ty — & — Y3 + 00 =0,
Tz — 1Ty — Py3 — P2 =0,

To+ iy — & — 02+ pn =0,
Tz—iTy—ft-l-Huz—pux =0,
To + 17y — & + Py — o =0,

Tz—Ct“SOuZ"FPuO:O:
’rz—(}+9us—au1 =0,
Tz—<t+(pu2'_pu°=09
€ + oyt — 02 =0,

1w, — Pyt — Oy2 = 0,
¢z — iCy — 1 — py3 =0,

Tt — &z + 18y — Quo + 0w,
Te+ iz — Py — O + py2 =0,
Tt—Cz—oul_"aua:O;
Tt—Ez+i€y+0ul _pu2=0»
T — & — €y + o — 03 =0,
Tt—Cz-i-eul—O'us:O,

Te — 1Ty + it — 3 — 0y =0,
Tz + 1Ty — Oy2 — 0y = 0,

Tx-l—iTy—-i’(,Dt—euz — pur =0,
Ty — 1Ty + 1 — G2 — pa =0,
Tz + 4Ty — Wy — Py3 — Oyo =0,

Ty — P2 + 00 =0,
Ty + 63 — pyo =0,
To—C —0p3+0,=0,

& — Ouo + Pyt = 0,
1, — 0y — pu3 =0,
G+ iy + 0,0 + 0,2 =0.

Une fagon de procéder, pour résoudre ce systéme, qui est efficace, est de d’abord résoudre
individuellement chacun des sous-systémes qui le compose et d’utiliser les nouvelles condi-
tions obtenues par la résolution des sous-systémes précédents. Les coefficients du généra-
teur de symétrie (4.79) solutions de ce systéme sont

7 =clz+ Py +ccz 4+t
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E=clt+Py+ Sz 4+,
v=ct-—cr+ 24,

¢ =ct—cbr—By+

) 1 3 1
Y= c”+ic5 uo——(cﬁ—z'cs)u1+9—u2+—(c1—icz)u3+w°,
2 2 2 2
16, ;8,0 n_ i\, L1, a2 S 5, 1
f=c(P+ic®)u’+ (M — 2 Jul + = (¢ +ic®) u? — —u® + o,
2 2 2 2
3 1 ' 1
p=%u°+§(cl—ic2)u1+(c”—%c5>u2——2—(c6—ic8)u3+w2,

1 3 1 )
o=3 (' +ic?) u® — Eul +3 (P +ic®)u® + (c” + -;—c5> ud + b,

ou les ¢; sont des constantes arbitraires et 2 = (wp, w1, w2, ws)  est une solution particuliére
de I’équation de Dirac.

On peut alors former la base de générateurs suivante :
vl_x8+t8+u36 +u2_6_ w9 W

TTOt 0r  20u0 T 20wl 20w 2 oud

v = 8+t3 zz_zj 0 +itﬁ_6___i£_('_9_ ’

Ve Ty T 200 T 20w "2 0

(o5

9ud’
0 wdo wo uwo o

0
3= — —_— —_— ——— — —— —_——— — ——
Y th +taz + 20u 2 O0ut + 2 0u?2 2 0u¥’

5 _ — _.a_+z£i_£_?__zu_2£+z£i
Y T T 2w T 28 20w T2 0w
9 0 wo Wo Bo wo
9z 0z 20u0 ' 200 20w ' 2 0w
7_ 0

oz’
0 w8 w0 ud 0 u 9

v

8_ o =~ .—_ = = .-_——_ el
v —Zay y8z+z2 ouf +12 ou! +12 6u2+z2 oud’
w=2

8y’
w_ 0



CHAPITRE 4. ETUDE DES SYMETRIES ET DES SOLUTIONS EXPLICITES AUX E.D.P. 79

0 0 0
n_,09 19 20 30
ve=e 3u°+u oul tu ou? tu oud’

Nous avons de plus la sous algébre de dimension infinie générée par

On vérifie aisément que I'action de des générateurs v* 4 v'1 sur le spineur 1 donne le
méme résultat que I’action des opérateurs suivants appliqués sur ce méme spineur :

.0 1
Pu=tig L,, =z,p, — T,pp + 20w (4.88)

ol les g, sont données par
1
Oy = 5 [’y’“’)’u] .

Par exemple P'action de iv! correspond & P'action de Lyo. Noter que ici les matrice 4, sont
les matrices de Dirac covariante et non contravariante. Ces résultats sont donnés dans
[1]. Cette exemple pour I'équation de Dirac conclut la présente section en démontrant les
applications des techniques de Lie & un systéme physique. Une autre application de ces
techniques sur les équations d’Einstein dans le vide est présenté dans [25].

4.2 Solutions invariantes dans un groupe

Nous allons maintenant introduire la notion classique d’une solution invariante dans un
groupe. Ce type de solution inclut les solutions spéciales habituelles aux équations diffé-
rentielles partielles, telles les solutions de similarité, les solutions en ondes de propagation,
etc.

Définition 4.2 : Soit G un groupe de symétrie du systéme d’équations différentielles
(4.1) et Ty le graphe de f. Une solution u = f(z) est dite invariante dans le groupe G si
g-Ty=Ty pour tout g € G.

En d’autres termes, une solution est invariante dans G si elle ne change pas sous ’action
des transformations du groupe de symétrie G. Les solutions de similarité correspondent a
des groupes de transformations d’échelle, tandis que les groupes de translations produisent
des solutions en ondes de propagation.

Théoréme 4.4 : Supposons qu’un groupe de symétrie G agit réguliérement et qu’il a
une dimension d’orbite égale & r. Alors toutes les solutions du systéme A = 0 invariantes
sous laction de G peuvent étre trouvées en résolvant un systéme réduit d’équations diffé-
rentielles A/G = 0 en r variables indépendantes de moins que pour A = 0.
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Le théoréme précédent signifie que dans le cas d’un systéme d’équations différentielles
ayant deux variables indépendantes, les solutions invariantes sous un groupe de symétrie
4 un parameétre peuvent toutes étre trouvées en intégrant un systéme d’équations différen-
tielles ordinaires. Toutefois, si 'orbite a une dimension r plus grande que le nombre p de
variables indépendantes, alors le théoréme ne tient plus. Si r = p, on obtient les solutions
a partir d'un systéme d’équations algébriques. Il est intéressant de noter que la dimension
d’orbite coincide souvent avec la dimension ou le nombre de générateurs indépendants du
groupe.

Il existe plusieurs maniéres d’obtenir le systéme réduit d’équations différentielles A/G.
Nous allons illustrer une de ces fagons, mais tout d’abord énongons une proposition.

Proposition 4.1 : Soit G un groupe de Lie local de transformations ayant comme gé-
nérateurs infinitésimauz vy,...,v,. Soient Q1,...,Q, les caractéristiques associées & ces
champs de vecteurs, cf.[30]. Alors une fonction u = f(z) est invariante sous G si et seule-
ment si elle est une solution du systéme d’égquations différentielles partielles du premier

ordre
Q%(z,uM) =0, k=1,...,r, a=1,...,q. (4.89)

Ainsi, les solutions u = f(z) du systéme d’équations différentielles (4.1) qui sont in-
variantes sous les transformations de G sont celles qui, en plus de satisfaire le systéme,
obéissent a une collection de contraintes différentielles, c’est-a-dire les E.D.P. du systéme
(4.89). Autrement dit, on trouve les solutions invariantes sous G, en solutionnant le sys-
téme sur-déterminé d’équations différentielles

A.,(z,u(")) =0, v=1,...,m,

Q% (z,u™) =0, k=1,...,7, a=1,...,q (4.90)

Le théoréme 4.4 implique que si G est un groupe de symétrie du systéme (4.1), alors le

systéme sur-déterminé (4.90) peut é&tre réduit & un systéme d’équations différentielles ayant

moins de variables indépendantes. Une fagon de procéder habituelle est de commencer

par résoudre le systéme (4.89) par l'utilisation de coordonnés invariantes qui forment les
nouvelles variables pour le systéme réduit. (Pour d’autres approches voir [19].)

Définition 4.3 :  Une fonction n(z,u) est dite un invariant du groupe de transformation
G s’il n’est pas affecté par les transformations de G ; autrement dit

n(g - (z,u)) = n(z,u), pour tout g € G. (4.91)
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De fagon générale, les invariants d'un groupe de transformations sont plutdt évidents.
Toutefois, quand ce n’est pas le cas, nous pouvons les obtenir en résolvant le critére infini-
tésimal d’invariance v,[g] =0, K = 1,...,7, en utilisant la méthode des caractéristiques.
Selon un résultat élémentaire, localement, n’importe quel groupe régulier avec une orbite
de dimension 7 a un ensemble complet de p + ¢ — r invariants fonctionnellement indépen-
dants

yl =7)1(93,U)»~--,yp_r(1,u) =np—-r(z,u), w! =C1(I7u)7'--1wq=cq(z’u)' (492)

Les y deviendront les nouvelles variables indépendantes, tandis que les w deviendront
les nouvelles variables dépendantes. Il arrive fréquemment que p — r invariants soient
indépendants des u, ainsi nous choisissons naturellement ces invariants comme nouvelles
variables indépendantes méme si ce n’est pas strictement nécessaire. Une fonction u = f(z)
sera invariante sous G ou, de fagon équivalente, une solution du systéme (4.89), si et
seulement si elle peut &tre réécrite en termes des invariants de base (4.92), i.e. sous la
forme

w = h(y), ou explicitement, ¢(z,u) = h[n(z,u)]. (4.93)

Ces expressions sont alors substituées dans le systéme original (4.1). L’argument crucial
de la preuve est que, parce que G est un groupe de symétrie de (4.1), les équations
résultantes sont nécessairement équivalentes & un systéme réduit d’équations différentielles
A/G(y,w™) = 0 impliquant seulement y,w et les dérivées de w. A chaque solution du
systéme réduit correspond une solution invariante sous le groupe du systéme original, via
(4.93).

Exemple 4.6 : Considérons le cas de 'équation de chaleur (4.16). Pour chacun des
générateurs de symétries, ainsi que toutes combinaisons linéaires de ceux-ci, I’algorithme
de réduction ménera & une équation différentielle ordinaire pour les solutions invariantes
dans un groupe associé. Nous allons traiter le cas associé & la symétrie d’échelle z0, +
2t0; + 2aud, correspondant 4 une combinaison linéaire de vy et vg de l'exemple 4.1, ou
a est une constante qui génére le groupe a un paramétre (z,t,u) — (Az, A%, A%u).
La caractéristique associé a ce générateur est Q = 2au — zu,; — 2tu;. Ainsi le systéme
sur-déterminé (4.90) dans ce cas particulier devient

Uy = Ugg, Tugz + 2tu; — 2au =0 (4.94)

Les fonctions invariantes de ce groupe sont y = z/v/#, w = t~®u. Ainsi, de (4.93), toute
solution invariante par changement d’échelle peut étre écrite sous la forme w = w(y), ou,
explicitement,

u = t*w(y) = t*w(z/V?),
laquelle est juste la solution générale de 'équation caractéristique @ = 0. En dérivant
cette formule, nous trouvons

1
U = t“"l(—-Q-yw’ +aw), Uy =t*uw".
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En substituant ces résultats dans ’équation de chaleur et en annulant les puissances de ¢
on obtient immeédiatement ’équation réduite :

1
w” + Eyw' —aw =0,
dont la solution générale est
1
w(y) = e/ (2 + 7,9/ V2),

ou U dénote une fonction cylindrique parabolique. Par conséquent, la solution de similarité
générale a I’équation de chaleur est

2 1 T
T,t) = % B (2a + =, —=).
u(z,t) = t% (2a 2\/27)

4.3 Meéthode non-classique

Dans la preuve du théoréme 4.4, 'argument essentiel est que le groupe en question
est un groupe de symétrie du systéme d’équations différentielles original (4.1). Toutefois,
il n’est pas obligatoire d’exiger que G soit un groupe de symétrie. Il suffit seulement
d’exiger que le systéme sur-déterminé (4.90) soit invariant sous le groupe G. Cet affai-
blissement de conditions peut conduire 4 de nouveaux types de symétrie qui ne peuvent
étre obtenues 4 partir de la méthode classique, d’olt le nom de «méthode non-classique».
Cependant, il existe un inconvénient qui provient du fait que les équations déterminantes
pour 'invariance des systémes combinés (4.90) sont non-linéaires. Il est donc, habituelle-
ment, impossible de le résoudre parce que les fonctions coefficients &, ¢ du champ de
vecteurs (4.2) apparaissent aussi dans les équations elles-mémes via les caractéristiques
(4.7). Néanmoins, toutes solutions aux équations déterminantes non-classiques apporte-
ront des groupes de symétrie non-classiques et nous permettront de trouver des solutions
invariantes qui peuvent étre déterminées par le méme algorithme de base que dans le cas
classique.

Exemple 4.7 : Considérons I'équation de Boussinesq (4.36). Un exemple explicite d’un
groupe «non-classique» est le groupe Galiléen généré par le champ de vecteur v = t0, +
0; — 2td,. Ce n’est pas une symétrie de I’équation de Boussinesq du fait qu'il n’apparait
pas dans le groupe de symétrie classique complet de I'’exemple 4.2. Néanmoins, le systéme
combiné sur-déterminé d’équations différentielles partielles

1
Uge + 5(“2)21 + Ugzez = 07 ’_Q =tuz +u + 2t = 0;

admet v comme une symétrie, ce qui peut &tre vérifié & partir du critére infinitésimal
de symétrie (4.8). Les solutions invariantes Galiléennes de I’équation de Boussinesq s’ob-
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tiennent comme dans le cas classique. Les invariants du groupe sont donnés par les fonc-
tions y = £ — 1% et w = u + ¢, ainsi la solution invariante générale aura la forme

1
u(z,t) = w(y) — 2 = w(r — §t2) -t (4.95)
En dérivant et en substituant dans (4.36), nous obtenons I’équation différentielle ordinaire

réduite
w/m + wwll + (w/)2 . wl + 2 = 0

Cette équation n’a pas de solution explicite, mais est de type Painlevé.

Exemple 4.8 : Considérons la bien connue équation de sine-Gordon

Ug = %sin 2u. (4.96)
Cherchons une solution invariante sous les champs de vecteurs
X1 = 0z + ¢(z,t,u)d,, Xo = 0, + ¥(z, t,u)0,, (4.97)
c’est-a-dire qui annule les caractéristiques de ces champs de vecteurs, d’ot
@izt (9

La condition de compatibilité uz, = ¢; + Y, ¥ = ¥, + Yy = Uy, implique que (en tenant
compte de I’équation (4.96))

1
Y+ o = 5 sin 2u

1 (4.99)
Yz + Pup = 3 sin 2u.
Nous cherchons une solution du systéme (4.99) sous la forme
= AY(z,t)sinu + Bl cosu + C'(z,t
o = A'(z,0) (%) £100)

¥ = AX(z,t)sinu + B2 cosu + C*(z, t).

En substituant (4.100) dans le systéme (4.99) et en manipulant quelque peu, on obtient

12 21
Cl + AQB - A213 + (A} — B'C?) sinu + (B} + A'C?) cosu

A1B2 A2Bl (A1A2 . BIBZ _ 1) . _ (4101)

+ + cos 2u + sin2u =0
2 2 2

21 12

C?+ A2B - A2B + (A% — B*C")sinu + (B2 + A*C"') cosu
(4.102)

(AlA? - B!B? — 1)

5 sin2u = 0.

+

A’B!  A'B?
(57+5

) cos2u +
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Les coefficients des différentes puissances de sinu et cosu doivent s’annuler. On obtient
donc le systéme d’équations aux dérivées partielles suivant :

Al'A' - B'B? =1, (4.103)

A'B? — A’B! =0, (4.104)

A} — B'C* =0, (4.105)

Al — B®C' =0, - (4.106)

B! + A'C?* =0, (4.107)

B2+ A%C' =0, (4.108)
1R2 A2 1

C; + —% - TB =0, (4.109)
2nl 1R2

c§+AzB —AzB =0. (4.110)

En multipliant '’équation (4.105) par A!, I'’équation (4.107) par B! et en additionnant les
résultats, on trouve que

A'Al+ B'Bl =0 = (A)Z+(BY)2=0. (4.111)
L’équation (4.111) implique
(A")? + (B')? = f(z). (4.112)

Par ailleurs, en multipliant I’équation (4.106) par A%, I'équation (4.108) par B2 et en
additionnant les résultats, on trouve que

A2A2 + B’B2=0 = (4%%+(B):=0, (4.113)

ce qui implique
(A%)? + (B%)? = g(t). (4.114)
En multipliant (4.103) par —B?2, (4.104) par A? et en additionnant les résultats, on obtient
B'[(A%)? + (B*? = -B% (4.115)
En multipliant (4.103) par A2, (4.104) par B? et en additionnant les résultats, on obtient
Al[AY)? + (B?)?] = A% (4.116)

En sommant le carré de ’équation (4.115) avec le carré de I’équation (4.116) et en divisant
par [(A%)? + (B?)?], on obtient

[(A)? + (B)?[(4%)* + (B*)*] = 1. (4.117)

En substituant (4.112) et (4.114) dans (4.117), on a que f(z)g(t) = 1, ce qui implique
f(z) =1/g(t) = A% On peut alors écrire

(A2 +(BY)? = X2 (4.118)

(A%)? 4+ (B®)? = 1/X% (4.119)
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En substituant (4.119) dans (4.115), puis dans (4.116), on obtient respectivement

Al =242 (4.120)
et
B! = —\?B2 (4.121)
En sommant 'équation (4.109) a 1'équation (4.110), on trouve immédiatement que
C} = ~C2 (4.122)
Définissons une fonction v telle que dv = —Cdzx + C?dt, ainsi
Cl=-v, et C:=u,. (4.123)

En prenant I'équation (4.123) en considération, les équations (4.105) & (4.108) peuvent
étre réécrite sous la forme

Al -~ Blv, =0, (4.124)
A%+ By, =0, (4.125)
B! + Alv, =0, (4.126)
B2 — A%y, = 0. (4.127)
En isolant B! dans I’équation (4.118), on trouve
B! = +/)2 — (A1)2, (4.128)
En substituant (4.128) dans (4.124) et en isolant v;, on obtient
Al AL/
vp =+ L =+ : : 4.129
VR (A T /1- (AN (4.129)
Ainsi, .
Ai/A
v= ———dt + (). 4.130
F =T n(z) (4.130)
En effectuant l'intégrale, on obtient
v —n = Farccos(A!/\) (4.131)

En appliquant F de chaque coté de ’équation (4.131) et en égalisant par la suite le cosinus
du membre de gauche a celui du membre de droite, on obtient

Al = AcosF(v — 1) = Acos(v ~ 7). (4.132)

On trouve, en procédant de maniére similaire a partir de I’équation (4.125), que

A2 = :t:l\- sin(v—0), o =a(t). (4.133)
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En introduisant (4.132) et (4.133) dans (4.120), on a que cos(v — 1) = £ cos(v — o). Ceci
implique que 7 = o + nm, ot n est un entier. Autrement dit, 7 (et du méme coup o) est
une constante qui ne représente qu'un déphasage. Sans perte de généralité, on peut donc
éliminer les constantes 77 et 0. En introduisant (4.132) dans (4.128), on trouve

B! = £4/X2 — (Acosv)? = +Asinw. (4.134)

De plus, a I’aide de (4.120) et (4.121), on a immédiatement que

1 1
A= 3 sV, B? = ¥ sinv. (4.135)
En substituant les coefficients (4.132), (4.134) et (4.135) dans (4.100) et dans (4.110), on

obtient ) )
@ = Acosvsinu £ Asinvcosu — vy,

1 ) 1, (4.136)
Y= -Xcosvsmu$ :\-smvcosu+vt,

ol 1
Upt = ?—2' sin 2v. (4137)

Finalement, en introduisant (4.136) dans les caractéristiques (4.98), on obtient les trans-

formations de Backliind
Uy = Asin(u £ v) — vy,

4138
U = %sin(u;v) + v, ( )

ol 1
Uge = F— sin 2v. (4.139)

2

Exemple 4.9 : Considérons ce coup ci une autre équation bien connue, c’est-a-dire
I’équation de Korteweg-de Vries, qui est donnée par

Up + Uggr + Sug = 0, (4.140)

ol z et t sont les variables indépendantes, tandis que u est la variable dépendante. Cher-
chons une solution invariante sous les champs de vecteurs

X1 =08, + p(z,t,u)0y, X =0 + Y(z,t,u)0,. (4.141)

Autrement dit, on cherche une solution de I’équation (4.140) telle qu’elle annule les carac-
téristiques de ces champs de vecteurs. De fagon explicite cela signifie

QL=¢p—u; =0, Q:=v—u =0. (4.142)
La condition de compatibilité u,; = u;, implique que

o+ Quth — Yz — Yup = 0. (4.143)
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En substituant les caractéristiques (4.142) dans I’équation (4.140), on obtient

Y+ Prz + 200z + PoPu + PP + PPy, + 39 = 0. (4.144)
Supposons que ¢ et ¥ prennent une forme quadratique
o(z,t,u) = A'(z,t)u® + BY(z,t)u + C'(x, 1),

P(z,t,u) = Az(:l:,t)u2 + Bz(r,t)u + CQ(:::,t). (4.145)

En substituant (4.145) dans le systéme formé de I’équation (4.143) et de 1'équation (4.144),
tout en regroupant en terme des puissances de u, on obtient
(A} + A'B? — A? — A’BY)? + (B} +2A!C? — B2 — 2A4%CNu + C} (4.146)
+B'C*-C2-B*C'=0 '
3(AN)2 (24" + 1)u' + 6A'(4; + 24'B' + B')u®
+ (A% + A}, +4A'B; + 5A;B' + TAY(B')?* + 8(A')’C' 4+ 3(B')? + 6A'C") v? (4.147)
+ (B? + B, + 3B'B, + 4A[C" + 2A'C, + (B')* + 8A'B'C' + 6B'C") u’
+C? +C,, +2A4Y(C")* +2B,C* + B'C; + (B')*)C* + 3(C*)* = 0.
On détermine les coefficients A*, B et C* en résolvant le systéme d’équations aux dérivées

partielles, obtenu en annulant les coefficients des différentes puissances de u dans les
équations (4.146) et (4.147), suivant :

Al 4+ A'B* - A2 - A’B' =0 (4.148)
B! +2A'C? — B2 —2A*C' =0 (4.149)
Cl!+B!C*-C?-B*C'=0 (4.150)
2A' +1=0 (4.151)

Al +2A'B' + B' =0 (4.152)

A%+ Al +4A'BL + 5ALB' + TAY(BY)? + 8(A!)2C' + 3(B')2 +6A'C* =0  (4.153)
B? + B!, +3B'B. +4ALC' +2A'CL + (B')® + 8A'B'C* +6B'C' =0  (4.154)
C? 4+ CL, +24Y(C")? + 2ABLC' + B'CL + (B")*C! + 3(C")* = 0. (4.155)
(4.156)
De ’équation (4.151), on a immédiatement que
1

1 —_
Al=—. (4.157)

En substituant le coefficient (4.157) dans I’équation (4.153) on a que

A?=2B! + %(Bl)2 +C. (4.158)
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En substituant (4.157) et (4.158) dans (4.148), on obtient
B? = —(B")® -6B'B. —4B!, - 2B'C' - 2C.. (4.159)
En substituant (4.157), (4.158) et (4.159) dans (4.149), (4.150), (4.154) et (4.155), on
obtient
B! - C? +3(B")?B. +6(B.)? +6B'B}, +4B! . +2B.C! + 2B'C!
+2CY —4BlC — (BY)’C - 2(CY)? =0,
C! + BIC? - C? + (B')3C' + 6B'BIC! +4B.,C* + BY(C")* +2C'C2 =0, (4.161)
BB+ B! +C!=0, (4.162)
C? +CL +2BiC' + B'C! + (B)?C' + 2(C")? = 0. (4.163)

(4.160)

En dérivant I'équation (4.163) par rapport & z et en isolant —CZ, on obtient
—-C%=Cl,, +2B.C'+3BIC! + B'C}, + 2B'BIC" + (B")?C} +4C'C.  (4.164)
En substituant (4.163) dans (4.160), on trouve

B! +4B!  +3(B')?B! +6(BL)*+6B'B., +3B'C} +3C., =0. (4.165)
En substituant (4.161) dans (4.165), on obtient
B! + B}, +3(B1)? =0, (4.166)
ainsi
B! = v(z,t), (4.167)
ol v est une solution de ’équation KdV, i.e. (4.140). En introduisant (4.167) dans (4.162)
et en isolant C., on a que C} = —vv, — vz, que 1'on intégre pour obtenir
1
Ccl= ——2-v2 — vz + A(B). (4.168)

En substituant (4.163) et (4.164) dans (4.161), on trouve
C} +3v,CL + C},, = 0. (4.169)

fe 20 4

En substituant (4.168) dans (4.169) et en isolant )., on trouve
Ay = ’U('Ut + 3(”:)2 + 'szz) + a:z:(vt + 3(Ux)2 + vxz:r)-

Toutefois, v est une solution partiéuliére de l'équation 1’équation KdV, ce qui signifie
que v; + 3(vUz)? + Uz = 0. Ainsi, A, = 0 et on en conclut que A est une constante. En
substituant, (4.167) et (4.168) dans les équations (4.158), (4.159) et (4.163), on obtient

A% =y + ), (4.170)
B? = —20(v; + )) — 2044, (4.171)
C? = (v;)* + 20Uz + Vgur + (v® = 2))v, + 12\ — 222, (4.172)
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En introduisant les coefficients A!,42,B',B2,C? et C? dans (4.145), on a que

o(z,t,u) =— %uz +vu — %U2 — vz + A(t),
(2, t,1) =5 + N1 — 20 (Vs + A) + vs)u + (v5)?2 (4.173)
+ 20055 4 Uzgs + (V2 = 20y, + v2A — 2)2,

Finalement, en substituant (4.173) dans (4.142), on obtient

1 1
Uy = — §u2 + vu — §v2 — vz + A(2),

uy =(vz + Nu? = 2w(vs + A) + vz )u + (v5)?
+ 20Ugg + Vzgz + (V2 — 20, + 02X — 2)2,

(4.174)

Exemple 4.10 : Un autre exemple intéressant est celui de I’équation de Korteweg-de
Vries modifiée donnée par

Wi + Weze + 2072w =0, a€R. (4.175)
Afin de simplifier les calculs effectuons la transformation w = alnu sur I’équation (4.175).

Ainsi, nous cherchons des solutions de ’équation transformée

uI u:t:l}

Ut + Ugzz — 3 =0 (4.176)

U

qui sont invariantes sous les champs de vecteurs
X1 = 0; + o(z,t,u)0,, Xo = 8y + ¢Y(z,t,u)0,. (4.177)

En d’autres termes, nous cherchons les solutions faisant en sorte que les caractéristiques
de ces champs de vecteurs s’annulent. Explicitement,

Q=¢p-u;=0, Q:=¢—-u=0. (4.178)
La condition de compatibilité u,; = u;, implique que
ot +uh — Y — Yup = 0. (4.179)

En substituant les caractéristiques (4.178) dans I’équation (4.175), on obtient

Y + oz + 20Pzu + Prpu + PO% + P Puu + 32&’—2&“) =0. (4.180)

Supposons que ¢ et 1 sont de forme quadratique, ainsi

p(z,t,u) = Al(z,t)u’ + B'(z,t)u + C'(z,1),

Y(z,t,u) = A2($,t)u2 + Bz(a:,t)u-}- 02(27,1;). (4.181)
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En substituant (4.181) dans le systéme formé de I'équation (4.179) et de I’équation (4.180),
tout regroupant en terme des puissances de u, on obtient

(A} — A2+ A'B? — A’BY® + (B} — B2+ 2A'C? — 2A°CYu + C} (4182)
—-C?+BC*-B¥*C'=0 ‘
3AY(AL + A'BY)W® + (A% + AL, + A'BL + 2ALB' — 5A1(B")? — 4(A")’CY) u?
+ (B + Bl + ALC' — AIC! — 2(B')® —10A'B!CY)u+C*+ C!, — BIC*  (4.183)

1 1M

2810} - 5(BC" a0 +300 EE )
On détermine les coefficients A*, B* et C* en résolvant le systéme d’équations aux dérivées
partielles, obtenu en annulant les coefficients des différentes puissances de u dans les

équations (4.182) et (4.183), suivant :

Al — A2 4+ A'B? — A’B! =, (4.184)

B} — B2+ 2A'C? - 24%C' =0, (4.185)

C! - C%+ B'C? - B*C* =0, (4.186)

Al — A'B!' =, (4.187)

A?=—Al — A'B! —~2A!B' +5A(B")? + 4(A")*C! (4.188)
B*=-B! — ALC'+ A'C! +2(B')® +104'B'C?, (4.189)
C? = —C}, + BIC' + 2B'C! + 5(B")*C" +4A'(C")?, (4.190)
Ci+ B'C' =0. (4.191)

(4.192)

En substituant (4.188), (4.189) et (4.190) dans (4.186) (ainsi que leurs dérivées si néces-
saire), on obtient

Cl+CL, —3BICL — 3B'CL, — 9B'BLC* — 3(BY)*C! — 3AL(C")?

4.193
~9AC'CL + 3(BY)3C* —6A'B'(C")* = 0. (4.193)
En substituant (4.191) dans (4.193) et en utilisant (4.190), on trouve
lcl
Cl+C — 3% _ (4.194)

1
L’équation (4.194) implique que C? est une solution particuliére de (4.175) que nous allons
noter v, ainsi

C'=wv. (4.195)
En substituant C* par v dans I’équation (4.191), on a alors que '
B'=-"2, (4.196)

v
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De I'équation (4.187), en y introduisant (4.196), on a que
0
Al +vA'=0= —(vAl) =
vA; +v 5 (vA*) =0,

d’ott 'on trouve, en intégrant, que
At
Al = % (4.197)

En substituant (4.195), (4.196) et (4.197) dans (4.188), dans (4.189) et puis dans (4.190),
on trouve

Vgz 2

A2 =22 44— :
o 4 (4.198)
1
B = —;(vt + 8)\v.), (4.199)
2
C? = —2u,, + 4’;—1 + 4. (4.200)

En introduisant (4.198), (4.199) et (4.200) dans (4.184), on obtient

A 2X
_t——‘f(vt+vzzz_3
v v

VUzz Uz

)=0=x=0,

v

donc A est une constante. Finalement, en substituant les coefficients (4.197), (4.196),
(4.195), (4.198), (4.199) et (4.200) dans les caractéristiques (4.178), on obtient

Uy = —u? ~ =u+v,
v v

2

y =2 (%+2,\) I G2 50 NP SR
v v v v

ou

Uz Uzz
Ve + VUzzz — 3——1—}_ =0.

4.4 L’approche directe de Clarkson-Kruskal

Une méthode directe de réduction des équations différentielles partielles 4 des équations
différentielles ordinaires a été introduite par Clarkson et Kruskal, [30]. L’idée de base est
de faire un «ansatz» du genre de celui de similarité

u(z,t) = U(z,t, w(z)), ou z = ((z,t), (4.201)

et de choisir les fonctions U et ¢ de telle maniére que ’équation différentielle partielle se
réduira & une équation différentielle ordinaire pour w(z).
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Exemple 4.11 Pour I'équation de Boussinesq (4.36), il peut étre démontré qu’il n'y a
pas de perte de généralité si nous assumons que la fonction U dans I'«ansatz» (4.201) est
linéaire en w, de la forme

u(z,t) = afz,t) + B(z, t)w(z), z = ((z,1). (4.202)

La substitution de (4.202) dans (4.36) méne & une expression polynomiale plus compli-
quée faisant intervenir divers produits de monémes des dérivées de w dont les coefficients
dépendent des dérivées partielles de o, 3, (. Pour que cette expression soit une équation
différentielle ordinaire pour w(z), les coefficients des différents monénes doivent étre des
fonctions de z seulement. Plutét que de reproduire la longue analyse nécessaire, nous
référons le lecteur a [30] et soulignerons seulement le résultat final.

Théoréme 4.5 L’ansatz (4.201) le plus général réduisant I’équation de Boussinesq (4.36)
a une équation différentielle ordinaire est

u(z,t) = 0(t)*w(z) — 0(t) 2 (20 (t) + (),  z=zb(t) +o(t),
ot 8,0 sont, en général, des fonctions elliptiques satisfaisant
6" = A0S, 0" = 6*(Ac + B),

pour A, B constants. La fonction w(z) correspondante satisfait une équation différentielle
réduite de type Painlevé

w” +ww” + w? + (Az + B)w' + 24w = 2(Az + B)*. (4.203)

Levi et Winternitz, [8], ont montré comment toutes les réductions de Clarkson-Kruskal
de I’équation de Boussinesq proviennent soit d’un groupe de réductions classique ou non-
classique. Par exemple, le cas A = 0, B = —1 inclut notre tout premier «ansatz» non-
classique (4.95). Cependant, la connexion entre ces deux approches pour les équations
différentielles partielles générales reste obscure.

4.5 Les groupes de symétrie faible

Dans [33], Peter J. Olver et Philip Rosenau ont proposé une meilleure généralisation de
la méthode non-classique. Puisque le systéme combiné (4.90) est un systéme sur-déterminé
d’équations différentielles partielles, on devrait, en le traitant, prendre en compte n'im-
porte quelles conditions d’'intégrabilité données en égalisant les dérivées mixtes partielles.
(Le théoréme de Cartan-Kuranishi, [34], nous assure que, sous des conditions de régula-
rité moyenne, les conditions d’intégrabilité peuvent toutes étre trouvées en un nombre fini
d’étapes; la méthode élémentaire de Grébner, comme dans [18], [45], fournit des moyens
pratiques de les calculer.) Par conséquent, on devrait calculer le groupe de symétrie du
systéme (4.90) augmenté de toutes les conditions d’intégrabilité qui lui sont associées.
Ainsi, un groupe de symétrie faible du systéme (4.1) est défini comme étant n’importe
quel groupe de symétrie du systéme (4.90) et de toutes ces conditions d’intégrabilité.



CHAPITRE 4. ETUDE DES SYMETRIES ET DES SOLUTIONS EXPLICITES AUX E.D.P. 93

Les groupes de symétrie faible, quoique & priori trés prometteurs, ont quelques revers
critiques. Il peut &tre démontré que tout groupe est un groupe de symeétrie faible d'un
systéme d’équations différentielles partielles donné, et en plus que toute solution du sys-
téme peut étre dérivée d’un certain groupe de symétrie faible, ¢f.[33]. Par conséquent, la
généralisation est trop sévére. Néanmoins, elle donne quelques indices sur la fagon de pro-
céder lors d’une analyse pratique de telles méthodes de solution. Ce qui est nécessaire est
une théorie appropriée des systémes sur-déterminés d’équations différentielles partielles.
Cela nous permettra d’écrire des classes de groupes raisonnables pour lesquelles le systéme
combiné (4.90) est compatible, dans le sens qu'il a des solutions, ou plus restrictivement
qu’il admet des solutions qui peuvent étre calculées algorithmiquement. Par exemple, se
restreindre aux groupes de changement d’échelle, ou aux autres classes de groupes élémen-
taires, pourrait étre un point de départ utile.

Exemple 4.12 : Un exemple d’un groupe de symétrie faible pour 1’équation de Bous-
sinesq (4.36) est le groupe de changement d’échelle généré par le champ de vecteur
v = z0, + t0;. Ce n’est ni une symétrie de 1'équation de Boussinesq, ni une symétrie
du systéme combiné

Uy + Ulzy + uﬁ + Upzzz = 0, @ = zuz +tu, = 0. (4.204)

Neéanmoins, si on ajoute les conditions d’intégrabilité & (4.204), nous trouvons que v
satisfait les conditions de symeétrie faible. Pour calculer les solutions invariantes, nous
commencons comme avant, en introduisant les invariants, y = z/t, et w = u. En dérivant
la formule v = w(y) = w(z/t) et substituant dans 1’équation de Boussinesq, nous obtenons
I’équation suivante

"™ 72 [(y2 + ww” + (w') + 2yw’] =0.

A ce point la différence cruciale entre les symétries faibles et les symétries non-classiques
(ou classiques) apparait. Dans le dernier cas, n’importe quelle coordonnée non-invariante,
e.g. la variable t ici, peut étre mise complétement en évidence du terme de gauche de
I’équation précédente. Ainsi, il ne reste seulement qu'une équation différentielle ordinaire
pour la fonction invariante w(y). Pour les symétries faibles, ce n’est plus vrai, puisque nous
avons déja incorporé les conditions d’intégrabilité pour (4.204). Cependant, nous pouvons
séparer les coefficients des différentes puissances de ¢ dans 1’équation ci-haut, conduisant
4 un systéme sur-déterminé d’équations différentielles ordinaires,

w"” =0, (BP+wu + W) +2yu =0,

pour la fonction inconnue w. Dans ce cas particulier, le systéme sur-déterminé résultant
a des solutions, soit w(y) = —y?, ou w(y) = constant. La derniére expression est triviale,
mais la premiére méne 4 une solution de similarité non-triviale : u(z,t) = —z%/t%. Ainsi
nous avons le phénoméne intrigant d’une équation avec une solution de similarité laquelle
ne provient pas d’un groupe de symétrie d’échelle classique! Ceci conduit & des considé-
rations intéressantes concernant les comportements asymptotiques ou les catastrophes du
gradient des solutions, souvent gouvernés par des solutions de similarité classique.
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4.6 Les solutions partiellement invariantes

Le concept de solution partiellement invariante a été introduit par Ovsiannikov, [23],
comme une généralisation du concept classique d’une solution invariante dans un groupe.
Supposons que G est un groupe de symétrie d’'un quelconque systéme d’équations diffé-
rentielles partielles qui agit réguliérement avec une orbite de dimension r. Soit u = f(z)
une solution du systéme (4.1), dont le graphe I'y est une sous-variété de dimension p
de I'espace des variables indépendantes et dépendantes. Considérons l'ensemble G - I'y =
{9 (z,u)|(z,u) € T'y} obtenu en transformant le graphe de f par tous les éléments de
groupe possibles dans G. Comme mentionné plus t6t, une solution f est invariante dans
G si et seulement si G-I'y = I'y. D’un autre c6té, si f est une solution «générique», alors
on peut s’attendre que la sous-variété G - I'y sera de dimension p + s, ot s = min{r,g}.
Une solution partiellement invariante en est une telle que la dimension de G - I'y a une
certaine valeur intermédiaire, précisée par la prochaine définition.

Définition 4.4 : Le défaut 6 d’une solution f par rapport au groupe G est donné
par 6 = dim(G - I'f) — p. Une solution f est invariante dans G si 6 = 0, générique si
0 = s = min{r, g} et partiellement invariante si 0 < 6 < s.

Ovsiannikov a introduit un algorithme compliqué pour le calcul des solutions partiel-
lement invariantes d’un défaut donné, exigeant la solution & un systéme sur-déterminé
associé d’équations différentielles partielles. Une simplification significative, basée sur les
suggestions dans [32], a été introduite dans la thése de Ondich, [20]. A partir des ca-

ractéristiques @, . .., @ des générateurs infinitésimaux vy, ..., v, de G, nous formons la
«matrice caractéristique» r X ¢
Q(z,uM) = (Q%(z,uM)), a=1,....,q k=1,...,7. (4.205)

Proposition 4.2 La fonction u = f(z) est une solution partiellement invariante a (4.1)

de défaut 6 si et seulement si
rang Q(z,u®) = 4. (4.206)

Il est & noter que linégalité correspondante, rang Q(zx,uV) < §, correspondant auz so-
lutions partiellement invariantes de rang au plus 0, est prescrite par une collection de
contraintes différentielles de premier ordre trouvée en égalisant tous les sous déterminants
0 x 6 de Q a zéro.

Exemple 4.13 Considérons les équations pour un flot régulier de gas trans-sonique

U = vy, v, +uu, =0, (4.207)

(ou ¢t = y est la coordonnée verticale) lesquelles sont équivalentes & I’équation hyperbolique
non-linéaire uy + §(u?)zz = 0, une limite de I'équation de Boussinesq (4.36) quand il n'y
a pas de dispersion. Par exemple, nous trouvons les solutions partiellement invariantes
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de défaut 1 du groupe de symétrie consistant des cha.ngements d’échelle en z,t et des
translations en v, lesquelles sont générées par les deux champs de vecteurs z8, +td; et 8,,.
La matrice caractéristique (4.205) est

_ | —zus —tuy —zU, —tUy
- (T ),

Une solution de défaut 1 satisfera la condition rang Q = 1, laquelle requiert zu, +tu; = 0.
Par conséquent, nous avons besoin de résoudre le systéme combiné d’équation différen-
tielles partielles
U = Vg, v + uuy, =0, TU, + tu, = 0.

(Il est & noter que la contrainte, de plus, n’est pas la méme que la contrainte d’invariance
d'un groupe, (4.89), laquelle nécessiterait deux équations additionnelles; par exemple,
I'invariance sous le sous-groupe d’échelle généré par 9, + t9; donne les contraintes Tu, +
tuy = zv; + tv, = 0.) La solution & 'équation de contrainte est u = ¢(z), ou z = z/t.
La substitution dans (4.207) meéne au systéme v, = u, = —t~1z¢'(z), v, = —uu, =
—t~Yp(2)¢/(2), lequel a la condition d’intégrabilité [(22 + ¢)¢’] = 0. Ceci peut étre réduit
a l’équation différentielle ordinaire de premier ordre (¢ + 22)¢’ = k, qui, cependant, n’a
pas de solution générale élémentaire.

Exemple 4.14 Un exemple plus substantiel est donné par les équations de couches
frontiéres de Prandtl (Prandtl bondary layer equations)

Uyy = Ug + Uy + VUy + Dy, uz +v,=0, p,=0. (4.208)
Les générateurs de symétrie classiques sont

v, = &, vy = 2t0; + 220, + yO, — v, vy = 10, + u&; + 2p0,,
Vo = a(t)d, + ' (t)0, — " (t)z8,, vg = B(t)0, + B'(t)0,.

Comme exemple particulier, nous considérons les solutions partiellement invariantes de
défaut 2 pour le sous-groupe généré par

vy =0, Vg=1 = Oy, v3 = 20, + u0, + 2p0,.
La matrice caractéristique (4.205) est

Ut Ut Dt
-Q= Uy Uy 0
TUy — U TUy IPy — 2D

Pour un défaut § = 2, nous exigeons un rang Q = 2. Nous nous concentrons sur le sous cas
ou les deux premiéres colonnes de Q sont linéairement dépendantes, ce qui est équivalent
a la condition v = ¢(u/z). Substituant cet «ansatz» dans le systéme, on obtient

1 U u
uz+5¢' (5) u, =0, Uyy =ut+uu1+¢(;) Uy + Pz, py =0.
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Par exemple, si ¢(s) = s, alors u = Y(ze™¥,t), on Y satisfait
’lﬁzt = ")bz + 32"/)22 + 22’(/}222-

Ainsi, nous avons réduit le systéme non-linéaire (4.208) & une équation linéaire. Une so-
lution particuliére trouvée par les méthodes de séparation de variables standard est

u = cos (\/E [logz — y]) e, v= %cos (\/IE flogz — y]) e  p=0.

4.7 Contraintes différentielles

La généralisation ultime, proposée dans [32], laquelle inclut toutes les précédentes mé-
thodes, et plusieurs autres, est 'introduction des «conditions frontiéres» générales ou des
«contraintes différentielles». (Voir aussi les travaux plus récent de Yanenko, [29], et Mele-
shko, [39].) Maintenant, nous généralisons le systéme (4.90) en permettant la possibilité de
contraintes lesquelles dépendent des dérivées de plus haut ordre, conduisant 4 un systéme
sur-déterminé de la forme

A,,(z,u("))=0, v=1,...,m,

4.209
Qn(z,u(“)) =0, k=1,...,7 ( )

Les contraintes différentielles Q,(z, u{) = 0 ne sont plus restreintes a étre des équations
différentielles partielles d’ordre 1 données par les caractéristiques de symétrie (faible, non-
classique ou classique), ou les conditions d’invariance partielle. La méthode des contraintes
différentielles inclut (pratiquement) toutes les méthodes connues pour la détermination de
solutions spéciales a des équations différentielles partielles, comme les solutions invariantes
dans un groupe, les non-classiques, les symétries faibles, les solutions partiellement inva-
riantes, la séparation de variables, aussi bien que toutes les autres. A c6té des contraintes
de premier ordre discutées ci-haut, des contraintes d’ordre plus élevé incluent la séparation
des variables additive «ansatz» u(z,t) = a(z)+5(t), correspondant & la contrainte u,, = 0
et la plus commune séparation des variables multiplicative u(z,t) = a(z)8(t) correspon-
dant a la contrainte uu,; — u,u; = 0 (Bien sir, ces deux «ansatzes» sont trés facilement
mises en relation par le changement de variables u — logu.) Les contraintes différentielles
ont une interprétation théorique de groupe comme «les symétries faibles généralisées» bien
que ¢a ne semble pas étre une observation trés utile. La difficulté principale est que cette
approche, quoique apportant une structure générale compléte laquelle inclut n’importe
quelle approche spéciale, est beaucoup trop générale pour étre d'une utilité calculatoire
directe.

Exemple 4.15 : Considérons une fois encore 1'équation de Boussinesq (4.36). Nous
imposons la contrainte différentielle uu, —u;u, = 0, laquelle est équivalente a la séparation
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de variables u = a(z)B(t). En substituant cette expression dans (4.36) et séparant les
termes qui dépendent soit en = ou en ¢, nous obtenons un systéme réduit

/\a+aa//+a/2+am/ — 0’ ﬂll — /\,32.

La solution générale de ce systéme inclut nos solutions de similarité initiales u(z,t) =
2 /42
—z?[t%.

Exemple 4.16 : Considérons 'équation d’évolution parabolique non-linéaire
Uy = Ugg + 12 + u?, (4.210)

apparaissant comme un modéle pour la combustion. La contrainte uzt .y — Uzetiys = 0
correspond & la séparation «ansatz»

u(z,t) = a(t) + B(t)6(z), (4.211)

ol a, 3,0 sont des fonctions d’une seule variable. En introduisant (4.211) dans (4.210), on
obtient

(o — @®) + (B — 20)0 — B0, = a*(62 + 6%) = 0. (4.212)
Puisque a, 8 dépendent seulement de ¢, tandis que 8 dépend seulement de z, 'équation
(4.212) sera incompatible & moins que 6 satisfasse

0" =af+b, 6%+ 6% =ch+d,

pour a,b,c,d constant. Ceci fonctionne si, par exemple, a = 1,b = ¢ = 0,d = 1, avec
6(z) = cos(z). Dans ce cas, (4.212) se réduit & un systéme couplé d’équations différentielles
ordinaires de premier ordre

o =a?+ B2 B = 2pa - B,

pour lequel il reste des fonctions indéterminées a(t), 3(t). Le dernier des systémes d’équa-
tions différentielles ordinaires du premier ordre n’a pas de solution générale explicite;
néanmoins, des investigations numériques et analytiques conduisent & des applications
importantes dans 1’étude des «blow-up» des solutions & 1’équation originale (4.210), cf.
[44].



Chapitre 5

Solutions conditionnellement
invariantes

Le dernier chapitre s’est terminé avec une section dans laquelle il est question de la
méthodes des contraintes différentielles. Cette derniére inclut toutes les autres méthodes
d’obtention de classes de solutions des EDPs, telles que les solutions invariantes dans un
groupe, la méthode non-classique, les symétries faibles, les solutions partiellement inva-
riantes, etc. Toutefois, la méthode par les contraintes différentielles a une interprétation
par la théorie des groupes, c’est-a-dire les symétries conditionnelles. Ce sont ces derniéres
qui font 'objet de notre attention dans ce chapitre. L’approche par les symétries condi-
tionnelles peut étre vue comme une extension de la méthode de réduction par symétrie
pour les EDPs que 'on retrouve dans la théorie classique de Lie. Cette approche, dite non
classique, consiste & appliquer le critére de symétrie au systéme sur-déterminé composé du
systéme original augmenté de contraintes différentielles, lesquelles vérifient identiquement
un critére de symeétrie.

Tout d’abord, nous nous intéressons aux symétries conditionnelles du 1¢" ordre pour les
systémes d'EDPs du 1°" ordre en p variables indépendantes et g variables dépendantes.
Nous allons nous intéresser au cas particulier ol le nombre de contraintes différentielles est
égal au nombre de variables indépendantes. La raison pour laquelle nous nous concentrons
sur ce cas est que nous allons établir un lien entre les contraintes différentielles et les trans-
formations de Bicklund. En effet, c’est M. Clairin [24] qui fut le premier & remarquer que
le nombre de contraintes différentielles nécessaires 4 1’établissement de la transformation
de Bicklund pour une équation scalaire en deux variables indépendantes était deux. L’ap-
proche présentée peut donc étre vue comme une généralisation de la méthode de Clairin
combinée aux méthodes de réduction par symétrie.

Nous débutons en discutant 'existence des symétries conditionnelles pour un systéme
d’EDPs du 1°" ordre. Ensuite, nous mettons en évidence le lien avec les transformations
de Bicklund dans le cas ou elles existent. Nous terminons, en présentant des exemples de

98
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I’application de cette méthode.

5.1 Conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de sy-
meétries conditionnelles de 1 ordre pour un systéme de 1°¢"
ordre. Les transformations de Backlund associées

Considérons un systéme de premier ordre en p variables indépendantes z = (z!, 2%, ..., z?)

et g variables dépendantes u = (u!,u?,...,u9)

A%(z,u,uD) =0, s=1,...,m, (5.1)
ot u® = (u},...,ul,...,uf, ..., ul) et u¥ = Bu/dz*. De plus, considérons les champs de
vecteurs )

Yi = &(z,u)0i + v (z,u) 04, k=1,...,p (5.2)

définis dans Jo = X x U, o0 X = R? est I'espace des variables indépendantes et U = R?
est ’espace des variables dépendantes et ot 0; = 98/0z*, 8, = 0/0u”. Les premiéres
prolongations des champs de vecteurs (5.2) sont

pr =Yi + (D;QF + §u®) be,  k=1,...,p, (5.3)

lesquelles sont définies dans I’espace des jets J' = J}(X x U) et oit D; dénote la dérivée
totale par rapport 4 z7. Le symbole Q¢ dans (5.3) représente les caractéristiques des
champs de vecteurs (5.2). Explicitement celles-ci sont

Qs (z,u, uM) = ¢ — Erud, a=1,...,q, k=1,...,p. (5.4)

Exigeons maintenant que les caractéristiques Q§ = 0, de sorte que nous obtenons p x

q contraintes différentielles que nous ajoutons au systéme d’EDPs (5.1) pour former le
systéme sur-déterminé

A*(z,u,uM) =0,

5.5
@8z, u,u) =0, 5:9)

Par ailleurs, le systéme d’EDPs A® : J! — R™ peut étre associé a la sous-variété
de I'espace des solutions Sa = {(z,u,uV): A%(z,u,u) =0, s= 1,...,m}, tandis
que les caractéristiques QF : J' — RP*? peuvent étre associées & la sous-variété Sg =
{(z,u,u®): Q¢(z,u,u =0, a=1,...,q, k=1,...,p}.

Définition 5.1 : Les champs de vecteurs Yy sont dits des symétries conditionnelles si
et seulement s’ils sont tangents d l'intersection des sous-variétés S et Sg, i.e., tangents
a5 =5ANnS5g.



CHAPITRE 5. SOLUTIONS CONDITIONNELLEMENT INVARIANTES 100

Le critére de symétrie du systéme sur-déterminé (5.5) est
prilyi(A°) =0,
pr(l)Yk(Qg) = 07

ou A® =0 et QF = 0. Dans un tel cas, les Y; sont des symeétries de (5.1) sous les conditions
Q¢ = 0, en d’autres termes, ce sont des symétries conditionnelles de (5.1).

(5.6)

Hypotheése 5.1 : Le systéme d’EDPs (5.1) admet un module de Lie & de dimension p
de symétries conditionnelles dans le sens de la définition 5.1, tel que

[Yk) }/l] = T]:[Y;w r= 1) «+ oy P (57)

Hypothése 5.2 : deté; #0.

L’hypothése 5.2 nous permet d’écrire les champs de vecteurs Y; sous la forme

Z, = (€7)iY; = 8, + ¢20a, (5.8)
ot ¢¢ = (£71)ip?. Les commutateurs des champs de vecteurs (5.8) sont
(21, 23] = (850 + B5s 8 — 025 — 509 B (5.9)
Ainsi, les Z; forment une algébre de Lie seulement si
%+ 85 dh — B — dn edl =0, (5.10)

dans lequel cas, I'algébre de Lie est abélienne. Il est clair que les conditions (5.10) sur
les fonctions ¢ des champs de vecteurs Z, sont nécessaires et suffisantes pour que les Z;
forment une algébre de Lie abélienne. En considérant la forme (5.8) pour les champs de
vecteurs, nous pouvons réécrire le systéme sur-déterminé (5.5) sous la forme

A% (7 u*,ul) =0 (5.11)
et
ul — ¢7(z,u) =0. (5.12)

En substituant (5.12) dans (5.11), on voit que les fonctions ¢§ doivent, en particulier

satisfaire .
A% (', u®, ¢7), (5.13)
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Définition 5.2 :  Une algébre de Lie générée par les champs de vecteurs Xq,..., X, est
appelée une algébre de Lie de symétries conditionnelles du systéme A® = 0 si les conditions
sutvantes sont respectées :

(i) [XeX;)= C,’ch,, ol C,f,sz sont constantes de structure

et
(i) prYX(A®)=0  modulo A* =0 et Q* = 0.

Sous les hypothéses précédentes nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 5.6 : Soit p champs de vecteurs continuement différentiables
Zy = Ok + ¢ 0q; k=1,...,p.

Si les fonctions ¢ sont choisies de sorte qu’elles satisfont

() 5+ 65udf — 825 — Bhusdf =0,

(b) A*(2',u*¢7) =0, s=1,...,m,
dans un certain voisinage de (zo,ug) € S, alors le systéme de premier ordre

A%z, u,uM) =0

admet une algébre de Lie abélienne L de dimension p de symétries conditionnelles (dans

le sens de la définition 5.2) avec générateurs Z,, 1<k <p.

Preuve Les générateurs Z; constituent des symétries conditionnelles pour le systéme
(5.1) s’ils sont des symeétries ponctuelles de Lie du systéme sur-déterminé (5.11)-(5.12).
En effet, le critére infinitésimal (5.6) pour (5.12) est satisfait identiquement en considérant
la condition (i), i.e.

PT(I)Zk(Q;'I) = @3k + ¢€ s — Bl — ¢?¢l(:,uﬂ =0.
En appliquant le critére de symétrie (5.6) & (5.11), nous obtenons
prlZ(A%) = A + ¢70 A" + (47, + 0)d5s ) Do A" (5.14)
D’un autre coté, en dérivant (ii), nous trouvons
D;A* = 8;A° + 67,03 A" + ¢5(0a + 8, 0,0A%) = 0, (5.15)

ol les D; sont les dérivées totales ot (5.12) tient. En substituant (5.15) dans (5.14) en
tenant compte de la condition (i), nous obtenons que ’équation (5.14) est identiquement
nulle, ce qui termine la preuve.
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Remarque :

- Si les conditions (i) et (ii) sont satisfaites, alors le graphe de la solution de (5.11)-
(5.12) est invariant sous les champs de vecteurs Zx, 1 < k < p.

- Si I’ensemble des solutions des dites équations déterminantes obtenues en appliquant
ce critére le symétrie au systéme sur-déterminé (5.11)-(5.12) est plus grand que le
I’ensemble obtenu en appliquant ce critére au systéme initial (5.1), alors le systéme
(5.11)-(5.12) admet un groupe de symétrie plus large que pour le systéme original
(5.1). Ainsi, de nouvelles réductions pour le systéme (5.1) peuvent étre obtenues.

Dans I'approche présentée, pour obtenir des solutions du systéme original (5.1), il faut
résoudre le systéme (5.10)-(5.13) pour ¢¢ comme fonctions de z et u. Toutefois, ce systéme
est en général non-linéaire et ne peut donc pas é&tre résolue sous forme fermée, sauf dans
quelques cas particuliers. Il existe quand méme plusieurs cas physiquement intéressants
pour lesquels les solutions de ce systéme conduisent aux transformations de Bicklund
de 1°" ordre ou & des solutions qui dépendent de constantes arbitraires. Les solutions
de (5.10)-(5.13) sont obtenues en effectuant I’expansion des fonctions ¢ en une forme
polynomiale en u®.

Pour obtenir les transformations de Backlund & partir des conditions (5.10)-(5.13), il
faut substituer la forme polynomiale assumée dans le systéme (5.10)-(5.13). Il faut ensuite
exiger que les coefficients des différentes puissances de u® soit nuls, ce qui conduit 4 un
systéme d’EDPs pour les coefficients af},. Deux cas sont possibles pour les solutions de ce
systéme. Soit 'ensemble des solutions est paramétré par certaines fonctions obéissant &
des EDPs de premier ordre. Dans ce cas, des transformations de Bickund sont données
par les relations (5.12). Soit ’ensemble des solutions est paramétré par des constantes
arbitraires. Dans ce cas, nous n’avons que des solutions particuliéres. Pour plus de détail
sur la fagon d’obtenir les transformations de Backlund, on consultera [41].

5.2 Exemples d’applications

Présentons & présent plusieurs exemples d’application des techniques de construction
des solutions conditionnellement invariantes. Notre étude portera sur une classe d’équa-
tions complétement intégrables. Nous allons, de plus, construire leurs transformations de
Backliind. Un exemple d’une équation qui n’est pas complétement intégrable sera aussi
illustré. Nous ne présenterons ici que les résultats principaux sans entrer dans les détails.

Nous commengons en considérant les implications du théoréme (3.2 de la référence [41])
pour le cas d’une unique EDP d’ordre &k

A(z,u®) = 0. (5.16)

Quand ¢ = 1, la forme des contraintes différentielles ((3.4) de [41]) se simplifie considéra-
blement. C’est un résultat bien connu, que dans ce cas la seule algébre de Lie de dimension
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finie pouvant étre construite en terme du champ de vecteurs (3.5 de [41]) est sl(2, R), ainsi
que ses sous algébres. La représentation de sl(2, R), 2 un changement de la variable u prés,
est donnée par

~

P O Y |

T du’ 2=
Ceci signifie que les contraintes différentielles ((3.4) de [41]), satisfaisant le théoréme de
Lie, deviennent une famille d’équations de Riccati, i.e.

% = Aa) + Al()u+ 5 AN (5.18)

Ainsi, les fonctions ¢ prennent une forme trinomiale en u. Introduisons cette forme pour
les fonctions ¢ dans le systéme (5.11)-(5.12) et dans 'EDP (5.16). Nous exigeons ensuite
que les coefficients des puissances successives de u dans les équations ainsi obtenues soient
nulles. Ainsi, les conditions ((3.8) de [41]) peuvent étre exprimées sous la forme

0 1 40 _

Apij) + ApAj, =0
1 2 40

Ap g+ AjAju =0 (5.19)
2 2 Al

Ajij) + AjAj, =0

(5.17)

et 1’équation originale (5.16) devient une EDP d’ordre (k — 1) pour les coefficients A} de
la fonction trinomiale ¢f'.

Exemple 5.17 Considérons I’équation de KdV de forme potentiel
ug + 3u2 + Ugzz = 0. (5.20)
Nous cherchons des solutions de ’équation (5.20) invariantes sous les champs de vecteurs
Zy = 0, + (z,t,u)d,, Zy =0+ ¢Y(x,t,u)0,. (5.21)

Exécutant la procédure décrite & la section précédente, nous construisons une algébre
de Lie de symétries conditionnelles & deux dimensions associées & I’équation KdV. Les
conditions de I'invariance de 1’équation (5.20) sous les champs de vecteurs (5.21) prennent
la forme

uz — p(z,t,u) =0, u — P(z,t,u) = 0. (5.22)
L’équation (5.20) prise avec les contraintes (5.22) correspond au systéme sur-déterminé
composé de (5.11), (5.12) et (5.13) qui prend & présent la forme

Pt + d’ﬂou - (d}: + (p'l/)u) =0

5.23
Y+ pripu t+ (P(Pz + Pz + (P(Q(Pm; + (P(,Ouu) + 2py = 0. ( )

Pour résoudre les équations (5.23), nous considérons que les fonctions C2, ¢ et v sont
analytiques en u et qu’elles satisfont les critéres du théoréme de Lie. Ceci implique que les
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fonctions ¢ et 1 sont de forme trinomiale en u avec des coefficients réels qui dépendent
de z et £.
@ = a(z, t)u® + bz, t)u + c(z,t)
¥ =p(z,t)u* + g(z, )u + r(z, 1)
En introduisant la forme (5.24) dans le systéme sur-déterminé (5.23) et en exigeant ensuite
que les coeflicients des puissances successives de u de 'équation ainsi obtenue s’annulent,
on obtient

(5.24)

at —pr+ag—pb=0

b, — g + a{ar —pc) =0

ct—T:+rb—cqg=0

3a’(2a+1)=0

6ab(2a +1) =0

p + 3b% + 6ac + 4ab, + 5ba, + da%c+ Tab® +4a+a.,. =0
q + 6bc + 2ac; + 3b,b + 8abe + b2 + by, + 4dazc =0

T+ 3c® + ¢zb + b%c + Czz + 2b¢ + 2ac® = 0.

L’intégrale générale de ces derniéres équations est paramétrisée par une fonction b, laquelle
satisfait ’équation de KdV (5.20), i.e.

(5.25)

1

__1, A 2
p=—gu’+bu (2+2b +b;)
A\ A
Y={b:—5 v =2 (beat (b= 5 )b ) Ut brca+ 20z (5.26)
A, A
2 _ 2 A ¥ AN
+ b2 4 (=X + b%)b, 5 =3
et
b + 362 + by = 0, (5.27)

ol A est une constante réelle arbitraire. Ainsi, en prenant les caractéristiques (5.22) en
considération, on voit que les transformations de Backliind prennent la forme

Uy = —2A — —;—(u—b)2 — b,
up = —2(ul + uzb; + b2) + (u — b)(u — b)zz — by,

(5.28)

ce qui est une autre méthode pour obtenir ce résultat connu.

Exemple 5.18 Considérons a présent I’équation de Kadomste-Petviashvili (KP) dans
sa forme du potentiel

3 1 3
(’U,t + “‘UZ. + Zu:c:zz:)z: + leuyy = 07 (529)
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ou !l =1,y/—1. Afin d’étre en mesure d’utiliser les calculs déja effectués pour ’équation
de KdV (exemple 5.17), on réduit ’équation (5.29) a la forme plus convenable

3 1 3
U + Zuﬁ + Zu,_.u + lefy =0

Uy = fz.

(5.30)

Selon les exigences de la méthode, nous considérons un systéme d’E.D.P. sur-déterminé
obtenu en augmentant le systéme (5.30) des contraintes différentielles de premier ordre

u1=<p(:c,y,t,u,f), ut=¢(x)y1tru:f)a uy=p(z,y,t,u,f)
ft=7l(1,y,t,uaf), fz=P(-’E,y,t,U,f), fy=§(:1:,y,t,u,f).
Nous assumons le fait qu’il est possible de trouver des formules pour (u;, u., u,) et (f;, fz, fy)

en terme des variables z,y,t,u et f. Ceci signifie que nous cherchons une classe spéciale
de solutions de (5.30) et (5.31), lesquelles sont invariantes sous les champs de vecteurs

(5.31)

Zy =8 + o(z,y,t,u, £)O, + p(z,y, t,u, f)Of
Zy =0, +Y(z,y,t,u, [0y + n(z,y,t,u, f)0 (5.32)
Zy = 8y + p(z,y,t,u, f)Ou + &(z, 9, t, u, )D;.

Les conditions de compatibilité entre (5.30) et (5.31) sont trouvées par I'application des
opérateurs différentielles (5.32), i.e.

Ot + Yoy + 05 + pr + Ypu +1ps — (Yo + Ou + s + 1 + o+ pns) =0
pe +Ypu+nps + & + Vb + by — (Yy + pou + 5 + 1y + pu +Emy) =0
@y + Pou+ Epf + py + ppu+ €05 — (pz + 0pu+ Py + & + Eu+pEg) =0 (5.33)

P+ %wz + % [P2tpu + 002 + Pz + ©(20uz + PPw)] + 2125 =0.
Nous postulons que les fonctions de classe C?, ¢, p, 1,7, £ prennent la forme de séries
de puissances en u et en f avec des coefficients réels qui dépendent de z,y,t, et nous
substituons les fonctions sous cette forme dans (5.33). L’analyse des termes dominants de
ces séries, dans ’équation ainsi construite, nous conduit & plusieurs cas. Un des cas les
plus intéressants est celui ou les séries ne dépendent pas de f et sont cubiques en u avec
des coefficients ne dépendant que de zx et ¢. En suivant la procédure décrite, on obtient un
systéme de 12 E.D.P. pour ces coefficients. L’intégrale générale de ce systéme peut étre
paramétrisée par les fonctions v et g, lesquelles satisfont 1’équation de KP, c’est-a-dire

4
p:g;,-}-l(u—v)

1=ai= g (pet ppe= v +3 [0+ ) + (w =)o vn t =0 )
(5.34)

1
£=gy+<p+v,+§(u—v)2,
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ou
3 1 3
v + Zvﬁ + Flase t+ legy =0, vy — gz = 0. (5.35)
Ainsi, en vertu de ’équation (5.31), les auto-transformations de Backliind, qui relient une
solution de ’équation KP & une autre, sont données par les relations

l 1 2
(7 = 0 = =5 (0= v)ee 3 [t 0), 430w — ) (w0)o 4 50— 0P ) -
(F=ge=lu=v),  (F=)y= (o)t Su—v?

lesquelles sont un résultat connu.

Exemple 5.20 Un autre exemple intéressant est celui ’équation de Liouville généralisée
(GL) en (n + 1) dimension. Elle a été formulée par P. Santini [35] et prend la forme

% (Z[u:fzi - %(uﬁ,-)]) =0. (5.37)

L’analyse de cette équation par I'approche des symétries conditionnelles a été effectuée par
P.Santini. Nous présentons ci-dessous ses résultats principaux. On cherche une solution de
(5.37) invariante sous (n + 1) champs de vecteurs

Zo=0+ <p(°)(z,t,u)3u, Z;=8+ (p(j)(z,t,u)au, z€R. (5.38)

Nous complétons le systéme original (5.37) en exigeant que les caractéristiques des champs
de vecteurs Zy et Z; soient nulles, i.e.

- (p(O)(I:t)u) =0, Uys — (10(])(1"’ t, ‘U,) =0. (539)
Les conditions de compatibilité pour (5.37) et (5.39) donnent les équations suivantes :

o9 + 00 = o 4 PO

U)+(p(0) 0 = L@ 4 L) ,O

s =, +9P

n
0
> (wfi’ + 000 + oD + o0 (D) + D7) (5.40)

D00 — D _ SO0, (:)) _o.
Les conditions d’intégrabilité, (5.40) prisent avec I'exigence que le systéme (5.39) satisfait
les conditions ((3.4) de [41]) et ((3.6) de [41]), nous ménent aux équations de Riccati
couplées de la forme (5.18). Il est approprié d’exprimer les fonctions 0@ et pb) comme
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des séries de Fourier en u. Ces séries sont au plus d’ordre 1 quand on les introduit dans
(5.40), ainsi nous avons
¢ = afz,t) + B(z, t)e"*
oD = 4)(z, 1) + AD(z, t)e*/%
En conséquence, (5.40) devient un systéme d’équations différentielles pour 2(n + 1) coef-
ficients réels a, 8,79 et AU). L’intégrale générale de ce systéme prend la forme
a=79D=0, B=we™?  AD=wg e (5.42)

ol la fonction v doit satisfaire I'équation de Liouville généralisée (5.37) et la fonction w

satisfait 1’équation différentielle linéaire
n

Z(wzjzj — ’Uzj(d'z:) =0. (5.43)

j=1

(5.41)

Aprés avoir effectué les substitutions appropriées dans les équations (5.39), (5.41) et (5.42),
nous obtenons les auto-transformations de Backliind de premier ordre pour ’équation de
Liouville généralisée sous la forme

(4 =~ v)zs = wyse®)/2
(u — ), = w2,

Noter que si I’équation différentielle (5.43) peut étre résolue pour une solution v donnée de

(5.44)

spécifique entre I’équation GL pour u et celle pour v. De telle maniére, on peut construire
une solution u pour chaque solution v connue et vice versa. Nous remarquons qu’aprés
la transformation u = 2Inp et v = 2Ingq dans ’équation (5.44), nous pouvons réécrire
l'auto-transformation de Backliind (5.44) sous la forme Riccati

1
},Ij = %w:ciyza },t = '2_th2’ olt Y = p/q (545)

Une solution explicite de (5.45) en (2 + 1) dimensions peut facilement étre construite a
partir de la solution constante
u="2In|f(z + iz, t) + g(z1 — iz2, t)| + A(t), (5.46)

ou f et g sont des fonctions arbitraires différentiables de leurs arguments et h est une
fonction arbitraire différentiable en t. Dans le cas ou la fonction w a la forme

w = wy(t) + ij(a:j), (5.47)

la solution multi-solitonique suivante peut étre construite en (n + 1) dimensions par des
applications successives de I’auto-transformation de Backliind (5.45)

u=In Fﬂ(t) H;:l F:’i(xj) 51 (548)

(@G(®) + 3y e Fy(a))
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o Fy,F; et G sont des fonctions arbitraires de leurs arguments et le point dénote la
dérivée, i.e. I =40,

Finalement, considérons 'équation GL (5.37) pour une variété pseudo-Riemannienne
(X, -1-) de dimension p = n+1, o la métrique (-1-) est non-dégénérée mais nécessairement
définie positivement. Alors, pour la fonction u (de la classe C®), définie dans un voisinage
de D C X, I'équation (5.37) prend la forme

gt— (Vzu - %(vuwu)) —0, (5.49)
ot Vu dénote le gradient de la fonction u et V? est I'opérateur de Laplace-Beltrami par
rapport & la métrique (-1-). L’auto-BT de premier ordre (5.44) pour I’équation (5.49)
a la méme forme que lorsque la métrique est définie positivement (i.e. quand X est un
espace Euclidien). Comme auparavant, la fonction w doit satisfaire ’équation différentielle
linéaire de la forme

Viw — (Vv|Vw) = 0. (5.50)

Supposons maintenant que la variété X est un espace de Minkowski de dimension (2 + 1)

avec les coordonnées cartésiennes (zo.z1,2) telles que |z|?> = z2 — 22 — 22. Alors, une

solution explicite de (5.49), écrite en coordonnées polaires, a la forme
u = —2In [(A(t) cos —g + B(t)sin —‘g)r"lﬁF(xo -rt), (5.51)

ol T = rcos, To = rsing, F est une fonction réelle de deux variables, A et B sont deux
fonctions arbitraires d’une variable.

Exemple 5.21 L’exemple que voici constitue une application des méthodes présentées.
Le résultat obtenue n’a jamais paru dans la littérature jusqu'ici.

On cherche les solutions de 'équation double sine-Gordon (DSG)
1
Uy = 3 sin2u + Asinu (5.52)

sous les champs de vecteurs

Xy =0+ (z,t,u)d,

X2 = at + 1»[} (ID, t’ U) au. (553)
en exigeant que les caractéristiques de ces champs de vecteurs s’annulent, d'od
Qi=¢-u =0 (5.54)

Q=% —u=0.
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En dérivant (5.54.a) par rapport & t et (5.54.b) par rapport & z, on obtient

ot ep = (559

La condition u,; = u, implique que
1
b+ oY = Vs + Yo = 5 sin2u + Asinu, (5.56)

d’ou
& + PP = Lsin2u + Asinu
Yz + Pud = 5sin2u+ Asinu

sont satisfaites. On cherche une solution sous la forme

(5.57)

@ =3 (A*(z,t)sin (ku) + B* (z,t) cos (ku))
k=0
Y =3 (C'(z,1) sin (lu) + D' (z,t) cos (lu))
=0
En introduisant cette forme de solution dans (5.57), on constate aisément que la solution

est de degré 2. On cherche alors une solution sous la forme

¢ = Al (z,t)sin (u) + B (z,t) cos (u) + C (z,t)

Y = A?(z,t)sin (u) + B2 (z,t) cos (u) + C*(x, ). (5.58)

En substituant (5.58) dans (5.57), nous obtenons
Al sin (u) + B} cos (u) + C}
+ (A" cos (u) — B'sin (u)) (A?sin (u) + B*cos (u) + C?) = -;—sin 2u + Asinu,
A2 sin (u) 4 B2 cos (u) + C2

1
+ (A? cos (u) — B*sin (u)) (A" sin (u) + B cos (u) + C') = 3 sin 2u + Asinu,
(5.59)
que 'on peut réécrire

C} + (A} — B'C?) sin (u) + (B; + A

(
AzBl (1 — cos (2u)) + (

AlA? - BIBz)—sm(2u) Esm2u+z\smu
2l

C2 + (Ai — B*C") sin (u) + (B2 + A’C") cos (u) + A (1 + cos (2u))

A'B?

(1 — cos (2u)) + (A'A’ - B'B?) %sin (2u) = %sin 2u + Asinu.
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Nous regroupons les termes en puissances de fonctions trigonométriques, ce qui donne

e+ 22 B L (4 - B sin ) + (B + A1C%) cos (u)
N (A1232 + A2231> cos (2u) + (A'A? — B'B?) —;—sin (2u) = % sin 2u + Asin,

C? + A22B1 - A1232 + (A2 — B2C") sin (u) + (B2 + A%C") cos (u)
(A22B1 + AX2BZ) cos (2u) + (A'A? — B'B?) —;-sin (2u) = %sin 2u+ Asinu.

(5.60)
On exige que les coefficients de (5.60) des fonctions sinusoidales s’annulent. On obtient
alors le systéme suivant :

sin(2u):  A'A?2—B!B’=1 (5.61)
cos (2u) : A'B*+ A’B' =0 (5.62)
sin(u): Al—-BC?=), AL-BC'=) (5.63)
cos(u): BlI+A'C?’=0, B:+AC'=0 (5.64)
A'B?  A%B? A’B! A'B?
. 1 - = 2 —_ =
1 G+ —=0  Cl+ — =0, (5.65)
A T’aide des équations (5.61) et (5.62), on trouve aisément que
(@)’ +(8)) a2 =4, ((4)"+(B)*) B* = -B' (5.66)
et 2 2 2 2
(4 +(B)) ar =22, ((4)°+(BY)’)B' = -B® (5.67)
En introduisant (5.66) dans (5.67), on conclut que
(@) + (B (47 + (87)7) =1. 5.68)
En éliminant C! et C? des équations (5.63) et (5.64), on trouve
A'A]l + B'B} = \A! (5.69)
et
A2A2 + B®B? = \A% (5.70)

De (5.69), on a que
()7 + (8Y)7) =224, (5.71)

tandis que de (5.80), on a que
((4)7+ (B7)") =242 (5.72)

z
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En divisant (5.71) par (5.66), on obtient

(A +@y), .,
T 5 = 2242, (5.73)
En divisant (5.72) par (5.67), on obtient
(27 +B7) o 678
((A2)2 + (32)2) . .
O 8 done [in (4" + (8Y)7)] =2r4? (5.75)
“ [in (497 + (89)7)]_ =24, (5.76)
On intégre ensuite (5.75) et (5.76), d’ou
In (41 + (BY)) = / A%t + f (z), (5.77)
In ((,42)2 + (32)2) = / 2\Aldz + g (t). (5.78)

On additionne les équations (5.77) et (5.78), ce qui donne
n [((4")* + (8Y)°) (49" + (8Y)7)] = / 2AAldz + / A%t + g () + f (z), (5.79)

mais en vertu de I'équation (5.68), (5.79) donne

/ 22 Aldz + / A%t +g(t) + f (z) =0, (5.80)
que 'on peut dériver par rapport & = et ensuite par rapport a ¢, de telle sorte que
A2 = AL (5.81)
Posons v, = A2 = — A}, ainsi (5.81)
A% =y, Al = —y,. (5.82)

Ainsi, les équations (5.77) et (5.78) deviennent, en tenant compte de (5.82),
In ((4%)" + (B)*) = 27, (5.83)

In ((4%)" + (BY)") = —22w. (5.84)
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Ce qui implique

((A1)2+ (31)2) = 2
(497 + (BY)?) = e

En vertu de (5.66) et (5.67), nous avons

((a*+B)") = -2,

Ut
et 2 2 Ut
A"+ (BY)?) = -2
() + (B)) =~
En comparant (5.85) et (5.86),
_’l_i:f_ — e2Av
Ve )
En comparant (5.66) et (5.87), on a que
Bl 22v

B! = +eM\/1 - 92,  B? =3\ /1—ve 2w,
Nous avons comme conséquence différentielle de (5.91.a) que
e*vy (A — 2A07e? — v, e??)
En substituant (5.92) dans (5.69), en tenant compte de (5.82), nous avons que

My (A — 22vZe? — v, e?)

VU + €M/1 — v2e2W s = —\vg,
\/ 1 - 'Ute v

Bl =+

d’oii, aprés quelques manipulations, nous obtenons
(2M v +Inv, — Inv;), =0.

Par ailleurs, nous avons comme conséquence différentielle de (5.91.b) que

B2 = Fu e\ A — e 4 2/\'026‘2"”
* : (1 —v2e2W)
En substituant (5.95) dans (5.80), on trouve
vivge + € PV, (—/\ — g e 4 2/\1):6'2)“’) = Av,

d’ott aprés quelques manipulations, on a

(Inv, —Inv, +2Xv), =0

112

(5.85)

(5.86)

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)

(5.91)

(5.92)

(5.93)

(5.94)

(5.95)

(5.96)

(5.97)
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En comparant (5.94) et (5.97), on conclut que

2\v +Inv — lnv, =0, (5.98)
ce qui nous conduit &
2Av _ 1_}3-'_
e o (5.99)

Toutefois, (5.99) doit étre consistante avec (5.89), ce qui implique

V= 0
et
v, =0,
et par conséquent
Al =0, A?=0. (5.100)

L’introduction de (5.100) dans les équations (5.61) & (5.65) réduit le systéme constitué de
ces équations a

~-B'B*=1, (5.101)
—B1C? =), (5.102)
-B*C' =) (5.103)
B! =0, (5.104)
B =0, (5.105)
C} =0, (5.106)
C2=0. (5.107)
De (5.104) et (5.105) on a immédiatement que
B'=B'(z), B*=B{t), C'=C'(z), C*=C*@). (5.108)
(5.108) dans (5.102) et (5.103) implique que
Bl B2 Cl C2
sont des constantes. Nous posons
B! =y,
ce qui implique
pr=-1
I_‘,
C! = p),

o =-2
n
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En introduisant, ces valeurs de B*, B2, C* et C® dans (5.58), nous obtenons

¢ = peos (u) + pA,

1 A 5.109
P =——cos(u) — —. ( )
I’ [
Ainsi, en vertu de (5.54), nous avons
Uy = p(cosu+ A),
(5.110)

U = —l(cosu+)\).
K

La paire d’équations (5.110) constitue la transformation de Bicklund pour I’équation
(5.52), ot u est le paramétre de Bécklund.

Exemple 5.22 Considérons un cas spécial de I’équation de Schrédinger non-linéaire
(NLS), c’est-a-dire I'équation de Schrodinger cubique

iU + Uz = euful?, e==+1, ueC, (5.111)

ol & est la conjuguée complexe de u. Les résultats obtenus, ici, sont tout a fait nouveau.
Cherchons les classes de solutions de (5.111) qui sont invariantes sous les champs de

vecteurs
Zy = 0z + ¢(z,t,u,1)0, + @(z,t,u, )0,

Zy = O, + Y(z,t,u,0)0, + P(z, t, u, G)05.
Ainsi, nous augmentons ’équation NLS avec le systéme obtenu en exigeant que les carac-
téristiques soient zéro, i.e.

Q= (Qtll) = (‘P = Ug, P — ﬁz) = (0’0)7
Q1 =(Q7) = (1/’ —ug, Y — ﬂt) = (0,0).

Les conditions (5.113) impliquent que @ et 1 sont les conjuguées complexes de ¢ et v
respectivement. Ainsi, nous cherchons des solutions du systéme sur-déterminé formé en

ajoutant

(5.112)

(5.113)

uz = p(z,t,u,3), up = P(z,t,u,0) (5.114)
a ’équation (5.111). Le probléme est équivalent & I’étude de I’existence de solutions du
systéme suivant : _
(D) et Pout+Pon =Y + oPu + PPa,
(i) @z + pu + Pz + it — eulul’.
Supposons que les fonctions ¢ et 9 sont trinomiales en u seulement. En introduisant cette
forme pour ¢ et ¥ dans (5.115) et en exigeant que les coefficients des puissances successives

(5.115)
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de u dans les équations ainsi obtenues soient nuls, nous obtenons alors 16 équations pour
6 coeflicients complexes de ¢ et ¢ & déterminer. La solution générale de ces équations est

<p=§17—-/\u—-gu2,

- : , (5.116)
Y= —g (T — AD) — -;— (222 — ev]*) u — % (v +v;)u?
ou la fonction v satisfait I’équation de NLS cubique
W+ U = evfv]?, €= %1 (5.117)

et A est un paramétre complexe arbitraire. En considérant les équations caractéristiques
(5.114), nous pouvons reconstruire I’auto-transformation de Biacklund

Uy = —%vu2 —Au+ -;-17,
; ; . (5.118)
up = —5(/\11 +u)u? + E(elv|2 —aX)u+ i§(A1‘1 — 7).

Les exemples présentés ici démontrent I'efficacité de I’approche par symétrie condition-
nelle. Notre reconstruction de résultats déja bien connus pour les équations KdV, KP,
SG et DSG prouve que les techniques proposées apportent une maniére plus rapide et
plus efficace de reconstruire les transformations de Backliind que les autres méthodes
classique. L’exemple de I’équation de Liouville généralisée démontre le potentiel de cette
technique pour produire de nouveaux résultats intéressants. Nous pouvons ajouter que la
procédure est pratiquement complétement algorithmique et qu’il est possible d’utiliser des
programmes mathématiques.

5.3 Contraintes différentielles d’ordre plus élevé.

Portons notre attention sur la possibilité d’obtenir des solutions conditionnellement
invariantes a partir de contraintes différentielles d’ordre plus élevé que le premier ordre.
Nous adaptons les résultats de la section 5.1 au cas d’'une EDP unique d’ordre k soumnise
4 des contraintes différentielles d’ordre deux. Soit

Az, u®) =0, (5.119)

une EDP scalaire d’ordre k en p + 1 variables indépendantes z = (Z,1,) € X C RP.
Effectuons deux suppositions. La premiére est que le systéme (5.119) peut étre développé
comme une série de puissances finie des variables u® et de leurs dérivées jusqu’a 'ordre k&
avec des coefficients qui dépendent des z. La seconde supposition est que (5.119) admet
un module de Lie .4 de symétries conditionnelles dont la dimension est (p+1) et dont les
générateurs, définis sur Jy = X x U?, sont donnés par

Xo = Oz, + Y204 + Aa0y, a=1,...,p,

12
XO = on -+ 'Uau + ¢3v7 (5 0)
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tels que
X Xo] = 75, X°, 0< u,v,0<p,

ou nous introduisons une nouvelle fonction réelle v : D — U(D C X). Nous considé-
rons que les fonctions @, 7., As et 7, dépendent des variables z,u et v seulement. Nous
nous limitons au cas ot EDP initial (5.119) est soumise & des contraintes différentielles
obtenues en exigeant que les caractéristiques des champs de vecteurs X, soient nulles, i.e.

QO(xa u(l)rv(l)) = (Uo -V, — ¢) = (070)1

5.121
Qa(x,u(l),v(l)) = (Ug — YarYa — Aa) = (0,0). ( )

Nous formons un systéme sur-déterminé composé de (5.119) et (5.121). En éliminant
la variable auxiliaire v des contraintes (5.121), ce systéme se réduit & un systéme sur-
déterminé pour u seulement avec des contraintes d’ordre un et d’ordre deux, i.e.

Az, u®) =0, (5.122)
Up — ¢(I1 u, uO) = O) Uge — /\G(IE,’U,, U()) = 0)
Ua — Ya(Z,u, %) = 0.

Les conditions de compatibilité pour (5.122) nous donnent

(5.123)

Ya,0 + UoVau + PYauo — Aa =0,
/\a,O + 'U'()Aa, Up — (¢,a + 7a¢,u + /\a¢,uo) = 0;
Yp.a} T VaYolu + /\[a')'b],uo =0,
Alab] T Varju + Ao =0, a,b=1,...,p

(5.124)

et
Az, u,ug, g%, \ED 1) = 0, (5.125)

ot nous utilisons les opérateurs de dérivée totale modifiés
Xo = Oy + 200y + (2, U, %0) 0y, Xa = Oz, + Yo, u, o)y + Aa(z, 1, ug) By,

plutét que (5.120).

Si les conditions (5.124) sont satisfaites, alors les commutateurs [X,,, X,] sont égaux a
zéro. Dans un tel cas, les champs de vecteurs {Xo, X3, ..., X,} forment une distribution
abélienne de dimension (p+ 1) définie sur X x UM, Les conditions (5.124) et (5.125) nous
assurent que les solutions de (5.122)-(5.123) obtenues, constituent les solutions de ’'EDP
originale (5.119).

Le théoréme sur l'existence des symétries conditionnelles associées 4 des contraintes
différentielles d’ordre plus élevé prend la forme suivante.
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[41] Théoréme 5.7 Une EDP (5.119) non dégénérée d’ordre k admet une algébre L de
dimension p de symétries conditionnelles si et seulement si les (p+ 1) champs de vecteurs
linéairement indépendants(définis sur B c X x UM)

XO = az'o + uoau + ¢(z,u, uﬂ)auo’
Xa = Oz, + 7a(Z, 4, up) 0y + Aa(, U, Up) o,

satisfont les conditions (5.124) et (5.125) dans un voisinage de (z:o,ut(,l) ) € B.

La preuve de ce théoréme s’effectue de maniére similaire & celle du théoréme 2.4. Les
générateurs X, sont des symétries conditionnelles de (5.119) s’ils sont des symétries du sys-
téme sur-déterminé (5.119) et (5.121). On peut démontrer que sous les conditions (5.124)
le critére de symétrie pour ce systéme est satisfait, i.e.

prdXx,(A)=0, prPX,(Q,) =0, (5.126)

quand A=0et Q, =0, p,v=1,2...,p.

Le restant de la section est consacré & des exemples qui illustrerons ’approche qui vient
d’étre présentée.

Exemple 5.23 Considérons I'équation dissipative de Korteweg-de Vries (DKdV) sous

sa forme du potentiel
U + 3u2 + Uggy + YUz = 0. (5.127)

Nous cherchons une classe de solutions de (5.127) qui sont invariantes sous les champs de

vecteurs
Zy = 0r + v0, + 0, Zo = Oy + 90, + A0y, (5.128)

ol ¢, Y et A sont des fonctions de (z,t,u, v) seulement. Les caractéristiques de ces champs
de vecteurs doivent étre égales a zéro, ainsi

Q1 = (v—uz, ¢ —vg) =(0,0), Q2= —u, A —1v) =(0,0). (5.129)
En ajoutant les conditions (5.129) a I’équation initiale (5.127), nous obtenons ce qui suit :
U + 3uﬁ + Upgr + YUzr =0

Uz =, vy = p(z,t,u,v) (5.130)
Uy =’¢($,t,U,’U), V= ’\(Istru)v)a

ot les fonctions ¢, ¥ et A peuvent étre déterminées a partir des conditions de compatibilité.
Nous éliminons v de (5.130), de sorte que les dérivées (u;, Uzz, Uzzz) Peuvent étre exprimées
en terme de (z,t,u,u,) seulement, i.e.

ur = P(z, 8,4, Uz), Uz = @(Z,8,U,Uz), Ug = A(z,t,u,uz). (5.131)
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En utilisant les opérateurs différentiels (5.128) et "cross-differentiating” (5.127) et (5.131),
nous obtenons

Ye + UgPy + Yy, = A
e + ¢¢u + ’\‘Puz =Yz + 2u, ("»b:ru + Wuu:) + u?ﬂ/’uu + 2(p1/}1‘u::
+ ‘)02"/}14,1:, + Yu, (92 + Uzipu + PP, ) + OV, (5.132)
Pt + YPou + Mouz = A + Uz Ay + Py,
Y+ @z + Uspu + PPu, + 3u2 + 70 = 0.

Afin de simplifier le probléme, nous assumons que ¢, 1) et A sont analytiques en u et u, et
qu’elles peuvent étre représentées par des séries de puissances en u et u, avec coefficients
constants. Nous substituons cette forme polynomiale de ¢, 9 et A dans (5.132) et analysons
leurs termes dominants. Pour les calculs qui vont suivre, nous choisissons le cas ou les
fonctions @, et A sont cubiques en u et u,. Alors, la solution générale de ces fonctions,
qui satisfait (5.132), est donnée par

4~ 24~
p =6u +25< %5 +5)

96+° 4 4
¢——67<7+1)U +3u —12uu,+%(1+57)u——£—(5+;—2)
42 24 473 76 (5.133)
— — — 2 —
A= [6 + 25 ( 257 u+5u,)]( 12u + 6u; — o5 (5—!—257))

4 967 4
- - —12 .
+[ 127(5'7+1)u u, + o5 (1-&—5 )]uz

En introduisant (5.133) dans (5.131), nous obtenons un systéme sur-déterminé pour les
fonctions u, compatible avec I’équation de départ (5.127), lequel est trés facile & résoudre.
Une solution non-triviale de ce systéme est

9'_’13_ _ 672 (V3 —1)A? __,Y(#t_*_z)cn[Ae (“‘+’)+B,k]——(2+\/§)
25 * 25v3 23 cn [Ae~Flst+=1+BX]

u= . (5.134)

ot k = (2 — V/3)!/2 et A, B et p sont des constantes arbitraires. Ce résultat était déja
existant mais avait été trouvé a I’aide d’une procédure plus complexe.

Exemple 5.24 L’interaction résonante de trois ondes (3WR) en 1+1 dimensions peut
étre décrite par le systéme de trois équations de la forme

Tt + Cla)lla,e = Tlpi, a# B,v=1,2,3 — cyclique, (5.135)

ou #;(z,t) sont les amplitudes complexes des paquets d’ondes et ¢; dénote leur vitesse de
groupe, telle que ¢; < ¢; < c3. Supposons que u, satisfait '’équation (5.135). Sans perte
de généralité, il est pratique du point de vue calculatoire d’effectuer la transformation

g = Pa + Ua, a=1,2,3 (5.136)
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dans I’équation (5.135) ou p, est une fonction complexe sur le sous-ensemble D C R2.
Alors, (5.135) peut étre écrite sous la forme

Pat + ClaPoaz = H(uppl, + ulpp + Pppy), (5.137)

ou a # fv cyclique. Selon les considérations faites & la section 5.1, nous cherchons des
solutions de (5.137) invariantes sous les champs de vecteurs

Xy =08, + AaBy, + ALBps, Xz =0, + Baby, + BlO)s. (5.138)

Nous assumons que les coefficients A, et B, sont des fonctions de pq, p},, us et u’, seulement
et qu’elles ne dépendent pas explicitement de z et {. Ajoutons maintenant au systéme
(5.137) un systéme obtenu en exigeant que les caractéristiques des champs de vecteurs
(5.138) égalent zéro, i.e.

(1) Paxz = Aa(pm P;, Uq, ’U,;), Pat = Ba(pm ,0:,,, Ug, ’LL;)

(ii) p:;,:z: = A;(pon p:x’ Ua, u;)’ p;,t = B;(pm P:v U, u;)
Les conditions (5.139) impliquent que A}, et B sont les conjuguées complexes de A, et B,
respectivement. Ainsi, nous cherchons les solutions du systéme sur-déterminé formé par
(5.137) et (5.139.i) qui sont invariantes sous I'algébre de Lie abélienne de dimension deux
générée par les champs de vecteurs (5.138). Etant donné le théoréme 5.5, nous pouvons
réduire le probléme de la construction de solutions conditionnellement invariantes & celui
de ’étude de I'existence de solutions du systéme d’équations suivantes :

(7)) X1As = X3B,
(4) Ba+ ca)Aa = i(uppy +uipp + p305)-

(5.139)

(5.140)

A partir de ces équations, nous avons que
(1 + c)) X140 = iXo(upp +uspp + ppos), o # B,v — cyclique. (5.141)

L’analyse des conditions d’intégrabilité (5.141) ainsi que I'exigence que le systéme (5.139.1)
satisfasse les conditions (3.4 de [41]) et (3.6 de [41]) du théoréme de Lie, nous conduit aux
équations projectives de Riccati associées a I’algebre sl1(3,C).

Dans les coordonnées affines

v1 = p3/p1, v2 = p3/pa2, (5.142)

les équations (5.139.i) peuvent étre réduites & un systéme d’équations de Riccati couplées
de la forme

i) (c1 —c)vug = at + b v, +vu(civg), yva=1,2

() ( 1 2) 7% #,- y.i v 1:(2 ) H (5.143)

(%) (c1— c2)paas = A"+ B'pz + c'py,

oi les variables indépendantes sont notées (z*) = (z,t), i = 1,2 et les coefficients
a:",b:'wv,, et ¢!, sont des fonctions de uj,up et uz. Cependant, les coefficients A, B* et
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C* dépendent de uy, up, us et de v, 2 aussi. On utilise les équations (5.142) et on substi-
tue (5.143) dans (5.141) et (3.21 de [41]). Nous exigeons ensuite que les coefficients des
différentes puissances de v, et p3, des équations ainsi obtenues, soient nuls. En résolvant
ces équations, nous obtenons les conditions bien connues pour les coefficients de (5.143),
i.e.

ai = iku3 b, =5 bly = Fuz o =iuy
ai = —Z:Cﬁu; b11 = 7\% b12 = ‘_EC3U3 C? = iU'I (5.144)
a3 =—ipuw by = ipug b= Cg = TCU2
a} = —icipuy b3y =ipcuy b3 = ¢ =~}
et .
1 2 1 . 2 2 _ W 2
Al=A=0, c=—i—(u*-1), I=—(alul’-a)
V1V V1Vs
b ut vy 1 vy ¢
Bloip( 2 4% _ (B 2%2)_ ;s 5.145
H (Avl vy 3 vy Au A ( )

cQuy Y ] lug .c3€
BZ=- - —+ =) —i=],
u()\vl + V3 catls (v§+/\v1) ’ /\)

ol 6 est le paramétre de Backliind et ol nous utilisons la notation

C3 — Ca C1 —C2 1

£=(5+5)

A= (5.146)

C3—C C3 — Cy
Les équations (5.143) constituent un ensemble de transformations de Backliind du premier
ordre pour les équations 3WR (5.137). Noter aussi que ’équation (5.143) se sépare en deux
types d’équations de Riccati. Le premier type d’équations est pour les fonctions v,(z,t)
et le second pour les fonctions p3(z, t), lesquelles deviennent une équation de Riccati une
fois que les v,(z,t) sont trouvées & partir (5.143.i) et ensuite substituées dans (5.143.ii).

5.4 Meéthode de séparation généralisée appliquée aux équations
non-linéaires de Laplace

A la présente section, il est question de l'existence et de I'obtention de solutions des
équations non-linéaires de Laplace

(82 + 82) u = b(u), (5.147)
par la séparation de variables généralisée de la forme
u(z,y) = 9(s) s:= X(z)-Y(y)- (5.148)
De plus, faisons I’hypothése de 'existence de fonctions € = £(X) et n = n(Y) telles que
GZE{ =X —e|§(X)|2 Cg; =Y’ —e|n(Y)|2 ol e = *1, (5.149)

ce qui garantit localement linversibilité de X = X(z) et Y =Y (z).
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Il s’agit d’effectuer la classification des classes de fonctions b(u) qui permettent de
solutionner l'équation de Laplace non-linéaire par la séparation de variables (5.148).

En introduisant le changement de variables (5.148) dans 'équation (5.147), tout en
considérant les conditions (5.149), on a que

1
(Y€ + X?n) " + 5 (Y€ + Xn')® = b(3(s)). (5.150)
Soit deux opérateurs différentiels :

Ay :=X0x -Y0y, Ay:=X0x+Ydy. (5151)

Les opérateurs différentiels (5.151) sont respectivement des annihilateurs de n’importe
quelles fonctions M(s) et N(r), ou

_ X(=@)

s:=X(x)Y(y), r:= . 5.152
@Y6), =T (5152)
Cela signifie que :
A1M(s) = 0 et A;N(r) = 0. (5.153)
L’application de 'opérateur A, sur I’équation (5.150) donne
1
'+ 269 =0, (5.154)
ol on a introduit la notation
A (YE + X7')
0= . 5.1
A (V% + X7) (159)
En appliquant ’opérateur A; sur 'équation (5.154), on obtient
A©=0 (5.156)

ce qui signifie que © doit s’exprimer comme une fonction de s seulement. En remplagant
Pexpression de I'opérateur A; dans (5.155), on trouve

1 1
1 g — Y{I -+ ‘};77,

6==C . (5.157)
sl 1 1 1
Xt T2t Ty AT
Il est commode ici de définir la grandeur
1 1 1 1
Fi==¢-2—¢f—-—-n+2— 1
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qui est le dénominateur de (5.157). L’application de P’annihilateur A, sur In|F| donne

AsIn|F
SR A S )
X X2 Y Y?
On en conclut que
o &yt
X Y _
v - =A;In|F|+2. (5.159)
£ 1 n
= —2—=—=+2=

En introduisant (5.159) dans (5.157), on obtient
© =~ (41n|F| +2). (5.160)
En substituant (5.160) dans (5.156), on obtient
A1A;In|F| =0. (5.161)
En intégrant 1’équation (5.161), on trouve que
F = Hy(s)Hy(r). (5.162)

ou H; et H, sont des fonctions a4 déterminer qui dépendent respectivement de s et r. En
substituant (5.162) dans (5.160), on trouve la forme de © en terme de s

O(s) = % (1 + SIZIII((SS))) . (5.163)

On peut déterminer & comme une fonction de s. En introduisant (5.163), (5.154) on
obtient ’équation différentielle ordinaire pour @, qui peut étre résolue par séparation de

variables : " ( )
o + (1+ S )@’:0. 5.164
Hy(s) ( )
La solution de (5.164) s’écrit
- / ds—2 (5.165)
N sHy(s) ’

En comparant (5.162) & (5.158), on élimine F. En prenant la dérivée seconde mixte par
rapport & X et Y de ce résultat, on obtient

(5202 + 50,) Hy(s) _ (r?62 4 10;,.) Ha(s)

Hi(s) Hy(s) .

(5.166)



CHAPITRE 5. METHODE DE SEPARATION GENERALISEE 123

L’équation différentielle (5.166) peut &étre transformée en un systéme d’E.D.O. par sépa-

ration de variables : P 4

Sz—aHl(S) + Sd—Hl(S) bt /\H1(S) =0
ds 5 (5.167)

o d? d

d 2H2(T) + T-—Hg(’r) AHg(T) = O
ol A est une constante de séparation. Les solutions du systéme (5.167) vont dépendre
évidemment du signe de la constante de séparation A. Il y a donc trois cas & considérer,

soit A< 0, A=00ulX>0

5.4.1 Classification de la fonction b(u) pour le cas A =0

Dans ce cas, le systéme d’équations différentielles (5.167) devient

d? d
SZEHI(S) + SEHl(S) =0

5.168)
, & d (

d 2H2(7‘) +T-—H2( ) 0
Les solutions générales de (5.168) sont

Hl(s) =CiIn IS[ + Cy (5 ]_69)

Hg(’l‘) =D;In lTl + D5,

ou Cy, Cs, D; et D, sont des constantes d’intégration. En introduisant H, dans ’équation
(5.165) et en effectuant I'intégrale, on détermine la fonction ® comme une fonction de s

1
<I>(s) = —C—,llnICI ln|s| +Cgl + Oy, (5170)

ou @, est une constante d’intégration. En comparant (5.162) et (5.158), tout en tenant
compte de (5.152), on obtient

& 98 T o0

X X
CIDIID|XY|111|?|+02D11n|7|+CID21D|XYI+02D2= } X2 v %

Par séparation de variables, on obtient

f, — 2-5— =C1D X In? 'Xl + (Cle + ClDz) Xln |X| + (aIC'2D2 + /.L) X
X (5.171)

7~ 2% = C.D,Y In?|Y| + (C2D; — C1D2) Y n|Y| + (—2Cs Dz + 1) Y,

ou p est une constante de séparation et ol a; et oy sont deux constantes soumises & la
condition a; + as = 1. En intégrant (5.171) et en exprimant o, en terme de a;, on obtient

€= X2 [ClD‘ 1n® x| + G2 ED) 2 x4 4 (0,00, + u)]
2 (5.172)
— D )
n=Y? [CIDH Sly|+ (Gl 5 GiDa) |2 IY] + (0 — 1)Ca D, +u)} .
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La substitution de (5.172) dans (5.149) permet d’obtenir  comme une fonction de X et
y comme une fonction de Y par quadrature

dX
T =/ 1
72
7 [0421100 ] + (LCRI 1 |X| 4 (01 CoD, + 1|
(5.173)

dY
Y =/ &by 13 (C2D1—C1D3) 1,2 v
|y2 [_;3_1 In® |y} + 822221220 10 Y| + ((oq — 1)CaD; + #)]I

Pour certaines valeurs numérique, les intrégrales (5.173) peuvent &tre résolues et dans des
cas spéciaux, on obtient des fonctions elliptiques. En substituant (5.170) et (5.172) dans
’équation (5.150), on trouve b comme fonction de s, sous la forme

b(®(s)) = g'(lnls] [% (% In? || — s — %—_1_))

1
5.174)
204 — 1)CyD (
+(__1_2M+,L_,,0_50D
De I’équation (5.170), il est possible de trouver la fonction inverse s(®)
eCr(@-%0) (O,
s—exp{—Cl———a}, (5175)
et conséquemment, en vertu de (5.169) la fonction H; exprimée en terme de ® devient
Hy(s(®)) = eCr(®—%0), (5.176)

En substituant (5.175) et (5.176) dans (5.174) on obtient la fonction b(®) qui admet la
séparation de variables (5.148).

b(®) = — L2 ((ecl(é—%) _ 02) K_?Lecz(é—%) _ 26Dy

eC1(®—%0) 301 301
D1(02)2 CgD2(2a1 - 1) —C1(~Bp) C2D1
N ( aney? g e + 22 (5177)
CyD2(2a; — 1
+ 2(;1 )+u—no—£o).

On trouve une classe de fonctions b(®) qui contient dix parameétres, soit huit constantes
d’intégration et deux constantes de séparation.
5.4.2 Classification de la la fonction b(u) dans le cas A >0
Dans ce cas, les solutions générales de (5.167) pour H; et H; sont
Hi(s) = C1sV> + Cps™V2

(5.178)
Hy(r) = DirVA 4 Dyr=V2,
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En remplagant (5.178) dans (5.165), on trouve la forme de ® comme une fonction de s

_E [C1 /%
o= marctan( o° )+<I>0, (5.179)

oit ®p est une constante de séparation. A partir de (5.179), on trouve la fonction inverse

s(P)
sVA = \/7 [ GiC2A (<I>—<I>o)]. (5.180)

En comparant (5.162) et (5.158), tout en tenant compte des solutions (5.178) et de la
définition (5.152), on obtient que

7 _,n awva, G _ & & awvx_ CoDy
% 2Y2+CD2Y +Y2‘/—_X 2X2 C1D, X ~ XA

Par séparation des variables, on obtient le systéme d’équations différentielles ordinaires
suivant :

= 2% = CID1X2\/X+1 n XC;\/I-,\): +uX
1_ol _ _cpyina_ CDr (5.181)
ol u est la constante de séparation. Les solutions du systéme (5.181) sont
D D

¢=x (ii/‘lxzf (;i/—zX‘” +pln|X]| +§0)

C\D CyD (5.182)
=Y2( 1£72 2\/— 2 2Y_2\/_+ ln Y " )
7 2\/_ 2\/_ © I | To

ot & et 7o sont des constantes d’intégration. A I'aide de (5.149), on obtient z comme une
fonciton de X et y comme une fonction de Y par quadrature

dX
= C1D; 2V _ CaD i 1/2

_ dY
- Y2 (-GDy2wvX _ CDy-2VX 4 i n|Y| + v
2V 2V pin o

En introduisant (5.179) et (5.182) dans (5.150), on détermine b comme une fonction de s
sous la forme

E CysV? — Cos~V2
b(®(s)) = VAN In|s| + & + 5.184
(®(s)) CsVX + Cps—V2 (,u C1sVX + Cos—VA (nins|+ & 7)0)) ( )
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ol E est une constante d’intégration. En introduisant (5.180) dans (5.184), on obtient b
comme une fonction de @, qui admet la séparation de variables (5.148) sous la forme

m(cb—cbo)]( \/Xcos[ m(@ @o)]

b() 2‘2 'n[2 a
+fo+7lo)>-

PTaE

On trouve une classe de fonction b(®) qui contient huit paramétres, soit six constantes
d’intégration et 2 constantes de séparation.

(5.185)

5.4.3 Classification de la fonction b(u) pour le cas A < 0
Dans ce cas les solutions réelles du systéme d’équation (5.167) sont
H,(s) = Cj cos(y/|A|In s) + C2sin(y/|A| In s)
Hy(r) = D, cos(y/|A|In7) + Dasin(y/|A]In7),

ou Cy, Cy, D, et D, sont des constantes d’intégration. En substituant (5.186) dans (5.165),
on trouve

(5.186)

d=F [\/__sm (\/ITI |s|) \/___cos (\/]Tlnlsl)} + &y, (5.187)

ol E et &y sont des constantes d'intégration. En introduisant (5.162) et (5.186) dans
(5.158) on obtient que

(CIDI cos? (v/]\[In|X]) + C2D,sin? (v/]A[1n | X])

— (C1Dy + C2Dy) sin® (1/[A|In[Y])
+ (C1D; + C;Dy) sin (\/[:\—[ln |X|) cos (\/Wln 1X1) (5.188)

+ (C’ng - C’1D2) sin (\/Nln |Y|) cos (\/]T]ln |Y|))
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En appliquant la séparation de variables 4 ’équation (5.188), on obtient le résultat suivant :

¢~ 2% = (C2Dy — C1D;) X sin® (\/W In |X|)

+ (C1Dy + CoD1) X sin (\/W In |X|) cos (\/N In |X|)

+H(GDi+p) X (5.189)
- 2% = (C1D; + C,D) Y sin? (\/N In m)

— (C3D, — Gy D3) Y sin (\/N In |Y|) cos (\/N In |Y|)

+ 1Y,

ou u est une constante de séparation. La solution de ce systéme est

¢ =X? [ _ G0z~ GiDy sin (2\/m1n [X|) + GiDs + CoDs sin? (\/I/\[ In IXI)

41\ 2v/I\

C;Dy + C\D
+ (2—2—;—1-1+u>111]Xl+§0

(5.190)
CaoDy + C1D,

C1D, — CyD, .
n=Y?| - 22122 (2¢/A[In|Y]) - 222226002 (/A In Y]
- O e /i) - S5 (/A
" (CzDz + C1D,

2

+u) In{Y|+mno

En vertu de (5.149), on trouve z comme une fonction de X et y comme une fonction de
Y par quadrature

z =/ X2 [ _ GeDa — GiDy sin (2\/m1n |X|) + &bz + oDy sin? (\/WIn]XD

44/1A| 2v/1A|
+ (—02D2 +CiDy + u) In|X|+ Eo:l

2
y=/Y

2 ClDl C2L2 Sin 2 ) ln Y —_ Msin2 A ln Y
D
<02D2 + 01 1

-1/2
dXx

-1/2

4/|A] 2¢/1Al
dy.
2

+ #) In[¥] + 0
(5.191)
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En introduisant (5.187) et (5.190) dans (5.150), on obtient une expression pour b en
fonction de s sous la forme

b(®(s)) =I£i) [((0202 — 6Dy +u) In|s] + G0, +&

2 2D

o)) 5250

De (5.187), il est possible de déterminer s comme une fonction de . Pour ce faire, on
commence par écrire ’équation (5.187) sous la forme

¢ = Cy sin(S) — C; cos(S), (5.193)

(5.192)

ol 'on a effectué le changement de variable

d—a
v=vI—5 0 S=+An]s|. (5.194)

En multipliant (5.194) par €' et en utilisant I'identité d’Euler pour exprimer les fonctions
sinusoidales en terme d’exponentielles, on obtient, en isolant €',

ﬂz¢@:ﬁyrs_@¢+4Q¢i@vﬁﬁﬁf?33

Ct+C%

etS

(5.195)

De (5.195), on conclut que

sin(g) = SpECVCGi+ G e (5.196)

Ct+C3 ’

\/_2—m -
cos(S) = GVG + G C2(p. (5.197)

C? + C?

Par ailleurs, I'identité
sin?(S) + cos?(S) =1

doit étre respectée, ce qui implique que

Pour respecter (5.198) tout en étant le plus général possible, il faut que C,C; = 0. Deux
cas sont sont possibles, soit C; # 0,C; = 0, soit Cy; = 0,Cs # 0.

cas o C1 #0,C2=0:

En tenant compte de (5.196),(5.197) et du fait que C; = 0, les équations (5.187),
(5.190), (5.191) et (5.192) subissent quelques changements. Finalement, 'équation (5.192)
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devient

-FE

e [((CIDI +u) \/1__arctan (i\/czi) + C\'/Z+§o+no>

—1_ —r
[A| exp { WL arctan(i '—C?—tp’)} _a,
+4/C% — ©? 2

+p

(5.199)

On se rappelle que ¢ = +/ |)\|‘I’—‘Ei‘1‘1. Si dans I’équation (5.147), la fonction b peut s’exprimer,
par un choix approprié des paramétres, comme (5.199), alors (5.147) admet une solution
par la séparation de variables (5.148). La solution est donnée par

E [% sin (\/W In |s|)] + @, (5.200)

dans la mesure ou les intégrales

2 C1D,
:z:=/ X[ 4\/__ s1n(2\/|Tl |X|) \/_sm (\/l_;\—ln|X[)
+(F

y=/ Y2[—-;1CI——\/|DTllsin(2 |,\]1n1Y|) 2\1/D_2sm (\/ITIHIYI)

Ci\D
+( 12 ! +u)ln|Y|+noJ

se solutionnent.

& =

-1/2
dX,

! +u) In|X]| +§o]
(5.201)

—-1/2
dY

casou C; =0,C,#0 :

En tenant compte de (5.196),(5.197) et du fait que C; = 0, les équations (5.187),
(5.190), (5.191) et (5.192) subissent quelques changements. L’équation (5.192) devient

—-FE C,D 1 +./C?% — 2
=3 T [(( 2 2+u) \/l./\_larctan (———_—%——ip—)+§o+ﬂo)
igcz-wz>} (5.202)

|\l exp { arctan ( =
Vil ¥ C2D.
+ 22 4 p

+,/C3 — ? 2
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On se rappelle que p = +/ |/\]9:I§Q. Si dans I’équation (5.147), la fonction b peut s’exprimer,
par un choix approprié des paramétres, comme (5.202), alors (5.147) admet une solution
par la séparation de variables (5.148). La solution est donnée par

® = —-F——cos (\/]—)\—lnlsl) + @y, (5.203)

\/|T

dans la mesure ou les intégrales

:z:=/ X2|: oD 2sm(Z\/l_)\_lanl) \/__sm (\/|7\—1an|)

4/
CD i

+< 22 2+u)ln|X|+§o] dx

CoD C.D1 + C,D (5204)

. + 01Dy . 4
y= [ |[Y?|Z2Zsin (2 InY]) - Z2=2—=ZZsin |A| In]Y|
| in i) - SRR (Vi)
~-1/2

+(92—D—2-—;—C£)—l+p> ln|Y|+no] dy.

se solutionnent.



Chapitre 6

Conclusion

Ce mémoire constituait en premiére partie une revue théorique des transformations de
Bicklund, c’est-a-dire au cours des chapitres deux et trois. Le quatriéme chapitre portait
sur les symeétries des systémes d’EDPs et sur I'obtention de leurs solutions explicites par des
méthodes de réduction par symétrie. Le dernier chapitre avant cette conclusion portait sur
Pinterprétation des contraintes différentielles comme étant des symétries conditionnelles.

Plus, précisemment le chapitre deux a commencé par un rappel des notions essentielles
de la géomeétrie différentielle classique. Ces notions ont servi de fondement pour ’étude
des surfaces hyperboliques, plus précisemment des surfaces pseudosphériques qui sont des
surfaces hyperboliques a courbure totale (de Gauss) constante. Nous avons ensuite dérivé
I’équation de sine-Gordon

Wyy = ;2- sinw
comme une condition de compatibilité du systéme d’équations composé des équations
de Gauss et des équations de Weingarten qui décrivent une surface pseudosphérique. La

transformation de Backlund

W-w)  pfutw
(3%).-5(5%9);
4w 1 —w
(559).-% (5%)
reliant deux solutions de I’équation de sine-Gordon, a été dérivée comme une construc-
tion géométrique entre des surfaces pseudosphériques. Le chapitre s’est poursuivi avec
Vintroduction du théoréme de permutabilité, lequel est un principe de superposition non-
linéaire permettant ’application itérative de transformations de Béacklund, ce qui nous a
conduit & obtenir des solutions multi-solitoniques de ’équation de sine-Gordon. Le restant
du chapitre a consisté, principalement, & assouplir I'exigence que la coubure de Gauss
des surfaces étudiées soit constante, que nous avons remplacée par la condition plus gé-

nérale p = f(u) + g(v). Ainsi, nous avons cessé de nous restreindre aux surfaces pseu-
dosphériques et nous avons considéré les systémes de Gauss-Weingarten plus généraux
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décrivant les surfaces hyperboliques respectant p = f(u) + g(v). Nous avons, par la suite,
obtenu les transformations de Bécklund liées & ce systéme. Toutefois, puisque le systéme
de Gauss-Mainardi-Codazzi associé est sous-déterminé, nous avons augmenté ce systéme
des contraintes invariantes sous la transformation de Bicklund.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons présenté des dérivations alternatives de ’équa-
tion de sine-Gordon se basant sur le mouvement d’une courbe a torsion constante, puis &
courbure constante. Nous avons vu que le mouvement d’une courbe & torsion constante
peut étre associé au mouvement d’une courbe paramétrique sur une surface pseudosphé-
rique. Le restant du chapitre a été consacré aux surfaces pseudosphériques en mouvement,
puis au systéme de Weingarten et sa transformation de Backlund.

Nous avons fait du chapitre quatre, une revue des techniques de réduction par symétrie
ponctuelle de Lie. Nous y avons introduit rapidement la notion de groupe de symétrie
et donné les formules nécessaires a leur calcul. Il faut garder en téte que les techniques
présentées se limitent aux groupes connexes, ainsi les symétries discrétes n’ont pas été
considérées. Cette technique a été illustrée par plusieurs exemples classiques, mais nous
avons aussi obtenu les classes de fonctions b qui font en sorte que les équations

Uy — exp —ub(ugz) =0

et
ug — b(ugz) =0

admettent des symétrie. Nous avons calculé les générateurs des groupes de symétries pour
les classes de fonctions admises. Par la suite, nous avons présenté briévement de quelle
maniére les solutions invariantes sont obtenues de ces groupes en considérant les inva-
riants de ces groupes. A la section qui suivait, nous avons présenté une généralisation
de la méthode d’obtention des solutions invariantes. Nous avons remplacé I'exigence que
les solutions soient invariantes sous un groupe de symétrie G du systéme considéré, par
exigence plus faible que les solutions soient invariantes sous un groupe G qui n’est pas
nécessairement un groupe de symétrie du systéme considéré. Toutefois, cette méthode
nous donne un systéme d’équations, pour les coefficients des générateurs du groupe de
symeétrie, qui est un systéme non-linéaire et qui est donc souvent difficile 4 résoudre. Nous
avons ensuite souligné 'approche directe de Clarkson-Kruskal dans une trés courte sec-
tion, puis nous avons enchainé avec les groupes de symétrie faible. Les symétries faibles
d’un systéme sont les symétries du systéme composé du systéme original augmenté de la
condition que les caractéristiques soient nulles et de toutes ces conditions de compatibilité.
Les solutions partiellement invariantes ont, dans la section qui suit, été introduites comme
une généralisation du concept de solutions invariantes dans un groupe. Le chapitre quatre
s’est terminé avec une section sur les contraintes différentielles lesquelles peuvent étre vues
comme la généralisation ultime des méthodes précédentes. Dans ce cas plus général les
contraintes différentielles ne sont pas restreintes & étre les caractéristiques des générateurs
et peuvent étre d’ordre plus élevé que de premier ordre.
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Les symétries conditionnelles nous fournissent une interprétention de groupe des contraintes
différentielles. C’est de ces symétries conditionnelles qu'il y été question dans le chapitre
cing. Nous avons consacré la premiére section de ce cinquiéme chapitre i la question de
I'existence des symétries conditionnelles de premier ordre pour les systémes d’EDPs de
premier ordre. Le résultat principal de cette section est le théoréme 5.5. Des exemples de
calcul par les symétries conditionnelles se basant sur ce théoréme ont été illustrés dans
la section d’aprés. Parmi ceux-ci, les calculs pour les équation DSG et NLS cubique sont
des calculs n’ayant jamais paru, dont le résultat est I'obtention des transformations de
Bicklund. Dans la troisiéme section de ce cinquiéme chapitre, nous avons discuté des
symétries conditionnelles pour des contraintes différentielles d’ordre plus élevé. Cette sec-
tion contient aussi un calcul jamais paru qui aboutit & la transformation de Backlund
pour ’équation de DKdV. La derniére section portait sur les solutions de I'équation de
Laplace non-linéaire i ’aide d’une méthode de séparation de variables généralisée, ceci est
également un résultat jamais paru.



Bibliographie

[1] Applications in engineering and physical sciences. In N.H. Ibragimov, editor, CRC
HANBOOK OF Lie Groups to Differential Equations, volume 2, page 120.

[2] A. Newell. Solitons in Mathematics and Physics. SIAM, Philadelphia, 1985.
[3] T-W. Barnard. 2n7 ultrashort light pulses. Phys. Rev. A, 7 :373-376, 1973.

[4] L. Bianchi. Sopra alcone nuove classi di superficie e di sistemi tripli orthogonali. Ann.
Matem, 18 :301-358, 1890.

[5] L. Bianchi. Sulla transformazione di Backlund per le superficie pseudosferiche. Rend.
Lincei, 5 :3-12, 1892.

[6] O. Bonnet. Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une surface donnée.
J. UEcole Polytech., 41 :201-239, 1865. ; J. I’Ecole Polytech. 42 : 1-151, 1867.

[7] B. Cenkl. Geometric deformations of the evolution equations and Bécklund transfor-
mations. Physica D, 18 :217-219, 1986.

[8] D. Levi et P. Winternitz. Nonclassical symmetry reduction : exemple of the Boussinesq
equation. J. Phys. A, 22 :2915-2924, 1989.

[9] L.P. Eisenhart. Transformations of Surfaces. Chelsa, New York, 1962.

[10] F. Ernst. New formulation of the axially symmetric gravitationnal field problem. i/ii.
Phys. Rev., 167 :1175-1178, 1968.

[11] A. Seeger et A. Kochendérfer. Theorie der versetzungen in eindimensionalen atomrei-
hen ii. beliebig angeordnete und beschleunigte versetzungen. Z. Phys., 130 :321-336,
1951.

[12] A. Kochendorfer et A. Seeger. Theorie der versetzungen. Z. Phys., 127 :533-550,
1950.

[13] D. Levi et A. Sym. Integrable system describing surfaces of non-constant curvature.
Phys. Lett. A, 149 :381-387, 1990.

[14] T. Kakutani et H. Ono. Weak nonlinear hydromagnetic waves in cold collisionless
plasma. J. Phys. Soc. Japan, 26 :1305-1318, 1969.

[15] K. Konno et Hé Sanuki. Backlund transformation for equation of motion for nonlinear
lattice under weak dislocation potential. J. Phys. Soc. Japan, 39 :22-24, 1975.

[16] H.M. Gibbs et R.E. Slusher. Peak amplification and pulse breakup of a coherent
optical pulse in a simple atomic absorber. Phys. Rev. Lett., 24 :638-641, 1970.

134



BIBLIOGRAPHIE 135

[17] C. Rogers et W.F. Shadwick. Bdicklund Transformations and Their Applications.
Academic Press, New-York, 1982.

(18] E.V. Pankrat’ev. Computations in differential and difference modules. Acta Appl.
Math., (16) :167-189, 1989.

[19] G.W. Bluman et S. Kumei. Symmetries and Differential Equations. Sppringer-Verlag,
New-York, 1989.

[20] J. Ondich. Partially Invariant Solutions of Partial Differential Equations. PhD thesis,
University of Minnesota, 1989.

[21] G.L. Lamb Jr. Analytical descriptions of ultrashort optical pulse propagation in a
resonant medium. Rev. Mod. Phys., 43 :99-124, 1971.

[22] L. Bianchi. Lezioni di Geometrica Differenziale, volume 1-4. Zanichelli, Bologna,
1923-1927.

[23] L.V. Ovsiannikov. Group Analysis of Differential Equations. Academic Press, New-
York, 1982.

[24] M. Clairin. Sur quelques équations aux dérivées partielles du second ordre. Ann. Fac.
Sci., Ser. 5 :437-459, 1903.

[25] L. Marchildon. Lie symmetries of Einstein’s vacuum equations in n dimensions.
Journal of nonlinear Mathematical Physics, 5 :68-81, 1998.

[26] L. Marchildon. Mécanique Quantique. DeBoeck Université, 2000.
[27] A. Messiah. Quantum Mechanics. Dover Publication, Inc., 1999.

[28] F. Minding. Wie sich entscheiden laast, ob zwei gegebene krumme Flichen aufeinan-
der abwickelbar sind order nicht ; nebst Bemerkungen tiber die Fliachen von unverind-
lichen Kriimmungsmasse. J. Fir die Reine und Angewandte Mathematik, 18 :217-302,
1838.

[29] N.N. Yanenko. Theory of consistency and methods of integrating systems of nonlinear
partial differential equations, in :. In Proceedings of the Fourth All-Union Mathematics
Congress, pages 247-259, Leningrad, 1964.

[30] P. Clarkson et M. Kruskal. New similarity reductions of the Boussinesq equation. J.
Math. Phys., 30 :2201-2213, 1989.

[31] P.J. Olver. Applications of Lie Groups to Differential Equations. Springer-Verlag,
New-York, 1986.

[32] P.J. Olver et P. Rosenau. The construction of special solutions to partial differencial
equations. Phys. Lett., 114A :107-112, 1986.

[33] P.J. Olver et P. Rosenau. Group-invariant solutions of differential equations. SIAM
J. Appl. Math., 47 :263-278, 1987.

[34] R.L. Bryant, S.S. Chern, R.B. Gardner, H.L.. Goldschmidt et P.A. Griffiths. Mathe-
matical sciences research institute publications. In FEzterior Differential Systems,
volume 18. Springer-Verlag, New-York, 1991.



BIBLIOGRAPHIE 136

[35] P. Santni. Linear theories, hidden variables and integrable nonlinear equations(en
préparation).

[36] A.C. Scott. Propagation of magnetic flux on a long Josephson junction. Il Nuovo
Cimento B, 69 :241-261, 1970.

[37] R. Steuerwald. Uber die Enneper’sche Flichen und Backlund’sche transformation.
Abh. Bayer. Akad. Wiss., 40 :1-105, 1936.

[38] D.J. Struick. Lectures on Classical Differental Geometry. Addison-Wesley Publishing
company, Inc., Reading, Mass., 2nd edition, 1961.

[39] S.V. Meleshko. Differential constraints and one-parameter Lie-Backlund groups. Sov.
Math. Dokl., 28 :37-41, 1983.

[40] A. Seeger, H. Donth et A. Kochendérfer. Theorie der versetzungen in eindimensio-
nalen atomreihen iii. versetzungen, eigenbewegungen und ihre wechselwirkung. Z.
Phys., 134 :173-193, 1953.

[41] AM. Grundland, L. Martina et G. Rideau. Partial differential equations with diffe-
rential constraints. CRM Proceedings and Lecture Notes.

[42] K. Konno, W. Kameyama et H. Sanuki. Effect of weak dislocation potential on non-
linear wave equation in an anharmonic crystal. J. Phys. Soc. Japan, 37 :171-176,
1974.

[43] M.E. Johnston, C. Rogers, W.K. Schief et M.L. Seiler. On moving pseudospherical
surfaces : a generalised weingarten system. Lie Group and Their Applications, 1 :124—
136, 1994.

[44] V.A. Galaktionov. On new exact blow-up solutions for nonlinear heat conduction
equations with source and applications. Diff. int. Fgs., 3 :863-874, 1990.

[45] V.L. Topunov,. Reducing systems of linear differential equations to passive form.
Acta Appl. Math., (16) :181-206, 1989.

[46] M. Wadati. Wave propagation in nonlinear lattice :i. J. Phys. Soc. Japan, 38 :673-680,
1975.

[47] N.J. Zabusky. A synergetic approach to problems of nonlinear dispertive wave propa-
gation, in W.F. Ames, ed, Nonlinear Partial Differential Equations. Academic Press,
New-York, 1967.



