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SYMETRIES DES SYSTEMES DYNAMIQUES DISCRETS DE
DIMENSION DEUX

Isabelle Ste-Marie

SOMMAIRE

La classification des équations différentielles aux différences de la forme
Unm = Fum (t, {tpg }(pg)er) sera considérée en termes des groupes de symétries ad-
missibles. I’ensemble T" représente le point (n, m) ainsi que ses six voisins immédiats
dans un réseau triangulaire de dimension deux.

La classification s’effectuera en considérant les groupes de symétries abéliens et
non-résolubles. Pour cette classe d’équations, il est démontré que le groupe de sy-
métries peut étre de dimension 12, tout au plus, en ce qui concerne les algebres de
symétries abéliennes et de dimension 13 pour les algebres de symétrics non résolubles.

Un article portant sur les résultats présentés au chapitre 4 et 5 de ce mémoire

sera publié dans Journal of Physics A en 2009.



SYMMETRIES OF DISCRETE DYNAMICAL SYSTEMS IN
HEXAGONAL LATTICE

Isabelle Ste-Marie

ABSTRACT

Classification of differential-difference equation of the form
Ginm = Fum(t, {Upg}|(pg)er) are considered according to their Lie point symmetry
groups. The set I' represents the point (n,m) and its six nearest neighbors in a
two-dimensional triangular lattice.

This classification will be done by considering abeliens and semi-sinple symine-
try groups. For this class of equations, it is shown that the symmetry group can
be at most 12-dimensional for abelian symmetry algebras and 13-dimensional for
nonsolvable symmetry algebras.

An article on the work presented in chapter 4 and 5 will be published in Journal

of Physics A (2009).
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Introduction

Jusqu’'a aujourd’hui, les physiciens mathématiciens ont cherché a comprendre de
nombreux phénomenes de la physique afin de les modéliser sous différentes classes
d’équations. La plupart du temps, les équations qui représentent les phénomenes
de fagon cxacte sout non-lindaires. Les ¢quations différenticlles et les ¢quations a
variables discretes sont les deux grandes classes d’équations couvrant une bonne
partie de ces phénomenes.

Les symétries apparaissent de fagon naturelle dans les lois de la physique. Elles
sont, souvent présentes, de fagon intrinseque, dans le systeme d’équations différen-
ticlles déerivant le modele. Leur connaissance permet de micux comprendre les phé-
nomenes physiques complexes, de shnplifier et de résoudre des problémes et aussi
d’approfondir la compréhension de certains pliénomenes. Afin de trouver les solu-
tions exactes des systemes d’équations différentielles, on utilise souvent la théorie de
Lie (ou théorie des groupes continus). Lorsqu’une symétrie est associée & une équa-
tion, ou peut alors exploiter celle-ci afin d’obtenir une simplification. Si I'expression
est une équation différentielle ordinaire, alors (généralement) l'ordre de 1'équation
pourra étre réduit. Si on a affaire a uue équation différentielle partielle, alors les va-
riables dépendantes et indépendantes pourrout habituellement étre combinées dans
le but de réduire le nombre de variables indépendantes. En général, une symétrie
connue peut etre utilisée afin de construire directement certaines solutions d’une
équation nou-linéaire. Dans certains cas, ce sont des classes entieres de solutions qui
peuvent étre construites.

L’analyse des symétries n'est pas seulement qu'une simple procédure perinettant
de trouver des solutions. Les symétries apportent également des moyens systéma-
tiques pour une compréhension approfondie des phénomencs physiques ¢t de leurs
équations associées. Enfin, la théorie des groupes de Lie est un outil essentiel dans la
résolution et 'analyse de systemes non-linéaires. Lorsque les symétries d’un systeme
sont conuues, toutes les autres techniques de résolution d’¢quations différenticlles,
comme 'analyse numérique, peuvent étre appliquées plus efficacement et ce, tout en
ayant une meilleure commpréhension.

Pour ce qui est des équations a variables discretes, il est plus difficile de trouver
des solutions exactes. Néanmoins, au cours des deux dernieres décenuies, beaucoup



d’atteution a ¢t¢ portée par les mathématiciens a la résolution des systemes discrets
non-linéaires. Ce mémoire se situe daus ce contexte. Nous allons considérer les sy-
métries continues d'une classe d’équations différentielles aux différences contenant
une variable continue t ¢t deux variables discretes n, m. Ces équations sont présentes
dans plusieurs spheres de la science, il est donc primordial de leur accorder beaucoup
d’attention.

Ce mémoire est donc 'aboutisseinent de I'analyse d'une classe d’équations dans
un réseau de dimension deux. Pour ce faire, nous allons utiliser principalement la
théoric de Lic présentée au chapitre 2, suivit d’'une méthode développée par Levi,
Vinet et Winternitz, soit la méthode intrinseque démontrée au chapitre 3. Finale-
ment, le chapitre 4 comprendra une description détaillée de notre modele avant de
conclure avec le dernier chapitre ou les résultats principaux de ce mémoire seront pré-
sentés. Enfin, c’est avec l'aide du logiciel Maple 7 qu’une grande partie des calculs
ont été réalisés.



Chapitre 1

Historique

Les équations différentielles sont un sujet fortement étudié en plysique nathé-
matique car elle permettent de décrire des phénomenes plysiques présents dans la
nature. Les méthodes les plus efficaces pour trouver des solutions exactes a ces équa-
tions sout basées sur la théorie des groupes de Lie.

Le mathématicien a qui 'on doit la théorie des groupes continus est Marius
Sophus Lic. Afin de mieux comprendre son parcours, il faut absoluinent parler de lui
en parallele avec son plus grand collaborateur et ami Felix Klein. Lie et Klein ont
été sans contredit les principaux protagonistes dans I’histoire du développement de
la théoric des symnétries encore utilisée aujourd hul.

Marius Sophus Lie est né dans le presbytére du comté de Eid, dans le village
de Nordfjord en Norvege le 17 décembre 1842. Neuf années plus tard, la famille Lie
a déménagé a Moss ou Sophus a terininé son secondaire a ’école de Kristiana. Ce
n’est que dans la vingtaine qu’il a conumencé a porter un intérét plus sérieux envers
les mathématiques. En 1869 il a publié son premier article & Kristiana alors que
son talent commengait & étre reconnu. Grace & cette publication, Lie a regu une
subvention de I'université lui permettant ainsi de voyager en Allemagne et en France
afin de pouvoir étudier avec les plus grands mathématiciens de 'époque. Au cours de
cette méme anunée, il s’est dirigé vers le haut-lieu du monde mathématique qu’était
Berlin, ou Karl Theodor Wilhelin Weierstrass régissait 1'école des mathématiques.
C’est a ce moment qu’une amitié éternelle est née puisque Sophus y a rencontré
Felix Klein, alors agé de vingt-six ans.

C’est en 1849 & Dusseldorf en Allemagne que Christian Felix Klein vit le jour. Pen-
dant son enfance et son adolescence, Klein a étudié le cours classique sclon les désirs
de son pere. Eusuite, 1l est entré & Uuniversité de Bonn o il a fait la connaissance de
Julius Plucker qui dirigeait le département de physique et de mathématiques. C’est
a peine age de dix-sept ans que Klen est devenu 'assistant de Plucker. Malheureuse-
ment, ce-dernier rendit 'ame deux années plus tard. C'est alors que Klein a ressenti



I'obligation de publier le travail non-terminé de son mentor.

Fic. 1.1 - Marius Sophus Lie Fic. 1.2 - Christian Felix
(1842-1899) Klein (1849-1925)

Grace a ce travail de grande envergure pour un si jeuue homine, il a pu se dé-
velopper en tant que mathématicien. Klein était réputé pour avoir une fagon tres
physique d’aborder les mathématiques et son cnseignement, selon certains, manquait
de rigueur par son approche plutot graphique. Le travail fait sur les publications de
Plucker a permis a Klein de prendre de I'expérience et de murir. Il avait d’importants
contacts ct ¢tait reconnu pour étre un tres bon organisatceur. Clest Klein qui, par
les années qui ont suivi, apporta 'aide que Lie nécessitait afin d’avancer sa carriere
wmathématique.

Les reclierches de Klein se sont plutot concentrées sur les groupes discrets, leurs
relations avec la géométrie et l'utilisation des groupes dans la catégorisation des
objets mathématiques. Les groupes discrets de symétries sont aussi connus sous le
nom de groupes cristallographique, et 'inportance de tels groupes pour 'étude des
cristaux a été fortement reconnue vers la fin du 19ieme siecle. En 1845, Riemann
publia un document qui a déclenché une grande vague d’intérét envers la recherche
sur la géométrie. Une liste de nouveaux sujets a etre étudiées est donc née de cette
publication. La question de trouver une description générale de tous les systemes
géométriques considérés par les mathématiciens est devenue la question populaire
de I'heure. Comme Klein était alors tres actif dans ce domaine de recherche, il a
décidé d’aborder le probleme en trouvant une fagon d’étudier la géométrie avec une
approche portant sur la théorie des groupes.

Klein a rejoint a Paris sou counfrére qui était arrivé quelques mois auparavant
au cours de I'année 1870. Ils ont alors contacté deux professeurs du Lycée Louis-
le-Grande qui ont ét¢ d'une grande influcnce dans leurs recherches, soient Camnille
Jordan et Gaston Darboux. C’est & cet endroit qu’ils out continué leur recherche
entamée & Berlin portant sur les courbes-W. Ces courbes sont en fait des courbes



homogenes qui demeurent invariantes sous un certain groupe de transformations. Les
courbes homogenes sont décrites comume étant des courbes sur lesquelles aucun point
ne differe d’un autre. Par exemple, dans la géométrie Euclidieune plane, la ligne
droite et le cerele correspondent a des courbes homogenes.

Le point commun de ces deux mathématiciens a été leur grand intérét pour la
théorie des groupes et la notion de symnétrie. Bref, leur travail sur les courbes-W a
eu un impact important dans les recherches futures de Sophus car cela I'a conduit a
étudier les sous-groupes a un parametre d'un groupe de transformations projectives.
Sans le savoir, ces sous-groupes allaient jouer un role majeur dans la construction des
algebres de Lie. Leur collaboration a permis a Lie d’établir I'idée dune transformation
infinitésimale et de découvrir le concept de transforiation de contact.

Le 18 juillet 1870, leurs activités ont été brusquement interrompues par le début
de la guerre Franco-Prusse. Klein s’est empressé de rentrer au pays, tandis que Lie n'a
quitté Paris qu’un mois plus tard. Prenant quelque peu cette guerre a la légere, Lie a
décidé de marcher jusqu’a cliez lui en passant par I’ Allemague. C’est en se promenarnt
dans un parc de Fontainebleau qu’il a été arrété par la police qui le prenait pour un
espion Allemand vu son apparence nordique. Il a passé un mois en prison ou il a
travaillé sur sa these de doctorat avant d’étre libéré par Darboux qui avait payé sa
caution. En juin 1871, il a enfin soumis sa these a 'université de Kristiana.

Les résultats de son doctorat ont permis & Lie d’obtenir une certaine notoriété
dans le monde mathématique. Klein admirait son ami plus que jamais et I'a aidé a
devenir un mmembre du corps professoral de la seule université de Norvege, Kristiana,
ou Lie a travaillé pendant quatorze aus. Par contre, apres taut d’années, Sophus a
souffert du manque de confrérie intellectuelle. C’est alors que Klein, en 1886, lui a
proposé de le reinplacer comme professeur de géométrie a 'université de Leipzig. Il
y a aiusi travaillé durant douze années peundant lesquelles il a publié la majorité de
ses livres. Cette période a é€té tres enrichissante au niveau scientifique, mais Lie s’est
ennuyé de son pays natal. Il en est méme venu a faire une dépression pour laquelle
il a du étre soigné a la clinique psychiatrique de Hanover.

Marius Sophus Lie a dévoué pratiquement toute sa vie a la théorie des groupes
continus, maintenant connus sous le nom de groupes de Lie, et leurs relations avec
les équations différentielles. Il a aussi, entre autre, analysé en profondeur la relation
entre les algebres et les groupes de Lie et posé le probléme de la classification de tous
les groupes et algebres simples de Lie. On doit la solution complete de la classification
des groupes de Lie simples a Elie-Joseph Cartan.

Un an avant sa mort, Sophus Lie a re¢u le premier prix de Lobachevsky pour
I'ensemble de son travail. Ce prix a par la suite été tres prisé par les physiciens-
mathématiciens. Les deuxieme, troisieine et quatrieine récipiendaires ont été Killing,

Hilbert et Klein.



Un comité pour la publication du fabulcux travail mathéinatique de Lic a ¢té
créé en 1900. Il a fallu quinze ans et quinze gros volumes pour que tout son travail
remarquable soit publié.

Depuis la mort de Lie, 'importance des groupes et algebres de Lie n’a jammais
diminué. Par contre, 'intérét quant a ses méthodes de résolutions d’équations diffé-
rentielles s’cst quelque peu dissipé. Dans les anndes 1930, les chercheurs se sont plus
concentrés, sous 'influence d’Hilbert, sur I'analyse de fonctions et les méthodes de
transformations. Ce n'est qu'au début des années 60 que l'intérét sur les méthodes
de Lic a resurgi et depuis, n'a fait qu'augmenter. Apres la guerre, les scientifiques ont.
posé de plus en plus de probléemes non-linéaires et ils ont alors réalisé que la théorie
de Lie était la seule méthode systématique qui permettait d’analyser les équations
non-linéaires. Conjointement, les physiciens travaillant sur la dynamique des fluides
ont fortement commencé & apprécier 'iinportance centrale des symétries. Plusieurs
publications ont paru sur le sujet depuis celles de Lie.



Chapitre 2

Concepts de bases

2.1 Les symétries

Symétrie est souvent synonyme de beauté, c’est pourquoi les gens préferent en
général les objets symétriques, ou a tendance symétrique, plutot que les objets ir-
réguliers. Les objets dans la nature possedent couramment une certaine forme de
symétrie. Par exemple, les flocons de neige ont six cotés symétriques remplis de mi-
nuscules formes géométriques. Pensons aussi a la structure réguliere des cristaux
ou & certaines ondes de chocs. Bref, les symétries sont fascinantes, universelles et
d'une tres grande importance. Elles aident I'étre humain & se familiariser avec son
environnement et le guide dans ses mouvements.

2.1.1 Les symétries dans le plan

Afin de mieux comnprendre les symétries d’équations différentielles, considérons
les symétries de simples objets dans le plan. Une définition générale peut étre qu'une
symétrie d'un objet géométrique est une transformation qui, sous son action, laisse
I'objet inchangé, ¢’est-a-dire invariant. Prenons 'exemple qui suit :

Exemple 2.1.1 : Les deux triangles suivants admettent des symétries. Le premier
(a) est un triangle équilatéral et l'autre (b) est un triangle isocéle. Les lignes poin-
tillées représentent les réflexions possibles du triangle et la fleche, le fait que cette
figure puisse subir une rotation. On voit que (a) admet trots réflexions et peut subir
des rotations de 2wz /3 tour, ou x est un entier. Par contre, le triangle (b) n’a qu’un
seul axe de symétrie et ne peut subir qu’une seule rotation, soit d’un tour complet.



(b)

F1G. 2.1 — Deux triangles et leurs symétries

Les propriétés symétriques d’un objet peuvent habituellement étre exprimées a
I'aide d’un ensemble de matrices tel que lorsqu’une transformation est appliquée sur
l'objet, le résultat des opérations matricielles nous redonne une matrice de 'ensemble.

Il existe par contre certaines lois régissant les symétries d objets géométriques.
L’une d’elle est que chaque symétrie a un inverse, et cet inverse est aussi une trans-
formation symétrique. L'action combinée d’une symétrie et son inverse laisse l'objet
mchangé. Par exemple, si nous revenons a l'exemple précédent et que I' dénote la
rotation du triangle équilatéral (a) de 27/3, alors ™! (I'inverse de T') est une rotation
de 47 /3.

Nous nous coucentrons, par simplicité, sur les symétries dites lisses. Supposons
que x représcute la position générale d'un objet. Si

'z #(z)

est une symétrie quelconque, alors & est différentiable par rapport a z. De plus,
puisque I'"! est aussi une symétrie, alors z est également différentiable par rapport
a . Donc comme T' est injective et différentiable, tout comme son inverse, I' est
un difféoinorphisime. Les symétries doivent aussi préserver leur structure, ¢’est-a-dire
que l'objet ne doit pas subir de déforination sous 'action de la transformation. En
résumé, une symétrie (en terme de transformation) se caractérise par trois propriétés :

1. La transformation préserve la structure de I'objet.

2. La transformation et son inverse sont lisses, ¢’est-a-dire différentiable en tout
point. (difféomorphisme}).

3. La transformation déplace I'objet de facon a ce qu’il redevienne lui-méne.



Eu fait, si les transformations satisfont (1) et (2), ccla cst suffisant. Par coutre,
certaines transformations sont des symétries si elles satisfont aussi a la propriété (3),
connue sous le nom de condition de symétrie.

Exemple 2.1.2 Le cercle
2yt =1

a une symétrie
e (z,y) — (2,7) = (xcosc — xsinc¢, xsin ¢ + x cosc) (2.1)

pour chaque € € (—7, 7] illustrée par

Y //-\I y'

1 1
-1 _ '
! : | ! )
1 -1

Fi1G. 2.2 — Rotation du cercle unitaire

oua =0 etb =0+ ¢. Réécrivons le tout en termes de coordonnées polaires,
c’est-a-dire :
I'c : (cos€,sin @) — (cos(f + ¢),sin(f + ¢€)).

La transformation correspond donc a une rotation de degré € autour du centre
du cercle. On voit que la structure est préservée (les rotations sont dites rigides,
elle n'impliqguent pas de déformations), que c’est lisse et inversible (I'inverse de cette
rotation est une rotation de —e¢). Les deux premiéres propri€tés sont satisfaites. Afin
de démontrer la troisieme, notons que

22+ = (zcose—ysine)? + (zsine + ycose)?
= 1z%(cos? ¢ +sin?¢) + y*(cos? € + sin?¢€)
= 2?2+ =1
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Ce qui implique que
#2492 =1, lorsque 22 +y* =1,
qui est la condition de symétrie. La rotation n'est évidemment pas la seule symétrie
du cercle unitaire, 1l y a aussi les réflexions par rapport a chaque ligne droite passant
par le centre (diamétre). On remarque facilement que chaque Téflexion est équivalente
a la réflexion
FR : (Cl?,y) — (—CE,y)

sutvit d’une rotation ..

Exemple 2.1.3 On sait tous que équation différentielle la plus simple est sans
aucun doute

dy
—Z =0,
dz
ayant comme ensemble de solutions
y=C, CeR
Malgré sa simplicité, cette équation admet plusieurs transformations de symétries
telles que
TP
I : {3{ yre
T=z
Awnsi, on voit que
dy dy d dy
Y = Y = _ 7 _ 0
A VT 0
qui correspond a
dy dy
— =0 lo —
di AN

qui est énidemment la condition de symétrie.

2.2 Groupes de Lie a un parametre

Dans cette section, nous allons aborder le sujet des groupes de Lie a un parumeétre
d'une fagon générale. Soit un systeme de | équations aux dérivées partielles d’ordre
n

Eyz,u,u®, . u™) =0, s=1,...,1, (2.2)
= (z',..., 2" ) CX CR, wu=(ut,...,u%) CUCRY,
de p variables indépendantes et g variables dépendantes ot u(¥) représente ’ensemble
des variables dépendantes ainsi que leurs dérivées partielles jusqu’a 'ordre k.

10



Exemple 2.2.1 L’équation de lu chaleur homogene
Up — Ugge = 0 (2.3)

est une équation aux dérivées partielles d’ordre deuz en p = 2 variables indépendantes
x ett, enq=1 variable dépendante u et ou

Ut:E, uII:8I2'

A la base, ce que l'on cherche c’est un groupe G de transformations agissant sur
Pespace X x U tel que
g€G> g(I,U):(i,ﬂ),

c’est-a-dire que pour tout élément g de I’ensemble G et pour toute solution u(z) du
systéme (2.2), 4(Z) est aussi une solution. Il existe une grande gamme de ces trans-
formations mais les plus utiles, dans ce contexte, sont les groupes transforiations a
un parametre.

Définition 2.2.1 Un groupe de transformations G a un paramétre est un groupe
de transformations agissant sur l'espace X x U dépendant continuellement d’un
parametre € tel que tout €lément g € G est décrit par la valeur du paramétre e,
i.e. g = gle). De plus, ces éléments forment un groupe agissant sur un élément
(x,u) € X x U de facon suivante :

1. L’élément identité est défini pour e = 0: g(0) - (z,u) = (z,u).
2. L’action est fermée et associative : g(e1) - (g(e2) - (x,u)) = gley + €2) - (z,u).

3. L’action est infiniment différentiable par rapport au paramétre e.

Si on revient a I'exemple portant sur le cercle unitaire, on peut voir facileinent
que (2.1) est un groupe de transformations locales & un paramnetre. Le terme locales
veut ici dire que la condition doit seulement étre appliquée dans un voisinage de
¢ = 0. Les symétries appartenant a un groupe de Lie a un parametre dépeudent
continuellement du parametre.

2.3 Symétries d’équations différentielles

2.3.1 Formalisme du groupe de symétrie

Le but de cette section sera d’établir le formalisme qui permet de trouver le
groupe de symétries d'une équation différentielle quelconque. Cela se résume a cher-
cher un groupe de transformations locales qui permet de transformer des solutions
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du systéme en d’autres solutions, groupe qui agit sur U'espace des variables dépen-
dantes et indépendantes de notre équation. Bref, on cherche une méthode explicite
afin d’établir le groupe de symétries. Afin de simplifier les notations, nous allons
considérer un systéme d’une seule équation différentielle plutot que le cas général
d’un systeme de [ équations.

Soit we équation différentielle donnée de la forme suivante

E(z,u,u® u® . ™) =0,
(2.4)
z = (x1,%2,...,2,) € RP,u € R,

ol p et n sont des entiers positifs et u*) représente les dérivées partielles de u(z)
d’ordre k.

Définition 2.3.1 Un groupe de transformations locales de Lie G est appelé groupe
de symétries du systeme d’équations différentielles partielles (2.4) si u = f(x) est
une solution, alors @ = g - f(z) = f(&) est aussi une solution pour tout f donné.
Donc il nous faudra trouver un groupe de Lie G tel que

G:(z,u) — (:E(:U,u),ﬁ(:c,u))

ou (z,u) et u(x,u) sont des fonctions localement lisses.

Nous allons travailler sur I'algebre de Lie L associée a ce groupe de Lie G. De plus,
nous allons supposer que G est connexe. Cela implique alors que ’on peut travailler
uniquement avec les générateurs infinitésiinaux associés a G puisqu’ils forment un
chamnp de vecteurs de 'algébre de Lie dont les opérateurs différentiels sont de la
forme

X = Z{i(:c,u)al.i + ¢(z,u)0,. (2.5)

Les fonctions &; et ¢ doivent maintenant étre déterminées. L'utilisation de L est
entre autres possible parce qu'elle contient tous les phénomenes continus contenus
dans G. Le groupe de transformations dans G est recouvert par les géuérateurs
infinitésimaux par un processus d’exponentiation. Les prochaines lignes présentent
une méthode permettant de calculer & et ¢ . Il est & noter que lorsque ces coetlicients
sont conuus, le groupe & un parametre G = {gy | A € R} généré par le chainp
de vecteurs (2.5) correspond a la solution gy - (zg,ug) = (x(A),u(A)) du systeme
d’équations différentielles ordinaires de premier ordre
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oz

3\ = gl(i"aﬂ)a avec ji|/\=0 = Ty,
i (2.6)
Ou _ é(Z,1), avec 4 = u
o e = =

ol A est le parametre différentiable de G.
Afin de déterminer le champ de vecteurs (2.5), il faut connaltre une notion tres
importante, celle de la prolongation.

Définition 2.3.2 La prolongation d’'une fonction est composée de la fonction elle-
méme et de toutes ses dérivées n*¢™CS. Ainsi, si on a une fonction f: X — U, u=
1€me

x), alors san prolongation est donnée par
P g

pr™ f(@) = (f, fou, fowayr- s Faiy )

On entend par prolongement d’un groupe G laction de prolonger le groupe de

p AN
transformations afin qu'il agisse aussi sur les dérivées. Donc, si on considere la n!®1Me
prolongation de (2.5), I'équation est décrite par

priG {ac,u = f($),f$i(ac),...,fzil,__zin ($)} —
{i‘Jl = f(i')affc;(i.)) s 7fii1...iin(j)} :

Notons que I'information contenue dans la prolongation pr™G est aussi entiere-
ment contenue dans la transformation G elle-méme.

Maintenant, il est important de comprendre comment la prolongation agit sur le
champ de vecteurs (2.5). Ainsi, on peut ensuite déterminer 1'algorithme qui permet
de calculer l'algebre de symétries d’une équation différentielle. Par couséquent, le
chainp de vecteurs qui génere 'action prolongée du groupe associé au champ de
vecteurs (2.5) est décrit par

n .
- P
MX=X+> > ¢/ —
r = + ,
P ¢ 8UJ
k=1 J
ou la deuxicine sommation se fait sur les k-tuples de nombres entiers J = (41, .. ., jk)

telque 1 <jp <p, k=71 +72+ -+ i et

B oFu
 0x;,0z,..0%;,

Les coeflicients ¢; de la prolongation sont donnés par la formule

Uy
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(bJ = DJ(¢— Z&‘Ui) +Z§iuh, (27)
i=1 =1

et ils dépendent de x,u et des dérivées de u jusqu’a l'ordre k. Il est a noter que Dy
est une dérivée totale décrite comnme suit

0 Gu 0 Z Ouy,

R I oz auz,

On obtient I'algebre de Lie de notre groupe de symétries de I'équation (2.4) en
appliquant la n'*™€ prolongation du champ de vecteurs X sur (2.4) afin de I'évaluer

sur 'ensemble des solutions de notre équation différentielle de départ, ol n représente
I'ordre le plus élevé. L'algorithme s’écrit comme suit

pr™X - E|p_o = 0. (2.8)

Cette derniere condition nous permet d’extraire un systéeme d’équations différentielles
linéaires d’ordre n pour les coefficients & et ¢ de (2.5), coefficients qui dépendent
uniquement de x et de w. On voit facilement que la condition (2.8) contient les
dérivées de u. C’est en posant a zéro tous les coeflicients de ces dérivées que 'on
obtient des nouvelles équations que l'on baptise équations déterminantes.

2.3.2 Exemple : I’équation de Burger

Afin de mieux comprendre la procédure, considérons le cas de I'équation de Burger
= 2 2.9
ut—uzz+u:g’ ()
ol u = u(z,t). Posons maintenant cette équation comme
E=u — g —u>=0
= Uy zx — Uy = U

On écrit le champ de vecteurs (2.5) sous la forme

X = &(x, t,u)0, + 7(z, t,0)8, + ¢(x, t,u)d,.

Puisque I'équation (2.9) est de deuxiéme ordre, on doit considérer la seconde
prolongation du champ de vecteur X, c¢’est-a-dire

)X fa + Tag + Qsa + (bxaur + ¢ au, + (bzx Uz + (bxtaum + (b“auu,)

et pr(z)X - E|g=¢ = 0 nous donne
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¢t - ¢xl - 2u$¢x |'U«I,:'U«:ca:+u3;: O' (2'10)

On calcule les coefficients ¢*, ¢* et ¢*® en utilisant 'équation (2.7) et on obtient
¢ = Dyp— D ug — Dy7 - up + € e + T U,
= O+ Quty — Uy — Uy — YUy — Tuufy

= ¢+ (G — To)ur — Gus — Suuzuy — U2,

¢$ = Dz¢_DI§'ux_DtT'ut+§'utI+T'utta

= ¢:c + ¢uuz - ézu:c — TyUUy — TUp — éuuz

9™ = D" = Dy Ugy — Do - Uy,
= Do(¢r + (du — &)t — Tully — TUatty — Eut5) — D€ - Ugy — Do - Usa,
= Digo + (Da($u — &)tz + (¢u — &) Date — (DT )ue
—To Doty — Do7y (Ugtty) — Ty Datiguy — Tytty Dywy — D& u?

2
_guD'Cuz - D:c€ CUzy — DzT " Ugt,

P = Gap + 2050ty + Pt — Eonlly — CauUE + Pulizr — Eallzr — Tooly
— ToultUy — Tollgy — TouUpUy — TugUplls — TylzpUp — Ty Uzl
—Eautth = Euu 3 — 28, Uglgr — EolUar — Eulallar — Tolzy — TulzUsy,
= Guz + (2000 — Eaz)Us + (Puw — 2800 )02 + (Py — 280 Une — Towly — 2ToUy
—Tu Uy — Tylggly — 2Ty UgUay — EuuUs — 3EulUalor — 2TpuUaly-

On insere ces équations dans 'équation (2.10) et on obtient alors

¢r, - ¢:cx + (TII + ¢u - Tr,)ut + (éxz - 2¢$u - gt - 2¢r)ur + (2T:cu - gu + 2Tz)u:cut
+(2800 — Puu + 265 — 20,) U2 + (Tow + 270Uy + (Euu + 26)US + 27 uzUgy

+3§uuxum + 27 U + (251 - éu)uxr - Tuu? + T U Uzy = 0.

On doit maintenant substituer tous les termes w, ainsi que leurs dérivées qui se
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trouvent dans la derniére équation. Par la sulte, cela va nous permettre de pouvoir
en dégager les équations détermnantes. La substitution nous donne

Ut = Ugg + ui, Uzt = Uggr + 2UzUgs, u,2 = uix + 2umui + ui,
d’ou
¢ — ¢ — 2ued” = ¢y — Puo + (26w + 260 + Tox — T = Pu — Gua) Ul F (Tuw + Tu)ug
+ (274 + 28, + 672) Ugtaz + (2Tgy + 270 + Eos — E)US + (Taw — Tt + 280 ) Uss
H(To + 5T )JUR Uz + 2Ty Up Uz + (Goz — & + 2ToUser — 200y — 200)Uus = 0.
Puisque &, 7 et ¢ ne dépendent que de z, t et u, on peut annuler tous les coefficients

qui sont entre parentheses. Cela nous permet de finalement trouver les équations
déterminantes qui suivent :

L = ¢z =0,
20 T T+ 286 =0,
30 2 T 28+ Tor — Tt — Gy — un = 0,
4 Cao = & — 2050 — 20, =0,
5. Tuw + 070 = 0,
6. Tuw + To = 0,
7. 2Tp + 28, + 67, =0,
8. 2Ty + 275 + & — & =0,
9. 271,=0,
10. 271, =0,

Ces équations sont en réalité des équations différentielles linéaires, donc siinples
a résoudre. En les mtégrant, on trouve la solution générale

T = ¢+ cot+ 03752,
¢ = 3(co+2cst)z + ey + cst,
¢ = —k(x,t)e‘.“ — 2e3x? — Lesw — Lot + o,

ou ¢; ...cs sont des constantes d’intégration et —k(x,t)e™™ est une solution quel-
conque de I'équation de Burger. C'est donc par les 6 champs de vecteurs suivants
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que I'équation de Burger est générée,

Xl = 8t7
)?2 = 8z7
)?3 = alm

X4 — tIax + 2tat,
X5 = 2t<9$ - iEau,

Xe = 4t%0, — %9, — 2t0, + 4tz0,,

et par la sous-algebre de dimension infinie
X = k(z,t)e™"8,,

ou k(z,t) est une solution de I'équation de la chaleur. La partie infinic ne reflete que
le principe de superposition des équations différentielles linéaires. Les groupes a un
parametre G; générés par les champs de vecteurs X; sont obtenus en utilisant (2.6).
On trouve

Gll
GQZ

(
(
Gs: (2t eu),
(
(

Gy: (ez,e%t,u),

Gs: (z+ 2et,t,u-exp(—ex — €%t)),

Go: (e uvT—detexp | et Y
D, — 4e

6 \1- 4’1 —4¢’ P12 4e

Gk‘ : (Iatau + Gk(CE,t))

On remarque que 'algébre de symétries de I'équation de Burger (2.9) est d’une
grande similarité avec celle de 1’équation de la chaleur, voir [22] pour le groupe de
symctrie de (2.3). En effet, si on remplace u par w = e, alors /\?1, . ,)/(\'k prendront
la méme forme que ceux de l'algebre de symétries de I'équation de la chaleur avec w
en remplacement de u. Effectivement, si on place w = e* dans I'équation de Burger,
on trouve

Wy = We", Wyg = (Ugy + ui)e“,
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ce qui satisfait I’équation de la chaleur
Wy = Way-

Uue transformation célebre existe et permet de réduire les solutions de 1'équation
de Burger en solutions positives de ['équation de la chaleur. C’est la transformation
de Hopf-Cole qui, pour le cas particulier de I'équation de Burger, prend la forme
sulvante :

v = (logw), = w,/w.

Nous n’aurions pas pu déduire cette transforination directement de (2.9). Ici, ¢’est
I'algebre de symétries qui a permis de trouver cette transformation. Eu fait, I'équiva-
lence de deux algebres de symétries qui correspondent a deux équations distinctes est
unc condition nécessaire, mals non suffisante, pour conclure que ces deux équations
sont équivalentes.
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Chapitre 3

Symétries des équations
différentielles aux différences

3.1 Meéthode intrinseque

Le chapitre précédent visait a expliquer et illustrer en détails la méthode dé-
veloppée par Lie afin de trouver des symétries d’équations différentielles générales.
Maintenant, voici une méthode perinettant de calculer les symétries pour les équa-
tions différentielles aux différences, soit la méthode intrinséque développée par Levi
et Winternitz [9]. Cette méthode sera appliquée aux chapitres 4 et 5 de ce mémoire,
¢’est-a-dire pour obtenir nos résultats principaux de ce travail.

Dans le but de simplifier la notation et de limiter les exemnples, on va se concentrer
sur les équations différentielles aux différences de deuxieme ordre comprenant une
fonction u qui dépend d'une variable discréte n et d’une variable continue ¢. On
retrouve principalement ce type d’équation dans les systemes dynamiques. Cette
classe d’équations s’écrit

E® =F (t, nyu(n + k), u(n + K0, un(n+ k)

bis
—a;? k‘i—ai]‘> = 0’ (31)

ou a,b,a;,bi,a;;,b; € Z7° et u(n) = u(n,t). Les exemples les plus connus pour
de telles équations sont le réseau de Toda et le réseau de Toda inhomogene décrits
comme suit :

E1(7,2) = ur,t(n) - eu(n—l)—u(n) + eu(n)—u(n—l), (32)

EY = v(n) — v+ 5 -2+ (3(n—1)2+1) ev(n=1)-v(n)

. (41712 + 1) ev(n)—v(n—l) =0.
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On cherche maintenant les transformations de Lie ponctuelles qui laissent ’ensemble
des solutions (3.1) invariant, c’est-a-dire

t= At uln,t), a(nt)=Qtnunt), @=uv,n), (3.3)

ou ¢ représente un parametre continu ou discret. Les transtormations continues de
la forme (3.3) sont générées par une algebre de Lie ayant un champ de vecteurs de
la forme

X = 7(t,u(n)d; + d(n,t, u(n, 1)) dum). (3.4)

Il est & noter que n est traité coinme une variable discrete. De plus, dans le cas des
transformations continues, n = n est exigé. Aussi, 1l est important de remarquer que
I’on demande a priori que le coefficient 7 ne dépende pas explicitement de n. Si cette
condition 1'est pas respectée, t dépendra de n et P'équation (3.1) sera transformée en
une équation différentielle aux différences non locale avec @(n) et @(n + 1) calculés
pour différentes valeurs de ¢. La condition suivante illustrée au dernier chapitre

pr<2))? , E7(12)|E(2):0 =0,

: . . o s . 2
doit encore étre vraie si X est un élément de l'algebre de symétrie E,(l ). On trouve
facilement la deuxiéme prolongation de X donnée par la formule suivante [9]

n+b

pr®X =7(tun)d + > ok t,ulk)duw
k=n—a
n+b;

+ Y (Rt uk), wi(k)) D) (3.9)

k=n—a;
'n+b7_'j

e s ulh) ) ) B

k=n—a;;

avec
¢'(k t,u(k), (k) = Did(k,t,u(k)) = [Der(t, u(k))] w(k),

Ak, t,u(k), u(k), uy(k)) Dyt (k, t,u(k), uy (k) — [Der(t, u(k))] Un(k)-(?) .

Notons que ¢! et @' sont les coefficients de prolongation pour la variable continue.
La prolongation pour la variable discréte est contenue dans la sommation sur k.
Lorsque la méthode intrinseque est utilisée, 1'équation (3.5) doit étre vue comme une
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équation unique ayant n comne variable discrete. On peut done maiutenant obtenir
les équations déterminantes grace a cet algorithme fini.

Une autre méthode, retrouvée en [10], permet aussi de trouver le groupe de symé-
tries d’une équation différentielle aux différences. En résumé. elle consiste a considé-
rer ’équation de départ (3.1) comme un systeme d’équations différentielles couplées
pour les fonctions u,(f) = u(n,t). Dans ce cas, n est vu comme un indice pour
une infinité d’équations et une infinité de fonctions (ou dans le cas périodique, ie.
u(n) = (n+ N),N € Z avec N équations et N fonctions). Donc, I’Ansatz pour le
champ de vecteurs est décrit par

X =710t {u;()})0 + Y _ dult, {u; (1)},

ol u;(t) dénote 'ensemble de toutes les fonctions u; (@ priori infini). Alors, on peut
caleuler de facon générale la deuxiéme prolongation pr® X et imposer

pr®@% . BC

Pl =0, Vn.j.

Généralement, pour un nombre infini de fonctions on obtient un nombre infini d’équa-
tions déterminantes.

L’approche qui vient d’étre illustrée est connue sous le nom méthode des équations
différentielles. voir [10]. En principe, elle devrait douner un groupe de symétries
plus grand quc la méthode intrinseque. Effectivement, la premierc approche donne
seulement des transformations de Lie ponctuelles, tandis que la deuxieme méthode
permet parfois d’obtenir des transformations de Lie généralisées pour les différences
(mais pas pour les dérivées). Par contre. en pratique il ne semble pas exister de
symétrie d’ordre élevé pour la variable discrete. On peut donc en conclure que les
deux méthodes conduisent aux mémes résultats.

3.1.1 Exemple : Symétrie pour le réseau de Toda

Afin de mieux comprendre la méthode intrinseque, nous allons appliquer a
I'équation de Toda (3.2). En considérant que le champ de vecteurs de notre algebre
de symétries prend la forme (3.4), on trouve la deuxieine prolongation décrite par

n+1

pr(z))? = Tat + Z ¢(k)au(k) + ¢tt<n)auu(n)’

k=n—1

ol ¢" est donné explicitement par
P*(n) = Buln) + br(n)2u; + Gu(n)uy + du(n)uf,

2 3
—2Ty Uy — 2T Uy — Tply — 3Ty Uslyy — 3Tyq ;-
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Notons que pour simplifier les deux dernieres équations, on a utilisé la notation

7 = 7(t,u(n)) et ¢(k) = o(k, t,u(k)).

On doit maintenant appliquer la deuxieine prolongation sur I'équation (3.2) et
remplacer uy(n) par eXn~H-un) _ gum)=un+1) - Cela nous permet alors d’obtenir
I’expression

() + (Bual) = 270) (1 ())?

H(20u(n) = 74(n) — 31, (XD — Ul D) ()

+uln) + (gu(n) = 2m(n)) (=10 — gr)-wto)

~(B(n — 1) = PRI 4 (9(n) — g(m+ 1)) — 0,

Tout comme dans le cas de 'équation de Burger, on pose tous les cocflicients de
(ug)® égaux a zéro pour o = 3,2,1,0. On peut ainsi en extraire un systene de quatre
équations déterminantes. Ces équations peuvent se résoudre facilement lorsque 'on
sait que la solution d’une équation purement discrete de la forine

Bn+1)=28(n)+pG(n-1)=0,

est donnée par

B(n) = fin + By,

31 et [y étant des constantes.
Lorsque le systeme d’équatious déterminantes est finalement résolu, on trouve

T =at+q(n), ¢=>b+2an+ct,

o a, b et ¢ sont des constantes réelles et g(n) est une fonction quelconque de n. Les
champs de vecteurs obtenus sont

]5 =0 + 2n(9u(n), f = q(n)@t, W = t@u(n), ﬁ = Bu(.n),

respectant les relations de commutation non-nulles suivantes

o~

b.4]= 7 [B.W]=W, [7.7] =i
Cowme différentes valeurs de n apparaissent dans (3.2), si les transformations

générées par T' et W sont appliquées d’une maniere successive, le résultat obtenu ne
correspondra pas a une transformation de symétrie. Afin de radier ce probleme, ¢(n)
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doit ¢tre restreint a une constante. Ainsi, une algebre de Lie de dimension quatre
peut étre obtenue.

Il ne reste plus qu’a intégrer les générateurs de fagon standard, c¢’est-a-dire de la
meme maniere que pour les équations différentielles et on trouve

w(n,t) = u(n, 1M/ — A3) 4+ Ma(M2 = Ng) 4+ Aan + Ay

3.2 Symétries des systemes dynamiques discrets

Un des grands intéréts directement en lien avec 'obtention des symétries d’une
équation est qu’il est possible de classifier les équations selon leurs groupes de sy-
métries en utilisant la théorie des groupes. Une autre mnotivation est la connexion
possible entre les symétries et 'intégrabilité. En effet, il semble exister un lien entre
les deux : les équations intégrables ont tendance & avoir un grand groupe de symétries.

Cousidérons une classe d’équations de la forme

A, =iin(t) — F (t>un—1(t): un(t)’ un+1(t))' (3.7)

Les applications possibles des systemes dynamiques de cette forme sont en grande
majorité en biologie mathématique, en physique moléculaire ou en mécanique clas-
sique.

Le but de cette section est de faire une classification de la classe d’équations
appartenant a (3.7).-Cette classification se fait modulo le groupe de transformations
permises, transformations de la forme

Un(t) = Qu(Un(t),t,9), t=1t(t,g), 7=n, (3.8)

ou g est le parametre de la transformation et §2,, et ¢ sont des fonctions inversibles et
localement lisses. La transformation doit étre définie de sorte que si elle est appliquée
a une équation de la forme (3.7), elle la transforme en une ¢quation de la méine forme
‘mais ayant une interaction F,(f, @, 1(f), tin(f), Uny1(f)) différente.

Il est & noter que seules les transformations ponctuelles de Lie seront considérées
pour cette classification: Pour ce faire, on utilise la méthode démontrée & la section
précédente, voire la méthode intrinseque. On a donc, d’apres (3.4), un champ de
vecteurs de la forme

)? = T(t, un)& + ¢n(t, un)auna

ou u, = u(n,t). L'algebre de symétries peut étre obtenue si la seconde prolongation
de X s’annule lorsqu’elle est appliquée sur I'équation (3.7) et évaluée sur I'cnsemble
des solutions. Cela se résuine par
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pr?X - Aula.o = 0. (3.9)

3.2.1 Formulation du probléeme

Afin de pouvoir appliquer I'algorithme (3.9), la seconde prolongation du champ
de vecteurs X est nécessaire et se trouve a 'aide des formules (3.5) et (3.6)

n+1

pr?X = 7(tun)d + Y brlt, uk)uy + 00, e,
k=n—1
avec 9
(bﬁf = ngbn — (D;T)unt — 2(Dy7) Un s,
= G+ 2Ontun — Tit) Uny
+ ((bn,un - 2Tt) Un,tt + ((bn,unun - 2Tt,un) u?z,t

3
T TununUnp 3T Un t U g1

On applique maintenant pr®X & I'équation (3.7) en prenant soin de remplacer tous
les termes u,y par F,. Aussi, on exige que les cocflicients (u,,)* s'annulent pour
toutes valeurs o = 0,1,2,3. Par contre, avant de résoudre les équations détermi-
nantes, certaines conditions sur les interactions de F), doivent unpérativement étre
respectées :

L. Les cas ou F, contient des termes de la forme [A £ (—1)"B] sont rcjetés.

2. On exige que F,, soit non-linéaire et couplée, 1.e.

O*F, 0 <8Fn oF,

N ) £1(0,0),

bl
aun— 1 aun+ 1

(dans un certain ensemble ouvert des variables). Lors de la classification, cette
coudition umplique que tous les cas aboutissants & des cas non couplés ou
linéaires seront rejetés.

On peut maintenant conclure que pour toutes fonctions F,, dépendant de fagon

non-triviale sur au moins un ug (k # n), le champ de vecteurs X prend finalement
la forme

R = 1(1)8, + K%Tm + an> y + ,@n(w} O, (3.10)

ou les fonctions a,, 7(t) et 3(t) satisfont I'équation
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1. . = /1
—éTun+ﬁn+ (an — ST> Fo—TF,— Z [(57 —f—aa> Ug —f—,l3a] F.. .=0. (3.11)

a=n—1

La prochaine étape est de déterminer le groupe de transformations permises. Afin
d’y parvenir, on doit insérer I'équation (3.8) dans (3.7) en y exigeant que les termes
2 ; et 4, ; solent absents. Ces transformations sont donc données par

Aw i )
un(t) = —=0,(t) + Bo(t), t=1¢t(t), A.:=0, t4#0, A,#0, n=n

Vi

Sous ces transformations, (3.7) devient

) 1o 3 e Am a1 -
Uy i3 = A—(t") 3/2 {Fn(tuuk) + {—ZAn(tt) 52(1,)% + —Q—(ta) B/Qtu} TUn (t1) +Bn,u}7

ce qui implique aussi une transformation du champ de vecteurs (3.10) comme

= - [ 1 ~ 1 : i
X =7(t)t:0; + { Bttt(tt)_l + 57" + anjl T, + (8)V/2 A Ki‘f + an) Bp + Bn + 7'311,,1} } Oa,, .

Maintenant, les transforinations permises seront utilisées dans le but de simpli-
fier le champ de vecteurs X sous une forme canonique. Apres avoir obtenu la forme
voulue, ou insere dans 1'équation déterminante (3.11) les coefficients du champ de vec-
teurs canonique et on obtient une nouvelle équation qui se résout pour Fy, (¢, ux), k =
n — 1,n,n + 1. La résolution de cette derniére est de beaucoup simplifiée car on a
maintenant une équation différentielle de premier ordre facilement résoluble par la
mdéthode des caractéristiques.

3.2.2 Algebres de symétries de dimension 1

Le but de cette sous-section est de trouver toutes les interactions possibles F;, de
sorte que I'équation (3.7) admette au moins une algebre de symétries uni-dimensionnelle.
Il est important d’analyser tous les cas et sous-cas possibles. De I'équation (3.2.1),
on peut déduire trois situations :

A) 7(t) # 0 : Pour ce cas particulier, on choisit les fonctions #(¢) et B,(t) telles que

1
(=01, B (jn+an) Ba-fu=0, @12
ce qui nous donne

X =08, + apund,, . (3.13)
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On utilise ensuite I'équation (3.11) avee 7 =1 et , = 0 pour trouver
Fo(t,ur) = fo(&)e™, &G=wue ™™, k=n—-1,n—-n+1
B) 7(t) =0,a, # 0 : Dans ce cas, on choisit B,(t) = —(t)/a, ce qui nous donne
X = anundy,, (3.14)

Folt,ug) = unfolt, &)y & = uiu, ™ k=n=+1.

C) 7(t) = 0,a, =0, F,(t) # 0 : De ces conditions, on déduit directement que

Faltyw) = P+ (060, 6 = Pulue — BulOun, k= 21
n
On voit que des restrictions ont été imposées sur la fouction, F,, et ce, a cause de
I'existence d une algebre de symétries uni-dimensionnelle. Néanmoins, on a pu ame-
ner le champ de vecteurs sous 'une des trois formes dites standards (3.13),(3.14)
et (3.15) grace aux transformations permises. La prochaine section va démontrer
comment trouver des algebres de symétries de dimensions supérieures & un.

3.2.3 Algebres de symétries abéliennes

"Tout d’abord, on doit débuter avec les algébres de symétries de dimension deux.
Afin d’y parvenir, on doit choisir un générateur X, qui est sous I'une des trois formes
canoniques (3.13).(3.14) et (3.15) de I'algébre uni-dimensionnelle. Par la suite, on

~

ajoute un X de forme générale (3.10). Les transformations permises doivent laisser
I’espace {Xl} invariant et permettre aux générateurs X, d’étre sunplifiés. Finale-
ment, la relation de cominutativité {Xl, Xg] doit étre imposée. Ainsi, le générateur

standardisé X, et la fonction F, associée a la forine X clioisit peuvent étre insérés
dans I'équation déterminante (3.11). C’est alors que l'on pourra obtenir les algebres
de symétries de dimension deux et leurs interactions correspondantes.

Afin de bien illustrer les deruiers principes, prenons le cas du générateur X, =
O + anun0,, de (3.13) et calculons l'algébre de symétries associée.

Pour un générateur /?2 de forme générale (3.10), la commutativité [/?1,/?2] =0

implique que Xy = 700; + (bu, + foe®t) 0, . Ensuite, on fait une combinaison linéaire
de X, et X5 afin d’obtenir

552 = (bnun + ,Boeaﬂ't)aun.
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On peut déduire de I'équation (3.12) les transformations qui laissent 'espace

{/\71} invariant. Elles sont données par

ce qui transforme le générateur X5 sous la forme

5(\2 — 5(\2 = [bnﬂn + A;leant(ann - /30)] aﬂ.n,'
Il y a deux cas possibles.

(i) b, # 0 : Dans ce cas, on choisit K, = /b, ce qui implique
5(\1 =0+ anunauna )?2 = bnunaun-
Maintenant, on prend la fonction F), correspondante a (3.13) et on I'insére dans
'équation déterminante (3.11). Ensuite on peut la résoudre a l'aide de la mé-
thode des caractéristiques et on trouve

Fp = ungn(me), me = u‘;‘”u;bkeip[(a,nbk —apb)t], k=n+1n-1.

(ii) b, =0 : Ici, on choisit A, = B3y, ce qui nous donne
X, =0, + antndy,, Xo=e"'d,,.
On procede de la méme fagon que pour le cas (i) pour trouver
F, = aiun(t) + e (i), e = uge " —upe® k=nt1.

Si l'on fait ce méme travail en prenant comine générateur, a tour de 1dle, les deux
autres formes canoniques (3.14) et (3.15) de I'algebre uni-dimensionnelle, on finit par
trouver cing algebres de symétries abéliennes de dimension deux, ¢’est done dire cing
classes d’interactions F,.

Le inéme processus est appliqué afin de trouver les algebres de symétries de di-
mension plus élevée. Clest aux algebres de symétries de dimension deux obtenues
précédemment que les générateurs linéairement indépendants sont ajoutés afin de
trouver ceux de la dimension trois, et ainsi de suite. Ces nouveaux générateurs -
posent aussi de nouvelles conditions sur les fonctions F,. Ce processus se termine
uniquement lorsque les restrictions imposées sur 'interaction sout données par des
équations incompatibles pour F, ou lorsque ces restrictions imposent a F, d’étre
linéaire en U, 1, Un €t u,_1. On finit par trouver plusieurs classes d’interactions pour
I'équation (3.7) admettant des algebres de symétries de dimensions diverses. Avec
les restrictions sur £, les couditions sur le couplage et la linéarité, on trouve pour
des algebres de Lie abéliennes que la dimension maximale est quatre.
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Chapitre 4

Description de notre modele

4.1 Quels modeles ont été étudiés ?

Les méthodes de la théorie des groupes peuvent étre utilisées afin de classifier des
équations par rapport a leurs groupes de symétries. D ailleurs, cette question a déja
été étudiée pour plusieurs cas d’équations différentielles non-linéaires de la physique
mathématique. Nous présentons ici quelques cas que nous avons répertoriés dans la
littérature scientifique récente. D’une part, il y a les travaux de Winternitz et al

- Equations de KdV & coefficients variables [1],
- Equation de Schrédinger non-linéares a coefficients variable [2].
- Equations de K-P généralisées [3].

D’autre part, Gungor, Lahno et Zhdanov out travaillé sur les équation d’évolution
non-linéaires de types KAV, voir [4]. Ce type de classification peut également étre
considéré pour les ¢quations différenticlles aux différences non-linéaires. Dans ce cas,
on retrouve trois systemes discrets d’équations différentielles aux différences qui ont
déja été étudiés et pour lesquels une classification existe. Voici les classes d’équations
étudiée : ‘

1) « Symmetries of discrete dynamical systems » [11],

U, = I, (t>un—17unyun+l)-

n—1 n n+1
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Fic. 4.1 - Chalnes d’atomes & une dinension.

2) « Symmetries of discrete dynamical systems involving two species » [13],

Up = Fn(t,Un_l,Un,un+1,vn_1,vn,vn+1>,
Uy = Gn (t» Un—1y Un, Un41, Un—1, Un, Uh-l—l)-
n—1 n n+1
@ o — @ @ —@
Fan\ fan) VY Fan\ FanY
A Ny A ‘ N N
n—1 n n+1

FiG. 4.2 - Clhalnes moléculaires impliquant deux espeéces.

3) « Symmetry classification of diatomic molecular chains » [12],

fE.n == Fn,([qgn)'l—Gn(t)nn—l)a

gn = Kﬂ (t)§n> + Pn(tynn)a

gn D= Yn — Tp, T = Tpnt+1 — Yn-
n—1 n—1 n n n+1 n+1
—@ © @ O @ © @—
R/ S S

Fic. 4.3 - Chaine moléculaire di-atomique.

On remarque que toutes les classifications répertoriée des équations différentielles
aux différence sont pour des équations d’une seule variable discrete. Danus ce mémoire
nous allons considérer, pour la premicre fois a notre connaissance, la classification
d’une telle classe d’équations pour deux variables discretes. Ce qui accrolt considé-
rablement la complexité du probleine.
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4.2 Notre modele

En utilisant la théorie des chapitres précédents, on va appliquer les méthodes
apprises afin de faire 'analyse des symétries de la classe d’équations différentielles
aux différences suivante

A = tnm — an(t, {qu}|(pyq)€1“) =0, (4.1)

ou les points sur le u représentent la dérivée par rapport au temnps. L’ensemble T’
est constitué du point (n,m) et de ses six voisins dans un réseau triangulaire de
dimnension deux (voir Figure 4.4) douné par

I = {(n,m), (n+1,m), (n,m+1), (n—1,m+1), (n—1,m), (n,m—1), (n+1,m—1)}.

Notons que le réseau est uniforme, indépendant du temps et fixé. La variable indé-
pendante u,,,(t) peut étre interprétée comme étant le déplacenent atomique perpen-
diculaire au réseau par rapport a sa position d’équilibre. La fonction F,,,, appelée ici
interaction, est a priori une fonction lisse non spécifiée. Notre principal objectif est
d’étudier ce systeme en respectant les symétries de Lie permises, afin de classifier les
fonctions F,,,, en classes de conjugaison et de déterminer les symétries de Lie pour
chacune de ces classes.

® ® ® [ ®

® [ ® ®

{(n—1,m+1) {n,m+1)
® [ ® ® ® n
(n—1,m) (n,m) (n+1,m)
® ® ® ®
(n,m—1) (n+1,m—1)

® ® ® ® [

F1G. 4.4. - L’atome (n,m) et ses six voising dans un réseau triangulaire de dimension
deux.
Ce modele comporte les hypotheses suivantes :

(i) L’interaction F,, n'implique que les voisins immédiats du systeme, i.e. que
'atome (n,m) interagit uniquement avec les atomes de 'ensemble T, voir Fi-
gure 4.4.

30



(i1) On suppose que l'interaction F,, cst non-linéaire, ¢’est-a-dire

8°F,, o
————— # 0, pour tout (p,g),(p’,¢") €I
Mg Oy

De plus, I'interaction doit étre couplée, i.e.

OF
Opg

# 0, pour tout (p,q) € I

(iii) L'interaction F,, est isotropique dans les trois directions du réseau :
1) An#0et Am =0;
2) An=0et Am #0;
3) An#0et Am#0.

(iv) On suppose que l'interaction F,,, dépend de fagon continue des variables dis-
cretes n et m. Par exemple, les interactions qui dépendent d’un terme de forme
(—=1)™ sont exclues.

(v) Cenesont que les algebres de symétries mazimales pour une interaction donnée
E,m qui seront listées. En d’autres termes, si une interaction donnée admet des
algebres de symétries £),..., Ly avec dim £, < dim L, < --- < dim Ly, alors
ce n’est que le cas Ly qui sera listé.

Notre motivation est la meéne que pour la classification des équations différen-
tielles en fonction de leurs symétries des cas [1, 2, 3, 4]. Lorsque (4.1) adimet un groupe
de symétries non-trivial, il est alors souvent possible d’obtenir des solutions analy-
tiques exactes satisfaisant aux exigences de certaines symétries. Un modeéle comnme
le notre a plusieurs applications en physique, voir par exemple le travail de Biittner
et al [5, 6,7, 8.

Afin de réaliser notre objectif, nous allons utiliser la méthode intrinseque illustrée
au chapitre 3 et aussi dans [9, 10]. C'est cette méme méthode qui a été appliquée
par Winternitz et al dans les cas mentionnés en premiere section de ce chapitre, voir
[11, 12, 13]. Pour le cas de notre recherche, cette méthode sera adaptée a un systeme
triangulaire de dimeusion deux. On salt maintenaut que 'algebre de Lie des groupes
de symétries associée a I'équation (4.1), souvent appelée algébre de symétrics, est
réalisée par le champ de vecteurs qui suit :

X = 7(t, Unm )0 + Prm (t, Unm )O.

Unm *

(4.2)

De plus, on sait que l'algorithme permettant de trouver les fonctions 7,¢,, cor-
respond a trouver la seconde prolongation pri® X de X et d’imposer qu’elle s’annule
pour 'ensemble solutions de (4.1), i.e.

31



pr(Q)X AV, =0. (4.3)

Apm=0

Notre objectif principal est de trouver et de classifier toutes les interactions £},
pour lesquelles (4.1) admet au moins une algebre de symétries de dinension un.
Eusuite, nous allons spécifier ces interactions et trouver toutes celles qui adinettent
une algebre de symétries de dimension plus élevée.

Dans l¢ prochain chapitre, on retrouve les résultats décrits par deux types d'in-
teractions : les interactions des algeébres de symétries abéliennes et celles qui sont
non-résolubles. Celles des algebres abéliennes sont représentées par Aji, ou le pre-
micr indice représente la dimension de I'algebre. et le deuxieme indice ¢numcre les
classes non-équivalentes. Leur dimension satisfait 1 < dim £ < 12 avec dim £ # 9, 11.
Pour ce qui est des algebres de symétries non-résolubles, elles sont dénotées par
N S;i. Elles contiennent toutes sl(2, R) comie sous-algebre et clles sont de dimen-
sion 3 < dim £ < 13 avec dim £ # 10, 12.

4.2.1 Formulation du probleme

La deuxi¢ine prolongation du champ de vecteurs (4.2) est donnée par [9. 10, 11]

prOX = 7(t,tam)0 + Y bpg(t, tpg)Ouyy + DD (4.4)

(p.g)el’

Le coefficient ¢¥ est une fonction qui dépend de n, m,t, wnm, Gum €t tinm, donné par
' 2 2\ .
P = D bpm — (DiT) Unm — 2(Ds7) thpm, (4.5)
on Dy représente la dérivée totale par rapport au temps.

A partir de (4.3), (4.4) et (4.5) on peut obtenir les équations déterminantes des
symétries. On élimine les termes i, en utilisant (4.1) et on impose que les coefficients
de u,., 42, Unm et 42, doivent s’annuler de fagon indépendante. Selon les équations

déterminantes des coefficients u%, &k = 1,2,3, le champ de vecteurs (4.2) doit avoir
la forme

2

oU Qpm = 0. L'équation déterminante résultante implique explicitement 1'interaction
Fom et est donnée par

X =7(t)0 + [(I + anm> U, + Anm(t)} Ot (4.6)

T .

3.
Eunm + )‘nm + (anm - §T> an - Tatan

7'.
— Z [(5 + apq> Upg + )\pq(t)} Oupy Frum-

(p.g)el’
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Notre but est donc maintenant de résoudre (4.7) en respectant la forme non-
linéaire de I'équation. Pour chaque interaction F,,,, non-linéaire, nous comptons trou-
ver le groupe de symétries maximal correspondant. Puisque pour chiaque groupe de
symétries il y a unc classe d’équations différenticlles aux différences non-linéaires (qui
sont reliées entres elles par certaines transformations), 1ous recherchons 'élément le
plus simple pour chacune de ces classes. Par conséquent, la classification de (4.1)
sc fera selon les classes d’¢quivalence sous 'action d’'un groupe de transforinations
permises. Ces transformations sont les suivantes :

i=it), unm(t):Qnm(t,anm(f)), (A, ) = (n,m),

ou {0, et t sont des fonctions localement lisses et monotones, donc inversibles. En
substituant ces transformations dans (4.1) et en exigeant que la forme de 1'équation
s0it. préservée, on trouve

on P # 0, P =0 et f;é 0. Le systeme transformé est donnc par
'E‘nm(f) = an(a {apq}|(p,q)€1“>>
oll

~ L. .. 1’: e - . _
an = t_s/ngi (Fn-m - Qnm(t)) + Et_a (t - gt_l t_2> ﬂﬂm(t)'

Le champ de vecteurs donné par (4.6) est aussi transforiné comine suit

X = T(t)t8; + {(% + apm + %2‘17.5;7') Unm
£ 25+ 0m) Qualt) + Aam(t) = 7Qun| } B,
En d’autres mots, sous les transformations permises, le champ de vecteurs (4.6)

caractérisé par le triplet {T(t), Qs /\nm(t)} ’est maintenant par le nouveau triplet
{7(1), Gnm, Anm(t)} o

) — #(E) = r(td)1,

- &nm = Anm,; (48)

Aum() = Anm(d) = 1Y2P21 [(g + Gam) Qum () + A (8) = 7
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Chapitre 5

Résultats

5.1 Algebres de symétries de dimension 1

Afin de simplifier ce qui va suivre, nous allons introduire quelques notations.
Premirement, on va écrire les fonctions g du type g({&pq}|(ng)es), oUt S est un sous-
ensemble de Z? et &, : Z* — R, simplement comme étant g(&,,) avec (p,q) € S. En
second lieu, si {f;;), fl&?, . ,fﬁf’} est un ensemble de NV fonctions fZSZ,’ . 72 — R qui
dépendent des variables discrétes p, g, alors la fonction déterminant D : Z?¥ — R
sera définie comine

(1) (1) (1)

S
1 22 (N 1 .o foan Jooww - fovan
D[fmql’fpz(lz""’~PNQN] T : : . :
(N) (N) f(N)
pay Jpeaz - Jpnaw
fnm fn+1m fnm+1
Par exemple, nous avons D fum, Gni1m, lnm+1] = | Gam  Gniim  Gam+1 | OU la fone-

1nm 1n+1m 1n.m+1
tion 1,, : Z? — R est la fonction constante (p, g) — 1. (Ici, les indices de la fonction
constante sont écrits siimplement dans le but de clarifier la fonction déterminant

D[fnm’ In+1m> 1nm+1]')

Théoréme 5.1.1 L’équation (4.1) admet une algébre de symétries de dimension 1
pour 3 classes d’interactions Fy,,. Les algébres et les fonctions dinteraction sont
représentées comme suit :

Al,l : 5(: = 8t + anmunmaunm, (51
Fom = exp(anmt)fnm (51717)» gpq = Upq exp(_apqt)a (p> Q) el (52)
A1,2 : )? = anmunmaunma (53)
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(unm ) Opg

an - unmfnm(n €PQ)7 5}7(1 = ? (pv Q) = F\ {(nvm)} (‘54)

(Upg)onm
Ars: X = Aam(t) Oy (5.5)
;\nm v
an = /\—unm + fnm (l‘,qu), qu = D[unmv /\pq]) (p: Q) el \ {(nam)} (‘56)

Preuve. On suppose que le systeme (4.1) possede au moins un groupe de symétries
uni-dimensionnel généré par le champ de vecteurs de la forme (4.6). En utilisant les
transformations permises, on peut transformer X cn frois classes non-équivalentes :

a) Dans le cas de 7(t) # 0, on choisit les fonctions £(t) et Qnn(t) telles que
7(t) — 1 et Apm(t) — 0. Plus précisément, on veut que les fonctions £(¢) et
Qnm (1) satisfassent aux équations différentielles ordinaires suivantes :

,]L

T(0)E=1,  7Qum — Aum(t) — (5 + anm> Qnm(t) = 0.

Par conséquent, sous les transformations permises, le champ de vecteurs (4.6)
avec T(t) # 0 est donné par (5.1). Ainsi, on peut maintenant résoudre I'équa-
tion résultante (4.7) pour 7 = 1 et A, = 0. En appliquant la méthode des
caractéristiques on trouve la fonction (5.2).

b) Dans le cas ou 7 = 0 et a,, # 0, on choisit la fonction Q,,(t) telle que
Anm(t) — 0, ie.

aannm(t) + /\nm(t) - O

Le champ de vecteurs (4.6) est alors donné par (5.3). L’équation résultante
(4.7) donne (5.4).

¢) Finalement, lorsque 7 = 0 et an, = 0, on a trouvé le champ de vecteurs (5.5)
associé, et I’équation résultante (4.7) nous doune (5.6). O

Remarque. 1l est a noter que, dans certains cas, le champ de vecteurs (5.5) peut
étre sinplifié puisque qu'il peut étre transforiné comme étant Apm(t) — Anm(l) =
t2P7AN L (t) & partir des transformations permises (4.8). Par excmple, si Appm(t)
est séparable en fonction des variables discretes n, m et de la variable continue ¢, i.e.
Anm (t) = pamv(t), alors A, (¢) peut prendre la valeur 1.

On peut observer que 'existence d’une algebre de symétries uni-dimensionelle
restreint I'interaction Fi,, & des fonctions arbitraires & 7 variables, plutot qu'a 8 va-
riables comme dans 1'équation originale (4.1). Comme on I'a bien illustré dans le
chapitre précédent, nous allons nous servir de cette algebre uni-dimensionunelle afin
de construire les algebres de symétries de dimensions plus élevées.
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5.2 Algebres de symétries abéliennes

Théoreme 5.2.1 L’équation (4.1) admet une algébre de symétries abélienne de di-
mension 2 pour 4 classes d'interactions F,,,. Les algebres et les fonctions d'interac-
tion peuvent étre représentées comme suit :

Agyl : )?1 = (9,, + a(l,zlunma

n Unm ?

)?2 = aﬁlunma

Unm

(2)
U )anm
an = unmfnm(gpq)» Sc,pq = (L(z) exp (D[agn)w a;i)]t), (p’ Q) el \ {(n,m)}

(unm)apq
‘X"2 — ean1ntaun1n,

Fom = aimunm + eanmtfnm(gpq): gpq = D[unme_anmta 1pq], (p> Q) < F\ {(TL, m)}

A2,2 . Xl - at + anmunma

Unm ?

XQ = a(%zlunma

n Unm?
an:unmfnm(t)épq)) (p7Q) < F\{(nvm)v(n+1>m)}a
(1 (2 (2)

2 )
)_Dlan+1m>a;q)] (U )Dlanmvapq] " 7L+lm,]
pq .

A2,3 . X1 = asll,zlunma

Unn)

)_D[(L'gml'rzna

< —
Spq — (unm n+lm

bnem )

an:fnm(t7§Pq)> gpq:upq_unmn (p)Q) EF\{(?’L,TTL)}

Il 'y a deux algebres qui ne sont pas mentionnées ci-haut. Un des cas correspond
a 'interaction [, avec )?1 et )?2 de Ag4 (voir la liste des algebres de symétries de
dimeusion 4) et n'est pas listée ici puisque que 'algebre de symétries peut aussi étre
de dimension 4 avec la méme interaction, i.e. que l'algebre n'est pas <maximale>.
Le deuxiéme cas correspond au cas dégenéré D[A%, /\Eizlm] =0 de Ay 4. Les généra-
teurs sont dounés par X = A (8)0y,... €t )?2 = Y (t) Ao (£) 0., AVEC Vi F Yima1-
Par conséquent, le générateur X, donne une interaction Fm non-isotropique. En
fait, pour toutes les dimensions, il en existe. Illustrons ce cas particulier pour cette
dimension seulement, question d’avoir une idée générale de ce type de cas.

A2)4 . )?1 - 8um, /‘?2 - t@u

Cas dégénéré non-isotropique :
A2’5 . Xl = /\nm(t)a

Unm )

)?2 = A/m(t) /\nm(t)a

Unm, 3

. . N Unm+1 Unm
Fidnm T PmAnm | "

(’Ym—f—l - ’Ym)/\n.m—f—l /\nm+1 /\nm

an = /\7:7}7, ;\nmunm +

+ fnm(tw gn.—Hmy (_C,n—lma m, 12, 7]3)7 Ym+1 % Y

Entim, En—1m comme dans (5.6),
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Un—1m+1  Unm+1 Up41m—-1 Unm—1

= y TR = )
/\n—1m+1 /\nm+1 /\n+1m—1 /\nmfl
Unm Unm-1 Un—1m+1
A Anm— Ane
N3 = nm nm-—1 n—1m+1

’Ym/\nm /Ym—l/\nm—l /Ym+1/\n—1m+1

Ou peut vérifier qu'aucune algebre de la liste ne peut étre conjuguée a une autre

et que toute algebre de symétries abélienne de dimension deux est équivalente a une
algebre de cette liste.

Théoreme 5.2.2 L ’équation (4.1) admet une algébre de symétries abélienne de di-
mension 3 pour 3 classes d’interactions F,,,. Les algébres et les fonctions dinterac-
tion peuvent étre représentées comme suit :

A3,1 : )?1 = at + aszl) unmaunma )?2 = 0(2) unma

5 3
m nm Unm ) X3 = CL( ) m0

nmunm Unm )

an :unmfnm(gpq)> (p>Q) EI‘\{(n7m))(n+1)m)}7

(ORI (2) (3 (2 (3
épq — (unm) [an+1m1 pq](un+1m)—’D[an2m,ap?1](upq)’D[anzm, 77.+1-m] exp ( ’D[a(l) a(2) a(B)]t) )

nm> “n+1lm> “pq

. v . v __ Gnmt < — anmt
A3,2 . Xl - at + anmunmauﬂ,mv X2 =emm aunma X3 = Fpm€ ' au

inm )

an = aimunm + eanmtfnm(épq)? (p> Q) € I‘\ {(n,m), (TL + 17m)}

c —Gnmt . . — . . .
Spg — D[unme e y Bng1m, 1pq]> Kpm = 0-, Knm 7£ Rnt1m, Rpm 7£ Rnm41-

A3,3 . Xl - a unmaunm> )?2 = 0(2) unmaunmv )?3 = a(3) unma

nm nm Unm

Frm = tnm fam( &pg)s (@) € T\ {(n,m), (n + L,m), (n,m + 1)},

1) (2 1 2 3
é’ _ (u )D|an+177L7 7),13L+1’apq ] ( ) _/D[asl")nvafw)n+lval(7'1)
Pqg — nm Un+1m
_’D[asllgw 71.+l'm 51313L+1]
X (UPQ)

1 2 3
Dlathall) | m.aby]

](unm+1

Une fois de plus, quatre algébres de Lie de dimension 3 n’ont pas été listées. La
raison pour trois d’entre elles est qu’elles ne sont pas sous la forme <maximale>>.
Leur algebre maximale correspondante sont données par Aga, Asq et Ags dans les
résultats qui vont suivre. L’algebre restante correspond au cas dégénéré A, 1m = Anm
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de A5 (sans )?4) Les génératewrs sont donnés par X, = Ot X, = td,. et

T

X3 = An(t)0...,, avec App1 # An. Par conséquent, on obtient un systéme non-
isotropique.

La fonction discrete K, de Az, dépend autant de n que de m. Si ce n'était pas
le cas. on obtiendrait un systeme non-isotropique découplé.

Théoréeme 5.2.3 L’équation (4.1) admet une algébre de symétries abélienne de di-
mension 4 pour b classes d’interactions Fon,. Les algebres et les fonctions d'interac-
tion peuvent étre représentées comme suit  :

Ay =0, + a unmdunm, )?1-_ = aﬁf,{lunmaum, 1=2,3,4

Fn-m = Unmfnm(gpq) (pv Q) € F\ {(n m) (Tl + 1 m)’ (n,m + 1)}

< —

(3) (4) (3) (4)
’Da
Spg T (unm) [

2) (3
n+lm pm+1-%pq ](un+lm) D[ﬂnm Apm41-%pq ](u a) )]

Dltsim,a a
nm+1) nt 1m1@pg

% (ttpg)” Dlaih a0 ,m,H]exp( Dla),a?, o a(4>]t)_

Qnm., an+lm> anm—l—l) Pq

A4,2 . )?1 = at+anmunm(9

Unm,

X2 — eau-m,f»a

Unm.?

‘i\' 4o = I’\: i aﬂ'mta
1

Unm) /L: 172
(3 (3 (G
n,(")n =0, Kpyim 7 h‘Sn)n an # n

2

an = a’nmunm + eanmtfn'm(gPQ)’ (p’ q) € F\ {(n)m)’ (n + 17m)7 (n)’m + 1)}7

s _ —a t (1) (2)
Spg — D[U'nme . Knt1mr Bamt 1 17111 :

A4,3 : X@ = a,(fglunmau”m, 1= 1, N ,4

an = U‘nm.fnm([ qu) (p7 Q) € {(n_ 17m)) (n)m - 1) (n + 1,772 - 1)}’

al? o3 4) 1) (2 (3)
¢ _ (U ) D[an+lm nm+1'%n— lm+l’al’q]( )’D[“gm a(m21+1 [ P ‘17)'7)]
Spg — nm Un+1m
(1) (2) (3) (1 (2 3) 4)
% _D[a11177 (1,,+1,m a,, V410 apq] D[ Anm,Q nttm? ;m+11a( ]
Unm+1 Up—1m+1
(1) (2) (3 (*)
% (U )_ Dlanm @i 1m @hm 1% - 1m41
pq
N O e L . 2: .
A4,4 : /Yi = /\51',)71(15)(9%”1, 1= 1,2, ( (Uk] nm )(91””"', k= 1, 2

Unm 1 Un+1m

: . -1
an e 1 + /\7(11127, /\511f21 /\Ell—i)-lm (,D[/\'Ezlm’ /\1(12—|)-lm]) + fnm(t, épq)’
Aok Ao AL



Eng =D{unm,x9+’1mﬁ1, (p,q) € T\ {(n,m), (n+ 1,m)}, DAY A 10

Pq

avec Z (wk] 205\ > =0, det(wy;) #0.

A4,5 : ;\;1 = aumna )?2 = tau,m,_a )?3 = /\nm(t)aunm; )?4 = (w(t)/\n-nL(t)+0(t))au.,-,,,,,)
Am .
Eom = /\H(_/\(UnJrlm - un-m.) + fnm(tvgpq)» Spg — D[unn7.a /\n+1m: 1pq]a

BRI R A O
Zla ) )
Mwiim # Moy (,6) € T\ {1, 70) 1+ 1),

Théoréme 5.2.4 L’équation (4.1) admet une algébre de symétries abélienne de di-
mension b pour 3 classes dinteractions F.,. Les algebres ot les fonctions dinterac-
tion peuvent étre représentées comme suit :

AS,I . )?1 = at + aglzlt'n‘m,auy,,ma }/\; - (l( 9 u"‘l’lla‘U-nm7
an = unmfnm(SCPq)’ ( ’Q) € {(’I’L 1 m) (n m — 1) (n + 1 m — 1)}’

(2) (3) (4) (5) (3) (4)
qu = (unm)D[a"Hm’anm“’a _lm“’am](un+l-m) D[a"’"’anmﬂ’”n lm+l’al7q)]

w > 0, /\nm(t) = é-nm, =0,

i=92....5

Dla (2 (3 (4)

(5) Diat?) 3 (1) 5)
@nm, 71+lm’an41'm+1'apq](Un—lm+l)_D[ ; ]

Ty an+ i m’anrn+ 1:%pq

X (unm+1)
o3 (4) o3 ;
D ar 7715 Q. ) (1) (2) ('3) (4) (‘5)
X(upq) [ d n+1m T nm41 n—lm+1] eXp (‘—D[anm,an/+hn,a/n,’n+l,an 1m+1,apq ]t .

X, = emih, Xi+2 — H(Z) ) ety

Uren, )

1=1,2,3

T )

A5,2 : Xl = at'*’anmunma

Unm
(1)

Knm - 0 "n+1m 7& "‘nmﬂ nm+1 7& Knm’
Fn?n = a;?l-m.unm‘ + eanmtfn‘m(gpq)7 (paq E { n - 1um)7 (n7m’ - ])7 (TL + 1>m - ])}7

_ —anmt (1) (2) (3)
qu - D[unme A P h'nm+17 Bp—1m+1> 1PQ]'

A5,3: 5(:1 a u maunm> 1=1,...,5
an = u-nmfnm(t;gpq), ( ) S {(n m — 1), (71 + l,m — 1)},

(1) (2) (3) (4) 5) (1 _(2) (3) 4) 5)
¢ _ ( _D[an+1nu nm+1 %= 1m4 1% 1mvam] Dlanm., n.+lm.’0’1:.~Ivn+l’a5:.—-lm’a';’q]
Spg Upm n+lm
D|a 0(2) a (3) a(4) a )] D[a(l) (2) 0(3) a(4) (0)]
nmotn4lm Y n—1lm4+ 1Y n—1mpge nma a4 lm  nm41 "V n—1 a q
X (unm+l) * (un—lm+l) * e
(1) (2) (3) (4) 5) (2) (3) o (5)
Dlazm, Cppim Cnmt 13— ]m+l’aPQ] D|“""““n+1m’anm+1v n—1m+ D% an’ym)
X un—lm Upg .
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Théoreme 5.2.5 L’équation (4.1) admet une algébre de symétries abélienne de di-
mension 6 pour 5 classes d’interactions F.,. Les algeébres et les fonctions dinterac-
tion peuvent étre représentées comme suit :

AG,I : Xl = & + a(l) Unma

nm Unm )

)A( = 0 Oy, i=2,...,6

an:unmfnm(épq)’ (paQ> € {(n>m_1>’(n+17m_ 1>}

e )D[am W L@ ®) L)

e = (umm RO RRCINC) )

n4+1m W nm41? n-lm+1’a71,—11n7apq MY nm410 ﬂ—1m+l>an—lm’apq

(Un+1m)

(2) () (4) ot (3) (4 5
x(unm+1) [ Anms oy L 1@ Z 110 n)lm)aPQ](U’n—lm—{»l) D[a"”"an+lm’anr)n+1’a5121m=a'pq]

(2) (4) (5 (6) (3) (4) (5) (6)
D[anm@n+1m)anm+1w n)1m+1ra'pq](upq) D[“m‘m Cpp1m Camt+ 1% = 1mt 128, 2 iml

X (un—l )

xexp(_p[ m o B M (5) (6)]t>.

Anm, an+1m’ anm+17 an—1m+1> Qp_1m> Apg

As2: X1 =0+ anmnmOy X, = ety

% t
tnm ) X1+2 - h’( ) anm au

nm ) T}

B - 1 4 K( = O Kn+1m 7é Knm? Kf‘j)n%»l 7é ﬂg‘fr)vw

an - a?zmunm + eanmtfnnl(épq)7 (p7 Q) € {(nam - 1)7 (TL + l)m - 1)})

_ —anmt (1) (2) .(3) -(4)
§PCI - D[unme ? ’k”n—{»lm’ ﬂnm—{»l’ ’k”n—lm—{»l’ ﬁ”n—lm/) 11761]

A6,3 : )? = a(l) unmaunm, 1= 1> ce >6; an - Unmfnm(tag)v

(1) (2) 3 NE 25 2(8) (1) _(2) (3) 4) 5 6
£ = (unrm)—‘nlan,+1m- “nm4+1%n1m4+1"%n i 1m am—1"%nt 1 m—1 (un+1,,,)D"‘"'m"‘nm+l' e lml $1 Im* 5,,,),1 1 &ilm,ll
—pjall) a? (3) (4) 23 2 (6

nredy s Im 1l o Im % am—1 %t 1m—1

plall) @ ) o) ()

X (reme1) nlm Camt 1 L m - 1 %t im— 1]

Notn vt

NGO BN €O B Co S C) (5 ® plall) o B W) W50 (e

X{(tn—1m) ntlm Tnm4 Pn—im4+1 Fnm—1"%nt1m— 1](,‘”7"_1) @ m Cm 1% Lk 1% = 1 it tm— 1)

T LI C S O RN €Y W) ()

X {tnp1m1) ntlm S nmt 1% S Lindk 1= tm @ nm—1]

3
Aoa: Xi= M0y, i=1,2,3 Y= (Zwkj(t)/\gf%(t)>8um, k=1,2,3

Unm 1 Un+im  Unm+1

/\(1) ;\'(1) /\(1) /\(1)

nm nm P 2 3 -1
Fon=1+| @ 5@ & & (D[Aswln)l’Aillnl’A’(l'zl+l]> F Jnm (1 Epo)
N A
/\nm /\nm /\n+lm /\nm+1
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Epg = Dlttnm A1 A2 AP, (p,9) € D\ {(n,m), (n+1,m), (n,m + 1)},

n+1lm: “nm+1

D[)‘”mv)‘n+1m7 nm+1] 7é O D[ nm7/\512—|)-1m] 7é O’
avec Z (wk] O+ 2wy, ,\ ”) =0, det(wg;) #0.

Unm 22 = tau'n_m’ le‘+2 = )\‘E'Z"I)n(t)aunnﬂ Z = 17 2

(Zwk] ()+0k)(t)>(9uﬂm, k=1,2

A&g,l)?l :8

= i(u i = Unm) — D; - ,D[unm»/\;quma 1nm+1]
A = Al OO Ay DRI D ]

+fnm(t,§pq)a D[/\nma )\n+1m’ nm+l] 7é O
A,

_ 1 (2) 2 2

D, = Anm /\’El'lzl )\EH)—lm

0 1 1
(p,q) €T\ {(n,m), (n+1,m),(n,m+1)}, AN, #A1,

(1 2
&pq = Dltnm, /\n—|)—1,m’ /\Suzz+17 Lpgl,

b

2
avec Z (a;ijgg; + 2@@53’,31) +6% =0, det(ws) # 0.

J=1

Théoréeme 5.2.6 L’équation (4.1) admet une algebre de symétries abélienne de di-
mension 7 pour 2 classes d’interactions Fy.,. Les algébres et les fonctions dinterac-
tion peuvent €lre représentées comme suil : :

A7,1 : )?1 = 8,5 + O/Szl,zlunmaunm, )? = (I(l) Unmaunm, 1= 2, Ce ,7
an = unm/nm(g)’

€ =

(tnm) 512-3-1777 513131+1 (4) m41 515—)1m 51631 1 5114)-1 m—1 (un_Hm)D[“nm “(3731.+1 511)1m+ 515)1771 (nGer I &174)-1 m—1]

><(um,H,l)_Dl"’("27 “513) tm" 514—)1m+1 515) Im’ 516,31 1 5,74)-1 m— ‘]("n—1m+ )D[“("H o(allm ;IVLH (715) 1m° 51631 1 5173-1 m—1)

X(u,blm)_m“s*?'27 0513-{)-1771 E;‘r)n-{-l “ﬁ?) Im4+1" 5?31 1 5174)-1 m— 1](U”m I)Dlag"?‘ a(a-l)-lm 514121+1 515) Lm+1 516) 1m® 517-11 m—1)
-Platih. °(3-)Hm' o, Ml ) Im41° 51,6)1"7 51721 il

X(%n41,m—1)

o a1 (2) o3 (1) (5) ol (7)
X“‘p( Dlanm, Gpdtim Tamt1’ e im41 P i im Cam -1 bl m— 1]’)'

. Voo % a t t
A?,Q DXy = Oy + anmunm.aunma Xo =" a‘unma +2 — K/(Z) et 8u7,m7 1=1,...,0
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Eon = aimunm + e““m‘f‘nm(g), ,xg;)n =0, K im 7 FORRL # kW

n+ nm? nm-+1 nm)

¢ ~anmt (1) (2) (3) (4) .(5)
S = D[u"me e Rntim Pamt1: Bn1m+ 1 Mnsimo Fam—15 1-n+1-rn,—1]'

Théoreme 5.2.7 L’équation (4.1) admet une algébre de symétries abélienne de di-
mension 8 pour 2 classes d’interactions F,,. Les algébres et les fonctions d’interac-
tion peuvent étre représentées comme suit :

4
Ayt R = MO 1= 1,4 Vo= (30 wm(OAND) ) By k=14
j=1

Unm, 1 Un+1m  Unm+1 Un—1m+1

1 v (1 1 1 1
A%‘SI A%;} A?zﬁ)lm A%’z’% o N GGG
Fom =14+| Anm - Anm /\n 1im /\nm+1 /\n—1m+1 (D[/\m"“ /\n+1m’ /\nm+1‘ /\-n— 1m+1])
@ 5@ & ET G
?47;1 &7‘;‘# ?4—5—1771 nm+1 Ez4—1m+1
Anim A /\-n+1m /\nm+1 /\n—1m+1

+ fnm(tvépq)a (pvq) E {(TL - 1>m)> (n7m - 1)7 (n+ 1)m - 1)}7
Epg = Dt )\(1) )\(2) )\(3) )\(4) (1 )\(2) )\(3)

(4)
n+1m> “nm+1 ‘'n—1m+1 PGL D[)\"m’ n+1lm: nm+17)\n—1m+1]7é07

DA A s Moma1] # 0, DA AT ] # 0,

nm; n4+lm

4
avec Z (@ijﬁggl + kaj}\g) ) =0, det{wyg;) #0.
j=1

A8,2 : )?1 = a‘unma j(\72 = tau

trvm, )

Xiva = AP (8D, i=1,2,3

Vo= (D w0 +0W)0

s £ =1,2,3
A, Ds - Dt Ao 1 L
an = (un+lm_unm)_ & [u S (L +1]

Aidim = A i = Mim) - DN A 1, 1

n+1m> nm+1]

_ Ds - D[Aﬁ},;d )\5134)—1771’ 1nm+1] ) D[u, )\5114)—1777,’ )‘512731+1> 1n—1m+1]
(At im = M) - DA M1y L] - DA, A1, A

nm, n4+1m: ‘nm+1D> 1n—1m+1]

1 2
N DQ-D[U,)\iz-ilmv)\51721+laln—lm+l] b (t ¢
(N2 = Am) - DA, Al A S

n+lm — nm; n41m> nm+171n—1m+1]

&pq = Dltinm, AL @ 4 () 1o,

n+lm ‘nm+1 “n—1m+1> -pg

42



(p’Q) € {(n_lvm)v(nvm—l)’(n+1’m_ 1)}7

Ao At A im N Mom A 1
Dy=| 32 A% AP Da= A8 A8 A8
0 1 1 0 1 1

)‘511—|)—1m 7& )‘511121’ D[/\mrw )‘7(724)—17717 lnm+1] 7& 0’ D[)‘nm n+1m )‘£13n)1+17 1n—1m+1] 7& 0.

avec Z (wk] W4 2% )\])> +6W =0, det(u) #0.

Théoreme 5.2.8 L’équation (4.1) admet une algebre de symétrics abélienne de di-
mension 10 pour 2 classes d’interactions Fy,. Les algébres et les fonctions d’inter-
action peuvent étre représentées comme suit :

AlO,l : )?i = )\gzz(t)aunm’ 1= ]-7 s )57 ?k = (Zwk](t))\gfzz(t)> au-yun,) k = 17 s 75

Jj=1
(5.7)
u?m 1 'U-'n.-l)—lm Unm+1  Un—lm+l Un ;l'm.
1) 3 (1) (1 [¢9] (1) (1
/\712";' /\"-2"')”' /\ 2 1lm /\n.21n+l /\‘n.2—lm,+l /\'n,2—lm
/\( /\Slm /\( A2 A A

/\(0)

_ 1m 1 n_lm+l ~im 1), (2) (3 (a) 1
Fam =14 (G0 5o @™ 8T T T (PR A A A A L))
nm. nm 71«§1m nm+1 n—1lm+1 n—1lm
/\(4) /'\'(4) /\(4) /\(4) /\(4)
Z’g;’ Z"-D";’ 71 «g» lm '(n51-51+ 1 '(n.s—) Im+1 '27.5—) 1.
/\'n.'m /\"-""’ 71+1m /\n.m—{»l ’\n—l-m,+l ’\n—lm

+ frm(t.&pq),

1 2 3 4 5 a
$pg = Dltnm, )\57-317717 )\S‘m)i+17 A-Si.—)lm+1’ ’\57 )1m7 ’\z()q)]’ D[)‘n")% ’\n+lm] 70,
AB) () A\

2 3 4
D[)‘szln)z )‘514)—1771’ nm+1> ‘n—1m+1> n—lm] 7& O’ D[/\ o )‘n+1m’ )‘51721+1= )‘SL—)lm+1] 7& O’

D[’\nl%?)‘n+1m7/\7(321+1] 7é Oa (pa Q) € {(n’m - 1)’ (TL + l’m - 1>}7

5
avec Z (wk] 4 2Wi; /\ ) =0, det{wy;) # 0.
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A102 Xl = auﬂm’ X2 = ta“-nm? 42 - /\Ez‘l)n(t)a‘ltnm) Z = 17 i

4
4
Y, = (Z (wiy (A9 (1)) + a(k)(t))aunm, k=1 4
j=1
A D3 - Dlttnm, AL s Lnmt1]
an = (1) 1) (Un.+1m — unm) — D T N 5
Atlm — Anm (At1m — Anm) - DlAnm. A, s 1
D D4 D[/\nl,-zp /\n-{)—lma nm+l] D[Unm, Ell—i)-lm7 /\512’21+1’ ln_1m+1]
+ 2~ (1) (2) (1) (1) 1) @) 3)
'D[/\nm, /\n+1m7 nm+1] (/\n—Hm — /\nm ’D[,\ A A

nmy Yn41m- nm+1,1n—17n+1]

(1) (4 (1) (2 (4)
+ <D4 D D[/\nm’ /\n+1m7 nm+1] DQ : D[/\nm /\n+1ms /\-nm+1) 1-n—1m+1]) 7

D[z\%, /\514)_1171, nm+1] D[/\gzl% /\7(1_{)_1171» /\(an)H_p 1n—1m+1]

+ (D D[/\"l’277/\n4)-1m’ Lim41 ] ,D[/\"1721 /\n2+)—1m /\514721+17]-n—1-m+1]
DM At L] - DA Al s Aot L=t

) Z+ fam(t. &),

2 3
7 — D[unm’ /\n+1mv /\51121+17 /\51—)1m+17 177-—1771]
B /\ /\(1) /\(2) /\(3) /\(4) ’
()‘n+lm ) [nm, n+1m> ‘nm+11 n—1m+1’1"—1m]
Ao A Aﬁf_;lm M A A Ylm Aok Al A tlm
Dy=| 3 A2 A& 1 Dy=1 30 A8 A8 1 Da= 500 AL, AW
0 1 1 0 1

1 0 1 1
$pg = D[“nmv /\(1) /\(2) /\7(13) 1m+1> /\(4)

n+1lm> “‘nm+1>

/\7(11-{)—1m 7é /\57,17'21’ D[/\nlrzw /\n+1ma nm+1] 7é 0 D[/\Srzw /\512-{)-1;71; /\53177),-{-11 1n—1m+1] 7é 0,
2 3 4
D[/\Ellle’ /\7(1—{)—1771? /\E'm)z+1! /\E'L—)lm,+17 ln—lm] 7é 0,
4
avec Z (wka 0) + 2\ ”) +6® =0, det(uwy,) #0.

J=1

Théoréme 5.2.9 L’équation (4.1) admet une algébre de symétries abélienne de di-

mension 12 pour 2 classes d’interactions F,,,,. Les algébres et les fonctions d’inter-
action peuvent étre représentées comine suit :

6
Apr: X=X 0, i=1,....6; Yi= (Zij(t)AL,]%(t)>0u,,,m, k=1 .6
71=1
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Unm 1 Unpim  Unm+l Un-1ma1l Un—im Upm—1
Ao A A A A A M

| Non Mom M At Mttt Moam At

Fam = 14| M A A Mot Aptmer Aot At
L N AV N VD VA I
Mo Ao M Mot Mimsr Mim Aact |
N M Atim At M Mam Aemet

(1 (2 3 4 5 6 ,
(D[/\mz“ /\n-l)—lmv /\£er1+1’ /\51 )1m+17 /\51 )lm’ ) /\£1121-1]> + ./‘nm(fv 6)?

€ = Dttm, /\(1) /\(2) /\(3) /\(4)

/\(5) /\(6) ]
n+lm ‘nm+1D *n—1m+1* *n—1m’ ‘nm—1* *nt+tlm-1D

3 4 5 6 2 3
DAL AD LAY A A A 120, DAL AL £,

D[/\£117217 /\Eizlmv /\nkigﬂ—l’ n— lm+l] 7é 0 D[/\ 1 A 2 A v /\(4) /\(5) ] 7é 0>

nm ‘n+lm’ ‘'nm+1 'n—-1m+1 “*n—1m

DIAD AD 120, avec Z (wk] 0) 4 90 A0 ) =0, det(wy)#0. (5.10)
Ap: X1 =0y, Xo=10y., Xipo=AD ()0, i=1..5

Yk— (Zwk] +ak(t)>8um, k=1,...,5
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Al

= m(unﬂm - unm) -

n+1m nm

ROENG
77"7,7 n+1m> nm+1

]

1)

DB D[unm, /\57+1m> 1nm+1]

n+1lm

(Ml 1m = Ai) - DAL

n+lm>

@

Nu

n+1lm> ﬂm-‘rl]

nm+1» 1n—1m+l]

D[A,}%, A2 s L]

DS D[/\nm ’\7(1+1m> nm+1

I

D[un.m,/\(l)
(’\Sll-i)-lm_ o ’

Dy - DAL,

/\nm) ,D[/\sllrzh /\512_;,)_1771: /\5321“, 1n—1m—l—1]

NG

n+1m> “nm+1° 1n—1m+1]

(1 (2
,D[/\nrzlv /\n—i)-lm’ nm+'l]

D; - D[/\nm, A8 Lami] - DA

DAL Al

@ 0

n+1m’ ‘nm+ D>

(1 (2
nr?h ’\n—i)-lm /\5:-1,2,,4_1, 1n—1m+1]

1n—’lm+l]

D nln)v /\n_l,_]ma nm+1] D[/\nl% /\ 2)

\®

n+1lm:* ‘nm+

1 1n—1m+1]

E

5 _Ds PP AN o Iamst] D2 DA A L A1 I 1)
4 n (2 L @ 3)
D[/\nmwf\n_;_]m» nm+1] ,D[/\'nm A A 1n—1m+l]

AW, AG)

nm n+1m> 1nm+1

]

,D[/\nlrzz /\51_;,)_177” nm+l]

DB D nlrzz, /\n_|)_17n) nm+1] ,D[/\r(llrzz’ /\(2)

>@+(m

n+1lm? 'nm+41?

(5)

E

)%

D[/\nlrzz /\'El_l,)_]mv nm+l]

(4)
n+lm:* ’\nm+1> In- 1m+1]

) @

NG

(1)
,D[/\ n+1m’ 1nm+1] ' ,D[/\gl”“ n+1lm’ “nm41» 1n—1m+l]

Dl 'D[/\n11217/\7-,+1m, nm+l]> 7
- 1

) ZB + fnm(t7£)>

3

& = Dltmms M 170 M 1 M1 M tms M35 I im1]-
o Dtnm, /\511-‘1)-1771’ /\512721+1v /\5753—)1m+17 Ln1m)]
(/\511-i)-1m - /\511721) ’ D[/\nlfzh /\n2—i)-1m’ AS}LU /\514—)1m,+1’ 1n—1m]’
Zy) = Dltnm, "lllm’/\gfrz'ﬂv/\7(13—)1m+17/\514—)1m7 Lom-1]
(/\7(1-1J)rlm - /\"1’21) D[/\""h n+1m’ /\5321+17 /\514—)1-m+1’ /\S—)m» Lym-—1]
Zy = DA\ /\n2—|)-lm7 A 1 Lncimn] - 21,
Zs = DAL A 1 Mt A s Tntm] - 21,
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SORCRNUI WAl A, i |
D, = | 58, A2, an Dy=| 58 A3 A, | Di=] 3,
0 1 1 0 1 1 0 1 ) 1
Mo AG AL
D= 38 A AL AN £A0 DDA, L] £0,
0 1 1

D[/\nln)z’ /\n+1m’ /\n121+1> 1n—1m+1] 7& 0> D[/\n1721’ /\nQ-I)-lm’ /\57,3721+1’ /\57,4—)1m+1’ 171—1771] 7& Ov

DD AD A A A ] #0,

nm? ‘n+lm) nm+1r 'n—1m4-12

avec Z (wk] + 2, AY ) +6® =0, det(d;) # 0.

5.3 Algebres de symétries non-résolubles

Les champs de vecteurs de 1'équation (4.1) doivent avoir la forme (4.6). On peut
aussi se demander s’il est possible d’obtenir des algebres de symétries sunples a partir
de ces champs de vecteurs. On obtient le théoréme suivant.

Théoréme 5.3.1 L’équation (4.1) admet seulement une algébre de Lie simple,
sl(2,R), donnée par :

~ ~ 1 ~
NSgyl X Xl = (9t, XQ = t@t + §unm(9 X3 = t2(9,, + tunmﬁunm,

Unm?

(5.11)

B = g FonG). 0= 22, () €T\ {(m,m),

n nm

[)/(:1)X2] = )/(\*1) [)/(:1)23] = 222, [5(:2723] = 23'

On cherche maintenant les symétries additionnelles en considérant les algebres de
symétries nou-résolubles de 1'équation (4.1). Une algebre de symétries non-résoluble
doit coutenir une sous-algebre simple, i.e. 'algebre de Lie sl(2,R) de NSgl pour le
cas présent. A cet effet, on ajoute des nouveaux chamnps de vecteurs Y de la forme
(4.6) & NS3;. Ces champs de vecteurs {K} forment ce que I'on appelle le radical
des nouvelles algebres de Lie. Les théoremes qui vont suivre déerivent les algebres
de symétries non-résolubles de I'équation (4.1). Notons que seul le radical de chaque
algeébre non-résoluble sera décrit puisque qu’elles ont toutes l'algebre sl(2,R) de la
forme (5.11) comme sous-algebre.
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Théoréme 5.3.2 L’équation (4.1) admnet une algebre de symétries non-résoluble de
dimension 4 pour 1 classe d’interaction :

NS4,1 . }?1 — anmunmaunma (pa Q) € F \ {(na m)a (n + 17 m)})
An41lm —QAnm D[a‘n’mv‘tln m
an = Upm l:(unm) i (Un+1m) :| o .fnm(qu)>
€pq — (unvm)_D[an+lmy1pq](un+1m)’D[anm=1pq](upq)_’D[anmyl-n,+lm].

Théoréme 5.3.3 L’équation (4.1) admet une algebre de symétries non-résoluble de
dimension 5 pour 2 classes d’interactions :

v o (2
NSS,l : Yl - a;%unmauma YQ - ag%unmaunm

(1)

)_’D[an-#lrn’asmrz-:—}»l —D[all a'? ]| la (D (1.(2)

nro @y lm ot 1 Inmpa]

D[a(l) a'?

nmo@nmg

an = Unm (unm : (un+1m) ! (unm+1)

X fam(Epq)y  (P,g) € TN\ {(n,m), (n+1,m), (nm + 1)},

o2

é-pq = <unm)D[ 'n.+1m’ n'm+l’ PQ](un+1m)_‘D[a1(1172“a512121+1'177‘7]<u

) @
D 77.777.) !1
bl ) |a S—

(@
(upq) [ Anm, ,,,+1.m_71nm,+l]-

NSS,Q : }?1 = aunm, }?2 = taunm> Fom = (D[unm7 n+1m]) fnm(&pq)
Dlunm, lpq]

Dl Insm]’ (@) €T\ {(n,m), (n+ 1,m)}.

€pg =

Théoréme 5.3.4 L’équation (4.1) admet une algebre de symétries non-résoluble de
dimension 6 pour 1 classe d’interaction :

v, o (2 _
NSg1: Y1 =aDupmdn.. . Ya=aDupmbu,. Y; = o O,
DIl 1 @l 1 05 1 ~Dlann.ag, ;.05
Fom = Unm (Unm) +1 n%nm1:%n " Imi1 (Un+1m) nm v+ 1% — Lm i
Onm
Dlatih sy 1@ 1 Dlolh.al i mal?)
X(Unm+1 +1n 1m41 (un.—1m+1) nmoQn it im @nmt1 fnm(gpq)
4
Qnm = 1O @ (3) > <p1Q) € {<n_17m)7(nvm_1)7<n+1>m_1)}'
D[a”m> Cpt1ms Cnm1s ln—1m+1]
DI, (2) 3) (1) (2) 3)
é‘ _ (U )_D[an+1m’an7n+l’an—lm+l’17—7‘1](u ’D[a”"7“a£xm+l’ 51 l'm+l’]‘p‘l]
rq nm n+1m
() (2 3 (2 3
_D|a$7,12'7.1 51,-})—1171’ Et)lm+l’17”l] ’D[agl")"-’ 51-}>-11n’a$1,13:.+1’1pfl]
X (Unm+1 Un—1m+1
1 3
% (u Dlalh ol el i
rq :
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Théoréme 5.3.5 L’équation (4.1) admet une algebre de symétries non-résoluble de
dimension 7 pour 2 classes d’interactions :

NS71: Z—ain)nunmaum, i=1,...,4; (p,q) € {(n,m—1),(n+1,m—1)},

an = Unpm [(unm) Dl illll’"’ 5‘23‘+1’a1?)1m+1> n4—)17n](un+1m)D[a£117)nva£1,2721.+17 53)1m+1v‘1(n4_)1m]
X(unm+1) Plo si)"’ 5’2")'“""1513)1m+1"1514—)1»r‘n.](un—1m+1) [a 5111)"1 7(12—£1m aiihuaif_’lm]
_Dplat) 42 (3) (4) Qnm '
SCPQ = (Uﬂm)Dl "+1""a("‘2'1”+1’a£13)1m+1’ 514)1m7171(l](un+1m)_D[a'("'l’7217a'51,272L+1Va(321m+1’ (llm,:lpq]
x(uan) Dla 51111” 512—})—11TL’a£13)1m+17 E:l)lelpq](un—lm—FI) D[asllr),,, Sf_?_lnwaf’%_'_l,aff_)lmylm]

Dlaih @ o® @

1 2 3 4
X(un_lm) nna @ -n.+lm’ 1':r71.+1y n— 1m+1711"1](upq)_D[angmasm-;)_lm»aigwl? (llm‘+lyln~lm]’
4

O Dl a® @ @
sy Ui 1ms> Cnma-1> Cn-1m4-1> tn—1m

NS?,Z : Yl = aunma YZ = taunm> Y3 = h'nm({)u,,,,ﬂ,,,a Y4 = /":nmtaunma
wm =0, Knm ?é Rptims  Fnm ?é RKnm+1,

D[unrru Kp41m, 1 ]

— - _ pq

an — (D[unrm Kn41m, nm+1]) fnm(épq) gpq - ’

D[unm» Rp+41m» 1nm-+1]
D[unma Rn41m, 1nm+1]’ (p) q) el \ {(TL, m)7 (TL + 17 m): (TL, m + 1)}

Théoréme 5.3.6 L’équation (4.1) admet une algébre de symétries non-résoluble de
dimension 8 pour 1 classe d'interaction :

NSg 1 (Y, = ag,r)nunma

Unm?

i=1,...,5

'D[a(l) (2) (3) a0 23 (. (2) (3 M 2

Fom = unm |[(Unm) nt1m Prm41 % 1m0 % c1mePam -1 (un+1m)_D[a"mv am+1'Pn-1m+1%  1m Pam -1

D) @ o™ W e @ L@ (s)

-Dlalh e

X (Unm41) m%n im % im+1' %l im Pt am—1 (U"n,—l'm,+l) ntlm %nm+1%n - 1m %nam_)
(1 (2 (3) (4) (5} (1) (2) (3) o 23 Xnm
X (un_lm')‘D[anm’an+lm’a-n.m+l’au lm+l’aﬂm—1](unm_l 'D[a-,,.m,an_'_lm, nm+1%n—im 1 n—lm]

X fn.m (f) Onm =

D) o O 0

(5) ’
nma% p1m P mp 1 P 1m+J'an—-lvn’l"'m_1]
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1 2 3 1 5
D[aﬁliyaﬁ,z,,ﬂ ,GE,,_} Imt1 ,ﬂ-itllm '“51,721—1 daprm—1]

&= (unm)‘l’[ag-i)-lm'“'slzrzm+xvagzallm+1 ’0'5:1—)1’"’0'515'31—1’1"‘+1m_1](un+1m)

X(un,m,+l _’D[ag'l"af—i)—lm’asw,a—)lm+1'a514—)1m.'a515v37,—1’1n+lm—1](un_1m+l)’D[”'Sml%.v“'f_;)_1m,va£,?,21+l,0.51421m,a5,‘5£171,1”+1m_1]
*(Un—1m _p[ag"l')"'af‘z")'“"’asi)"‘“’asj—)l’"“’af’zl—l'l”'Hm_1](unm_I)D[as"x'z’"af-i)—lm'asizz+l*a?—)lm+1'as-‘sllm'lnﬂm—l]
X(un+l1’,‘7l)_'D[aSIl'zi'asl24)-1m'0‘57.3131+1’ag‘llm+l'a51521m'l"'"'1]_

Théoréme 5.3.7 L’équation (4.1) admet une algebre de symétries non-résoluble de

dimension 9 pour 1 classe dnteraction :

NSg,l : }/}1 = a’“«nm’ }/}2 = ta’“«nm’ }73 = hzsll'leaun.rnJ }74 = h:;,l'letaunm,?
Vs = 2 Vs = w210,

5 nmYunm>

(i (3 (i (i (i L :
I“”El'r)n = 0’ f”Sr)n 7é f"n-){—lmv /‘vgr)n 7é /‘hn,,)n+1, 1= ]., 2’

7 _(p o @ e
nm [unma"”n+1m»hnm+1a n—1m+1] fnm(gpq)>

(1 (2)
i D[unm» "”nJr).lmv /"”nm+1’ IPQ]

gpq - (1) /_(2)
D[urmw Bnt1m Bpma1s

(p,q) € {(n—1,m),(n,m—1),(n+1,m—1)}.

¥

1n—1m+1]

Théoreme 5.3.8 L’équation (4.1) admet une algebre de symétries non-résoluble de

dimension 11 pour 1 classe d’interaction :

NSllyl : }/}1 = a’“«nrn? }72 = taunm y }/}3 = K’Ell‘n‘l),auﬂ,m’ }74 = 557/1777),1:8“«717",’

}75 = H'I(T?Tg‘baunm,’ }76 = R’Elz'rzztaun'rn’ }77 = Hggzlaunﬂn’ }/}8 = H’El%zlta“nm’ (512)
A =0, i=1,23 (pge{(nm-1),(n+1,m-1)},
-3
1 2 3 . .
an = (D[unma ng-i)-lmv HgerH-l’ ng—)lerl? ln—lm]> fnm(épq)a (513)
n (2 (3
€ = Dlunm, “EzJ)rl-mv ""mzz+1v "”51—)1m+17 Lpq]
Pa = O N T

D[unm, Hn+1m7 Kom+1s hn—1m+1’
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Théoréme 5.3.9 L’équation (4.1) admet une algébre de symétries non-résoluble de
dimension 13 pour 1 classe d’interaction :

1V513,] . S;l = aunm,’ S>2 = taunm.’ ?3 = H£7,17218unm7 ?4 = H'Ell?"zltaunm’

)75 = ngZzaunm’ )76 = h51272ltaunm7 5;7 - H‘Sl%zlaunm,) 5;8 = H"I(frzltauﬂm7
Yo=rWo, | Vie=sWto, | i =0 i=1,... 4 (5.14)
-3
1 2 3 4 -
Fom = (D[Unnu H‘El-{)-lm7 Hiﬁmv “57,—)1m+1» "051—)1m> lnm—1]> fnm(é)» (5-13)
1 2 3 4y
D[“nm» H-Sz-{)—l-m’ “Suzwlv “35121-m+1» “5121m> 1-n-+1m—1]

=

(1) (2) (3 (4)
D[Unm, Kontims Bama 1 BnZima1 BnZimo lnm—l]
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Conclusion

La théorie des groupes a été utilisée afin de classifier I'équation (4.1) en fonction
de ses groupes de symétries. Dans la présente recherche, deux classes d’algebres de
symétries ont été considérées : les algebres de Lie abéliennes et les algebres de Lie
non-résolubles £. Les résultats de la classification des symétries peuvent étre résumcs
par le tableau suivant :

| dim £ | Abelienne | Non-résoluble | Total |

1 3 0 3
2 4 0 4
3 3 1 4
4 Y 1 6
S 3 2 3
6 S 1 6
7 2 2 4
8 2 1 3
9 0 1 1
10 2 0 2
11 0 1 1
12 2 0 2
13 0 1 1

Table 1. Résultats de la classification des symétries de I'équation (4.1).

La classification donnée ci-haut peut étre utilisée en physique du solide. En ef-
fet, 'intérét d’un systene de dimension deux vient du fait qu'il a des applications
possibles autant pour les systemes magnétiques que pour les couches absorbantes.
Les modeles théoriques traités jusqu a maintenant sont en grande majorité des mo-
deles du spins, et plus précisément ceux provenant des systemes d’lsing qui ont des
interactions concurrentes aux modeles plans de Heisenberg [20. 21]. Les modeles qui
impliquent une équation de la forme (4.1) apparaissent en références [5, 6, 7, 8] ou
des calculs analytiques et numériques ont déja été effectués. Les symétries de Lie
obtenues dans ce travail pourraient étre considérées afin d’obtenir des solutions ana-
lytiques et ce. de deux fagons : soit en utilisant les symnétries afin de générer des
nouvelles solutions a partir d’une solution connue ou soit en utilisant la méthode



de réduction par symétrie. De plus, certaines interactions trouvées dans la présente
recherche pourraient étre considérées comme des modeles associés a des symétries
appropriées.

Ou sait que existence de plusieurs symétries est un bon indice quant a 'intégra-
bilité. Conséquemment, il serait intéressant de poursuivre cette étude en cherchant
quelles sont les équations obtenues completement déterminées par leurs algebres de
Lic qui sont intégrables. Les équations qui sont completement déterminées qui pour-
raient étre considérées pour les algebres de Lie abélieunes et non-résolubles sout les
suivantes :

A6z, Ar1, Ara, Apy et Ay,

et
NSg)l, et NSlgyl.

Finalement, afin de compléter la classification débutée dans ce travail, il serait
intéressant de traiter les cas des algebres de Lie résolubles et nilpotentes de I’équation
différentielle aux différences considérée.
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Annexe

On retrouve dans cet annexe les détails de la preuve pour un cas particulier de
la dimension la plus élevée d’une algebre de symétries abélienne aiusi que pour une
algebre nou-résoluble.

Pour I'algebre de Lie abélienne, on consideére la preuve du cas Aja; du théoreme
5.9.2. Puisque la procédure permettant d’obtenir cette classification fait appel aux
dimensions antérieures (pour chaque type d’algebre : abélienne et non-résoluble), on
suppose que nous avons déja obtenu lalgebre Ajp; du théoreme 5.2.8. On ajoute
donc un nouveau champ de vecteurs de la forme (4.6), i.e

= T(t)at + |:(% + anm) Unm + /\nm(t)] aﬂrnm

, & l'algebre de symétries de (5.7).
En considérant les relations de commutation [X;, Z] = 0 et [Y;, Z] = 0 pour
7=1,...,5 on obtient

. 5 5 :
(5.16)
La preuve se divise en deux cas :
A) Le cas 7 = 0. A partir de I'équation précédente correspondante, on trouve
facilement que Z = A%(t)aum, ou Ap i= Aﬁfil(t). Nous voulons maintenant
résoudre I'équation déterminante suivante (4.7) :

= > N9, Fom
(ma)er

ou Fim est l'interaction (5.2.8) de Ajg ;. Cette équation est équivalente a

D[/\g% /\(2) /\(3) /\(4) /\(5)

n+lm> nm+1 n—1m41: n—lm]

2 : 3 .
X D[/\nlrzw /\n+1m /\51731+1’ /\7('L4—)1m+l7 /\515—)1m7 A;?])]aquf (t‘ §PQ) (517)
. Q)E(F)/ (2) (3 ) (5) )
: 4 5 6
+ D[/\"m7 /\""‘“ /\n+1m’ /\£Lm+17 Ani1m+17 /\Ez—lm} = 07
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ou I'":={(n,m—1), (n+ 1,m —1)}. En utilisant la méthode des caractéris-
tiques, on trouve l'interaction (5.9) avec une algébre de symétries de dimension
11 ou le champ de vecteurs Z := Xg = A&f’,mu est ajouté a l'algebre de Lie

Ao

B) Le cas 7 # 0. Parmi les transformations permises, on choisit ¢ tel que 7¢ = 1,
ce qui 1mphque 7 = 1. De plus, on choisit @, (t) pour lequel apm@nm(t) +
Anm(t) — Qnm = 0 et on obtient 7 =0+ ApmUnmOy,,, . La premiere équation
de (5.16) implique que /\nm = /x,(u)nea"mt 1=1,...,5 ou n(nl,)n est une fonction
arbitraire de n, m. Encore ici, en utilisant F,,, des transformations permises,
on peut normaliser ke & 1. Par conséquent, l'algebre de Lie que I'on considére
contient la sous-algebre Ago dont la classification de cette dimension moins

dlevée a été fait ultérieurement.

nm,

On cherche donc maintenant si, pour l'interaction (5.9), un champ de vecteurs ad-
ditionnel Z = 7(t)8; + [(3 + @Gnm)Unm + Aam (£)]0u,,,, PoOurrait étre ajouté a l'algebre
de symctries obtenue dans le cas A. Les calculs sont slmllalr(s a ceux pmsultes Cl-
dessus. Les relations de commutation considérées sont alors [Xl, Z] =0et [Yj, Z] =0
pouri=1,...,6 et 7=1,...,5 L’équation détermiuante (4.7) implique :
1 2 3 4 5 6
ID[/\(T”?% /\f‘tllm* /\51727,+1’ /\E'L—)lm—kl’ /\E‘Lb—)lm7 /\E'erz—l]
2 3 4 5 6
X Z D[/\(nl7217 /\(n—zlmv /\(nr21+1’ /\E‘L—)lm+17 /\51—)1m7 /\E'm)v,—l’ n+1m 1]0{]‘([ é) (518>
(p.g)el”
+ ID[/\;ln)7 /\;7;21 /\(3) /\(4) /\(5) /\(6) /\(7)

n+1lm? ‘nm+1) “‘n—1Im+1" ‘n—1m? ‘nm~—1

=0,

oU Ap 1= /\nm( ) et Frm est douné par Uinteraction (5.9). L'interaction (5.9) est inva-
riant lorsque 7 est ajouté a 'algebre de A si /\nm( ) = 2521 We; (t)/\gf,zl(t) L’équation
(5.18) devient alors équivalente a la condition (5.10) de A;2;. Par conséquent. pour
ce cas le champ de vecteurs 7 = ?6 = (25_ wﬁj/\gﬁ%)a

=1 Unm

vecteurs du cas A avec l'interaction (5.9). 0
Nous considérons maintenant les détails de la preuve de la dimension la plus élevée
du cas non-résoluble, i.e. pour le théoremne 5.3.9. On suppose que 'on connait déja
la classification de la dimension 11, 1.e. que le théoreme 5.3.8 a déja été démontré.

On ajoute un nouveau champ de vecteurs de la forme

est ajouté au champ de

YQ - T( )at [(% + anm) Upm T+ /\nm(t>:| aun'm.

aux champs de vecteurs (5.12). Le théoreme de Levi [25, 26] nous dit que chaque
algebre de Lie de dimension finie £ est une somine semi-directe d’une algebre de Lie
semi-simple S et d'un idéal résoluble (le radical R) :

L=S>R, S, 5] =8, [S,R] C R, [R,R] C R,
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[Xi,?g] = Zaik?k, 1= 1,2,3 et Y],Yg Zﬂ]kyk, _] = 1,. .. ,8

k=1

ou g, Bk sont des constantes réelles. La relation de commutation [X1, Ys] nous
donne que

T(t) = Toeamta X190nm = O
Koot — 1 ((11914 + alanmt + Bnm) 19 # 0,
Arm () = 1 @)
%B',(rn)l-tQ + Anmt + Hnm, Cllg = O,
ou _ "
Asfr)n = qy T+ az3l‘££zr)n + 015/"/7(1721 + 7Knm )
Br(zlr)n = (XG0 + o 4"/‘351721 + aszVslrzz + a18h£13721>

pour ¢ = 1,2, 3 (les fonctions avec ¢ = 2,3 vont aussi apparaitre ultéricurcment) ct

KSUL est une fonction arbitraire de n,m. En considérant maintenant la relation de

commutation [22,?‘9], on obtient
a197g = 0, (crog + 1)1 = 0, Q29Qnm = 0,

et
(4)

Kpam =
(2099 — 1)B7(zlm 2019 BYH, = pour ag 7# 0,
\ (1 + 20129)011914nm + (1 + 20529)37(7;117)1 + 20(%914%271)1 =0

([ (3~ o) (Bi)? =0
(0‘29+ )En @+ AQ = pour a9 = 0.
\ ((129 - 1)Anm + Bnm =

A partir de la relation de commutation [X3, Yo] on trouve

0 = 0, Q390nm = 0
et a
(b oty Ly wwons
Bﬁﬁ% =
+ BY), + Qo Al = pour aze = 0.
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Finalement, pour j = 1,...,8 les relations de commutation [Y;,Yo] impliquent
ﬁjganm =0 et

(=) _ ') -~ 4)
{K ?Mnm = Crim + Bjotinm pour j =1,3,5,7

+ ﬂ]QAnm =

pour 57 = 2,4,6,8

fi(];_z)anm = D + 61914
)+ /3]'9f<vnm =0

ou . )
O = i+ 5j3fi£zl721 + 5]'5*@51217)1 + /3]'755321,
D7(7]721 = /3]2 + 6]4/‘bnm + 8]6"” + ﬂ]S"bnmy
et h,ﬁ% =

Puisque Asf,)n, B,(%, C,(f,,)l et DS,L sont des combinaisons linéaires de fonctions li-
néairement indépendantes apparaissant dans le champ de vecteurs )7}-, on peut utiliser
la combinaison linéaire pour simplifier )A/g. Pour tout g, nous avons que a,,, = L
et en utilisant les combinaisons linéaires, on peut transforiner a,,, = 0. De plus, on
sait que 7 = 0 tel que ?9 = Anm(t)0 ou Apy, dépend de arpg. Dans le cas ot aqg # 0,

Unm,?
1
on peut transformer Al = B,(m)l = 0 par LomblIldlbOHb linéaires. A partir des équa-

tions obtenues plus haut, on voit que Anm = ,(f,L = 0 pour ¢ = 1,2,3. Puisque

4

iﬁgm)l = 0, on ne peut J)outer de symétrie supplémentaire lorsque a9 # 0. Lorsque
a9 = 0, on sait que B =0et par Combmalsons linéaires, on peut transformer A
a zéro. On trouve ainsi que

o~

Yg = 5514,218

Unm "

Notons qu’il est impossible d’utiliser les transformations permises pour simplifier ?g
En effet, toutes les transformations permises ont déja été uftilisées afin de siiplificr
les champs de vecteurs, en particulier pour obtenir n&% =1 dans Y1 et YQ

A partir de I’équation déterminante (4.7), nous avons

0 = Z 4)auqunm7

(p.g)el

ou [y, est douné par (5.13). En utilisant la méthode des caractéristiques, on trouve
que la nouvelle fouction invariant, ol Yb est ajouté a NSH 1 cst donnée par (5.15).
Vérifions maintenant si chaque algébre de Lie {Xl, Xo, X3, Y5, .. Yg} est ‘maxi-
male’ ou non, i.e. si on peut y ajouter un nouveau champ de vecteurs de la forme
Yio = ()0 + [ (£ + @nm) Uam + /\nm(t)} Ou,... avec la méme fonction invariant (5.15).
A partir du théoréine de Levi. nous avons
L 10 N o 0
(X, Yiol =Y auYs, =123 et [V, Y=Y Gu¥i, j=1,...,9

k=1
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ol @y, Bix sont des constantes réelles. Définissons maintenant

gsr)n = a; + am% + O(wh(g) + O(ﬂ:‘isn?z + cyzghg%,
BY, = G+ Gunth + aisf;E?)n + ighin,
CO = By + Bisson + Bsksion + B7mlim + Boritin,
DY), = /3]2 + 5J4Hnm + ﬁ]6"mm + Bgsl‘»nm,

les relations de commutation [)?2,3/}10] et [3/} 3/}10] nous donne le méme ensemble
d’équations obtenu auparavant en remplagant Anm — Anm, e ,D,(IQL — [31(1],21, (tip —
ik, Bjk — Bk et RS 1O} pour ¢ = 1, 2 3,7=1,...,9et k=1,...,10. Encore
ici, nous avons que 7 = 0 et a,, = C . En utlhsant les combinaisons linéaires
on peut transformer a,, a zéro tel que Ylo = Ao () Oy - Pour aq19 = 0, on peut
transformer A, a zero par combinaisons linéaires. Dans le cas ou ay;9 # 0, on
peut transformer Anm a z€ro par combinaisons linéaires mais pas B,(m)l (puisque cette

4
fonction ne dépend pas de /mswzl) Par cons¢quent, on obtient

}’}10 = hgﬁzlta

Unm*

L’équation déterminante (4.7)

Z K 4)t(9uqunm,

(p.g)ET

avec F,,,, donné par (5.15), est zéro. Ceci complete la preuve pour le cas non-résoluble
du théoréme 5.3.9. [J

o8



Bibliographie

Moscow)

[16] Levi D Tremblay S and Winternitz P 2000 J. Phys. A 33 8507
[17] Levi D Tremblay S and Winternitz P 2001 J. Phys. A 34 9507
[18] Levi D and Winternitz P 2006 J. Phys. 4 39, 1

[19] Yamilov R and Levi D 2004 J. Nonlinear Math. Phys. 11 1
[20] Saito Y Furuta K and Hojou M 1987 J. Phys. Soc. Jpn 56 178
[21] Katsura S Ide T Morita T 1986 J. Stat. Phys. 42 381

[22]

Olver P J 1993 Applications of Lie Groups to Differential Fquations, Second
Edition, New York

[23] Hydon P 2000 Symmetry Methods for Differential Equations, Cambridge Uni-
versity Press



[24] Cantwell B J 2002 Introduction to Symmetry Analysis, Cambridge University
Press

[25] Levi E E 1905 Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino 50 1
[26] Jacobson N 1979 Lie Algebras (New York : Dover)

60



