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RESUMEN

El presente trabajo muestra los resultados de una investigacion que se realiz6 en el marco de un
programa de Maestria en Educacion Matematica. La investigacion aborda la correspondencia entre
los niveles de algebrizacion propuestos por Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi (2014), las tareas de
naturaleza algebraica en los libros de texto, y los desempefios que exhiben los escolares de
primaria cuando se enfrentan a dichas tareas. La investigacién se desarroll6 con estudiantes del
“Colegio Montessori”, en la ciudad de Medellin. Se utilizé la coleccion de libros de matematicas
para primaria titulada “Envision Math” (Ed. Pearson). La propuesta de Godino y colaboradores es
reciente, y no ha sido contrastada ni con los libros de texto, ni con los desempefios de los

estudiantes de escuela elemental.

La investigacién considera cuatro fases: la primera refiere a la clasificacién de las tareas de
caracter algebraico que se proponen en los libros de texto analizados; la segunda refiere al disefio
de una prueba para ser aplicada a los nifios. Los ejercicios incluidos en la prueba fueron tomados
de los libros de texto analizados. La tercera fase refiere a la aplicacion de la prueba. La cuarta
refiere a la contrastacion entre los niveles de algebrizacion atribuidos a las tareas y los
desempefios de los nifios. Durante la primera fase se encontr6 que la descripcion de las
caracteristicas algebraicas propuesta por Godino et.al. -lbid- no incluia ciertos tipos de tareas de
naturaleza algebraica incluidas en los textos analizados. La propuesta de Godino et.al. (2014) , se
complement6 con la taxonomia de tareas algebraica de Burkhardt (2001). Se informa sobre la
coherencia entre los niveles ampliados de algebrizacion, las tareas propuestas en los libros de

texto y los desempefios de los nifios.



ABSTRACT

This work shows the end results of a research project conducted in the frame of a Mathematics
Education masters’ program. The research addresses the correspondence between the
algebraization levels proposed by Godino, Ake, Gonzato and Wilhelmi, (2014), the tasks of
algebraic nature in textbooks, and the performances exhibited by elementary schoolchildren when
faced with such tasks. The research was conducted with students from "Montessori School," in the
city of Medellin, Colombia. The text book used was "Envision Math" (Ed Pearson). Godino’s et.al
proposal is recent and has not been contrasted neither with textbooks, nor with the performances of

students in elementary school.

The research considers four stages: the first stage refers to the classification of algebraic character
tasks proposed in the textbooks analyzed, the second stage relates to the design of a test to be
applied to children; the exercises included in the test were taken from the textbooks analyzed.
Furthermore, the third stage concerns the application of the test and the fourth stage refers to the
contrast between levels algebraization attributed to the tasks and the children’s performance.
During the first stage it was found that the description of algebraic properties proposed by Godino-
Ibid- did not include certain types of algebraic nature tasks included in the texts analyzed. The
proposal for Godino et.al., was complemented by the taxonomy of algebraic performance of
Burkhardt (2001). A report on the consistency between algebraization expanded levels, the tasks

proposed in textbooks, and children's performance is given.
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INTRODUCCION

La investigacion que se presenta indaga sobre la correspondencia entre niveles de algebrizacion
atribuidos a tareas matematicas propuestas en libros de texto de nivel primario, y sobre la

contrastacion entre tales niveles atribuidos y los desempefios de nifios de escuela primaria.

La investigacibn pone en cuestion los niveles de actividad algebraica atribuidos a tareas
propuestas en un libro de texto en lengua inglesa que se sigue en un colegio bilingiie localizado en

la ciudad de Medellin, Colombia.

Interesa conocer tres aspectos: el primero refiere a la atribucion de niveles de algebrizacién a
tareas matematicas propuestas en un libro de texto; el segundo refiere al desempefio de los nifios
de escuela elemental cuando resuelven tareas con niveles de algebrizacion atribuidos; y el tercero

refiere a la pertinencia de los niveles de algebrizacion propuestos.

Para lograrlo se hizo una atribucién de niveles de algebrizacion a las tareas del libro de texto. La
atribucién se basé en la propuesta de Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi (2014). Posteriormente se
hizo una seleccidn de tareas y se disefiaron cinco pruebas que se aplicaron a estudiantes en cada

uno de los grados de la escuela primaria.

El analisis subsecuente de la informacién obtenida con las pruebas tuvo en consideracion tanto las

soluciones a las preguntas como entrevistas focalizadas.

Las preguntas que orientan este trabajo son: ¢Cuales son las caracteristicas algebraicas que se
identifican en la coleccion de libros de texto de matematicas usados en la escuela primaria en el
Colegio Montessori?;¢,Cudles son los niveles de algebrizacién identificados en tal colecciéon de
libros de texto de mateméticas para la primaria?; ¢Se corresponden los niveles de algebrizacion
propuestos por Godino et al., (2014), identificados en los libros de texto, con los desempefios de

niflos de escuela elemental?
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Se presté especial atencién a determinar la correspondencia entre los niveles de algebrizacion
propuestos por Godino et. al., (2014) y el desempefio de los nifios de escuela primaria. Los niveles
de algebrizacion propuestos inician en un nivel cero que considera aquellas tareas que no incluyen
caracteristicas algebraicas, pasan por un nivel uno en el que se consideran tareas con
caracteristicas algebraicas incipientes, contindan en un nivel dos en el que se inicia el uso de la
simbologia algebraica y el reconocimiento de la generalidad, y llegan hasta un nivel tres en el que
ademas de usar y comprender las simbologia algebraica, se opera con ella y se realizan
transformaciones en la forma simbdlica de las expresiones conservando su equivalencia. Durante
el transcurso del trabajo se incluyeron dimensiones adicionales que consideran aspectos tales
como los descritos por Burkhardt (2001) en su taxonomia de desempefio algebraico en donde se
distinguen cinco categorias de actividades de naturaleza algebraica y unos niveles que describen

la experticia frente a dichos tipos de tarea.

Los resultados del trabajo dejan ver que: 1) la propuesta EnVision Math ofrece una cantidad
considerable de actividades de naturaleza algebraica —o algebrizables-, siendo fiel a la propuesta
didactica de la inmersién del algebra desde la escuela elemental, y propiciando el desarrollo
progresivo del razonamiento algebraico por parte de los estudiantes, evidente en la continuidad de
la propuesta grado a grado; 2) No siempre los niveles de algebrizacion (Godino et. al., 2014)
atribuidos a una tarea matematica tienen correspondencia con el desempefio de los estudiantes
cuando se enfrentan a ésta; 3) La propuesta de niveles de algebrizaciéon (Godino et. al. , 2014) no
considera algunos tipos de tareas matematicas de naturaleza algebraica, por lo que se incluye la
propuesta de taxonomia algebraica de Burkhardt (2001), y el aporte del investigador, para
proponer unos niveles ampliados de algebrizacion; 4) El desempenio real de los nifios frente a los
talleres disefiados, supera las expectativas del investigador. El desempefio de los nifios aporta
maneras interesantes de abordar las tareas: unas abandonando la naturaleza algebraica de estas,
y otras por el contrario, reafirmando una vez mas la viabilidad de la algebrizacion del curriculo en

términos de los resultados obtenidos, y su impacto en el desempefio de los estudiantes.
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Este informe de tesis de maestria, incluye siete capitulos. A continuacion se explicita sucintamente

el contenido de cada uno de ellos.

El primer capitulo presenta el planteamiento del problema considerando los antecedentes de la

problematica de estudio, las preguntas de investigacion y los objetivos del trabajo.

El segundo capitulo presenta el marco tedrico sobre el cual se desarrolla el trabajo y como desde

éste se hace una propuesta de niveles ampliados de algebrizacion.

El tercer capitulo presenta la metodologia usada para realizar el estudio.

El cuarto capitulo presenta el analisis de resultados, tanto del estudio de la serie de libros

analizada, como de los desempefios exhibidos por los estudiantes en las pruebas aplicadas.

El quinto capitulo presenta las conclusiones obtenidas a partir del presente estudio.

El sexto capitulo presenta algunas cuestiones abiertas que surgen en el trabajo, y que

eventualmente serdn objeto de investigacion en futuros trabajos.

15



1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

1.1 ANTECEDENTES Y PROBLEMATICA DE ESTUDIO.

El algebra es uno de los pilares sobre los cuales se construye el conocimiento matematico. Esta, a
su vez, tiene un rol protagénico en el desarrollo de avances cientificos y tecnolégicos, en los cuales
se utilizan sistemas de codificacién, se disefian y evalian modelos, se plantean y analizan
generalizaciones, estimaciones y predicciones. Asi su ensefianza se vincula con el desarrollo de
competencias que representan un aspecto esencial en el proceso de formacién matemética de los
escolares. El algebra esta vinculada con la geometria y con el analisis matemético. Fallas en el
desarrollo de competencias algebraicas podrian obstaculizar el acceso a niveles superiores de
formacién escolar, lo cual podria, a su vez, constituirse en un factor de discriminacion (Moses,

2001).

La experiencia en el aula de matematicas, a lo largo de varias décadas, ha mostrado variadas
dificultades en el aprendizaje y en la ensefianza del algebra (Davis, 1985; Linchevski y Livneh,
1999; Filloy y Rojano, 1989; Freiman y Lee, 2004), que a su vez, han motivado investigaciones
para estudiar las causas y las posibles soluciones a estas dificultades. Se ha encontrado que
dichas dificultades de aprendizaje estan relacionadas con aspectos tales como: la forma de
entender el signo igual (Molina, 2007), la diferencia entre las convenciones de notacién en la
transicion entre la aritmética y el algebra (Kieran, 1989), el uso y las implicaciones de la
simbolizacion algebraica, las disimilitudes entre las variables y las incégnitas, entre otras. Asi
mismo, en la ensefianza del algebra, se tienen como posibles dificultades: la transicion desde la
aritmética hasta el algebra, su uso descontextualizado, la falta de planeacién de las actividades de
aprendizaje, el desconocimiento del objeto de la ensefianza del &lgebra, la falta de conocimiento

especifico del docente, entre otras (Bednarz, N., Kieran, C., Lee, L; 1996; Socas y cols, 1996).
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Aunque el algebra incluya como uno de sus aspectos caracteristicos la generalizacion del estudio
de la aritmética, no es necesario que el algebra aparezca posteriormente a ésta; de hecho,
estudios recientes (Blanton y Kaput, 2005; Booth, 1999; Brizuela y Schliemann, 2003; Carpenter,
Franke y Levi, 2003; Carraher et al., 2006; Fuijii, 2003; Kaput, 2000; Molina, 2009) muestran cémo
la inmersién en actividades de naturaleza algebraica que le abran camino al algebra simbdlica,
puede tener lugar en los primeros afios de la escuela primaria, favoreciendo asi la comprension de

las nociones algebraicas elementales y la utilizacion de modos de pensamiento algebraicos.

Una via de solucion a la problematica descrita anteriormente consiste en la inclusion temprana del
algebra en el curriculo. Dicha inclusion, pretende promover al algebra como facilitadora de una
mejor comprension de las mateméticas en lugar de ser inhibidora (Aké, 2013) y ofrecer
oportunidades a los estudiantes para fomentar un mayor grado de generalidad en su pensamiento

y una mayor capacidad de comunicar dicha generalidad (Lins y Kaput, 2004, p.58).

La algebrizacién del curriculo (Kaput y Blanton, 2008) consiste, esencialmente, en una atribucion
de caracter algebraico a tareas matematicas que originalmente tenian una intencionalidad
numérica o geométrica. Sin embargo, debemos afirmar que no es la atribucion de caracter
algebraico lo que determina que una tarea lo tenga, sino la actividad matematica manifestada por
los estudiantes cuando la resuelven. No se trata de impartir un curso de algebra tradicional a los
alumnos de educacion infantil y primaria, sino de desarrollar el razonamiento algebraico a lo largo

del periodo que se inicia en la educacion infantil hasta el bachillerato (Godino y Font, 2003).

Como consecuencia del estudio exhaustivo que se ha adelantado en la didactica del algebra, y en
el como y el porqué de su inmersion temprana en la escuela, han surgido algunos estudios
descriptivos que se orientan a puntualizar qué tipo de habilidades y destrezas deben desarrollarse
por los estudiantes -de manera paralela con su proceso de consolidacién del pensamiento
numérico y el pensamiento espacial- de modo que al entrar en niveles superiores de
conceptualizacion matematica, se minimicen las dificultades en el uso y la comprension del
algebra. Algunos autores (Kaput, 1989; Kieran, 1989; Gascon, 1999; Burkhardt, 2001; Godino et.

al., 2014) han propuesto considerar niveles de algebrizacion que distinguen acciones de los
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estudiantes frente a diferentes tipos de tareas matematicas a las que se les concede cierto caracter
“algebraico”. La propuesta mas reciente es la descrita por Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi (2014).
Tales estudios, sin embargo, no han sido contrastados ni con los libros de texto, ni con los

desempefios de los estudiantes de escuela elemental.
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1.2 PREGUNTAS DE INVESTIGACION

Las preguntas que orientan esta investigacion son:

- ¢Cudles son las caracteristicas algebraicas que se identifican en la coleccion de libros de

texto de matematicas usados en la escuela primaria en el Colegio Montessori?

- ¢Cudles son los niveles de algebrizacion identificados en la coleccion de libros de texto de

matematicas para la primaria?

- ¢Se corresponden los niveles de algebrizacion propuestos por Godino et. al. (2014),

identificados en los libros de texto, con los desempefios de nifios de escuela elemental?

19



1.3 OBJETIVOS.

1. 3. 1 Objetivo general

Describir la correspondencia entre los niveles de algebrizacion de las tareas algebraicas
identificadas en los libros de texto, y los desempefios de los nifios de la escuela elemental cuando

las resuelven.

1. 3. 2 Objetivos especificos.

» Indagar sobre las caracteristicas algebraicas de tareas mateméticas propuestas en libros

de texto de matematicas, en la escuela primaria.

« Identificar los niveles de algebrizacion presentes en los libros de texto de nivel primario.

« Caracterizar los libros de texto estudiados, en términos de las caracteristicas algebraicas

identificadas y de los niveles de algebrizacion.

» Describir el desempefio de los nifios de escuela elemental cuando resuelven tareas

algebraicas.

20



2. MARCO TEORICO.

2.1 DEL ENFOQUE ONTOSEMIOTICO EN EDUCACION MATEMATICA.

El Enfoque Ontosemidtico de investigacién en Educacién Matematica es un modelo que asume
una perspectiva sistémica e interdisciplinaria (Steiner, 1985) para trabajar la complejidad de la
educacion matematica como un campo de investigacion, desarrollo y practica. Algunos de sus
objetos de indagacién son: el estudio de la relacion entre los significados personales e
institucionales que se le atribuyen a un objeto matematico y su relacion con la nocién de
comprension; y el estudio de los procesos de interpretacién de los sistemas de signos matematicos

usados en las interacciones didacticas.

De acuerdo con el Enfoque Ontosemidtico, todo proceso de instruccion matematica considera
sies dimensiones: epistémica (referente a la naturaleza del objeto matematico a tratar), educativa
(referente a las funciones del profesor), estudiantil (referente a las funciones el estudiante),
mediacional (que se refiere al uso de recursos para el proceso de instruccién), cognitiva (referente
a las capacidades y nivel de desarrollo mental del aprendiz) y emocional (que da cuenta de las
emociones, actitudes, prevenciones y motivaciones del estudiante durante el proceso de

instruccional).

El modelo ontoldgico y semidtico de la cognicidn proporciona criterios para identificar los estados
posibles de las trayectorias epistémica y cognitiva, y la adopcién de la "negociacion de
significados” como nocidn clave para la gestion de las trayectorias didacticas. La ensefianza
incluye la participacion de los estudiantes en una comunidad de practica donde se comparten
significados institucionales, y el aprendizaje - que es entendido como una competencia- supone la

apropiacién de éstos significados por parte de los estudiantes.
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En una practica matematica intervienen objetos ostensivos (simbolos, graficos) y no-ostensivos (lo
que llega a la mente cuando se “hace matematica”) que son representados de manera textual, oral,
grafica o incluso gestual. Se consideran seis tipos de objetos matematicos primarios: las
situaciones problema, el lenguaje, los argumentos, los procedimientos, las proposiciones y los
conceptos. Las situaciones problema promueven y contextualizan la actividad; el lenguaje
(simbolos, notaciones, gréficas,...) representa otra entidad y sirve como herramienta de accion; los
argumentos justifican los procedimientos — o las soluciones dadas por los individuos- y las
proposiciones se relacionan con las propiedades de los conceptos, que suelen ser usadas para
resolver la actividad. Dichos objetos matematicos que intervienen en, o emergen de, una practica
matemética, dependen de un juego de lenguaje del que forman parte y pueden ser considerados
desde las siguientes facetas duales: personal-institucional, ostensivo-no ostensivo, extensivo-

intensivo, unitario- sistémico, expresién- contenido.

Figura 1. Conjunto de nociones tedricas que componen el EOS. Tomado de Font, V. Badillo, E. Trigueros, M.

Rubio, N. (2012).

INSTITUCIONAL

PRACTICAS

OPERATIVAS  DISCURSIVAS

PERSONAL
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2.2 DEL RAZONAMIENTO ALGEBRAICO.

Entender el algebra en el restringido sentido de la manipulacién de variables o incégnitas en
sentencias numeéricas, fortalece alin mas la concepcion de los estudiantes acerca de su nivel de
dificultad y abstraccion. Asi mismo, el docente que asi la entiende encuentra dificultades para
reconocer y promover la inclusién temprana del algebra en el curriculo escolar, ya que, segun la
concepcion antes descrita, haria falta un sélido desarrollo aritmético que sirva de soporte para tal
trabajo, el cual s6lo se logra después de muchos afos de escolaridad. Se desconoce de esta
forma que el razonamiento algebraico requiere de tiempo y de un desarrollo cognitivo. Lo anterior
provoca un estudio descontextualizado, abrupto, disfuncional, tardio, y superficial del &lgebra

escolar (Kaput, 1999).

Los modos caracteristicos del razonamiento de los estudiantes y en especial las formas del
razonamiento algebraico, son insumo de prueba de sus desarrollos cognitivos en el proceso de
escolarizacién, ya que en éste se hacen evidentes las habilidades para usar lo que se sabe tanto
en “contextos reales” como matematicos. Pueden encontrarse estudiantes que, a pesar de tener un
“buen desempeno” en lo algoritmico, no logran exhibir los resultados que describen un adecuado
razonamiento algebraico; y por el contrario, pueden encontrarse estudiantes con un “desempefio
insatisfactorio” en lo algoritmico que logran niveles de abstraccion superiores mediante el uso de

métodos alternativos de andlisis y computacién numérica.

Concebir el razonamiento algebraico como una habilidad superior y mas compleja que la tarea de
aprender algebra, esta en sintonia con la propuesta del Ministerio de Educacién Nacional de
Colombia, que propone el pensamiento variacional como un tipo de pensamiento matematico
superior, que incluye los demas tipos (numérico, estadistico, métrico y geométrico). En este
sentido, “el pensamiento variacional puede describirse aproximadamente como una manera de

pensar dinamica, que intenta producir mentalmente sistemas que relacionen sus variables internas
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de tal manera que covarien en forma semejante a los patrones de covariacion de cantidades de la
misma o distintas magnitudes en los subprocesos recortados de la realidad” (Vasco, 2003). Esta
concepcion ampliada, apunta al desarrollo progresivo del concepto de funcién, como un objeto
matematico protagonista en los aspectos que refieren a la variacién y la modelacion, ya que
permite desarrollos matematicos mas elaborados que son de gran utilidad en el contexto de la

ingenieria, la economia, el estudio cientifico y la investigacion.

El razonamiento algebraico implica identificar patrones y regularidades, codificarlos, generalizarlos
y formalizarlos en cualquier contexto, sea éste matemético o no. A medida que se avanza en
estas habilidades, se refina paralelamente el uso del lenguaje y del simbolismo que representa y
permite comunicar el pensamiento algebraico, y de manera espontanea y llena de significado, se

da lugar al uso de las variables, las ecuaciones y las funciones.

Se afirma que el razonamiento algebraico esta en el corazon de las matematicas, ya que ésta es
concebida como la ciencia de los patrones y el orden; sin embargo, el desarrollo de este tipo de
razonamiento, se puede abordar desde varios procesos, habilidades y contenidos del curriculo que
son inicialmente concebidos de manera independiente y apartada del algebra. De hecho, en
Ferrero et. al.(1999), se puede observar algunos elementos teéricos que suponen un
acercamiento al estudio de la estructura algebraica de los conjuntos y de las operaciones con

ndameros.

En sintonia con lo anterior, Kaput (1999) propone “algebrizar” el curriculo de matematicas en la
escuela primaria para que el estudiante, de manera natural y paralela con su proceso de formacién
numérica, desarrolle habilidades que le permitan justificar procesos algoritmicos, modelar
matematicamente el contexto de un problema, describir y completar patrones numéricos o
geomeétricos, comprobar y proponer generalizaciones acerca de los resultados de las operaciones,
y obtener y relacionar diversos ostensivos del mismo objeto matematico; aspectos que conduciran

a un posterior uso consciente de variables o incognitas en todo tipo de sentencias numeéricas.
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Diversos estudios (Klismann et. al., 2007; Strother, 2011) informan que los nifilos expuestos
tempranamente a experiencias algebraicas, exhiben buenos desempefios cuando asumen tareas
localizadas en el modelo del algebra en la escuela secundaria. Tales nifios tampoco exhiben las
dificultades reportadas en la literatura de los afios 90, y que informaban sobre las dificultades en la

transicion desde la aritmética hasta el dlgebra (Filloy y Rojano, 1989)

Esta concepcién de razonamiento algebraico se ilustra mejor con las propuestas contenidas en los
Principios y Estandares 2000 del NCTM. Como se puede ver en la siguiente tabla, el objetivo no es
que los estudiantes de la escuela elemental manipulen simbolos algebraicos, que con frecuencia

es a lo que se limitan los cursos algebra en secundaria.

Tabla 1. Expectativas formuladas por los Principios y Estandares NCTM 2000 sobre el bloque de Algebra
para los grados K-2 y para los grados 3-5. Tomada de Godino y Font (2003), Matematicas y su didactica para

maestros: manual para el estudiante.

Estandares de contenido

En los grados K-2 todos los alumnos deberan,

Comprender patrones, relaciones,
y funciones

Representar y analizar situaciones
matematicas y estructuras usando
simbolos algebraicos

Usar modelos matematicos para
representar y comprender
relaciones cuantitativas

Analizar el cambio en diversos
Contextos
Estandares de contenido

Comprender patrones, relaciones,
y funciones

- clasificar y ordenar objetos por tamafio, nimero y otras
propiedades;

- reconocer, describir, y continuar patrones tales como
secuencias de sonidos y formas o patrones numéricos
simples, y pasar de una representacion a otra.

- Ejemplificar principios y propiedades generales de las
operaciones, tales como la conmutatividad, usando
nameros especificos.

- usar representaciones concretas, graficas y verbales para
mejorar la comprension de notaciones simbdlicas
inventadas y convencionales.

- modelizar situaciones que impliquen la adicion y
sustraccion de numeros naturales, usando objetos,
dibujos, y simbolos.

- describir cambios cuantitativos, tales como el mayor
crecimiento de un alumno;

- describir cambios cuantitativos, tales como que un
alumno crece dos centimetros en un afo.

En los grados 3-5 todos los alumnos deberan,

- describir, continuar y hacer generalizaciones sobre
patrones geométricos y numeéricos;

-representar y analizar patrones y funciones, usando
palabras, tablas y graficos.
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Representar y analizar situaciones
matematicas y estructuras usando
simbolos algebraicos

Usar modelos matematicos para
representar y comprender
relaciones cuantitativas
Analizar el cambio en diversos
Contextos

- identificar propiedades tales como la conmutativa,
asociativa, distributiva y usarlas para calcular con
ndmeros naturales,

- representar la idea de variable como una cantidad
desconocida usando una letra o un simbolo;

- expresar relaciones matematicas usando ecuaciones.

- modelizar situaciones problemas con objetos y usar
representaciones tales como graficos, tablas, y ecuaciones
para extraer conclusiones.

- investigar como el cambio en una variable se relaciona
con el cambio en otra;

- identificar y describir situaciones con tasas de variacion
constante o variable y compararlas.
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2.3 DE LOS NIVELES DE ALGEBRIZACION.

Diversos autores (Kaput, 1989; Kieran, 1989; Gascon, 1999) han propuesto considerar niveles de
algebrizacion que distinguen acciones de los estudiantes frente a diferentes tipos de tareas

matematicas a las que se les concede cierto caracter algebraico.

Las actividades se consideran “algebraicas” en tanto que exhiban algunas caracteristicas
atribuidas por el maestro y utilizadas por los estudiantes para resolverlas, muchas de las cuales
fueron expuestas en el apartado anterior. Godino et.al. (2014) proponen caracteristicas que
permiten definir distintos niveles o grados de algebrizacion. El nivel se asigna no a la tarea en si
misma, sino a la actividad matematica que se realiza, por lo que dependiendo de la manera en que

se resuelve una tarea, la actividad matematica puede ser clasificada en un nivel u otro.

A continuacién se describen los cuatro niveles de algebrizacibn que se consideran en esta

investigacion:

Ausencia del razonamiento algebraico (Nivel 0)

Intervienen objetos extensivos (particulares) expresados mediante lenguajes natural, numérico,
icénico o gestual. Pueden intervenir simbolos que refieren a un valor desconocido, pero dicho valor
se obtiene como resultado de operaciones sobre objetos particulares. En tareas de generalizacion
el mero reconocimiento de la regla recursiva que relaciona un término con el siguiente, en casos

particulares, no es indicativa de generalizacién. (Godino, 2012. p. 289)

Nivel incipiente de algebrizacion (Nivel 1)

Intervienen objetos intensivos cuya generalidad se reconoce de manera explicita mediante
lenguajes natural, numérico, icénico o gestual. Pueden intervenir simbolos que refieren a los

intensivos reconocidos, pero sin operar con dichos objetos. En tareas estructurales se aplican
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relaciones y propiedades de las operaciones y pueden intervenir datos desconocidos expresados
simbolicamente. En tareas funcionales se reconoce la generalidad aunque expresada en un

lenguaje diferente al simbolico-literal (Idem)

Nivel intermedio de algebrizacion (Nivel 2)

Intervienen indeterminadas o variables expresadas con lenguaje simbdlico — literal para referir a los
intensivos reconocidos, aunque ligados a la informacion del contexto espacial temporal. En tareas
estructurales las ecuaciones son de la forma Ax + B = C . En tareas funcionales se reconoce la
generalidad, pero no se opera con las variables para obtener formas candnicas de expresion.

(Idem)

Nivel consolidado de algebrizacién (Nivel 3)

Se generan objetos intensivos representados de manera simbdlica — literal y se opera con ellos; se
realizan transformaciones en la forma simbdlica de las expresiones conservando la equivalencia.
Se realizan tratamientos con las incognitas para resolver ecuaciones del tipo Ax + B=Cx + D,y la
formulacién simbdlica y descontextualizada de reglas candnicas de expresion de funciones y

patrones. (Idem)

Los anteriores niveles, podrian describir una ruta algebraica que oriente al docente en el qué y
cémo de la inclusién temprana del algebra en la escuela primaria. A continuacién, una propuesta

similar pero menos reciente: taxonomia de desempefio algebraico (Burkhardt, 2001).

28



2.4 DE LA TAXONOMIA DEL DESEMPENO ALGEBRAICO.

La idea de hacer extensiva la ensefianza del algebra a la escuela elemental va mas alla de forzar
el uso de expresiones simbolicas desde temprana edad, y se enfoca mas en el desarrollo del
razonamiento algebraico de los escolares. Asi, la tarea del docente consiste en promover el trabajo
algebraico por parte del estudiante y que, independiente de si usa simbolos algebraicos o no, se
familiarice cada vez mas con tareas de exploracion, analisis, argumentacion, prediccién, estimacion

y generalizacién de los resultados obtenidos en las tareas matematicas que resuelve.

Como resultado de un proceso de investigacion en la ensefianza y el aprendizaje del algebra,
Burkhardt (2001) propone una taxonomia de desempefio algebraico en la que se distinguen tipos
de tareas algebraicas y sus diferentes niveles de dificultad. Dichas tareas estan organizadas de
forma creciente, siendo el primer tipo de tarea la mas sencilla, y el Gltimo tipo de tarea la mas
compleja. Los juicios que hacen referencia a la simpleza o dificultad de la tarea, estan sujetos a la
novedad o familiaridad que represente cada problema especifico para el estudiante, como
consecuencia del disefio curricular® al que ha sido expuesto y las experiencias de aprendizaje que
haya tenido. A continuacidn, se presenta una traduccién al espafiol de la propuesta original de

Burkhardt (2001).

Figura 2. Traduccion de la taxonomia de desempefio algebraico (Burkhardt, 2001; pag 142).

1 : T : ” : .
Se entiende como “disefio curricular” el conjunto de cursos que el estudiante ha tomado durante su
formacion escolar.
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P1. Extensi6én de patrones numéricos y geométricos, paso a paso.
(Puedes escoger si llamar dicha generalizacion -sin el uso de simbolos-
algebra o pre-algebra).

P2. Formulacion de reglas verbales para la extension de patrones paso a
paso.

S1. Sustitucién de nimeros en férmulas, evaluadas con calculadora.

C1. Seguimiento de comandos algebraicos simples de programacion de
la forma A=B+C. Entender formulas simples en hojas de calculo.

F1. Formulacién reglas verbales para relaciones funcionales, o
explicaciones para resultados generales. (Por ejemplo, para patrones y
situaciones proporcionales).

C2. Formulacién de comandos algebraicos simples de programacion de
la forma A=B+C. Formulacién de férmulas simples en hojas de célculo.
C3. Formulacion de programas simples con estructuras ramificadas.
Construccién de hojas de célculo simples, copiando férmulas.

S2. Formulacion acertada de relaciones funcionales de manera
simbodlica.

S3. Modificacion expresiones algebraicas lineales. Solucién ecuaciones
simples.

S4. Madificacién expresiones algebraicas. Solucién ecuaciones simples.
R1. Seguimiento, andlisis y modificacion de cadenas de razonamiento
simbdlico. Seguimiento, andlisis y modificaciéon de estructuras en hojas
de célculo.

C3. Formulacién de programas procesuales. Construcciéon de hojas de
célculos vinculadas.

S5. Inversion de relaciones funcionales. Solucion de ecuaciones.

R2. Construccién de cadenas deductivas de razonamiento simbdlico.

R3. Construccion de demostraciones simbdlicas generales.

Figura 3. Propuesta de taxonomia de desempefio algebraico en inglés. (Burkhard, 2001; pag 142)

¢l
F1 formulating ver X
for general resul
(eg In p.‘.tn‘rl‘m ati
C2 formulating si
formulating s
3 formulating s
constructing
S2 formulating well-understood functional relationships symbolically
S3 rearranging linear & Igebraic expressions, solving simple equati
S4 rearranging algebraic expressions solving simple equations
i i im i ~ f sy ic rea ing
R1 following, critig and modifying chains of sy mboltt reasoning
following, critiquing and modifying spreadsheet structures
c3 formulating procedural programs
constructing linked spreadsheets
S5 inverting functional relationships, solving equations
R2 constructing deductive chains of symbolic reasoning

R3  constructing general symbolic proofs



2.5 NIVELES AMPLIADOS DE ALGEBRIZACION.

En consideracion con los apartados 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4 del presente trabajo, y luego de la
asignacion de niveles de algebrizacién a las tareas de naturaleza algebraica en la serie de libros
EnVision Math (Ed. Pearson, 2012) segun la propuesta de Godino y cols (2014), se identifica la
necesidad de incluir una descripcién mas amplia para cada nivel de algebrizacién, y se tienen en

la cuenta los aportes de la propuesta de taxonomia de desempefio algebraico de Burkhardt (2001).

Se proponen, entonces, las siguientes categorias, con el objetivo de describir de manera mas
clara y concisa las habilidades que exhibe el estudiante que se enfrenta a diferentes tipos de
tareas algebraicas, y poder hacer una asignacion mas cuidadosa del nivel de algebrizacién en el
que se encuentra. De la propuesta original de Godino et.al. (2014), se conserva la numeracion en

niveles y los aspectos descriptivos para cada nivel, para cada una de las categorias.

(A) Secuencias y patrones.

(B) Solucion de ecuaciones.

(C) Variacion y cambio.

(D) Modelacion.

(E) Formulas y equivalencias.

(F) Desigualdades e inecuaciones.

(G) Propiedades de las operaciones.

A continuacion, se presenta una tabla en la que sea amplia la descripcidn para cada nivel de

algebrizacion, segun las categorias previamente presentadas.

Tabla 2. Niveles ampliados de algebrizacion por categorias (paginas 32 y 33)
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Secuencias y Solucion de S . . Férmulas y Desigualdades Propiedades de las Pertenencia e
- Variacion y cambio Modelacion - ; - - : -
NIVEL patrones ecuaciones C D equivalencias e Inecuaciones operaciones. inclusion.
A B E F G H
Reconoce las
propiedades
modulativa, asociativa | Establece relaciones
Representa e . - .
e . Identifica si un y conmutativa de la de pertenencia.
graficamente un | Estimay compara . .
’ - ndmero es una suma y la Determina la falsedad
Resuelve problema que las equivalencias i N -
. . - solucion de una multiplicacién en el o0 veracidad de un
Extiende patrones | ecuaciones incluye datos entre dos - - . -
- . - inecuacion conjunto de los enunciado que
numericos y | planteadas en desconocidos. magnitudes, . . : .
ot - - - lineal. nameros naturales. incluya relaciones de
0 geométricos esquemas  graficos Describe un sentencias L b
. - - P Establece Valora la plausibilidad | pertenencia.
simples. (espacios en blanco) problema a partir | numéricas, monedas -
mediante ensayo y de su 0 sisteras de relaciones de del resultado de una
error representacion numeracion dados orden entre dos operacion numerica
' rgfica " | ndmeros o entre Identifica el inverso
g ' dos sentencias aditivo de un nimero
numéricas. natural.
Reconoce las
operaciones inversas.
Formula'y comprueba
generalizaciones sobre Identifica
los resultados de las caracteristicas
Identifica operaciones de nimeros comunes en un
patrones Establece naturales. conjunto de objetos
NUMEricos Identifica variables equivalencias entre Identifica y usa el matematicos, y
(o Y| Resuelve dependientes e dos sentencias inverso aditivo y el establece relaciones
geométricos - - - Representa e . ST : y

. ecuaciones independientes  en . numéricas, dos inverso multiplicativo de inclusion y

simples, y los ! algebraicamente . - . - -
. representadas  con | un fenébmeno | .7 . unidades de medida, de un namero racional. pertenencia entre
explica - . situaciones . - ;
esquemas graficos | cualquiera. o dos monedas o dos Determina Identifica patrones en conjuntos y
verbalmente. . - .. | aditivas que . s
Crea patrones (espacios en blz_inco) Describe la relacion incluyen 5|stemas_ de graflcamente el los resulta(.jos de las element_os de un
- y ecuaciones | entre dos elementos | .~~~ numeracion. conjunto operaciones. conjunto
1 numéricos y - incognitas. . L ;
. planteadas matematicos Usa formulas que solucion de una Usa para los patrones respectivamente.
geométricos - Representa - - - - .

- verbalmente, cualesquiera. . involucran varias inecuacion en los resultados de las | Determina la falsedad

simples. Completa - algebraicamente - - - .
o mediante ensayo y | Enumera las - variables para la lineal. operaciones para o veracidad de un
tablas  siguiendo - - sentencias .y A .
error 0 mediante el | posibles - resolucion de simplificar procesos. enunciado que
patrones - . numéricas . : . -
. uso del operaciones | permutaciones de | _. problemas en Utiliza la propiedad incluya relaciones de
preestablecidos . simples. o :

Ue usan | inversas. los elementos de un contextos distributiva. pertenencia e
gimbolo ia conjunto dado. matematicos o no Reemplaza una variable inclusion entre
al ebraiga matematicos. por un valor numérico conjuntos y

g ’ pre-establecido dentro elementos de un

de una sentencia conjunto
numérica. respectivamente.

Identifica Resuelve Predice el cambio | Representa Establece Describe (con Formula y comprueba
patrones ecuaciones de una variable en | algebraicamente equivalencias entre intervalos, generalizaciones sobre Comprueba

5 numericos y | utilizando funcion de la otra 'y | situaciones varias sentencias verbal y las operaciones de los generalizaciones
geométricos simbologia toma como | aditivas y | numéricas, varias graficamente), numeros racionales sobre relaciones
simples, 'y los | algebraica mediante | referencia multiplicativas unidades de medida, el conjunto positivos. (pertenenciae 32
modela por medio | el uso de | fenébmenos que incluyen varias monedas y solucion para Usa las propiedades inclusién) entre




de simbologia | propiedades matematicos y no | incognitas. varios sistemas de una inecuacion modulativa, asociativa, objetos matematicos,
algebraica. numéricas. matematicos. Utiliza numeracion. lineal. conmutativa y geométricos 6
Disefia tablas para | indistintamente distributiva de la suma sistemas numéricos
Encuentra valores | analizar el cambio | simbolos para | Modifica formulas y la multiplicacion en el dados.
posicionales de dos variables | representar dadas en funcién de conjunto de los
desconocidos como | relacionadas. incognitas. un problema. racionales positivos.
resultado del Representa
analisis de una Utiliza las algebraicamente las
sentencia numérica propiedades de las propiedades de las
igualdades. operaciones en un
conjunto dado
Representa
algebraicamente Formula
situaciones generalizaciones
diversas tomando ‘ sobre relaciones
. . - Formula y comprueba, p
Resuelve Describe el cambio | a partir de alaebraicamente (pertenencia e
Formula  reglas | ecuaciones (o | de una variable en | referentes -~ ge ! inclusion) entre
P - - . Distingue los relaciones entre los . "
canonicas sistemas de | funcion de la otra, | verbales, escritos, diversos sentidos de Resuelve una elementos de un objetos matematicos,
simbolicas ecuaciones) tomando como | graficos O | una iqualdad seatn inecuacion coniunto nUMErico baio geométricos 6
equivalentes para | mediante métodos | referencia tabulares. el cor?texto 9 lineal Junao eracion ! sistemas numéricos
representar numéricos, situaciones Encuentra la matematico ' es epcifica dados.
patrones. algebraicos, representados relacion de ' P -
A P - - Opera con expresiones
gréficos o tabulares. | simbdlicamente. equivalencia :
- racionales que
entre distintos . RPN
. involucran incégnitas.
ostentivos del
mismo objeto
matematico.
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3. METODOLOGIA

3.1 METODOLOGIA DE INVESTIGACION.

La investigacién es de corte cualitativo, estudio de caso ( el caso se conforma por los libros de
texto utilizados en la basica primaria y los nifios de los grados 1, 2, 3, 4 y 5 del Colegio
Montessori). Los padres de familia y los estudiantes fueron consultados para solicitar su
consentimiento informado para la toma de datos. Se garantizara que ni los nombres de los
estudiantes ni rasgos que puedan ser usados para identificarlos estardn disponibles en los
documentos académicos que resulten de la investigacién. Para la publicacién de articulos en

revistas nacionales e internacionales se omitira el nombre de la institucién educativa.

3.2 DESCRIPCION DEL CONTEXTO DE ESTUDIO.

El presente trabajo fue desarrollado en el Colegio Montessori, Institucion Educativa de carécter
privado, que atiende a una poblacién de 1100 estudiantes pertenecientes a los estratos 4,5y 6
del &rea metropolitana de Medellin. El colegio est4 ubicado en el barrio San Lucas, El Poblado.
Esta institucién ha figurado en los ultimos afios entre los cinco mejores colegios de calendario “A” a
nivel regional segun los resultados de las pruebas Saber y el ranking publicado por la revista

Dinero, ocupando el afio pasado el segundo lugar en Antioquia.

El Colegio Montessori brinda una propuesta educativa bilingiie desde pre-escolar hasta undécimo
grado, que incluye la ensefianza del inglés como segunda lengua como una materia y la inmersion
en el lenguaje en las areas de matematicas, ciencias naturales y ciencias sociales. La propuesta
de bilingtiismo se apoya en libros de texto en inglés. En el caso de matematicas, la coleccion de
libros para la basica primaria es “EnVision Math”; dicha coleccion ha sido implementada por dos

afios consecutivos.



3.3 ETAPAS DEL TRABAJO.

Para que el razonamiento algebraico sea adecuadamente trabajado en las aulas escolares se
requiere tanto que los profesores reconozcan y promuevan el razonamiento algebraico (Carraher y
Schliemann, 2007) como que los libros de texto involucren tareas que pongan en juego la

naturaleza algebraica de las mismas.

La propuesta de la coleccién de libros para la basica primaria en el Colegio Montessori “EnVision
Math” fue puesta bajo estudio para el desarrollo de esta investigacién. Se consideraronn dos fases:
la primera refiere a los tipos de tareas de caracter algebraico que se proponen en los libros de
texto de nivel primario; y la segunda, refiere a la validacion de los niveles de algebrizacion en

dichas tareas, tal como son propuestos en Godino et al., (2012).

De acuerdo con los hallazgos de la primera fase-identificacion de tareas de caracter algebraico y
con la clasificacién de las mismas segun los niveles descritos de algebrizacion- se escogieron un

namero representativo de ellas.

Los criterios de escogencia atendieron a: grado escolar, capitulos del libro, contenidos tematicos,
niveles de algebrizacién. A partir de estos criterios se escogié un numero representativo de

ejercicios para disefiar un cuestionario. El cuestionario fue sometido a juicio de expertos.

A partir del cuestionario o prueba, validado por el juicio de expertos se procedid a su
implementacién. Con los resultados de la aplicacion de la prueba se estudiaron, entre otros, la
correspondencia entre los niveles de algebrizacion (Godino et al., 2014) conferidos a las tareas y
los desemperios de los nifios, la relacién entre los niveles de algebrizacién (Godino et al., 2014) vy
el nivel de escolaridad, y el vinculo entre algunas unidades de contenidos que se repiten a lo largo
de la coleccion de libros y la intensidad de actividades de naturaleza algebraica en ellas. Se
consider6 realizar algunas entrevistas a estudiantes. La escogencia se hizo con base en los

resultados de la aplicacién de la prueba lo cual permitira identificar estudiantes.
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3.4 FUENTES DE DATOS

Las fuentes de datos en este trabajo son tres: una coleccion de libros de texto, escritos en inglés
(EnVision Math, Ed. Pearson); las pruebas escritas disefiadas por el investigador y aplicadas a

estudiantes del colegio Montessori; y las entrevistas a estudiantes.

En lo que sigue se describen cada una de estas fuentes y el procedimiento para la toma de los

datos.

3.4.1 ANALISIS DE TEXTOS

Cada uno de los cinco libros de texto que forman la coleccibn EnVision Math para la béasica

primaria del Editorial Pearson, fue analizada bajo los siguientes criterios:

1) Cantidad de actividades de naturaleza algebraica en cada texto.

2) Cantidad de actividades de naturaleza algebraica seguin unidades de contenido tematico.

3) Clasificacion de las actividades de naturaleza algebraica segun niveles de algebrizacion
asignados bajo la propuesta de Godino et.al., (2014). (Presentados en el apartado 2.3,
pagina 27 de este trabajo).

4) Clasificacién de las actividades de naturaleza algebraica segun niveles de algebrizacion

modificados (Presentados en el apartado 2.5, pagina 31 de éste trabajo).

Cada uno de los libros de la serie EnVision Math, propone un promedio de 20 capitulos que
organizan los contenidos tematicos a desarrollar a lo largo del afio, siendo comun en todos ellos la

siguiente estructura general:
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Tabla 3. Estructura general de la coleccion de libros EnVision Math (Ed Pearson, 2012).

BLOQUE DE NUMERACION

Incluye el trabajo del valor posicional, relaciones de orden en los elementos de diferentes conjuntos
numeéricos, lectura y escritura de nimeros, entre otros.

Se dedican, por lo general, 1 unidad a este bloque.

BLOQUE DE ALGEBRA

Incluye el trabajo con secuencias y patrones (numéricos y geométricos), el trabajo con las propiedades de las
operaciones, el estudio de relaciones funcionales (por medio de tablas, expresiones simbdlicas y graficos, la
solucion de ecuaciones, y entre otros.

Se resalta también la presencia de la seccion “Algebra connections”, como una subseccion de cada unidad,
en donde se algebriza su contenido tematico.

Se dedican en promedio 2 unidades a este bloque.
BLOQUE DE SISTEMAS NUMERICOS

Incluye el estudio de las propiedades de los elementos de conjuntos numéricos tales como los naturales, los
enteros y los racionales positivos; y sus operaciones.

Se dedican, por lo general, 8 unidades a este bloque.

BLOQUE DE GEOMETRIA

Incluye el estudio de la geometria plana y espacial, y sus relaciones métricas. Por lo general, se asocia con el
estudio de la medicion y célculos de areas, perimetros y volimenes. Se destaca la presencia de algunos
contenidos geométricos en algunas unidades para ilustrar conexiones y aplicaciones.

Se dedican en promedio 3 unidades a este bloque.

BLOQUE DE MEDICION

En los grados inferiores (1°, 2° y 3°), incluye el trabajo del concepto de medicién y la utilizacion de
instrumentos y unidades para medir diferentes atributos, tales como: longitud, tiempo, temperatura, &rea y

volumen, tanto en el sistema internacional como en el sistema inglés.

En los otros grados (4° y 5°), se centra en la conversion de unidades dentro de un sistema y entre varios
sistemas, especialmente en lo relacionado con la longitud, el area, el volumen, la capacidad y la masa.

Se dedica, por lo general, una unidad a este bloque.
BLOQUE DE ESTADISTICA

Incluye el trabajo con la estadistica descriptiva elemental, las permutaciones y combinaciones, y una
introduccidn a la probabilidad.

Se dedica, el promedio, 2 unidades a estos contenidos.
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En disposicion de los criterios se inicié6 una revision de la seccién de ejemplo y ejercicios
propuestos en los libros y se procedio a clasificar las tareas matematicas propuestas entre las que
tenian naturaleza algebraica (de manera explicita o implicita) y las que no. Se hizo una revision
inicial de prueba del libro de tercer grado, y se encontré que el libro ofrecia tareas que parecian
incluir caracteristicas algebraicas no consideradas en la propuesta de Godino et.al., (2014), ya que
algunas tareas parecian corresponder a dos niveles diferentes o no estar incluidas en ningun nivel.
Para dirimir esta condicibn se buscé en la literatura propuestas sobre indicadores sobre
razonamiento algebraico. Asi fue que se incluyd el trabajo de Burkhardt (2001). En virtud de lo
anterior la propuesta de Godino se amplié en una dimension descriptiva (Ver el apartado 2.5 del

trabajo).

A continuacién se muestran tablas, numeradas desde la 4 hasta la 8, en las que se consigna el
numero de tareas algebraicas por nivel de algebrizacién y por unidad tematica. Mientras que en las
tablas numeradas 9 hasta la 13 se consignan los niveles de algebrizacién y las categorias

propuesta en el apartado 2.5.

Tabla 4. Nimero de actividades de naturaleza algebraica por unidad en el libro de Primer Grado de la serie
EnVision Math clasificados segun niveles de algebrizacion.

Un?;ad Nombre de la Unidad Nivel 0 N'llel Ng/el le\)’/el gcliwfggdzi
1 Understanding Addition and 3 0 0 0 3
Substraction
2 Addition Strategies 5 2 0 0 7
3 Substraction Strategies 4 1 0 0 5
4 Place Value: Numbers to 100 2 1 0 0 3
5 Counting Money 1 3 0 0 4
6 Mental Addition 4 0 0 4
7 Mental Subtraction 4 1 0 0 5
8 Adding Two-Digit Numbers 4 1 0 0 5
9 Subtracting Two-Digit Numbers 1 1 0 0 2
10 Using Addition and Subtraction 0 0 0 0 0
11 Geometry 1 1 0 0 2
12 Fraction 1 0 0 0 1
13 Measurement: Length and Area 0 0 0 0 0
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14

15
16
17
18

19
20

Measurement: Capacity and
Weight
Time and Temperature
Graphs and Probability
Numbers and Patterns to 1,000
Three-Digit Addition and
Substraction
Multiplication Concepts
Divisions Concepts and Facts
Totales

N ODN

o w

38
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o O

N B ODN
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Tabla 5. Numero de actividades de naturaleza algebraica por unidad en el libro de Segundo Grado de la serie
EnVision Math clasificados segun niveles de algebrizacion.

# Unidad Numerode Nivel0 Nivell Nivel Nivel
Unidad actividades 2 3
1 Numeration 8 7 1 0 0
2 Adding Whole Numbers 6 4 2 0 0
3 Subtraction Number Sense 2 0 2 0 0
4 Subtracting Whole Nubers to 1 0 1 0 0

Solve Problems
5 Multiplication Meanings and 15 5 9 1 0
Facts
6 Multiplication Fact Strategies: 2 0 2 0 0
Use Known Facts

7 Division Meanings 1 0 1 0 0
8 Division Facts 1 0 1 0 0
9 Patterns and Relationships 11 3 8 0 0
10 Solids and Shapes 5 0 5 0 0
11 Congruence and Symmetry 2 0 2 0 0
12 Understanding Fractions 4 3 1 0 0
13 Decimals Money 2 1 1 0 0
14 Customary Measurement 2 2 0 0 0
15 Metric Measurement 1 1 0 0 0
16 Perimeter, Area, and VVolume 0 0 0 0 0
17 Time and Temperature 1 0 1 0 0
18 Multiplying Greater Numbers 3 1 2 0 0
19 Dividing with 1-Digit Numbers 4 2 2 0 0
20 Data, Graphs, and Probabiliy 3 2 1 0 0
Totales 74 31 42 1 0
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Tabla 6. Numero de actividades de naturaleza algebraica por unidad en el libro de Tercer Grado de la serie
EnVision Math clasificados segun niveles de algebrizacién.

# . Ndmero de . . . .
Unidad Unidad actividades Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2  Nivel 3
1 Numeration 6 1 5 0 0
2 Adding and Substracting 10 9 1 0 0

Whole Numbers
3 Multiplication Meanings and 7 3 4 0 0
Facts
4 Division Meanings and Facts 5 3 2 0 0
5 Multiplying by 1-Digit 8 3 3 2 0
Numbers
Patterns and Expressions 13 1 6 6 0
Multiplying by 2-Digit 2 0 2 0 0
Numbers
8 Diving by 1-Digit Divisors 14 6 8 0 0
9 Lines, Angles, and Shapes 9 4 5 0 0
10 Understanding Fractions 5 4 1 0 0
11 Adding and Substracting 4 1 3 0 0
Fractions
12 Understanding Decimals 3 1 2 0 0
13 Operations with Decimals 3 2 1 0 0
14 Area and Perimeter 2 0 2 0 0
15 Solids 4 3 1 0 0
16 Measurement, Time, and 7 5 1 1 0
Temperature
17 Data and Graphs 1 0 1 0 0
18 Equations 8 1 5 2 0
19 Transformations, Congruence, 0 0 0 0 0
and Symetry
20 Probability 1 1 0 0 0
Totales 112 48 53 11 0

Tabla 7. Numero de actividades de naturaleza algebraica por unidad en el libro de Cuarto Grado de la serie
EnVision Math clasificados segun niveles de algebrizacion.

# Unidad NUmerode Nivel 0 Nivel1 Nivel2 Nivel 3
Unidad actividades
1 Numeration 2 2 0 0 0
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11
12
13
14

15

16
17
18
19

20

Adding and Subtracting Whole Numbers
and Decimals
Multiplying Whole Numbers
Dividing by 1-Digit Divisors
Dividing by 2-Digit Divisors
Variables and Expressions
Multiplying and Dividing Decimals
Shapes
Fractions and Decimals
Adding and Subtracting Fractions and
Mixed Numbers
Multiplying Fractions and Mixed Numbers
Perimeter and Area
Solids
Measurement Units, Time, and
Temperature
Solving and writing Equations and
Inequalities
Ratio and Percent
Equations and Graphs
Graphs and Data

Transformations, Congruence, and
Symmetry
Probability

Totales
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Tabla 8. Numero de actividades de naturaleza algebraica por unidad en el libro de Quinto Grado de la serie
EnVision Math clasificados segun niveles de algebrizacion.

# Unidad Numerode Nivel Nivel Nivel Nivel
Unidad actividades 0 1 2 3
1 Numeration 3 1 1 1 0
2 Variables, Expressions, and 7 0 5 2 0
Properties
3 Operations with Decimals 4 0 3 1 0
4 Solving Equations 7 0 5 2 0
5 Number and Fraction Concepts 6 0 3 3 0
6 Decimals, Fractions, and Mixed 0 0 0 0 0
Numbers
7 Adding and Subtracting 3 0 1 2 0
Fractions and Mixed Numbers
8 Multiplying Fractions and 0 0 0 0 0

Mixed Numbers
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9 Dividing Fractions and Mixed 5 0 2 3 0

Numbers
10 Integers 8 0 5 4 0
11 Properties of Two-Dimensional 9 0 3 5 1

Figures
12 Ratios, Rates, and Proportions 2 0 0 2 0
13 Solving Proportions 5 0 0 5 0
14 Understanding Percent 4 0 1 3 0
15 Equations and Graphs 23 0 6 17 2
16 Measurement 2 0 0 2 0
17 Perimeter and Area 10 0 1 8 1
18 Volume and Surface Area 8 0 4 6 1
19 Data and Graphs 9 0 3 8 0
20 Probability 3 0 1 2 1
Totales 118 1 44 76 6

Tabla 9. Numero de actividades de naturaleza algebraica en el libro de Primer Grado de la serie EnVision
Math clasificados segun niveles de algebrizacién discriminadas por categorias.

NIVE  Secuencia Solucién Variaci6 Modelaci6 Pertenenci Equivalen Desigua Propiedad

L sy de ny n ae cias Idades e es de las
patrones  ecuacion  cambio inclusion Inecuac  operacione
es iones S.
A B C D E F G H
0 7 28 0 0 0 1 0 2
1 6 6 0 0 0 4 0 1

Tabla 10. Numero de actividades de naturaleza algebraica en el libro de Segundo Grado de la serie EnVision
Math clasificados segun niveles de algebrizacién discriminadas por categorias.

NIVE Secuencias  Solucion Variacion  Modelacié  Pertenenci  Equiv  Desigualdad Propiedades

L y patrones de y cambio n ae alenci ese de las
ecuaciones inclusion as Inecuacione operaciones
S
A B C D E G
0 10 7 0 6 1 2 5 2
1 17 2 0 2 2 0 1 19
2 0 0 0 0 0 0 1
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Tabla 11. Nimero de actividades de naturaleza algebraica en el libro de Tercer Grado de la serie EnVision
Math clasificados segun niveles de algebrizacién discriminadas por categorias.

Secuencia Solucion Desigual  Propiedade

Variacion ., Pertenencia Equivale dadese s de las
sy de ; Modelacion . . . . .
NIVEL ; y cambio e inclusion ncias Inecuaci  operaciones
patrones  ecuaciones ones
A B C D E F G H
0 8 22 0 24 0 5 1 6
1 7 11 1 9 4 4 3 22
2 10 7 0 8 0 0 0 0

Tabla 12. Ndmero de actividades de naturaleza algebraica en el libro de Cuarto Grado de la serie EnVision
Math clasificados segun niveles de algebrizacién discriminadas por categorias.

NIVEL  Secuenc  Solucion Variacion  Modelaci6  Pertenenci  Equivale Desiguald Propiedad

iasy de y cambio n aeinclusion.  ncias adese es de las
patrones ecuaciones Inecuacione operaciones
S
A B C D E F G H
0 3 0 0 0 0 0 0 2
1 14 9 5 15 2 1 2 17
2 5 17 3 7 0 3 1 6
3 0 0 0 0 0 0 0 1

Tabla 13. Ndmero de actividades de naturaleza algebraica en el libro de Quinto Grado de la serie EnVision
Math clasificados segun niveles de algebrizacién discriminadas por categorias.

NIVEL Secuencia Solucién Variacion Modelaci6 Pertenenc Equiv Desigualda Propiedad

sy de y cambio n iae alenci dese es de las
patrones ecuacione inclusién as Inecuacion operacione
s es s
0 1 1 0 0 0 0 1 0
1 14 2 9 1 4 1 15
2 11 16 9 17 4 14 1 13
3 1 0 0 6 0 0 1 0
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3.4.2. PRUEBAS.
3.4.2.1 Disefio.

Las pruebas aplicadas a los estudiantes -con la intencion de analizar su desempefio al resolverlas,
y de describirlo usando los niveles de algebrizacién- fueron disefiadas a partir de las tareas

encontradas en el andlisis de texto, cuya naturaleza algebraica fue estudiada.
La seleccion de las actividades que harian parte de cada prueba, atendio a los siguientes criterios:

1. Criterio del investigador. Ejercicio que, a discrecion del investigador, resulta interesante
para ser analizado.
2. Representatividad. Ejercicio que representa a un grupo de ejercicios similares, o que es
Unico segun un criterio de escogencia establecido. Los criterios de escogencia fueron:
- Al menos un ejercicio por cada uno de los niveles de algebrizacion de Godino.
- Al menos un ejercicio por cada una de las categorias en los niveles ampliados de
algebrizacion.
- Al menos un ejercicio que se ubique dentro de los bloques teméticos especificados en
el apartado 3.4.1 de éste trabajo.
3. Motivacién para el estudiante. Ejercicio que pueda resultar interesante para el estudiante
por motivos como: su relacién con el contexto proximo, intereses académicos, utilizacion

de material concreto, y nivel de dificultad.

Las 5 pruebas fueron enviadas a revision de expertos. Se destaca el aporte de la doctora Lilia Aké,
coautora de la primera publicacion de los niveles de algebrizaciéon de Godino, presentados en una

comunicacion para la SEIEM en el 2012.

A continuacién se presentan las 5 pruebas disefiadas. Para cada prueba, se incluyen algunos
comentarios® que, de manera general, abordan aspectos de disefio de la prueba y el nivel de

algebrizacion asignado bajo la propuesta de Godino, junto con la categoria de los niveles

2 Algunos de estos comentarios fueron tomados de la revision por parte de la doctora Lilia Aké.
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ampliados de algebrizacién. Se invita al lector a revisar la tabla 2 de niveles de algebrizacion

(pagina 32) ampliados que se present6 en el apartado 2.5 de este trabajo.

MATH DIAGNOSTIC TEST

1%' GRADE.

A.
Find the missing number.
6 + +3=10 5+5+ = |5
NIVEL: COMENTARIOS:
0

La tarea implica resolver una ecuacién que se podria resolver por
CATEGORIA: ensayo y error o com_pletando. La actividad que se demanda al
resolutor queda en un nivel cero.

Solucién de
ecuaciones.

Write the missing number.

+Y4 =4 9+ 10

NIVEL: COMENTARIOS:

La tarea fomenta el uso del neutro aditivo, en el primer caso de la tarea
B.

Si se aplicara las propiedades de las operaciones en la resolucion de la
tarea, segun la tabla de descriptores de los niveles de algebrizacion para
la resolucion de ecuaciones, se estaria en un nivel 2.

CATEGORIA:
Solucién de
ecuaciones y
propiedades de las
operaciones.
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Look at the addition sentence. Find the missing number.

-+.=I6

NIVEL: COMENTARIOS:
0

El planteamiento es una variante de las tareas anteriores. Nivel cero.
CATEGORIA:

Solucién de ecuaciones.

Use a related addition fact to complete the
subtraction fact.

12 —

=28

-+ —

NIVEL: COMENTARIOS:
1

La tarea propicia el uso de la suma y la resta como operaciones
CATEGORIA: inversas, por esto se ubica en el nivel 1.

Propiedades de las
operaciones.

E. Use mental math to solve.

Shandra has 77 crayons g 7 .

on her desk. I :

She puts 40 crayons

into boxes. yo ?

How many crayons are

left on her desk?

crayons
NIVEL: COMENTARIOS:
1
En este caso, el nifio tiene que resolver la expresion que se le
CATEGORIA: proporciona y que representa al problema verbal dado:
Solucién de e'cuaciones 40+ __ =77 similar a las tareas anteriormente planteadas. Nivel
" | cero.
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F. Write the digit that makes each number sentence frue.

34 + 2

= 57 I + 5l = 67

NIVEL:

COMENTARIOS:

La tarea propicia la identificacion del valor posicional. Se presume

CATEGORIA:

Solucién de ecuaciones

gue el resolutor la aborda por medio de ensayo y error.

Find two parts to make 100.

G.
37 + | = 100
4+ |+[ ]=100
NIVEL: COMENTARIOS:
0
Se entiende que en cada expresion, los cuadrados representan al
mismo valor. Para el primer caso (37+__+_=100) no se tendria un
CATEGORIA: valor exacto para el cuadrado; esto no ocurre en el segundo caso
Solucién de (54+__+ =100) el cual el valor del cuadrado es 23. Segun los
ecuaciones. descriptores se esta en un nivel cero.
H.
Find the pattern. Write the missing numbers.
3; 5, 8, I 2_’ F F r
NIVEL: COMENTARIOS:
0
La tarea implica extender el patron numérico identificando los valores
CATEGORIA: de aumento. En este caso, para poder continuar la secuencia se tiene
Secuencias y. gue reconocer la regla de aumento para hallar el término siguiente,
patrones aunque sea de modo implicito. Nivel cero.

La tarea implicaria un primer nivel si se le pidiera que explicara cuél es
la regla (tal como se realiza en la tarea ).
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What is the rule?

430 =P 330 630 =P 530

230 =P 130
NIVEL:
1
CATEGORIA:

Secuencias y patrones.

COMENTARIOS:

Al realizar el cuestionamiento sobre cual es la regla, se motiva al
estudiante a poner de manifiesto de manera explicita que se tiene
gue restar 100. Nivel 1.

Find the missing number.

—
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NIVEL:

CATEGORIA:
Férmulas y
equivalencias. Solucion
de ecuaciones.

COMENTARIOS:

La tarea fomenta la interpretacién del signo igual como equivalencia.
El rubro de féormulas y equivalencias indica que si se establecen
relaciones de equivalencias numéricas se trata de un primer nivel.

Si se analiza desde la categoria solucion de ecuaciones el resolver la
tarea por ensayo y error indicaria un nivel 1. ( 2 actividades
diferentes, una con una exigencia mayor que la otra, desembocan en
un mismo nivel)
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MATH DIAGNOSTIC TEST

2"° GRADE.

Name:

Use the information below to solve exercise A.

What whole numbers make this number
sentence true?

=6

The whole numbers 0, 1,2, 3,4,5,and 6
make this number sentence true. The
greatest whole number that makes this
number sentence true is 6.

The value of  is at most 6.

A Describe each list of numbers using at most or at least. Then use
= or = to write a number sentence for each list.

a0,1,23,4 b.9,10,11,12, and so on

c 3,4,56,7, andsoon d 20,21,22,23, and soon

NIVEL: COMENTARIOS:

Nivel cero, se identifica si un nimero es una solucién de una

CATEGORIA: inecuacion lineal (numérica) y se identifican relaciones de orden.

Desigualdades e
inecuaciones.

The product of two

factors is 0. One of the factors
is 0. Can you tell what the other
factor is? Explain your answer.
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NIVEL:

COMENTARIOS:

CATEGORIA:
Propiedades de las
operaciones.

La tarea exige poner de manifiesto la propiedad del cero en la
multiplicacion (modulativa).

Es posible llegar a una generalizacién respecto a esta propiedad. De
acuerdo a lo anterior y segln los descriptores se estaria frente a un
nivel 2 dentro del rubro propiedades de las operaciones.

c copy and complete each number sentence.
35+ =50+5 -10=38+1
+22=30-2 50 - 46 + 3
NIVEL: COMENTARIOS:
1
Si se resuelve estableciendo relaciones de equivalencias numéricas,

CATEGORIA: se trata de un nivel 1.
Férmulas y
equivalencias; solucién
de ecuaciones.

pertenencia.

D.

You have learned that

a square is a type of rectangle.

Do all rectangles have the

same number of lines of symmetry

as all squares? Explain your answer.
NIVEL: COMENTARIOS:
1

Si se identifica las caracteristicas comunes entre las dos figuras se

CATEGORIA: trata de una actividad de primer nivel.
Inclusion y
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E.  Atotal of 254 people entered a
bicycle race. So far 135 people have
finished the race. How many people
are still racing?
254 people in all
135 ?
NIVEL: COMENTARIOQOS:
0
Similar a la tarea E del primer test.
CATEGORIA: En este caso, el nifio tiene que resolver la expresion que se le
. | ; proporciona y que representa al problema verbal dado:
Solucion de ecuaciones. 135+ __ = 254 similar a las tareas anteriormente planteadas. Nivel
cero.

Copy and complete. Write the number that

- completes each pattern.
3,6,912, ,18 14, ,18,20,22,24
25,50,75,100, 125, 3,8,13,18, 23,
7,911, ,1517 12, ,20,24,28
22,20,18,16, ,12 86,81, ,71,66,61
NIVEL: O CATEGORIA: Secuencias y patrones

COMENTARIOS:
En cada una de las secuencias, para poder continuarlas se tiene que reconocer la regla de

aumento

verbalmente. Nivel cero.

para hallar los términos que se desconocen aungue no se le pide al nifio expresarlo

Pam is setting up tables and chairs.

She puts 4 chairs at each table.

Explain how the number of chairs
changes as the number of tables
changes.

Copy and complete the table.
P_u'um.ber T il il T I
of Tables

Number
of Chairs 4 8 12

1] 2 3:1—‘5
|

r

"
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NIVEL:

CATEGORIA:
Secuencias y
patrones.

COMENTARIOS:

Para completar la tabla se precisa identificar la relacién entre el nimero
de sillas y mesas para hallar los 2 términos faltantes. La exigencia de
proporcionar una explicacion es lo que implica un primer nivel.

What is the greatest possible remainder you
can have if you divide a number by 77 Explain.

NIVEL:

COMENTARIOS:

El estudiante debe plantear una generalizacién de los residuos que

CATEGORIA:
Propiedades de las
operaciones.

obtiene al dividir nimeros naturales entre 7.

J.
Make and test a generalization for each
set of polygons.
1 -
20 (/\.
\_/
NIVEL: COMENTARIOS:
1 El estudiante debe identificar la caracteristica geométrica comin a cada
CATEGORIA: grupo de figuras y plantear una generalizacion que describa la
Pertenencia e caracteristica esencial de las figuras que hacen parte de cada grupo.
inclusion.
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MATH DIAGNOSTIC TEST

3 GRADE.

Name:

Read each exercise carefully. Try your best and do not leave any exercises without solving.

A. Line ABis parallel to line CD,
and line CD is perpendicular
to line EF. What can you conclude
about AB and EF?

NIVEL: COMENTARIOS:
1
Se pretende que se relacione dos objetos matematicos para identificar
una propiedad que es posible ser demostrada. Nivel 1 de acuerdo a los
descriptores de variacién y cambio.

CATEGORIA:
Variacion y cambio

B. Use <, > or = in the circle, to compare by estimating the results of each
multiplication/addition.

5x71 () 5% 70 8x30 () 835

4% 56 () 200 6x37 () 37x6

3x33 (O 100 80 (O 4x19

1x67 () 1+67 2+34()2x34
NIVEL: COMENTARIOS:
0

El nifio tiene que estimar y comparar las expresiones para

CATEGORIA: establecer un orden por lo que se trata de un nivel cero. Sin

embargo, la actividad también permite poner de manifiesto
ciertas propiedades como la conmutativa; los modos en los
gue se estima y compara determinan el nivel de algebrizacion.

Desigualdades e
inecuaciones. Formulas y
equivalencias.
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In 1 through 3, copy and complete

the table. NIVEL: 1 CATI_EGORIA:
Propiedades de
las operaciones.
cts COMENTARIOS:
1 L]
El estudiante debe reemplazar el valor
2, @ pre-establecido en la expresion c+8.
3 13 Dependiendo de la intervencion que el
i - - 2. docente haga al orientar la actividad,
podrian  generarse predicciones vy
generalizaciones que ubicarian la
actividad en otro nivel.
D. For 1, use the table below.
' Total number of
fest questions [q) 201 S0 Red g o8 |
F‘iumbernf multiple- 0| 20| 30
| choice queshons
1. What is a rule for the table in words?
in symbols?
NIVEL: COMENTARIOS:
2
La exigencia de expresar la regla en términos verbales, pero sobre
CATEGORIA: :joedgcer:e r’:jeorrglPooSsnslrgltégll((j:gsa lcztsrlpgainér? esta actividad de un nivel 2
Secuencias y patrones, u v gebrizacion.
modelacion.
E.

Elijah has n customers
in his lawn-mowing business.

He mows each lawn once a week.
Which expression shows how many
lawns he mows in 12 weeks?

A n+12 C 12-n
B nx12 D 12+n
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Propiedades de las
operaciones.

NIVEL: COMENTARIOS:
1
El nifio tiene que modelar la situacion planteando una ecuacién y
CATEGORIA: verificar. Ia:j c&rrzsqon_d,enci.a | fon alguna de las opciones
Modelacion proporcionadas. Modelacion, nivel 1.
F. Ted, Jason, and Angelina are trying
to raise 200 dollars for a local shelter.
Ted raised 30 dollars, Jason raised
90 dollars. How much money does
Angelina need to raise in order to
reach their goal?
5200
Goal »
Amount
ralsed $30| $90 ')
NIVEL: COMENTARIOS:
0
El nifio tiene que resolver la expresion que se le proporciona y que
— representa al problema verbal dado:
CATEGORIA: Y .
Solucién de 30+90+ __ =200. Nivel cero.
ecuaciones.
find each product.
IxT = 6x 4= 8x 5=
I3x70= 6 x40 = 8 x50 =
3 x 700 = 6 x 400 = 8 x 500 =
NIVEL: COMENTARIOS:
1
Si el estudiante formula algun tipo de generalizacion donde reconozca
CATEGORIA: lo que ocurre con los ceros, entonces seria un nivel 1 Sin embargo, la

tarea no le exige hacer alguna inferencia al respecto, el nifio bien
podria multiplicar simplemente y no llegar a alguna conclusién que lo
lleve a generalizar.
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In 1 and 2, use patterns to find each

quotient.
1.28+ 7= 2. 64+ 8=

280 + 7 = 640 ~ 8 =

2800 = 7 = 6400 - 8=

28,000 = 7 = 64,000 ~- 8 =
NIVEL: COMENTARIOS:
1

Similar reflexién a la realizada en la tarea G

CATEGORIA:
Propiedades de las
operaciones.

Copy and complete

each number sentence.

a x 14 = Awhere A is greater
than 100.
b x 24 = Bwhere B is less
than 100.
NIVEL: COMENTARIOS:
1
Con los casos que se le presenta al nifio, es posible que se
CATEGORIA: promueva el analisis sobre el conjunto solucién del recuadro azul

Propiedades de las
operaciones —
Desigualdades e
inecuaciones.

y los valores que se obtienen de A. Si la actividad del nifio se
limita a situar un valor cualquiera al cuadrado azul y obtener una
respuesta no es de nivel 1.

J. What number comes next

in the pattern?

4,16, 64, 256,
NIVEL: COMENTARIOS:
0
Para poder continuar la secuencia se tiene que reconocer la regla de
, aumento, aunque no se le pide al nifio expresarlo verbalmente. Nivel cero.
CATEGORIA:
Secuencias y
patrones.

56



Is the generalization that
every four sided polygon

has at least one right angle
correct? If not, draw a picture to

show why not.
NIVEL: COMENTARIOS:
1
El nifio tiene que determinar la falsedad o veracidad de un enunciado.
CATEGORIA: Nivel 1.
Pertenencia e
inclusion.
L. 1
Explain the pattern, Draw the next two shapes.
NIVEL: COMENTARIOS:
1
Se trata de nivel cero, el nifio solo tiene que continuar la secuencia
CATEGORIA: dibujando las siguientes 2 figuras.
Secuencias y
patrones.
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MATH DIAGNOSTIC TEST

Name:

4™ GRADE.

Read each exercise carefully. Try your best and do not leave any exercises without solving.

A. For 1 through 15, use the table of values at the right. For each equation,
e ; : 2 g Table of Values
determine if the given replacements form a solution pair. Write yes Orn0. L. ..civiecveeerersaeesinsansene
a=30
1.)"2 10 2. 63=b-c¢ 3. b=a+ 15 b= 45
c=18
4. c+x=a 5. 40 - c=x 6. c-x=6
x=12
7. b-y=43 8. b=-99-2z 9. 60-y=b y=8
z=2
NIVEL: COMENTARIOS:
1
La actividad del estudiante se limita a decir, si 0 no. Los procedimientos
CATEGORIA: implicados en la tarea pueden, también, limitarse al sustituir y realizar

Propiedades de las
operaciones.

la operacion correspondiente. Corresponde a un nivel 1 en el rubro de
propiedades de las operaciones.

Write an algebraic expression for each word

phrase. Let x represent the number.

Three times a number, plus 10

Four less than a number times 2

Eight plus a number times 5

Forty minus two times a number
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NIVEL: COMENTARIOS:
1
El estudiante se ve motivado a representar de manera algebraica,
CATEGORIA: sentencias verbales. Nivel 1.
Modelacién.
C. Use the distributive property to find
another expression for 3(2x + 7).
A ax+ 7 C (9x) =3
B 3(14x) D ox+ 21
NIVEL: COMENTARIOS:
3
Se promueve en el estudiante la aplicacion de la propiedad distributiva e
CATEGORIA: identificar entre las opciones dadas la respuesta adecuada. Resultaria
Propiedades 'de las interesante plantear las propiedades en términos de sentencias numéricas.
operaciones.

D. Complete the table of
values for the equation:
y=x-6.
x | 6 1 7 ‘ } ’
y 0 | 2 ‘
NIVEL: COMENTARIOS:
1
La tarea no se clasifica de manera adecuada en el rubro de secuencias y
CATEGORIA: patrones. La actividad implica el analisis de los cambios que se producen
Variacion y cémbio en la variable dependiente respecto a la independiente.

E. Inthe equation y = x - 6,
which positive numbers would
you use for x if you wanted y < 0?7
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NIVEL:

CATEGORIA:
Desigualdades e
inecuaciones.

COMENTARIOS:

La tarea implica analizar una ecuacién para posteriormente pensarla en
términos de una inecuacion. El estudiante puede describir el conjunto
solucién (nivel 2), sin embargo, también se motiva a resolver la

inecuacion (nivel 3).

F. T
Which equation shows the NVEL:z | CATEGORIA:
relationship of the values in the table?
= 3 22 COMENTARIOS:

. 4 La tabla indica un analisis
Ay=x+3 funcional que describe un
9 6 comportamiento modelizado por
) T B x=y-3 alguna de las ecuaciones
8 S Cy=x-3 proporcionadas.
7 4 D y-x
6 3
3 0
G. use the number line below to write and solve each equation.
Simplify, If possible. The distance between each consecutive
label on the number line is the same.
OABCDEFGHTI JKI
A+ A K-=A
F-B G+ K
3
J E K- A 3
NIVEL: COMENTARIOS:
1
Se resuelve las expresiones apoyandose en el gréafico
CATEGORIA: proporcionado. Nivel 1.

Solucién de ecuaciones.
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H. find a rule for each table. Write an equation for each rule.

X Y x y x y
0 16 25 17 6 :
20 30 32 | 24 2 4
5 A [
36 | 52 46 | 38 24 8
= [ T
42 28 59 51 >3
NIVEL: COMENTARIOS:
3
Segun los descriptores es una actividad de nivel 3, ya que se exige
CATEGORIA: representar algebraicamente situaciones tabulares.

Secuencias y patrones.
Modelacion.

Find the pattern in the numbers
below, and then write the next
three numbers.

32,16,8,4,2,1,05,...

NIVEL:

CATEGORIA:
Secuencias y
patrones.

COMENTARIOS:

Para poder continuar la secuencia se tiene que reconocer la sucesién
geomeétrica, aunque no se le pide al nifio expresarlo verbalmente. Nivel
cero.
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MATH DIAGNOSTIC TEST

Name:

5" GRADE.

Read each exercise carefully. Try your best and do not leave any exercises without solving.

A.  copy the table and find two values
for each variable that make the equation true.

X o
y = 4 + X b =q - 2
y b
SN S =T \ J
w X
t=3w y =)+ 2
J y
NIVEL: COMENTARIOS:
3
Se tiene que analizar una ecuacion de 2 variables a través de tablas
CATEGORIA: que pu_eden fa_vorecer el analisis de la var?able indepe_ndiente y
Solucién de dependiente. (Nivel 3, segun el rubro de resolucion de ecuaciones y se
ecuaciones, variacion corresponde con un nivel 3 del rubro variacién y cambio)
y cambio.
B Use the input/output table
 NpUT 0 2134 ‘
| ouTPUT 3 s16] 7 J

If the input number is 8, what is the
output number?

Write an algebraic expression that
describes the output pattern. 62



NIVEL:

COMENTARIOS:

La tabla indica un andlisis que el alumno tiene que modelizar en

CATEGORIA: términos de una expresion algebraica. Nivel 3.

Secuencias y patrones.
Modelacion.

Sally and her mother went to the sale at the Garden Center.
Sally bought x large plants and y small plants. She paid with
a twenty-dollar bill. Make a table using the expression

20 — (4x + 2y) to show how much change she received if she
bought 2 large plants and 4 small plants; 4 large plants and
2 small plants; or 1 large plant and 7 small plants.

'@ Make a separate column for each variable.

NIVEL: COMENTARIOS:
2

En términos de la variacion y el cambio es una actividad de nivel 2.
CATEGORIA:

Variacion y cambio.

D. Test these conjectures. Explain whether
they are correct or incorrect.
1. The difference of two odd numbers
is always even.
2. The sum of a negative integer and a
positive integer is always negative.
NIVEL: COMENTARIOS:
2
Se exige una comprobacion de la cual puede surgir una generalizacion.
CATEGORIA:
Propiedades de las
operaciones.
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If x is a whole number greater
than 0, which is always true?

A 6xis divisible by 3.
B 6xis divisible by 4.
C 6xis divisible by 5.
D 6xis divisible by 9.

NIVEL: COMENTARIOS:

En esta actividad se comprueba una generalizacion, se trabaja con

nameros enteros positivos, esto indica un nivel 1 segun la tabla de

CATEGORIA: ;
descriptores.

Propiedades de las
operaciones.

F. Copy and complete the T-table
below for y = 5x — 5. Then graph
the equation.
x | y | y=5x-5
=1 |-10| «— y=5(-1})-5
0 y=-5-5
1 ! y=-10
NIVEL: COMENTARIOS:
3
Se tiene que analizar una ecuacion de 2 variables a través de tablas que
CATEGORIA: puetc_jten fa\éorlecer eII analisis de I_a va(rjiable ind(‘?pﬂer’:d.ier:tg y dependiente
Modelacion. sustituyendo los valores proporcionados para “x”. Nivel 3.
G. Complete the equations.
12+ 15 =27 57 -9=48
124+ 15+ 6=27 4 57 -9 -7 =48
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NIVEL:

CATEGORIA:
Foérmulas y
equivalencias

COMENTARIOS:

La tarea fomenta la interpretacion del signo igual como equivalencia. El
rubro de férmulas y equivalencias indica que si se establecen relaciones
de equivalencias numéricas se trata de un primer nivel.

H. Which equation was used to make the graph on the right?
Ay
|
A y=4x I
By=x+2 41
|
C y=2 2+
DYTX"Z .‘?" + S
-2 [ 4 X
Y
NIVEL: COMENTARIOS:
3
En la categoria de modelacion se corresponde con el nivel 3.
CATEGORIA:
Modelacion.
. Solve for x. Then graph each solution.
1. 3x -7 <2 2. 2x—5=x—-3
NIVEL: COMENTARIOS:
3
Se resuelve la inecuacion lineal se trata de un nivel 3 segln los
CATEGORIA: descriptores. Sin embargo, si se resuelve por ensayo y error se trataria

Desigualdades e
inecuaciones

de un nivel 2. (Identifica el significado de una variable en una inecuacion
y puede entender qué nimeros podian utilizarse para hacer la sentencia
verdadera, sin necesidad de usar métodos algoritmicos.
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. Edges
(E)

7. Use the table at right for 19 through 21. :
Polyhedron "(’;;‘ V°("',‘)‘°’ FiV
19. The Swiss mathematician Leonhard .
Euler (OY-ler) and the French ;;':’"g,lj'
mathematician Rene Descartes s
(da KART) both discovered a pattern Cube
in the numbers of edges, vertices, Pe?'ogonol
and faces of polyhedrons. Complete Prism
the table to look for a pattern.
20. Describe any pattern you see in the table
that relates the number of edges to the number
of faces and vertices.
21. Write a formula to describe your pattern.
Does the pattern work for a hexagonal prism?
NIVEL: COMENTARIOS:
3
Se corresponde con un nivel 3 segun la tabla de descriptores.
CATEGORIA:
Secuencias y patrones.

3.4.2.2. APLICACION.

La prueba fue aplicada durante las primeras semanas del calendario académico en el 2014. Los

estudiantes fueron seleccionados aleatoriamente, 10 por cada nivel académico de la escuela

elemental para un total de 50 estudiantes. Los estudiantes tomaron la prueba correspondiente al

afio anterior cursado; asi, los estudiantes de segundo tomaron la prueba de primero, los de tercero

la prueba de segundo y asi analogamente. Lo anterior se explica porque quienes acabaron el afio

académico presuponen un conocimiento y unas habilidades desarrolladas en las clases y

demandas en las actividades de los textos guias previamente analizados.
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Cada prueba fue aplicada en la primera hora de la mafiana. Los estudiantes fueron retirados de su
aula regular, durante la clase de matematicas, y presentaron las pruebas en el laboratorio de
matematicas. Los padres dieron el consentimiento informado, se informé a los nifios que los
resultados deficientes en la prueba no tenian efecto alguno en sus notas del curso de matematicas,
se les pidi6 estar tranquilos y hacer su mejor esfuerzo. Se inform6 a los estudiantes la
intencionalidad investigativa en la aplicacion de la prueba, y asi mismo se vinculé su presentacion

como una actividad académica en el area que serviria para mejorar la programacioén de los cursos.

3.4.2. ENTREVISTAS

Se ha seleccionado la entrevista semi-estructurada para tener una guia que oriente la informacién
que se desea obtener. Se trata de entrevistas dirigidas e individuales que, segin Cohen y Manion
(1990) permiten cierto control del entrevistador sobre los aspectos sobre los que desea indagar, al
tiempo que puede flexibilizar el guidn: se diseflan unas preguntas previamente, pero en el
transcurso pueden surgir otras mas, que sustenten de manera mas completa la evidencia que con

la entrevista se quiere recolectar.

Las entrevistas fueron realizadas cuatro semanas luego de la aplicacion de las pruebas. Cada una
con una duracion aproximada de cinco minutos. Los estudiantes fueron retirados de su clase de
Matematicas, previa autorizacion de los colegas- y con el consentimiento informado de los padres

de familia.

Se protege la privacidad de los entrevistados, no se revela su identidad, y para efectos de analisis
de resultados, son nominados por numeros (estudiante 1, estudiante 2). Los padres de familia son
informados sobre el estudio y autorizan la aplicacion y publicacion de las entrevistas. El Colegio
apoya el proceso de investigacién y un espacio privado en una oficina cerrada para aplicacion de

la prueba.
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4. ANALISIS DE DATOS.

4.1 ANALISIS DE TEXTOS

Luego de la identificacidn de las tareas de naturaleza algebraica, y de la atribucion de los niveles
de algebrizacién segun la propuesta de Godino et.al. (2014), se encuentra que la inclusién del
algebra escolar desde la escuela elemental es una realidad en propuesta de la serie EnVision Math
(Ed. Pearson, 2012). En la Tabla 14, se presenta la cantidad de actividades de naturaleza

algebraica en cada libro de la coleccién, y su clasificacion por niveles de algebrizacion.

Tabla 14. Numero de actividades de naturaleza algebraico segun niveles de algebrizacion y grado escolar.

GRADO Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
Primero 38 15 0 0
Segundo 31 42 1 0
Tercero 48 53 11 0
Cuarto 9 58 41 5
Quinto 1 44 76 6

Se puede observar que hay una elevada concentracién de tareas algebrizadas o algebrizables, en
todos los libros de la serie para la bésica primaria y especialmente, en los libros para tercero y

quinto grado, donde algunas incluso llegan a alcanzar el nivel 3 de algebrizacion.

Se resalta que, algunas de las actividades que en el libro estaban identificadas con el marcador
“Algebra”, no fueron incluidas en el estudio al no ser consideradas actividades de naturaleza

algebraica segun el marco tedrico descrito en el presente trabajo.
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Figura 4. Numero de actividades de naturaleza algebraica segun niveles de algebrizacién y grado escolar.
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Se aprecia en la Figura 4 que los niveles de algebrizacidon propuestos por Godino et al. (2014)
aparecen paulatinamente en los libros de texto estudiados. Con una presencia mayoritaria del nivel
cero y escasa del nivel 1, para el grado Primero, mientras que el nivel cero se hace menor para los

grados Cuarto y Quinto.

En el grafico se observa que el nivel cero tiende a disminuir en frecuencia de actividades conforme
se incrementa el grado escolar, hasta casi desaparecer en grado Quinto. Lo contario ocurre con el
nivel dos, que incrementa su frecuencia progresivamente cada que se incrementa el grado escolar,

hasta lograr la frecuencia més alta en toda la tabla en grado Quinto.

El nivel tres crece de manera evidente entre el grado Cuarto y el grado Quinto, aunque la cantidad
de actividades de exigen este nivel, es significativamente inferior a la cantidad en los demas

niveles.

Entre los grados Cuarto y Quinto se evidencia un curioso cambio de frecuencias entre los niveles
uno y dos, evidenciandose la importancia del uso de la simbologia algebraica al cierre del ciclo en

la escuela elemental.
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Llama la atencidn que en segundo grado hay una disminucién notable en el nUmero de tareas de

naturaleza algebraica. Es una pregunta abierta las razones que justifican esta disminucion.

Al realizarsele el andlisis a cada uno de los libros de la serie, se identificaron algunas unidades con

titulos iguales o muy similares grado a grado. Se considera importante analizar la presencia de

actividades de naturaleza algebraica en este tipo de unidades tematicas, ya que se podrian

encontrar evidencias que apoyen la hipétesis que defiende la relacion cronolégica entre paso de un

nivel de algebrizacién a otro y el grado escolar. Esta informacion se presenta en la Tabla 15y en la

Figura 5.

Figura 5. Namero de actividades de naturaleza algebraica por unidad tematica comin a lo largo de la

coleccién.
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Tabla 15. Numero de actividades de
grados.

naturaleza algebraica por unidad tematica comin a lo largo de los

Unidad comun Primero Segundo Tercero Cuarto Quinto
Geometria 2 7 15 19 18
Tiempo y temperatura 2 1 7 0 2
Estadistica (datos, graficos y
probabilidad) 3 2 5 12
Patrones y relaciones 11 13 N.A N.A
Expresiones y variables N.A N.A N.A 17 7
Ecuaciones y gréaficos N.A N.A 8 5 23

N.A : No aplica.

Las actividades de naturaleza algebraica en la unidad de Geometria, aparecen en todos los grados
de primaria. De manera similar, la unidad de estadistica propone actividades de naturaleza
algebraica desde Primero hasta Cuarto: el estudio de la estadistica descriptiva en quinto deja de

lado una posible conexion con el algebra escolar.

Para esta coleccion, Ecuaciones y Graficos aparece en los grados Tercero, Cuarto y Quinto. Esta
aparicion es temprana en términos de la propuesta de los Lineamientos Curriculares de
Matematicas (MEN, 1998), que considera que tales tematicas deben ser trabajadas en el curriculo
de matematicas a partir de Sexto Grado. Llama la atencion que esta aparicién no es motivo de
presentacion alguna por parte de los autores. Una busqueda en el libro de la NCTM ( 2000)

muestra que recomiendan el estudio de estas tematicas desde grados inferiores de escolaridad.

Existe en los grados superiores —Cuarto y Quinto- una tendencia a organizar las actividades de
naturaleza algebraica en una unidad especifica de contenido, como es el caso de ‘“variables y
expresiones”, que aparece con altas frecuencias que por lo general estdn ubicadas entre los

niveles 2 y 3 de algebrizacion como se puede observar en la tabla 15.

En la Tabla 16 y en la Figura 6, se muestra la cantidad de actividades de naturaleza algebraica en
toda la coleccién, discriminadas por las categorias propuestas en los niveles ampliados de

algebrizacion.
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Tabla 16. Nimero de actividades de naturaleza algebraica por categorias basadas en Godino et.al (2014) y

Burkhardt (2001)
Secuencias | Solucién de | Variacion Modelacién Pertenencia Equivalencias Desigualdades Prodp‘ieegasdes
GRADO | ypatrones | ecuaciones | y cambio e inclusién e Inecuaciones operaciones.
A B © D E F G H
PRIMERO 13 34 0 5 0 5 0 3
SEGUNDO 27 9 0 10 3 2 6 22
TERCERO 25 40 1 31 4 9 4 28
CUARTO 22 26 8 37 2 4 3 26
QUINTO 27 22 11 32 5 18 4 28
114 131 20 135 14 38 17 107

Figura 6. Numero de actividades de corte algebraico por categorias basadas en Godino et.al (2014) y
Burkhardt (2001).
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e Inecuaciones

Se observa una gran concentracion de actividades de naturaleza algebraica en las categorias A, B,
D y H; éstas, junto con la categoria C, representan los tipos de actividades que regularmente se
clasifican como algebraicas. No obstante, se destacan las frecuencias de las categorias E, F y G,
que regularmente no se consideran de naturaleza algebraica, pero que como se colige del estudio,
tienen una cantidad representativa de actividades que completan el desarrollo del pensamiento

algebraico (variacional) en diferentes contextos mateméaticos donde se da lugar a procesos de
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argumentacion, validacion, generalizacidn, representacidn en varios registros, prediccion,

modelacién y comprensién de la variacion en contextos matematicos y extramatematicos.

Se evidencia cémo el trabajo de las propiedades de las operaciones en los diferentes conjuntos
numeéricos, es considerado un importante recurso en proceso de algebrizacion de los estudiantes.
El texto estudiado, aporta una gran variedad de tareas que apoyan este desarollo y propician la
reflexién sobre las regularidades y generalizaciones a encontrarse entre los elementos de un
mismo conjunto por su naturaleza o como producto de las operaciones que en el conjunto estén

definidas.

4.2 DESEMPENO DE LOS NINOS

Los hallazgos sobre los desempefios, frente a las tareas de caracter algebraico, muestran que el
nivel de algebrizacién atribuido a la tarea, no siempre se corresponde con el desempefio exhibido
por el estudiante, cuando soluciona la tarea. La Figura 7 muestra una tarea cuyo nivel de
algebrizacion es uno —segun la tabla de niveles ampliados por categorias-, pero el desempefio
exhibido por el nifio puede ser valorado como superior —nivel dos-, ya que alli se evidencia

claramente que utiliza indistintamente simbolos para representar incognitas.

Figura 7. Nivel de algebrizacion superior al esperado.
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(7]

En la Figura 7 se observa como el estudiante procede a representar cada frase con la letra “n”, sin
percatarse que la instruccion invita al uso de la “x” como variable. Luego, revisa lo que hizo y
corrige su error; el cambio de variable parece no significar nada importante para él. El estudiante

fue entrevistado. A continuacion se reporta lo que se hall6 en la entrevista

P: mira, yo estuve mirando el ejercicio B del taller que solucionaste y vi que antes de poner las x que
pusiste encima, escribiste ‘n” en todas las expresiones que representaste con simbolos... ;Por qué
pusiste la ‘n™?

E: Eh... porque no habia leido la instruccion.

o

1 ¢ Y servialan?

si,

< m

: ¢Por qué usaste la “n”? ;Por qué (con relacion a qué) palabra?
: por niUmero

.y se podia poner cualquier letra

m Z2 m

: no, ahi decia (lee la instruccion)...

N: ¢y si no dijera que tenia que ser x™?
E: Puede ser cualquier letra

N: ¢y no cambia?

E: No, sigue igual.

(Estudiante 1, Quinto grado, 10 afios. Marzo 28, 2014)

El desempefio del estudiante 1 fue clasificado en un nivel 2 del algebrizacion segin la categoria de

Modelacidn en los niveles de algebrizacion ampliados por categorias.

Se encuentra otro tipo de tareas en las que se pide completar una secuencia numeérica. Si bien
esta tarea es de Nivel Cero de algebrizacion en tanto que se pide identificar un patrén, el mismo
requiere la identificaciébn de una caracteristica que surge mediante el uso de operaciones. Se
aprecié que cuando las operaciones son de tipo sumativas o incremental (incremento constante)
los nifios las resuelven facilmente; sin embargo, cuando la operacion que describe el patrén es de

tipo multiplicativo (multiplicacion entera o division entera) los nifios manifestaron ciertas
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dificultades. También sorprende la respuesta que un nifio dio a una tarea (Figura 8) en donde debe
completar una secuencia: la secuencia va hacia la derecha, y el nifio, aunque ha identificado el
patrén, tiene dificultad para completar la tarea -en tanto que requiere conocimientos sobre los
nameros decimales-, por lo que la completa a la izquierda con tres nimeros, que efectivamente

cumplen la regla.

Figura 8. Patrén extendido a la izquierda.

Este hecho puede estar vinculado con la dificultad que las tareas de caracter multiplicativo tienen

para los nifios (Vergnaud, 1983).

A pesar que muchos de los items propuestos en las pruebas no habian sido objeto de ensefianza
por parte del investigador (quien conoce al grupo de estudiantes desde hace dos afios), ni por
parte de los colegas, es notable que los estudiantes pudieron resolverlos. Parece que los nifios han
usado creativamente el conocimiento matematico al que han sido expuestos y pueden usarlo en
nuevas situaciones. Vygostky (1988) afirma que las tareas ubicadas en la zona de desarrollo
préximo pueden ser mas facilmente resueltas por los nifios y que ademas, tales tareas aportan al
desarrollo cognitivo de los estudiantes. El ejercicio que se muestra en la Figura 9, es una de estas

tareas.
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Figura 9. Método tabular para comprobar la ecuacién de una funcion.

A continuacién, se reporta como el estudiante sustenta la respuesta que dio, acompafiada por una
tabulacidn que lo ubica en el nivel 3 de algebrizacién, al ser capaz de representar algebraicamente
situaciones diversas tomando a partir de referentes verbales, escritos, gréaficos o tabulares (ver la

categoria de Modelacién, Tabla 2, seccion 2.5).

(Saludos)

P: ... quiero que me expliques como fue que lo solucionaste... ademas yo veo que hiciste una tablita,
entonces quiero que me cuentes cdmo encontraste la ecuacion de la recta...

E: yo la encontré dado a que en el plano cartesiano aparece una recta intersecante donde se juntan
los nimeros de abajo, o sea “x”, con “y” los nimeros de arriba... y yo vi por ejemplo que el uno en la
recta se encontraba con el dos, el dos con el cuatro, el tres con el seis.. entonces yo me puse a
analizarlos y vi que cada namero que esta en “x” es el doble de los... digo, cada nimero que esta en
‘y” es el doble que los nimeros que estan en “x” cuando se encuentran en la recta.

P: ¢ entonces la ecuacion...?

E: esigual a x”, “x” es igual a los nimeros de “x” a la dos

P: a la dos no es lo mismo que por dos... osea los numeros de ‘y” son iguales a dos veces los
nameros de “x”....¢y esta tabla?(sefiala la tabulacion que se observa en la figura 9)

E: la tabla quiere decir lo que dije... puse los nimeros de “x”, y puse el dos, y en ‘y” el 4... y eso
quiere decir que es donde se encuentran los digitos en la recta.

P: ¢con estos numeros que pusiste aqui (en la tabla) se cumple la ecuacion que elegiste? ¢Por qué?
E: Si, porque por ejemplo el 4 es el doble del 2.
P: ¢ A ti alguien te ensefi6 a hacer esa tabla?

E: No la verdad... pues... No que yo me acuerde. Yo lo hice porque era una tabla normal y me
ayudaba.

(Estudiante 2, Sexto grado, 11 afios. Marzo 28, 2014)
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De igual manera, llama la atencién cédmo un nifio expresa claramente el patrén que se aplica en
esta relacién entre dos cantidades numéricas (Figura 10). Este desempefio lo ubica en un nivel 1

de algebrizacion.

Figura 10. Identificacion de la regla que forma una relacion funcional en estudiante de primer grado.

Para diversos autores el concepto de funciéon se presenta de manera natural en el ambito
numeérico y de exploracién de patrones por parte de los nifios (Nemirosky, 1996). De otro lado, los
Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) proponen que el pensamiento funcional es
uno de los udltimos eslabones en el proceso de comprensién de la variaciéon. Vale notar que esta
investigacién aporta evidencias en favor de la postura de aquellos que opinan el pensamiento

funcional puede y debe abordarse desde los grados iniciales de la educacién.

En la Figura 11 se muestra la solucién de una tarea de caracter funcional, y la expresion verbal de
la regla, que podria ser facilmente expresable en términos simbdlicos, manifestando asi la
comprensidn del caracter funcional. Es claro que, a partir de esta comprensién manifestada
verbalmente, no es dificil pasar a un siguiente nivel de algebrizacién que requiera la expresion
simbdlica, como se observa en la solucion dada por el estudiante. El caracter progresivo de la
experiencia algebraica de los estudiantes es claro en este ejemplo y apoya la idea de introduccion
temprana del razonamiento algebraico, en tanto que este es complejo y se desarrolla a lo largo del

tiempo.
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Figura 11. Solucién de tarea de caracter funcional por estudiante de Tercer grado.

La prueba de primer grado, arroja interesantes resultados. En la Figura 12 se observa como el
estudiante hace uso de la propiedad modulativa de la adicion para completar una sentencia
numérica y formar una igualdad. Aunque esto lo ubica en un Nivel Cero de algebrizacion, es
importante el reconocimiento y la utilizacion de las propiedades de las operaciones en el desarrollo

paulatino de habilidades de algebrizacion.

Figura 12. Uso de la propiedad modulativa para completar ejercicio de espacios en blanco.

A continuacién se reporta como sustenta el estudiante el uso del cero en el ejercicio de

completacion anterior.
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(Saludos)

P:quisiera que me dijeras como solucionaste este ejercicio

E: yo cogi el 50 y le resté 4, y entonces me dio 46

P: ahh, y entonces ¢porqué le quistaste 4? ¢ porque ya los tenia aca? (apunta el 54)

E:si

P: veo este nimero que pusiste aca (sefiala cero) ¢,Cudl es?

E: el cero

o

: ¢ Por qué lo pusiste ahi?

m

: porque 54 + 46 ya me da

P: y qué pasa cuando le sumo cero a un nimero

m

: no pasa nada

P: Aqui en el ejercicio de arriba, ¢ Habria podido poner cero también en uno de los dos cuadritos?
E: si, pero en el otro habria tenido que poner 63

(Estudiante 3, segundo grado, 7afios. Abril 25, 2014)

En el ejercicio anterior, durante el desarrollo de la prueba uno de los estudiantes se acerco al
docente a indagar por la relacion entre los recuadros y los nimeros a escribir: ¢Si los cuadrados
son iguales, los nimeros que escriban deben ser iguales? Se evidencia que para él no es indistinto
que sean dos figuras iguales... en esencia, para el ejercicio 37 + __ + __ | los cuadrados podrian
ser dos figuras diferentes, ya que como los nimeros a escribir no pueden ser iguales, no deberian
ser representados por la misma figura. Esta precisién seria importante en un proceso de formacion

algebraica escolar.

Para el ejercicio J, en la prueba de primero, se evalla la categoria de “férmulas y equivalencias”,

se encuentran varios asuntos interesantes que se informan a continuacion

En la Figura 13, se ve como el estudiante intenta abordar el ejercicio desde un razonamiento
numeérico y una relacion de correspondencia de aumento y disminucion; es decir, si el minuendo en

un lado es 42 y en el otro 43 se incrementa en 1. Como el sustraendo en un lado es 1, y la resta
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lleva implicita la idea de disminucion, el estudiante disminuye en 1 la cantidad que tiene a la
izquierda para completar el recuadro a la derecha. No obstante el razonamientos es erréneo. Se

informa la reaccion del estudiante en una entrevista.

Figura 13. Relacion de incremento — disminucién entre dos sentencias numéricas.

(Saludos)

P: ¢ Este signo como se lee? (sefiala el signo igual)
E: Es el signo que se utiliza para poner los resultados
P: Entonces ¢42-9 = 43?

E: ...No, me equivoqué...

P: Yo vi que ahorita mientras le hacia la entrevista a tu compafiera estabas corrigiendo el ejercicio
(puso como respuesta correcta 10), cuéntame que hiciste..

E: Este (el 42) es uno menos que este (el 43), entonces este (el 9) tiene que ser uno menos que el
que va aca (sefiala el recuadro vacio)

P: ¢Y tl como sabes si la solucion esta buena?¢ Intentaste hacer las operaciones? ¢ Son iguales?
(se calculan los resultados)

E: Ahh, Entonces las operaciones son iguales.

P: O sea que el igual no siempre dice el resultado...

E: No, también me muestra dos cosas con el mismo resultado.

(Estudiante 4, 7 afios, Segundo grado. Marzo 26, 2014)

El desempefio del estudiante en el ejercicio anterior, lo ubica en un Nivel cero de algebrizacion.

Paralelamente, en la Figura 14, se observa cémo el estudiante comprende de una manera mas

amplia el significado de la igualdad matematica, y junto con el soporte que se observa en la Figura
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15, jusitifica la completacién de la casilla para que las dos sentencias numéricas sean
equivalentes. El desempefio del estudiante se ubica en el nivel dos del rubro de “férmulas y

equivalencias”.

Figura 14. Completacion para conservar la igualdad de dos sentencias numéricas por estudiante de Primer
grado.

Figura 15. Resta para convertir un proceso de equivalencia entre dos sentencias numéricas en una ecuacion
lineal simple, por estudiante de Primer grado.

Haciendo un andlisis de la prueba de tercer grado, nos encontramos con un ejercicio de

inecuaciones. En la Figura 16, se evidencia como el estudiante describe de manera acertada qué
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posibles resultados podrian estar en el recuadro. El estudiante muestra asimilar que, a diferencia

de otro tipo de ejercicios, en este recuadro pueden haber diferentes respuestas que harian la

inecuacion verdadera. No hay uso de simbologia algebraica pero se solucionan inecuaciones

lineales.

Figura 16. Solucién de una inecuacion lineal sin uso de simbologia algebraica por parte de un estudiante de
tercer grado.

A continuacion se informa la reaccion del estudiante, cuando se le pide sustentar su respuesta.

P:

E:

P:

m T m

... YO quiero que me cuentes como lo hiciste
Ehh porque 10x 10 da 100, entonces un nimero mayor que 10 da mas que 100

&Y en el gjercicio b?

: Es que 10 x 10 da 100, entonces un namero menor que 10 daria menor que 100
: Ahh, pero aqui no es 10 sino 24

: (Silencio).... Sipero 2 x 24 da 48 y es menor que 100

: Ahh o sea, con el 2 funciona, ¢y con el 3?

: (Silencio).... Ehhh si

eYeld?

: Si, también

oY elb5?

: No, no funciona

: ¢ Con el 5 da qué més grande o mas pequefio que 100?

: Mas grande, porque el 24 es un nimero grande
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P: Yo te voy a mostrar algo que es otra forma de escribir este ejercicio (Muestra y explica la
inecuacioén correspondiente) ¢ Como te parece mas facil?

E: Asi, en letras normales

(Estudiante 5, Cuarto grado, 10 afios. Marzo 26, 2014)

En la entrevista, se observa como la estudiante denomina “letras normales” la instruccion
verbalizadas, manifestando de esta forma la falta de familiaridad con el lenguaje algebraico. El
desempefio de esta estudiante la ubica en un nivel 1 de algebrizacion segin el rubro de

“desigualdades e ineacuaciones”.

También se encuentran ejercicios como el que se muestra en la Figura 17, en el que el estudiante
debe identificar un elemento comun a los tres poligonos dibujados. Este ejercicio inicialmente no
fue considerado de naturaleza variacional por no incluirse en ninguna descripcion de la propuesta
original de niveles de algebrizacion (Godino et. al ; 2014). En la tabla de niveles ampliados por

categorias (pag 32), se ubica en la categoria de “inclusion y pertenencia”.

El desempefio de los todos estudiantes en este ejercicio fue insatisfactorio. Se esperaba que
identificaran que todas las figuras tenian un angulo recto’. A continuacion algunas de las

respuestas dadas por los estudiantes.

- Todos son poligonos

- Todos son tridngulos

- Todos tienen angulos agudos

- Todos tienen un lado més largo
- No tienen nada en comun

- Toda las figuras estan paradas en el lado mas largo

3 . . .. .

Se espera dicha respuesta ya que, en el contexto en el que se plantea el ejercicio en el libro de texto, se
analiza la medida de los angulos en poligonos. En el contexto de esta instrucciéon sin ningin predmbulo,
algunas de las caracteristicas comunes identificadas por los estudiantes se puede considerar validas.
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Figura 17. Generalizacion a partir de caracteristicas conceptuales.

Finalmente, en la Figura 18, se observa otro ejercicio clasificado en el rubro de de “pertenencia e
inclusién”. Se exige un dominio conceptual para poder responder a la pregunta. Se puede ver el
buen desempefio del estudiante frente a la tarea que se le propone. Es evidente aqui la naturaleza

algebraica (variacional) de la tarea propuesta.

Figura 18. Ejercicios ejes de simetria de cuadrados y rectangulos.

El desempefio de los estudiantes fue, en términos generales, mejor que el esperado. Sorprenden

algunas respuestas que seran objeto de posteriores estudios y publicaciones.
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5. CONCLUSIONES

Las conclusiones son de tres tipos: con relacion a los niveles de algebrizacion, acerca de los libros

de texto y al respecto de los desempefios de los estudiantes.

Niveles de algebrizacion

Los niveles de algebrizacion, si bien permiten ubicar ciertos niveles tedricos de actividad
matematica, parecen no adecuarse en todos los casos para describir la diversidad de tareas de

naturaleza algebraica propuestas en los libros de texto estudiados.

Se observan algunas dualidades al clasificar cierto tipo de tareas en un nivel determinado de
algebrizacion. Por ejemplo, en el Nivel 0 de algebrizacién, los estudiantes completan secuencias
numeéricas y geométricas sin explicito por el patrén utilizado. Este requerimiento del nivel, si bien es
apropiado dificulta la identificacion del mismo, en tanto que cuando se interroga a los nifios, estos
no expresan una justificacion que pueda ser aceptada como indicativo de comprensién explicita, y

si lo informan, a su vez podrian clasificar en un nivel 1.

Hay muchas tareas cuya naturaleza algebraica parece clara, sin embargo no es facil ubicarlas en
un nivel de algebrizacion. A manera de ejemplo, se encontraron tareas de inecuaciones (ver
Figura 16) cuya naturaleza variacional es clara, pero cuyas caracteristicas no se incluyen

explicitamente en ninguno de los niveles de algebrizacion.

Se encontr6 que algunas tareas que requieren una exploracién, la toma de decisiones y la
propuesta de una regla (Figura 18). Otra tarea que fue dificil de clasificar es aquella en donde se

dan tres figuras geométricas (Figura 17) y se pide identificar un elemento comun. Si bien este tipo
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de tareas presta atencién a caracteristicas de caracter grafico y conceptual (todas las figuras del

ejemplo tienen un angulo recto) no puede ser ubicada facilmente en alguno de los niveles.

Es menester indicar a los usuarios que los niveles, que los mismos pueden ser usados para
identificar una “ruta algebraica” en el conjunto de tareas propuestas en los libros de texto.
Entendemos como “ruta algebraica” una secuenciaciéon de tareas cuya naturaleza algebraica es
atribuida segun los niveles, y que sefialan el proceso gradual de introduccién del razonamiento
algebraico elemental a través de las tareas. Cabe sefalar que el razonamiento algebraico se

desarrolla a lo largo del tiempo dada su complejidad.

Adicionalmente, hay otro tipo de tareas en las que se pide asignar valores a letras para ser
reemplazadas en una sentencia algebraica, donde se manifiestan una o varias variables. De esta
forma, se introduce la aparicion de las variables y la atribucion numérica que tienen, ya sea porque
se dio previamente —como en el caso de éste ejercicio-, 6 porque se obtuvo como consecuencia de
un andlisis variacional. Esta inclusidon de expresiones para hallar su valor numérico se encuentra
desde Tercer grado, en el libro analizado. Esta particularidad se contrasta con el desarrollo que se
observa en otras propuestas de casas editoriales, donde este tipo de tareas se presentan en

Octavo grado como introduccién al algebra.

Libros de texto:

Los libros de texto estudiados proponen tareas diversas de naturaleza algebraica. A partir de las
Tablas 4 a la 8, se puede apreciar la introduccion paulatina y sistematica de tareas de naturaleza
algebraica. Se aprecia sin embargo, que introducen muy tempranamente aspectos simbdlicos y
variacionales. Con base en mi experiencia con los nifios que participaron en el estudio, parece un
poco prematuro pedir a los nifios que relacionen expresiones simbdlicas para la linea recta, junto
con propiedades métricias y topoldgicas del plano cartesiano. Vale decir que, sorprendentemente,
mucho nifios pudieron lidiar con tales ejercicios. Queda por determinar los niveles de comprensién

que subyacen el buen desempefio de los nifios frente a dichas tareas.
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Parece que el desempefio de los nifios puede estar apoyado en una ensefianza sistematica y

organizada desde los primeros grados, sin embargo este asunto debe ser indagado.

Desempefio de los nifios

El desempefio de los nifios con las tareas de naturaleza algebraica ha sobrapasado las
expectativas del investigador. Los nifios ubicados en niveles de grado, respondieron a la mayoria
de las tareas que se ubicaron en sus respectivos grados. Desde esta perpectiva los nifios son,

espontaneamente, competentes al resolver ciertas tareas.

Parece haber una correspondencia entre el nivel de algebrizacion en el que se encuentra el
estudiante y el grado de escolaridad en el que esta inscrito. Este asunto se puede observar en las
Tabla 14, y se corrobora con el desempefio de los estudiantes frente a las tareas propuestas en los

talleres.
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6. PROBLEMAS ABIERTOS

Uno de los problemas abiertos es indagar mas sobre la comprensién de los nifios en términos de

las relaciones entre lo sintactico y lo semantico, en el marco de las tareas por ellos resueltas.

Otro asunto que se considera importante es efectuar un seguimiento de los estudiantes en su
transito hacia el algebra de la escuela secundaria, y determinar si manifiestan las dificultades

reportadas en la literatura ( Filloy y Rojano, 1989; Puig, L. 1997; Puig, L. 2008).

A partir de mis interacciones con los colegas del colegio donde laboro, surgié la inquietud de
caracter epistémico, acerca de la verdadera naturaleza del algebra, y como para muchos de los
maestros las tareas propuestas en las Pruebas, o no eran de tipo algebraico, o lo eran pero
inapropiadas para ser propuestas a nifios de escuela primaria. Parece interesante efectuar un
estudio acerca de las creencias que los maestros de la Institucién Educativa donde laboro, tienen
sobre el algebra y sobre el pensameinto variacional. Es interesante determinar el efecto que tienen
las creencias epistemolégicas de los maestros en su labor de reconocer y promover el desarrollo
del pensamiento algebraico de los nifios. Parece que los profesores adolecen de cierta

“sensibilidad” para reconocer la naturaleza algebraica no explicita de muchas tareas.
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