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l. Kivonat

Jelen kutatas elsé felének célja annak bemutatdsa, hogy a nemzetko6zi szakirodalomban elterjedt
sztochasztikus mortalitdsi modellek alkalmasak-e a haldlozadsi ardnyszdm el6rejelzésére
Magyarorszagon és a kapott eredmények felhaszndlhatdéak-e a magyar népességszam modell alapu,
valdszinlségi el6reszamitdsdhoz. Lee és Carter 1992-ben megalkotott modellje nagy hatdst gyakorolt
a sztochasztikus mortalitasi modellek fejl6désére. Lee és Carter modelljébél kiindulva jott létre az
altaldnositott kor—periddus—kohorsz modellkeret (angolul ‘generalized age—period—cohort stochastic
mortality models’, réviden GAPC). Jelen tanulmany ennek a modellcsaladnak a tagjait ismerteti, illetve
alkalmazza magyar adatokon. A cél a legjobban illeszkedé modell megtaldlasa.

A Lee—Carter modellben a haladlozasi rata logaritmusa egy nem megfigyelt id6specifikus index,
az un. mortalitdsi index (k) linearis figgvénye. A becslés nagy el6nye, hogy a haldlozast befolyasold
multbeli orvostudomanyi, tdrsadalmi és egyéb hatasok szamszer(sitésére nincs szilkség. A szamitasok
elvégzéséhez elegendd a koréves haldlozds- és népességszam ismerete. A szinguldris értékfelbontds
modszerével vagy ‘maximum likelihood” becslés révén kiszamithatdak a k; értékek, amelyek id6soros
elemzésével és elGrejelzésével adhatd becslés a jov6beni haldlozasi ratdkra vonatkozdan és igy a
halanddsagi tabla tovabbi adatai is meghatarozhatéak. Ezt a mddszert alkalmazva azt kapjuk
eredményil, hogy mi torténne akkor, ha a miultban megfigyelhet6 hosszu tavu trend tovabb
folytatddna.

A Lee—Carter modellt éré biralatoknak koészonhetéen az elmult években szamos
tovabbfejlesztett valtozat sziiletett. Villegas et al. (2018) tanulmanya az eredeti Lee—Carter modellnek
és modositott valtozatainak kivalo 6sszefoglalasat nydjtja.l Jelen elemzés nagymértékben tdmaszkodik
erre a tanulmanyra és az alapmodell mellett olyan tovabbfejlesztett valtozatok alkalmazdasara keril
sor, amelyek alapvet6en két dologban kilénboznek az eredeti modelltél. Ez a két tényez6 a mortalitasi
index tobbtényezds felfogasa és/vagy a kohorszhatas szamszer(sitése. A tobbtényezés felbontds alatt
azt kell értenilink, hogy k; nem egyetlen valtozéként jelenik meg az egyenletben, hanem t6bbszor
(eltéré egyitthatoval). A kohorszhatds szerepeltetése annak kifejezésére szolgdl az egyes
modellekben, hogy a mortalitds egyik évrél masik évre torténd javulasa nem fliggetlen a sziletés
évétdl. Attdl fliggben, hogy a haldlozasok szamdanak Poisson- vagy binomialis eloszlasat tételezziik fel,
a GAPC modellcsalad tagjait két nagy csoportra bonthatjuk. A Poisson-eloszlassal szamolt modelleknél
az évkozepi népességszamot vesszik alapul, mig binomialis eloszlds feltevése mellett az év eleji
népességszamot hasznaljuk fel. Jelen tanulmanyban 6sszesen hétféle modell keril bemutatasra,
amelyek kozil négy Poisson-eloszlassal és kdzponti kitettséggel szamol, harom pedig binomialis
eloszldssal és kezdeti kitettséggel.

Kilon elemezve a férfiak és n6k adatait végeredményként az a kdvetkeztetésiink adédik, hogy
mindkét nem esetében a kor—periédus—kohorsz (roviden APC) modell lehet a leginkabb alkalmas
el6rejelzés készitéséhez. Ez a modell a Lee—Carter-féle egyenlet kohorszhatassal bévitett valtozata,
amelyben egyetlen mortalitdsi index szerepel. Ahogyan majd az elemzésbdl kiderl, Lee és Carter
modellje nem tartozik a legjobban illeszkedé modellek k&zé.2 A néknél és férfiaknal egyarant jél
teljesité APC modell szerint a nék szliletéskori varhato élettartama az el6rejelzett 2019. évi 79,9 évrdl
2068-ban 90,8 évre emelkedik. A férfiaknal 73,0 és 87,5 év ugyanez a két érték, vagyis a nemek kdzotti
varhatd élettartam kiilonbség csokkenése prognosztizalhatdé hosszu tavon. A mortalitds elemzése
soran a 90 évesek és anndl idésebbek csoportjat egy kohorszként kezeltiik (tekintettel arra, hogy ezt a

! Erdemes elolvasni tovdbbad a Hunt-Blake (2014), Hunt-Blake (2015) és Vékdas (2019) tanulmanyokat mint
Osszegzd mlveket.
2 Ugyanakkor alkalmazdsdra taldlunk példat a hazai irodalomban: Idsd Bajké et al. (2015).



kort kevesen érik meg Magyarorszagon). Emiatt a legid6sebbek koréves haldlozasi ratdinak
szamitdsahoz egy simitasi modszerre volt sziikség.

A kutatas masik f6 része a fertilitas elGrejelzésérdl szél. Alkema et al. (2010) és Alkema et al.
(2011) egy uj mddszertant dolgoztak ki a teljes termékenységi aranyszam (réviden TTA) valdszin(ségi
el6rejelzésére. Ezt tdmogatja az R program ’bayesTFR’ nevii csomagja, amely fejlesztés Sevéikova et al.
(2011) nevéhez fliz6dik. A TTA sztochasztikus elGrejelzésének olyan mddszerérdl van szé, amely nem
csak az alacsony fertilitassal jellemezhets orszdgok esetében hasznalhatd, hanem valamennyi orszégra
alkalmazhaté és az ENSZ id6sorait felhaszndlva a vildg orszdgaira egyszerre futtathaté. A kidolgozott
moadszertan egyik fontos kiindulépontja a TTA ,evoluciéja”, amely 3 nagy fazisra bonthatd. Ezek az
aldbbiak: 1. magas fertilitds az 4tmenet elStti idészakban, 2. a fertilitds atmenete: a TTA egy magas
szintrél indulva csokkenni kezd és akar a reprodukcidhoz sziikséges szint ala is stllyedhet, 3. alacsony
fertilitds az dtmenetet kdvet6 idGszakban, amely fazis magaban foglalja a reprodukcids szint Gjbdli
kozelitését/elérését, esetleg a reprodukcios szint koruli oszcilldlast is. Az egyes orszagok a rajuk
jellemzdé TTA érték alapjan ugyanabban az id6ben mas-mds fazisban jarhatnak. Az emlitett szerz6k
madszertana szerint a 2. fazis modellezése egy bayesi hierarchikus modell segitségével torténik. Az
atmenet utdni idészak modelljét tekintve a TTA hosszu tavu el6rejelzésével kapcsolatos feltevés az,
hogy értéke a reprodukcids szint felé konvergal és akorul fluktudl. Alkema et al. (2011) mddszertana
alapjan a TTA elGrejelzett értékei Magyarorszagon hosszu tdvon emelkedést mutatnak. A 2018. évi 1,5
alatti szintrél indulva a TTA értéke 2068-ra elérheti, illetve kismértékben meghaladhatja az 1,7-es
szintet.

A TTA el6rejelzése utan a kovetkezsS Iépés annak meghatarozdsa volt, hogy a n6k sziléskori
atlagos életkora hogyan alakul hosszu tdvon. Az elmult évtizedekben a gyermekvallalds fokozatosan
kitolédott, a szliléskori atlagos életkor folyamatosan névekedett. Ez az emelkedés napjainkban egyre
lassabb temd. A megfigyelt id6szak éveire kiszdmolt sziiléskori atlagos életkort id&sorelemzési
madszerrel jeleztiik el6re a késGbbi évekre. Eszerint a n6k szlléskori varhaté atlagos életkora az
elkovetkez6 évtizedekben tovabb emelkedik: a 2016. évi 29,05 éves szintrél indulva 2068-ra 29,68 évre
néhet.

Ha mar elGrejeleztiik a TTA-t és a sziléskori atlagos életkor értékeket, ki tudjuk szamolni a
korspecifikus fertilitasi ratakat az elGrejelzési id6szakra. A korspecifikus fertilitdsi rata és az adott
korcsoportba tartozé néi népesség szama alapjan meg lehet hatarozni a sziiletések szdmat. Ehhez a
népesség elGreszamitdsara is sziikség van, amelyet — felhasznalva a fertilitdsra és mortalitasra
vonatkozo el6rejelzéseket — kohorsz—komponens mddszerrel hataroztunk meg. A sziiletések szamanak
és a haladlozas korévenkénti alakuldsanak el6rejelzését alapul véve évrél évre haladva el6reszamithato
a népesség. Mindemellett azonban sziikség volt a migracidé nettd egyenlegére is koréves bontasban. A
netté egyenlegre vonatkozd, alapvaltozat szerinti el6rejelzést az Eurostat oldalardl toltottiik le.

Az Eurostat tobb tizezres pozitiv egyenleget valdszinisit évente, ami a migraciot illeti. A 2019
és 2068 kozotti idészakban az atlagos nettd egyenleg 13,0 ezer f6 a férfiaknal és kozel 11,0 ezer f6 a
néknél. Részben ennek koszonhetben, tovabba a javulé halanddsag és a kismértékben novekvé TTA
eredményeként azt lathatjuk, hogy a népesség csokkenése 2040-t6l egyre lassabb itemd( lesz és 2045—
2068 kozott 9,22 és 9,25 millio f6 kozotti szinten fog stagndlni. Valdszinlsithetéen 2068-ban is egy
Oregedé korosszetételli népességrdl beszélhetlink majd.



Il. Lee és Carter modellje

Lee és Carter 1992-ben irt tanulmanya fontos kiinduldpontjat jelenti a sztochasztikus mortalitdsi
modellek fejl6désének. A szerz6k az USA 1900 és 1989 kozotti haldlozasi adatait elemezték és
id6sorelemzési moddszereken nyugvd el6rejelzést készitettek. Egy takarékos modell épitésére
torekedtek, igy modelljiikben a kézponti haldlozdsi rata logaritmusa egy nem megfigyelt id6specifikus
index (k;) linedris fliggvénye. A becsléshez nem sziikséges a haldlozast befolyasoléd multbeli
orvostudomanyi, tarsadalmi és egyéb hatasok ismerete. Ezek helyett egy hosszu tavu, historikus
trendre, vagyis a mortalitdsi indexre tdmaszkodik a modell:

Inmy = a, + Bk + &y,
m,, = eax+Bx Kt‘l'sxt'

ahol a kozponti haldlozasi rata m,; = ’;—ﬁ, vagyis a haldlozdsok szamdnak és az évkozepi
népességszamnak a hanyadosa korévenként, adott évben. A hibatag (g,,) 0 atlagu és 02 szérasu fehér
zaj, tovabba a és B kortdl flgg, k pedig az id6tél.

A felirt egyenlet azonban aluldeterminalt. Tegyik fel, hogy a, B és Kk vektorok egy megoldast
jelentenek. Barmely c skaldr esetén a — B¢, 8, Kk + c szintén megoldas. Tovadbba a, B¢, Kk/c ugyanugy
megoldas. Ezért a szerz6k B,,-re és k;-re vonatkozdan korlatozast tesznek: igy az el6bbi 6sszege 1-gyel,
mig utdébbié 0-val lesz egyenl6. Mindez azt eredményezi, hogy a megoldds egyedi lesz, tovabba a,
egyszerlen az id6beli dtlagat fogja jelenteni az In m,,, tagnak. A 8, egyutthatd elvben lehetne negativ
néhany életkor esetében (a haldlozas bizonyos életkorokban emelkedik, mikézben mas életkort
tekintve csokken), de ez hosszu tdvon nem meriil fel problémaként. Negativ haldlozasi rata nem jelenik
meg a modellben — ez elénynek szamit.

A kiinduld egyenlet nem illeszthet6 a legkisebb négyzetek moddszerével, vagyis OLS
regresszioval (angolul ‘ordinary least squares regression’), mert a jobb oldalon csak paraméterek allnak
és egy ismeretlen index szerepel. A szerzGparos a szingularis értékfelbontas (angolul ‘singular value
decomposition’, réviden SVD) mddszerének segitségével kereste meg a megoldast. Mivel az illesztett
haldlozasi ratdk altaldban nem egyeznek meg a ténylegessel, K Ujrabecslésére is sziikség van.® Ennek
az az oka, hogy az alacsonyabb haldlozasi ratdval jellemezhet6 fiatal korcsoportok ugyanolyan sulyt
kapnak becsléskor, mint az id6sebbek — emiatt mutatkozik eltérés a becsiilt és a tényleges adatok
kozott. Az Gjrabecsléskor a kiilonb6z6 korcsoportok eltéré nagysaga mas-mas sulyt eredményez. A k
tényez6 el6rejelzésével adhaté becslés a jov6beni haldlozasi ratdkra vonatkozdan és igy a halanddsagi
tdbla tovabbi adatai is szdmolhatdéak. Minden egyéb adat (pl. varhatd élettartam) elGrejelzése k
el6rejelzésén nyugszik, és nem kozvetlenil a varhato élettartam id6soros elemzésén. A mortalitasi
index el6rejelzésével azt kapjuk eredményiil, hogy mi térténne akkor, ha a hosszu tdvu trend tovabb
folytatddna. Az USA adatait elemezve Lee és Carter megdllapitottak, hogy 1900 és 1989 kozott Kk
hozzavet6legesen linearisan csokkent, vagyis a halanddsdg javult. Ennek a trendnek a folytatasat

jelezték el6re egészen 2065-ig.

3 A mortalitasi index masodik Iépcsében torténd becslése sordn az alabbi formula teljesiilését kell keresni: D, =
2{exp(ay + By K¢) Exe}-



A Box—Jenkins modellezési technikat kovetve k el6rejelzése sordn a szerz6k gy taldltak, hogy
ez az index eltoldsos véletlen bolyongdst kovet. Az el6rejelzések egyik fontos jellemzéje, hogy a
standard hiba az id6 el6rehaladtaval egyre nagyobb, a konfidencia intervallum pedig egyre szélesebb
lesz. Az el6rejelzések nem érzékenyek a vizsgalt id6szak 90 évrdl 30 évre torténd csokkentésére,
azonban a 10-20 éves peridodus mdr instabilitadst eredményez — ennek megfeleléen egy kell6en hosszu
haldlozasi id6sor kivalasztasara van szikség. Hosszabb és rovidebb id&szakon is elvégezve a becslést,
az eredmények hasonldsdga azt jelenti, hogy a valasztott periédus strukturalis homogenitasa teljesul.
A modell egy tesztelési lehet6ségét jelenti, ha olyan idGszakra is elvégezziik az el6rejelzést, amelynek
a tényleges adatait mar ismerjik, igy a tény adatokat és a becsiilt értékeket 6ssze tudjuk vetni
egymassal.

lll. A Lee-—Carter-féle modell modositasai

A Lee—Carter modellt tobb birdlat is érte az eltelt évek soran, amelynek kdszénhetéen szdmos
tovabbfejlesztett valtozata sziletett. Ugyanakkor mar Lee—Carter (1992) tanulmanya is bévitette az
eredeti modellt: az 1918. évi influenza jarvany miatt egy ‘"dummy’-t vontak be az egyenletbe, hogy
annak hatasat kiszdrjék. Ha nem illesztiink a modellbe ilyen kétértékd valtozot, akkor a jarvanyra olyan
eseményként tekintliink, amely a jov6ben Ujra megjelenik és igy fontos informaciét hordoz a jovére
vonatkozdéan. Szerencsére ez csak a konfidencia intervallumot befolydsolja a mortalitas
el6rejelzésekor, és nem magdt az elbrejelzést. Ha nem hasznalunk "dummy’-t, akkor a konfidencia
intervallum szélesebb lesz.

Lee (2000) tanulmanya 6sszegy(ijti az eredeti modellt ért kritikakat. A Lee—Carter-féle becslés
egyik gyengesége példaul, hogy a multban gydkerezd mintak nem feltétlendil érvényesiilnek a jovében:
strukturdlis valtozasok kovetkezhetnek be (pl. ugrasszerli fejl6dés az orvostudomany teriletén). A
mortalitasi index 20. szazadi idGsorat tekintve linearitast figyelhetliink meg, azonban nem biztos, hogy
ez a régebbi id6kben is igy volt, és hogy a jovGben is igy lesz. Nem biztos, hogy a trend folytatddik.
Tovabbi problémat jelenthet, ha a kilonb6z6 korcsoportokat tekintve k hanyatldsdnak gyorsasaga
eltér, vagy ha séril a feltételezés, miszerint a hibatagok korrelalatlanok az egyes kohorszok kozott. Lee
(2000) megemliti, hogy a mortalitasi index esetén alkalmazott kétlépcsGs eljaras helyett Wilmoth
(1993) kifejlesztett egy egylépcsbset: ez a sulyozott SVD mddszer, amely a haldlozasok szamat minden
életkor esetében sulyként hasznalja.

Ma mar tobbféle valtozata létezik a modellnek. Beépithetd példaul kohorszspecifikus tényez6
a modell bévitéseként. A becslést nemenként kiilon-kilon is elvégezhetjik, amelyet indokol a n6k és
férfiak haldlozasa kozotti eltérés. Terlletileg, regiondlisan is bonthatjuk a modellt, de haldlok szerint is
modellezhetlink. Egy teljes mértékben sztochasztikus népesség-el6rejelzés akkor készithetd, ha a
fertilitdst (és a migraciot) is ilyen moddszerrel jelezziik el6re. A migraciét illetéen lehetnek
determinisztikus elképzeléseink is.



I11.1. A GAPC modellkeret

Villegas et al. (2018) tanulmanya az eredeti Lee—Carter modellnek és mddositott valtozatainak kivald
dsszefoglaldsat nyljtja, s egylttal R programozasi segédletet is jelent.* Az aldbbiakban Villegas et al.
(2018) nyoman ismertetem az egységes keretbe foglalt GAPC modellcsalad (angolul ‘generalized age-
period-cohort stochastic mortality models’) tagjait.

Az egyes modellek bemutatasahoz az alabbi jeldlések bevezetése szikséges: D, a halalozasok
szamat jeldli a populdcidban t évben és x éves korban, d,.; pedig a haldlozasok megfigyelt szama. E£;
az un. kozponti kitettség, amely nem mads, mint a haldlozas kockdzatanak kitett egyének szama t év
soran, x éves korban. E, a kezdeti kitettség: a haldlozas kockazatanak kitett egyének széma t év
elején, x éves korban.® Jel6lje q,; a haldlozds valdsziniiségét t évben és x éves korban, amely az alabbi
mdédon becsiilhetd: §,; = d,/E2;. A kezdeti mortalitasi rata, vagyis q,; annak a valészintisége, hogy
egy x éves személy t év soran meghal.® Legyen p,; a kdzponti haldlozasi rata. Ennek empirikus becslése
a kovetkezd: fiyy = dye/ES:.

A GAPC modellek felépitése és egymastdl valo eltérése az aldbbi négy komponens segitségével
érthet6 meg:

1. A random komponens azt fejezi ki, hogy a haldlozasok szdma (D,;) Poisson-eloszlast vagy

binomialis eloszlast kdvet-e.

Dy ~ Poisson(Ex¢fix)

vagy
D, ~ Binomial(E%, qyt),

D , D

ahol E (it) = Uy éSE (—’gt) = Qyt-

Ey Ext

2. A szisztematikus komponens magat a becsiilni kivdnt egyenletet irja le. A haldlozas
intenzitasat befolydsold tényez6k: az életkor, az év (periddus) és a kohorszhatas.” Ennek
megfelelen az egyenlet altaldnos alakja az alabbiak szerint irhaté fel:

i i 0
Nyt = Ay + Zliv=1 951)’(151) + ﬂyg )yt—xr

ahol N = 0 és egész szamértéket vehet fel; Kgi) a mortalitdsi index, amelybdl tobb tag is
szerepelhet az egyenletben, ennek megfeleléeni =1, ..., N.

A /3,5") egyutthatd a mortalitasi index hatdsat fejezi ki korévenként.

A y:_, jeldli a kohorszhatdst, amelynek B}EO) az egyltthatoja.

A ,B,Ei) vagy egy el6re definialt figgvénye a kornak (B,Ei) = f(x)) vagy egy nemparaméteres
tag, amelyet nem kell el6re megbecsiilni (pl. Lee—Carter modell).

A GAPC modellek esetében azt feltételezzlk, hogy Kgi) és y;_, sztochasztikus folyamatok.
Ez a kulcsa a valdszin(iségi elGrejelzéseknek.

4 Az dltaluk bemutatott modellek gyakorlati alkalmazasdhoz a ’StMoMo’ csomag telepitése szilkséges.
"Eg =~ Eg + %dxt
“grx1-em

7 A kohorsz a kovetkez6k szerint szadmithaté: ¢ = t — x.



3. A kapocsfiiggvény (angolul ’link function’), amelyet g-vel jel6liink, mutatja meg azt, hogy
az egyenlet bal oldalan all6 tagot milyen fliggvény irja le. Poisson-eloszlas esetén
logaritmus, mig binomidlis eloszlas esetén logit fliggvényt kell érteni alatta.

g <1E (Z—z)) = Nt

4. Ahhoz, hogy a felirt egyenlet megoldasa egyedi legyen, paraméter korldtozdsokra van
sziikség. Ezeket egybegylijtve, v figgvényként is megadhatjuk:

~ ~ (1 N) ~(1 ~(N 0
v(@) = 8 = (@, B, ., BV 8D, kD, B0 7.

Az aldbbiakban bemutatdsra keriil a Lee—Carter modell hat tovabbfejlesztett valtozata, amelyek
mindegyike illeszkedik a fent leirt keretbe.

I11.2. A Poisson Lee—Carter modell

Ez a Brouhns et al. (2002) altal kidolgozott modell a Lee és Carter altal felirt egyenlettel kapcsolatban
azt tételezi fel, hogy a mortalitas Poisson-eloszlast kévet.® A Lee—Carter-féle modell fontos feltevése a
homoszkedaszticitas és az, hogy a hibatagok eloszldsa normalis. Ez nem realisztikus, mert a mortalitds
logaritmusa sokkal valtozékonyabb az idésebb korcsoportokat tekintve (nagyobb a variabilitas), mint a
fiatalabbak kérében. Brouhns et al. (2002) modellje logaritmus fliggvényt és kozponti haldlozasi ratat
(xe) haszndl. Az eredeti Lee—Carter modellhez hasonléan egy statikus kor fliggvény (a,) és egy
nemparaméteres kor—idGszak faktor szerepel az egyenlet jobb oldalan. Tehat a mortalitasi index (k)
szama egy, igy N = 1. Kohorszhatassal nem szamolnak. Ennek megfelel6en az egyenlet:

W,

Ahhoz, hogy a késGbbi (a vizsgalt id6szak utani) haldlozasi ratakat megbecsiljik, KZEl) el6rejelzése
sziikséges. Lee és Carter elemzése szerint a mortalitdsi index egy eltolasos véletlen bolyongas
folyamatként irhato le:

iV = s+ + &, £~ N(0,02),
ahol § az eltolas paraméter, &; pedig fehér zaj.

Ha a kiinduld egyenletet c; és ¢, # 0 konstansok segitségével transzformaljuk, vagyis a kdvetkez6ket
hajtjuk végre:

(20BD®) = (a+ b, 260, c,060 - ),

8 Megemlitik, hogy Brillinger (1986) szerint is a Poisson-eloszlas feltevése sokkal kézenfekvSbb a haldlozast
tekintve.



akkor azt lIathatjuk, hogy 1, értéke valtozatlan marad. Az egyedi megoldas megtalalasa érdekében az
aldbbi korlatozasokra van sziikség:

1
Zx 35 ) = 1:
Zt K(l) = 0
Brouhns et al. (2002) modellje ugyanezt a két korlatfiggvényt alkalmazza. Az egyltthatodk,
paraméterek értelmezése is ugyanaz, mint a Lee—Carter modellnél. A megoldasra ‘maximum
likelihood’ becslés révén jutnak, amelyet Newton—Raphson-féle mddszerrel oldanak meg.® Masodik
|épcs6ben végrehajtott becslésre, a mortalitdsi index kiigazitdsdra nincs sziikség. A Lee—Carter (1992)

altal javasolt ARIMA(0,1,0) modell helyett Brouhns et al. (2002) k; el6rejelzése sordan ARIMA(0,1,1)
modellt illesztettek. Ez a kovetkez6képpen irhaté fel:

(1)— C+K(1) + €t+ Bft 1/

ahol C konstans k; éves atlagos valtozasat fejezi ki.
A Poisson modell a magasabb életkorokat tekintve illeszkedik jobban. Ezért alkalmazasa akkor
kulonosen célszer(, ha csak az idGsek mortalitasa érdekel bennilinket.

I11.3. A Lee—Carter modell kohorszhatdssal (RH modell)

Renshaw és Haberman (2006) nevéhez f(iz6dik az eredeti Lee—Carter modell kohorszhatassal torténd
bévitése (ezt y;_, tag jeldli). Az, hogy érdemes-e a kohorszhatdssal t6rédni, a kohorszhatast nem
tartalmazoé modell rezidualisainak elemzésébdl latszodik. Renshaw és Haberman modelljében egyetlen
id6t6l figgd mortalitasi index szerepel, amely szimultdn mdédon befolydsolja a haldlozas intenzitasat
minden korcsoportban.

— oM (1) (0)
Nxt = x + Py + By
( )_hez hasonldan Yty €l6rejelzése is id6sorelemzési eszkdzokkel torténik. A haldlozasok szama a
modeII szerint Poisson-eloszlast kovet és ennek megfelel6en logaritmus fliggvényt haszndlnak a

szerzok.

A megoldashoz korlatokra van sziikség, mivel 1, invaridns az alabbi transzformdcidra:

1) (1) (0 1 0 1 1 0
(BP0 ve) = (an + ciBP+ D, 280, (6 = ), 28, cayeex — €2) ),
ahol c¢q, ¢3, c3 # 0 és ¢, # 0 konstansok. Az alkalmazott paraméterkorlatok:

B =1,

9 Ezzel kapcsolatban lasd b&vebben a mellékletet.



Xx 351) =1,
2t Kgl) =0,
Yo Ve =0.
Renshaw és Haberman javaslata szerint egy kétlépcsds becslési eljarast kell alkalmazni, amelyben a,-et

becsuljik meg el6szor. Ezek utan F  paraméterei maradnak hatra, ahol F(x,t) =

exp(ﬁ,&l)}cgl) + B,Eo)yt_x). Renshaw és Haberman kés6bbi munkdjuk sordn mar a [3}50) =
1 egyszer(sitéssel élnek. Ezzel megoldjdk a kiinduld egyenlet instabilitdsi problémajat.
I11.4. A kor—periddus—kohorsz (APC) modell

Renshaw és Haberman mdédositott modellje az un. APC (angolul ‘age—period—cohort’) modell,
amelyben:

® _

x =1,

0

©=1
(1

igY Nxt = ay + K; ' +Vi—x-

Az APC modell invarians az alabbi transzformaciokra, ahol ¢4, ¢, és ¢, konstansok.

(ax' Kﬁl),n-x) - ( ay + P11 — Pox, Kgl) + Dot Ve—x — 1 — P2(t — x))

(k) = (e + enn® )

Az alkalmazott korlatok:
Y Kgl) =0,
o Ye =0,
St CYe=0.

c=t1—Xg

Az utolsé két korldtozas azt implikalja, hogy a kohorszhatas 0 koril fluktual megfigyelhetd linearis trend
nélkil. A kohorszhatdassal 6sszefligg6 korlatozasokbal és az els6 transzformacidbdl kbvetkezik, hogy:

Yi-x = ()bl + ¢2(t - ‘x) + €t—x, Et_x ~ N(O, 0-2)-
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11.5. A CBD modell

Cairns et al. (2006) modelljében két mortalitasi index szerepel (N = 2), vagyis egy kéttényezGs
sztochasztikus modellt alakitottak ki. Az els6 index a mortalitdsi rata dinamikdajara ugyanolyan mdédon
hat mindegyik életkort tekintve, mig a masodik faktor az id6sebb korcsoportok esetében sokkal inkabb

kifejti hatasat, mint a fiatalabb kohorszokban. Az egyenletben a ﬁ,gi) egyutthatdk az aldbbiak szerint
irhatoak fel:

1 _
x =1,

,Ez)zx—f.

A CBD modell nem szamol kohorszhatassal és nincs benne a,, sem. A haldlozast tekintve binomialis
eloszlast tételeznek fel és logit fliggvényt® hasznalnak.

— 2
Nxt = KEI) +(x—x) KE ),

ahol i az atlagos életkor.

A KE ) s KE ) el6rejelzése kétvaltozds, eltoldsos véletlen bolyongas (angolul 'bivariate random walk

with drift’) modellel térténik.1* A CBD modellnek nincs identifikdcids problémaja, ezért korldtozasokra
sincs szlikség.

I11.6. Kvadratikus CBD modell kohorszhatdssal (M7 modell)

Cairns et al. (2009) kib6vitették az eredeti CBD modellt, amely mar kohorszhatast és egy kvadratikus
kor flggvényt is tartalmaz.

1 — 2 — ~ 3
e =100 + (= D) 1P + (1 = D2 = 6D 17 + Y
ahol 62 az atlagos értéke az (x — X)? tényez6nek.'? Ezt a modellt M7 névvel is illeti a szakirodalom.

A modell invarians az aldbbi transzformaciora:

(Kgl)l K£2)l Kgg)) yt—x) -
(M _z 18 k@ — b — 26t — ). D %
Ko '+ P+ Pt — %) + d3((t — X)* + 65), K, by — 203t — %),k + P3,Viex — D1
— 2t — x) = §3(t = 1)?),

©logit(qx) = In (%) = N

1-qxt
11 Egy mdsik lehet8ség a mortalitasi indexek elSrejelzésére, ha kiilén-kiilon illesztjiik az ARIMA(p,d,q) modelleket.

1 -
v 02? =% Dx(x — x)z
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ahol ¢4, ¢, és @3 konstansok, amelyek valtozatlanul hagyjak 7,-t.
Az alkalmazott paraméterkorlatok:

Yo Y =0,

c=t1—x I'C
th—Xx1 =0
Zc=t1—xkcyc - Y
t —
chtfixk C2 Ye = 0.
A korlatozasok azt implikaljak, hogy a kohorszhatds 0 koril fluktudl megfigyelhetS linearis vagy

kvadratikus trend nélkil. A kohorszhatdssal 6sszefligg6 korlatozasokbdl és az elsé transzformaciébol
kovetkezik, hogy y;_,-t megkaphatjuk az alabbiak szerint:

Veex = 1+ d2(t =) + p3(t —x)* + €4y, €—x ~ N(0,0%).
Az Un. M6 és M8 modellek két egyszer(ibb strukturat jelentenek:
Nxt = Kgl) + (x — X) ng) + Ve—x
Mxt = Kgl) + (x — %) KEZ) + (Xe — X)Vi-x

ahol x. egy konstans paraméter, amelyet becsiilni kell.

I1l.7. Plat modellje

Plat (2009) olyan modell megalkotasara térekedett, amely a kordbbi sztochasztikus mortalitdsi
modellek kedvez6 tulajdonsagait megtartja és a kedvez6tleneket eliminalja. Plat modellje kombinalja
a CBD modellt a Lee—Carter modell néhany jellemzGjével, hogy létrej6jjon egy olyan egyenlet, amely
minden életkort tekintve megfelel6 és tartalmazza a kohorszhatdst is. Szerepel még benne o, és
harom mortalitasi index (N = 3). Az eldre specifikalt paraméterek az aldbbiak:

0
0=
1
o=
,Ez):f—x,

3 _ _
,E )= (x—x)* = max(0, % — x).

Ennek megfelelGen:
1 _ 2 _ 3
Nyt = ax+;c£ ) +(x—x);c£ ) 4+ (x—x)+}c§ ) + Viex-
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Plat (2009) Poisson-eloszlast és logaritmus flggvényt tételez fel. Modelljében Gsszesen négy

sztochasztikus faktor (Kgl),KEZ),KE?)),yt_x) szerepel. Kgl) reprezentalja a mortalitas szintjében

bekovetkez6 valtozast minden életkorban. ng) faktor megengedi, hogy a mortalitds szintjének
valtozasa variabilis legyen az egyes életkorokat tekintve. A multbeli adatok tanusdga szerint a
mortalitasi rata dinamikdja a fiatalabb korcsoportokat tekintve kiilénbozhet (pl. AIDS, drogok és

alkohol hasznalata miatt). K§3) ezt a dinamikat ragadja meg. Ha csak az id6sebb korosztaly érdekel

benniinket, akkor a K§3) faktor elhagyhat6 a modellbdl.

N,¢ iNVaridns az alabbi transzformaciodkra, ahol ¢4, ¢4, ¢3, ¢4, P, és @5 konstansok.

1 2 3
(ax; KE )p KE )p KE );Vt—x) -

(ax + 1 — Pox + P3x?, Kgl) + Pt + P3(t? — 2xt), ng) + 2¢st, K§3)’Vt—x — 1= P (t —x) —

— 3t —0)?)

1 2 3
(ax,;cg ),;cg ),;cg )'Vt—x) -
(ax +c+ (X —x)+c3(x— x)+,rc§1) — cl,zcgz) — Cy, KE3) — c3,yt_x)

A szlikséges korlatok:

Xt Kgl) =0,
Xt KEZ) =0,
Zt K£3) = OI

th—x1 —
Zc:tl—xk YC - OI

Ztn_X1 cYe =0,

c=t,—Xxg

th—Xx1 2
Zc=t1—Xk c

Ye =0,

ahol ¢ = t; — x;, a legkorabbi, t,, — x; pedig a legkés6bbi sziiletési év.

Az elsé harom korlatozas garantalja, hogy a mortalitdsi indexek 0 korul alakulnak. A mdsik harom
korlatozas pedig azt jelenti, hogy a kohorszhatas 0 koril fluktual és nincs linearis vagy kvadratikus
trend. A ¢4, ¢, és ¢p3 konstansok az aldbbiak szerint szdmithatdak:

Yiex = P14+ P2t —x) + P3(t —x)* + €4y, €—x ~ N(0,02).

A legmegfelel6bb el6rejelzést Plat (2009) szerint Kgl) esetében az ARIMA(0,1,0) illesztése, mig

ng), K§3) és y;_, esetén a konstans nélkuli ARIMA(1,0,0) modell jelenti.

13



Azokban az esetekben, amikor csak az id6sebb korcsoportba tartozék érdekelnek benniinket, Plat
(2009) az aldbbi egyenletet javasolja, amely nem mas, mint az M6 modell «a, taggal bévitve:

Nyt = ax+rc +(x x)rc( )+yt_x.

IV.  Sztochasztikus mortalitasi modellek illesztése magyar adatokon

Jelen fejezet az el6z6ekben ismertetett sztochasztikus mortalitdsi modellek alkalmazasardl szol. Célunk
annak megallapitasa, hogy a GAPC modellcsalad tagjai koziil melyik illeszkedik legjobban a magyar
adatok tekintetében. A’Human Mortality Database’®® 1950-t6| évenkénti bontdsban tartalmaz koréves
haldlozasi adatokat, tovabbd a népességszam alakuldsa is lekérdezhet6 ugyanilyen szerkezetben.
IdGsoros adatok esetében a minél hosszabb id6szakra vonatkozo adatsor preferalt, azonban az elemzés
soran 1950 helyett 1960-t6l vettik figyelembe a haldlozasi és népesség adatokat. Ennek oka, hogy
1960-tdl all rendelkezésre adat a 86-90 éves népességre vonatkozéan. Az 1950-es években a 85
éveseket és annal id6sebbeket 6sszevontan kezelték.

Tekintettel arra, hogy a sztochasztikus modellek logit vagy logaritmus kapocsfliggvényt
hasznalnak-e, a kezdeti kitettség mellett sziikség volt a kdzponti kitettség meghatdrozasara is. Az
évkozepi népességgel szamold modellek id6sora egy évvel rovidebb, hiszen két szomszédos év januar
1-jei népességszamanak atlagolasaval az utolsé idGszakra vonatkozo adat ,elveszik”. Ennek okan 2018
jelenti az utolsé megfigyelési évet, igy az id6sorok hosszlisdga nem tér el. Az 1. tablazat bemutatja,
hogy az egyes modellek esetében milyen kitettségre volt szlikség.

1. tablazat: Az illesztett sztochasztikus mortalitasi modellek f6bb jellemz6i

Modell Egyenlet Kitettség
Poisson Lee—Carter Nyt = Oy + 3(1) ) kézponti
binomiélis Lee—Carter | 1,, = a, + '3(1) (1) kezdeti
CBD Nxt = (1) +(x—x) K(Z) kezdeti
APC Myt = Ay + Kgl) + Vex kdzponti
M7 e = kD + (=) kP + (x = 0)2 = 6D kP + v, | kezdeti
PLAT Nyt = 0y + Kgl) + (¥ — x) K(Z) + Vi y kdzponti
RH Nyt = 0y + ﬁ(l) @ 4 Vix kdzponti

A becslés minden modell esetében koréves bontasban tortént, azonban a 90 éves vagy annal
id6sebb korosztalyra vonatkozd haldlozasi adatokat 6sszevontuk. Ezt egyrészrél indokolta az, hogy a
kisebb létszdamu csoportok esetében megnéhet a becslés bizonytalansaga, masrészrél pedig a
népesség adatok is ilyen szerkezetben allnak rendelkezésre. A kés6bbiekben egy simitasi modszer
segitségével hatarozzuk meg, hogy hogyan alakul a legidésebbek koréves halalozasi rataja.

13 Elérhet8sége: https://www.mortality.org/
Az oldalrél letolthet6 halalozasi adatok nem tartalmazzak az ismeretlen korban bekévetkez6 haldlozasok szamat.
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Mivel a n6k és férfiak halanddsaga eltéréseket mutat, nemek szerinti bontasban elemeztiik az
id6sorokat. Az 1. dbrardl leolvashatjuk, hogy miként alakult a férfiak, illetve a n6k népességaranyos
haladlozasi rataja 1960 és 2018 kozott. A mutatd kiszamitdsa sordn a haldlozasok szamat az évkozepi
népességszamhoz viszonyitottuk. Lathatd példaul, hogy az 1990-es években jellemz6 magasabb
mérték( haldlozas a férfiakat sujtotta erGteljesebben.

1. dbra: A kdzponti haldlozasi rata alakuldsa 1960 és 2018 kozott
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A tovabbiakban nemenkénti bontasban keriil bemutatasra, hogy a mortalitdsi modellek
illesztésével az egyes paraméterek (a,, By, K¢, Vi) Palydja hogyan vizualizalhaté. Mivel célunk a
valdsaghoz legktzelebb allé modell megtaldldsa, kilénb6z6 szempontok (pl. rezidualisok, informacids
kritériumok, elérejelzett haldlozasi rata elemzése) mentén értékeljik a modelleket egymdshoz képest.
A sztochasztikus modellek illesztése és az el8rejelzés egyarant R programmal késziilt. A
programcsomagok koziil elsGsorban a ‘StMoMo’, illetve a ‘forecast’ fliggvényeire volt sziikség.

IV.1. A férfiak halanddsdga

A 2-7. dbrak szemléltetik, hogy a kiilonb6zé mortalitasi modelleket tekintve hogyan alakul a kor,
valamint az id6 fuggvényében a,, [, és k; palydja, illetve amennyiben a modellnek része a
kohorszhatds (y;_,), akkor annak alakuldsat is lathatjuk. Az USA adatait elemezve Lee és Carter (1992)
a mortalitdsi indexet egy negativ meredekségli gorbeként dbrdzoltdk. A magyar adatokat tekintve x,
id6tél fuggd adatsora csak az 1990-es évek elején megfigyelhet6 magasabb szintrél indulva irhaté le
egy negativ meredekség(i gérbével (I4sd a Poisson Lee—Carter modellt).2* Mindez a halandéséag id8beni
javulasat az 1990-es évek masodik felétsl tdmasztja ald. Erdemes a férfiak és a nék mortalitdsi indexét
Osszevetni egymassal (lasd 2. abra és 28-29. dbra). Lathatd, hogy a n6knél a mortalitdsi index értékének

14 Az 1960-2018. év kozotti idGszakot alapul véve a binomidlis Lee—Carter modell nem konvergdlt, igy annak
eredményeivel nem tudtunk a késGbbiekben sem szamolni.
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id6beni csokkenése a megfigyelt id6szak soran egyenletesebb, mig a férfiaknal az 1990-es évek
kiugrdsainak koszonhet6en egészen mas pdlyardl beszélhetlink. Attdl figgben, hogy egy modell
tartalmaz-e kohorszhatast, illetve hogy a mortalitdsi index egy vagy tobb komponens(-e, rcgi) palydja
mds-mas képet mutathat, azonban a Lee—Carter modell kapcsdn leirt trend a tobbi modellnél is tetten

érhet6.
2. abra: A Poisson Lee—Carter modell paraméterei 1960—2018. évi bazison (férfiak)
Oy V. X Bx VS, X vct vs. t
T T T T T T T T T T o T T T T T T
o 20 40 50 80 o 20 40 50 80 1960 1870 18380 1880 2000 2010 2020
age age year
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3. abra: Az RH modell paraméterei 1960—-2018. évi bazison (férfiak)
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4. abra: Az APC modell paraméterei 1960—-2018. évi bazison (férfiak)
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abra: Az M7 modell paraméterei 1960—-2018. évi bazison (férfiak)
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7. abra: A Plat modell paraméterei 1960—-2018. évi bazison (férfiak)
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8.

abra: A Poisson Lee—Carter modell rezidualisainak hétérképe 1960-2018. évi bazison (férfiak)
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9. dbra: Az RH modell rezidualisainak hétérképe 1960—-2018. évi bazison (férfiak)
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10. abra: Az APC modell rezidudlisainak hétérképe 1960-2018. évi bazison (férfiak)

1960 1970 1980 1990 2000 2010

calendar year

11. abra: A CBD modell rezidualisainak hétérképe 1960—-2018. évi bazison (férfiak)
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12. dbra: Az M7 modell rezidudlisainak hétérképe 1960-2018. évi bazison (férfiak)
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13. abra: A Plat modell rezidudlisainak hGtérképe 1960-2018. évi bazison (férfiak)
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A kilonb6z6 mortalitdsi modellek 6sszehasonlitdsanak egyik alapja lehet a rezidudlisok
elemzése. A hibatagok hétérképe alapjan kovetkeztetni lehet arra, hogy példaul a kohorszhatds
figyelembevétele indokolt-e. A 8-13. 3brak a férfiak esetében szemléltetik a kilénb6z6 modellek
hibatagjait. A Poisson és a binomialis Lee—Carter, tovabba a CBD modell nem szamol kohorszhatassal.
Mindez a rezidudlisok hétérképén is jol [athato, hiszen az atldsan jelentkez6 mintazat erre utal. Minél
inkabb véletlenszerlinek tlinik a rezidualisok értékének elrendezddése, anndl inkabb megfelel6 lehet
egy modell. Ezt szem el6tt tartva megadllapithatjuk, hogy Renshaw és Haberman modellje esetén
bizonyul leginkdbb véletlenszer(inek az elrendez6dés — ebben az esetben semmilyen jellegzetes
mintdzat nem fedezhetd fel.

A modellek kozotti vdlasztast segitheti az informacids kritériumok értékének egymdssal
torténé osszevetése. A 2. tablazat ismerteti modellenként az AIC és BIC (angolul 'Akaike information
criterion’, illetve ’Bayesian information criterion’) értékeket.’> Ahhoz, hogy két modell ilyen
szempontbdl 6sszehasonlithatd legyen, ugyanarra a periédusra kell megbecsiilni 6ket. (Enders 2014)
Az 6sszehasonlitas sordn a minél kisebb AIC vagy BIC érték preferalt. Megallapithatjuk, hogy ezek
alapjan a Renshaw—Haberman-féle modell tlinik a legmegfelel6bbnek.

2. tablazat: AIC és BIC értéke a sztochasztikus mortalitasi modellek esetén 1960-2018. évi bazison

(férfiak)
Modellek kézponti Modellek kezdeti
) ) AIC BIC ) ) AIC BIC
kitettséggel kitettséggel
Poisson Lee—Carter 136 772,8 | 138347,5 | CBD 872714,6 | 873492,0
APC 65 237,3 67 187,5 | M7 430561,6 | 432689,7
PLAT 62 634,1 64 959,8
RH 51924,9 54 474,6

Az elemzés legfontosabb célja, hogy elGrejelezziik a koréves haladlozasi ratat. Ehhez

id6sorelemzési mddszerekre van sziikség. A mortalitasi index(ek) (Kgi)) és a kohorszhatas (y;_,) 1960
és 2018 kozotti id6szakra illesztett értékeinek el6rejelzése révén becsiilhet6ek a jovébeni mortalitasi
ratak. Jelen vizsgalat sordn 2068 jelenti az el6rejelzési id6horizont végét.

A mortalitasi index(ek) és a kohorszhatds fliggetlenségét feltételezve kilon-kilon vizsgaltuk
meg, hogy melyik a legjobban illeszked6 ARIMA (angolul ‘autoregressive integrated moving average’)
modell. A Box—Jenkins modellezési technika értelmében a megfelel§ id6soros modell kivalasztasa
harom |épésben torténik. Az els6 az identifikacid, amelynek soran a vizsgalni kivant valtozé id6sorat
ellendrizzik, megnézziik példaul, hogy van-e kiugrd, hidnyzo érték, esetleg strukturdlis torés az
adatsorban. Az autokorrelacio fluggvény (ACF), illetve a parcialis autokorrelacié fliggvény (PACF)
segitségével megprobaljuk megsejteni, hogy hany késleltetett tagra van sziikség az ARIMA(p,d,q)
modelliinkh6z. A masodik Iépésben egy takarékos modellt illesztiink, mert ezek jobb elérejelz6k, mint
a tul sok paraméterrel rendelkez6 modellek. A harmadik teend6 pedig annak ellenérzése, hogy a
becsililt modell rezidualisai biztosan fehér zaj folyamatot kovetnek-e. (Enders 2014) A Box—Jenkins
modell szelekcios eljarast kovetve a 3. tdblazatban taldlhaté ARIMA(p,d,q) modellek keriiltek

kivalasztasra a férfiak adatait tekintve. A paraméterek (Kgl),)/t_x) értékeinek elGrejelzéséhez ezeket

15 AIC = TIn(SSR) + 2n, illetve BIC = TIn(SSR) + nIn(T), ahol T a megfigyelések szdma, n a becsiilt
paraméterek szama, SSR pedig a rezidudlis négyzetdsszeg.
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hasznaltuk fel.’® Az egységgyok tesztelése kibdvitett Dickey—Fuller,’” mig a rezidudlisok ellenérzése
Liung—Box Q-statisztika'® segitségével tértént.

A 3. tablabdl lathatd, hogy a Poisson Lee—Carter modell tekintetében a férfiak mortalitasi
indexe nem irhat6 fel eltoldsos véletlen bolyongdsként, ahogyan az a Lee—Carter (1992) tanulmanyban
szerepel. Emiatt a 'StMoMo’ programcsomagban alapbeallitdsként szereplé eltoldsos véletlen
bolyongas modellt is felll kellett irni, nem beszélve a tobbi sztochasztikus modellrél, amelyeknél
szintlgy nem az eredeti beadllitast kovettik, hanem a tdblazatban szereplé ARIMA(p,d,q) modelleket
alkalmaztuk az el6rejelzés soran.

16 Az el6rejelzett értékeket a melléklet abrai szemléltetik. Férfiak esetében ldsd a 66-75. dbrakat, mig n6k esetén
a 76-84. dbrakat.

VA Ay, =ag+ Byi—q + agt + w0 Ay_q + -+ wi Ay, + &, formdban felirhaté idGsorok esetében a
kibGvitett Dickey—Fuller-teszt nullhipotézése: f = 0. Az egyenletben a,t tag a trendet jeldli.

18 Képlettel: Q = T(T +2) X511 /(T — k), ahol T a megfigyelések szdma és r a mintabeli autokorreldciét
jeldli.
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3. tdblazat: A Kgi) és y¢_, paraméterek ARIMA(p,d,q) modelljei 1960-2018. évi bazison (férfiak)

(€Y) 2) 3)
Kt Kt Kt Yt—x
Poisson ARIMA(1,1,1)
Lee—Carter | Ak() = Ak() + e+,
ARIMA(1,1,1) eltolassal ARIMA(0,1,1) eltolassal
CBD A® = @ @ _ - -
K, =C+ Ak, + e+ & A, =CH+e + &4
ARIMA(3,1,0) eltolassal ARIMA(1,1,2)
ApC 2@ = ¢+ 8@ + 26D, + Ak D+ | - Ay = A tete g te
t = t—1 t-2 t-3 t t—x Yi-1-x t t-1 t-2
ARIMA(0,2,1) ARIMA(0,2,1) ARIMA(3,1,1) eltolassal ARIMA(1,2,2)
M7 Mk =g, + ¢ MkP =g + ¢ Ac® =+ 8P + 2@ + 2k, + 6, + & AAy—, = AA tetete
e =&t e . =&t &1 ¢ = -1 t—2 3t & T &1 t—x Vi—1—x T & T -1 T &2
ARIMA(1,1,0) eltolassal ARIMA(0,1,0) eltoléssal ARIMA(0,1,0)
PLAT Ak = ) @ _ @ - _
Kyl =C+ A + g K =CH+r +e Ye-x = Ve-1-x T &
RH ARIMA(0,1,0) eltolassal ARIMA(1,1,2) eltolassal
KEI) =C+ Kgi)1 + & Ay x =CH+ AV x t e+ &g+ &,
Megjegyzés:
2P = k9~ 2,
2k = kel — Ak,

AYix =Ve-x — Vi-1-x
AAYi_y = AV x — AYViq-x
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Az id6soros elemzést a mortalitasi rata 2068-ig torténé becslése kdvette. Az Gsszesen hat
konvergdld, sztochasztikus mortalitasi modellnek kdszonhet8en tizféle el6rejelzés késziilt, ugyanis az
a, tagot tartalmazé modellek esetében kiprdébaltuk azt a valtozatot is, amikor a, nem a teljes
megfigyelt idGszak atlagos mortalitdsi ratajat jelenti, hanem csak az utolsé id&szak értékével szamol az
elérejelzéskor.’® A modellek kozétti vélasztast nagymértékben segiti, ha az el6rejelzett értékeket
Osszevetjik a tényleges adatokkal. Erre akkor nyilik lehet6séglink, ha a bazis id6szak hosszat roviditjlik
és olyan évekre készitlink el6rejelzést, amelyek tényleges mortalitasi ratait mar ismerjik. A melléklet
10-12. tabldzata®® azt mutatja be, hogy eltéré hosszusagi id8szakokat alapul véve az egyes modellek
talalatainak szdma mennyi, vagyis a 0—90 évesek haladlozasi aranyszamaihoz az elGrejelzett értékek
kozil hany darab esik statisztikailag kozel. Ennek megfelel6en egy modell talalatainak maximalis szama
91 lehet,” ilyen magas értéket azonban nem taldlunk a tdbldzatokban. A taldlatok 70 f6l6tti szamaval
viszont mar elégedettek lehetlink. A mortalitdsi modellek el6rejelzé képességét hétféle bazis idGszak
alapjan mértiik 6ssze, ezek az aldbbiak voltak: 1960-1989, 1960-1995, 1960—2000, 1960—2005, 1960—
2010, 19602015 és 1990-2015.22 Mindezek alapjan a legkorabbi év, amelyre az elSrejelzett és
tényleges adatok 6sszehasonlitdsat elvégeztiik, 1990 volt, mig a legkés6bbi 2018. Az el6rejelzésekhez
vélasztott ARIMA(p,d,q) modelleket a melléklet 8. tabldzata ismerteti.”® Ebbdl lathatjuk, hogy a
férfiaknal a Poisson Lee—Carter modell** esetében, az 1960—-1989. évi és az 1960—-1995 kozotti bazis
id6szakok alapjan még megfelelének bizonyul a véletlen bolyongas — ARIMA(0,1,0) — eltoldssal tipusu
modell, ennél hosszabb idGszakokat alapul véve azonban mar nem. A tényleges és elGrejelzett értékek
hasonldsagat a QDEV-statisztika®® (angolul ‘weighted quadratic deviation’) segitségével ellendriztiik.

QDEV = Z{\]:K Ei(CIil_CIio)ZI
qio

ahol N és K az életkortartomany alsé és felsé hatarat jeldli, E; az i évesek szdma, vagyis a kitettség,
q;o a tényleges mortalitasi ratdkat, q;; pedig a becsilt mortalitasi ratakat jeldli. A sztochasztikus modell
jellegétdl fuggben szamoltunk kezdeti vagy kozponti kitettséggel, ill. kezdeti vagy kézponti tényleges
haldlozasi rataval. A QDEV-statisztika hatdreloszldsa khi-négyzet N — K + 1 szabadsdagfokkal.
Eletkoronként kiilon-kiilén elvégezve az 6sszehasonlitast (ekkor a szabadsagfok 1-gyel egyenld),
95%-0s konfidencia intervallum esetén a kritikus érték: 3,84. Férfiaknal és n6knél is az utolsd idészak
korspecifikus mortalitasi ratdjaval szamolt APC modell tlnik az egyik legmegfelel6bbnek.

Az elGrejelzett és tényleges adatok hasonldsagat szemléltetik a 14-19. abrak, amelyek az 1960-
2015. évi bazison illesztett modellek koréves mortalitasi ratainak természetes alapu logaritmusat
abrdazoljak. Az ismert, vagyis tény adatokat fekete szinnel jelltik. A kezdeti kitettségli CBD és M7
modellek nem tekinthetéek jol illeszkedének. A kdzponti kitettségl modellek esetében pedig az
aktudlis a,-szel, vagyis az utolsé id&szak korspecifikus mortalitdsi ratdjdval szamolt modellek

19 A Lee—Carter modell esetében a Lee—Miller (2001) tanulmany javasolja ezt a mddszert. A kés6bbiekben e
valtozatok jelolésére hasznaljuk a ’jump’ kifejezést.

20 NGk esetében a 13-15. szamu tablazat a relevans.

21 Mivel a 90 évesek csoportja egy dsszevont csoport, ezért ebben az életkor kategéridban eleve nem vartunk
statisztikai egyezGséget az elGrejelzett és tényleges adatok kozott.

22 A7 1990-t8| kezd8d8 idBszak kivalasztasa killéndsen a férfiak esetében tiinik célszer(inek, azonban a megfigyelt
id&szak rovidsége miatt tobb évtizedes elGrejelzésre nem alkalmas.

23 N6k esetében a 9. szamu tdbldzat a relevéns.

2 Mivel a férfiaknal a binomialis Lee—Carter modell nem konvergélt az 1960-2018. évi bazison, ezért az
osszehasonlitdsbdl is kihagytuk. A néknél a Renshaw—Haberman-féle modellt kellett kihagyni hasonlé okokbél.
5 Ehhez kapcsoldddan lasd példaul Araté et al. (2009) és Agoston et al. (2019) tanulmanyokat.
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meglehetdsen hasonlénak tlinnek, tulajdonképpen elfedik egymast az elGrejelzés elsé éveiben. A
20-25. abrak a halanddsagi tabla [, oszlopanak értékeit, vagyis a hipotetikus tovabbélési rend
alakuldsat szemléltetik az el6rejelzési horizont kiilénb6z6 éveiben. A halanddsagi tabla szamitasa soran
az Eurostat mddszertanat kovettiik azzal a kiilonbséggel, hogy 90 éves kortdl 110 éves korig simitottuk

a halalozasi ratat.

14-15. &bra: Az el6rejelzett mortalitasi ratak logaritmusa 2016-ban 1960-2015. évi bazison (férfiak)
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60 65 70 75 80 85

16-17. abra: Az el6rejelzett mortalitasi ratak logaritmusa 2017-ben 1960-2015. évi bazison (férfiak)
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18-19. abra: Az el6rejelzett mortalitadsi ratak logaritmusa 2018-ban 1960-2015. évi bazison (férfiak)
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20. abra: A halanddsagi tabla hipotetikus tovabbélési rendje (I,.) 2020-ban 1960-2018. évi bazison
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21. abra: A halanddsagi tabla hipotetikus tovabbélési rendje (I,.) 2030-ban 1960-2018. évi bazison

(férfiak)
100000
90000
80000
70000
60000
© 50000
40000
30000
20000
10000
0 3
O T 0N OO SO0 N OO O N O O ST O N OO S O N OO &
HHNNNMM###LOLOLOLOLOI\I\OOOOOOO\O\SSS
korév
e APC_P e APC_P_jump LC_P e | C_P_jump
e P| AT _P e P| AT _P_jump e====RH_P RH_P_jump

31



22. abra: A halanddsagi tabla hipotetikus tovabbélési rendje (I,.) 2040-ben 1960-2018. évi bazison
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23. abra: A halanddsagi tabla hipotetikus tovabbélési rendje (I,.) 2050-ben 1960-2018. évi bazison
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24. abra: A halanddsagi tabla hipotetikus tovabbélési rendje (I,.) 2060-ban 1960-2018. évi bazison
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25. abra: A halanddsagi tabla hipotetikus tovabbélési rendje (l,,) 2068-ban 1960-2018. évi bazison
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IV.2. A n6k halanddsdga

A n6k esetében a 28-33. dbrak mutatjak be, hogy a megfigyelt adatokra illesztett mortalitasi modellek
paramétereinek értéke hogyan alakul. A n6k koréves halalozasi és népesség adatait is 1960-t6l vettiik
szamitasba, ugyanugy, mint a férfiaknal. A Poisson és a binomialis Lee—Carter modellek mortalitasi
indexe a n6k esetében mds palyat ir le, mint amit a férfiaknal a Poisson valtozat esetén lattunk. Az
index negativ meredeksége itt egyértelm(ien beigazolédik.

A rezidudlisok h6térképei alapjan az APC vagy Plat-féle modellt valasztanank, mert ezekben az
esetekben kevésbé azonosithatd jellegzetes mintdzat (lasd a 34-39. abrakat). A nékre vonatkozé
adatok alapjan a hétféle mortalitdsi modell kozil hatot sikerilt illeszteni. Renshaw és Haberman
modellje nem konvergdlt — ez éppen az a modell, amelyet a férfiak esetében az egyik legjobbnak
itélhetlink. Az AIC és BIC értékek tanusdga szerint a kozponti kitettséggel szdmitott modellek koziil Plat
modellje a legmegfelelbb. A kezdeti kitettséggel szamold modellek kozil pedig a Lee—Carter modellt
preferalnank, ha csak az informacios kritériumok alapjan itélnénk (lasd a 4. tablazatot).

4. tablazat: AIC és BIC értéke a sztochasztikus mortalitasi modellek esetén 1960-2018. évi bazison

(n6k)
Modellek kézponti Modellek kezdeti
) ) AIC BIC ) ) AIC BIC
kitettséggel kitettséggel
Poisson Lee—Carter 58 605,9 60 180,5 | binomialis Lee—Carter 67 272,2 68 846,8
APC 57 267,2 59217,4 | CBD 905 023,0 | 905 800,4
PLAT 54 776,5 57102,2 | M7 333927,5 | 336 055,5

A mortalitasi index(ek) és a kohorszhatas tekintetében kilon-kilon vizsgaltuk meg, hogy
melyik a legjobban illeszkedé ARIMA(p,d,q) modell. Ahogyan kordbban emlitettiik, ez az értékek
el6rejelzése miatt fontos. A nék esetében is a Box—Jenkins modellezési technikat kovettik. Az
eredményeket az 5. tdblazat foglalja 6ssze. Ez alapjan lathatd, hogy a n6k adatsora mdsként viselkedik,
mint a férfiaké: az idGsoros elemzés mas eredményt hozott. A két Lee—Carter modellt tekintve nem
igazolédott be a nemzetkdzi irodalomban is hangsulyos ARIMA(0,1,0) feltevés, ami k; idGsorat illeti.

A mortalitasi rata 2068-ig torténd becslését tizféle modell szerint sikerilt elkésziteni —ideértve
egyes modellek 'jump’ tipusu valtozatat is. Kiilonb6z6 bazis idészakok alapjan illesztettliink modelleket,
hogy a tényleges adatokkal torténd 6sszevetést a néknél is elvégezhessiik. Ezekhez kapcsoléddan lasd
a melléklet 8. és 12-14. szdmu tablait. Ahogyan a férfiakrél sz6l6 fejezetben mar emlitettiik, az
elérejelzett és tényleges adatok kozotti egyezGség alapjan az utolsé id6szak a, értékével szamolt APC
modellt vdlasztandnk a nék esetében is. A 40-45. dbrak szemléltetik a nék el6rejelzett, koréves
mortalitdsi ratdinak természetes alapu logaritmusat az 1960-2015. évi bazison illesztett modellek
esetében. A tény adatokat ebben az esetben is fekete szinnel jel6ltiik, mig az egyes modellvaltozatok
eredményeit szines gorbék jelzik. Ezek alapjan a ’jump’ tipusi modellek, vagyis az utolsé megfigyelt
id6szak korspecifikus mortalitasi ratdival szamolt (kezdeti vagy kozponti kitettségl) modellek
meglehetdsen hasonlitanak. A CBD és az M7 modellek pedig ugyanugy rosszul teljesitenek, mint a

férfiaknal.?®

%6 E modellekben nincs a, tag, igy nem beszélhetiink ’jump’ valtozatokrél sem.
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A 46-51. szdmu abrdk a n6k hipotetikus tovabbélési rendjét tikrozik kilonbozé elSrejelzési
években az 1960-2018. évi bazison illesztett modellek szerint. Ahogyan mar emlitettiik, a halanddsagi
tablat az Eurostat modszertana alapjan szamoltuk. Nyers haldlozasi valdszinlségeket hasznaltunk 0 és
89 éves kor kozott, 90 éves kortdl azonban simitottuk az értékeket. A 90-95 évesek halalozasi
valdszinliségeit Kannisto moddszerét?’ alkalmazva igazitottuk ki. A simitdst nék és férfiak
vonatkozasaban egyardnt elvégeztiik. Kannisto mddszere alapjan a haldlozasi rata simitdsa az id6sebb
korcsoportokat tekintve az alabbiak szerint torténik (minden elGrejelzési évre kiilon szamitva):

dx
ce £x

M = Ticeax©

amely felirhatd igy is:
logit(m,) = In(c) + dx + &,

ahol m, a mortalitasi rata, x az életkor, ¢ és d konstansok, ¢, pedig a hibatag. A szamitas legkisebb
négyzetek modszerével tortént. Férfiaknal és n6knél is a 80-89 évesek mortalitasi ratait vettik alapul.

Mindkét nemet tekintve a 96-110 éves koruaknal a 2012 és 2019 kozott évrél évre
megfigyelhetd népességvaltozast (vagyis tulajdonképpen a koréves haldlozast) vettik szamitasba a
simitdshoz —ehhez a januar 1-jei népesség adatokat hasznaltuk fel. A legid6sebbek mortalitasi ratainak
el6rejelzett értékeit uUgy igazitottuk ki, hogy az utdbbi években megfigyelheté 90-110 évesek
mortalitdsi rdtdinak négyzetes valtozasaval szamoltunk. Nagyon idds korban ugyanis akar kisebb
mortalitdsi ratakat is megfigyelhetiink, mint példaul a 89 éves koruaknal. Ennek megfelelen a
legid6sebbeknél a tapasztalati mortalitasi rata alakuldsa leginkabb parabolikus. Az utolsé megfigyelt
néhany évre az alabbi polinomot illesztettiik:

My =C+ax +bx?+ &4, (x=290,..,110),

ahol t az idGszakot jeloli, x az életkort. Az a, b és C paramétereket a legkisebb négyzetek mddszerével
szamitottuk ki. Az igy kapott paraméter értékek atlagat haszndltuk fel az elérejelzéshez, ahol a 90-95
évesek korabban mar simitott értékeihez igazitottuk a 96-110 évesek mortalitasat.

Azoknal a modelleknél, amelyek kozponti kitettséggel szamolnak, az elGrejelzett kdzponti
mortalitasi ratakat kezdeti haldlozasi ardnyszamokka alakitottuk at a kovetkez6 Osszefliggésnek
megfelelGen:

c
0 m

m =1+0,5mc

igy valamennyi sztochasztikus modell eredményei egy olyan népesség-elérejelzéshez hasznalhatdak
fel, amelyek az év eleji népességszamot tiikrézik. A halanddsagi tabla készitésekor is ezeket a ratakat
vettiik figyelembe.

A n6k és férfiak esetében kiilon-kalon illesztett mortalitdsi modellek eredményeinek
ismeretében 0Osszehasonlithatjuk a sziiletéskor varhatd élettartam alakulasat. Az el6rejelzett
mortalitdsi ratakbdl kiindulva megadhato a sziiletéskor varhaté élettartam is. A 26-27. dbra mutatja
be, hogy ez a fontos demografiai mutatd varhatéan hogyan alakul a jov6ben a néknél, illetve a
férfiaknal. A rosszul illeszkedé CBD és M7 modellek eredményei ezeken az abradkon nem szerepelnek.

27 Lasd Thatcher et al. (1998).
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Lathatd, hogy a legmegfelel6bbnek gondolt APC és Renshaw—Haberman-féle modellek értelmében a
nék és a férfiak kozotti varhatéd élettartam kilonbség az el6rejelzési id6horizont elérehaladtaval
fokozatosan csokken. Az utolsé id&szakra jellemz8 a,-szel szamolt APC modell szerint a nék
szliletéskori varhaté élettartama az el6rejelzett 2019. évi 79,9 évrél 2068-ban 90,8 évre emelkedik. A
férfiakndl 73,0 és 87,5 év ugyanez a két érték. A tobbi modell nem szolgal ilyen pozitiv elérejelzéssel.
A Lee—Carter modelleknél és Plat modelljénél nem figyelhet6 meg kozeledés a két nem varhatd
élettartamat tekintve — 2068-ban ugyanugy nagy kilonbséggel szdmolnak, mint ami jelenleg is
megallapithatd. Férfiak esetében a Poisson Lee—Carter modell el6rejelzése szerint nem varhaté
élettartam novekedés. A vizsgdlt sztochasztikus mortalitdsi modellek kozil végeredményben az
aktualis a,-szel szamolt APC modellt valasztottuk ki népesség-elGrejelzés készitéséhez.

26-27. dabra: Sziletéskor varhato élettartam a sztochasztikus mortalitdsi modellek esetében
1960-2018. évi bazison
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28. abra: A Poisson Lee—Carter modell paraméterei 1960-2018. évi bazison (n&k)
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29. abra: A binomialis Lee—Carter modell paraméterei 1960—-2018. évi bazison (ndk)
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30. abra: Az APC modell paraméterei 1960-2018. évi bazison (nék)
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31. abra: A CBD modell paraméterei 1960—-2018. évi bazison (n&k)
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32. abra: Az M7 modell paraméterei 1960-2018. évi bazison (n&k)
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33. abra: A Plat modell paraméterei 1960—2018. évi bazison (n6k)
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34. abra: A Poisson Lee—Carter modell rezidualisainak h6térképe 1960-2018. évi bazison (ndk)
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35. abra: A binomialis Lee—Carter modell rezidualisainak hétérképe 1960-2018. évi bazison (ndék)
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36. abra: Az APC modell rezidualisainak hétérképe 1960-2018. évi bazison (nék)
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37. abra: A CBD modell rezidudlisainak hétérképe 1960-2018. évi bazison (ndék)
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38. 4bra: Az M7 modell rezidualisainak hétérképe 1960-2018. évi bazison (nék)
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39. abra: A Plat modell rezidualisainak hétérképe 1960-2018. évi bazison (n6k)
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5. tablazat: A"

és y;_, paraméterek ARIMA(p,d,q) modelljei 1960-2018. évi bazison (n&k)

® (2) 3)
K, K, K, Yi-x
Poisson ARIMA(2,1,1) eltolassal
Lee—Carter | AV = C + Ak + A, e + ey
binomialis ARIMA(2,1,1) eltolassal
Lee—Carter | AV = C + Ak + Ak, e + 60y
ARIMA(0,1,0) eltolassal ARIMA(2,1,2) eltoldssal
CBD € € @ @ @ - -
K, =C+K,_ +e& Ar,” = C+ Ak, + A", + &+ & + &
ARIMA(3,1,0) eltolassal ARIMA(2,1,1)
APC € ) @ ©) - -
Aky” = C+ D) + A,y + Dk, 2 + & AYex = AVp-1-x T AV px T & + &4
M7 ARIMA(0,1,0) eltolassal ARIMA(0,2,1) ARIMA(0,1,0) eltolassal ARIMA(1,2,1)
Kgl) =C+ Kﬁ)l + & AAKEZ) =&+ &4 KE3) =C+ Kﬁ)l + & ANy = DAy g5+ &+ &1
ARIMA(L,1,2) eltolassal ARIMA(3,1,0) eltolassal ARIMA(1,1,0)
PLAT @ @ @ @) @ @ -
A, " =C+ Ak, 2+ er+ &1t &2 Ax,” = C+ A~ + A~ + Ak, =5 + & AV =AY 1y + &
Megjegyzés:
I
@ _ @ @
Adk,” = Ak, " — Ak~

AVt x =Veex — Ve-1-x
MDAy x = AV x — AYVe 1«
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40-41. 3abra: Az el6rejelzett mortalitasi ratdk logaritmusa 2016-ban 1960-2015. évi bazison (nék)
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42-43. 3bra: Az elSrejelzett mortalitasi ratdk logaritmusa 2017-ben 1960-2015. évi bazison (nék)
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44-45. 3bra: Az elGrejelzett mortalitasi ratdk logaritmusa 2018-ban 1960-2015. évi bazison (nék)
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46. abra: A halanddsagi tabla hipotetikus tovabbélési rendje (l,,) 2020-ban 1960-2018. évi bazison
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47. abra: A halandésagi tabla hipotetikus tovabbélési rendje (L) 2030-ban 1960-2018. évi bazison

(nék)
100000
90000
80000
70000
60000
© 50000
40000
30000
20000
10000
0
O < 00N OO ST O N OO < T 0N OO TS O N OO TOoON OO &
korév
APC_P e APC_P_jump e=—|C B | C_B_jump
LC_P | C_P_jump ———P|AT P P AT_P_jump

48



48. abra: A halanddsagi tabla hipotetikus tovabbélési rendje (l,,) 2040-ben 1960-2018. évi bazison
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49. dbra: A halanddsagi tabla hipotetikus tovabbélési rendje (L) 2050-ben 1960-2018. évi bazison
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50. dbra: A halanddsagi tabla hipotetikus tovabbélési rendje (I,.) 2060-ban 1960-2018. évi bazison
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51. abra: A halanddsagi tabla hipotetikus tovabbélési rendje (l,,) 2068-ban 1960-2018. évi bazison
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V. A TTA atmenetének elmélete és a TTA elGrejelzése

Alkema et al. (2010) és Alkema et al. (2011) egy Uj mddszertant dolgoztak ki a TTA valdszintiségi
el6rejelzésére. Ezt tdmogatja az R program ’bayesTFR’ nevii csomagja, amely fejlesztés Sevéikova et al.
(2011) nevéhez fliz6dik. A TTA sztochasztikus el6rejelzésének olyan mddszerérdl van szé, amely nem
csak az alacsony fertilitassal jellemezhetd orszdgok esetében hasznalhatd, hanem valamennyi orszagra
alkalmazhatd és az ENSZ id6sorait felhasznalva a vilag orszdgaira egyszerre futtathatd. A kidolgozott
maddszertan egyik fontos kiindulépontja a TTA ,evollciéja”, amely 3 nagy fazisra bonthaté. Ezek az
aldbbiak: 1. magas fertilitds az atmenet el6tti id6szakban, 2. a fertilitas atmenete: a TTA egy magas
szintrdl indulva csékkenni kezd és akar a reprodukcidhoz sziikséges szint ala is sillyedhet, 3. alacsony
fertilitds az dtmenetet kdvet6 id6szakban, amely fazis magaban foglalja a reprodukcids szint Gjbdli
kozelitését/elérését, esetleg a reprodukcios szint korili oszcilladlast. Az egyes orszagok a rajuk jellemzé
TTA érték alapjan ugyanabban az id6ben mas-mas fazisban jarhatnak, ennek megfelel6en az atmenet
id6szaka nem ugyanakkor készont be a kilénb6z6 orszagok esetében.

Az emlitett szerz6k mddszertana szerint a 2. fazis modellezése egy bayesi hierarchikus modell
segitségével torténik. A megfigyelt és el6rejelzett id6szakot 5 éves periddusokra bontva végezték el a
becsléseket, az adatok idGsora 1950-1955-t6l indul. Az 1. idGszak végének és ezdltal a 2. id6szak
kezdetének meghatdrozdsa a kovetkezd szabaly szerint torténik: haa TTA értéke 1950-55-ben 5,5 alatt
volt, akkor ezt az id6szakot a 2. fazishoz tartozénak tekintik. A tobbi orszag esetében a fertilitas
csokkenésének kezd6 periddusa az az 5 éves id6szak, amelynek lokalis maximuma fél gyermekszammal
kevesebb, mint a TTA maximuma adott orszagban, a teljes megfigyelt id6szakban. Ennek megfelel6en
a 2. fazis kezdete (jel6ljiik T-val) c orszagra az alabbiak szerint irhat6 fel:

. = { max{t: (MC - LC,t) < 0,5}, ha LC,t > 5,5,
¢ < 1950- 1955, kiilénben,

ahol M, a megfigyelt TTA maximuma c orszagban, L. ; a lokdlis maximum t periédus soran.
A 3. fazis akkor kezd&dik (jel6ljiik A-val), amikor a reprodukcids szint alatti, 2-nél kisebb TTA két 5 éves
peridduson at emelkedést mutat, vagyis képlettel kifejezve:

Ae=min{t: for > foro1, ferer > for €S fop < 2,ah0lp =t —1,¢,¢ + 1},

ahol f,. . a TTA c orszégban, t idészakban (5 éves periédusban).
A 2. fazisnak (a fertilitds atmenetének) a modellezése egy eltolasos véletlen bolyongassal torténik:

fc,t+1 = fc,t - dc,t + Ectr T¢ St< /16 —re,

ahol f. . a TTA c orszégban, t idészakban, d . ; a csokkenést modellezi a fertilitas dtmeneti id6szakaban,
¢ a hibatag, 7. a 2. fazis kezdetét jeldli, A a 3. fazis kezdete.
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£c¢-rél azt feltételezik, hogy normalis eloszlasu:

N(m,,s?), t =1, —re;
et N0,0(f.)?), kilonben,

ahol my, illetve 0 az atlagot jeldli, s; és a(fc,t) pedig a szorast.
A késG6bbi periddusokra a széras az aldbbiak szerint adhaté meg:

o(fer) = 1975 (0 + (fee = 8) (=@ lisny (fe) + b T (er)) )

ahol oy a maximalis sz6ras, amikor a TTA elér egy S szintet; a és b szorzétényez6k a TTA valtozdsanak
linearitasat fejezik ki.
A c1975(t) konstans tag beépitése a magasabb hibavarianciat modellezi 1975 el6tt:

Crone (D) = {61975, t € [1950-1955,1970-1975];
1978 L t € [1975-1980, ).

Ad., megadasa:

fer > 1—re;

0 )
dc,t = d(ec; /1c' T¢) fc,t) = {g( ‘ fc't) kiilonben

ahol g(:, -) egy paraméteres csokkend fliggvény. Ez a fuggvény specifikalja egy 5 éves periddusban a
csokkenést a TTA szintjének és a @ paraméter vektornak a fliggvényeként. @ vektor a ¢ orszdgban:

0. = (Dc1,Ac2, B3, Dc4,dc).
A csokkend fuggvény két logisztikus fliggvény sszege, vagyis egy bi-logisztikus fliggvény:?®

_dC

1+exp<—2127(11’1) (fc,t_Zi Aci+0:5Ac1)>

dc

+ )
1+exp<_2]ZT(ZZ) (fc,t_Ac4 _0'5A63)>

ahol d. a csokkenés maximalisan lehetséges liteme, p; = p, = 9 konstans. Tovabba A_; irjale a TTA
terjedelmet, amin belll a fertilitas csokkend Gteme valtozik, U, = Z;LlAci a fertilitds hanyatlasanak
kezd6 szintje. A csokkend fliggvény paraméterei minden orszag esetében becsiltek. Azokban az
orszagokban, amelyekben . kezd6 periédus a megfigyelt id6szakba esik, U, fix (a TTA-val egyenld
abban a periddusban), vagyis U. = f . . Azokban az orszagokban, ahol az dtmenet a megfigyelt id6szak
el6tt veszi kezdetét, a kezd6 szint mint paraméter hozzdadddik a modellhez:

U, ~ U(min{S,S, max; fc,t}r 8,8).

28 Magyarorszag esetében lsd az 53. dbrat.
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Egy bayesi hierarchikus modellt hasznalnak a szerz6k annak érdekében, hogy minden orszagra
megbecsliljék a paramétereket. A bayesi hierarchikus modell az aldbbiak szerint adhaté meg:

gt =1 (dc - 0,25)
c= %8\ o254, )
d; ~ N, 9?),

% _ AC4— - 1
Bcq = log (2,5 - AC4)’

24 ~ N(A4I 642.))

Aci

— i=1,23
Uc_Ac4- !

Pci =

_ exp(ra)

ci

ésye ~ N(a;, 67)

vilag szint( 4tlaggal és variancia paraméterekkel {y, 1?2, A4, 84, @, 8}. Az orszagspecifikus paraméterek
a 2. fazis modelljében: {y.;, U., d., Acq },i = 1,2,3. A hiperparaméterek: {x, Y2, Ay, @;, 8;, 84}, i =
1,..,3 és{a,b,S, gy, 1975, My, S;}. A d. paraméter maximuma 0,25 és 2,5 kdzott korldtozva van. A
2,5-es érték a multban megfigyelhetd értékeken alapszik. A d7 jel6lés arra utal, hogy d, logaritmikus
transzformaltjardl beszélink. A A., paraméter értéke 1 és 2,5 kozotti. A A7, a transzformalt A,
paramétert jeldli.

A bayesi hierarchikus modell azt feltételezi a vilag orszagaira vonatkozéan, hogy minden
ismeretlen paraméter egy valdszinlségi eloszlasbdl szarmazik. Az Un. Markov lanc Monte Carlo
(angolul “Markov Chain Monte Carlo’, réviden MCMC) algoritmus arra szolgal, hogy legyen mintank az
a posteriori eloszlast tekintve, a fertilitds dtmeneti modelljének minden paraméterére vonatkozéan.
Az algoritmus kilonb6z6 mintavételi Iépéseknek a kombinacidja.

A 2. fazis, vagyis az atmenet utani idészak modelljét tekintve a TTA hosszu tavu el6rejelzésével
kapcsolatos feltevés az, hogy értéke a reprodukcids szint felé konvergal és akoriil fluktudl (ez az érték
2,1 az alacsony mortalitasi szint(i orszagokban). Ezt az elképzelést Lee—Tuljapurkar (1994) nyoman egy
AR(1) folyamattal modellezik, amelynek atlaga fix: u = 2,1. Az AR(1) modell:

fer = fer-1t(1— P)(H - fc,t—1) +ect, t = A, —re,

ahol p az autoregressziv paraméter, |p| < 1. E paraméter becslése ‘'maximum likelihood’ becsléssel
torténik. A hibatagrol feltételezik, hogy normdlis eloszlasu: e, . ~ N(0,s%). Ebben a modellben a 2,1
felé tarté novekedés vagy csokkenés nagyobb, ha a jelenlegi TTA messze esik a 2,1-es értéktél, tovabba
p-tolis fligg. Példdul ha a TTA értéke 1,5, akkor a varhato kovetkezd TTA érték: 2,1 —-0,6 p. Minél kisebb
p, anndl gyorsabban fog a TTA névekedni és a reprodukcios szint felé tartani.
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Magyarorszag esetében a TTA torténelmi id6sora alapjan azt feltételezhetjiik, hogy a 3. fazis
kiiszobén all (I1asd az 52. abrat). Az ENSZ 6téves peridodusokra bontott idGsora alapjan olyan elérejelzés
készithetd az R program 'bayesTFR’ nev{ csomagjaval, amely 5 évenként becsiili el6re a TTA értéket.
Tehat az elGrejelzett értékek 5 évente valtoznak. Az utolsé megfigyelt év 2018 volt, ennek megfelel6en
5 éves periddusokban gondolkodva 2068-ig szamitottuk elére a TTA értékeket. Alkema et al. (2011)
modszertana alapjan a TTA el6rejelzett értékei Magyarorszdgon hosszu tdvon emelkedést mutatnak.
A 2018. évi 1,5 alatti szintrél indulva a TTA értéke 2068-ra elérheti, illetve kismértékben meghaladhatja
az 1,7-es szintet (lasd az 54. abrat).

52. abra: A teljes termékenységi ardnyszam torténelmiiddsora
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Adatok forrasa: Klinger (1992)
Megjegyzés: 1901 és 1911 kozott Magyarorszag és Fiume, 1921-t6l Magyarorszag mai terilete
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53. abra: A bi-logisztikus flggvény a posteriori eloszlasa
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54. abra: A teljes termékenységi ardnyszam el6rejelzése
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VI. A sziiléskori atlagos életkor kiszamitdsa és elGrejelzése

A TTA el6rejelzése utan a kovetkezd [épés annak meghatarozdsa volt, hogy a n6k sziiléskori atlagos
életkora hogyan alakul hosszu tavon. Az elmult évtizedekben a gyermekvallalas fokozatosan kitolddott,
a szlléskori atlagos életkor folyamatosan noévekedett. Ez az emelkedés napjainkban egyre lassabb
Utemd, amely nyilvanvaldan bioldgiai okokkal is magyarazhaté.

A "Human Fertility Database’?® 1950-t6| kezd6d8en éves bontasban tartalmazza a sziiletések
szdmat az anya életkora szerint. A szliletések szamanak és az adott korcsoportba tartozé nék szamanak
ismeretében kiszamithaté a korspecifikus fertilitasa rata. Ennek meghatarozasahoz a nék évkozepi
népességszamat hasznaltuk fel és az 1960-2016 kozotti idészakot vettik figyelembe. A korspecifikus
fertilitasi rata:

_ Bxt

Fee = FExt’

ahol B, a sziiletések szdma az x éves n6k korében, adott évben, pE5; pedig az adott korcsoportba
tartozo n6k évkozepi szama t év sordn. A korspecifikus fertilitasi ratak kiszamitdsakor a 15—-49 éves n6k
csoportjat emeltik ki —az ennél fiatalabbakat és id6sebbeket a kés6bbiekben figyelmen kivil hagytuk.
Ahhoz, hogy adott évre a szliléskori atlagos életkort meghatarozzuk, a korspecifikus fertilitasi rata
értékét mindegyik évre egyre normaltuk.’® Ha ezeket a korévenkénti normalizalt értékeket
beszorozzuk az életkorral és 6sszegezziik 6ket mindegyik évre, akkor megkapjuk a sziléskori atlagos
életkort.

249 < Pt ) MAC
_ Tw )2
=15 \2 k2 1o Fe ‘

A megfigyelt id6szak éveire kiszamolt sziiléskori atlagos életkort id6sorelemzési mddszerrel
jeleztik el6re a kés6bbi évekre. Ezt az adatsort tekintve egy ARIMA(O,2,2) modell illeszkedett a
legjobban:

AAMACt = gt + gt—l + gt_z,

ahol MAC; az anya szlléskori atlagos életkora t évben, tovabbd AAMAC, = AMAC; — AMAC;_4 és
AMAC; = MAC; — MAC;_,. E modellt alkalmazva a n&k sziiléskori varhaté atlagos életkora az
elkoévetkezs évtizedekben tovabb emelkedik: a 2016. évi 29,05 éves szintrél indulva 2068-ra 29,68 évre
néhet (lasd az 55-56. abrakat).

2 https://www.humanfertility.org/
30 A sziiléskori atlagos életkor kiszamitdsaban segitségiinkre volt Li—-Gerland (2009) irdsa.
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55. abra: A sziiléskori atlagos életkor valtoz
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56. abra: A sziiléskori atlagos életkor valtoz
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VII. A korspecifikus fertilitasi rata szamitasa és a sziiletések szamanak alakulasa

Az el6z6ekben a bayesi hierarchikus modell segitségével sikeriilt el6rejelezni a TTA varhaté értékeit 5
éves idGperiddusokra, tovabba ARIMA(p,d,q) modellt alkalmazva kiszamoltuk az anyak sziléskori
atlagos életkoranak varhaté alakuldsat. Ha mar el6rejeleztiik a TTA és MAC értékeket, ki tudjuk
szamolni a korspecifikus fertilitasi ratakat az elGrejelzési id6szakra. Ediev (2013) alapjan ehhez elGszo6r
a tény adatokra illeszteniink kell az aldbbi regresszids egyenest:

Fy ~ ay + b,TFR, + c,MAC,,

ahol F, a korspecifikus fertilitasi rata, TFR a teljes termékenységi ardnyszam, MAC a sziiléskori atlagos
életkor, t pedig az idG index. A felirt OLS (angolul ‘ordinary least squares’) regresszido a megfigyelési
idGszak mar ismert adatai (vagyis F,;, TFR; és MAC,) alapjan egyszerlien szamolhatd. A regresszios
egyenes tengelymetszetét a, jeldli. A b, azt fejezi ki, hogy a teljes termékenységi ardanyszam
valtozdsdval hogyan mddosul a korspecifikus fertilitasi rata értéke, mikdzben a szililéskori atlagos
életkort kontroll alatt tartjuk. A c, meredekség pedig a szlléskori atlagos életkor fertilitasi ratara
gyakorolt parcidlis hatdsat mutatja meg. A paraméterek értéke pozitiv vagy negativ elGjelli egyarant
lehet — ez kohorsztél fligg.

A megfigyelt id6szak adatai alapjan becsiilt paraméterek (a,, b,, c¢y), valamint a kordbban
elérejelzett  teljes termékenységi aranyszdm és sziléskori atlagos életkor  értékek
felhasznalasdval — behelyettesitve Gket a fenti egyenletbe — kiszamithatdak a korspecifikus fertilitasi
ratak egészen 2068-ig. A korspecifikus fertilitasi rata és az adott korcsoportba tartozdé néi népesség
szama alapjan meg lehet hatarozni a sziiletések szamat (lasd az 57. dbrat).3! Ehhez a népesség
el6reszamitdsdra is sziikség van, amelyet — felhasznalva a fertilitdsra és mortalitasra vonatkozé eddigi
ismereteket, elGrejelzéseket — kohorsz—komponens modszerrel hataroztunk meg. A sziiletések
szamdanak és a haldlozas korévenkénti alakuldasanak el6rejelzését alapul véve évrél évre haladva
el6éreszamithatd a népesség. A késGbbi évekre torténd becslést tekintve a fil és lany sziletések
szdmanak meghatdrozasakor az 1,06-os értéket vettiik alapul, vagyis ugy szamoltunk, hogy 100 lany
szliletése esetén 106 fil is sziletik.

31 Az utébbi években megfigyelhetd kétcstcsu eloszlas a jovBben egyre markansabbd vélhat.
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VIII. A népességszam varhato alakulasa

Ahogyan az el6z6ekben emlitettiik, a fertilitdsra és mortalitasra vonatkozé el6rejelzéseket hasznaltuk
fel a népesség el6reszamitasahoz. Mindemellett szlikség volt a nemzetkozi migracid nettd egyenlegére
is koréves bontdsban. A nettd egyenlegre vonatkozd, alapvaltozat szerinti el6rejelzést az Eurostat
oldalarol*? téltottik le.

Az Eurostat tobb tizezres pozitiv egyenleget valdszin(sit évente, ami a migraciot illeti. A 2019
és 2068 kozotti id6szakban az atlagos nettd egyenleg 13,0 ezer f6 a férfiaknal és kozel 11,0 ezer f6 a
néknél. Részben ennek kdszonhetden, tovabbd a javuld halanddsag és a kismértékben névekvs TTA
eredményeként azt lathatjuk az 58. szamu dbrdn, hogy a népesség csokkenése 2040-t61 egyre lassabb
Utem( lesz és 2045-2068 kozott 9,22 és 9,25 millid f6 kozotti szinten fog stagnalni. A nemzetkozi
migraciot figyelmen kivil hagyva a népességfogyas drasztikusabb méreteket oltene (l1asd az 58. abrat).
Eszerint 2068-ban 7,8 millié f6nél is kevesebben élnénk Magyarorszagon.

A migraciot figyelembe vev6 forgatdkonyv szerinti korszerkezetet az 59-64. szdmu abrdk,
illetve a 6. tablazat mutatjak be. A korfakrdl jol lathatd, hogy valdszinlsithetéen 2068-ban is egy
oregedd korosszetételli népességrél beszélhetiink majd.

Hazankban az egy nére jutd TTA értéke 40 éve 2-nél kevesebb. Ennek a tobb évtizedes
id6szaknak a negativ hatasa jol tetten érhetd a szil6képes kord, 15-49 éves nék létszamanak
csokkenésében, amely — pozitiv vdndorldsi egyenleget feltételezve — a javulé halanddsag és a 2-hoz
kozeledd TTA ellenére is varhatdan tovdbb fogy a kovetkez6 évtizedekben. El6rejelzésiink szerint a
2020. évi 2,2 millio férél 2068-ra 1,7 millié fére apadhat a szil6képes kord nék kohorsza (lasd a 65.
abrat). Ennek megfelel6en a sziiletések szama is évrél évre egyre kevesebb lesz: 50 éves tavlatban akar
tébb mint 10 ezer fével is csokkenhet az éves sziiletésszam, igy az el6rejelzési id6horizont végén mar
80 ezer ald sillyedhet (ldsd a 7. téablazatot). Osszességében megallapithatjuk, hogy a
népességcsokkenés folyamata elkeriilhetetlen és még hosszu tavon is csak nehezen dllithatéd meg.

58. dabra: A népességszam varhato alakuldasa 2020 és 2068 kozott
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32 https://ec.europa.eu/eurostat/data/database
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59. abra: Korfa 2020-ban
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61. abra: Korfa 2040-ben
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62. dbra: Korfa 2050-ben
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63. abra: Korfa 2060-ban
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6. tablazat: A korcsoportonkénti népességszam varhato alakuldasa nemek szerint
Kor- 2020 2030 2040 2050 2060 2068
csoport né férfi né férfi né férfi né férfi né férfi né férfi

0-4 226 607 239 868 211 667 224 463 204 828 217 047 202 087 214 002 197 101 208 598 195 302 206 594

5-9 222 946 235785 219 045 232 406 208 891 221242 206 208 218 066 202 744 214 090 199412 210 327
10-14 242 976 256 465 231 681 245 584 216 376 229393 209 928 222 068 207 595 219 143 203 822 214 788
15-19 237 905 252 455 228 859 242 706 224 550 238 624 214 636 227 572 212 310 224 633 210274 222 126
20-24 263021 281017 254 784 270278 243 062 258 409 227 956 242 260 222 025 235228 220493 233 055
25-29 303112 323206 253 957 271 845 244 519 260 354 240 158 255780 230945 244 845 229724 242 656
30-34 297 482 317 904 274 706 295513 267 419 284 803 256 077 272 597 241 625 256 729 236 945 250 645
35-39 319 697 330320 309511 332095 263723 284 094 255273 273 153 251 050 268 355 243 798 259 229
40-44 411 653 424 078 304 444 328 788 282 664 307 057 276 077 296 923 265 060 284 356 252992 270926
45-49 370082 377 238 323 946 338 086 314 038 339370 269 741 293 238 262 001 282 648 260 062 280437
50-54 333315 328 406 408 339 417 729 305 752 329 345 285 330 310384 279 643 301736 269618 289 549
55-59 298 798 274 468 361407 357 802 321540 329 808 313402 334982 271 296 293 070 270 264 290 286
60-64 356 946 296 939 320933 297 722 398 941 391730 303073 317 256 285 446 305 215 275 692 294 104
65-69 367513 277 841 277 444 226 726 343570 315488 313713 306 663 309 655 320598 272 197 287 988
70-74 287 581 195214 308 938 212 777 291131 237 358 374 887 338017 291 881 287912 293 499 300 142
75-79 239 394 139419 288 092 170 663 224798 147 749 297 394 237 988 287 402 257 611 288 066 280 386
80-84 165 003 75 569 191161 97 072 200 825 99 995 216 394 141763 309 050 241 290 249 473 217 209
85-89 96 898 38 688 118 311 48 333 133920 52651 115911 52918 188 222 120215 233333 174 466
90-94 37 000 11936 48 981 14178 53 809 15616 53481 13920 87 693 38 262 157 548 89 537
95-99 9051 2579 12751 3151 15833 3318 13 426 2130 19398 4726 45474 17 598
100+ 1412 647 2733 1108 4282 1308 3763 1042 4146 883 7 147 2591

Osszesen | 5088392 4680040| 4951689 4629027 |4764471 4564761|4648917 4572724|4626288 4610141 ]4615134 4634640
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7. tablazat: A sziletések és haldlozasok szamanak varhaté alakulasa 2020 és 2068 kdzott, nemek

szerint

Ev 2020 2030 2040 2050 2060 2068
haldlozas (f6)

né 65453 68788 67993 55150 53470 49911

férfi 62733 64605 58390 50425 50890 48281
Osszesen | 128186 133393 126384 105575 104360 98191
szlletés (f6)

lany 43864 41707 40643 40012 38945 38572

fiu 46 496 44210 43 081 42 413 41282 40887
Osszesen | 90359 85917 83724 82425 80227 79459

65. abra: A szll6képes koru, 15—49 éves nGk létszamanak 2020 és 2068 kozotti elérejelzése

2 500 000
2202952

1950 207
2 000 000 1839977
1739918

1685015 1654 288

1500 000

6

1000 000

500 000

2020 2030 2040 2050 2060 2068

65
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Maximum likelihood becslés33

Poisson-eloszlas esetén a likelihood fliggvény:

Adxte—/‘lxt
Ly (0;dyt) = xii "
Xt
0 = (ax, Bx, K¢)

A log-likelihood fuggvény:

A,dXte_Axt
In L (6;dye) = In| 22—
dyt!
In Ly (6 dyy) = In( A% e ~xt) — In(d,y, )
In L, (0;dy;) = dyr In(Ay) + In(e _AXt) — In(dy")
In Ly (8;dye) = dye In(Ay) — Aye — In(dy))

A flggetlenség feltételezése miatt felirhatjuk, hogy:

£©) = ) i InCirt) = et — In(de!)

xt

£0) = ) due In(ESettes) = Efebtxe — In(de)
xt
£0) = ) due (N(EE) + (i) — Eetter = In(de)
xt

£6) = ) d INEE) + e In(He) = B — In(dse)

xt

£00) = ) due I01tee) = Efettye = In(cdye!) + e IN(ES,)
xt
£00) = ) (e (i) = Bt} + C
xt

206) = z{dxt In(e®+heke) — S e%rtBere) 4 C

xt

£(0) = Z{dxt (ay + Byke) — E;teax‘*'ﬁx'ft} +C

xt

Ahol C konstans.

33 Ehhez kapcsoldddan ldsd példdul Brouhns et al. (2002) munkajat.
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Els6rendd parcidlis derivaltak, a gradiens vektor (g) elemei:

Jda,

= D (dye — Egretere) = Z(dxt Deel) = 0
t
Z(dxt Eftea’ﬁﬁxkt)’c Z(dxt Dy Dk =0
5ﬁx

o z(dxt ~ Egetxther)p, = Z(dxt Deel) e = 0
t
MasodrendU derivaltak, a Hesse-matrix féatldbeli elemei:

a(a )2 Z(EC eethi) = ZVar(Dxt)

0%¢
3(By)? = _Z(Eagteaﬁﬁxkt)’cg =- ZvaT(Dxt) K?
x t t

0%¢
SO Z(E,ste“ﬁﬁx"t )82 = - EVar(Dxt)ﬁi

Hesse-matrix:

0%¢ 0%¢ 0%¢
0(ay)? O0a,0B, 0Ja,dk;

0%¢ 0%¢ 0%¢
0Bx0ay  0(Bx)?  0Px0OkK,

0%¢ 20%¢ 0%¢
|0k 0, Ok:0B, 0(k:)? ]

Az optimalizaciés probléma —#£(60) minimalizdldsa. A Hesse-matrix annak meghatarozasahoz
hasznalatos, hogy vajon —#(8) fliggvény minimumat kapjuk-e @ megoldasok mellett, vagyis 0
stacioner pontja-e £(0) fliggvénynek. Ha ez fennall, akkor @ maximum likelihood becslése 8-nak.

A Newton—Raphson iterdciés formula értelmében a likelihood fliggvény maximalizdldasa az i-edik
iteracié soran:

~ ~ —~ -1 —~

vy =00 —H(0w) 8(0)

A Newton—Raphson mddszer esetében ajanlott, hogy a kezd6érték kdzel essen a megolddshoz — ez
garantdlja a konvergenciat. A Hesse-matrixnak invertdlhatonak kell lennie mindegyik iterdcids lépés
soran.
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Binomialis eloszlas esetén a likelihood fliggvény:

01

Ext- dy o _
Lxt (0: ) = g — gy e (- Q)

A log-likelihood fuggvény:

0

In Ly (8 dyg) = In | ot (1 — )
At (Ea(c)t - dxt)! xt

In th(Q; dxt) = ln(Ea(c)t!) - ln(dxt! (Ea(c)t - dxt)!) + dxtln Qxt + (Ea(c)t - dxt) ln(l - th)
In Lyt (0; dyr) = In(Eg)) —In(dye!) — In((Egy — dye)?) + dyeln qoe + (EQe — dye) In(1 — gp)

A flggetlenség feltételezése miatt felirhatjuk, hogy:

£(0) = z In(EYD) —In(dye!) — In((Efy — die)) + doeIn @ue + (Egy — die) In(1 — ger)
xt

£00) = ) {dseln e + (B — o) In(1 = @)} + C

xt

200) = Z{dxtln(e“x”’ﬁxkt) +(E% — dye) In(1 — e@+Bee)} 4 C

xt

£(0) = Z{dxt(ax + Bytee) + (Exy — dye) ln(l - eax+ﬁxkt)} +C
xt

Ahol C konstans.

Els6rendd parcidlis derivaltak, a gradiens vektor (g) elemei:

e S —dy

oa, N Z <dXt B 1 — e@xtBxkt ettt | =0
t

a{) EJ(()'t - dxt +

EZZ(“[”‘me“" Pt e = 0
t

ot E2 — dy
e 2. (d’“ T et ¢ | B =0
X

MasodrendU derivaltak, a Hesse-matrix féatldbeli elemei:

a—z‘g - — z E’(C)t _ dxt ea’x+ﬁx7€t
a(ax)z - (1 _ eax+ﬁx;ct)2
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020
A(Bx)?

920
A()?

2

Ey(c)t - dxt

(1 _ eax+,8xict)2

Ea(c)t - dxt

2

(1 _ eax+ﬁxkt)2

Axt+LxK 2
exﬁxt)Kt

e ax"’ﬁx’ct) ﬁ%
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66. abra: A mortalitdsi index (Kgl)) el6rejelzése a Poisson Lee—Carter modell esetében 1960-2018.
évi bazison (férfiak)

141}vs.t

40

20
|

-20
|

60
|

-80
|

I I I I I
1960 1980 2000 2020 2040 2060

year

67. dbra: A mortalitdsi index (Kgl)) el6rejelzése az RH modell esetében 1960—-2018. évi bazison

(férfiak)
1
xf )vs.t
o
oo
o
=T
o
(]
D —
[an]
S -
(]
Nl | T | | | |
1960 1980 2000 2020 2040 2060
year
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68. abra: A kohorszhatas (y;_,) elérejelzése az RH modell esetében 1960-2018. évi bazison (férfiak)

Vix VS. t=X
o
Dlvl —
Yr —
(£I) —
| | | |
1900 1950 2000 2050
cohort

69. abra: A mortalitdsi index (icgl)) el6rejelzése az APC modell esetében 1960-2018. évi bazison

(férfiak)
1
K,E )vs.t
(=
(o]
Te!
o
=
oo
=
~
0
o | T | | | |
1960 1980 2000 2020 2040 2060
year
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70. abra: A kohorszhatas (y;_,) elérejelzése az APC modell esetében 1960-2018. évi bazison (férfiak)

Vix VS. t=X

1800 1850 2000 2050

cohort

71. abra: A mortalitasi indexek (lcgl), KEZ)) el6rejelzése a CBD modell esetében 1960-2018. évi
bazison (férfiak)

(1) (2)

K vs.t K vs.t
2
A
o™
=
L]
l.l'li N o
S —
s} o]
w7 T
' ]
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Lo R
o o
©
(18]
Lam R
L]
o
U}; B [
Lam R
L]
| | | | | | | | | | | |
1960 2000 2040 1960 2000 2040
year year
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o 2
t Kt

72. abra: A mortalitasi indexek (k , K§3)) el6rejelzése az M7 modell esetében 1960-2018. évi

bazison (férfiak)

1 2 3
KE}V’S.t nct)vs.t vcf)vs.l
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1960 1880 2000 2020 2040 2060 1960 1980 2000 2020 2040 2060 1960 1880 2000 2020 2040 2060
year year year

73. abra: A kohorszhatas (y;_,) elérejelzése az M7 modell esetében 1960-2018. évi bazison (férfiak)

Vix VS. t=X

40 60 BO 100 120 140
| | |

20

1800 1850 2000 2050
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74. abra: A mortalitasi indexek (Kgl), KIEZ)) el6rejelzése a Plat modell esetében 1960-2018. évi

bazison (férfiak)

1 2
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75. abra: A kohorszhatas (y;_,) elérejelzése a Plat modell esetében 1960-2018. évi bazison (férfiak)

Vix VS. t=X
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76. abra: A mortalitdsi index (Kgl)) el6rejelzése a Poisson Lee—Carter modell esetében 1960-2018.
évi bazison (ndk)
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77. abra: A mortalitdsi index (Kgl)) el6rejelzése a binomialis Lee—Carter modell esetében 1960-2018.
évi bazison (ndk)
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78. abra: A mortalitdsi index (Kgl)) el6rejelzése az APC modell esetében 1960-2018. évi bazison (ndk)

1
K,E}vs.t
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79. abra: A kohorszhatas (y;_,) elérejelzése az APC modell esetében 1960-2018. évi bazison (n6k)

Ty VS. 1-X
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T T T T
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81. dbra: A mortalitasi indexek (k;™”, k;

5.0

55
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80. abra: A mortalitdsi indexek (Kgl), KEZ)) el6rejelzése a CBD modell esetében 1960-2018. évi
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bazison (nék)
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) el6rejelzése az M7 modell esetében 1960-2018. évi
bazison (n6k)
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82. abra: A kohorszhatds (y;_,) el6rejelzése az M7 modell esetében 1960-2018. évi bazison (nék)

Vix VS. t=X
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83. abra: A mortalitasi indexek (Kgl), KEZ)) el6rejelzése a Plat modell esetében 1960-2018. évi
bazison (n6k)

1@51) vs. t KEZ} vs. t
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84. abra

: A kohorszhatds (y;_,) el6rejelzése a Plat modell esetében 1960-2018. évi bazison (ndk)

Vix VS. t=X
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8. tablazat: A Kgi) és y;_, paraméterek ARIMA(p,d,q) modelljei kiilonb6z6 bazis id&szakok

mellett (férfiak)

bazis 1 2 3
- modell @™ @ «® )
id6szak t t t Ve-x
Poisson Lee—Carter ARIMA(0,1,0) eltolassal
CBD ARIMA(0,1,0) /:\RIMA(l,0,0) nem nulla
atlaggal
APC ARIMA(1,1,0) ARIMA(2,1,1)
1960-1989 M7 ARIMA(0,2,1) ARIMA(0,2,2) ARIMA(4,2,0) ARIMA(1,2,2)
Plat ARIMA(0,1,0) /:\RIMA(l,0,0) nulla ARIMA(O,1,3)
atlaggal eltolassal
RH ARIMA(1,1,0) eltolassal ARIN,lA(l’l’O)
eltolassal
Poisson Lee—Carter ARIMA(0,1,0) eltolassal
CBD ARIMA(0,1,0) /:\RIMA(l,0,0) nem nulla
atlaggal
APC ARIMA(1,1,0) ARIMA(1,1,2)
1960-1995 M7 ARIMA(0,2,1) ARIMA(0,2,2) ARIN!A(O']"O) ARIMA(1,2,2)
eltoldssal
Plat ARIMA(0,1,0) /,AR'MA(l'O'O) nulla ARIMA(1,1,2)
atlaggal
RH ARIMA(1,1,0) eltolassal ARIN,lA(O'l'l)
eltoldssal
Poisson Lee—Carter ARIMA(1,2,2)
CBD ARIMA(0,1,0) /:\RIMA(l,0,0) nem nulla
atlaggal
APC ARIMA(3,1,2) ARIMA(1,1,2)
1960-2000 M7 ARIMA(0,2,1) ARIMA(0,2,1) ARIN,IA(O'LO) ARIMA(1,2,2)
eltolassal
Plat ARIMA(0,1,0) ARIMA(0,1,0) eltoldssal ARIMA(0,1,0)
RH ARIMA(0,1,0) eltolassal ARIN,IA(LI'O)
eltoldssal
Poisson Lee—Carter ARIMA(0,1,1) eltolassal
CBD ARIMA(1,1,1) ARIMA(0,1,1) eltolassal
APC ARIMA(0,1,0) ARIMA(1,1,2)
1960-2005 M7 ARIMA(0,2,1) ARIMA(0,2,2) AR"V,IA(O'LO) ARIMA(1,2,2)
eltoldssal
Plat ARIMA(1,1,1) ARIMA(0,1,0) eltoldssal ARIMA(0,1,0)
RH ARIMA(0,1,0) eltolassal ARIN,lA(l'l'Z)
eltoldssal
Poisson Lee—Carter ARIMA(0,1,1) eltolassal
CBD ARIMA(1,1,1) eltolassal ARIMA(0,1,1) eltoldssal
APC ARIMA(3,1,0) ARIMA(3,1,2)
1960-2010 M7 ARIMA(0,2,1) ARIMA(0,2,1) AR”V,IA(l'l'l) ARIMA(1,2,2)
eltoldssal
Plat ARIMA(2,1,2) ARIMA(0,1,1) eltolassal ARIMA(1,1,2)
RH ARIMA(0,1,0) eltolassal ARIN!A(LLO)
eltolassal
Poisson Lee—Carter ARIMA(1,1,0)
CBD ARIMA(0,1,1) eltolassal ARIMA(0,1,0) eltoldssal
APC ARIMA(3,1,0) eltolassal ARIMA(1,1,2)
1960-2015 M7 ARIMA(0,2,1) ARIMA(1,2,2) ARW,lA(l'l'O) ARIMA(1,2,2)
eltolassal
Plat ARIMA(1,1,1) ARIMA(0,1,0) eltoldssal ARIMA(0,1,0)
RH ARIMA(0,1,0) eltolassal ARIN!A(l'l'O)
eltolassal




®

9. tédbldzat: Ak, ésy,_, paraméterek ARIMA(p,d,q) modelljei kiilénb628 bazis idészakok
mellett (n6k)
bazis 1 2 3
. modell ) @ 3 ~
idGszak K N N Ve-x

Poisson Lee—Carter ARIMA(0,1,1) eltoldssal
binomialis Lee—Carter ARIMA(0,1,1) eltoldssal
CBD ARIMA(0,1,0) eltoldssal ARIMA(0,1,1) eltoldssal

1960-1983 APC ARIMA(3,1,2) eltoldssal ARIMA(1,1,2)
M7 ARIMA(2,2,1) ARIMA(2,2,1) ARIMA(0,2,1) ARIMA(0,2,1)
Plat ARIMA(1,1,0) eltoldssal ARIMA(2,1,1) eltoldssal ARIMA(1,1,2)
Poisson Lee—Carter ARIMA(0,1,1) eltoldssal
binomialis Lee—Carter ARIMA(0,1,1) eltoldssal
CBD ARIMA(0,1,0) eltoldssal ARIMA(2,1,2) eltoldssal

1960-1995 APC ARIMA(2,1,1) eltoldssal ARIMA(1,1,2)
M7 ARIMA(0,2,1) ARIMA(2,2,2) ARIMA(0,1,0) eltolassal ARIMA(0,2,1)
Plat ARIMA(0,1,1) eltoldssal ARIMA(0,1,1) eltoldssal ARIMA(1,1,2)
Poisson Lee—Carter ARIMA(0,1,1) eltoldssal
binomidlis Lee—Carter ARIMA(0,1,1) eltoldssal
CBD ARIMA(0,1,0) eltoldssal ARIMA(0,1,1) eltoldssal

1960-2000 APC ARIMA(3,1,0) eltolassal ARIMA(1,1,2)
M7 ARIMA(0,2,1) ARIMA(0,2,1) ARIMA(0,1,0) eltolassal ARIMA(1,2,1)
Plat ARIMA(0,1,0) eltoldssal ARIMA(0,1,1) eltoldssal ARIMA(3,1,4)
Poisson Lee—Carter ARIMA(0,1,1) eltoldssal
binomidlis Lee—Carter ARIMA(0,1,1) eltoldssal
CBD ARIMA(0,1,0) eltoldssal ARIMA(0,1,1) eltoldssal

1960-2005 APC ARIMA(2,1,1) eltolassal ARIMA(1,1,2)
M7 ARIMA(0,2,1) ARIMA(0,2,1) ARIMA(0,1,0) eltolassal ARIMA(1,2,1)
Plat ARIMA(0,1,0) eltoldssal ARIMA(2,1,1) eltoldssal ARIMA(1,1,0)
Poisson Lee—Carter ARIMA(0,1,1) eltoldssal
binomidlis Lee—Carter ARIMA(0,1,1) eltoldssal
CBD ARIMA(0,1,0) eltolassal | ARIMA(0,1,1) eltolassal

1960-2010 APC ARIMA(3,1,0) eltolassal ARIMA(1,1,2)
M7 ARIMA(0,2,1) ARIMA(1,2,0) ARIMA(0,1,0) eltoldssal ARIMA(2,2,0)
Plat ARIMA(0,1,0) eltolassal ARIMA(2,1,1) eltolassal ARIMA(1,1,2)
Poisson Lee—Carter ARIMA(0,1,1) eltolassal
binomialis Lee—Carter ARIMA(0,1,1) eltoldssal
CBD ARIMA(0,1,0) eltoldssal ARIMA(2,1,2) eltoldssal

1960-2015 APC ARIMA(3,1,0) eltoldssal ARIMA(1,1,2)
M7 ARIMA(0,1,0) eltolassal ARIMA(0,2,1) ARIMA(0,1,0) eltolassal ARIMA(0,2,2)
Plat ARIMA(0,1,0) eltoldssal ARIMA(3,1,0) eltoldssal ARIMA(0,1,5)

82




10-12. tablazat: A kiilonb6z6 bazis idGszakon illesztett modellek elérejelzé képessége (férfiak)

bazis
idGszak

elGrejelzés
éve

1960-1989

1990
1991
1992
1993
1994
1995

1960-1989
1960-1995

1996

1997

1998

1999

2000

1960-1989
1960-1995
1960-2000

2001

2002

2003

2004

2005

CBD

15
11

10
10

15

10

15

M7 | APC (jﬁ;cp) P°i|_sé°“
8
7
3
5
6
5
6
15
15
5
9
6
10
4 14
9
1 12
4
11 14
7 13
12 12
15
10 14
12
8
14 8
12 11

Poisson
LC (jump)

13

15

12

10

PLAT
(jump)

RH
(jump)
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bazis

elGrejelzés

sz , CBD
idGszak éve
9
6
2006
8
4
2007
3
1960-1989
1960-1995 1
1960-2000 2008
1960-2005
6
1
2009
4
2
2010
2
2
2011 10
9
5
4
2012 7
5
5
1960-1989 4
1960-1995
1960-2000 2013 8
1960-2005 4
1960-2010
4
3
2014 7
4
4
5
2015 4
5

M7

APC

APC | .
(jump)

Poisson
LC

11

10
11

11

11

10
10

Poisson
LC (jump)

11

10

10

10

10

11

11

PLAT
(jump)

RH
(jump)
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idlzzzI:k elor:\j:hes CBD | M7 | ARC (jﬁ:ncp) POILszon i‘}}fﬂﬂ',l) PLAT (;Lrﬁ;) RH (juRr:p)
5 1 8 10 17
5 8 10
6 4 10
2016 3 5
3
8

1960-1989
1960-1995
1960-2000
1960-2005 2017
1960-2010
1960-2015
1990-2015

2018
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13-15. téblazat: A kiilonb6z6 bazis idGszakon illesztett modellek elérejelzé képessége (n6k)

bazis
id6szak

eldrejelzés
éve

1960-1989

1990
1991
1992
1993
1994
1995

1960-1989
1960-1995

1996

1997

1998

1999

2000

1960-1989
1960-1995
1960-2000

2001

2002

2003

2004

2005

binom.
LC

21

19
19

21

binom.
LC (jump)

19

19
21

M7

11
12
8
11
12
11
8
20
5
18
6
14
4
15
9
15
7
10

20

APC

APC
(jump)

Poisson
LC

20
20

21

Poisson
LC (jump)

19

20

PLA

T

PLAT
(jump)
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bazis

elGrejelzés

idGszak éve

2006
2007

1960-1989

1960-1995

1960-2000 2008

1960-2005
2009
2010
2011
2012

1960-1989

1960-1995

1960-2000 2013

1960-2005

1960-2010
2014
2015

16
15

16
16

binom.

LC (jump)

M7

15

14

10

APC

APC
(jump)

Poisson
LC

15

14

16
15

Poisson
LC (jump)

14

15

14
16

PLAT

PLAT
(jump)
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bazis
id6szak

elGrejelzés
éve

1960-1989
1960-1995
1960-2000
1960-2005
1960-2010
1960-2015
1990-2015

2016

2017

2018

CBD

binom. | binom. APC | Poisson | Poisson
LC LC (jump) M7 APC (jump) LC LC (jump)
13 14 5 13 14
15 17 7 _ 14 17
16 20 14 _ 17 21
17
20
15
20 16 4 19 15
14 15 6 12 16
18 15 17
18
20
19
18 17 5 _ 19 19
17 17 10 _ 17 16
20 15 20
17
10
14

PLAT

PLAT
(jump)

21
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