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Bevezetés

Ismeretes, hogy sem a felszalld fatranszformacidk
osztalya Cﬂ), sem a determinisztikus felszalld fatranszfor-
macidk osztalya Ulﬂj nem zart a kompozicidra “A], [7]).

Fennallnak a kovetkezd valddi tartalmazéasok:

k k+1
Red
DARCDHR

= Li@gasn @

Az értekezés elsd fejezetében megmutatjuk, hogy telje-

slilnek az alabbi egyenlGségek:
2 k
oO\R/ =J3\R/ k=2,3,4,... .

Majd ach{osztély specidlis osztélyainak a kompozicidjat
vizsgaljuk.

Tekintsiik az M ={<Dﬁ,£00R,NM,oD\COR,X,Iéc,NK} halmazt,
ahol )/ a determinisztikus felsz&lld fatranszformiacidk osz-
talya, ¥ a homomorfizmusok osztdlya, tovabba e két osztaly
line&ris, nem t6rl®d, linedris nem t&rld részosztalyat az<£,
N,LX prefix eldreirasaval jeldljiik. Legyen [M] a kompozicid
altal generalt transzformacidk halmaza!

M] = {}{19.. :°}Lnl nZl, J{iéM, 1< i< nlf.

Jeldljel K 2z (OCNZ,QR,ONmk osztalyt!

Az M halmaz kovetkezd jellemzését adjuk meg.

Megadhatd [M]-nek két olyan M;,M, véges részhalmaza, hogy [M]
minden € elemére az (a), (b), (c) allitasok valamelyike tel-

jesil.



(a)CE'Ml,
(b) létezik f'éMz és k> 0, hogy € =Zf'°ﬁk,
(c) € ':Ck valamely k > O-ra.
A masodik fejezetben bebizonyitjuk, hogy az[M]halmaz
végtelen sok elemet tartalmaz. Bebizonyitjuk, hogy az

QCXJ)R,ONQ(_)I“ m=1,2,... osztalyok végtelen hierarhidt alkot-

nak, azaz fenndllnak a
: m+1

(LNARPNA) "€ (LNARONAL) i = Ladpins

valédi tartalmazéasok.

A harmadik fejezetben a nemdeterminisztikus felsz&llé
fatranszformacidk kompozicidival foglalkozunk. Bevezetjik a
k-szinkronizalt felsz&llé fatranszformator fogalmat. Az ilyen
tipusu fatranszformatorok képesek indukélni az Ysszes olyan
transzformacioét, amely eldall k darab felszalld fatranszfor-
mator &ltal indukAalt transzformdcidé kompozicidjaként.

. Forditva, megmutatjuk, hogy barmely k-szinkronizilt
felsz8116 fatranszformdtor Altal indukllt transzformicid

eldall k darab felszalléd fatranszformdtor Altal induk&lt

transzformacid kompozicibdjaként.

Az elsO fejezetben k¥z8lt eredmények [SJ-ben,.a masodik
fejezet eredményei [9]-ben, a harmadik fejezet eredményei
[8]-ban taladlhatdak meg.

Megjegyezziik, hogy M. Dauchet [2] disszert&cidéjaban a

Ill. fejezet eredményeihez hasonld eredményeket ért el a

magmoidok elméletének felhasznilas&val.



I. fejezet Determinisztikus felszalld fatranszformiacidk
1. Alapfogalmak

Bevezetjlik a dolgozatban szerepld alapvetd fogalmakat
és jeloléseket.

Legyen Y tetsz®leges halmaz. |Yl jel®li Y halmaz sza-
mossdgat, P(Y) Y részhalmazainak halmazat. Ha Y egy elemi,
akkor egyetlen elemével jeldljiik. Y™ az Y elemei és az iires
sz6 altal generalt monoid.

A nemnegativ egész szamok halmazédt N jeldli. Minden néN
egészre [n] jelsli az {1,...,n} halmazt, speciédlisan [0] = ¢.
Rangolt &bécé alatt egy F véges halmazt és )): F—IN
leképezést értiink, ahol V minden féF elemhez annak arita-

sat rendeli. Minden m > O szamra
F'" = {feF|Y(f) = m}
az m aritasu fliggvény szimbdlumok halmaza.

Legyen az Y halmaz diszjunkt az F rangolt abécével. Az
Y feletti F-fak T,(Y) halmazét a k&vetkezd médon defini&ljuk:

i/ FUY & TL(¥),

ii/ f(pl,...,pm)eTF(Y) valahanyszor m2> 1, fEFm és

pl,...,pmeTF(Y), és

iii/ minden Y feletti F-fa az i/ és ii/ szabdalyok

véges sokszori alkalmazasaval 4ll eld.
Ha Y = ¢, akkor a TF(Y) halmazt egyszeriien T -fel

jeldljiik.



AT Q_TF(Y) halmazt Y feletti F-erddnek nevezziik.

A peTF(Y) fa h(p)éN magassagat, fr(p) < Y* hatarat, és
sub(p) € T.(Y) részfédinak a halmazat a kdvetkezd médon
értelmezziik:

(a) ha peF°®, akkor h(p) = 0, fr(p) = e és sub(p) = {p};

(b) ha peY, akkor h(p) = 0, fr(p) = p és sub(p) = {p};

(c) ha p = f(pl,...,pm), akkor h(p) = l+max(h(pi)|i6[m]),

fr(p) = fr(pl)...fr(pm) és
sub(p) = U Jsub(pi)U{p}-

i€ [m
Bevezetjik az X = {xl,xz,...} segédvaltoz6 halmazt.
Jeldlje X (n2>0) az X halmaz {xl,...,xn} részhalmazat.

Vegyilik észre, hogy g, = .

A %F(Xn) Q.TF(Xn) halmazt a kdvetkezd médon definial-
juk: pG%F(Xn) akkor és csak akkor, ha peTF(Xn) és fr(p) X -
nek egy permutéacidja, azaz Xn—nek minden eleme pontosan
egyszer fordul eld a p faban.

Legyen peTF(Xn) &s yyre. o Y EY. A p(yl,...,ynygTF(Y)
fat ugy kapjuk meg, hogy p-ben az Xy valtozdé minden els-
forduldsat y;-vel helyettesitjiik minden ie¢[n]-re.

A T (ETFVTG) alaku részhalmazokat fatranszformaci-
6knak nevezziik. A (p,q)€ T tartalmazast ugy interpretdljuk,

hogy T attranszformalja p-t g-ba. Ha7lU-t T, és T, elemei

F
k&z&tti relacidnak tekintjiik, akkor a (TloIZ) kompozicidt
természetes médon értelmezhetjiik. Ez ismét fatranszformdcid
lesz. A T fatranszformacid

{p I(3a) ((p,q)eT)}értelmezési tartoménya és

{q}(]p)((p,q)e’tn-értékkészlete a szokasos jelentéssel fog



birni. Tovabba a T reléacid T & Tp halmazra vald megszoritasa

TP = {(p,q)l (p,q€T és péT}.

Az 1p = {(p,p)lpETF} identités relécidé szintén fatransz-
formacidé. Az identités fatranszformacidk osztalyat 4-vel
jeldliik.

Legyen Hl és Hﬁ két fatranszformlcid osztaly.

J{l ésjfz ﬂioﬂé kompozicidja alatt a

{Tlotzlliéki, tzej%j osztadlyt értjiik. Tetszdleges M fa-
transzformdcidé osztalyra és néN szémra legyen

}Ln =M han=1esH" =J{n_10.1£ ha n7 1.

Azt mondjuk, hogy { zart a kompozicidéra, ha w2 it teljesiil.
Ha 1 <{ , akkor a 3{22}[ tartalmazas ekvivalens a

H? =H egyenldséggel.

az W= (F,a,G,A’,Z) /1]
rendszert felsz3illd fatranszformadtornak /R-transzformédtornak/
nevezziik, ahol

(a) F és G rangolt abécék,

(b) A egy aritédsu szimbélumokbdél &116 rangolt &bécé,

A diszjunkt az F és G halmazokkal, az allapothalmaz,

(c) A€ A, a kezdd allapot halmaz,

(@) 2 az atirasi szabalyok véges halmaza, 2 elemei az

alabbi alakuak:
a(f(xl,...,xm)%—ﬁ q, /2]
ahol a€A, m 20, f€F_ és geTg(AxX ).

A kovetkeztkben, ha aeA allapot, t pedig fa, akkor alt)

helyett az at jelolést hasznaljuk.



Ha a /2/ atiréasi szabalyt részletesebben akarjuk le-
irni, akkor valaszthatjuk az aldbbi alakot:

af(Xl,...,Xm)“_> (—z(alxil,ooo,anxi ) /3/
n

ahol n> O, aeTG(Xn), ajEA, xi;;Xm, (je[n]), vagy irhatjuk az

—> q(al Xyreeerd; X

P
1 n 1

141

alakban, ahol n; 20, a, €A, (i€ [m], jéfni]) és aéTG(Xn)’

J
ahol n = n,+...+n_ .
1 m

Tekintsiink két p,quG(AXTF(Xw fat, azt mondjuk, hogy
g a p fabdél megkaphatd kdzvetlen derivacidval YH-ban, ha q
a p faboél ugy all eld, hogy az af(pl,...,pm) részfanak va-

lamely p-beli eldfordulasat a a(alpi reeer@ Py ) alaku fa-
i B n

val helyettesitjiik, feltéve, hogy a [/3/ atirési szabaly
eleme J -nak. Az V{-beli kdzvetlen derivacidt =>y -val je-
161jlik. A =Dy relécid reflexiv-tranzitiv lezartjat =)y
fogja jeldlni.
A %ﬂia) = -ﬂp,q)]peTF, q&T, ap::jlq relaciét az VM felszal-
16 fatranszformdtor acA &llapota a&ltal induk&lt transzforma-
cidénak nevezziik.
A 'CSETFXTG fatranszformdcid indukalhatd (D)R-transzforma-
torral, ha T= TJL valamely (D)R transzformatorra.

A kovetkezdkben az R transzformdtorok specialis osz-

talyait definialjuk.



i/ Az /1/R-transzformator determinisztikus (D), ha
nincs két olyan kiilonb6zd atirasi szabalya, amelyek
bal oldalai megegyeznek és |arl = 1.

ii/ Az /1/R-transzformidtor teljesen definidlt, ha
tetsz6leges acA allapotra és f6éF szimbdlumra
létezik /2/ szabaly 2 -ban.

iii/ Az /1/R-transzformdtort homomorfizmusnak (H) ne-
vezziik, ha determinisztikus, teljesen definialt,
és egy &allapota van, azaz A = {ao} teljestil.

iv/ Az /1/R-transzformdtor linedris (L) ha minden
/4| szabalyara és minden i€[m] szamra nifjl,

v/ Az /1/R-transzformator nemtdrld (N) ha minden

/4| szabadlyara és ic[m] széamra nii i
vi/ Az /1 /R-transzformator linedris nemtdrld, ha /1/

linedris és nemtdrld.

A H transzformatorok L,N,LN részosztdlyait hasonldé mdédon

definialjuk.

DR

LDR

LNDR

NDR

LH

LNH

NH

A kovetkezOkben jeldlje
a determinisztikus R-transzformatorok,

a linearis determinisztikus R-transzformadtorok,

a linearis nemtd#ld determinisztikus R-transzformatorok,

a nemtdrld determinisztikus R-transzformdtorok,
a homomorfizmusok,

a linearis homomorfizmusok,

a linearis nemtdrld homomorfizmusok,

a nemtdrld homomorfizmusok osztalyat.



Az LR, LNR, NR osztélyokat hasonldan értelmezziik.

Legyen K valamelyik fent definidlt osztéaly. A K-transzfor-
matorok &ltal induk&lt transzformdcidk osztalyat H -val
jelsljiik. példaul LA jelsli az LDR-fatranszformdtorok &altal
indukalt fatranszformacidk osztalyat.

A QR osztaly és részosztalyai kdzdtti tartalmazdsokat az

alabbi diagram mutatija be.

LNQR

1. abra



2. EgyenlGségek és tartalmazasok

Ismeretes, hogy LA nem zart a kompoziciéra ([7]).
Ez azt jelenti, hogy adott W, I DR-transzformdtorokhoz
dltalaban nem tudunk megadni egy L DR-transzformdtort, hogy
a tt =’%m°tﬁ, egyenldség teljesiiljon.
Mindazonédltal definialhatunk egy VL°Il~ DR-transzformatort,
amit WM és J» kompozicidjanak nevezlink és amelynek egy sereg

hasznos tulajdonséaga van.

1.1. definicid. Legyenek W = (F,A,G,Z,ao) és
b = (G,B,H,Z',bJ DR-transzformatorok. VL és J» szintakti-
kus kompozicidjan azt az VL°fr = (F,BXA,H,Z",(bO,aOU DR-
transzformatort értjiik, amelyre §" az alébbi mdédon van defi-
nidlva: a

(b,a)f(xl,...,xm)—ﬁ q’((bll,al)xil,...,(bl ,al)x. § oo

szabaly eleme } "-nek, (ahol vjéN, bj €B, (je[n], kéfvj])
k

és q'QTG(XV) & = (vl+...+vn» akkor és csakis akkor, ha

létezik /3/ alaku szabaly J -ban, és fennall az alébbi

bq:}f,_q'(bl Xl, .« e ,b

S o . R, X derivacid.
1 By Mg s, )

* n
vy 1 "

| §» leforditja a g fat egészen a levelekig./

%

1.2. lemma. A fenti definicidé jeltléseit felhasznalva

minden aéA, béB allapotra, péTF, quH fara



= IT =

(3reTG) (ap:); £ A br:?;:q)-::)(b,a)p :>:\;LOJA- q. |5]

A bizonyitads a p fa magassaga szerinti teljes indukciodval
végezhetd el. E]

A kOvetkezd allitasok igazak:
(a) Az /5/ implik&cidé nem fordithatd meg, mert s> lehet tdr-
156, azaz eldfordulhat, hogy valamely peTp fét Weofe ugy for-
dit le, hogy p-nek valamely p’ részfajat kitdrli, ugyanakkor
WM nem tudja leforditani a p’ részfat azzal az &allapotaval,
amellyel a p’ ald ért. Eképpen pedomﬁhlab’ , ugyanakkor
p¢dom Uy , tehét p¢dom(t\%ot‘h) . E probléma kikiiszéb&lhetd,
ha megk&veteljilk W -t61l, hogy teljesen definidlt legyen
/v [71/, vagy ha feltessziik J-r5l, hogy nem t&rld.
(b) /5/ megfordithatd, ha pédom’lf‘,L , mivel ebben az esetben
W leforditja a p’ részfat azzal az &llapotaval, amellyel
a részfa ala ért.
(c) Igazak az alédbbi impliké&cidk:

i/ ﬁ%,éb—teljesen definiélt.==)L%°1Vteljesen definialt,

ii/ M, J> egy allapotu = Ylofs egy allapotu,

iii/ N, ben = Welen,

iv/ VL, HeL= Vofue L,

v/ VL, LreLN= Vlofs-c LN.

A fenti megjegyzések Osszegzése az aldbbi lemma [vo [1]/.

1.3. lemma. Tetszdleges VU, > DR-transzformatorokra

az alabbiak teljesiilnek:
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(a) Ha VL teljesen definialt, vagy J» nem t6rld, akkor

Toote = Tn® Tt
o - Ot
(b) t%olo—’dom "JAL /E’U;L Jb‘r

(c) ha WM és & x, akkor WM °Jf>is x, ahol x = teljesen

definialt, egy &llapotu, L,N,LN. []

A fenti lemmakbdél tobb egyenlGség kdvetkezik, némelyik

mar ismert el®zd munkakbél.

NoDR =DR /61 Mol =H® /11
LAoNR =HA 171 Lo NY =K /12/
NEopRA =DR /8] Wo LM =W /13
LW oLDR =LDR 191 Npod =X /14/
N NOR=NDA  /10/ Lo i =N /15]

NW oW =NK 16/
LMoL =LAWL 117y

A fenti egyenldségek azért allnak fenn, mert a H(NH,LH)
transzformatorok teljesen definialtak.

Tovabbéa, szintén igazak az alabbi egyenlGségek:

DR oNDR = LR /18/
DReLNDR - DR /19/
DRoNR=DR /20]
NDL-NDR = NPA /21]
ND K oL NDR = NDR [22]
ND R e NL =NDR /23]

LDRoLNDR =LLAR /24
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LNDR - NIR= NgR 125/
LNOR o INOR = LNVDR 126/

Itt azt hasznaltuk fel, hogy a mésodik komponensek
nemt6rld fatranszformlcid osztalyok.

Egy kOzismert egyenlOség a

MoLdR = DR, /27]

amely megtal&lhatd [l]—ben és [3]—ban.

/27/ bizonyitdsabdl kdvetkezik, hogy igaz az alabbi

X¥e LDHR =R /28]

egyenldség is. Tovabba igaz az

NRodLX =X /29/
egyenldség is. Az 1.3. lemma alapjan L}{ON{)(LEM,

A forditott iré&nyu tartalmazast a kovetkezd lemma mondja ki:
1.4. lemma }K,EOL%"XML g

Bizonyitds. Legyen W = (F,a,G,Z,a) egy H transzformator.

Nyilvanvald, hogy minden atirési szabdly az alédbbi alakban

irhato:
af(xl,...,xm)——'yq(axil,...,axi ) / 30/
n
ahol m2> O, feFm, 14 iI< . <in£ m, quG(Xn). Minden egyes

/30/ &atirési szabalyra vezessiink be egy uj, n aritésu f mii-
veleti szimbélumot és tekintsiik az F =-{fleF} rangolt

abécét.



A b= (F,b,f,Z’,b) és [ = (f,c,G,Z",c) H-transzformato-
rokat a kovetkezd mdédon definialjuk: valahanyszor a /30/

dtirasi szabaly eleme 2 -nak, mindannyiszor

bf(xl,...,xm)-9 f(bxil,...,bxin)é S’ és

cf(xl, e ’Xn) — q(‘cxl, ‘% ,cxn)é sn.

Nyilvanvalé, hogy LH és | NH transzformator, tovabba
g

az
ap ———};q < (EreTF) (bp=¥;r Acr =7;q)

ekvivalencia minden peTF, quG fara igazolhatdé, a p fa ma-
gassaga szerinti teljes indukcidval.

A fentiek szerint az

LN = H /31/
egyenloség teljesliil.

A kdvetkezd lemma [6] 213. oldalédn 1lévd 2. gyakorlat
kdvetkezménye. A gyakorlat kimondja, hogy barmely Yl DR
transzformatorra dom'§%, felismerhetd valamely DR-automa-
taval /a DR-automata definicidéja megtaldlhatd [6]-ban/.
Megjegyezziik, hogy a kdvetkezd mdédositast kell eszk®zdlni
a DR-automata [6]-beli definiciéjaban: egy O aritasu miive-
leti szimbdélum realizdltja nem az allapothalmaz eleme,

hanem az &llapothalmaz részhalmaza.

1.5. lemma. Barmely adott W = (F,A,G,Z,ao) DR-transz-

formatorhoz létezik egy UV = (F,P(A),F,Z’,{aok) LNDR-transz-

formator, hogy F;J = QFldom’E&L.
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Bizonyitads. A J}' &atirési szab&aly halmazt az alabbi

médon konstrudljuk meg: legyen B = {al,...,akfé P(A),

meN és fEFm tetszdleges,

Bf(xl,...,xm)-—af(lel,...,Bmxm)er' akkor és
csak akkor, ha a kovetkezd feltételek teljesiilnek:
(a) minden i€[kl-ra létezik

i i
aif(xl,...,xm)—4>qi(allxl,...,al Xireons

alaku atiréasi szabaly Z'—ban, ahol

nl,...,anO /i-t861 fliggenek/, a%eA,
k

N
(j€[m], k&[nj]), qieTG(Xn), (n =n

(b) Bj =(fe[n]{agl,...,a;n.k, i€ [m].
J

l+...+nm);

Most igazolhatd a kOvetkezd allitéas: tetszdleges
B = {al,...,ak}éP(A) halmazra és peTF fara

Bpﬁd’llp@ (Vielk]) (3aety) (ajpﬁiq)- 0

Legyen M es L két tetszdleges DR-transzformator.

Az 1.3 és 1.5 lemma alapjéan

To 7:;fsuz T’«%o;&, domTy  =(1pldom T, )T, , I
= %1‘%10 —L,\}Loly
ahonnan

DR% =LNDAR DA, 132/

tovabba ha UVl és Js> LDR-transzformatorok, akkor

LHR? = LNDAR =LDR /33/



= 1B =

A kovetkezOkben bebizonyitjuk egyik £ eredményilinket.

1.6. tétel. Minden n 2 2 szamra

DR™ = LNOR AR és 34/
LDR T = LNDR oLAR /35/

Bizonyitds. n szerinti teljes indukcidval. Az n = 2

esetet mar igazoltuk, /34/ indukcids lépését [és hasonldan

/35/ indukcids 1lépését/ az alédbbi szamolds mutatja

4:)~ n+1 /}___ZIOL\NMOMOMn—l =LJC,QR,O{D.H,n 1__2
= L NOR eLNOR2DR 1287 (NDR oDR. . [T

1.7. kovetkezmény. Fenndllnak az alabbi egyenl&ségek:

DR™ = DR? nz2, /36/
LDR? =dDR? nz2, 137/

A késObbiekben sziikségiink lesz az aladbbi eredményre.

1.8. lemma. JNR <€ NDRLK .

Bizonyitas. Legyen Ul= (F,A,G,Z,ao\ DR-transzformator.
Megkonstrudljuk a J» NDR-transzformdtort és a /. LH-transz-
formatort, hogy a TJL = ACJ}O t): egyenldség teljesliljon.
Sorszamozzuk meg a 2 -beli &tirasi szabalyokat, 1-td&l ,Z, -ig

a kovetkezd mddon
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1 nl m1 "
/39]/
a x )
n
m
ahol n.> 0, a. €A, (jelml, keln.]) és aéé (X ¥,
3™ J ] G''n

k
(n = nl+...+nm). Megemlitijiik, hogy az i-edik atirési szabaly

fenti leiré&saban a szimbdlumok fiiggenek i-t&l. Most minden

.i@[’z’] -ra és jé[m]-re definialjuk az uj szamot:

és bevezetiink egy uj fiéF miiveleti szimbdélumot, amelynek az

aritasa u = u +...+um.

1
Tekintsiik a Jfs = (F,AU{b},F',Z’,aO) DR transzformatort, ahol
(a) F’ = FU{t,] 1€ 2]},
(b) b¢A egy uj allapot,

(c) $'-t a kdvetkezd médon definiadljuk:

az af(xl,...,xm)———‘?fi(bl Xyreeesby Xypeoo b X g
1 u

m, m
1 1
/40/
...,bmu xm)
m
eleme 2:'—nek akkor és csak akkor, ha
i/ 2 i-edik produkcidja /39/ alaku és
a. ...a. ha n.»> O
Jl Ju. J>
. _ J -
i B ©.swba = -
4 Jq 9 je[m]
J b ha n, = 0

teljesiilnek, tovabba a bf(xl,...,xm)—ﬁ f(bxl,...,bxm)

eleme }’'-nek minden mzO, feFm_re.
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Tekintsiik a /[ = (F',c,G,Z",c) H-transzformatort, ahol a

cf (%, ...,xn) - E{(cxl,...,cxnl,.. o
. 141]

)

cx
+n
m-1 "m

ul+...+u AR R !

+.Q.+
m-1 9

1
eleme 2 "-nek akkor és csakis akkor, ha 2 i-edik Atiréasi
szabalya /39/, tovéabba, hogy i teljesen definialt legyen,
minden m27 O, feF-re a

cf(xl, oo X)) —? q szabaly eleme ) "-nek valamely
qeTy ({c}xxm) fara.

J> nemtsrls, mivel ujZI, (je‘[m] ),

'E,Iy(b)l 8 =LF és U lineéaris.

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk a “C%= /Ci,otii egyenldséget,

elegendd megmutatni, hogy minden a¢A, p&T quG—re teljesiil

FI
az alabbi ekvivalencia:
ap = /42/
P >;*Lq |
akkor és csak akkor, ha
%
(]reTF,) (ap=7;yr/\ crﬁzq) [43]

h(p) szerinti teljes indukcidval bizonyitunk.
Ha h(p) = 0, azaz p = feF_, akkor af—q¢) akkor és
csak akkor, ha létezik egy 1ellz] amelyre af — fiE Z/ és
cf,—yq€ 3 ". |
Legyen h(p)Z 0, azaz p = f(pl,...,pm), ahol my 0. Tegyiik
fel, hogy a [/42/ derivacid elsd lépésében a [39/ atirasi
szabalyt alkalmaztuk. Ekkor

ajkpj:_—?;quk (je[m], ké[nj]) /44

valamely q. ¢ T, féara.
I G



w TH =

Fennall, hogy gq = &(ql peeerdy reeesdy reeer 9y ).
1 n 1 n

Innen, az indukcids feltevés alapjan

Ir! €T . p.=Nr’ icm], keMm.] 45
@z} e7p) (2 P, =i Aery =ay ) (elnls kelngl)  /45)
tovabba J» és [ konstrukcidéja alapjan /40/ eleme Z'—nek,

/41/ eleme % "-nek. Legyen
Th peseiks: ha n.70
s D 57
J je[m],

J . ha n. =0
P j

H
a}
Il

vegylik figyelembe, hogy ?L(b)'TF =7 azt kapjuk, hogy

F’
b P ﬁiyrj (jé’l_—m], ké[uj] A crjk:-_);;qjk jg[m],ké[nj] |46/

ahonnan /[/43/ kdvetkezik az

o % g ) /47
1 m

r = fi(rl ,...,rl PR o
1 u

faval.

Forditva, tegyiik fel, hogy az r fa /43/-ban [/47/ alaku.
Ekkor a /43/-ban szerepld derivacidk elsd lépésében alkal-
mazott atirasi szabélyok /[/40/ és [41/, ezért [39/ eleme L -nak.
Tovabba, /46/-b6l kovetkezik [44/ indukcids feltevés alapjén,

igy megkapjuk /42/-t.[]

Megjegyezziik, hogy ha VI linedris a fenti lemméban,

akkor > is az, igy kapjuk az aldbbi eredményt:

1.9. kévetkezmény. LR SLNDR LI 148/
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Két utolsd eredményiink alkalmazdsaval nyerjlik az alabbi

két érdekes egyenlGséget.

1.10. tétel. Minden n 22 -re

DR™ =NQR oL K 149/
LDR™ =LNDR LI 150/

Bizonyitds. QR 1341 INOR ° DR /Q%'SQNMOJ\(OO,R,%E}C 1251

=NDR°[M és hasonléan kapjuk /50/-et.

A fenti eredmény alapjan k&nnyen tudjuk igazolni a
DR = NI LNDR LM /51/
egyenldséget. /4
DRZ 22 WOR LU S DRLIL 28 NYof DR ALY =
N oL NDR e ol i Nie L NDRedEHR? 25/ AR 2,

A [49/, [51/, |32/ egyenl&ségek a ,Dﬂ,z osztaly egy-egy

[o2]

/

felbontasat irjédk le. Ezen egyenldségek alapjan a <Dﬂ,2 mas

felbontéasait is levezethetjiik.

1.11. lemma
(a) Minden xef{ JNDR,ARY, &s vefdid, i, 00 DAY
osztalyra x0Y = £ R°. {52}
(b) Minden xef N NDRY, ve{LNOR, NDR DR DR} &
ZE{iM ,‘}{,-L\N:QR,,»QRJ’ osztalyra
Xovez = HRZ. /53]
() LHReDR = DR2. /541
(@) Tetszdleges xef N0, LDR] &s ve LLM,oLoOKf osztalyra
X0y =oL R 2 /551




Bizonyitas. Csak az (a) &llitast igazoljuk, mivel a

(b), (c), (d) dllitasokat hasonlé mdédon lehet igazolni /51/,

/32/, |50/ alkalmazasaval.

08 "BINpRoL € xve HRZ. O

3. A részosztalyok kompozicidi

Legyen M = {JM{,JﬂﬂR,iJM%,iJCQR,Qﬂl M, ljﬁ} ,
és jeldljiik [M]-mel az M elemeibdl kompozicidkkal képzett
fatranszformacidk osztalyat, azaz

[M] = {J{lo...OJLnl n>1, J{iem}.

Az egyik legfontosabb probléma, hogy [(m] végtelen-e.
Az 1.7. kovetkezmény alapjan tudjuk, hogy Cfs;ljfiz minden
CiéfM]—re, mégis fM] végtelen. Ezt a II. fejezetben fogjuk
megmutatni. Most [M] strukturdjat, felépitését jellemezziik.

Minden k > O-ra definidljuk a & K osztalyt:

(a) Cc)=<linUi,
fkoNM. ha k = 2m

(b) Ck+1 = (mZo)
Ck%ENpOﬁ, ha k = 2m+l

Eredményeinket célszerii tadbléazatba foglalni. A 2. tabla-
zatot a ko&vetkezd mdédon to6ltjlik ki. Minden sor elején, il-
letve oszlop tetején feltiintettiink egy-egy transzformacid
osztalyt. Ezen osztalyok sor-oszlop sorrendben vett kom-

pozicidéjat a téblazat megfeleld négyzetében tiintettiik fel.



N .

oR NOR LOR LNOR H NH LK
- gt R or? R pr? R or?
(18) (52) (19) (52) (20) (52)
or? NDR or? NDR or? NDR g’
CR
(52) (21) (52) (22) (52) (23) 152)
? ?
R ? LOR LNDRoH LoR
LoR 8 LDRoNDR LOR e i LORoNH LEs.
— or? NOR Lor? LNDR LDEal 2 tor?
(32 (25) (33) (26) 1 (55)
W R HoNDR R HoC, # " 4
(6) (27 (1) (12) (N
. PR NOR R " NH W
R (8) (10) (28) Wiaty (14) (16) (29)
R HoNDR LOR H H LK
i (N (10) (31) (9) LHoC, (15) (an (N
il or? pr? or? or? pr? pr? r?
(36) (18) (52) (36) (19) (52) (36) (20) (52) (36)
——— or? LDORoNDR or? LORoNDR or? LORNDR pr?
o (52) (54) (36) (21) (52) (54) (36) (22) (52) (54) (36) (23) (52) (54) (36)
. oR? WL - Lor? Lor? LNDRoH LNDRoH Lor’
(54) (36) ° (37 (24) (55) (15) (55)01) (55) (37)
? 2
. DR LDRoNDR R LNDRoH LORONH LNDROH
SERany (8) (54) (10) (28) (54) e (14) (16) (29) (48) (15)
‘or? HoNDR ! 2 ?
— . R HoNDR R HoNDR £2
(52) (6) (21) (52) (6) (22) (52) (6) (23) (52) (6)
o or? Lor%oNDR or? Lor?onnR or? torZoNDR pat
(52) (54) (36) (21) (52) (54) (36) (22) (52) (54) (36) (23) (52) (5¢) (36)
SR or? LOR?oNDR vr! R~ LNDRoH LNDRoH LNTRoH
(6)(32) | (31)(55) (10) (27) (32) olleC, (1) (12 (13)

A transzformacid

2, tablazat

osztdlyok kompozicidi




.

A négyzet alsd részében a kompozicid levezetésénél alkalma-
zott egyenldségek sorszama van feltiintetve. Ha egy kompoz-
zicidérdol nem &llitunk semmit, akkor kijeldlijiik a kompozicidt
és az alsd részbe nem irunk semmit. Példaul a tabléazat

<£Alﬂg-tel jeldlt sorédnak és N ) -val jeldlt oszlopanak

talédlkozasanal 1évs négyzet tartalma

LNAR AL

/55, 31/

mivel LNRZ oMy 22/ LNAR LU N3 LNAR K

Fennadll az alabbi allités.

1.12. tétel. Megadhatdé [M]-nek két olyan M;, M, véges

részhalmaza, hogy [M] minden € elemére az aldbbi &llit&sok

valamelyike teljesiil.

(a‘ C E’Mll
(b) létezik €’'eM, és k>0, hogy € = Al AN
(c) t = Ck valamely k 2 O-ra.

Bizonyitds. M;-et &s M,-t a kdvetkezd médon definidljuk:
M, = MU{DR?, LAR O XNDR, LDHRZ, LORNI, HoNAR,

LD RBNDR, LNDRo Y
M, ={30, N, 4%, LOR XY, LICOROHRY
Minden(C &€[M]-re 1étezik egy legkisebb n 2 1 szam, hogy
C=Hp.. .o , ahor Henm, i =

rinti teljes indukcidéval bizonyitjuk be.

l1,...,n. A tételt n sze-
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Ha n = 1, akkor €Cé&M, és az M & Ml alapjan az (a) al-
litas teljesiil.

Tegylik fel, hogy az n t?l) szédmra igaz az &allitas,
és tekintstik a € =='Hlé"'0}[n+l minimélis hosszusédqu fel-
bontast. A teljes indukcids feltevés alapjan allitasunk
teljesil a }{lf...QH;n osztalyra. Harom eset lehetséges.

(a) eset. j{f R ) néMl. Eképpen € =€ "» f’k+l' Igy
€-t haromféleképpen adhatjuk meg.

2 P n 6 n 4 < .
(i) C £ o o ha € €M, és j{n_l_lE,,LN:QR ;
(ii) € =C. ha ¢" =LYDR és i = N¥;
1 n+1
(iii) ﬁ.EMl bdrmely més esetben, a bizonyitds a 2. tabla-
zat alapjan lathato.

(b) eset. Létezik C"@MZ és k2 0, amelyekre
3{10...°J{n =€"o'Ck, igy € =€,"otk°5fn+l. Két alesetet kii-
16nbdztetiink meg.

(i) C =4312 ha@ﬂ:n+l =JU{ y /32/ alapjéan.
(11) T =C"oXORem; ha ¥ _,; =NDR, /10/, /25/ &s a 2. tab-

lazat alapjan.

(fZ ha M, =dOR, k= 0&s € =LK

/33]/ és /9] alapjén

(1i1) ¢ =1
ha {4 ={AR , és k21 vagy €" #LiL

p[)ﬁ,z mivel ebben az esetben QRZ I31/ NXOJ,N‘DRJDAME

" A 2.
L glot ol s DR




(Vi )

(vii)

- B =

P"s¢. ha H =LYDR &5 x = 2m, /26/
L k n+l

alapjan

et ,; hatl  =ANDR &5 x = 2me1;

l].ftz ha;l{rH_l =W ,e" £ LN vagy k 22 mert

LNEE N FRIN O & 2 SERNEE S
DR

|
haj{n+l ={ ’ d =°LM- és k =0,1,

LNDR oY mivel mindkét esetben SNDR o &
elot off L/ LRoLNAR-K S

L LDR2 N 1237 INNR od Mok /QIQL*N“DROJL;

" Cxer ba My =NR és k= 2m
definicidé szerint
(mZO);
€"o C ha M ., =N és k = 2m+l
/16/ alapjan
—afé& e #J ¥ vagy k 2 2,
hasonldéan mint (v)-nél
_ JJdADR? ha p =dLR, ¢ =Il és x = o,

/5] és /9/ alapjan
ANDR o ba A, =LW, e =W es x =1,

hasonléan mint (v)-nél




- 26 -

(c) eset. J{l"... O}En = tk valamely k 2 O-ra,

igy € = L koH“n . Ezt az esetet a (b) esethez hasonldan

+1

lehet targyalni, a részletes bizonyitast elhagyjuk.
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IT. Fatranszformacidk végtelen hiarerhi&ja az NOR

osztalyon beliil
1. Alapfogalmak

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy az

(LENDRNR)PC (LNDRoNW)™L = 1,2,3,...
valdodi tartalmazasok fenndllnak. EbbG1l kovetkezik, hogy az
eldzd fejezetben bevezetett[Mlhalmaz végtelen.

Mivel NJR zart a kompoziciéra (JJ(JJ&OX'XL)I“C NOHR
teljesilil minden m2 l-re. A fejezet masodik felében megmutat-
juk, hogy az erGsebb ;lj=l(§[N@~R,°N}&JmCN‘,OK tartalmazas
szintén teljesiil.

Bevezetiink néhéany, a fejezetben felhasznaléasra keriild
fogalmat.

Legyen Y tetsz®leges halmaz. A szokasos médon értelmezziik
Yﬂ-on a prefix rendezést: minden L,/ € v* széra o .‘f.ﬁ akkor
és csakis akkor, had A prefixe, azaz létezik 7 € Y%, hogy
A=l . d<p & (4 2p 85 &+ ).

A peTF(Y) fa utjainak path(p) halmazét és az m rang-

jat (meN) az aldbbi médon definialjuk.

(a) ha pey akkor path(p) ={e}l és rnm(p) = 0

(b) ha p = f(pl,...,pn) valamely néN, £€F_, pl,...,pnéTF(Y)-
ra, akkor

path(p) = {elUiiv]ie [n], vePath(pd} és



o OB -

rn_(p. h #+ m,
i€ [n] m(pl) .
rn_(p) =4
l+‘z rn (p.) ha n = m.
L i€ln]

Tehat rnm(p) jeldli az m aritédsu szimbdélumok p fabeli

eldforduléasainak a szamat. Legyen rn[p) = ‘Z. rn (p).
meN M

Legyen péTF(Y) és vepath(p). Bevezetjikk a v ut &ltal
meghatarozott str(p,v) részfa, 1ab(p,v) szimbdélum fogalméat,
tovabba bevezetjilik v p-beli kettes hosszéanak, ’vlz—nek a
fogalmat a k&vetkezd médon.

(a) ha peY akkor str (p,v) = p, lab(p,v) = p és
\Vl2 = 0y
(b) ha p = f(pl,...,pn) valamely neN, feF  &s
pl,...,pnéTF(Y)—ra, akkor v = e vagy

v = iv’ alaku valamely ie[n] és v%;path(pi)-re.

Legyen
P ha v = e,
str (p,v) =
str(pi,v’) ha v = iv’,
f ha v = e,
lab(p,v) =

lab (p;,v') ha v = iv’



0 ha v &

Il
()
()
0
o]
N
N

vl 1 hav=e & n22,
V =
2 |v’]2 ha v = iv és n< 2,

1+ |v/ 5, ha v =iv’ és L 2.

Megjegyezziik, hogy az utdbbi definicidban lv'[z a p; féaban
értendG. Vazlatosan jellemezziik a fenti hdrom filiggvényt.

A p-t rendezett, iranyitott, FVY-beli cimkékkel cim-
kézett féanak tekintjik, v-t a p gybkerétdl valamely x csucsig
vezetd utnak tekintjilik. str(p,v) a p fa x csucsnal 1évo
részfaja (az a részfa, aminek x a gyékere), lab(pﬂi)(GFVY)
cimkével van x cimkézve, végiil lvl2 a v ut mentén eldfordu-
16 1-nél nagyobb aritdsu filiggvényszimbdlumok eldfordulasa-
inak a szama. ElGfordulhat az is, hogy v valamely q # p
fanak is utja és lvlz g-ban kiilénb6zik ’v]z p-beli értéké-
t61l. A szdvegkdrnyezetbdl mindig egyértelmiien ki fog deriil-
ni, hogy melyik faban értjiik ]vlz értékét.

A tovébbiakban a TF(Xm) halmazt egyszeriien TF,m—mel
jeldljik. Legyen p,quF'm, és ielm]. A p,q fak p;*d szor-
zatat ugy kapjuk, hogy X Osszes p-beli eldGfordulasat g-val
helyettesitjiik.

Legyen pGTF,m és ie[m], a p fa i-utjainak a
pathi(p) halmazat a kodvetkezd mdédon definidlijuk:

(@ )ha p = X5 valamely je&[m]-re, akkor

fe}] hai =73
pathi(p) =

@ ha i # j



= B0 w

(b) ha p = £(pys---,p,) valamely n20, f€F és
pl,...,pn@TF,m-re akkor
pathi(p) = {3jvljeln], vépathi(pj)}.
Nyilvanvald, hogy pathi(p]gz path(p), tovabba pathi(p) elemei
a p fa gydkerébdl valamely xi-vel cimkézett levélhez ve-
zetnek.

A tovabbiakban sziikségiink lesz a kiterjesztett transz-
formacié fogalmadra. A T QHEXX)XTG(X) relacidét kiterjesz-
tett transzformacidnak nevezziik. A T ,o kiterjesztett
transzformidcidkra a domU értelmezési tartomanyt, T o0
kompozicidot természetes mdédon értelmezziik.

Legyen quG(Ax) tetsztleges. A q’eTG(X) fat a q parja-
nak nevezziik, ha kielégiti az alabbi feltételeket.

(a) ha q = ax; (aen, i€N) akkor g’ = x

(b) ha g = glay,.--+q;) (nzo, gec és

ql,...,qneTG(AX)), akkor q’ g(q&r---IQA7,

ahol q3 qj—nek a parja minden je[n]-re.
Tehat a q fa q' parjat ugy kapjuk g-bdl, hogy g minden ax;
alaku részfajat xi-vel helyettesitjik.

Az Yl DR-transzformator a allapotédval indukalt T:%%(a)
kiterjesztett fatranszformdcidt az aldbbi mdédon definidljuk:
minden peT,(X), qéTG(X) fara (p,q')€ tiﬂia) akkor és csak
akkor, ha SquG(AX) hogy ap==Z;q teljesiil, és q’ a g fa
parja.

Az WM altal indukalt kiterjesztett fatranszformécid ﬁ%n4a )
o



Az VUl fatranszformdtor uniform (U), ha minden

af(Xy,eeerX )= q(allxl,...,al Xyreoosd, X yoos

m, m
n,y 1
...,amn Xm)GTZﬂ, dtirasi szabalyra
m
és ic[m] indexre By W oaes = By
n,
i

Nyilvanvald, hogy az VL= (F,A,G,A',Z) UDR-transzformator
minden Atirasi szabalya az
af(xl,...,xm)—4>q(alxl,...,amxm)

(quG'm,al,...,amgA) alakban irhaté.

Minden H-transzformator UDR-transzformator definicid

szerint.

2. Az Mj)ﬂ,mcuj\(@ﬁm+l (m21) hiarerhia

Mivel LNAR &s N az NDR részosztalyai és NOR
zart a kompozicidra igy (o[NJ)\R,o\)(QQ)mg NOR (m >1) tar-
talmazasok fennallnak. Megmutatjuk, hogy az

([ENDR=I ) e (LD Re XR) ™ (m21)  &s az

oQ
U (LR o) ™= NQR  valédi tartalmazdsok fennallnak.
m=1

Legyen W = (F,A,G,E,ao) egy UNDR-transzformidtor, és
legyen az af(xl,...,xn)—ﬁ q(alxl,...,anxn) szabaly eleme
S -nak. Ekkor minden j&[n]-re és wepathj(q) utra teljesil

a kovetkezd allitéas:



ha n) 1 akkor |w/,21,
mivel |w|2= O esetén W t6rld fatranszformdtor lenne.

A 2.1. lemma ennek a megjegyzésnek a kovetkezménye.

2.1. lemma. Legyen VL = (F,A,G,Z,ao) egy UNDR-transz-

formator. Tegylik fel, hogy

(P:9)e "C’m,(a) (peTF,m'quG,m' m>» 0 és ach) .

Ekkor

(a) minden je[m] szémra és vepathj(p) utra létezik egy
zepathj(q) ut, amelyre |v|, < |z|2 és

(b) minden je[m] szémra és vepathj(q) utra létezik egy

zepathj(p) ut, hogy |zl, < |v|,.

Bizonyitds. Az (a) részt bizonyitjuk be, a (b) rész

bizonyité&sa hasonlé (a)-hoz. p magassdga szerinti teljes
indukcidval bizonyitunk.

Ha p = x, valamely ielm]-re, akkor q = x;, tehdt (a)
teljesiil.

Legyen p = f(pl,...,pn), ahol n2 0, feF és
pl""’pﬂsTF,m' Feltevésiink alapjan létezik egy
af(xl,...,xn)—§ ﬁ(alxl,...,anxn) szabaly ) -ban és léteznek
ql""’qneTG,m fak, amelyekre a (pi’qi)e'TjJL(ai) (i€[nl)
tartalmazasok teljesililnek. Mivel az n = O eset ismét
trivialis, feltehetjiik, hogy n>1. Ekkor v = iv’ valamely

ie[n]-re és v’epathj(pi)—re.
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A pathi(a) halmaz nem iires, mivel Yl nem t&rld,
legyen wgpathi(a) tetszGleges, a teljes indukcids feltevés
alapjan létezik zﬂepathj(qi) ut, hogy a ]v’]2 < ]z’}2
egyenldtlenség teljesiiljon. Legyen z = wz’. Nyilvanvald,
hogy zepathj(q).

A tovabbiakban két esetet kiildnbdztetiink megq.

Ha n = 1 akkor
| Vlz = |iv'|2 = |v’|2 < |z’] 25.] w|2+\zq y ]wz’]2 = |z]2.

Ha n) 1, akkor a lwlz—re vonatkozd megjegyzésiink alap-
jan
|v)2 = |in’].y = l+lv’]2 &.lw]2+lz'|2 = Jwz'| , = |z],.

Ezzel teljes a bizonyitéas. [

A tovébbiakban felhasznéaljuk a szintaktikus kompozicid
fogalméanak altalanositéaséat, amelyet az aldbbi médon defini-

alunk:

2.1. definicid. Legyen m2> 2 és legyen 4%i(ié[‘m])
DR-transzforméator. 1%1,...,0%m szintaktikus kompozicidjat
M, 2. ..M -et m = 2-re mar definidltuk, ha m )2,

1 m

akkor legyen
R L LD I LR

. m m-1 m

Az 1.3. lemma alapjan teljes indukcidval igazolhatd

Az aldbbi &llités: ha Jiz,...,v[m NDR-transzformédtorok, ak-

k = o ,.0 s
o t\%lo ss e "’Lm t%l AC’La'Lm

Az alébbi lemma azt mondja ki, hogy ez az egyenlGség

érvényes kiterjesztett fatranszformécidkra is.



2.2. lemma. Legyen m> 2 és legyen W, = (Fi—l'Ai'
F&, Zi,ai) DR-transzformator minden i€ [m]-re. Ha Uiz,...,vn
NDR-transzformatorok, akkor

! R A - T L 4 .
'\C&Llo...o%m «91,1 J‘Lm

Bizonyitds. m szerinti teljes indukcidval bizonyitunk.

Ha m = 2, akkor elegendd igazolni, hogy az aléabbi ekviva-

lencia teljesiil:

(Pra)e Ty, oW ((by,b,)) T (37€Te ) ((Preke Ty (v)) &S

n

(r,q)eT,’A%z(b

P -

2

(n_}_or PGTFO’n: qéTF n’ bléAl) .

2I
Ezt a p fa magassaga szerinti teljes indukcidval lehet
igazolni. A részletes bizonyitédst elhagyjuk.

Végilil, az m-szerinti indukcids lépést az alébbi szamo-

las mutatja:

,tl ' - /\Cl s = II’/I . o
01f>...o¢{m (d%1°"‘1%'m—f°vin1 Jil°... ULm—l
! e T B T :
KT L mﬂ,m

Elérkeztiink a II. fejezet f6 tételéhez.

2.3. tétel. Teljesiilnek az (i)fcﬂﬁ"ﬂ’l{)kc (OENJJRO«V%)I“

(2<m, 1€k< m) tartalmazéasok.

Bizonyitds. Mivel a bizonyités meglehetdsen hosszu, az

aléabbi médon osztjuk fel. El8szdr megadunk egy T, fatransz-

formacidét, amely eleme az (JD(JLRD&C%)m osztéalynak. Ezutéa

m

n
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a 2.4. lemmadban jellemezziik a ’Em—et induk&ldé NDR transz-
formatorokat. Ezutan feltessziik, hogy "CmE (JNMON}{)k va-
lamely k<m-re és a 2.5-2.14. lemmdk sorozatival, a 2.14.
lemméban igazoljuk, hogy k<m ellentmondashoz vezet.

Legyen m 22 tetszBleges egész szam, m értékét a tétel
bizonyitasaban lerdgzitjiikk. A T’m definiadlasdhoz az W LNDR-
és I> NH-transzformatort az alabbi mdédon definidljuk:

W = (f,{a,d},F,X,a), ahol
FUFVF?, PO = {#}, F% = [f} &s F° = {g};

(b) F = FUFUFS, FO ={#), 72 = {£,F} &s F° = {o};
(c) 2 az alabbi szabalyokb6l &1l:
1) at— &

(1)  af(xy,x,)—7 E(dx;,dx,),

1l
Il

(a) F

(iii) ag (xl,xz,x3)———7 g(dxl,axz,dXB) .
(iv) a¥—7#,
(v) df (xl,xz)'——7 ¥ (dxl,dxz) "
\vi) dg (xl,xz,XB)-——} g (dxl,dxz,dx3) .
Tovabba, vezessiik be a J» = (f‘,{bk,F,}",b) NH-transz-
formatort, ahol %' az aldbbi &atirdsi szabalyokbdl &all.
(i) b¥—7 4+,
(ii) bf(xl,xz)——7 95 (bxl,bxl,bxz) ,
(Li1) bf(x,,x,)— £(bx;,bx,),

(iv) bg Lxl,xz,x3)—) gkbxl,bxz,bx_,’) .

A p input fat W és J. a k&vetkezd médon dolgozzak fel.

VYL a allapotdban halad a g3 szimb6lumok k&zépsd argumentumai



altal meghatarozott uton addig amig az elsd f sz imbolumot
megtaldlja. Ezt az f szimbdélumot &tirja f szimbdélumra. Az
Osszes tObbi szimbdélum marad ugyanaz, ami volt. Az igy kapott
fat jeldljiik p’-vel. Ezutan J» megkeresi ezt az f szimbdlu-
mot a p’ féban és atirja g-re és f elsd argumentumat megdup-
lazza. A to6bbi szimbdlum valtozatlan marad.

Legyen T _ = (T, ° tb,)m- Termés zetesen Ilné(£301Q°)&Dm.
Minden i 21 egészre definidlijuk a Pi’QieTF,i+l fa péarokat
az alabbi rekurziv mddon:

(a) 2y = £5{x3) 0 Q) = 93(xy,35,2y)

(b) p, = £,(P

i_l(xz,...,xi+l),x1), Q; = g3(Pi_l(x2,...,xi+l),
Qi_l(xz,...,xi+l),x1) ha 1721

A Pm' Qm fakat a 3. abréan abréazoljuk.

s se W = I 0 / m -z s =z - -
Bevezetjilik a T/ vtd% Ti;) relaciét. VL és f. ae
finicidéja alapjan konnyen igazolhatd, hogy (Pm,Qm)€t$ ’

tovabba, hogy minden tl,...,tm+leTF fara

o TP S PR T SO L U /1)

me
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i1 *m ntl %o *m+l o Foel Xn
r by
£ -1 £ £ £
Xm-l Xm—l Xm—l
i }n—Z £y *m-2 £ *n-2 £ "7-2

Hh
N
»
N
(s
o
N

\\\\x
x
H

3. abra

2.4. lemma. Tegylik fel, hogy a [ = (F,C,F,Z",co)
NDR-transzformdtorra teljesiil a T£:='fm egyenloOség.

Ekkor (Pm,Qm)e Té .

‘.
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Bizonyitds. ElGsz6r megjegyezziik, hogy Pmedom‘ti .

¢ : _ . ’
Mivel Pm(H’,...,%)E‘dom ,tm = dom tC’ igy (Pm,Rm)é"CE

valamely R €T fara. Nyilvanvaldé, hogy R az

F,m+1l

Rm(xl’°'"xl""'xm+l""’xm+l) alakban irhatb,

nl—szer nm+l—szer

3 g A
ahol niz'l (ie[m+1]), R €T +us o FD

n,y m+l
Kovetkezik, hogy minden tl,...,tm+leTF fara a

F,n’ * %

LE(Pm(tl,...,tm+lU fa az Rm(tll,...,tln pawurk
1
i ) alakban irhatd, ahol minden i&[m+l], je[ni]—re

nm+l

y e oy
m+ll

(ti,tij) eTa:(cij) valamely cijeC-re.

E jel6lést hasznalva kapjuk, hogy minden tl""’tm+leTF

,...,tm+ll,...,tm+l |
nm+l

fara Qm\t = Rm(tll,...,tl
n

RARETA )

A bizonyitas tovabbi részében ezt az egyenlBséget hasznaljuk

fel, a tl""’tm+l kiilonbdzd értékei mellett.

Tegylik fel, hogy Qm # Rm. Ez azt jelenti, hogy valamely
vepath(Qm)npath(Rm) utra lab(Qm,v) # lab(Rm,v).
Ekkor négy kiilénb6zd eset lehetséges.

(a) lab(mev) = f, 1ab(Rm,v) = g valamely f,geF-re,
és f # g. Ekkor

£ = lab(o_,v) = lab(o_ (¥, ..., #) ,v) = 1ab(§m(#’ll,...

-o-'ﬁl '...'%m-}'l ,o-o’ﬁm_'_l ),V) = lab(Rm'V) = g’
n, 1 n
m+l

ami ellentmondéas.



_

(b) lab(Qm,v) = Xy 1ab(Rm,v) = g valamely ie[m+l]-re
és geF-re. Most g = #, mivel

%=1ab(Q (¥,....#),v) =1ab(R (¥ ,...., ¥, ,..., &

m+l ,...
1 n,y 1
""kfm+l ),v) = lab(Rm,v) = q.

D+l
Ugyanakkor minden téTF fara
t = 1lab(Q (H,.rertyen., #),v) =

i-edik
=1mﬂ§#%i,.“,ﬁl ,”.¢i,“.¢m,”.ﬂﬂml,”.
] ny  } i 1
""4Fm+l ), v) = lab(Rm,v) =g =4F,
T+l

ami ellentmondéas.

(c) lab(Qm,v) = £, lab(R_,v) = x; valamely f€F és i€[m+1l]-
re. Qm definicidéja alapjan lathatd /v 3. abra/, hogy ebben az
esetben str(Qm,v) részfa tartalmaz legalabb egy xj(j #F i) le-
velet. Ekkor minden teTn fara teljesiil, hogy t részfaja a

str(Qm LH,...,t,...,”) ,v) fanak. Szintén teljesiil,

j-edik
hogy
stx(D Wbueoistyeontl)v) = str(ﬁm(ﬁill,...,iﬁln ,...,tjl,...
j-edik 1
...,tj """H:m+l""'ﬁm+l )’V):%i
n, 1 Bl 3

valamelywﬂé[nil—re. Ellentmondas, hiszen t értékét meg tudjuk

ugy valasztani, hogy t nem részfaja *#£ -nek.
L
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(a) lab(Q ,v) = x;, lab(R_,v) = x; valamely i,je[m+l]-
re, ugy hogy i # j. Legyen teTq tetszGleges olyan fa, amely

az rn(t) 70 egyenldtlenséget kielégiti. Ekkor
¥=1ab(o_ (W, ooty e..  ¥) ,v) =

j-edik
= labfR_ [y sessaly  pocerbs pensake """H:m+l"'
1 iy J1 In. 1
J
""J¥m+l ),v) = tj@
nm+l
valamely'ﬂéfnj]—re, tovabba (t,tj) € T:E(c ] valamely
j
L

cj ¢C-re. De [ egy NDR-transzformator, ezért rn(tj Y7 O
L L
ami ismét ellentmondas. []

Legyen k< m és tegyiik fel, hogy qane(ijﬁbﬂ,oﬁﬁl)k.
Ez azt jelenti, hogy minden ié[Zk]—ra létezik egy 01i =
= (Fi—l’Ai’Fi' Zi'ai) DR-transzformator, hogy az alabbi
feltételek teljesiilnek:
(a 2k F,

) B, = E

b) ha i paratlan, akkor 011 LNDR-transzformator,
) ha
)

(
{2
(c

(d

ha i paros, akkor Uti NH-transzformator,

ﬁH1°..f”Cdtk = Tim-

Mivel mindegyik Uii NDR-transzformator, a 2.2 és 2.4,

lemma alapjan kapjuk, hogy

~r o ) ' ’
(Pm,Qm)eTJLl /tm’zk =
azaz minden i€[2k]-ra léteznek az ri—lGETFi_l,m+1
és r, e TFi,m+l fak amelyekre By ™ Pm’ o = Qm és
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(ri_l,ri)é Ty@t . Tulajdonképpen a [3/ relacid vezet ellent-
3.
mondasra a 2.14. lemmaban.

2.5. lemma. Minden it[2k]l-ra teljesiil, hogyljb(r.

1—1) = B¢

azaz ria nem tartalmaz O aritdsu szimbdélumot.

Bizonyitds. Ha rn (r. # O akkor rn (r.) # O mivel A,
o\ i- o A i

1)
NDR-transzformdtor. Most, ha valamely ié¢[2k]-ra rno(ri_l) # O,

akkorrno(er) # 0, ami Yok definicidéja alapjéan ellentmondés.[]

Az r_ és r, fékban az X, (jélm+1]) levelekhez vezetd
utakat az alabbi mdédon lehet jellemezni. Valah&nyszor j&[m+l]
és vepathj(ro) vagy Vepathj(rzk), mindannyiszor ro es r,,
definicidéja alapjan
'3 ha  je[m]
\Vlz = /4]
m ha j = mt+l.

Ez k&nnyen leolvashatd a 3. abrarol.

2.6. lemma. Minden iel2k], je[m+l] és vépathj(ri_l)

re ]V|2 értéke megegyezik /4/-gyel.

Bizonyités. A 2.1. lemma (a) része alapjén minden

v6pathj(ri_l) utra létezik egy zepathj(ri) ut, hogy

\v\z < |z|2. Igy, ha valamely i€[2k], je[m+l] és vepathj(ri l)

re |v|2> j ha jelm], és Iv]27'm ha j = m+l, akkor valamely



s BB

Zepathj(rzk) utra |zl, 73 ha je[m], és [z|,7 m ha j = m+l.
Ez azonban ellentmond /4/-nek.

Hasonld médon, 2.1 lemma (b) részének a felhasznélasa-
val kapjuk, hogy a |v|2< j ha j€[m] és ]v|2<,m ha j = m+l
feltételbdl kbvetkezik, hogy létezik egy zepathj(ro) ut,
amely kettes hosszara ugyanaz teljesiil, mint v kettes hosz-

szara, ami ismét ellentmond /4/-nek. 0

2.7. lemma. Legyen i€ [2k] és rieTFi(AiXm+l)’ Tegyiik
fel, hogy teljesiil az

X " e i B
a.r. = r! derivacio.
iTi-1 dii i

Tegylik fel, hogy a cf(xl,...,xn)_a q(clxl,...,cnxn) atirasi
szabalyt alkalmazta d%i a fenti derivéacidban, ahol fGF?_l
valamely n ? 1-re, c,cl,...,cAgAi és quF' - Ekkor minden

l’
je[n] és wppathj(q)—ra teljesiil, hogy

(@) ha n =1,
'le=
1 ha nyl

[Megemlitjiik, hogy r, az ri parja./

Bizonyitads. A lemma feltételei alapjan léteznek az

P

s GT €s

i=1% *p m+2rEyre- B €T m+1'sieTFi,m+2

i-1' gt B

ql""'qneTFi,m+l' fak, hogy az.aldbbi feltételek teljesiilnek:
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(a) si_l—ben pontosan egyszer fordul eld X 1o
-1

(b)) = =

i Si-1 mi2 f(tl”“’tn)'

I

LC) ri Si'zq(qll-~~rqn)l
mt

(d) (Si—l'si)e/tiﬂ_i’(tj’qj)e’t Jti(cj)(jEFHJ)-

Tegyiik fel, hogy valamely j&[n] és wepathj(q)—ra | w |2
nem elégiti ki a lemméban kimondott egyenldséget.
A 2.5. lemma és (a) alapjan megvalaszthatjuk e,éfm+l] ér-
tékét ugy, hogy valamely vépatht(ri_l)—re vav=vjv,
alakban irhaté, ahol vlepathm+2(si_1) és
vzepatht(tj). Tovédbba, a 2.1. lemma alapjan létezik
zlepathm+2(si) és zzépatht(qj), hogy |vy|, < Izl‘z és
vyl , S lzzlz. Legyen 2 = z,wZ,, nyilvanvald, hogy Zepathz(ri).

Eldsz6r az n = 1 esetet tekintjlik. Az indirekt feltevés
alapjan ‘W\z > 0, ahonnan
IVl = 1vdvaly = Ivplgtlvyly < dzgl gt lwl g4 12, = | 2wz, , =
= \2\2, ami ellentmond a 2.6. lemmanak.

Most tegylik fel, hogy n 1. Ebben az esetben a II.2
alfejezet elején tett megjegyzésiink értelmében ]w|2 = 0
nem &llhat fenn, tehédt az indirekt feltevés |w|, 71. De ekkor
|v], = lvljvzlz = |vl|2+1+lv212< lzll 2+|w| i ]zzl2 =

= lzywzy ]y = Ivly

ami ellentmondas. my

2.8. lemma. Minden i€[2k] é&s nZ 4-re rn (r;_;) = O.

Bizonyitas. Tegyik feél, hogy nem igaz az &llités.

Legyen ic[2k] a legnagyobb pozitiv egész szam, amelyre az
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rnn(ri_l) 7 0 egyenl&tlenség valamely n 2 4-re teljesiil.

* ’ 14 . z 2
Ekkor az airi_l==§dLi ri (rieTFi(Aixm+l» derivacidéban

611 legaldbb egy cf(x;,...,x )—7 q(cx .,cx ) alaku sza-

l ’ . o
balyt alkalmazott, amelyre n2>4 és rnl(q) = O minden { Z 4-re.

Mivel ﬁti NDR-transzformator kdvetkezik, hogy
\W)27>l valamely je[n] és wgpathj(q)—ra.

Ez ellentmond a 2.7. lemménak. []

A bizonyités e pontjanadl megadllapithatjuk, hogy minden

i€ [2k]-ra r,_, minden fliggvényszimbdluma az
Fi_VF._UF}_

-1V F 4 1 halmaz eleme.

’

; & ¥
2.9. lemma. Tekintsiik az airi—l——?hi ri

)) derivaciét. Tegyiik fel, hogy a fenti

e ’
(iel2k], rieTFi(AiXm+l
derivacidban d{i a

n " .
cf(xl,...,xn)——§(;(feFi_l,n Z1 és quFi(Aan)) szabalyt
alkalmazta. Ekkor nel[3] és q az aldbbi harom alak k&ziil

valamelyikkel irhatdé le valamely u_,u,,u,,u,&T ’
o’ 1" 2773 Fl 1
2 3 i*
cl,c2,c36Ai, geFi és h&Fi—ra.
(a) ha n =1 akkor gq = uo(clxl),
(b) ha n = 2 akkor vagy

q = uo(g(ul(clxil),uz(czxiz)n ahol [i,,i,} ="L2]
vagy

Q= uo(h(ul(clxi )’uZLCZXiz)’u3lc3xi3)” ahol
Haodpda§ = [2], -

(c) ha n = 3 akkor
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q = uo(h(ul(clxi ),uz(czxiz),u3(c3xi3))) ahol
f1,,1,,1,) = [3].

/Megijegyezziik, hogy a T 1 jelslésben Fi—t rangolt &abécé-
F,,1
i’

nek tekintjlik. Tehat quT 1 azt jelenti, hogy uj—ben
P, el
. 4

minden fliggvény szimbdélum eleme Fi-nek (g = 0,1,2,3)./

Bizonyitas. Mivel d%i NDR-transzformdtor, a tétel al-

litédsa a 2.5, 2.7, 2.8 lemmakbdl kdvetkezik. |]

Definicid. Legyen i€[2k] tetszBleges! Azt mondjuk,

hogy ri /6] tipusu ha

3 P
(a) valamely fGFi_l €s pl,per3ETF T

i-1
£(py/PysP3)ésub(x; ;)
és /6]
(b) minden je[3]-ra nj7'0 ahol

n, = max{\leIVEpathl(pj\,ﬁ,éfm+l]}.

2.10. lemma. Nem létezik olyan ié[ék] amelyre ri_,

/6] tipusu.

Bizonyitds. Elegendd megmutatni, hogy ha ri_1 /6] ti-

pusu, akkor r, is /6/ tipusu. Ez a lemma bizonyitédsat adja,
hiszen Yok definicidé szerint nem [/6/ tipusu.

Tegytik fel, hogy r, ; /6/ tipusu (ie[2k1).
Ekkor a 2.9. lemmébdl kévetkezik, hogy valamely

s eET SfET uo,ul,uz,u3eT 1 c,cl,cz,c3eAi

s ’ ’
i-d Fi_l,m+2 F.,m+2 1

il
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és ql,qz,q3eTFi,m+l—re az alabbiak teljesiilnek:
1-1 = 841 me2 PyrPpeP3)y
Ty = 85 mi2 YolB(uglag)suplay) uglag))) .
(c) cf(xl,xz,x3)—9 uo(h(ul(clxil)’u2(c2xi2)’
uzlegx; ))e 2y
{i,,1,,15F = [3],
(a) (si_l,si)éz;ti,(pij,qj)équLi(cj) minden j€&[3]-ra.

Tovabba, minden je[3]-ra, létezik tj@[m+11 és vjepathK (pi } 5
s B
hogy | v [, =n, . A 2.1. lemma alapjan létezik

J
ZjEpathL_(qj) ut, hogy lvjl2 < |Zj12. Ez azt mutatja, hogy

r, /6] tipusu a h(ul(ql),uz(qz),u3(q3))részféval. 0

Definicidé. Legyen ie[2k]. Azt mondjuk, hogy ri g [7]

tipusu ha

.3 =
(a) valamely feFi_l é€s pl,pz,p3GTF -re

i_l,m+l
£(PysPyspy)EsUb (X, ;)

és /7]

|b) létezik pontosan egy j&[3] amelyre nj7<3, ahol

n; ugyanaz, mint a /6/ tipus definicidjaban.

2.11. lemma. Nem létezik olyan i€l 2k] amelyre ry 1 |7/

tipusu.

Bizonyitas. Mivel Yy, hem /7/ tipusu, ugyanazt a gon-

dolatmenetet ko&vetjik, mint a 2.10. lemma bizonyitaséban.
Tegylik fel, hogy ri1 [7] tipusu. Ekkor a 2.10. lemma

jelsléseit felhasznalva (a)-(d) ismét fennallnak, és az



o AT

dltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
| wols 2 o, Iv | = ‘v l = 0, azaz p, ,p,eT .
172 e 2% o R L T

Eképpen a 2.1, 2.9 lemmdkbdl kdvetkezik, hogy ,z 7 O és

l,2

G i T ET , ami azt jelenti, hogy r., /7/ tipusu. [0
e Fl m+2 *
1’

A tovabbiakban sziikségiink lesz még egy tipusra.

Definicié. Azt mondjuk, hogy valamely i€[2k]-ra r

i-1
/8] tipusu, ha létezik v,z path(ri_l) amelyek kielégitik az

alabbi feltételeket:
(@) v4 z és z £ v,

\ 3
(b) str(ri_l,v) = f(pl,pz,p3) valamely feFi_l,

pl'pZ'p3eTFi_l,m+l—re’ /8/
3
{e) str(ri_l,z) = f’(pi,pé,pé) valamely f£'¢F;_,,
14 ’ ’ -
P1+P2rP3&Tp . me17FC"

2.12, lemma. Nem létezik ie[Zk], amelyre r._1 /8/ tipusu.

Bizonyitds. Ha riq /8/ tipusu, akkor a 2.9. lemma a-

lapjan r, is /8/ tipusu. Ez a lemma bizonyitéasat adja, hi-

szen r nem /8/ tipusu. L__.l

2k

2.13. lemma. Legyen ie[2k] paratlan egész. Ekkor

rn3(ri_l) = rn3(ri).
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Bizonyitads. A 2.9. lemmdbd6l nyilvanvaldan kovetkezik,

hogy rn3(ri_l) < rn3(ri). Tegyiikk fel, hogy rn3(ri_l) < rn3(ri).

m+1
legaléabb egy /5/ alaku szabalyt alkalmazott. Azonban ez el-

—N% ’ r _ - A
Ekkor az airi_l-—-—'z\},,Li ri(rieT (A;X » derivacidban i
lentmondéas, mivel péaratlan i-re dti LNDR-transzformator.

2.14, lemma. k = m.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy k< m. Ekkor, mivel rn3(ro) = 0

és rn3(r2k) =m, a 2.13. lemmabdl kovetkezik, hogy valamely

padratlan i€[2k] szamra rn (ri_l)ﬁ_ rn,(r.,)-2. Ez azt jelenti,

3{ry)

hogy létezik v,zepath(r,_;), hogy v # z, str(r, ,,v) =
f(pllpz)l Str(r._l,z) p— f'(pilpé) Valamely

E,E" GF l,p . QT (jE[Z])—re, tovabba az

Jj i l,m+l
a;r,_ ;= ’Hirl(r 'eT l(AiXm+l» derivaciéban f és f’ [5/ ti-
pusu szabaly alkalmazasaval keriilt atiréasra.

E1lSsz6r bebizonyitjuk, hogy vz vagy z< v teljesiil.
Avd<d z, z4 v és v # z relacidkbdl kdvetkezik, hogy r,

/8/ tipusu, ami ellentmond a 2.12. lemmanak.

Tegyiik fel, hogy v<z és az [/5/ szabaly alkalmazasaval
irta at 01 f-et az ar, l'-—>JL r{ derivaciéban. Ekkor,
az altalanossag megszoritéasa nelkul feltehetjiik, hogy (a),
(b), (c), (a) teljesiil valamely S 1
SieTFi mt2 és a;,9;,95€ B

't, .ET '
=1 Fi—l'm+2



- 49 -

(a) ry1 = 8.3 w2 £(P1rPY

(b) £i-1 m+2 f'(Pi,pé),

(e) r; = 55 ni2 uo(B(uglay) ruy(ay) uzlay)) o

(a) (Sl 1751)eT o '(Pij'qj)et'&i( ) minden je[3]-ra.

Vezessiik be a k&vetkezd jeloléseket

3
Il

max{Jvlz\vEpathL(pj) valamely Qé[m+l]-re} (jé[Z]),

]
|

= max{lv]zlvépatht(qj) valamelyeG[rmJJ—ref (jeL3]).

A (b) pont alapjan tudjuk, hogy m17 0. Tovabba m, = O
mivel nb'70—b61 (d) és 2.1. lemma alapjan kdvetkezne, hogy
nl7 o, n27'0 és n37'0. Ez azonban azt jelentené, hogy ry

/6/ tipusu, ami ellentmond a 2.10. lemmanak.

Eképpen pzei‘l .
Fi—l'm+l

/5/ alapjan tudjuk, hogy {il,iz,i3} = [2], ami azt
jelenti, hogy 1%1 Py és P, ko6zlil valamelyiket duplikalja.
Megmutatjuk, hogy mindkét eset ellentmondashoz vezet.

El8sz6r tegyiik fel, hogy 1 egyszer, 2 kétszer fordul
eld az il’iz'i3 sorozatban. Ekkor a 2.1, 2.9 lemmakbol ko-
vetkezik, hogy pontosan egy j&[B]—ra nj’70, ami ellentmond
a 2.11. lemméanak.

Masodszor tegyiik fel, hogy 1 kétszer, 2 egyszer fordul
eld az il’iz’i3 sorozatban. De ekkor, mivel f’ /5/ alaku
szabaly alkalmazasaval keriilt atirdsra, azt kapjuk, hogy

/8/ tipusu, ami a 2.12. lemma alapjan ujra ellentmondasra

vezet.



Tehat k = m. Ej
Ezzel bebizonyitottuk a 2.3. tételt. []

Most a 2.3. tételt egy masik alakban mondjuk ki.
Kénnyen igazolhatd az LNDReNW = MNDA azonossag.
Valéban, barmely Yl LNDR- és J» NH-transzformitorra az
1.3. lemma alapjéan Tbt’b—:= 1 ° rb" és koénnyen igazolhatd,
hogy ebben az esetben W°J»r egy UNDR-transzformator. Fordit-
va, adott [ UNDR-transzformatorhoz a szokdsos atcimkézdo
moédszerrel /vd. [ 6]-ban a 155. oldalon a 3.1. lemmaval/
meg tudunk konstrualni egy 1M. LNDR- és J~ NH-transz-
formatort ugy, hogy qa: = tdto‘riw teljesiiljoén.

A fentieknek megfelelden a 2.3. tételt az alabbi alakban is

kimondhatjuk.

2.15. tétel. Minden m >1l-re UNDR"C %Nﬁﬂ,m+l.

Tehat a II. 2. alfejezet elején felvetett problémara

valaszt ad a

2.16. tétel. [ M ]végtelen halmaz.

Bizonyitads. A 2.16. tétel a 2.3. tétel kovetkezménye. 0]

A kovetkezokben a mésodik problémaval foglalkozunk.

Igazolhatd a kovetkezd allitas.
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2.17. lemma. Létezik egy WL = (F,{a,b},?,z,a) NDR-

transzformator, hogy tmd’(iJ‘(DO}LO\NQU = minden k 7 l-re.

Bizonyitas. M -t az (a), (b), (c) feltételekkel de-

finialjuk.

(a) 7 = Fur?, ¥ = {¥}, 2 = [}
(b) F = FUFUFS, F° = { U}, F° = {5}, F° = {q},
(c) 2 az alabbi szabalyok halmaza:
(i) a'}*_)& ’ b%_7# r
(ii) af(xl,xz)—q'g(bxl,axl,bxz), bf(xl,x2)—7 f(bxl,bxz).
A Pm, Qm fakat ugyanugy definidljuk, mint a 2.3. tétel
bizonyitéasaban. Kénnyen igazolhatd, hogy minden mZ1l-re
(P,rQ,)€ Ty, -

Tovabba, irjuk Qm—et a

Qm(xl’XZ'XZ’""Xm+l""’xm+l) alakban, ahol
mt+l-szer

- A (
On€ Ty o (n = L+2+.. 4me1).
Ekkor minden tl,...,tm+lETF fara

; - " /t
(Pm(tl,...,tm+l) ,Qm(tl,tz,tz,...,w,tm_'_l))é S

m-szer

1 i = 't:

teljesiil, ahol tﬁ+l ﬁn,(tm+l)-

Ezt a jeltlést hasznélva a 2.18. lemma a 2.4. lemm&ahoz

hasonldéan igazolhatd. Ezért a bizonyitast elhagyjuk.

2.18. lemma. Ha [ NDR-transzformitorra teljesiil a

TJL = 'CE'egyeanSég, akkor minden m >1l-re teljesiil a

(Pm,Qm)e (E,f; tartalmazas. []
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Most befejezzik a 2.17. lemma bizonyitasat. Tegyilik fel,
hogy 't%é (LNDRoNR) s valamely k Z l-re. Ekkor minden

i€&[2k ]-ra létezik eqy VL. = (F.

i 1-1’Ai'Fi’ zi’ai) DR-transz-

formdtor amelyre fenadllnak /2/ (a)-(c) tulajdonsdgai és
Tﬁ% = L @ ...qut . Valasszuk m-et ugy, hogy k< m telje-

1 k
siljon. A 2.2. és 2.18. lemmakbdl kdvetkezik, hogy

P ,0 JeT 2 s G 5
( m’ “m Jbl JL]<

Mindazonaltal, ha a 2.3. tétel bizonyitasat kovetjik a /3/
relacidotdl kezdve, akkor a 2.14. lemmdban ellentmondashoz

érkeziink. Ezzel a 2.17. lemma bizonyitasa teljes. l]

A II. fejezet utolsd tétele a 2.17. lemma kdvet-

keménye.

2.19. tétel. (7 (LNDRN® )k NAR,

k=1




III. Nemdeterminisztikus felszalld fatranszformiacidk

kompozicidi
1. Alapfogalmak

Tovabbi fogalmakat, segédeszkdzdket vezetiink be.
Az altalanossag elvesztése nélkiil feltehetjiik, hogy Nn¥disz—
junkt a tekintett valtozdhalmazokkal és rangolt &abécékkel.

Legyen G rangolt abécé. A G-félfak P, halmazat a kdvetkezd

G
médon definidljuk:
P, = {peTG(N*)| minden veN® széra ha
lab(p,v)eN¥, akkor lab(p,v) = vl.
Az S:PG—+2N* leképezés minden p félfahoz az N'S(p) rész-
halmazat rendeli, amelyet a kovetkezd mdédon definidljuk:
s(p) = {lab(p,v)]veNﬁ}ﬂ N*,

Viladgos, hogy S(p) véges halmaz minden peP, félfara. Az S(p)

G
jeltlés helyett inkdbb az egyszeriibb Sp jeldlést fogjuk
hasznalni. Az Sp halmaz elemeit p argumentumainak nevezziik.
Legyen Z tetsz®leges halmaz, legyen PEP G-félfa és tekintsiik
a\f:sp—? Z leképezést. A p faban Sp minden u elemét Y (u)-val
helyettesitve egy Z feletti G-fat kapunk, amelyet p[Sp,f]—

vel jeldliink.

Példa: Legyen G = {go,gl,gz} egy rangolt &bécé, ahol
\)(go) = 0, V(gl) S V(gz) = 2 és legyen Y ={yl’y2}'
Ap= gz(gl(ll),gz(Zl,go)) félfa az alabbi graffal szemlél-

tetheto:
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11 21\/9’o
91 ////92
Y2

A f:{ll,21}~—?{yl,y2j leképezést az alabbi médon definidl-
juk:  Yf(11) = vy T(21) = v,.

A p[Sp,f] fa a kovetkezd graffal szemléltethetd:

LY
N

Az A rangolt abécét allapothalmaznak nevezziik, ha A
minden eleme egy aritasu filiggvényszimbélum. Ha A &llapot-
halmaz és D tetszdleges halmaz, akkor AD jeldli az

AD = {a(d)laen, dep} halmazt.
Tovabba ha aeA és deD akkor altaldban ad jel8lést hasz-
ndlunk a(d) helyett. Ha Al,...,Aj dllapothalmazok (jeN)
akkor az AjX...XAl Descartes szorzatot allapothalmaznak te-

1
1 sztringekkel jeloljiik, ahol afEAi,

kintjik és Aj...Al jeldléssel hivatkozunk ra. Az Aj...A
halmaz elemeit aj...a

i=1,...,5.
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Legyen'{ :A> B tetszGleges leképezés. Az rg(&f)=-{bl$(a) =
= b, aéA} halmazt ¥ értékkészletének nevezziik.
Tekintsiik az N¥ halmaz tetsz8leges u elemét.

Az (pu:TG(N¥)——?TG(N¥) leképezést a kovetkezd mdédon definidljuk

(i) LUu(p) = p ha p = f(éGo),

(41) Luu(p) = up ha peN”™,

(iii)(Du(p) = fkpu(pl),...,UJu(p%)) ha p = f(pl,...,pL),
fegt, Ur1, peT(YuN*), 1 =1,...,L.

Tehat az (pu(p) fat ugy kapjuk meg a p £fabdél, hogy p minden
veN* levelét uv-vel helyettesitjlik.
Legyenek UyresesUp tetszBleges halmazok és legyen V

lX...XUL

halmaznak. Legyen jé{l,...,ﬂb [V]j jelsli az
{uj 13 (uo,...,uj,...,un)év, o<n<d, o<3<n j’

valamely részhalmaza az (UOXU )U...U(UOXUl)UUO

halmazt.
Tehat a [V]j halmaz elemei a V halmaz elemeinek j-edik
komponensei.

Az egységes formalizmus kedvéért a kdvetkezd konvencidt
vezetjlik be. Legyen G rangolt &bécé, )/ pedig legyen G ari-
tasfiiggvénye. Ha ue G°, azaz Y (u) = 0, akkor u(l,...,V(u))
az u G-fat jeldli, st tetszdleges Y halmazra
u(l,...,V(u))[{l,...,V(u)k,JPJ is az u G-fat jeldli.

Ebben a fejezetben az Ul =(F,A,G,K,Z) R-transzformator
atirasi szabalyait
af-ﬁq[sq,nf] (aepy, feF™, :S = a{1,...,m})
alakban irjuk. Ennek megfelelden
pl,pzeTG(N*UATF(N*D fékra p; =), P, kézvetlen atmenet tel-

jesiil, ha pl—b61 p,-t ugy kapjuk, hogy Pq valamely
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af (Lys enp}[41y 00 smbsd] (féFm,‘A:{l,...,ml—ﬁ'TF(N*j)
alaku részfajat q[SqUB] faval helyettesitjiik, ahol
af—)q[Sq,\fJGZ , és aﬁ:Sq—?ATF(N")

leképezésre teljesiil, hogy minden séSq argumentumra ha

f(s) = ct (cer, tefl,...,m}) akkor f(s) = cd(t).

2. Derivacid sorozatok

Ebben az alfejezetben felszalld fatranszformatorok
derivacid sorozatainak jellemzésével fogunk foglalkozni.
A tovéabbiakban k 2-nél nem kisebb természetes szamot jeldsl,

3% ,‘)1_ - ’ - =
ezenfelil legyen Y (Gi—l’Ai’Gi’Ai’ Z ) R-transzfor

Sl
mator (i = l,...,k).
Most megadunk egy P eljarast. P inputja egy, a kbvet-

kez6 alakban megadott derivacid:

1/: P, = p. (a.€A.,p. €T P ET
/1] aspy_q 701,3. py (a6 ,py s Gj_l,pje Gy

je{1,...,k})

és a
. .= r. .[s (r. €P
Pj-1 =1 rj_l’\fj—l (j-l Gi y'
:S — T )
\'rj—l rj_l j=-1
felbontas.
A P eljaras az rj_l(ETG (N*)) fa magassaga szerinti
j-1

teljes indukcidval eldallitja a /2/, /3] derivaciodkat,

amelyek a kdvetkezd alakban irhatdk fel.



/2]

[3]/:

se,

ajrj_l[srj_l,fj_ll—-——b* [ Lr]=> TJ = p

(y:s r,

argumentumra Yj(s

a.r.
J J=

1=>" T s, ,\yj] (\.rjzsr —A.S

- BF w

J J
— A, 5¥9 fj ' ﬁj:srj-?TGj)' minden sjesr

Wj(sj) teljesiil.

7

3 ks A

és minden sj(~_Sr argumentumra teljesiil, hogy ha

Y5 (sj)

j

= AE g akkor *j(sj) = aj%%—l(sj—l)'

Tehat a /2/ derivacido az [1/ derivacid olyan atiitemezé-

amely el®szOr az rj

tobbi részeét.

-1
/3] pedig [/2/-nek az rj-l félfara valdé megszo-

félfat forditja le, s azutén a Psg

ritasa.

Legyen h(rj_l) = 0. Két esetet kiildnbbztetiink meg.
1. eset. ry_q = féGQ_l. Ebben az esetben S_ ) = @, {j_l = ¢
és s l[S TJ l = f. Tehat ajf-—?pjeffdij, ahol
pj&TGj(Yj). Legyen Ty = Py eképpen Srj = ¢. Legyen

Tj = @, 43 = ¢, ?5 = @. A fentiek alapjan az /1l/ derivacid

az alabbi alakot 6lti:

L_Srj lr\fj_11=7¥ rj[srj’\'/j]::‘z;;j rj[srjl"fj]r

Y
:iZ;% rj[srj’?j]'
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N *
2. eset. ry 4 =e (eN"). Ebben az esetben Yj—l(e)
= rj—l[srj_l'Yj-l]' Legyen ry = e, igy Srj ={e:}. A
V.:S_ —3A.T , vs:S.. —A.S és “p,.:S_ —3T
. G. r. r. r. G
377y 37641 T3 J Ty J Ty

leképezéseket a kovetkezd médon definidljuk:

43 (e) = 3 j l ?j l ( e)._ a € \r -
Eképpen rj[Srj,qaj = ajrj—lf rj—l’Tj-l]’ rj[Srj’Yj] = aje.
Tehadt megkaptuk a kivant [/2/ és [3/ derivacidkat és'%j(e)== a.e,

J
ﬁ%(e) = aj%j—l(e)’ ahol Srj =4ie}.

Tehat a h(rj_l) = O magassagra bebizonyitottuk az allitéast.

Legyen rj_l = f(Ell'°"§L) = f«Dl(pl)""’aQ(pL))

- = 1. 2.5 U...Ut h
(pl, '€ PGj—l srj_l i splu spzu L Sp?, ahol
i.spi = {is\sespik, 1e{1l; « s ;61

rj—l[sr. l’Tj—l] = f(pl[Sp17kl]""’FE[Sp ,uL]) ahol minden
-

i €[] ingexre és ses argumentumrawﬂﬂ(s) = T. (is ) teljestiil.
Py i j-1

Az [1/ derivacid elsd lépésében alkalmazott produkcid a

] £

kdvetkezd alaku: ajf—dyq[Sq,E ahol q&P. féGj_l

J
valamely ! természetes szamra, g:sq_g Aj{l,...,l}.
Kovetkezésképpen az [1/ derivacid a kbvetkezd alakban irhatd

fel:

X .
(g:sq~47Ajrg(Tj-1), T:Sq~—7TGj)) - ahol a ¢ leképezés
kielégiti az alabbi formuléat:
minden seSq argumentumra ha g(s) = bjt (t@{},...,ﬂ}, bjéAj)

akkor ([s) = bjpt[sptvut]



- 50 -

e 55 : - :==_X 2 ;
Ebb&l k&vetkezik, hogy §(s) bjpt[spt'/u"t] ?%j (s ) igaz.
A kivant derivacidk a kovetkezd alakban irhatdk fel:

L »
/2] ajf(pl [Splr/*l] NS - [SPL ,/bﬂ])———?%jq Esq’g:l::?m,j

i i . o~
?Lj q[Sq.k]—?JL_ qESq,L] ,
J
ahol W :S ——?T (A.7 ), ' T:S_ —ST.
E J ] GJ 1 q Gj

/3/: ajf (wl(pl) ,...,O)L( pL))——ﬁJLj q[SqIEJ ﬁ:; q[Sqﬂ?:] '

- . * .
ahol Z:5 - Ajl‘G__j_l\N Ly HiS,— T (A

i qu l)

A Y, E C leképezéseket az alabbiakban fogjuk definidlni.

Minden sesq argumentumra tekintsiik a

- —_ X - ¥ - . -
/4] : S(s) bjptI_Spt,/ut] —ij L(s) derivaciét, ahol
£(s) = bjt teljesiil.
Mivel h(pt)< h(rj_l) a teljes indukcids feltevés alapjan
alkalmazzuk a P eljarast a [4/ derivacidéra és a p, L[S , 4. ]
B %

felbontasra, ugy nyerjik az [/5/, /6/ derivacidkat.
) _ X —_ ¥ _
K bjptfspt,/ut].—ﬁ%qutsqs,’zs]—?%j qs[sqs,§S] = T(s),
(a 6P r Qszsqs—a Ajrg(/ut) " §S:qu—-7 TGj) , és

J
minden veSq argumentumra ‘zs(v)*ﬁ”ﬁ_ §S (v) teljesiil.
J

s
J-

és mlnden vesq argumentumra ha 425 (v) = bjz valamely
s

[6]: by pt:?* ! [ "ls (is:sqs—> B55p

bjéAj allapotra és zeSp argumentumra, akkorzs(v) =
t
= bj/bt(z).
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A WQ:E, M leképezések értékét az s argumentumra a
Wisi = qglsg_ngls §e) =w (bspy) . K(s )=0->t(qs[8qsrqs])
egyenl6ségekkel definialjuk.
A /2] derivacib g(s)==i;31L(s)==i;%”D(s) alaku részderivacidja
megegyezik az /5/ derivacidval.
A /3] derivacié §(5)=$3k M (s ) alaku részderivacidja ugy &ll

J
eld a /6/ derivacidébdl, hogy annak minden egyes lépésére
alkalmazzuk az LDt leképezést.

Az aldbbiakban megadunk egy S eljarast. Az S inputja

egy a kovetkezd alakban megadott D = Dl""’Dk derivacid

sorozat:

. \¥
Dy: a;p, s, P (poéTGo'aleAl’pleTGl)'

- o\
-y azpl—Zaszz' (agen,, pzéTG2)>

: X
Pk? 2kPk-1Tn, Px layeny PeeTe ),

és a B, = rO[Sr ’fo] felbontéas.
o

S eljaras két derivacid sorozatot allit eld, a

D ° = Dlo,Dzo,...,DkO é6s a D ° = 510’520""'5k0 derivacid
: ry _T
sorozatot, ahol D és D az alabbi alakkal rendelkeznek:
r
o, ¥ -
D,": ajrg [S To 1 lfS ,Yil—b. rlfsrl,fl] Py
(e ( Yy ) Y8, e 179(P5) r fy:8 ¥ G 17 -

minden sleSrl argumentumra fenn&ll a\fl(sﬁzzﬁg_l(sl)

derivaciod.
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r
Dy azrlLSrl'\h]:B«,zrz[srz'Yzlr‘—*?)tzrzfsrz'fzj = Py
(rzePGz, *Q:Sri—ﬁ'Angbfl)’ Yzzsrga»TGz) és

minden szesr

»
argumentumra fennall a S,) = \f(s
2 \fz ( 2) *M-fz 2 %)

derivacid.

» o » (= 4
: ar .S 1= r.[s = elg. 4] =p
ko 2kTk-15r o Tk-1 0T TSy M= e Tkl Sy T k

(rkéPGk, *kzsrk—?Akrg(Tk_l), fk:srg—’TGk)
és minden skeSrk argumentumra fennill at{k(skr=qjl£fk(sk)
derivacid.

ol

* - -—
#3 % :?}Llrlfsrl'“?’l] ( “Vl‘srl'—’AlSro) '

ol
N RO R

* e P
a2r1:=%b2r2fsr2,w2] (W2'8r2—7A2srl)’

r
D. 2 &% ="' £lSs 1 { :tS_ —YA. S ).
k *OOTk-1The, Tk Op T Wity T Ry,

Minden j&{1,...,k} indexre és minden s4€8, argumentumra
- J
ha\fj(sj) = b.s. valamely bjéAj dllapotra és sj_lés

7 -1 r

j-1
argumentumra, akkor Qa(sj) = bj%B—l(Sj—l)’

A P eljarast alkalmazva a Dl derivacidra és a

e 5

Py = rocsr 'fo] felbontasra, nyerjik a Dlo, Dlo derivacidkat.
o 1 .

Tegyiik fel, hogy valamely i (2432 k) indexre a Dj(—)l’ ngl

derivacidkat mar megkonstrudltuk.

r
o . - .+ - - . P pa—
A Dj-l derivacidbdl kapjuk a pj—l = rj_lfsrj_l:fj_l] fel

bontast. A P eljarast alkalmazva a Dj derivacidora és a
¥ s

s

J J

= < - o
pj—l = rj-l[Srj_l'?j-l] felbontasra nyerjiik a D
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derivaciodkat.

Az alfejezet tovabbi részében eldkészitjik a k-szinkro-
nizadlt felszalldé fatranszformadtor fogalmat. A k-szinkroni-
zalt felszalld fatranszformatort ugy definidljuk, hogy az
ilyen tipusu transzformatorokkal indukalni tudjuk k darab
felszalldé fatranszformdtor kompozicidjat.

Tekintstk az Y, = (6,_,,A.,6,,80,2, ) (i=1,...k)
felszalldé fatranszformatorokat. A GO rangolt abécé aritas
fliggvényét l]—vel jeloljiik. A fejezet hatra levd részére
lerdgzitjiik ezeket a jeldléseket.

Tekintsiik a D = Dl""’Dk derivacid sorozatot:

. X ' v
Dyt 81P6 =73, P1 (Po€Tg_rP1€Tg r21€31 ),

@ —\Y¥ ’
Dy: a;py = P2 (I’2<9Tc;2 raghy),

; . o
Pk’ APr-17, Pk (pk@TGk!akeAk)'
tovabba tekintsiik a p fa p, = qoLSqo'Wb] felbontéasat,
ahol g &P 5 tS . DT, .
=76, Toi®a, "6,

Alkalmazva az S eljarast a D derivacid sorozatra és a

4y . -9

- - ‘e - o . - lf—
Py qo[Sqo'To] felbontasra nyerjik a D és D derivaciod

sorozatokat:

q
o, X :=?* =
Dl g alqo[Sqo,To:b)%lql[Sql 10{1] .J{_,lql[sql IIX]_] pl'

(qlePGl, .Ll:sql—-y A rg Iqro) , Tl:sql—>, TGl)

és minden sI&Sql argumentumra fennall az Altsl)zéj:’ql(sl)

derivacid.
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9o X . X
D2 aqu[Sqqu‘l] :?%qzl.sqz 'J\z]-%quZ[qu rq‘2] = Py
(qzePGZ, 42=Sq2—> A,xg(ny) q~2=sq2—7TG2),
és minden szesq argumentumra fennall az
2
X .
&2(52)=%Jté{é(sz) derivacid.
9o
. S—— x === k =
Dt Ay al8q o Me-1d7H(, Wl Sq Ay Z%qur:sqk”xk] P
(qkePGk) DLk:qu‘—? Akrg(’a\k—l) ’ /Kkzsqk_? TGk) r

és minden skésq argumentumra fennall az

" K
oy @k):%bbk/Xk(sk) derivéci6.

qu‘ a,q_ =y * g.[8 L] (J: 1S, —yA;S_ )

L ® Sgfg Shi, 1k Bgy 1 e R W L

q

=0 X =

B,%: a,a) =y qusqz, 2], (,,Lz.sqz—-mzsql),
5.°, s, &1, (& 5 —n )
k g1 J'quk T o a7 MkSq /"

és minden jé[k] indexre és minden s.eSq argumentumra ha
J
&j(sj) = bjsJ 1 (bjéAj,sj_Jgsqj_l), akkor Jj(sj) an

A Z( halmazt és az

D,q,)
‘R(D'qo) 2 (p,q ) TRIUBA - - VB A rgly, ),

@(quo) :sqk_"z(D,qo)’

\Y(quo) :Sq};——) Ak. . .AlTGO

leképezéseket a kbvetkezd mdédon definidljuk:

k’

J

l
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Z(D'qo) = {(SO’Sl'""Sj)‘Soesqo’slesql""’Sj@qu’Jé{l""’k} és
(j=k vagy (j< k és nincsen olyan sj+lesqj+l,
Pye1€hyerr POGY - dyun(S54n) = PyigSy))

és minden ie{l,...,jj indexre Ji(si) = b;s, 4

bieAi)} :

Minden (So’sl'""sj)éZ(D,qo)-ra
SﬁD,qo)((so’sl""’sj)) = bj...blqb(so) akkor és csak akkor,
ha minden iG[j]—re,Ii(sﬁ =bys;_q-

Minden stSqk argumentumra @QD,qo)(Sk) = (so,sl,...,sk)
akkor és csak akkor, ha minden ié{l,...,jk indexre li(si) =
= b;s;_; (bjea;).

Minden sw&qu argumentumra %KD'qo)(sk) = bk"'blﬁb(so)

akkor és csak akkor, ha © D,qo)(sk) = (so,sl,...,sk) és
,(L(D’qo) ((sorsyrevrsk)) = byevebyols,)-

Viladgos, hogy fennéall a le’q ) = (%D,q 3~Q(D'q ) azo-
o o o

nossag.

A D derivdcié sorozathoz és a p_ = qO[Sq 'Wb] felbon-
o

tashoz hozzarendelijiik a

K - H Z
(D,q,) (qkrsqk’Y(D,qo)] 'O(D,qo) **(p,ay) ’JL(D,qO))
konfiguraciot. A konfiguracid szdét azért hasznaljuk, mert

K(D - )-at megfeleltetjiik annak a k-szinkronizalt R-transz-
14
o

formdtor konfiguraciéjanak, amelyet ugy konstrudalunk megq,

hogy a twL 0 transzformécidét indukéalja.

ou.:’t
1 My
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Tovabb folytatjuk a D derivacid sorozat tanulményozasat.

Minden s €S argumentumra a T (s ) fa a kovetkezd alakban
o~ q oV o

o
irhato fel: To(so) = uo(l,...,V(uo)) [{l,...,\/(uo)k, (j;)]:

ahol u £G és (5’:): il, . l/(u&k-—) TGO,
Kettd esetet kiilénbOztetilink meg.

1. eset. Z(D’qo) = ¢. Tekintsik az £ = quSqo’go](ePGo)

félfat, ahol a § :S_ —T (N%¥) leképezés a kdvetkezd
o "4, GO.
formulaval van definidlva: minden so.f:Sq argumentumra

£o(30) =wso( u(1,...,V(u,)) ha

/K\O (so) = uo(l,...,V(uo)) [{l,...,)/(uo)l',da] (uoéGo,

J”O:{l,.. .,V(uo)}_y TGO). Igazolhatdé, hogy K(D,qo) = K(D,ro)
teljesiil.

2. eset. # @. A D derivacid sorozathoz megkonst-

Z
rualjuk az E = Ejreeo By derivacidsorozatot ugy, hogy minden

ié{l, ...,k§ indexre az E, derivécid megegyezik a D, derivaci-

6val, eltekintve a kdzvetlen derivacidk sorrendjétdl. Be

fogjuk még vezetni az E = E ""Ek derivacidé sorozatot is.

lI
. N » X
F1t 21%L8g o ] ’">Jolqlfsql ey :—_})}blqlfsql 31 =>,9«,1q1[5q1 My

(qlePGl, &l:sql-—y A rg(n,) ﬁl:sql—a TGl(AlTGO) ,

U8 T, .J.
115, 7%,

X = = ,
By B S [Sqo'go)]:;’&lqll-sql’ﬂl] (§o:sqo_?TGO(Nﬂ' ..

_ B R
/Sl:Sql——)TGl{AlN )

go a kovetkezd formulaval van definidlva: minden soesq argu-
= o
R V(uo)) P41, e ,V(uo)j ,L9<') ] vala-

mely u EG_ fliggvényszimbélumra és J’O:{l, S l/(u()k-—) TGo

mentumra ha /KO(SO) -
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leképezésre, akkor §O(so) =g (uo(l,...,L“uo))).
o
Most aﬁl és /?l leképezéseket fogjuk definidlni. Minden
Sl(:"Sq argumentumra tekintsiik D
1

% » s
/1] &, (sl) :>.91.l’h"1(51) részderivacibjat.

Tegyiik fel, hogy il(sl) = b;s_ és Al(sl) = bl%B(So) =

= byu_(1,...,V{u ))L{1,... V(u )}, J, ], aho1 50€Sq ¢ bEA,,
ug G, Jo {1, V()b T

A P eljarast alkalmazva az /l/oderivéciéra és a/rb(so) =

= uo(l,...,V%uOH [{l,...,b«u&j }96J felbontasra, nyerijiikk a
/2], |3/ derivéacidkat.

1210 byu (1, .. e [f, .. Vie)] ﬂo]'%%lul[sul,gl]*;?;/l

el
=ﬁ&bl uo[SulA}i] =’Kl(sl), ahol u

P,

S.:s AT, , J 1S —>T

1 uy 1 G, 1 uq 1 1

argumentumra fennall a Sl(vl)#;dz(vl) derivacié.
1

G és minden vlesu

/3] : bluo(l, S ’V(uo))zdblultsul'gll' ahol

Slzsul—>Al{_l, Y/ u )} és minden vleSul argumentumra

ha §,(v;) = eyt (ci&n,t €41,...,V(u)}) akkor
S (vy) = e (ey).
A /Sl(sl) g /El(sl) értékeket az aldbbi egyenl&ségekkel defini-
&15uk:
Aylsy) = ulfsul'BlJ”sl(sl) =(*§O(ulLsul'Sl])‘
Valasszuk 4 értékét ugy, hogy 2% ( £k egyenlotlenség

teljestiljén. Az Ey EL derivacidk az alabbiak:
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> N * sl
EP,: anL-l[SqL_l’rz'ljz?ﬁL q [S IOL[_-] ""?}L qusq I/SL] ?}LL

3 [ ] e b qﬁ (] 2
=), 9 LS,
M,LL qu T’L
(qlePGL, ALMSqE~? Azrg(ﬁi—l)’
Bf:8S_ —T. (AT Yo oS T, ).
L qf, GB, LGy _4 . Iz 9, G!L

=1

. r——y N 7
L anL-lESq6_l’§L—IJ >0%qg[sq£’ﬁt]

_,:8 —S T N *), :s_ > T, (B §¥).

(§L 1 q(_l Ge_l( /51, q, ? GL A?/ )

A §L—1 leképezést a kovetkezd formuldval defini&ljuk: minden
st—lesqt—l argumentumra ha/at—l(st—lJ = uC-ltsuC_l’S&—l]
akkorée_l(se‘_l) =())S€_l(u[l_l). Most a/jZ és /3, leképezéseket
fogjuk definidlni. Minden Slésq argumentumra tekintsik D

L
[Lt JY,(%L)==?QVWQ}3L) részderivacidjat.

Tegyiik fel, hogy<iL(§L) =D, sp 4 és aﬁJSL) = b&%i—l(sc-l)

= bLu(’_l[ Su I&E_l] ’ ahol Se,"lesqe,_l, b&E’A‘e/, u‘e_lePGL_lr

'Bh-l] felbontéast az E£_1 deriva-

L~1
és al{{—l(sL—l) = u(_lESuL—l

cidébdl vettiik. Alkalmazva a P eljarast az /1/ derivacidra és

a W{-l(erl) & uL—lESu Ayi—l] felbontésra nyerjiik a [/2/ és

/3] derivacidkat.

-1

_ X
/2/ bLu&_l[ Su&_l, e’_l]::Z;LuQ[SuP‘ISL] __——74_9(/2‘119‘[50‘2.'\}6] =%(SL) ’

ahol

WEP. , S :S. — AT (Y,_;), S 3T, .,
'3 Gi LTy, '3 GQ—l -1 £ " u QL
és minden Vlesu argumentumra fennall a

S&(erzﬁﬁ;_ﬁz(WL) derivacib.

3/ b =% 3 hol §, : A 5
/3] Luﬁ—l_—iﬂjuL[SuL'sL]' aho SL SuL~ﬁ tsug_l és
minden Vﬁesu argumentumra ha SL(Vi) = CLtL-l

(CiEAl’ tc—lesu ) akkor SL(Yt) = ¢, (t

).
- Le-1' -1
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ﬁL(SL) és/gL(s ) értékét az alébbi egyenldségekkel definialjuk:

Balsy) = uls, 181, f (s,) = S{_l(u&rsuz,sll).

Tekintsik az r eP félfat, amelyet az rO = qoLSqo'§0]

o

egyenldséggel definidlunk, ahol a go leképezést az El deriva-
cidban vezettiik be.

Defini&ljuk a'ﬁozsr — T leképezést az alédbbi formulaval:

o S
%C£Soi) =“90(i) ha/Kb(so) = uo(l,...,V(uoﬂ [{l,...,V(uo)k,U}
ahol soesqo, wEC, . Fafl, .o ¥ (n N TGO, IR & PP T |

Fennall a qO[Sq [ro] = rO[Sr /hoj egyenldséqg.
o o

1

Tekintsiik az r,EPg félfat, amelyet az ry = ql[8q1,§lj
egyenldséggel definialunk, ahol §l:S et T (N*)j
91 G '

minden s ESq argumentumra él(sl) =(Dgl(ul) ha/gl(sl)

B ull-s 8]

Léthato, hogy az srl ={s;t;ls 1€ §1 =W, (uy), €8, t
egyenldség teljesiil.

Az ’le:srl—> AlTGO, . Ql:srl—> Alsro és ?\l:srl-—) TGl__
leképezéseket a kbvetkezd mdédon definidljuk:

minden Elﬁsr argumentumra tekintsiik az 51 = sltl egyértelmi
1

felbontast, ahol slgsql, 41(51) = bys_  valamely b.€A

dllapotra és s esq argumentumra, él(sl) =g (ul), ti€8,

= = — ‘9‘

Ailsy) ul[Sul ‘H Ailsy) wso(ulfsul'sl]) P ls) ulfsul' 1

és az<*1,ﬂl,ﬁl,ki,31,gl,dz leképezéseket az El’El derivacidkban

vezettiik be.

Legyen 7, (s t,) =(51(tl) 21 s, ) o( l(tl)), %1(sltl) =\91(t1).
; - - . c o *

Mivel fennall a 8l<tl\~_¢%£j;(tl) derivacid igy az’ql(sltl):=%%1

d A; (s,t,) derivacié is teljesiil. Tehat az E.,E., derivéacidkbdl
1 1Y"1°1 1’71

nyerjik az E’,Ei derivaciodkat:
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Ef: ajr [s_ ,7\0]'=> r[s, ’?_]_]:7::1, r (S, Nq]
o Hey, 1 1
f:i: alro—_—_z;clrlfsrl,‘zl] ;
és minden leSrl argumentumra ha ;il(vl) = Vv valamely
c€A, allapotra és VOESro argumentumra, akkor %, (vl) =
= cl?\o(v )
Legyen le {_2, o ,k} tetszbleges! Tekintsiik az
rLe PGz félfat, amelyet a kovetkezd egyenldséggel defini-
alunk:
r, = q@[Sq ,'31] ’ §z:SqL—> TGL (N*) ,  minden )€ Sq argu-
mentumra §£5L) =()JSL(u ) ha /36(5 ) = uf,[Su 'BSJ°
Lathatd, hogy az Srl =1s tL IS (s =wsp_ (uz) " tl_e SuL}
egyenldség teljesiil.
Az QL:srL—-‘, ALTGL_l ;- ALK:srL—% A?’Srt-l és 7‘1 :srﬁ-—> TGL
leképezéseket a kdvetkezd médon definidljuk:
minden ;Lesr argumentumra tekintstik az EL = s, t egyértelmi
felbontéast, ‘ghol s qup, (SL =(D§L(u Y 4 t:eS ,
Alsy) = "SJL] /3 (s ) = uLESuL’Sp,J ’J”z(sz) = u,ls, ‘%f]
és azd, ,QLL,/_’;L ,/SL ’%‘L'EL ,SL ,\j}, leképezéseket az EZ' EI, derlva—
cidkban vezettiik be, és &Q_(SL) = b,sy_; valamely b €A, &lla-
potra és se'_lesq argumentumra.

Legyen 1 (s, t,) = Sylty), ‘LL(SLt ) =g
=l}L(tL). Mivel fenn&all a SL(tL ) = Uﬁ

tL) derivacidé, igy
az Qlﬂs tL):z%ﬁ,%ﬂ(sLtL) derivacidé is teljesiil.

Tehat az EL' E derivéciékbél nyerijtik az Ei, E’ derivéacidkat:

£z
E‘i: aLrL_lES 7\2/ l‘]_—_—z:,rﬁfs /22']'—> r ES Iv\E]I
- L
i aJLrL—l_‘> rL[S "2] .

L
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€s minden vLeSrL argumentumra ha A)‘L(Vl) = CpVoa valamely
C,eRn, dllapotra és VL-l&Sr argumentumra, akkor

?\ L-1
Az 19[1, ey U’Lk R-transzformadtorokhoz definidljuk a
(L) es v, halmazokat (O <L < k) és a V = VoU" .UVk halmazt
a kovetkezd modédon:

Z(o)=Go,

v = 2lo),

O
(1) = {(bl'uo'ulfsul'fi]'gl'wl'tl), 1Y% =7 ul[sul'\fl]ez“”l'
uléPGl(Yl ), ‘fl’sul'—)Alsuo'

Wl = {_(to,tl)]\fl(tl) = clto,cleAl,tOGSuo} ’

fl’sul'——ml’gl (b)) = (ty,tq) ha Py (t)) = eyt
T’_l.:wl'—?Alsuo; T (tgrty)) = et ha ¢y (k) ) = clto&'
Lathatdé, hogy minden tl&Su argumentumra fl( tl) = ‘tl(gl(tl)),

1
azaz a \‘(l = ¢y’ tl azonossag teljesiil.

Azt mondjuk, hogy a (bl,uo,ul[Sul,\h’] ’gl’wl’tl] & Z1L]

elemet generalja a bluo—> ull_Su ,‘Tl] atirasi szabaly.

v, = {( uo,5l)|uoé (o), 51@ 2(1), és 51 masodik komponense uok.
Legyen jé«{Z,...,kk index tetszdleges, és tegylik fel,

hogy minden i€{1,...,j} indexre a 7 (i) és Vv, halmazokat

mar definidltuk, és minden Ei = (bi...bl,uo,ui['sui,\f?i],gi,Wi,’Ci)6
. - —_ o P -

E:Zi‘tl) elemre fennall a fs § ;° T, egyenlség.

A Z(J) és Vj halmazokat a kdvetkezdképpen definidljuk:

(bj.. 'bl’uo’uj [Suj,\fj],fj,wj,tj) E’Z(j) akkor és csak akkor,

ha /1/-/6/ teljesiilnek.
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/1] (by_ye--bysug,uy l[s ~(J TER IR I AN I- Y (3-1),
/2] fennall a bjuj—lfz?ﬁjujtsuj’sj] derivacié, ahol
EP (B )e Bi28. ~P A8 ;
G. : g
j & 475y @ u]"l
/3/ LG:Suj_ﬁ AjAj_l...Al{l, u 'Y, f (t ) = cjcJ l...cltO
ha Ej( 5 = cjtj—l és \fj—l( j-l] = Cj—l"‘clto’
/4] {(t0 eerty gaty )|gj (tj) = cjtj_l,cjeAj,tj_léSuj_l,
%- 1 | = (to,...,tj_l)} v
{(to,..., j—l)ewj-l’ nincsen olyan tjéSuj,cjeAj,
hogy gj(tj) = cjtj_l teljesiilion U

{(to,...,tz)ewj_l| 148 4 % j-2},

151 gy suj—qwj,gj (tj ) = (to,...,tj_l,tj) ha ¢ (tj) =gty )
és
gj_l(tj_l] = (to,...,tj_l),
16/ Ti:W.,—>A....A {1,...,V(u )}; T.I = T,
373 j 1" o N w.Aw. j-1 W
§\"y-1 W51
és ha (to,...,tj_l,t.)ew., (‘j.(t. cjtj—l’ akkor
5 ((to,...,tj_l,tj)) = cyTy g (t, ..,tj_l))
Azt mondjuk, hogy a bjuj—l:=%;.uj[5u.'8jj derivacid és a
J J
. = 4 .
(bj-l bl,uo,uJ l[ 0 l’Yj—lJ’gj—l'Wj—l’ j_l)éfZ(j 1) elem

generdlja a (bj"’bl’uo’ujrsuj’Tj]’fj’wj’Tﬁ)ejz(j) elemet.
Lathatdé, hogy minden (bj...bl,uo,quSuj,fj], gj,wj,Tj)é'ZXj )

elemre fennall a fj = gjo tj egyenldség.

(u '61’°"’5j Ej)er akkor és csak akkor, ha [1/ és /2]

teljesiilnek:

-1’



_

/1/ (u ’bl""’5'—lﬁgvj—l’ 6 alakja (b

j-l"‘bl’uo’
uj_lLS . '“FJ 17 r §4- 1,w _1+T l) 5 alakja (bj...bl,uo,
uj[Su-’T’JJ r§5e My ’j)

/2] ab.u. . =% [
(3)

J=1

331 7 8 _,8.] derivacid a bj—l elemmel gene-

S
ralja a b, (e ) elemet

A kovetkezBkben definialni fogjuk a

. — : e 2 2
Hﬁ'[Z(D,q 91 20i) i=0,1,...,k leképezéseket.
Legyen soe[Z(D,qogo' azaz sOeSq ,]€O(so) értékét a kovetkezd

formulaval definialjuk:

u_ ha qb(so) = uo(l,...,V(uo))[{1,...,V(uo)},dg],
(u’":{l,...,V(uo)}~—> T

=
o
(2]
o)
I

¢}

o

Legyen s E[Z(D,ql)]l' azaz sltsql. Tekintsiik az
4,1s)) = byu (1, ( ) [{1,. _‘g J~f (uEGy -
Jb:{i,...,)/pol}-é TGO) felbontast.

A P eljarast alkalmazva Dy J1]: o ( ) —? %&( ) részderiva-

ciéjara és az uo(l,...,V(uo” [{l,...,V(uok \9;] felbontéasra

nyerjik a [/2/ és [3/ derivaciokat.

Fafe byt k1w wee Wa)) [{1,...,\/(uo)},i%]éMlul[sul,éllﬁ;bl

X
'%Ay_ ul[Su ,\9'1] = q‘l(sl) » ahol uEP. ,
1 1 l
5.t 8. —A.T ) J: 5. T és minden v.£S
1 uy 1 N 1 uy Gl’ 1 uy
argumentumra 51( :é Oy(v ) teljesiil.

o [}
/3] bluo==)/\9‘1 ul[sul,é,l], ahol §: sul——>Al{1,...,\/(uo)5
és minden v,ES ~argumentumra ha Sl(vl) = ¢.t

1l o
1 )
(cléA taE{l,...,V(uo)k, akkor 5l(vl) = Cldg(to)‘



- TR -

filey) = ul[Sul’él]'fﬁl(sl) = () (ulfsul,gl]), ahol a 3,2,
leképezéseket az El'El derivéciéﬁban definialtuk.
Legyen‘Ml(sl) azon g (1l)-beli elem, amelyetvbluo-# ulfsul,gl]
produkcid general.

Tegylik fel, hogy j€{2,...,k! és minden iG{O,...,j—lk

indexre mar definialtuk a Mi leképezést. Ekkor aJLj leképe-

zést a kovetkezd mdédon definidljuk:

minden sj(é[Z(D,qu]j = sqj) argumentumra Aj(sj) = bjsj—l
valamely bjEAj allapotra és s._lesq argumentumra. Igy

-1
dj(sj) = bjma_l(sj_l).'mj_l(sj_l) a (bj-l"’bl’uo’uj—l[Suj_l'Yj—lj’
gj~l’wj-l'qé—l) alakkal rendelkezik. Tekintsiik a W}-l(sj—l)

= uj—l[Suj_l'dg—l] felbontast, amelyet az Ej~ derivaciobdl

veszink. A P eljaréast alkalmazva D,

&

* 5 W e T Mt :
/1/ dj(sj)==ZHﬁqa(sj) részderivacidjara és az uj—lfsuj_l’&g—l]
felbontasra nyerjiik a /2/ és /3/ derivacidkat.

/2] b.u. rsuj_lﬁ95_l] :@7*IJj[suj,Sj]::§;¢qusu 21 =55 ),

J J-1 Yy 5 3
ahol ujéPGj, bj: Suj——-‘) AjTGj_l, J‘j Su._7 T r
és minden v.€S argumentumra a 9d.(v.) =$¥ GE(V.) deriva-
J uj 273 ﬂmﬁ v Rl
cid teljesiil.
=% T T . 2 .
/3] bjuj—l %mjuj[suj,bj], ahol O4¢ Suj——7AjSuj_l és minden
v4€S,, . argumentumra ha Sj(vj} = o4ty l(cjeA vt _1€S 3—1)

J
akkor gj(vj) = cjég—l(tj—l)'

Legyen Mj(sj) 2(j) azon eleme, amelyet a /3/ derivacid és

Mﬁ—l(sj-l) (EZIj-l]) general.

A D derivacié sorozathoz és a p_ = rO[Sr ’%o] felbontéas-
hoz hozzarendeljiik K = S ]
arendelju a (D'ro) (rk[ rk'\)u(D,r ) ’

S Z
(D,rO\' (D,x )) konfiguréaciot.

o)' D’ro



Az Ei, E/ derivacié sorozatok segitségével megmutatijuk

’qo) p (D’ro) konfiguracidok kozotti kapcsolatot.

{1} Az Ly = qk[sqk,ék] fat az Ei derivacidban vezettiik be,

és tudjuk, hogy minden skesq argumentumra
k
gk(sk) = aék(uk) aholj{k(sk) = (bk...bl,uo,ukfsuk,?k],
LW r Ty )
12/ =z = (s _t
123sb 2tk ésiy(s,) =
- (bt’,"'bl’uo'uk[suﬂ ol 1S Wy Ty) s

(bgrtyrer-rts)eml. )

/3/ Minden skeSrk argumentumra tekintsiik az Sy sktk

egyértelmii felbontast, ahol skGqu, Mk(sk) = (bk"'bl'

uo'ukrsuk’YkJ’gk’wk’Tk)' Sic(si) =0 o) s k€8, -
Ekkor ha‘fk[tk) = ck...cltO és *(D 7 )(sk)
o

= uo{l,...,V(uo))[{l,...,V(uo)},ég] (u&EGO,

Foedl, LV () — TGO) akkor V(D,ro)(sktk) = &, « oy e J.
/4] A Z(D r ) halmaz definicidjabdl kovetkezik, hogy minden
’
o

(Eo,él,...,éj)e 2 2

elemre létezik egy (So’sl""’sL)'

D,ro)

ez( (3£ <k), hogy

D,q,)
]ﬁAsL) = (b ...bl,uo,u(,’[Su ffL]rfp,WL,TL), és valamely
. I3 ¥

to'tl""’ j)eﬁk elemre fenndllnak a kdvetkezd egyen-

16ségek: s = Soto’ S, = sltl,...,sj = sjtj'
Ha ﬁ;lv((to,tl,...,tj)) = cj...clto ésﬁ(D’qo) ((so,sl,...,sL ) =

= b?...bluo(l,...[V(uo))[{l,...,y(uoﬂ‘,éZ] valamely

v

uO&Go miiveleti szimbdlumra es\};.{l,...,V(uolr—7 TG

’

o
leképezésre, akkor SQD v ,((50,51,...,§j)) = cj...c1J:(to).
o
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/5/ Minden Ekésr argumentumra tekintsik az Ek = g t
k
egyértelmii felbontast, ahol skesq ’
k

§k(sk) = a)sk(uk) és tkesuk.
Ha @(D,qo)(sk) = {8 8 renent) B8 QL0 = [t it ia00nety)

akkor EQD,rO)(gk) = (soto,sltl,...,sktk).

3. k=-szinkronizalt felszalld fatranszformadtorok

Ebben az alfejezetben bevezetjiikk a k-szinkronizéalt
felszalldé fatranszformator fogalmat, és bebizonyitjuk, hogy
a k-szinkronizalt felszalld fatranszformadtorok altal indukalt
relacidk megegyeznek azokkal a reldcidkkal, amelyek eldallnak
k darab felszallé fatranszformator altal indukalt reléaciod

kompozicidjaként.

3.1. definicidé. A Jr= (GyrGyreeerGrrByree A AL oo AL,

Zs,v) rendszert k-szinkronizialt felszallod (R—) transzforma-
tornak nevezziik, ahol
fif kZ2,

/2] Go’Gl""’Gk rangolt abécék,

|3/ Al""'Ak dllapothalmazok, tetszBleges if{l,...,k{
indexre Ai...AlnTG = @ és Ak...Al/\TGk = Q.
o
/4] Az Aig Al""’ALSiAk allapothalmazokat kezdd allapothal-

mazoknak nevezziik.



_

/5] Zib véges atiréasi szabaly halmaz,
zj}= ZJ)_(O)U ZL(l)U...U Zf}(#)' és valahanyszor
i # j, mindannyiszor Z'ia(l)/) Z;fs—(j) = Q.

V =VUVU..UV,, ahol V_ = Z4(0) és minden ig{1,...,k}

1 k

indexre Vig Ziw(o)x Zi’i L)st. o % Zipgl) és [Vi]i = Z.i’-(l)

'O) =G_ és b, € j ) atirasi szabalyok a kovetkezd
Jo- o J Ia
alakuak:

= : =
5, (bj...bl,uo,uj[suj,«fj],fj,wj, ;) anoy

bea, (1 =1,...,3],
quGO,

" 1
UEPG sy Su'%Aj...Al{l,...,V(uo)j

J J ; :
Wj véges részhalmaza az (N*)zu...u (Nx)JH' halmaznak,

ahol (Nx)l = ¥ és minden L 21 egész szamra

T i N e

gj: Su'—%’wj,

”Cj: wjj-—> (Aj o ByA UL .UAzAlUAl) [wj 'Jo,
és teljesiilnek az alabbi kévetelmények:
a.) j=1
i/ Wy = {(to'tl)|tl&8ul’ﬁi(tl) = clto'tdesuo’
1889}
ii/ minden t,€8, argumentumra ha %l(tl) = clt0

1
akkor ¢;(t;) =(t rty)y

LAy 4y = 5% %
iv/ vy = {(uo,El)l u G, &s Bl(é Zﬁ(l ))

masodik komponense uO} .
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. 6 - =
b.) 321, ha (uo, 1""’5j—l’5jh?vj és Ej—l

i
5 N O R SRS EAF B L I

eV,
B, eV,

= (bj_l. -bysu,u.

akkor (u , b

L
IEEERY 1 s létezik egy Ej:
8, — ks [WJ l] leképezés, amelyre i/-iv/

teljesililnek:
i/ Wy = {(to,tl,...,tj_l,tj)jgj(tj) = cyty g
cjeAj’tjeSu.’tj-lesu._l’§j-l(tj—l)
= (egrtp ety U
U (kg By ee e )14 L £4=2, (to,tl,...,tL)é
Wj_lkU
U{(to,tl,...,tj_ly;wj_l] nincsen olyan

t. eS argumentum c. éAJ allapot,

ho 5 £ ) = c.t.
gy ( sE5o0 0
ll ’t ' = "'ll es
WSy J WNW, )
b (B pbygesvart W, t.) = A,
a | ERRTANLS J,ej( J) s l(c 25

tj—le[wj_l]j_l) es tj_l ((t tl,-..,tj l)) =

= Cj—l"‘clto’ akkor tj «to’tl'°"’tj» =
= C] ..clto.

iii/ Minden tje’Suj argumentumra ha Ej(tj) = cjtj—l
CyER by €Wy ) &S Q. ) j—l) (tgrtyy 1)
akkor fj j) = (to,..., j—l'tj)'

iv/ Tj = gjoﬁj'
(Lathatd, hogy minden tj@Su. argumentumra

Ej(tj) = cjtj l(c QAJ t:j leS e l) akkor és csak
akkor, ha gj(t.) = (to,...,tj_l,tj) és

'tj((to,...,tJ l,tj)) = cj...clto.)



A dolgozat tovabbi részében a Go rangolt &bécé arités

fliggvényét V-vel jeloslijlik.

3.2, definicid. Legyen % a 3.1. definicidban definialt

k-szinkronizalt felszalld fatranszformator. A (q[Sq,YJ,@),Z,Jl)
rendszert J> konfigurdcidjanak nevezziik, ahol q€Ps

k

Y: Sq_q Ak"'AlTGO' _ 6 Sq—? Z, minden skésq argumentumra

- ¥
(@(sk) = (so,...,sk_l,sg valamely so,...,sk_léN szavakra.
Z véges részhalmaza az (N%)ZU..AJ(N*)kU(N*)k+1 halmaznak, ugy
hogy az alabbi két feltétel teljesiil:

i/ tetszBleges je{0,...,k} indexre, minden sj,Eje[Z]j argumen-

0l

tumra ha s. = s.s., akkor s. = s. és s.
J J 3] J J J

ii/ Minden skesq argumentumra (Q(Sk) az egyetlen olyan eleme

= e.

. »
Z-nek, amely alakija (so,...,sk_l,sk) valamely so,...,sk_leN
szavakra.
SL: z—= (AkAk-l"'AfjAk—l"'AlU'"uAl)TGO leképezésre

fennall a q/=(Dojl azonossag, azaz az alabbi diagram

kommutativ.

%
Sq | \’,/-1‘( A AL _q-- AR AU LLLWUA) T,

o

© L
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A (q[Sq,\]V],@,Z,ﬂ) konfigurdciét kezdd konfiguracidnak

SR 3.4

* =]
nevezzilk, ha q = e €N /e az lires sz0/ és \}/(e)eAk 1Tg
o

&g 2 = {{e,iinrel]
\—\/_/

3.3. definicibé. Legyenek K, = (ql[S 1,W11,Cﬂ,zl,ﬂ}) és

2 2 2 2 g
Ry ={aT8 g 107,22, 8% a B = 18,6y 5= smelpalyposoibiys
Ai,...,A];,ZJ} ,V) k-szinkronizalt felszalld fatranszformitor
konfiguréaciéi. Azt mondjuk, hogy a Ky Ky konfiguracidk kozétt
k6zvetlen atmenet wvan Jy—ben, ha léteznek a
J

aladbbi kovetelmények teljesiilnek.
1

' [Zl]j -7 ZLK]) (§ = 0,1,...,k) leképezések, ugy hogy az
/1/ Minden (so,sl,...,sj)ez (14 j<k) elemre ha

1 s
S ((so,sl,...,sj)) - bj...bluo(l,...,\/(uo))L{l,...,V(uo)},d‘c')]
(uoeGouYo,bj.. .bleAj. 5 .Al,\)(’): {1,. ..,V(uo)}—wG Y., akkor
){O(so) = u

O
or Wiley) = (bi"'bl'uo'“ifsui"f’i]'fi'wi'Ti)

valamely u, félféra, W, halmazra, gi,'ti leképezésekre
(1 1,...,3) és (Mo(so)ﬂfl(sl),...,Hfj(sj))évj.

12/ g2 qlls 10§, ahol a§: s | — T, (N¥) . leképezés
q ' q k

a kovetkezd formuldval van definidlva: minden s

Il

€S

K ar-
d

gumentumra g(sk) = (Dsk(uk) ha W{k(sk) =

= (bk.--bl,uo,uk[suk,\fk‘.],gklwk, C’k)o

2 . 1

/3] z° = {(soto'sltl""'sjtj)’(so’sl""'sl)ez valamely £
indexre 1< j< L4k és 'I{L(SL) = (blz,"‘bl’uo'

uafsul,\h],g_t,wl,”cl) és (to,tl,...,tj)eWL.
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/4] Minden EkES 5 argumentumra tekintslik az egyértelmi

k = Sptx k&sql,ﬂk(sk) = (bk...bl,

ug oyl Suk'“f’kJ ST v §ilsy) = wsk(uk) 1€ Sy, -

Ha @l(sk) = (so,sl,...,sk) és _(’k(tk) % (to,tl,...,tk)

- q
S felbontast, ahol s

akkor fﬁz(gk) = (soto,sltl,...,sktk).

/5/ Legyen Ekesqz tetszS8leges és tekintsiik az Ek = 5. t,
egyértelmii felbontdst, ahol s €S ;, Mk(sk) = (bk...bl,uo,
uk[suk'TkJ S T §y (s =wsk(uk) B8 Ry,

K 1t és kf/l(sk) = uo(l,...,\](uo))'

'[{l,...,\)(uo)} "\9‘0‘] (uOEGO, | t}g:il,...,l/(uo)}—-%

2 -
—?TGO)) - akkor \p(sy) = N AL

Ha‘fk(tk) = CpeeeC

/6/ Minden (50,51,...,§j)ezz elemre létezik egy
(So’sl""”%)é Zl vektor valamely L indexre 1% j<
<0 <k) ugy, hogy
'wt(sl) = (kl"'bl’uo’u&[sul’?l]’gl’wi'tﬂj és valamely

(to,t .,tj)éW' vektorra fenndllnak az s, = st

L
= sjtj egyenldségek. Ha ’Ua«to,tl,...,tjv =

1,0.

= g.t

51 = Sytyseee 0By

= cj...clto és

ﬁ_l ((so,sl,...,sL)) = by ...bluo(l,...,V(uo))[{l,...,)/(uo)j,l}o]
(quGOUYO,x}O:{l,...,\/(uo)j—-? TGO), akkor
ﬂz((go,gl,...,gj)) = oo ().

Megjegyezziik, hogy a Ky konfiguracio és az [1/ feltételt
kielégitd M, (1 = 0,...,k) leképezések egyértelmiien meghata-
rozzak a K, konfiguraciodt.

A kbzvetlen atmenetre a =ﬁ&; jeltlést haszndljuk. A=, re-

L

lacidé reflexiv-tranzitiv lezartjat ==zz jelsli.
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3.4. definicidé. Tekintsiik a Jf» = (GO,Gl,...,Gk,

Yo’Yl’°"'Yk'Al"'"Ak’Ai""Aé'Zir ,V) k-szinkronizalt
felszalld fatranszformatort.
a Ty ={(pal PeTg (Yo)raeTy
9 =0 *
K, =( eliely,:e>bpl, 6°,2°,00 )= (q,9,9,9)
valamely K kezdd konfiguréciéra}
relacioét a J} adltal indukalt transzformaciodnak nevezziik.
A (q,9,0,90) alaku konfigurdcidékat - ahol qeT -

k
végkonfiguracidknak nevezziik.

3.5. tétel. LegyenekU’ii = (Gi—l'Ai'Gi'Aé'dei) " :

(i = l,...,k,k_ZZ) felszalld fatranszformdtorok. Létezik egy

J» k-szinkronizalt felszalld fatranszformator, hogy

oy B Lo ?uny®E . s
1> L Hy
Bizonyitds. Legyen Js = (Go'Gl""’Gk’Al""’Ak’

Al,o.oonl, Z4,V), ahol 2 g4(0)=2(0),..., $4(x) = 2 (k)
(aZ(O),..., 2 (k) ,v halmazokat az eldzd alfejezetben definidl-

tuk). Az altalanossag elvesztése nélkiil feltehetjiik, hogy

A ...ANT, = ¢ és minden ie{1,...,k} indexre

k
Aj...ANT, = ¢. Tehat f> kielégiti a 3.1. definicié /3/

o
kbvetelményét.

El8sz0r bebizonyitjuk a 7%%1°'°'0§5L g;ﬁi} tartalma-
k
-
zast. Tegyik fel, hogy (p_,p, )T,y ° T 2 g™ S o
o'k A%l &Lz i

Ekkor léteznek alﬁAi,...,akEAﬁ kezdd allapotok és D derivacid

sorozat:
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: =, & =¥ hol
D: alpO ,yl'lplr a2p‘l:7.9b2p2”‘"akpk—l'_—k%kpk' ano
PET (Yi) (1 = 0,...,k].

i

Vegylik a p_ fa tetszSleges p_ = q_[ Sq ’To] felbontasat,
o

ahol qoePGo és fb"ozsqo—% TGo . . Az eldzd alfejezetben

a D derivacid sorozathoz és a 9, félfadhoz megkonstrualtuk a.

= 8 2 -
K(quo) (qk[sqk'W(quo)] ! (quo)'Z(D,qo)’ (D,qo)) konfi

guracioét. Lathatd, hogy K konfiguraciéja a J> k-szink-

(D,ay)
ronizalt felszalldo fatranszformdtornak.
= 3 . i * = A
Legyen r, aoL SqO'SO'] , ahol a §O.Sqo—? TGO( NX) leképezés
az alabbi formuldval van definidlva:
minden s € Sq argumentumra §O(so) = (_pso(uo(l, cen ,\/(uo))) , ha

Tolsg) = u(Lyee V) [{1,... V(u
Lﬁoz{l,...,\/(uo)_} - TG "

=

) ,\}8] (uO&GO ’

(o)

5 is konfiguraciéja J» -nek.
'x,)

A = reladcidé definici6jabdol kovetkezik, hogy K(D q.)
14
o o

= K .

(D,x,) V3 K(D,qo)——_}}K(D,ro)

Legyen £ = h(p)+l, tekintsilik a po,p ,...,p(‘ePG félfakat,

ahol minden iG{O,...,f—} indexre P, = plES i’Tl? (7{*1: S i——?
P p
—3 0, (5% teljesiil, és
5" -
i/ p° = e, 'K‘O(e) = p, €s
ii/ pl+l = p'[s i,gl+l], ahol a §l+l: s ;— Tg (N¥) leképe-
p o
zés a kOvetkezd formuldval van definiadlva:
minden s'&8S 4 argumentumra g l+l(si) = (1) i( uo(l, A V(uo)))
P S
1.3 j
ha 7 (s ) = uo(l, s 5 ,V(uo))[{l, . ,V(uo)} ,t}é] valamely
u €G_ miiveleti szimbdlumra és J‘O: {l, e ,\/(uc)}——> T
o
leképezésre. Ebben az esetben minden si+les argumen-

i+l

: - P
AL o sttt felbontasa, ahol

tumnak létezik az egyértelmii s



whst) = ug (1, V(a DL, V()b U], uee,
tﬁb:{l,...,V(ud[}_ﬁ To ~ és t%é{l,...,V(uo)}.
Ekkor/fi+l(si+l) =L?;?ti).

K agy K i)=%

. = v K
i + i+1
(Drpl) (Drpl l) ¢ (DIP b (Dlpl )
teljesiil (i = O,...,4-1). Mar csak azt kell bebizonyitani,

Tudjuk, hogy K

hogy K kezdd és K vég konfiguréacidja a Lo
(D,p°) (D,p%)
D,p D,p

k-szinkronizalt felszalld fatranszformadtornak.

Az 4llitas elsd része nyilvanvalod.

2 2 =
Mivel p~ = p_ és p T Y ) igy S = ¢, tehédt K =
(o) (o) Go( o pt (D,pe)

= (pkl®l¢l¢)°
Bebizonyitottuk, hogy (po,pk)é Tﬁ;.

Bebizonyitjuk a forditott irdnyu tartalmazéast:

T, 0T 5., .
1 — Wg Ml g

Tekintsiik a Ko==@;Kl==%}...=iﬁ_Kn derivacid sorozatot, ahol
nzl, Ko = (ef{e},wo],@o,zo,ﬂ9) kezdd konfiguréacid és
K, =( g'ls i,Wl],@l,Zl,ﬂ}) (1 = | PO, . 3

1

f q o . o 1 4
Tegylik fel, hogy ¢ (e) = a,...a;p. Legyen p ,p ,...,pP

a bizonyitas elsd részében megkonstrudlt félfa sorozat,

ahol pz = p. Lathatd, hogy n<l . Ekkor létezik a D =
= Dl""’Dk derivacid sorozat:
n * .
D,: a,p =), p,LS_ M,] (p,epP n.:S_ —y AS ),
I® S o P1-Tp 157G, 1*°p; 1° n
X

D2: azplzz%% pzfsp ,?2] (pzePG ; ‘22:8p — Azsp I

2 2 2 2 1

»*
D .2 & pr.y= p I8 A 1 (p.eP Mg B ==eg 8 )
k k" k=177, "k pk’ k k™ G’ k Py K Pr_1 ’
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ugy, hogy az alabbi allitasok teljesiilnek:
' n
il p =a,
o n
ll/ =‘]U ’
*io,p")
iii/ 2" =z -
(Drp )
iv/ @n = @ ny’
(p,p")

V/_ﬂ? =.jz ’

(p,p")
ahol a 2 halmaz és a
(Drpn)
o) :S_ — 7 ,

(0,p") Px  (p,p")
n
qu pn):spk—e (B« AAV L UAAUA ) Eg(T),
JI(D pn):z(D pn)-% (Ap---RAyAU.. .UAA

leképezések a kdvetkezd mdédon vannak definidlva:

WV Al) rg(/bfn)

r

/1] 2 ny = {(so,sl,...,sj)lsoespn,s

€S reuwis § S5
(D,p P J

1 1 pj
1€ jSk és (j = k vagy (j< k és nincsen

olyan s argumentum és b 415 B

j+le Sq. j+1 T j+l

j+1

dllapot, hogy Qj+l( Sj+l) = bj+lsj)) és

Qi(si) = bys;_, (bs€a,}, 1 =1,...,3l.

/2/ Minden (so,sl,. RN R

3 (lgjf k) vektorra

(Dlpn
ﬁ(D pn)(( SO'Sl""'sj\) = bj...bl/rn(so) akkor és csak
14

akkor,luaqjjsi) = (beAi), I = Fienwands

bisia
/3/ Minden s €S , argumentumra C)

q D,p

akkor és csak akkor, ha Qi(si) =b,8 (biéAi}

n)(sk) = (so,sl,...,sk)

L =1,...,%).
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: oL ,
(Dlpn) (D,Pn) (Drpn)
n szerinti teljes indukcidval bizonyitunk. Legyen n = 1.

"

Ebben az esetben p1 = u l,...,V(uo)), u,. = root(p).

a
A J-beni k&zvetlen &tmenet definicidjabdl kdvetkezik, hogy
léteznek a]{i:{e}—§ Z'iﬁi) (i = 0,...,k) leképezések ugy,

hogy a K konfiguraciéval meghatarozzak a.K1 konfiguréaciobt,

P

sstole) = us, Hyle) = (ayrugimls, ipdogy oWy, ), s
igy tovébb,%(k(e) = (ak...al,uo,uk[suk,Yk],fk,w 'Lk)’
és (Ko(e),xi(e),...,Kk(e))EVk.
A Js transzformidtor konstrukcidjanak megfelelden létezik
egy D = DyreeesDp derivacid sorozat:

— X
Dl. aluo(l, oo '\/(uo)) >A91/ ul[sull\fl] ’

1

. ¥ .
Di' aju;_, zﬂiuirsui'QiJ valamely Qi.sui—4>AiSui_l

leképezésre, (i = 2,...,k),

ugy, hogy az aladbbi allitésok teljesiilnek:

i/ qa =y,
1
2ty = ]
kij(D,pl) 4
1
iii/ 27 = Wk = Z 1.7
(D,p )
. 1
iv/ @ = Sk =@[D pl),
L L o
vl U =T —JL(D 1

Az n = 1 esetre teljes a bizonyités.
Tegylik fel, hogy az &4llitéas igaz n-l-re, ahol n2Z 2.
Ez azt jelenti, hogy létezik a

D = Dl""'Dk derivacid sorozat:
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n-1 %
D,: a,p =, p.Ls_ .1 (p.eP e RE L )
190y e e B kg M s M =1
. — .
B azpl__athzfspz,ﬁzl (pzePGz, , 72'Spé”7 Azspl),

D, : = p.[5_ M) P S, —)A S
k* %kPk-1 ¢mkpk Pk (py& G’ RO pk——?Ak Py

ugy hogy az alabbi allitasok teljesiilnek:

),

; _ n-1
i/ p =4
n-1
iy qu pn—l) =W d
iii) 2%t = 3 ,
(Dlpn_lJ

; n-1 _ 0)

lV/ @ = (D n-l) ’

P

v/ Szn—l =SZ

_.l ®
(Dlpn )
A K_ .=, K_ &atmenet miatt léteznek a ¥ :[Zn-l] “»Z-(i)
n-1 "f"n i i fs-
(i =0,1,...,k) leképezések, amelyek kielégitik a 3.3. defi-
nicidé /1/ feltételét.

Tekintsiik az ToreerTy félfakat: r = pn, minden ié{Z,...,k}

o
. - - N *_ ‘—
indexre r, = pi[Spi’efl’ ahol az €;: Spi ) TGi(N ) leké
pezés a ko6vetkezd mbédon van definidlva: minden sé&S argumen-
i
= g $ 2
tumra ha’Mi(s) = (bi...bl,uo,ui[Sui,fiLfi,Wi,ui) produkcid

harmadik komponense uiLSui,Ti], akkor Ei(s) =(Lé(ui).
A §i: Sri_%‘Aisri—l (ié{l,...,k}) leképezést a kdvetkezd
mbédon definidljuk: tudjuk, hogy minden giesr argumentumra

i
egyértelmiien létezik az s; = siti felbontéas, ahol sieS ’

i
¥ (s,) (bi...bl,uo,ui[Sui,\FiJ $1W;,T;) és t€s . Ha
2, )

i
= c....clto valamely ciéAi,...,cleAl dllapotokra és Qi(si) =

(tgreeeoty qoet )lEW,) 88 4 ((t .. 0ty 10ty)

= b.s.__l valamely si_lespi_l argumentumra, akkor



- BT =

§i(syty) = cysy €55+
Tehat az Ei:airi_lzﬁkzirifsri,si] (i =1,...,k) derivaciok
teljestililnek.
A Ji-beni Atmenet definiciéija, rk,Z( n)'&D " ,ji n)'
E,p E,p E,p
definicidéja alapjéan kovetkezik, hogy
(E.p")
I’
i/ r, = qn,
k
e n
o =P
(E,p")
5 i n
iii/ 27 = 2 .
(E,p )
iV/ @1’1 = @ n\’
(E,p )

o e SNZLE,pn).

Tegyikk fel, hogy (p,q)élth‘. Ekkor léteznek a K_,...,K
(o]
kn;Zl) konfiguraciék, ugy, hogy K_ = (e[{e},WoJ,@o,Zo,Jl )
o & Of. 1
kezdd konfiguraciod, aholky (e) = ap...3;pP valamely aw&Ai,...
...,aleAi allapotokra, Kn végkonfiguréacio, B (q,¢,¢,¢),
és Ki—l==aLKi (i = l,...,n).

Az imént bizonyitott &llitds szerint létezik egy

D = Dl""’Dk derivacidé sorozat:
n__\#
D:ap_7 p[S II?.]I (PéP ’ ?:S —> A.S )I
1 1 v 1 Py 1 1 Gy i Py 1 pn
: —\X il ' Yv_ . =L
D,: a,p; =) 2p2[_Sp2,’22], (pzePGz, Y sp2 >Azspl),

& —\x - . ey
D, : akpk_l—-z\%kpk [spk,ik], (pkePGk ;o Ayt Sp >Akspk_l),

ugy, hogy az alédbbi allitasok teljesiilnek:

i/ p =q,

ii/ =y" =9,
o W(Dlpn) [y

iii/ 2z = z(D,pn),

iv/ @n =@
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v/ _Qn = ({l

(Dlpn)
Eképpen Z = ¢, ) = Q, Jz =@, Z defi-
(p,p") (p,p") (p,p") (p,p")
nicidéja szerint S = [Z b Ji (i =1,...,k). Tehat
pi (DIP )
P€T, U I W, ) I

l . *
Lathaté, hogy az alpn[S n,’K‘nJ—-—‘Z}L p, derivdcié fennéll.
P 1k

Tehat (p°[s _A"),q)€T,° T, °..20C .
on ¥ A s, o

A tétel bizonyitasa teljes. L

3.6. tétel. Legyen &r= (6, /8 55 te s i By gy s winally

Ai, . . ,A]’q, Zofo— ,V) egy k-szinkronizalt felsz&alldé fatranszformator.

Ekkor léteznek olyan «}“Ll, YL ,... U, felszalld fatranszfor-

k

métorok, amelyekre teljesiil a "CL= ACM o ‘0 B t& egyen-
1 2 k

16ség.

Bizonyit&s. Minden i€{1l,...,k-1} szémra a Zﬁ'l) pro-
dukcid halmazt rangolt &bécének tekintijiik a Vi: Zia-(l ) —
{0,1,2,. ..} aritas fliggvénnyel, amely leképezést a kovetkezd
médon definidljuk: minden
b =( b, .. .bl,uo,ui[Sui,fi] ’fi’wi'ti) € Z—aﬁ—(i) produkciéra
\/1(5 ) = ISu'l , ahol ISu., jeldli az s halmaz elemeinek a
szamat. Emlékeztetﬁnk, IJ'ngy a G rangoit dbécé aritas fligg-
vényére a) jelslést hasznaljuk.

Bevezetjik még az aldbbi konvencidt:

Legyen S & N¥

. Ha S # ¢, akkor Eo'ﬁkgs—?S az identités
leképezést jelslik. Ha S = @, akkorso,gkzs—? S az ilires

halmazt jeldlik. Minden j&é{1,...,k} szamra ha S # ¢, akkor
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Sj: S — {l,. ..,1sll azon fliggvényt jeldli, amely minden sé&S
elemhez az S lexikografikusan rendezett halmazban az s szbhoz
tartozd sorszamot rendeli. Ha S = @ akkor §j az Ures halmazt
jeldli. Tehat gj mindig bijektiv fliggvényt jel&l, amelyet az
értelmezési tartoménya egyértelmiien meghatéroz.

Tekintsiik az 1}?,1 = (Go'Al’Ziy(l) ,Z%,Ai) felszalld
fatranszformatort, ahol

(bl%{?El(L..”VH51»[{L..UV”5J}Jﬁ]ezwq_mwor
és csak akkor, ha 1/, 2/ teljesiilnek.

L oy rug o Bsy vyl 0wy Ty )€ 25(0),

> 1L
2/ (50,(bl,uo,ulfsul,~fl] $ oW T)ev) és ag {1, V(E
Al{l, ...,)/IEOU leképezés a kdvetkezd médon van defini-

alva:
Legyen§O:{1,...,V(uo)}—?{l,...,l)(uo)j, §l:sul——> {1,...,lsull} :
Minden t€S, argumentumra/&l(ﬁl(tl)) = clgo(to) akkor és
csak akkor, ha gl(tl) = (to,tl) és Ty ((toity)) = ok

(Tehat minden tlESul argumentumra/}l(él(tl)) = cl§0 (to)

akkor és csak akkor, ha Y| tl) = oyt . )
Minden jé{2,...,k-1} szamra tekintsiik az
I}Lj = (ij(j—l), Aj,zi,_(j), ij,Aé) felszal1ld fatranszformatort,
ahol a ZJ‘L produkcidé halmaz a kévetkezd médon van definidlva:

3 . " .
bij_l“‘? Ej(l,...,VJLBj)) l—{l,...,\/J(5j)§ ’ﬂjlezdb. akkor és

J
csak akkor, ha 1/, 2/ teljesiilnek.

= (b .b

1/ Létezik (Bo"“'gj—l’gj)e Vj ugy, hogy Bj— 17Uy

1 j=1°"

uj-l[ Suj_lrYj_l]lfj_lle_lltj_ )I 53 = (bj"'blluol

uj[suj,fj],gj,wj,”cj) . Létezik egy € ,: suj—?Aj[wj_le_l
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leképezés, amely kielégiti a 3.1. definicidé 5.b pontjénak
i/-iv/ feltételeit.

. J : “ PR
kovetkezd médon definidljuk:

_1'%{1"“'|Su-_1u ) Ej’ suj—ail,...,]sujl}.

Legyen §j—l: S
J
Minden t.eS argumentumra/ﬁj(jj(tj)) = cjgj—l(tj—l)

o,
J

J
(cjeAj,tj_leSu. ) akkor és csak akkor, ha fj(tj) =

=(t

""’tj-l'tj) és Tf((to""’tj-l’tj» = cj...clto.

(Tehét minden tj@Su. argumentumra/gj(§j(tj)) =

o

J
= cjgj_l(tj) (cjeAj,tj_lgsuj_B akkor és csak akkor, ha
Ej(tj) = cjtj-l') )
Tekintsilik az 171.k =( Zi}(k—lj /A

k’Gk’ uwk

fatranszformatort, ahol a;Zﬁ% produkcidhalmaz a kovetkezd
k

, e
,Ak) felszallo

médon van definialva:
ak5k_l——? uk[suk’ﬁk]ézdtk akkor és csak akkor,

ha 1/, 2/ teljesiilnek.

1/ Létezik (60""’5k—l’g£h;v’ ugy hogy(Sk_l = (bk-l"'bl'uo'
uk'ltsuk-l'fk—lj'fk—l'wk—l'tk—l)' by = (by---byrug,
uk[Suk,fk],Kk,katk). Létezik egyfﬁk: Suk"_?AkLWk-le—l
leképezés, amely kielégiti a 3.3. definicidé 5.b pontja-
nak i/-iv/ feltételeit.

2/ ABg,: S. = l,...,Vk_%E )} leképezés a kdvetkezd

k Uy k-1

médon van definidlva:

g N l ;
Legyen gk_l.suk_l >{1, ] suk_l 1 ,§k.suk—> suk.
Minden t, €S~ argumentumra 8, t,) = ck§k—l(tk—l) akkor

és csak akkor, ha_fk(tk) = (to""'tk—l'tk) és

Tk uto,...,tk_l,tk)) = cp...cpt .
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(Tehdt minden t €S argumentumra 8, (t, ) = ckgk—l(tk—l)

k

(ckeAk,tk_lgSuk_l) akkor és csak akkor, ha ik(tk) = thk-l‘)
Az altalanossag elvesztése nélkiil feltehetjiik, hogy

Alnsz(O] =0, AkﬂTZiy(k_l) = ¢, és minden i&{2,...,k-1}

szamra Af\?z = ¢)1ﬂ%..wﬁik fatransz-

gt 0= = R B )

formatorok kielégitik az 1.10. definicidé [2/ kbvetelményét.

Be fogjuk bizonyitani, hogy tﬁ» = Tﬁta ...°Tbb "

i ! k
Legyen[ az a k-szinkronizalt fatranszformdtor, amelyet a
3.5. tételben szerepld konstrukcidval nyeriink az U%l""’dik

felszalld fatranszformdtorokbodl.

L = (GO, Zf}(ll ,...,Z_Iy(k—l),Gk,Al,...,Ak,Ai,...,A]’(,ZC V).

Az altaléanossag elvesztése nélkil feltehetjiik, hogy
Aj...ANT, =0 (i=1,...,k) és A_...ANT, = ¢. Tehat K

o o
kielégiti a 3.1. definicid /3/ k&vetelményét. A 3.5. tétel

alapjéan T[ = Tﬁtl°r2%2°...of

ka, igy elegendd beléatni,

Meg fogjuk konstrudlni a 7.: =24 11 ] = Opeeepk=1

g fogj T Ziy(i) ZL(i)(J seoeik=1)
bijektiv leképezéseket és af : %bik)-—7 Zﬂ%k) szlirjektiv
leképezést, és be fogjuk bizonyitani, hogy minden
jé{O,...,k} szamra a/ro,...,%ﬁ leképezések kielégitik az /[1/
feltételt, és minden je{o,...,k} szamra a W} leképezés kie-
légiti a [/2/ feltételt.

/1] feltétel: két eset van

1. eset 04 j £k-1. Ebben az esetben

ha kGo,...,Bj)C—Vj akkor (/Zfo(go)"'\"/xj(b\j )c vy és

)

ha (5,5, ¥, akkor (YgHE,), ... A5 B, ev,
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2. eset j = k. Ebben az esetben
ha (50,...,5k)évk akkor(/zro(ﬁo),...,/ka(5k))e \_lk, és
ha (6'0,...,5‘]{_1,5]{)6\7]{ akkor létezik egyetlen skeZ (k)

= 1~
ugy, hogy 7, (0, ) =5, és
-1 (= -1
7o Eo) s icm1 Breoa) Brevyc-
/2] feltétel: hdrom eset van.

l. eset. j = 0. Ebben az esetben ZL_(O) = ZI»'(O)' és /{o az
identitas filiggvény.

2. eset. 1< j€ k-1. Legyen (50,...,’5j)evj és EO =
Tegylik fel, hogy 51, (1£443) alakja (b ...b
uo’uLL‘SuQ l\fl] ISLIWL v (Z:L)'

Legyen§ :{l \)(u ]k =lW.IO‘>{l,...,\/(uo)k,

()

§s = [w]— {1,.. U’f W=1,...,5).

u_.
(0]

ll

'3
Ekkor?f 5 ) alakja a kovetkezd: /U' b . ) (b j ..by,u_,
)

63( IV 5 )[{ll"‘l J)jl‘(:’]lg]leltj) és a
koévetkeztk teljesiilnek:
i/ [®,]1, = W], &s [W;]; ={1,...,|[w],]} =

= {1,008, I} = 2glf,) WL =1,...,3-1).

L (t tl”" )EW. akkor és csak akkor, ha

o )81 (e e ety (1€ 8435, en7,
leN ,...,thN"‘).
iii/ Minden t.eS argumentumra \f.(tj) = c clt akkor

és csak akkor, hay (gj (t ) = cy.. lj:o ,
(tOESuO,cléAl, cooiCiEhy) .
iv/ Minden tj€~ S,. argumentumra gj (tj) = (to,tl, s oiey

akkor és csa]J< akkor, ha Ej(?;j(tj)) = (golto)’ﬁl (tl) ’

o6 e
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v/ Minden (to,t tl)é'-Wj (1< L¢ j ) vektorra

l,ooo,

’Cj ((to,tl,... tL)) = c2 .c t, akkor és csak akkor,

na T3 (o (to) Sy (61 )r e e fe (e))) = g oepfs (e

toe{l,..., Y(u Oj 1C1ERy ..., CE A Bl

. eset. j = k. Legyen (50,61,...,B])évk és b, = u,. Tegyik

fel, hogy Bp (1< L4k) alakja (By «2 by ety r9, [, o Py lee
T T4). Legyen £,:{1, ...,l/(uo)} =[w 1 - {1,.. .,V(uo)_ﬁ ,

gtzsu( [‘wk]L—? & P Isullj , (-€= PR S, .

€S -[wk]k'—-> s, - Ekkor g, (6,) alakja

(b, s bl,uo,uk['su 1) 18k 1M Ty) és a kovetkezdk teljestilnek:

o Uidy = ol = {1 twd b = {1, )

=rg(§), L =1,...%1) es [ ] = Bl rg({ )
i1/ [t ,tys...,t;)€W,_akkor és csak akkor, ha

(£olto) rfalty)renn§ (w))ef (1€ 2450, £en®, ...

LteNt ).
iii/ Minden t, &S~ argumentumra fk (tk) = Cp...Ccqt  akkor
és csak akkor, ha ‘Fk(gk(t )} = CpveCyty
(tes O,cleA o1 &R ).
iv/ Minden tkesuk argumentumra fk (tk) = ( ,t l' tk)
akkor és csak akkor, ha fk k(t (50 o

§ (&) ,...,§k(tk)).

v/ Minden (to,tl, o ,te)é W (lé L€ k) argumentumra

'Ck ((to'tl""'tk.)) = ¢ ...ct, akkor és csak akkor,
e ,Ek((go (to)'Sl(tl )l'-'l§& (tjz_))) = e ...Clt 7

A (o)
eedd, . Pa i 1C1ER v iCE a,l).
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A f‘@ ZJAJL])‘_?ZL—(:]) leképezéseket 19Lj és Z;ry(j)
konstrukcidjanak megfelelden fogjuk definidlni. Legyen j = O.
Mivel ZJ:V(O) =Z£ (0), legyen Yo 2z identitds leképezés.
Legyen j = 1. Ebben az esetben

(bl’uo’61 (ll e IV]-(El)) [{lr .o rvl(Bl)} ':fl] Iflwll%l)e

Gzz(l) akkor és csak akkor, ha i/-v/ teljesiilnek.

i/ (uo,Bl)GV ugy hogy B‘l alakja (bl'uo’ulrsul'TlJ’fl’wl’tl)'
544 ’Kotuo) olk" W
1 1

byu =6, (1,... VBN {1,... ViE )} ,ﬁl]efﬂl,

ahol a /Ql:{l, ki ,l/l(5 1)3 — Al{l, o ,V(uo)k

leképezés a kbvetkezd mdébdon van definidlva:

Legyen go: ;_l, Shi s 7 V(uo)j ——>{l, «| % @ ,V(uo)‘t 7

gl:Sul——Q{l,...,lsullk .

Minden t,€S ~ argumentumra ﬂl(él (tl)) = clso(to) akkor

és csak akkor, ha gl(tl) = (to,tl) és Itl ((to,tl)) = c t -

( Tehat minden ty . argumentumraﬂl(gl(tl)) = °1§o (to)

akkor és csak akkor, ha\fl(tl) = clto.)

111/ 91 =B
v/ %0 f,... VM6 )} @) minden € (t;)ef1,... VB )}

szamra ha/$ l( §l( ty ) - °1§o (to) (cl&Al,toé{l, o el E

akkor S71(§1(t )) = (§O(to),§l (tl)) !

v/ Tl=i’-‘71‘9 Al{l’ iea ,V(uo)k ; minden (§O(to) ,51 (tl))é—ﬁl

elemre ha ﬁl(glttl)) = cl§o(to) (cl@Al,toE{l, 3 ,V(uo)k) g

akkor ’fl ((So(to),gl(tl))) = cl§O (to) .

Lathaté, hogy (/6‘0(60),5':&&\71 akkor és csak akkor, ha

b, = uoeiig(o),ﬁl@ ZL_(l) alakija

€S
u
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(- B g ))[{1,...,1/1(5 Yol % Wy T
és a byu —> B,{(1,... YHp)) [{1,... V}{E)} fl]E'Ziél )
produkcid generalja a E produkciot.

Aqy: Z'(l)‘? Z ) leképezést a k&vetkezd moédon
definialjuk:

Legyen 51 = (bl,uo,ulfsul,‘fl] ’Kl’wl’Tl)ez—I}( 1), ekkor O‘Ll
és E:konstrukciéja alapjan létezik egyetlen

bju — b (1,...,\/l 6,)) L{l,...,\/l(E ¥F.. /3’136'2% produkcid,
amely egyetlen 5 GZ (1) produkciét general.

11(61) értéke def1n101o szerint 61

Z):(l) definicidéja alapjén lathatdé, hogy "1 réaképezés,
tehat 11 bijektiv.

Uﬁl és Ej:(l) konstrukcidéja alapjén rutin munka ellen-
orizni, hogyrrb,1i kielégitik az [/1/ feltételt, és’K‘l
kielégiti a [/2/ feltételt.

Legyen j€&{2,...,k-1} index tetsz®leges. Feltehetjiik,
hogy ait:(o), Zi%l),..., Ei;j—l) halmazok és 16,%1,...,]3_
leképezések mar definidlva vannak, és %b,...,]}_l kielégitik
az [1/ feltételt, és %H kielégiti a [2/ feltételt. Tudjuk,
hogy
(b byyugs B (1, .o VB [{1, ... VBT $41.85.0,0T )6

2 _(3 ) akkor és csak akkor, ha i/-v/ teljestiilnek.

A

i/ Létezik egy (50,...,55_1,5j)gvj elem ugy, hogy
6 =u

O orDj-p alakija (bj_l...bl,uo,uj_lfsuj_l,fj_l],gj_l,
Wj_l,Ts_l),E% alakija (bj...bl,uo,uj[Suj,fj],Sj,wj,Tj).

Létezik egy Ej:Su._—?Aj[wj—l]j—l leképezés amelyre teljesiil-
J

nek a 3.1. definicidé 5.b pontjénak i/-iv/ feltételei.
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iif rfj (65.,) = (bJ T e
IO POOR o - SRR B RN e P L O TR
’tj_l)é Xz(j—l) és
b6y by(1,...V(6)) [{1,...,\13(63:)} BileZy
ahol a ﬁj:{l,...,VJ(Ej)}—? Aj{l,...,vj_l(E

a kovetkezd mdédon van definidlva:
Legyen gj_l:Suj_l~—?{l,...,|Suj_lL}, gj:suj-—?{l"""sujlk'
Minden t €S, ~argumentumra ﬁj(tj) = cjgj-l(tj—l) akkor és

J
j—l)} leképezés

csak akkor, ha gj(tj\ = (to,...,tj_l,tj) és

'tj ((to,...,tj_l,tj)) = cj...clto.
(Pehat minden t4€8,, argumentumra ﬂ. gj(t.)) = cjérJ&tj—l)

kk & k akk h « VB = £
akkor és csak akkor, ha £J\ 3) c5 ] -1 )

iiif W, = {('EO,...,Ej_z,gj_l(tj_l),gj SN B 5 (§3
= oy8ialeyy) e 8y (65 1(e54)) = (to""' -2 53 R SV
U{(EO,...,Et)eﬁj_llliﬂ,ﬁj—zj\]{Eo, L€ j—l'
nincsen olyan Ejé{l,...,Vj(\ES)},cjeAj, hogy'ﬁj(Ej) =

chj-l}'
iv/ A §j:{1,...,v3l5j)}‘*7 W, leképezés kielégiti az alabbi

feltételt: minden t.eS argumentumra ha

§3 t5)) = cy6 (. :jL) és §o1(85-1 ( ty_ ) =
(g (&) ,..o, §3 l(tj l))
0 (Solt) -y (115 U Ty e (5501 -
. Kgo( o ""’gj—l j—ﬂ ng

v/ A f.:ﬁ.-—?Aj...Al{l ...,V(uo)} leképezésre teljesiil, hogy

(D\

J

4-1 ] l‘W N és ha

lwnw Wi
(to"“’ j=2" gj l j l)'ﬁj QW ﬁj(gj 3 j j-l(tj—l)'



- 97 -

Lathatd, hogy (%b“;o)""’qa—l(ﬁg—l)’gj)éﬁj akkor és

csak akkor, ha i/-ii/ teljesiilnek.
i/ B.€& ij(i) (1 = 0,..%,3-1),(, 6,) ""'Tj—l(Ej—l))GVj—l'

By = uo,sj_l alakja (bj—l"'bl'uo'uj—l[suj_l'fj-lj'

$5-17W5-1:Ty_1)
ii/ Létezik egy 5j = (bj...bl,uo,ujfsuj,fj],fj,Wj,Tj)ézZiJj ),

ugy hogy (50,...,55_1,55)6V5, és létezik egy

gj:Suj—9 Aj[wj-l]j—l leképezés, amelyre a 3.1l. definicid

/5/.b pontjanak i/-iv/ feltételei teljesiilnek.

6] = (bj"'blluOIBj(lIO--IVJ(BJ')) H_l,...,VJ(Bj)j '\?j]'};j'
Wj’Tj) kielégiti a Zij(j) definicibéjaban szerepld ii/-v/
kovetelményeket.

B fe Ziv[j )—-yZE(j) leképezést a kdvetkezd médon definidljuk:

Tekintsikk az alabbi FS halmazt.

bij: Z&y(j)—%ZjE%j»e rj>akkor és csak akkor, ha

az i/-ii/ feltételek teljesiilnek.

. J . .
(byeebyou B (1,0 VIE) [L1, . VB Y 7510350050 T)

és létezik egy HSO,...,55_1,E%)€V5 vektor ugy, hogy

if minden EjE' ZJ‘;(]) produkcidra fb"j(Ej ) = 6. alakja

o= 3 \
B, = uo,b'j_l alakja (bj_l...bl,uo,uj_l[su__l,fj_lJ,

- Y T
85o10W5-1 /U5y #By alakia (By...by,ug,ugl8 9.0, 55.W,, j)
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ii/ 1létezik egy Ejzsui—q Aj[Wj—le—l leképezés, amelyre a
3.1. definicidé /5/.b pontjanak i/-iv/ feltételei telje-
slilnek, és Sj kielégiti a Z;:(j) definiciéjaban szerepld

ii/-v/ kovetelményeket.

Lathaté, hogy ha %¥srj, akkor %ﬁ injektiv és %3 kielégiti a

/2] feltételt tﬂj és 1 konstrukcidéja miatt. Ezt a tényt

)
felhasznalva kapjuk a lrj’ = 1 egyenldséget. Legyen qa a ’j

halmaz egyetlen eleme. Lathatd, hogyfx‘j bijektiv, és
Wb""'ﬁ}-l'ﬁﬁ kielégitik az [/1/ feltételt.

Legyen j = k. Feltehetjiik, hogy ZE(O),ZE( 1),...,2‘1:(k—1)
halmazok és Wb""’wk—l leképezések mar definidlva vannak, és
%b""’wk—l kielégitik az /1/ feltetelt,qu_l kielégiti a /2/
feltételt.

Tudjuk, hogy (bk...bl,uo,uk[Suk,\fk] S Tled ~(x)
akkor és csak akkor, ha i/-v/ teljesiilnek.

i/ Létezik egy (55,...,5 6. )ev, elem, ahol 6 = u

k=1""k k o'

By alakja (by ;... 179 18y k-1 Sk-1Wo17To1

6, alakja (bk"‘bl’uo'uk[suk’fkj'gk’wk’Tk)' Létezik egy

b

€138, ’ﬁAk[Wk—l]k—l leképezés, amely kielégiti a 3.1.
k
definicidé 5.b pontjanak i/-iv/ kovetelményeit.
187 ity ot = Ly 1y o vy 4G s
k- k-1 - >
6k—l(l"'°'v l(gk_l)) [{11--01\/ (Bk-l)} :‘fk_ljlgk_l:
W% 1) € Z&(k—l) és b b, _, 7 uk[suk,ﬁk]e 2 gt ahol
k-1 - % ” iz
a,@k.suk—ﬁ Ak{l,...}v (Ekrl)} leképezés a kovetkezd
médon van definiadlva:

Legyen ékrlzsuk_l——a{l,...,|Suk_l|}(§kzsuk—9 Suk.
Minden tké-Suk argumentumra/&k(tk) = ckgk—l(tk—l) akkor
és csak akkor, ha gk(tk) = (to""’tk-l’tk) és
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oMb ey ) e e i
(Teh&t minden t €8 argumentumra/Gk(gk(tk))

=c b 4 tk 1) akkor és csak akkor, ha Ek(tk) =

i) W = {(Eg i 50§ g 1) E (5 ))]A (6 (¢
= °k§k-1(tk—1)'§'k—1(§k—1(tk-1>) = A niv B p el ol 5 MY

U{(Eo"'"Ek-Z’Ek-lk?Wk—l, nincsen olyan

cktk-l°)

kﬁS argumentum, c, €A, hogy/ﬁk(tk) = ¢ t l}lj

T I ol L p &
U{(t e 4 'tL-l'tL)EWk—ll 1€ 2 5k-21.
iv/ gk:Su — Wk leképezés kielégiti a kOvetkezd kovetel-
k
ményt: minden tkeSuk argumentumra hafgk(gk(tk))

= ¢ 8oy (ty) @s

-1 gkltk ) =(E'---Ek 515y _q (1)) akkor
Eore v Baebyn (Beg) o §i ey ) ) ew, és g (g (8 )) =
( cees k—2'§k—l(tk—1) ,§k
v/ A%k:WkA—?(Ak...AZAlU .Ua,aUA,) {1 ..M (u))} leképe-

zésre teljesiil, hogy

Ty| WA, Tk—ll W W, + ©s ha
(Egr e v e By prbiy (Ep) oy (tk)e"_"k'ﬂk@k ) =
= Oy fk-1 (Bea) esgk TR ) R SO L L |
akkor T ((Egre-- By 508 1( k-1) 1§y (&) =
= ol 1(‘(E ety a8 q (5 ) -
vil fy = §e T

Lathatd, hogy OKB(BO)""'%%—lHSk—l)'ékkgﬁk' akkor

és csak akkor, ha i/-ii/ teljesiilnek.
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if Biezjy(i) (i = 0,...,k-1), (TO(BO),...,qf‘k_l(Ek_l))évk_l,

6. = uo,5 alakja (b 1,

k-1 SELe

o e k-lrsuk_l'“fk-l
Sx-17We-17Tie1) -

ii/ Létezik egy Ek = (bk. " .bl,uo,uk[Suk,‘fk] ’gk'wk"tk) = Zﬂk )
produkcid, amelyre (6}V...,E&_l,5k)evk, és létezik egy
Ek:Sug—arAk[Wk_l]k_l leképezés, amely kielégiti a 3.1.
definicidé /5/.b pontjanak i/-iv/ feltételeit, és
6, = (bk...bl,uo,uk[_'suk,\f’k] '8/ W s Ty) kielégiti a ZL_:(k)
definicidjéban szerepld ii/-vi/ feltételeket.

L le«(k )ﬁzt(k) leképezést a kovetkezd mbédon definidl-

juk: Tekintsiik az alébbif_k halmazt.

rg‘k: Z—i’gk)ﬁzz(k)&rk akkor és csak akkor, ha az i/-ii/

teljesiilnek.

i/  minden EkGEZiik) produkcidra %k(ﬁk) = ék alakja
(bk"'bl’uo’uk[Sukrfk]'Ek’wk'ik) és létezik egy
ng,...,6£_1,6kkrvk vektor, amelyre 56 = u
b _, alakja (b,_;... k_l,fk_l] Spo1 Wy
Tk-l)’ 5£ alakja (bk...bl,uo,uk[suk,fk],gk,wk,Tk)

ol

by,ugsu ISy

ii/ 1létezik egy ek:Suk——?Ak[wk—llk—l leképezés, amelyre a
3.1. definicidé /5/.b pontjanak i/-iv/ feltételei
teljesiilnek, és gk kielégiti a 2;:(k) definicidéjaban
szerepld ii/-vi/ feltételeket.

ULk és Z;:U<) definicidéja alapjan latszik, hogy ha
fkér., akkor fk kielégiti a /2/ feltételt. Ezt a tényt
felhasznalva lathatdé, hogy “-k' =1,

Legyen Wk a‘—k halmaz egyetlen eleme. Lathatd, hogy
Tk szlirjektiv. Felhasznélva azt a tényt, hogy’zrk kielégiti

a [2] feltételt kdnnyen bizonyithatd, hogy a’Xb,...,%L
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leképezések kielégitik az /[/1/ feltételt.

A tovabbiakban be fogjuk bizonyitani, hogy ’Uiy= lti:
A bizonyitdsnal felhasznaljuk, hogy minden jé{o,...,k}
indexre aTo""'Wj leképezések kielégitik az [/1/ feltételt
és a Tj leképezés kielégiti a [2/ feltételt.

Tegyilik fel, hogy a Ko = (e [{e},\l/o:el—)bp],@o,zo,_lf)
konfigurdcid kezdd konfigurdcidéja a J» transzformidtornak és
valamely K, = (qlfS l,\_'/l] ,@l,Zl,_Sll) konfiguraciéra fennall
a KO:7K Kl derivacidé. Ekkor Ko kezdd konfigurdcidéja L -nek is.

7Y

Be fogjuk bizonyitani, hogy létezik a E transzformatornak

~i

s (q1[S l,‘rl],@l,il,ﬁl) konfiguracidéja és
q
o C o |
L s [z % [Z ]O

(*)

1 yv Tl

OLk:[Z ]k—%[z ]k
bijektiv leképezések hogy °Lo és oLk identitéas leképezések,
és Koéiil teljesiil, sot

'
i/ minden s, ¢S ; argumentumra @l(sk) = (so,sl,...,sk)
q

akkor és csak akkor, ha @l(olk(sk\) =

= (aLo(so) ,oLl (sl) reee sy (sk)) és
ii/ minden (so,sl,...,sj)ézl (1£3<€k) elemre

- : ’

.ﬂ- ((SO,Sl,...,Sj)) =,5L L(&O(SO)”(].(S].) r-'-r"Lj (Sj)]) ¢ €S

1447 (so,sl,...,sj)ezl akkor és csak akkor, ha

(Lols,) ,oLl(sl),...,o{j(sj))eil (1< 5<x), (so,sl,...,sj)e(N")j.

X -
Forditva, ha KO————=‘7 K. teljesiil, akkor létezik K, kon-

1 1
figurdciéja J -nek és (»)bijektiv filiggvények, ugy hogy °Lo’°Lk
identitéas fliggvények és i/ ii/ iii/ teljesiilnek.

Véglil, ha K, vég konfigurécié, akkor I-il is vég konfiguréacid
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és forditva, ha Rl vég konfiguracid, akkor Ky is vég konfi-

(/C .

ElSszb6r a fenti allitasnak az elsd részét fogjuk bebi-

guracid, tehat iL_=

zonyitani, a masodik rész hasonldan bizonyithatd be. A

* - - . . » . § .
KO=57 Kl derivacid hossza szerinti teljes indukcidval bizo-
nyitunk.
a./ A K_=J K, derivacié hossza 0, (K_ = K

° f 1

Trividlis.
b./ Tegyik fel, hogy az allités igaz a Ko==$xK " Ko==5¥K

derivaciéra és a (*¥) fliggvényekre, sd&t

K —%LK = ( q2[S 2,\|/2] ,@2,'22,512) teljestil.
q

A =5%Preléci6 definicidja alapjan léteznek a
[Zl]i~——?zg;i) (i = 0,...,k) leképezések, amelyekre telje-
siil, hogy minden (so,sl,...,sj)ezl (1£ §% k) elemre ha

Sg «s ,sl,...,sjn = bj...b uo(l,...,)ﬂuon [{l,...)/(uou Afgj

1
(b. eAJ,...,bl@Al,uOGGO ' Jz:{l,...,V(uoﬁ —J>TGO akkor
1{0(50) ,’H.(s.) = (b....bl,u 'ui[su.'Yi]’gi'Wi’Ti)
i
(1 =12,...,5), és (1{ (s | P j(sj))evj.

Tekintsik a {,:[Z'], =7 ZE(i) (i =0,...,k) leképezé-
; ol =
seket, ahol minden sieLZ ]i argumentumra K, ( ( i)) ( s ))
(1€d1, ... k).
Megjegyezzik, hogy értelmes a fenti definiciéd, mertali és
Yi leképezések bijektivek.
Az indukcids feltevés alapjan minden
1 . L
(s ,sl,...,s.)ez (15 i< k) elemre SL uso,sl,...,sj”
1 ’ - .
= { u& (s ,Jiksl),...,&j(sj») . Mivel Y =1, és minden

siG[Z { argumentumra a'Hi(si) produkcid elsd két komponense
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megegyezik a '}-{_i(oLi(si}) produkcié elsd két komponensével,

(1 =1,...,k), é&s minden (50,5,...,6-)6Vj (1£5=k)

J
elemre (’KO(SO),’E‘lfBl),...,"63(53.)')&\7:.', igy a’R‘i (i =l ess k)

leképezések kielégitik a 3.3. definicid /1/ feltételét.

A ]—{1 leképezések egyértelmiien meghatdroznak egy

K, = (&2[8_2,\?2], @2,22,312) konfigurdciéjat a | transzfor-
q - =
matornak, amelyre a Kl‘=}l: K2 kb6zvetlen atmenet teljesiil.
E18szdr bebizonyitjuk, hogy quS Z,L}/z] = 52[5_2,?2] .
q q

A K, "——7'1,_ K, kbzvetlen atmenet alapjén tudjuk, hogy

q2 = ql[S 1,5], ahol & :s 1— Tg (N¥) leképezés kielégiti
q k

a kobvetkezd formulat: minden stS 1 argumentumra ha

q
}L]((Sk) = (bk...bl'uolukrsukl‘fk] ,fk,W ,Tk) akkor

5(sk) =O)Skluk). Az indukciés feltevés és a K) == K, kdézvetlen

2

dtmenet alapjén nyerjiik, hogy gq“ = q1[S 1,5], ahol

q
5:8 | — Ty (%) leképezés kielégiti a kbvetkezd formuldt:
q k

minden sy €S ; argumentumra hay, (s, ) = (by...b

) ke PLoor DSy Pl
gk’wk’tk) és <§(sk) =u)sk(uk) akkor f{k(a(k(sk)) =f(',k(sk) =
=/K‘k(’]{k(sk)) = (bk...bl,uo,uk[suk,fk] 'Ek’wk’ik) valamely

1 r T leképezésekre, Wk halmazra, és

S(sk) =U)sk(uk) =3 (sk) , tehat q2 52.

Ismét a Kl=>nyK2 é€s Klz?/: K2 atmenetek alapjan kapjuk,

hogy a WZ és ?2; qu-—?Ak. . .AlTGO' leképezések kielégitik

a kovetkezd formuléakat:

Legyen Ekés , argumentum tetszbleges, és tekintsiik az
= q
egyértelmi Sy = sktk felbontast, ahol skGS 1 (S(sk) = (JJS (uk)
q k
valamely ukGPGk félfara, tkesu és Kk(sk) alakja

k
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(bk"'bl’uo’uk[Su ,*rk] ’fk’wk'rk) . A fentiek teljesiilése
esetén ha \fk(tk) = ck"'clto’ ck...cleAk...Al,toé{_l,...
...,V(ué))) és \,}/l(sk) = uo(ll"'l\/(uo)) [ill---rv(uo)i I%J
(uoeco v L}l’o:{l,...,)/(uo)k——) A

O -
gyz (sktk) = cp . "cld;)(to) . Tudjuk, hogy s, argumentumnak

akkor

ugyanaz a felbontédsa van, ha ad =0 és )-ék leképezéseket

haszndljuk, mert {{-k(sk) alakja ( by ...b;,u , 0[S ,‘fk] ’§k’

Wk"tk)' Mivel\fk(tk) = Cp...cpt  és \)(l(sk) = uo(l,...,V(uo)) L_{l,...

: -2
...,V(uo)k ,\9;] igy ¢ (sktk) = ck...cldg(t
Tehat azt kaptuk, hogy \}'2 = ?2

22 = {(s ¢ ,...,sjtj)) (so,...,sl)ezl, 52 1<k, Kolsy) =
- (bll. i 'bl’uo’uL[SuL Ml KC'W&'TL) és
(to,tl,...,tj)GW,Lk.

2% = i (sg) Egreenrdi (50 Bl [@olsg) seen iy (5, )€, 34 L4k,

és (Eo’ N ’Ej) eleme j{L(oLL(sy_ )) &tddik komponensének.

Most definidljuk az.l f [szi —3 [Ez]i (A = 04 cau, k)
leképezéseket. Legyen oLg és oLi az identitéas filiggvény, és
minden i€{1,...,k-1} szamra, minden siti&[ 22] i argumentumra

L5s,t,) =< (s;) § (), ahol H (s;) = (b,...D

u
R | 1’7o’

ui[Sui'Ti]'fi'Wi'ti) és §i:sui——>{1,...,|sui|} . Meg kell
mutatni, hogy d\i (i =1,...,k-1) bijektiv leképezés. Legyen

== D g = - -
s;ty = siti(@,[z _]i)es tegylik fel, hogy s; # s;. Ekkor S;r Sy
k6zlil az egyik valdédi kezdOszelete a masiknak, amely ellentmond
a konfiguracidé definicidéjanak, tehat c{i definicidéja értelmes.

E 2 LS =

Tegyiik fel, hogyo{i(siti) -—C,Li(siti\) , ahol s, # s, vagy
t, #t,. Has; # H akkoroii(si) # li{si) és mivel gi érték-

készlete N, tehéat o(i(si)§i(ti) # &i(gi) 51( Ei) ,
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g 2
Ha s; = s; &s t; %t akkoreL.( )

=, (s
l(sg( ) (st) m1vel§ (t) 5(
tie

1_:
azt kaptuk, hogyoL injektiv. Legyen El { [ZZJi, ekkor

létezik (soto,...,si i,...,s E )ez elem, ahol

1<j<€k. A 22 halmaz konstrukc103a alapjéan

= c 2 T e |
(so, teerSyree Sy .+,S,))€ 27 valamely s

vakra, j< A<k szémra, és

(b ...bl,Eo,@(l,.--,Va(@,)) [{1, ... VUB)} 3,10
sy ) ha €2 k.

- #
J417°" .,sLeN sza-

ﬁL(EL) = o /W,
(bk“'b1'50'ukfsuk"‘fk]'Sk'wk'tk) ha L=k,

és (Eo" e e

gree 'Ej)éWL . Az indukcibés feltevés alapjan lé-

: 1
tezik egy (so,...,s ,...,sj,...,sL)é«Z elem, amelyre

(‘,Lo(so),...pli(si),...,o{j(sj),...pLL( SL-)) = (50,...,5.,...

1

ERVERE ,EL) . Mivel K, (s,) = TLW’L(S}L )) definicid szerint,

alkalmazzuk a /2/ feltétel ii/ pontjat, amely kimondja,

hogy (Eo""’ti""

(é;l(Eo) el ,S;l(Ei) ESTE ,ggl(Ej))éWL , ahol go’ i B §j leképe-
zések a feltételben vannak definiéalva.
5 ; -1/= 2
T(;.hat (sogo ( o) . % nplig g ( ) ’Sjgj (tj))éz , és
wra i —_—s
(sigi t) =4 (s 6877 (F) = y (o) &y = 5.

Tehatd > sziirjektiv (1 = 1,...,k-1).

,T:J.)E—WL akkor és csak akkor, ha

Ezzel beléattuk, hogyaLi bijektiv (i = 0,...,k).

Legyen Ekes 2 tetszdleges, és tekintsilik az §k = st

q
egyértelmii felbontast, ahol S,ES 11 ’}Ck (sk) = (b bysu,
q
uk[Suk,‘fkl,Sk,Wk,’tk) i 8(sk) =wsk(uk)’ tes - Ebben az
esetben ﬂ(k( sk) = 'Zf‘k('}{,k(sk)) = (bk. : .bl,uo,uk[suk,*fk] '

§hc M Tic) -
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A /2] feltétel iv/ pontjat alkalmazva gk( ) =

(to,tl,...,tk) akkor és csak akkor, ha gk(

(go (toJr§1 1) "-'rﬁk(tk) ahol §o""’§k leképezések

a feltételben vannak definialva.

Az indukcids feltevés szerint @l(sk) b (so,sl,...,sk)
akkor és csak akkor, ha Ql(sk) =(°[o(so),oll(sl) ,...,,Lk(sk)) X
A @2,@2 leképezések definicidéja alapjan nyerjiik, hogy
@z(gk) = (soto,sltl,...,sktk) akkor és csak akkor, ha
2 i <
B (sk) (4 o(s 1§ o (to) rhy (59) § (Eq) oo v nly (5308 (1)) =
(oL (s tO ,oLl letl) "'°L]3 (sktk)) . Ezzel belattuk, hogy

azolo, ‘s .,otk leképezések kielégitik az i/ feltételt.
Legyen (soto,. “erSy £ )éZ vektor tetszdleges,

ahol 14 j< k, \s reeerSgree Sy ‘)&Zl valamely s
ieN)‘ szavakra, j £ L4k szamra és Ky (s, ) =

T OEALE

. (bL...bl,uo,uL[Su 2T, Wy, T,) és (tgrennrts)ew,.
Tudjuk, hogy o« ((so,...,s.,...,sL)) =

J
by . (l, . ,V(uo))['{_l, 5 ws ,V(uo ) ’l}o] valamely
{ ..,V(u }—-—> TGo leképezésre, és tg ([to,...,tj)) =

= cj oo 'clto valamely cjeAj j e ,cleAl allapotokra és

t & 3y R ,V( u )j argumentumra, eképpen

ﬂz(soto,---,s £5) = cy..oU(t) -

73]

Az indukcibs feltevés alapjan (DLO(SO) 5 5 e ’"Lj (sj) Ty "%L (SL)) S
1

eZ” &sMyldy (s0)) =y (i,l5) =
b(,"’bl'uo’uL[SuL’Tf.J ’EL’WL'%L) ha {=k .
= by .. byu KMy (s ) (1, V0L 8 ) [ {10 .. sV s M

‘?’L]'ft'wz'h) ha 1< {< k.

A TL leképezés kielégiti a [2/ feltétel v/ pontjat, tehat
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TL((to' e .,tj )) i o .c,t_ akkor és csak akkor, ha

PCL((éO(tO) e 2% ’§j (tj )) = cy- - .clgo(to) , ahol §o' g .,§j
leképezések a feltételben vannak definialva.
Tehat EL ((go (B} s s ,gj (tj ) = cye .cl§'o(to) teljesiil.
Az indukcids feltevés alapjan .ﬂl ((,,Lo (so) - "’{j (sj ¢ S

cdgls ) = by .ibgu (1, V(e ) {1, V() )T
JLZ ésii (i - O,...,k) leképezések definicidéja alapjéan
- .
n ((,,Lg (so)ﬁo (Eg) re-- "Lj (sj)gj (tj . =5 (o505t 7+
il ”Lj (sjtj))) = cye- 'cl‘}o(to) .
Bebizonyitottuk, hogy az alg, e ,o(i leképezések kielégitik
a ii/ feltételt.

Belatjuk, hogy az -1(23, b ,ol}z leképezések kielégitik
a iii/ feltételt. Legyen (soto,...,sjtj)e 7.2 tetszdleges,
ahol 1<3j<k és (Sgre-- EIVERE ,sa_)&Zl valamely Sypprec15€ N#
szavakra, j< L< k szamra, (Egr--- ,tj) vektor eleme 9 ,( s, ) 6to-
dik komponensének. Tudjuk, hogy ’QL(OLL( SL)) = ’@”LU[L(S‘)) . B
(L leképezés kielégiti a /2/ feltételt, tehét a (go(to),..
oo ’gj (tj)) vektor eleme ’)ZL (QAL(SL)) 6tddik komponensének,
ahol go' ""gj leképezések a feltételben vannak definidlva.
Tehat az indukcids feltevés és 22 definicidéja alapjéan
=2
(oio(so)go(to),...,elj(sj)_gj(tj)\ez :
Forditva, legyen (vo,.. .,vj)(.}Z2 tetszdleges. A 22 halmaz
konstrukcidéja alapjan létezik két vektor,
- — - _l . & i —
(so,...,sj,...,sL)QZ r TREYS Kék) és (to,...,t.)é
¢(N")3, amelyekre teljestilnek a v, = 5,E, (i =0,...,3)
s

t
egyenldségek és (Eo’ d%. ’Ej) eleme )-[L( _,L) 6todik komponensének.
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Az indukcids feltevés alapjén H~-l(§o),. _l(s )
E

o J

A ql leképezés kielégiti a [/2/ feltétel ii/ pontjat, tehéat

(5 ezt Tudjuk, hogy %,

(5 ,...,SJ ) eleme'MLbiL (52)) 6tddik komponensének,
ahol a g ...,g lekepezesek a feltételben vannak definiéalva.
Tehat (d - (5.)¢ o 'l A [ 5,067 (Ey)) ez, es
di("(;l(si)gll(zi)) N _i i (l = 0""'3)°

Az allitéas elsd részét bebizonyitottuk.

Az allitas masodik részét a Ko==%§Kl atmenet hossza

szerinti teljes indukcidval bizonyitjuk.

a./ A L =$ Kj derivacidé hossza nulla, azaz K, = K

m 1 o’

Trivialis.

b./ Tegylk fel, hogy az allitas igaz a KO==?;R1,
KO==%iK1 derivacibkra és a(x) filiggvényekre,

és a Rl:%k R2 kbézvetlen atmenet teljesiil.

Ai=%t relacidé definicidja szerint léteznek a
iti:[ﬁlj‘—? ij(i) (i = 0,...,k) leképezések, amelyek kielégi-
tik az aldbbi formuldt: minden (50,51,...,§j)ez1 (1¢3¢k)
S)s---485)) = bybpu (1, Y(u ) [{1,...
.A/(uoki,'O:] bjéAj,...,beAl, u G, JZ:{l,...,V(uolf—%
g akkor ﬁo(so) = u_, minden iclr,...,3} szamra ﬁi(si)
alakija

(b byou B, (1, VHE D) (AL, ... VHB )Y 3,105, .,.%)
) ha 1< i< k-1,

elemre ha.ﬁ.( SyrS

T

(b llu Iuk[Suklfk] ,gk,Wk,tk) ha i &= k,

és Ko(so ,...,Kjtéj))e\"/j.
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Tekintsiik a ){i:[zlji——? ZﬁiJ (i = 0,...,k=1) leképe-
zéseket, ahol minden s e [Zl_] ; argumentumra 9{, (si) =
= Qg‘;l(ﬁ,i(o{i(si”) : ’l{i (i = U s en ,k—l) definicidja értelmes,
mert ‘ii’(ﬁ leképezések bijektivek. A 3.2 definicidénak megfe-
lelden minden Ek(_;[Zl]k elemre @l(gk) az egyetlen olyan eleme
a 7t halmaznak, amely alakja (Eo, i ’gk—l’gk) valamely
EO, oy ,Ek_leNx szavakra.

Tudjuk, hogy (U (8g)r--- My ; (5] 5 e T, .
A To' T "Xk—l'%‘k leképezések kielégitik az [/1/ feltételt,
tehat létezik egyetlen b_ke (k) produkcid, amelyre
TWB ) =K (5) és W;l@iokso)) goae 'Tl_&}l(%k—l (sy_1)) By )E
EVy . Legyen’]{k(gk) =5k.

Az indukcids feltevés alapjan minden (so,sl,. ..,sj)é
£ 71 (1% 4% k) vektorra ﬁ_l(( SgrSyren- ,sj)) =ﬂl((oi o( so) ,oLl(sl) —
oy ’°Lj (sj )) - Mivel ¥ = ’]-{-_0 és minden sié[__Zl]i elemre U, (s;)
elsd két komponense megegyezik ’f{'_i(oLi(si)) elsd két komponen-
sével, ( I (I .,k), és minden (so,sl, B ,sj)éZl (1€ 9€ k2
elemre (’\{o(so) My (sl) b 5w ,Y{j. (sj))evj , kdvetkezik, hogy a
H; (L= 0,1,...,k) leképezések kielégitik a 3.3 definicié /1/
feltételét.

A 1{i (i = Qylsvna ,k) leképezések egyértelmiien meghata-
roznak egy K, konfiguracidét, amelyre Kl—-—>“EK2 dtmenet telje-
slil. Ett®l kezdve az allitas masodik részének bizonyitasa

hasonldé az elsS rész bizonyitasdhoz. A tétel bizonyitasa

teljes. ]
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A kovetkezOkben a fenti eredményeket, fogalmakat egy

példéan keresztiil szemléltetjiik.

Példa. Tekintsiik az alabbi két felszalld fatranszformatort:

W = (G, Al,Gl,A ,z_JL ), ahol
2

G, = GOUGO = {g & , Gg = {=_t,
2,0 2 o

Q
Il

1 = 616y, 6] = {gib, 67 = {xp.v,!
1 = {aipyeedd s A = {agl,
Z"”‘l = {b;x_=7y;, byx,—> X1, 2,9, gl(l,z)[{l,zk, Pqq 817 Byl,
f11:2-7 b2
a9, —-701(1,2)[{1,2},T’lz:li—?bl‘l_,"fll:ZI—7cl2]I’.
Ty, = 400 %50) 191 (71.73)) (95 00 5 [y )
0o (%6 r%) 191 (%1:71)) + (95 (%6 /%) 1oy (71, x)) -
N = (Gl,AZ,Gz,Aé,E%), ahol
G, = GZUG‘z’, Gz = {g,t, 65 = {x,.v,,2,1,
ay ={agmyt, a5 = {ay,
Z'\ﬂz = {a2g1—7 g,(1,2 [{1,2},{2:1}—» b,k fp2 2R byl],
ble—%>y2,b2xl—7 Zyy bzyl——>x2j,
‘ﬁ,IOZQL = {(go(xo'xo)’gz(XZ'xz))'(go(xo’xo)’gZ(YZ'y2))’
(95 (%5720 +95 (¥2022)) 1 (g5 (%5025 ) 1 92(25075) )/
Lgo (x5 r%5) 195 (25:2)))1 -
A 3.5. tételben szerepld konstrukcid szerint az U%l,'diz

transzformdtorokhoz megkonstrudljuk a Js 2-szinkronizalt

felszalld fatranszformatort.
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Ir = (Go,Gl,Al,AZ,Ai,A’,ZI,_,V), ahol
Zﬂ(o)= v, =G,
Ziw(l) ={51,62,53,54}, ahol 51 = (bl,XOrYl@,(D,(D),
b, = (by,x,,%,0,9,0), 65 = (aj,9,,9; (1,2)[{L,2},3:2—>b,1;
Py e s B, 0T, 8,011, Baai-> 2,2y, {[1,1), [2,.2)] .
T3: (1,1} bll,”C :(2,2)!—7b12) .
6, = (al,go,gl(l,Z)[{1,2},\.f’4:l}-—7bll,~f4:2i—7c12],g4:ll———?(l,l),
84:2—2(2,2), {1,1,(2,2)} ,Ty: (1,1Db 1; G (2,2) ¢, 2).
vy = {(%6:61) s (5g0B3) 1 (957 83) (95,64}
Xj,t.(Z) = {6.,6,,&,65,8,t, ahol 65 = (byby,x_,%,,0,0,0),
Dg = (bby,x,1v,:0,0,0), 67 = (byb1,%,,2,,9,0,9),
bg = (a,a;,95,9,(1,2) [{1,2),4g:1F> byb 1, ¥5:21b,b, 1],
fonlb=>1,1,1] 28, s0p-5{1,1,2], .12, .12, 2.2) ),
Tg:(1,1,1) =b,b 1; %t (1,1,2)>byby1; T (2,2)Hb,1),
By = (azal,go,gz(l,z)[{l,z},fgzli—-? b,b,1;¥y:2—>byb 1],
o s L1, 1, 1) 3 85 251,142}, 410, L1) 5 (1,20.2] 5 2,2}k
Tg:1,1,1)k—b,by1: 02 (1,1,2 )b,by1: 42 (2,2) FY oy 1)
Vy = {(xg:Bys85) s (5 1B,5.06)  (x155:57) s (95:83.88) 1 (95:6,,8)} -
Tekintstik a Jo transzformator K_,K;,K,,K3,K,,Kg,Kg
konfiguracidéit, ahol KO kezdg, K, K5,k Kg, K vég konfiguréaciéb.
K, = (azalgo(xo,xo) ,@o:e —(esere), {(e,e,e)} ,ﬂo:(e,e,e)r—->
a2algo(xo'xo )) o
K, = (g,(bsbyx ,bobx )8 s1t—(1,1,1) 6, :21>(1,1,2),
{(x,1,1), (1,1,2),(2,2)} SL: ,1,1) 9 bybox ;s
& e (1,1,20 byb.x 10 ¢ (2,2)b %),
Ky = (95 (%5,%,),9,9,0),
Ky = (9,(v5,7,),9,0.0),

K4 = (92 (y2’zz) I¢I¢l¢) ’
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Ke = (9, (2,07,) 10,9,0 ,
K6 = (gz (zzlzz)l®r¢l¢)-
A Ko konfigurdcidébdél kiinduld, vég konfiguradcidban vég-
z0do Osszes atmenetek az aldbbiak:
KO—Z[’,,KI
Ko =K1~
K =£Kl % Ky s
Ko é K =>J§— 57
K ==7 K1=, Kg»
A KOZ&V 1 dtmenetet az alabbi leképezések hatdrozzdk meg:
{e}okzlolin (er=g
rey:f el (1) ¥ (e ) = B,
1—c2={ e} =1f{2): Yyl )=5
ﬁnyz dtmenetet az aldbbi leképezések hatdrozzak meg:
w{o.{l,zi—ii(yo); Ko (1) = x5 %, (2) = %,
Kpa{1,28=2 (1) ® ) =65 1, (2) =5,
H,:{1,2)—2(2); %, (1) =64 %, (2) =6.

A K =—>)IPK3 atmenetet az aldbbi leképezések hatarozzak meg:

W 41,2t =2 (o (1) 1
USERET 2}—5& )i Y, ) =6,: H(2) =54,
1{2.{1,2}—-72;}( ; 1, (1 =Bg7 ¥, LZ) =6¢ .

Il

XO; 1{0(2) =X 7
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A Kl =>i~K4 dtmenetet az aldbbi leképezések hatdrozzadk meg:
. - . = . =

K 11,2} ZI»(O)' Ho (1) = x5 w (2) = x_,

Wil 2t 2 42)5 U,y (1) =64 1,(2) =6,

A Kl:ﬁ,fv K dtmenetet az alédbbi leképezések hatidrozzdk meg:

Myt {1,2}—9%(0); 1{0(1) = x_i W (2) = x_,
%l:{l,zk—?fxv(l); % (1) =6,: K, 2) =5,
ozl 2l =5 (2): %, (1) =65 %,(2) =64.
A K| =, K¢ atmenetet az aldbbi leképezések hatdrozzék meg:

1(0:{_1,2}—-)ZI£O); M, (1) = x,i A (2) = %,
Ml:{l,z}—)zl&l);'?{l(l) =B6,i %;(2) =6,
oz (1,2} —>ZI£2); K,(1) =6, %y(2) =6,.

Lathatd, hogy TIV =T, oT, .
A VL
2
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