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Resumen

La propiedad de aproximacion es pieza fundamental del estudio de operadores entre
espacios de Banach. Este trabajo la introduce en el contexto de la teoria de productos
tensoriales proyectivos. Mediante técnicas béasicas de esta teoria se demuestra que el es-
pacio de Bochner L;(E) hereda la propiedad de aproximaciéon de E. Por otra parte, se
presenta una adaptacion del argumento de Grothendieck que demuestra la equivalencia
entre el problema de aproximacion y el problema 153 del Libro Escocés.

Palabras clave: operadores compactos, operadores nucleares, tensores, traza



Agradecimientos

A mis abuelos, mi mamd y mi tio, por ser pacientemente mi soporte;
a Rosana, mi novia, por su preciosa compania;

a mis profesores y companeros, por su calidez y su camaraderia;

a Julio, por aceptarme como su estudiante.

II



Indice general

1. Introduccién

2. Preliminares
2.1. Teoria algebraica de productos tensoriales de espacios vectoriales . . . .
2.2. Productos tensoriales proyectivos de espacios de Banach . . . . . . ..
2.3. Laintegral de Bochner . . . . . . . .. ... oo

3. La propiedad de aproximacion
3.1. Definicién y ejemplos . . . . . . ..o
3.2. Caracterizacién de Grothendieck del problema de aproximacion

Bibliografia

IIT



Capitulo 1

Introduccion

La propiedad de aproximacion en un espacio de Banach E garantiza la buena defini-
cién de la traza de operadores nucleares T € N (F) y, por ende, la del determinante de
operadores de tipo 15 + 1. Este trabajo fue impulsado por la necesidad de investigarla
en los espacios (,(E). En él demostramos que el espacio de Bochner L;(E) hereda la
propiedad de aproximacion de F, incluso la variante acotada—jcon la misma constante!
La herramienta clave son los productos tensoriales proyectivos de espacios de Banach,
aunque su aparicion en el texto no es puramente utilitaria. De hecho, la propiedad de
aproximacion resalta la belleza de esta estructura mas alla de los destellos que se puedan
entrever a través de la propiedad universal que la define. Incluso, al final fue imposible
resistirse a rescatar parcialmente la caracterizacion de Grothendieck del problema de
aproximacioén, la cual comprende uno de los problemas mas célebres del Libro Escocés.

El Libro Escocés es un compendio de problemas que se redacté a partir de las
deliberaciones de algunos miembros de la Escuela de Matematicas de Lwow y que solia
albergar el Café Escocés, un café en el corazén de la ciudad—hoy Lviv, Ukrania—en
donde departian a menudo. A sus contribuyentes habituales se sum6 Stanistaw Mazur,
un matematico polaco quien, en 1936, anoté el siguiente problema.

Problema 153. Dada una funcién numérica continua f definida en [0, 1] x [0,1] y un
nimero € > 0, jexisten nimeros $i, ..., Sp, t1,...,t, ¥ Q1, ..., v, tales que

Fls.t) = Y auf (s, )Tt t)| <

para todo s y ¢ en [0,1]?

Pero bien es sabido que existen problemas matematicos de expresiéon sencilla cuya re-
solucion demanda maquinaria sofisticada. De hecho, en Produits tensoriels topologiques
et espaces nucléaires, su tesis de 1953, Alexander Grothendieck reformuld esta pregunta
en términos de una propiedad del dominio de los espacios vectoriales topolégicos [2]:



Jes cierto que el operador identidad de todo espacio localmente convexo puede ser apro-
ximado uniformemente en conjuntos precompactos por operadores de rango finito? En
otras palabras, él se pregunto si tales espacios poseian la propiedad de aproximacion.
Una respuesta negativa llegaria en 1973 gracias a un profundo contraejemplo de Per
Enflo [8].

Por supuesto, el problema 153 solo ocupa un lugar anecdético en el texto de Grot-
hendieck, siendo uno mas de los diecinueve eslabones de la cadena de equivalencias a la
que pertenece la entonces conjetura de la condition d’approzimation [10, Proposicién
37]. De acuerdo con Laurent Schwartz [19, pag. 283], el monumental trabajo de Grot-
hendieck inicié con la buisqueda de una buena topologia para el producto tensorial de
espacios localmente convexos y culminé efectivamente en el influyente articulo Résumé
de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques [11].



Capitulo 2

Preliminares

Las siguientes paginas estan dedicadas a cimentar los prerrequisitos para entender
las ideas centrales de este trabajo. Si bien este capitulo repasa terminologia estandar
presente en el curriculo del pregrado, también asume una familiaridad minima con
algunas herramientas basicas del andlisis funcional [14, Capitulos 1, 2 y 3] y la teoria de
integracion de Lebesgue. Su meta es introducir un marco tedrico en el que la propiedad
de aproximacion puede inscribirse naturalmente. El capitulo se divide en tres secciones.
La primera es un extracto del primer capitulo de [18], cuya composicién gira en torno
a la formulacién del producto tensorial de espacios vectoriales expuesta en la tercera
parte de [21]. La flexibilidad conceptual de dicha caracterizacién permite establecer sin
mayor dificultad dos contribuciones del autor: los Teoremas 2.1.5 y 2.1.9. La segunda
es una seleccién austera pero adecuada del segundo capitulo de [18] en la que se aporta
una discusion sobre los cocientes que es indispensable para acceder al resultado mas
importante de la seccion (Teorema 2.2.14). La tercera, por ultimo, es una construccién
expedita de la integral y los espacios de Bochner basada en el apéndice E de [4], cuya
pretension final es el Teorema 2.3.6.

2.1. Teoria algebraica de productos tensoriales de
espacios vectoriales

Por regla general, toda consideracién sobre dos o mas espacios vectoriales presu-
pondra un campo subyacente comtun K. Sean F, F', y GG espacios vectoriales. El espacio
de todas las funciones lineales—u operadores—de E en F lo denotaremos mediante
L(E, F), aunque preferiremos los simbolos L(E) y E*# cuando £ = F' y F = K, respec-
tivamente. Sea F X F' el espacio vectorial que se obtiene al dotar al producto cartesiano
de E' y F con las operaciones obvias, es decir, (x,y) + (¢/,y) = (z + 2,y + ) y
a(z,y) = (ax,ay) para todo escalar « y todos los z, 2,y y y' relevantes. Una funcién
A definida en E x F con rango en G se llama bilineal si las funciones = — A(z,y)



y y — A(x,y) son lineales para toda eleccién de y y x. B(F x F,G), la coleccién de
tales A, es un espacio vectorial con las operaciones usuales definidas de punto en punto.
Cuando G = K, simplemente escribiremos B(E x F).

Definicién 2.1.1. Sean E y F' espacios vectoriales y sea ¢ una funcién bilineal en
E x F. Decimos que E y F son ¢-linealmente disjuntos si el conjunto {¢(x,,ys)} es
linealmente independiente para cada eleccién de conjuntos linealmente independientes

{7}y {ys}-

La definicién anterior no hace referencia explicita a los cardinales de los conjuntos
de indices. De hecho, es facil mostrar que podemos restringirla al caso finito, de donde
obtenemos inmediatamente la siguiente caracterizacion.

Teorema 2.1.2. Dos espacios vectoriales E y F son ¢-linealmente disjuntos solo st
para cualquier par de conjuntos finitos {x,} C E y {y.} C F tales que > ¢(x,,y,) =0
la independencia lineal de uno implica que el otro solo consta del vector nulo.

El lector interesado puede consultar la demostracion en [21, pags. 403-404]. Un
producto tensorial de espacios vectoriales E y F' es un espacio vectorial M para el
cual existe una funcion bilineal ¢: E x F' — M que, ademés de hacer a E' y F ¢-
linealmente disjuntos, satisface gen ¢(F x F') = M. Sus elementos se llaman tensores
y, por definicién, son sumas finitas Y ¢(z,,y,) de tensores elementales. Siempre que
deseemos explicitar ¢, escribiremos (M, ¢). El siguiente paso légico es probar que, en
efecto, los productos tensoriales existen; sin embargo, pospondremos este asunto hasta
que hayamos mostrado por qué los productos tensoriales son importantes.

Teorema 2.1.3. Sean E y F espacios vectoriales y (M, ¢) uno de sus productos ten-
soriales. Entonces, para toda funcion bilineal A: E x F'— G existe una tinica funcion
lineal A que hace conmutar el siguiente diagrama.

ExF —4.,@
P

Q{
A

-

M

Ademds, A+ A es un isomorfismo entre B(E x F,G) y L(M,G).

Demostracion. Recordemos que para definir una funcién lineal en un espacio vectorial
basta especificar su accién en una base. Sean {z,} y {ys} bases para E'y F, respectiva-
mente. Puesto que estos conjuntos son ¢-linealmente disjuntos, B = {¢(z,,ys)} es un
subconjunto de M linealmente independiente, hecho que combinado con gen ¢p(E x F') =
M vy la bilinealidad de ¢ implica que B es una base para M y que, en ultimas, la asigna-
cién ¢(z,, ys) — A(z,,ys) define una funcion lineal A en M. Ahora, escojamos cualquier



(z,y) en E x F, poniendo enseguida = 3 o,z y y = 3 Bsys. Ya que Ay ¢ son bili-
neales y A es lineal, se sigue que

A(l‘, y) = Z OérﬂsA(xra ys) = A(Z 047«53¢(33r, ys)) = A(b(l’, y)7 (1)

mostrando asi que A hace conmutar el diagrama; cualquier otra funcién lineal con
esta propiedad coincide con A en B y por lo tanto es idéntica a ella. Por dltimo, se
verifica inmediatamente que para todo escalar a, toda funcién lineal v en L(M,G) y
toda eleccién de funciones bilineales Ay A" en B(E x F,G), los siguientes diagramas
conmutan.

E x F 24 ¢ ExF -, q
//7 //7
(bl /////_H—oua’ ¢J /,//’U
M M

De aqui que u sea lineal, sobre y uno a uno—mnote que (1) implica que A = 0 se
sigue de u(A) = 0. O

Es comun, pues, pensar en los productos tensoriales como instrumentos de “linea-
lizacion” [18]. La primera conclusion de este teorema es una propiedad (de M y ¢) de
las que en la teoria de categorias se denominan universales. Si bien una justificacién
adecuada de esta terminologia queda fuera de nuestro alcance, cabe resaltar que dos
objetos que satisfagan la misma propiedad universal han de ser esencialmente iguales.

Teorema 2.1.4. Si (M, ¢) y (M',¢') son productos tensoriales de E y F, entonces M
y M’ son isomorfos.

Demostracion. Apliquemos el Teorema 2.1.3 dos veces para obtener

M <Y ExF -2\

Puesto que este diagrama conmuta, se sigue que ¢'¢¢’ = ¢, lo cual, a su vez, implica
que ¢'¢ y la identidad en M’ coinciden en ¢/(E x F). Sin embargo, lo tltimo es un
generador de M’ y por lo tanto ¢'¢ = I,y. Por simetria, ¢¢’ = I;. La demostracién
esta completa. O

En consecuencia, hablaremos del producto tensorial de £ y F' y lo denotaremos
por E ® F, a pesar de que en distintos pasajes trataremos con espacios formalmente
diferentes. Siguiendo esta idea, sin importar qué funcién bilineal ¢ se asocie a F® F en
su definicion, también escribiremos x®y en lugar de ¢(z, y), a menos que la claridad nos
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exija lo contrario. Como se habia prometido, es hora de dirimir la cuestiéon de existencia.
Recordemos que un subconjunto de E# separa puntos si para cada x # 0 en E al menos
uno de sus elementos no se anula en z. Por ejemplo, si £/ es un espacio de funciones
con valores en K, la colecciéon de todos los funcionales de evaluacion, a saber, funciones

de la forma f N f(x), es un subconjunto de E# que separa puntos.

Teorema 2.1.5. Sean E y F' espacios vectoriales y fijemos conjuntos que separan
puntos S C E¥ y T C F#. Sea U el subespacio de B(E x F) generado por todas las
funciones de tipo (x,y) — @(x)Y(y), donde ¢ y b recorren S y T. Entonces, E @ F
puede ser visto como V, el subespacio de U? generado por todos los funcionales de
evaluacion.

Demostracion. Definamos ¢: E'x F' — ) asignando a cada (x, y) su funcional de evalua-
cién. Obviamente, ¢(E x F') genera a V. Ademas, es facil ver que esta funcién es bilineal.
Ahora, sean {z,} y {y,} subconjuntos finitos de F' y F', supongamos que Y ¢(z,, y,) = 0
y fijemos ¥ en T'. La ultima ecuacién implica que, en particular,

d_e(@)v(y) = v e(z)y) =0 (p€S),

que, a su vez, produce Y ¢(x,)y, = 0 porque T separa puntos y 1 fue escogido al
azar. Si, adicionalmente, asumimos que {y,} es linealmente independiente, entonces
o(z,) = 0 para todo r. Sin embargo, S también separa puntos y por lo tanto cada z,
debe ser nulo. Apelando a la simetria, podemos aplicar el Teorema 2.1.2 para concluir
que F y F son ¢-linealmente disjuntos. Esto termina la demostracion. O

Ejemplo 2.1.6. Para todo espacio E, K ® E coincide con E. Por lo tanto, K® K y
K2 no son isomorfos.

Ejemplo 2.1.7. El producto tensorial £ ® F' contiene copias de E y F, siempre que
ninguno de ellos sea trivial. El espacio £ ® {0} siempre es trivial.

Ejemplo 2.1.8. Algunos productos tensoriales se manifiestan de forma bastante natu-
ral. Tal es el caso de E# ® I, que encaja en L(E, F) como el espacio de funciones lineales
de rango finito. Delineemos este ejemplo atin mas. Supongamos que E es n-dimensional,
fijemos una base B = {ey, ..., e, } y definamos una base {¢}} para E# mediante la férmu-
la €/(e;) = d;;'. Recordemos que una funcién lineal u € L(E) puede ser representada
por una matriz cuadrada (a;;) cuyas entradas satisfacen u(e;) = - a;;e;. Un ejercicio
clasico de algebra lineal nos pide, entonces, mostrar que v — > a; define un funcional
lineal en L(F) que no depende de B, a saber, el funcional traza. El enfoque “tensorial”
brinda una respuesta sucinta. En efecto, considere la funcién bilineal en E# x E dada

1La delta de Kroenecker.



por (¢, x) — @(z) y adjunte a ella la linealizaciéon Tr provista por el Teorema 2.1.3.
Como u = - e @ e;, se obtiene

Tru=7)_ a;Tr(e; ®e;) =D ayejle) =) i

Habiendo discutido sobre los productos tensoriales “desde afuera”, poco se ha dicho
explicitamente acerca de sus elementos. Una pregunta natural nos compete: ;cuando
son iguales dos tensores? El siguiente criterio no deja de ser una agradable respuesta.

Teorema 2.1.9. Sean E y F' espacios vectoriales. Fijemos conjuntos que separan pun-
tos S C E* yT C F*#. Pongamos u =Y.z, @ y,. Entonces, u = 0 si y solo si

doelz)v(y) =0 (peS)(WeT). (2.1)

Demostracion. Sean V' 'y ¢: E x F — V como en la formulacion y demostracion del
Teorema 2.1.5. Por el Teorema 2.1.3, ¢ admite una linealizacién ¢ en E ® F tal que
o(x®@1y) = ¢(z,y). En virtud de la definicién de V, (2.1) se cumple exactamente cuando
(;g(u) = 0, pero, de acuerdo con la demostracién del Teorema 2.1.4, ¢ es en realidad un

isomorfismo. La conclusion es evidente. O

Ejemplo 2.1.10. Supongamos que S y T, ademas de separar puntos, son espacios
vectoriales—E# y F# son ejemplos, por supuesto. Sea A: E x F — B(S x T) tal
que A(z,y)(p, ) = o(x)p(y). Claramente, A es bilineal. En vista del Teorema 2.1.9,
su linealizacién en F ® F' es inyectiva y por lo tanto hemos logrado identificar este
producto tensorial con un espacio de formas bilineales. De manera analoga, podemos
obtener identificaciones con subespacios de L(S, F') y L(T, E).

2.2. Productos tensoriales proyectivos de espacios
de Banach

El resurgir del método axiomético impulsé una tendencia unificadora en las ma-
tematicas del siglo XX. En efecto, con la ayuda de unos postulados bien demarcados,
las teorias interactuaron, se acoplaron y sus resultados se extendieron por doquier. Los
analistas, en particular, dirigieron su atencion al estudio de ciertas estructuras alge-
braicas equipadas con topologias adecuadas para sus investigaciones. Asi, por ejemplo,
en los anos 50, el andlisis armonico fue enmarcado en la teoria de grupos topologicos y
el andlisis funcional se erigié sobre la teoria de espacios vectoriales topolégicos. Uno de
los méaximos exponentes de esta matematica fue Alexander Grothendieck, quien, antes
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de refundar la geometria algebraica, dedicé los primeros anos de su carrera al andlisis
funcional. De hecho, la siguiente introduccion a la teoria de productos tensoriales de
espacios de Banach es fruto de su disertacion doctoral.

Sean E y F' espacios normados reales o complejos. De ahora en adelante, usaremos
tipos como L y B para denotar los subespacios de los espacios definidos al principio del
capitulo que comprenden tinicamente funciones continuas. ; Como deberia comportarse
una norma razonable en ' ® F'? En estrecha analogia con las algebras normadas, parece
natural exigir al menos cierta compatibilidad “multiplicativa”, a saber, ||z ® y| <
||z]|||ly]|- De hecho, si la norma satisface dicha propiedad y Y- z,,®y, es una representacién
finita del tensor u, entonces ||u|| < 3 ||z,||||y-||. Sin mas que esta observacion, podemos
sugerir un buen candidato a norma.

Teorema 2.2.1. La formula
m(w) = Wt |z |ly-ll: Dz @y, es una representacion finita de u} (2.2)
define una norma en E ® F tal que m(x @ y) = ||z||||y|| para todo x yy en E y F.

Demostracion. Comprobar que 7 posee todos los atributos de norma es tarea rutinaria,
excepto, quizés, cuando se trata de verificar su positividad. Supongamos que 7(u) = 0.
Sea € > 0, sean ¢ y 1 dos miembros de los duales topoldgicos E* y F™* y escojamos una
representacion finita 3z, ® y, de u tal que ||¢||||¥|| 3 |z |||ly-|| < €.? Entonces,

AGw)| =[S et

donde A es la linealizacién de la forma bilineal (z,y) — @(2)¢(y). Por lo tanto,
> p(z)(y,) = 0. Como E* y F* separan puntos [14, Corolario 1.9.9], u debe ser
nulo en virtud del Teorema 2.1.9. Por otra parte, es evidente que 7(z ® y) < ||z||||y|l-
Para demostrar la desigualdad reciproca, supongamos que ni x ni y son nulos. Por
el teorema de Hahn-Banach [14, Teorema 1.9.6], existen funcionales continuos ¢ y v
tales que ¢(z) = ||z|, ¥(y) = |yl v ll¢ll = [|#]] = 1. Una vez mds, un argumento
de linealizacién aplicado a estas condiciones produce ||z|||y|| < X ||z.||||ly-]| para toda
representacion finita > =, ® ¥, de x ® y, de lo cual ||z||||y|| < 7(x ® y) es consecuencia
inmediata. [

< €,

A 7 se le conoce por el nombre de norma proyectiva.®> Es evidente que normas
equivalentes dan lugar a normas proyectivas equivalentes. Cada vez que deseemos con-
siderar al producto tensorial junto con esta norma utilizaremos el simbolo £ ®, F'. Por
lo general, este espacio no es completo ain cuando sus componentes £ y F' lo son. A
su completado le llamaremos producto tensorial proyectivo de E y F'y lo denotaremos
mediante EQ, F.

2Por definicién, E* = L(E,K).
3Esta norma hace parte de una familia de normas tensoriales razonables. Entre ellas también se

destaca la norma en E ® F como subespacio de formas bilineales continuas (ver Ejemplo 2.1.10),
simbolizada € y llamada norma inyectiva. En este texto solamente nos concierne la norma proyectiva.




Ejemplo 2.2.2. Producto tensorial de operadores. Si S'y T yacen respectivamente en
L(E,F)y L(G, H), entonces existe un tnico operador S® T en L(E ® G, F ® H) tal
que SRT(z®y) = S(z)®T(y). Si Y x, ®y, es una representacion finita de u, entonces
(S @ Tw)) < [ISHT|X ||z l|y-]| v por lo tanto S ® T € L(E ®, G, F ®, H) con
norma [|S ® T'|| < ||S||||T]]. De hecho, debemos concluir que ||S @ T|| = ||S||||T||, pues
ST ()| < [|S@T||z||||y]| para todo x y y. Por lo tanto, S® T admite una tnica
extensiéon continua S ®, T en L(E®,G, F&.H) tal que ||S @, T|| = ||S|/||T]|-

Si X y Y son subespacios de E y F, entonces X ®, Y es subespacio de £ ®, F
en el sentido algebraico, pero no siempre en el topolégico.* De hecho, puesto que la
norma proyectiva de un tensor se calcula en funcién de sus representaciones, es claro
que Trper < Txsy, Mmas no hay indicios de que la desigualdad contraria sea cierta, ni
siquiera salvo alguna constante positiva. Los subespacios complementados no poseen
este defecto.’

Teorema 2.2.3. Sean E y F espacios normados. Si X C E yY C F son subespacios
complementados, entonces X ®, Y es complementado en E @, F y para cualquier par
de proyecciones P: E — X yQ: F =Y

Trer < Txgy < [|P[|[|Ql7TEsr. (2.3)
La demostracion es obvia, pues P ® @) es la proyeccion buscada.

Ejemplo 2.2.4. Inmersion isométrica y complementada de F' en E ®, F [18, Ejercicio
2.1]. Sea E # {0} y # € E con ||z|| = 1. Entonces, gen{z} estd complementado en F
con proyeccion P de norma uno. Claramente, F' estd complementado en si mismo con la
proyeccion identidad 1g. En consecuencia, gen{z}®, F' es un subespacio complementado
de E®, F' con proyeccion de norma uno, a saber, P® 1. Sin embargo, F'y gen{z}®, F
son isométricamente isomorfos, pues A, el tnico operador de L(gen{z} ® F, F) que
verifica A(axr ® y) = ay, es un isomorfismo en virtud del Teorema 2.1.9 y satisface
(A7 (y)) = lz @yl = ||zll|yll = ||| En particular, F y K ®, F son indistinguibles
como espacios normados.

Si G es un espacio normado, entonces B(Ex F,G) = {A € B(ExF,G): ||A(z,y)| <
Cl|z||||ly|| para algin C'}. Si, ademés, G es completo, entonces la férmula

[All = sup [|A(z,y)]]

=<1 [[yll<1

define una norma completa en B(E x F,G). A estas convenciones las acompana una
elegante version topologica del Teorema 2.1.3.

4Ver [18, Ejercicio 2.7].
5X C E es complementado en E si existe un operador continuo e idempotente P: E — X tal que
P(E) = X. En este contexto, a P se le llama proyeccidn de E sobre X.



Teorema 2.2.5. Sea A: E X ' — G una funcion bilineal continua. Entonces, eriste
un tnico operador continuo A: B @, F' — G tal que A(r ® y) = A(x,y) para todo x
y y. Adicionalmente, la correspondencia A — A es un isomorfismo isométrico entre

B(E x F,G) y L(E ®, F,G).

Observe que L(E ®, F,G) puede ser reemplazado por L(E®,F,G) en la conclusiéon
de este teorema. Ademds, note que T +— ((x,y) — Tzxy) es un isomorfismo isométrico
entre L(E,L(F,G)) y B(E x F,G). En particular, (E®,F)* puede ser tratado como
B(E x F) o como L(FE,F*)—o incluso L(F, E*). Ahora, fijemos un conjunto I, sea
o = {«, },er una familia de escalares no negativos y > «, el supremo de todas las sumas
finitas > a; o, equivalentemente, la integral de Lebesgue de ¢ — «, con respecto a la
medida de contar en P(I). Si @ = {z,} C E, diremos que x es absolutamente sumable
siempre que ||[{z,}|| := X ||z.|| < co. En el sentido esperado, es inmediato que

(1(E) = {x: x es absolutamente sumable} (1)

es un espacio normado. Si £ es completo, es facil ver que ¢;(E) también. En efecto, sea

¢ > 0, {z,} una sucesién de Cauchy en ¢,(E) y z la familia definida por z, = lim z(™.
(n) (m)
-z

Si n 'y m son lo suficientemente grandes, entonces _ ||x; | < ey por lo tanto
> ||:)sl(") — z;|| < € para cualquier suma tomada sobre un subconjunto finito de I. De
aqui que & sea absolutamente sumable y que lim «,, = «. Adicionalmente, tampoco es
dificil mostrar que para todo @ en ¢;(FE) existe uno y solo un x en E con la siguiente

propiedad:

para todo € > 0 existe un conjunto finito F. C I tal que ||x — Y crzi|| <€
para todo conjunto finito F. C F C I.

En dicho caso escribiremos > x, = x. Asi, es evidente que  — > x, es un operador
lineal continuo, lo cual no es un hecho fortuito, pues hace parte de un esquema superior
que abordaremos en la siguiente seccion.

De manera parecida, introducimos los espacios de familias con valores en E

loo(E) ={z: sup||z.,|| < oo} (2)

(3)

para todo € > 0 existe un conjunto finito F’
tal que sup,;_p ||z,)| < ¢ ’

co(E) = {a:

normados mediante & — sup ||z,||. Las relaciones de dualidad entre los espacios de tipo
(1), (2) y (3) son las esperadas. Aqui solo destacaremos la siguiente.

Teorema 2.2.6. Para todo ¢ en co(E)* existe ¢ en (1(E*) tal que o(x) =3 . (z,).
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Demostracion. Sean 7,: ¢o(E) — E y 0,: E — ¢o(F) la proyeccién y la inyeccién
en la coordenada iota. Entonces, * = Y 6,7 (x) y por lo tanto p(x) = Y b, (x,)
para todo x en co(E). Pongamos ¢, = ¢f,. Si F' es un conjunto finito de indices,
entonces > ;cp i(x;) < ||| para cualquier eleccién de z; en E que satisfagan ||z;|| < 1
y wi(x;) € R Asi, Yicr ||lwill < ll¢ll v en consecuencia Y ||, || < oc. O

En aras de la simplicidad, acordemos que ¢; = ¢;(K). A continuacién, presentamos
el primer producto tensorial proyectivo de verdadero interés [18, Ejemplo 2.6].

Teorema 2.2.7. Si E es un espacio de Banach, los espacios (1(E) y {;@,E son
isométricamente isomorfos.

Demostracion. Sea A el operador en {1 @, E tal que A(a®z) = {a,2}. Por el Teorema
2.2.5, ||A|| = 1. Definamos la familia e, por la férmula eﬁf) = 0,y para todo ¢ en I.
Asi, la definicién de sumabilidad absoluta implica que & = Y /_l(eL ® x,). Por lo tanto,
basta mostrar que A es una isometria. Sea D = gen{e,}. Puesto que D es denso en ¢; y
(e, ) = a®x es continua, para todo x en E se verifica que ¢, @ gen{z} C D ® gen{z},
y por lo tanto /; ® E = D® E. La desigualdad 7(u) < ||A(u)|| en D ® E se obtiene
por pura manipulacién algebraica; un argumento de continuidad extiende su validez a
todo /1 ®, E vy, por cuenta de ello, termina la demostracion. O

Observacion. La prueba anterior esconde dos resultados que vale la pena resaltar: el
primero, que si A(u) = «, entonces u = A~ (x) = Y e, ®z,; el segundo, que si ponemos
I=1{1,...,n}, entonces A es una isometria entre ¢,(F) y K" ®, E, de donde automati-
camente obtenemos la completitud de F' ®, F para todo espacio de dimensién finita
F [18, Ejercicio 2.4]. Concluiremos este comentario justificando por qué no obstante la
transicion de E ®, F a E&,F no es del todo intil [18, Ejercicio 2.5].

Teorema 2.2.8. Si E y F son espacios de Banach de dimension infinita, entonces
E ®,: F no es completo.

Demostracion. Sea 0 < r < 1 y escojamos un vector unitario e; en £ . Supongamos
como hipdtesis de definicién recursiva que eq, ..., €, _1 son vectores unitarios y linealmen-
te independientes en E tales que para cualquier eleccion de escalares que incluya a la
unidad oy, ..., o, -1 se verifica que ||are; + ... +ap_1€,-1]| > r"/(r+1)". Por el lema de
Riesz [7], existe un vector unitario e, tal que para toda lista de escalares ay, ..., a,—1 se
verifica ||oye; +...+ay 16,1 +€,|| > r. Claramente, los vectores ey, ..., €, son linealmen-
te independientes. Para asegurar el paso inductivo, sea aq, ..., o, una lista de escalares
de los cuales, sin pérdida de generalidad, los primeros n — 1 incluyen a la unidad. De
esta manera, si |a,| < r(r+1)"""! entonces ||aje; + ... + ane,|| > r(r+1)7" — |an| >
r"*(r +1)7"!; sin embargo, esta conclusion es cierta atn si |a,| > r(r+1)7""!, pues
en dicho caso ||aie; + ... + ane,|| > |an|r > 7" (r +1)7""!. Hemos, pues, demostrado
que para todo 0 < r < 1 existe una sucesién {e;} de vectores unitarios y linealmente
independientes en E tal que para todo n > 1
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,
147
Pongamos X, = gen{(1 — dni)ei}y v dmn = d(em, Xinn) para todo par de enteros
positivos m y n. En particular, (1) implica

n+1
|larer + ... + anen|| > ( > (o, = 1 para algin k). (1)

dn > (TL)W (1<m<n). ()

De ahora en adelante, fijemos un ntimero 1/2 < r < 1, una sucesién {e;} que por
(1) le corresponde y una sucesién cualquiera {f;} de vectores unitarios y linealmente
independientes de F. Pongamos u, = Y.¥ 3 %¢; ® f; para todo k > 1. Claramente,
{ug} es una sucesién de Cauchy en E ®, F; sin embargo, afirmamos que {ug} no
converge en F ®, F. Actuemos por reducciéon al absurdo suponiendo que existe un
tensor u = 22:1 r; ®y; tal que limup = u. Sea A la linealizacién en F ®, F de la
funcién bilineal A: E' x F — L(E*, F') definida por la formula A(z,y)(¢) = ¢(z)y. Es
facil comprobar que A es continua; de hecho, el teorema de Hahn-Banach garantiza que

|A|l = 1. En virtud del Teorema 2.2.5, A también debe ser continua y por lo tanto
A(u) = lim A(uy). De aqui se sigue que para todo ¢ en E*
< fi
pla)ys + e+ ooy = 3_ple) 35 (3)
i=1

Sea Y = gen{yi,...,y;} v fijemos m > 1. Un corolario de separacién del teorema de
Hahn-Banach aplicado a (2) [14, Corolario 1.9.7] produce funcionales lineales ¢,, n =
m+ 1,m + 2..., con norma ||@,|| = 1/d,u, que se anulan en X,,, v ademés satisfacen
©n(em) = 1. Asi, evaluando en (3), obtenemos

ol ot o= gfn= X eale)l  mem. @
i=n+1

Puesto que

o fi
Z Qpn(ei)§

i=n+1

G 1 < 1 /r+ 1\ O /r41\¢
Szémn?ﬂgz?)i( ) §Z<3r)

i=n+1 i=n+1 r i=n+1

yr+1<3r, (4) implica f,, € Y =Y. Por lo tanto, Y contiene un conjunto infinito de
vectores linealmente independientes. Absurdo. O

Observacion. El teorema anterior se considera parte del folclore de la teoria, por lo
que su mencion en la literatura usualmente es relegada a los ejercicios. Para una de-
mostracion ligeramente distinta, consulte la maquinaria béasica de la teoria de sistemas
biortogonales en espacios de Banach [12, Teorema 1.22].
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Una digresién sobre cocientes

Sean E y F' espacios normados. Si X es un subespacio cerrado de E, p es la proyec-
cién natural en el cociente z — Ty T: E/X — F es un operador continuo, entonces
T, = Tp queda factorizado naturalmente a través de T'. Toda funcién sobreyectiva
@: F — F que admita tal tipo de factorizacion mediante una isometria recibe el nom-
bre de operador cociente, en cuyo caso diremos que F' es cociente de E—en particular,
los cocientes de espacios de Banach son espacios de Banach. A esta definicién le corres-
ponde una caracterizacion sencilla.

Lema 2.2.9. Sea QQ un operador de E en F. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(a) Q es un operador cociente.
(b) Q(E) = F y |lyll = inf{{|z|[: Q(x) =y} para todo y en F.
(¢) Q(Bg) = B, donde Bp = {x: ||lz| <1} y Br = {y: [lyl| < 1}.

Demostracion. Supongamos que () es un operador cociente que se factoriza a través de
la isometria T: E/X — F. Puesto que ||p|]| < 1, ||Q]| < 1y por ende Q(Bg) C Bp.
Ahora, si ||y|| < 1y T(Z) = y, entonces ||| < 1y por lo tanto Q(z + =) = y para
algin x¢ en X tal que ||z + z¢]| < 1. Luego Br C Q(Bg) y (a) implica (c). Si se
cumple (c), entonces ) es continuo y sobreyectivo; de hecho, ||Q|| < 1 y por lo tanto
lyll < inf{||z]: Q(x) = y} para todo y en F. Por hipédtesis, si |ly|| < «, existe un z
en Bp tal que Q(x) = a~ly o, equivalentemente, existe x en aBg tal que Q(x) = y.
En consecuencia, ||y|| = inf{||z|: Q(z) = y} <y (c) implica (b). Finalmente, si (b)
se cumple, entonces T — Q(x) es una isometria entre £/ ker Q y F. Luego @ es un
operador cociente. O

Ahora, planteemos un problema diferente. Supongamos que (): £ — F' es un ope-
rador continuo cuya imagen es todo F'. El lema anterior implica que, en particular, )
no es un operador cociente cuando ||@Q]| > 1. A pesar de limitaciones parecidas, ;existe
alguna norma en F' bajo la cual () si es un operador cociente? El siguiente teorema
recoge el literal (b) del Lema 2.2.9 y resuelve la pregunta.

Teorema 2.2.10. S7 Q: E — F es un operador continuo y sobreyectivo, entonces
lyllo = nf{||z]|: Qz =y} define la norma en'Y bajo la cual Q es un operador cociente.
Ademds, |lyl| < |Qll[lyllq para todoy en F.

Demostracion. La desigualdad es inmediata y de ella se desprende la positividad de
| - llo- Por otra parte, si a # 0 es un escalar, entonces

layllq = m{[lz]|]: Qv = ay} = inf{|a[[z]]: @z =y} = |allylle-
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Dado que Q(0) =0, ||0]|g = 0 y por lo tanto || - ||¢ es compatible con el producto por
escalar. Finalmente, para todo y; v y2 en F'y cada par z1 y z9 tal que Qry = 41 v
Qs = 1o se verifica

91+ w2llq = nf{[[z]|: Qz = y1 + 1o} < ||y + 22| < [l ]| + 2],

y por lo tanto ||y1 + yallo < llyillo + |lv2llo- O

Adoptemos el simbolo E para representar el completado de E. Asimismo, si Q): E —
F' es un operador continuo, escribiremos Q para denotar la tnica extensién continua
de @ en E. De esta manera, por ejemplo, es claro que ker Q C ker Q Supongamos,
adicionalmente, que @ es un operador cociente, T: E/X — F es una isometria a través
de la cual se factoriza y Q(m) = 0. Sea {z,} una sucesién en E que converge a .
Entonces, lim ||zZ,|| = 0, pues {||@(x,)||} converge a cero y @ = Tp. Sea {n;} una
sucesion creciente de enteros positivos sujetos a la desigualdad ||7,, || < 1/k. Para todo
k > 1, escojamos un s en X que satisfaga ||x,, —sgl| < 1/k. Sie >0y ky > 2/¢ es tal
que k > ko implica ||z, — x| < €/2, entonces ||sx — z|| < € y por lo tanto lim s, = x.
Luego z € X. En conclusién,

st Q: E — F es un operador cociente, entonces ker@ =kerQ = X para
toda isometria T: E/X — F a través de la cual Q se factoriza.

Conservemos las hipotesis del parrafo anterior y supongamos que z —y € X. Entonces,
r —1y € X y por lo tanto el operador L: E/X — E/y dado por la férmula L(Z) =
estd bien definido. De hecho, L es una isometria, pues todo = en E satisface d(z, X) =
d(z,X). Como la imagen de L es densa en E /X, L es un isomorfismo isométrico entre
el completado de E/X y E /X. Asi, Q=T [Aflp y obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.11. 51 Q: E — F en un operador cociente, entonces Q E — F también.
Por lo tanto, si F' es cociente de E, entonces F es cociente de E.

Los cocientes no solamente son estables bajo la toma de completados, sino también
bajo la construccién del producto tensorial proyectivo [18, Proposicién 2.5], razén por
la cual este lleva su nombre.

Teorema 2.2.12. Si Q: E — G y R: F — H son operadores cocientes, entonces
QRR: E®, F = G®, H y, por tanto, Q @, R: EQ.F — GX.H son operadores
cocientes.

Demostracion. Obviamente, (Q® R es un operador sobreyectivo. Ahora, sea v un tensor
de G ®, H, pongamos s > m(v) y escojamos una representacion > o, w, ® z, de v
tal que Y ||w,]|||z+]] < s. Como @ y R son operadores cocientes, el Lema 2.2.9 implica
que ||w,|| = inf{||z]]: Q(x) = w,} y ||z|| = nf{|ly||: R(y) = 2.} para todo r. Ahora,
en vista de que el producto interno canénico en R™ es continuo y los infimos que se
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acaban de describir son puntos limites de sus respectivos conjuntos, existen x, y .
tales que Q(z,) = wy, R(yr) = 2 y 2 || ||||yr]] < s, de donde obtenemos inf{||u||: Q ®
R(u) = v} < s. En consecuencia, inf{[ju||: @ ® R(u) = v} < 7w(v). Finalmente, de
|Q @ R|| = ||QIIIR] <1, conseguimos 7(v) < inf{||ul|: @ ® R(u) = v}, que en retorno
nos entrega el Teorema 2.2.12 en virtud del Lema 2.2.9 y el Teorema 2.2.11. ]

Cerraremos este apartado con un teorema modesto [3, Lema 1.4.a], pero de notables
implicaciones estructurales.

Teorema 2.2.13. Todo espacio de Banach E es el cociente de algin {;.

Demostracion. Con el literal (c) del Lema 2.2.9 en mente, basta poner I = By y definir
Q(a) = X a,x para todo ac en /. O

%

Por definicién, sabemos que los tensores se pueden representar por sumas finitas de
tensores elementales; incluso, el Teorema 2.1.9 es un elegante criterio para distinguir-
los entre si. ;Qué podemos decir, en cambio, acerca de los miembros de F&®,F? Por
ahora, debemos conformarnos con una representacion explicita que esta en linea con la
observacion que sucede al Teorema 2.2.7.

Teorema 2.2.14. Sean E y F espacios de Banach. Sea u € EQF y e > 0. Entonces,
existen familias @ en lo(E) yy en (1(F) tales que |z| <1,

u=> 2.0y y D lullyl <@ +e (2.4)

Demostracion. Por el Teorema 2.2.13, existe un operador cociente Q): ¢, — FE para
algin I. Definamos e, para cada ¢ € I como en la prueba del Teorema 2.2.7. Puesto que
el operador identidad 1p: F — F es un operador cociente, Q ®, 1p: (1@, F — EQF
también y por lo tanto existe un v en £, F tal que Q @, 1p(v) =uy 7(v) < 7(u) +¢
al que le corresponde un y en ¢;(F) que verifica v = Y e, @y, y 7(v) = |ly|. En
consecuencia, u =Y. Q(e,) Qy, y

dollQe) Myl < - lledllll = llyll < m(u) + .
O

En particular, para todo u en E&®, F existen sucesiones acotadas {z,} C E'y {y,} C
F tales que Y ||z, ]|[|yn]] < 00y u = Y 2, ® Yy, caso en que diremos que Y-z, ® yy, €s
una representacion nuclear de u. Asi, el Teorema 2.2.14 implica al instante que para
todo u en E®, F

m(w) = mE  |zalllynl: D % ® yn es una representacién nuclear de u}.  (2.5)
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Obligatoriamente surge la pregunta de si existe un criterio andlogo al Teorema 2.1.9
en términos de representaciones nucleares. La respuesta es parcialmente positiva, pero
es tema del siguiente capitulo. Ahora, sea N': E*®,F — L(E, F) la linealizacién de
la funcién bilineal continua A: E* x F' — L(E, F) definida por A(p,y)(z) = p(z)y v
pongamos N (E, F) := N (E*®, F). Por el Teorema 2.2.10, existe una tinica norma || - || o
en N (E, F) bajo la cual N es un operador cociente que ademés satisface || T|| < ||T||n
para todo T en N(E,F). A N(E,F) junto con dicha norma se le conoce como el
espacio de operadores nucleares de E en F. Explicitamente, un operador 7" de E en F
es nuclear cuando existen sucesiones {p;} C E* y {y;} C F tales que X ||o;]|||w:]] < oo
y Tx =3 p;(z)y; para todo = en E. El caso en que F y F son un mismo espacio de
Hilbert es de especial interés.

Ejemplo 2.2.15. Operadores de clase traza. Sea H un espacio de Hilbert complejo
y T un operador compacto de H en si mismo. Como T*T es compacto, autoadjunto
y no-negativo, existe un tnico operador || € L(H) compacto y no-negativo tal que
|T|? = T*T, a quien naturalmente llamamos el valor absoluto de T. El estudio de la
p-sumabilidad de la sucesién de los valores singulares de T, i . e., los autovalores de |T|,
conduce a las p-clases de Schatten. Explicitamente, si 1 < p < 00, {s,(T")} es la sucesién
de valores singulares de T', contando multiplicidades, y 3" s,(T)P < 0o, entonces decimos

que T pertenece a la p-ésima clase de Schatten y que ||T'||, = /> s,(T)P es su p-norma.
Se puede demostrar que toda p-clase de Schatten es un espacio vectorial y que su p-
norma asociada es verdaderamente una norma completa. La primera de estas clases y su
norma reciben los nombres de clase y norma traza. Esta terminologia es motivada por el
hecho de que para todo T en dicha clase la serie 3°,(T'(e,), e,) converge absolutamente
para toda base ortonormal {e,} de H sin que su suma dependa de la eleccién de la
base. Se puede demostrar que la clase traza es precisamente el espacio de operadores
nucleares de H en si mismo [22, Teorema 7.12]. En este sentido, los operadores nucleares
extienden la nocién de operador de clase traza a familias de operadores entre espacios
de Banach. La buena definicién de la traza en ausencia de un producto interno, sin
embargo, es un asunto mas delicado que precisa de la propiedad de aproximacion.

Si bien todo operador nuclear es limite en L£(F, F') de operadores de rango finito y
por ende compacto, la propiedad de ser compacto es en general mas débil que la de ser
nuclear.

Ejemplo 2.2.16. Sea ¢ € ¢o(E*). Como ¢ es una familia acotada, el operador T'
de ¢1(E) en ¢, dado por Tx = {¢,(x,)} estd bien definido. Si m,: (1(E) — E vy
0,: E — (1(E) son la proyeccién y la inyeccién en la coordenada iota, entonces ||T° —
Yier TOm.|| < supgp|le.| para cada conjunto finito de indices F'. Por lo tanto, T' =
> T60,m, v T es compacto.

Ahora, supongamos que T es nuclear. El Teorema 2.2.14 implica que existen familias
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Y e l(E) y{y,} € () tales que sup [, ]| < 1y

Tx =Y ()Y, (x € ly).

Esta ecuacién a su vez implica que para cada ¢y todo z en F tal que ||z < 1y
o (x) €R
‘Pb(x) = Z(l/)'yaeﬂ»yfﬁ/) < Z|yL(PY)|
v
Ast, .l <32,y y por lo tanto

Sl <SS =331 ="y, < oo
Ly v oot

Luego T es compacto pero no nuclear siempre que ¢ no esté en ¢, (E*).

Grothendieck formulé el concepto de nuclearidad en espacios localmente convexos
en busqueda de una generalizacién del resultado que en la teoria de funciones generali-
zadas recibe el nombre de teorema del nicleo de Schwartz [21, pag. 509]. La definicién
general es moderadamente técnica, no se discutird aqui, pero su caracterizacion en es-
pacios normados es bastante sencilla: un espacio normado es nuclear si y solo si su
operador identidad es nuclear. En otras palabras, los espacios normados nucleares son
exactamente los de dimensién finita.

2.3. La integral de Bochner

Sea X un conjunto y sea .#’ una coleccién de subconjuntos de X. En general, escribi-
remos o(.) para denotar la sigma algebra generada por . en X; en especial, si (E, )
es un espacio topoldgico, escribiremos A(E) = o(7) para simbolizar la sigma algebra
boreliana de E. En adelante, sea (X, .2/) un espacio medible y E un espacio de Banach.
En el caso £ = R, es comin empezar a delinear una teoria de integracion en el espacio
de funciones de X en E estudiando el subespacio de funciones «7-%(E)-medibles,—o,
sencillamente, Borel-medibles—puesto que este es lo suficientemente extenso para in-
cluir una plétora de funciones que la teoria de Riemann no cubre y a la vez permite
perfeccionar las ideas que no obstante la hicieron tan fructifera. Si E es un espacio
de Banach méas general, debemos razonar con mayor cautela, pues si bien el conjunto
de funciones Borel-medibles conserva los multiplos escalares de sus elementos, este no
siempre es cerrado bajo la suma. A continuacién, discutiremos un contraejemplo [4,
Ejercicio 5.1.8]. Supongamos que (X, .o) y (Y, %) son espacios medibles y pongamos
C,={yeY: (z,y) € C} para todo subconjunto C' de X x Y y todo x en X—es decir,
C, es el corte transversal de C' en z. Entonces, afirmamos que

el numero de cortes transversales de un miembro de la sigma dlgebra pro-
ducto of x X no excede al cardinal del continuo.
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Para ver esto, apliquemos el principio de induccion de las sigma &algebras. Sea € la
coleccién de subconjuntos de X x Y que poseen la propiedad en mencién. Claramente,
todo rectangulo A x B yace en €. Ademads, la relacion (X xY —C), =Y — C, muestra
que % es cerrado bajo la toma de complementos, mientras que (JC™), = JC™
implica que toda unién numerable de miembros de % tiene a lo mas (2%0)% = 2%
cortes transversales y por tanto también pertenece a €. Luego % es una sigma algebra
en X XY que contiene a &/ X 4, de lo cual nuestra afirmacién es corolario. Ahora, sea [
un conjunto cuyo cardinal excede al del continuo, pongamos E = {1, &7 = B(E)x B(E)
y consideremos las proyecciones en las coordenadas (z,y) & z y (z,7) %3 y definidas
en E x E. Entonces, p; y —ps son Borel-medibles, pero s = p; — py no, pues s~ {0}
es la diagonal en F x E y tiene tantos cortes transversales como puntos hay en E. A
pesar de este defecto, las funciones Borel-medibles exhiben otro tipo de cerradura que
explotaremos en breve.

Teorema 2.3.1. Si {f,} es una sucesion de funciones Borel-medibles y lim f,, = f,
entonces f es Borel-medible.

Demostracion. Sea U un subconjunto propio y abierto de E. Definamos g en E por
g(z) = d(z, E\U). Entonces, g es una funcién continua de valor real tal que g~!(R") =
U. Como {gf,} es una sucesiéon de funciones numéricas medibles, el limite punto por
punto lim g f,, = gf también es una funcién medible, de donde a su vez se desprende la
mensurabilidad de (gf)~'((0,00)) = f~1(U). O

A fin de encontrar un espacio de funciones Borel-medibles adecuado para formular
una teoria de integracién para funciones con valores en E, empecemos considerando las
funciones simples de X en F, es decir, aquellas cuyo rango es finito. Toda funcién de este
tipo admite una representacion canoénica ) x 4,a;, donde los a; son sus distintos valores
y los A; son los subconjuntos respectivos de X en donde ella los alcanza.’ Es evidente
que la coleccion de dichas funciones es un espacio vectorial. De hecho, tampoco es
dificil ver que si de ellas consideramos tinicamente las que son Borel-medibles, entonces
seguimos conservando un espacio vectorial que en adelante denotaremos por S(X, E)—
tal conclusién parte de observar que una funciéon simple con representacion candnica
>~ Xa,a; es Borel-medible si y solo si cada A; es medible. Una manera sencilla de expandir
tal espacio consiste en contemplar todos los limites punto por punto de sucesiones de
sus elementos, quienes por el Teorema 2.3.1 siguen siendo funciones Borel-medibles.
Entonces, es facil verificar que toda funcion en S(X, E),,, el Gltimo espacio sefialado,
tiene rango separable. De esta manera, arribamos al concepto de mensurabilidad fuerte.

Definicién 2.3.2. Una funcién definida en X y con valores en F se denomina fuer-
temente medible si es Borel-medible y tiene rango separable. La colecciéon de dichas
funciones se denota FM (X, E).

6 Aqui usamos x4 para denotar la funcién caracteristica de A.
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El siguiente teorema esclarece el vinculo entre S(X, E) y FM(X, E).

Teorema 2.3.3. Los conjuntos S(X, E)y, y FM(X, E) son idénticos—en particular,
FM(X,E) es un espacio vectorial. Ezplicitamente, para toda f en FM(X, E) existe
una sucesion {s,} en S(X, F) tal que lims,, = f. De hecho, tal sucesion puede elegirse
de modo que ||s,(x)|| < ||f(x)|| se cumpla para todo x.

La idea crucial de la demostracién consiste en proyectar candénicamente algiin sub-
conjunto contable y denso del rango de la funcién en la esfera unitaria para después
reescalar numerablemente considerando multiplos racionales. El tltimo conjunto des-
crito necesariamente contiene puntos que aproximan cada f(z) dominadamente. Los
detalles técnicos restantes se hallan en [4, pdg. 351]. En adelante, fijaremos una me-
dida positiva ¢ en X y un ntimero 1 < p < oo, limitando la discusiéon al subespacio
de FM (X, E) que solamente consta de las funciones cuya composicion con la norma
en E es p-integrable. Como es de esperar, la formula || f||, = ([ || f||Pdu)'/? define una
seminorma en dicho espacio; demostrar su completitud es menos trivial, pero se lo-
gra imitando argumentos como los de [17, pags. 67-68]. El espacio de Banach que de
aqui resulta mediante la identificaciéon de funciones iguales casi en toda parte recibe el
nombre de espacio de Bochner y se denota L,(E). Al igual que en el caso clasico, la
integral en L;(FE) se construye en dos etapas. En la primera, se define una funciéon S
en el subespacio de funciones simples por la férmula

S(s) = u(Ai)as,

donde " x4,a; es la representacién canénica de s. Comprobar que S es en realidad un
operador continuo con norma ||S|| < 1 es un ejercicio rutinario, pero extenso y se ofrece
al lector interesado. El paso final consiste en extender continuamente S al completado,
que no es otro sino Ly (F).

Lema 2.3.4. Las funciones simples son densas en L,(E).

Demostracion. Fijemos f en L,(E), adjuntémosle una sucesién de funciones simples
{s,} como la descrita en el Teorema 2.3.3 y pongamos g = 27| f||P. Entonces, el lemma
de Fatou indica que

[ odn <timint [ (g~ s, ~ FI7)d.

Dado que g es una funciéon numérica integrable, el miembro derecho de la desigualdad
es igual a [ gdp —limsup [ ||s, — f|[Pdu. Por lo tanto, limsup [ ||s, — f||” < 0, de donde
se deduce lim [ ||s,, — f||Pdp = 0, que en términos equivalentes es lim ||s,, — f||, = 0. O

A la extensién continua de S en Li(FE) se le denomina integral de Bochner y se
escribe [ fdu para denotar su evaluacion en f.

Ejemplo 2.3.5. Si X = [ y la medida subyacente en L;(F) es la medida de contar,
entonces L (F) =((E) y [xdu =Y x,.
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Varios resultados basicos sobre los espacios L, clasicos se obtienen, mutatis mutan-
dis, en la teorfa de espacios L,(E) [13, pags. 16-18]. Sin embargo, hay cuestiones mas
delicadas que involucran la estructura de E. Por ejemplo, es sabido quesil <p < ooy
14 % = 1, entonces g — ¢,, donde @,(f) = [ gfdu, es un isomorfismo isométrico entre
L,y (L,)*. Cabe, entonces, preguntarse si el operador andlogo g — ¢,, definido por
oq(f) = [(f,g)du, es una isometria entre L,(E*) y (L,(E))*. Si la medida subyacente es
o-finita, entonces la respuesta es positiva exactamente cuando la traduccién apropiada
del teorema de Radon-Nikodym—que contempla medidas de valor en E* y densidades
en L;(E*)—se cumple [13, Teorema 1.3.10].

En la seccién anterior demostramos que ¢;(F) es el producto tensorial proyectivo
de ¢, y E. Cerraremos la presente con la siguiente generalizacién [18, Ejemplo 2.19].

Teorema 2.3.6. Los espacios Li(E) y Li®.E son isométricamente isomorfos.

Demostracion. El argumento es esencialmente el mismo de la demostracion del Teorema
2.2.7. En efecto, si D es el subespacio de L; generado por las funciones numéricas
simples, entonces a la funcién bilineal A: Ly x E — Ly(F) definida por la férmula
A(f,a)(xz) = f(z)a le corresponde una linealizacién en L; ®, E que es un isomorfismo
isométrico entre D ® E y las funciones simples de Ly (E). Asi, solo resta apelar al Lema
2.3.4. O
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Capitulo 3

La propiedad de aproximacion

Los resultados principales de este capitulo versan exclusivamente sobre espacios
de Banach. Sin embargo, las técnicas més generales de espacios localmente convexos,
entre las que se destacan algunas consecuencias primarias de los portentosos teoremas
de Hahn-Banach, son ineludibles en tramos argumentativos cruciales. La exposicion a
comenzar estd inspirada en el cuarto capitulo de [18]. La primera seccién introduce la
propiedad de aproximacion con algunos ejemplos. La segunda seccién, por su parte,
examina de cerca la relacion entre productos tensoriales proyectivos, la propiedad de
aproximacion, el problema de aproximacion y el operador traza. En ella se aporta
un criterio de identificacién de elementos de E®,F (Corolario 3.2.5.1) que generaliza
el Teorema 2.1.9 a partir de un refinamiento de la Proposicién 4.6 de [18]. El texto
concluye con una adaptacién de la caracterizacion de Grothendieck del problema de
aproximacion.

3.1. Definiciéon y ejemplos

Sea E un espacio de Banach. Diremos que E posee la propiedad de aprozimacion si
para todo € > 0 y todo compacto K C E existe un operador de rango finito 7" € L(E)
tal que || — T'z|| < € para todo z en K o, equivalentemente en el lenguaje de espacios
localmente convexos, si su operador identidad es un punto adherente de E* ® E' cuando
en L(F) se observa la topologia de la convergencia uniforme en conjuntos compactos de
E. Si tales T se pueden escoger de forma que ||7']| < C para algin C' > 0 fijo, entonces
diremos que E posee la propiedad de aproximacion acotada. En especial, diremos que F
posee la propiedad de aproximacién métrica si C' = 1 es posible. Como los operadores
continuos preservan compactos y las composiciones con operadores de rango finito son
de rango finito, la propiedad de aproximacion se preserva bajo isomorfismos continuos—
las variantes acotadas, bajo isometrias—y admite dos caracterizaciones inmediatas.

Teorema 3.1.1. Los siguientes enunciados caracterizan la propiedad de aprorimacion
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de un espacio de Banach E.

(a) Para todo espacio de Banach F, todo compacto K C F, todo operador T €
L(F,E) y todo € > 0 existe un operador de rango finito S € F* ® E tal que
supyex [Ty — Syl <.

(b) Para todo espacio de Banach F, todo compacto K C E, todo operador T €
L(E,F) y todo € > 0 existe un operador de rango finito S € E* ® F tal que
SUp,cx [T — Sz|| < e.

Generalmente, es dificil demostrar que un espacio carece de la propiedad de aproxi-
macién. De hecho, el contraejemplo original de Enflo es sumamente rebuscado y el pri-
mer hallazgo natural—L(/s), para ser exactos—involucrd argumentos no menos técnicos
[20]. En contraste y por fortuna, la literatura ofrece ejemplos didacticos de espacios que
si poseen dicha propiedad.?

Ejemplo 3.1.2. FEspacios de funciones numéricas continuas. Sea X un espacio de
Hausdorff compacto y C(X) el espacio de funciones numéricas en X, i. e., de valor real
o complejo, con la norma del supremo. Si K C C(X) es compacto, un argumento 3-¢
muestra que K es una familia equicontinua [14, padg. 323 y que por tanto a todo € > 0 le
corresponden puntos x1, ..., z, en X con vecindades respectivas U, ..., U, que recubren
a X tales que toda f en K satisface

|f(z) — fzg)] < e (z € U)

para todo i = 1,...,n. 2 Sea {f1, ..., fn} una particién de la unidad en X subordinada a
la cubierta {Uy, ..., U, }.? Entonces, para todo x en X y toda f en K

£(2) =X f@) fil@)| < 32 (@) = @) filx) < e

zeU;

y por tanto ||f — > f(x;) fi|| < e. En conclusiéon, C(X) posee la propiedad de aproxima-
cién.

Recordemos que un conjunto dirigido es aquel que es preordenado y tiene cotas su-
periores para cada uno de sus subconjuntos finitos, que las redes son funciones definidas
en conjuntos dirigidos con valores en espacios topolégicos y que por tanto las tltimas
son susceptibles de converger formalmente como las sucesiones. El siguiente criterio es
el resultado de una estimacion 3-€ sencilla, pero es el ingrediente comtun a los ejemplos
que le suceden [18, Proposicién 4.3].

'Para ejemplos més elaborados, ver [6].

2Usamos “3-¢” para calificar argumentos en que elegimos y y z buscando obtener |z — w| < 3¢ a
partir de max{|z — yl, |y — 2|, |z — w|} < e.

3Es decir, f; € C(X),0< f; <1, {fi #0} CU; y 5 fi =1 (ver [17, Teorema 2.13]).
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Teorema 3.1.3. Sea C > 0 y {T,} C E*® E una red tal que | T,| < C para todo ~. Si
lim T, = 1g punto por punto, entonces E posee la propiedad de aprozimacion acotada
con constante C'.

Ejemplo 3.1.4. Espacios L, con 1 < p < 0o. Sea X un espacio de medida y denote-
mos por P la coleccién de todas sus particiones—por subconjuntos medibles—finitas.
Claramente, P es un conjunto dirigido bajo el preorden

P, < P, siysolositodo A en Py es unién de Bs en Ps.

Por otro lado, toda particién P define un operador de rango finito Tp € £(L,) mediante

la férmula ]
Tpf =) (A </AfdM)XA

AeP

que cumple

ITef] = %Z ()™ | [ pan|
< dz (A ([ 171a)

< (I3 [ 1fled = 1111,

y por tanto ||Tp| < 1. Si f € L, es una funcién simple con particion asociada Py,
entonces Tpf = f para toda P > Py y por lo tanto lim Tp(f) = f. Como las funciones
simples son densas en L,, el Teorema 3.1.3 es aplicable para concluir que L, posee la
propiedad de aproximaciéon métrica.

Ejemplo 3.1.5. Espacios de Hilbert. Sea H un espacio de Hilbert, B un subconjunto
ortonormal y maximal de H y P el conjunto de partes finitas de B ordenado por
inclusién. Pongamos Tp(z) = Y pcp(x,b)b para todo x en H y P en P. Entonces, {Tp}
es una red de operadores de rango finito que satisface las hipotesis del Teorema 3.1.3
con constante C' =1 [17, Teoremas 4.14 y 4.18]. Por lo tanto, H posee la propiedad de
aproximacion métrica.

Ejemplo 3.1.6. Espacios con bases de Schauder. Sea E un espacio de Banach y {e;}
una base de Schauder de F, i. e., una sucesion en E que permite representar inequivo-
camente cada punto de £ como la combinacién lineal infinita x = >7°, x;e;. No es
dificil mostrar que la férmula N(x) = sup,, || Xin; z;e;|| define una norma completa en
E que satisface tres propiedades (ver [9, pags. 183-184]):

D -I<N,
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11) {e;} es una base de Schauder de (E, N) que induce representaciones idénticas en
(B, [I-1) y (B, N) ¥

111) las proyecciones asociadas z — Y. | x;e; tienen norma menor o igual que 1.

Asi, el teorema de la funcién abierta implica que ambas normas en E son equivalentes
y por tanto el teorema 3.1.3 es aplicable.

Mostrar que todo espacio con una base de Schauder es separable es un ejercicio
elemental. Sin embargo, la interrogante inversa, propuesta por Banach en su monografia
y después bautizada como el problema de la base, permaneci6 abierta durante cuarenta
anos hasta ser resuelta negativamente por Enflo en [8]. Efectivamente, Enflo construyé
un espacio de Banach separable sin la propiedad de aproximacion.

3.2. Caracterizacién de Grothendieck del problema
de aproximacién

El contraejemplo de Enflo de 1973 es considerado un hito en la historia de la teoria
de operadores. De hecho, Pietsch lo cataloga como una “expulsién del paraiso”debido
a sus numerosas ramificaciones negativas [15, pags. 286-287|, entre ellas, la respuesta
definitiva al problema de aprorimacion, que sentencia la imposibilidad de aproximar
todo operador compacto por operadores continuos de rango finito. Grothendieck, por
su parte, veinte anos atras, advirtié los alcances y las multiples manifestaciones de la
condition d’approximation.

Antes de ahondar en las ideas de Grothendieck, conviene repasar algunas definiciones
basicas. Sea F un espacio vectorial real o complejo y X un subconjunto de E. A X se le
llama convexo si tX +(1—¢)X C X para todo 0 <t < 1; circular, si «X C X para todo
|a| < 1; absolutamente convexo, si es convexo y circular; y absorbente, si £ = ;5o tX.
Salvo el ultimo, todos los atributos aqui mencionados son estables bajo la toma de
intersecciones arbitrarias y por lo tanto se habla en general de la envoltura convexa
©X, la circular oX y la absolutamente convexa $X. Puesto que la envoltura convexa
de un conjunto circular es circular, la inclusiéon $X C ¢(oX) es valida y por tanto
38X = o(0X).? Si E es normado, las tres envolturas preservan conjuntos totalmente
acotados.” De esto se deduce la compacidad de ${z,} para toda sucesiéon {x,} € co(F)
y, de aqui, la mitad del pilar de esta seccion.

Teorema 3.2.1 (Grothendieck, 1955). Sea E un espacio normado y K un subconjunto
cerrado de E. Entonces, K es compacto si y solo si existe una sucesion {x,} € co(E)
tal que K C o{z,}.

4Es facil ver que en general oo X C 8X. De hecho, si X es un segmento de recta en R? que no toca
al origen, entonces o(¢X) es un corbatin.
SEsto es cierto en cualquier espacio localmente convexo. Ver [1, Teorema 4.8.9].
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Demostracion. Basta establecer la necesidad de la condiciéon. Supongamos que K no
es vacio y pongamos Kg = K y Fy = {0}. Recursivamente, si K, 1 es compacto y no
vacio, entonces 2K, 1 también es compacto y por tanto contiene un subconjunto finito
y no vacio F, tal que

1
26 U fuly—all <}

IEGFN

Sea

K,= | ({y€2Kn_1: ly — ] Si}—x).

:EEFn

Asi, para todo x en K y todo n > 1 existen puntos y; € F;, 1 = 1, ..., n, tales que
n n—1 1
2% — 2"y — ... —y, € K, C y:||y||§ﬁ

y en consecuencia K C o{x,} para cualquier enumeracién {z,} de U F,. O

La implicacién hacia la derecha—sin duda, la mas interesante—es la que normal-
mente aparece en los libros de texto. Sin embargo, Grothendieck obtuvo un resultado
aun mas general.

Teorema 3.2.2. Sean E y F' espacios normados y K un subconjunto totalmente acota-
do de E&,F. Entonces, existe un compacto H C {1 y un par de sucesiones {x,} € co(E)
Y {yn} € co(F) tales que todo uw € K admite una representacion

u = Z Ty, & Yn,
para algin {a,} € H.

La demostraciéon es similar a la del Teorema 3.2.1, aunque levemente mas técnica.
Puede consultarse en [5, pags. 31-33]—el Teorema de Tychonoff podria ayudar. Por
otra parte, observe que H C /; se puede escoger de manera que todos sus elementos
tengan norma menor o igual que 1 y por tanto obtenemos:

Corolario 3.2.2.1. Para todo compacto K C E®,F existen compactos Kp C E vy
Kr C F tales que

Ejemplo 3.2.3. La propiedad de aprozimacion de EQ,F. Supongamos que E y F son
espacios de Banach que poseen la propiedad de aproximacion. Sea K un compacto de
E®,F y tomemos compactos Ky Kr como en el Corolario 3.2.2.1. Sea M > 0 tal que

6Abuso de notacion: Kp @ Kr = {zr®y: 2 € Kpyy € Kr}.
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z € KgpUKp implica ||z|| < M y sea 0 < € < 1. Entonces, existen operadores continuos
de rango finito R: E — E'y L: ' — F tales que

max{|lz — Rz, [ly — Ly[|} < (r € Kp)(y € Kr).

€
2M +1
Por lo tanto, el computo

Tz ®y — [R®: L] (z®y)) < |[zlllly — Lyll + |z — Rzlly — Lyl + [yl |z — Rz|]

2Me + €2 <2M+1>
< € =€
2M +1 2M +1

es correcto para todo x ® y en Fx ® Er y, en consecuencia,

m(u—[R®x Lju) <€ (u € d(Kp® Kr)).

Luego, E®.F posee la propiedad de aproximacién. Como ||R ®, L|| = || R||||L]|, todo
producto tensorial proyectivo incluso hereda las variantes acotada y métrica de sus
componentes.

Corolario 3.2.3.1. Todo espacio de Banach E con la propiedad de aproximacion
(métrica) induce un espacio de Bochner Li(E) con la p.a.(m.).

Ahora, sea S C E* un subespacio que separa puntos de F y 7 una topologia local-
mente convexa en E* con la propiedad (E*,7)* = E. Por el teorema de separacién de
Hahn-Banach [16, Teorema 3.4], S es necesariamente 7-denso en E*. En particular, si
7. es la topologia de la convergencia uniforme en conjuntos compactos de E, entonces
S es 1-denso en E*.

Teorema 3.2.4. Si E es un espacio de Banach, entonces (E*,7.)* = E.

Demostracion. Como los conjuntos finitos son compactos, £ C (E*, 7,)*. Ahora, sea
® € (E*,7.)* y K C E un compacto tal que para algin M > 0

[2(e)l < Msupfp(z)]  (p € E7). (3.1)
Por el Teorema 3.2.1, existe una sucesién {z,} € c¢o(F) tal que (3.1) implica

|D(p)| < M sup lp(zn)]  (p € EY).

En consecuencia, {¢(z,)} +— ®(¢) es un funcional lineal continuo bien definido en
{{e(zn)}: @ € E*} C ¢y y, por ende, la restriccion de algin ® € ¢j. Asi, el Teorema
2.2.6 asegura que existe una sucesion {«a,} € £, tal que

O(p) =D anplan) = 0 (M anrn)  (p€EY),

donde la ultima igualdad es valida por la convergencia absoluta de )" a,x, y la com-
pletitud de E. Por lo tanto, ® = > a,,x,,. O
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Corolario 3.2.4.1. 57 S es un subespacio de E* que separa puntos de E y ¢ € E*,
entonces para todo compacto K C E y todo € > 0 existe un funcional ¢’ € S tal que

Supge |0(2) — ¢'(7)| <

Sea Tr el funcional en E*®,E andlogo al del Ejemplo 2.1.8. Es tentador “aplicar”
Tr a un operador nuclear ' = Y p,, ® z,, y llamarle traza de T al nimero Y ¢, (z,,). Sin
embargo, T' tiene multiples representaciones nucleares y por tanto la unicidad de su tra-
za, en principio, es incierta. Grothendieck demostré que la propiedad de aproximaciéon
elimina este problema.

Teorema 3.2.5. Sea E un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes.”

(a) E posee la propiedad de aproximacion.

(b) Siue E*®,E tiene una representacion nuclear Y. ¢, ® x, tal que

Z(pn(x)a:n =0 (x € E),
entonces Tru = 0.

(c¢) Siue E*®,E tiene una representacion nuclear Y On @ T, tal que

> on(@)z, =0 (x € E),

entonces u = 0.

(d) Para todo espacio de Banach F, siu € EQ,F tiene una representacion nuclear
Y n @y, con la propiedad

Yooy =0  (p€S8)

para algun S C E* que separa puntos de E, entonces u = 0.

(e) Para todo espacio de Banach F, si u € EQ,F tiene una representacién nuclear
Yo x, @y, con la propiedad

D YWt =0  (WET)

para algin T C F* que separa puntos de F', entonces u = 0.

"cf. [18, Proposicién 4.6].
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Demostracion. Supongamos que E posee la propiedad de aproximacion y aceptemos
la hipétesis de (e). Como Y ||z, ]|||yn]| < oo, existe una sucesién de enteros positivos
o, — oo tal que Y ||| ||yn]| < ooy por tanto podemos asumir provisionalmente que
{z,} € LL(E) y{yn} € co(F).Sip € F*ye > 0, entonces el Teorema 3.2.1 y el Corolario
3.2.4.1 implican que existe un funcional ¢’ € genT tal que sup,, |V (y,) — ¥ (yn)| < €.

Asi,
IS (n)za]| = DoY) = ¢ ()| < €3

y, en consecuencia, > ¥(y,)x, = 0 para todo ¢ € F*. Enseguida, supongamos sin
pérdida de generalidad que {z,} € ¢o(E) v {yn} € ¢1(E). Para demostrar que u = 0,
basta verificar que todo A € (E&®,F)* se anula en u. Segtin la observacién que sucede
al Teorema 2.2.5, tales funcionales pueden ser considerados operadores de E en F*. Sea
e>0ysea R=Y",p ®1; € E*® F* un operador tal que sup,, ||Az, — Rz,| < €.
Por hipétesis,

n=1 n=11=1 =1 n=1
y, asi,
[{u, A)] = Z;(ym/\fﬂn — Ray)| < 62 [Ynl-

Luego, (u,A) = 0. Por otra parte, el hecho de que S y T separen puntos de E' y F
permite concluir que (d) y (e) son enunciados equivalentes. Ahora, supongamos (d)
y aceptemos la hipétesis de (c). Entonces, v = Y1, ® ¢, € E*®.E* satisface la
hipétesis de (d) con S = X y en consecuencia v = 0. Luego, Tru = Trv = 0. Puesto
que la implicacién (¢) == (b) es evidente, solo resta verificar (b)) == (a). Para
tal fin, supongamos que E no posee la propiedad de aproximacion. Asi, el teorema de
separacion de Hahn-Banach produce un funcional ® € £(E)* con la propiedad

O(lp)=1 y &R)=0 (Re E*® B),
equipado con una sucesion {z,} € co(E) y una constante M > 0 que satisfacen

(D) < Msup [Tzl (T € L(E))

y que, por tanto, lo reformulan como un funcional lineal continuo parcialmente defi-
nido en ¢o(£) que el Teorema de Hahn-Banach extiende y el 2.2.6 mediante sucesién
adecuada {¢,} € ¢1(E*) representa como

() = Y ouTr) (T € L(E)).
En particular, Y- ¢, (x,) = ®(1g) =1 y para todo z en E'y ¢ en E*

o (X pn(@)an) = X pul@)p() = X pulp(an)r) = ®(p @ 2) = 0.

Luego, u = Y ¢, ® x,, satisface la hipétesis de (b), pero no su conclusion. ]
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La propiedad de aproximacién es, pues, la clave para reescribir el Teorema 2.1.9 en el
lenguaje de los productos tensoriales proyectivos; también responde a una interrogante
natural a la manera en que hemos definido los operadores nucleares, . e., la inyectividad
del operador cociente que los genera.

Corolario 3.2.5.1. Sean E y I espacios de Banach, entre ellos al menos uno con la
propiedad de aproximacion. Fijemos conjuntos que separan puntos S C E* y T C F*.
Entonces, uw € EQ.F con representacion nuclear Y. x, @Y, es nulo exactamente cuando

Yowl@n)v(yn) =0  (peS)(WeT).

Reciprocamente, si este criterio de identificacion falla, es porque ni E ni F' poseen la
propiedad de aproximacion.

Corolario 3.2.5.2. Si E y F son espacios de Banach y al menos uno entre E* y F
posee la propiedad de aproximacion, entonces el operador cociente

N: E*&. F — N(E,F)
es una isometria.

Ahora, consideremos un conjunto K C E absolutamente convexo. Entonces, gen K =
Uiso K y por lo tanto
||| x = nf{t > 0: x € tK}

define una seminorma en gen K—el funcional de Minkowski. Veremos, ademas, que si
K es cerrado y acotado, entonces || - || es una norma completa. A gen K equipado con
dicha norma lo denotaremos por Ex.

Lema 3.2.6. Sea K un subconjunto cerrado, acotado y absolutamente convexo de un
espacio de Banach E. Entonces, Ex es un espacio de Banach. Si, ademds, K es compac-

to, entonces existe un compacto absolutamente convero L D K tal que K es compacto
en B8

Demostracion. Como K es acotado, || - ||k es positiva. Comprobemos que es completa.
Sea {x,} una sucesién de Cauchy en Ff. Siendo K cerrado,

K = {o: allx < 1) (3.2)

y por tanto asumiremos que {x,} C K. De hecho, esta ecuaciéon implica la continuidad
de la inyecciéon candnica de Ex en E y por tanto la existencia de x € K tal que
lim z,, L 4. Seae>0 y pongamos z, = &, — x. Entonces, existe un entero positivo N
tal que n,m > N implica ||z, — zm||k < €, que por (3.2) equivale a z, — 2, € eK. Asi,

8cf. [18, Lema 4.11]
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z, € €K y por tanto ||z, — x|k < €, siempre que n > N. Ahora, supongamos que K
es compacto. Sea {z,,} € ¢y(F) tal que K C o{x,}. Sea {a,} una sucesién de escalares
positivos que diverge al infinito tal que {a,x,} € ¢(F) y pongamos L = 3{a,x,}.
Entonces, ||z,||L < 1/a, y por lo tanto {x,} € co(EL). Como K es cerrado en Ey, y las
clausuras de o{z,,} en E'y E[, coinciden, solo resta apelar al Teorema 3.2.1. ]

Diremos que un operador entre espacios de Banach es aprozximable si es punto adhe-
rente de operadores continuos de rango finito con respecto a la topologia inducida por
la norma operador. En estos términos, el problema de aproximacion consistio en deter-
minar si todo operador compacto era aproximable. La solucién es positiva, por ejemplo,
para operadores con valores en espacios como los discutidos en la seccion anterior. Todos
poseen la propiedad de aproximacion; condicion necesaria y suficiente.

Teorema 3.2.7. Sea E un espacio de Banach.

(a) E posee la propiedad de aproximacion si y solo si todo operador compacto con
valores en E es aproximable.

(b) E* posee la propiedad de aproximacion siy solo si todo operador compacto definido
en E es aproximable.

Demostracion. Supongamos que todo operador compacto con valores en E es aproxi-
mable. Sea K un subconjunto compacto de E'y sea ¢ > 0. De acuerdo con el Lema 3.2.6,
K es compacto en Ej, para algiin compacto absolutamente convexo L que lo contiene.
Por hipétesis, la inyeccién canoénica Z: F;, — E debe ser aproximable, asi que existe
Sp =Y, Vi ®x; € B} ® E tal que ||Z — Si|| 2k, < €. Hagamos

n -1
5=€<1+ZH%H> y or=T"¢ (p€E).
=1

Entonces, {¢r: ¢ € E*} es un subespacio de Ej que separa puntos de E y por lo
tanto existen %, i = 1,...,n, que satisfacen |[(x,¢; — p%)| < & para todo x € K. De
esta manera, si

R=3" ¢ ®u y Rp =) v, @i
i=1 =1
entonces para todo x en K
|z = Re|| < [lo = Spal| + [|Spe = Rpz|| < e+ D [z, ¢ — op)l[ls]| < 2e.
i=1

Luego, E posee la propiedad de aproximacion. Reciprocamente, como los operadores
compactos transforman conjuntos acotados en conjuntos totalmente acotados, la pro-
piedad de aproximacion en F garantiza la aproximabilidad de todo operador compacto
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con valores en E. Esto demuestra (a). Ahora, supongamos que E* posee la propie-
dad de aproximacién. Sea T' € L(FE,F) y € > 0. Como T* es compacto, la imagen de
Bp- = {1y € F*: ||| < 1} bajo T*, que llamaremos K, es totalmente acotada y por lo
tanto existe un operador continuo de rango finito R: E* — E* tal que ||p — Ry|| < €
para todo ¢ en K. Sea J la restriccion del operador T**R* a E. Si el rango de T y,
por tanto, el de J fueran subespacios de F', entonces

IT = Jl| = sup sup [(Tz,s) = (T"" Rz, )|
TEBE YEBp*

sup sup [(z,T"¢ — RT™¢)

r€EBR YEBpx*

<sup ¢ — Ryl <€
peK

y la primera implicacién de (b) se deducirfa. Para justificar este paso, pongamos Bg =
{r € E: ||z|| £ 1}, K =T(Bg), X = E*, Bx» = {2 € X*: ||2*|| < 1} y Y = F*,
Basta demostrar que T**(Bx+«) C K. Sean 7x y 7y las topologias weak-* en X* y
Y*. Entonces, Br es Tx-denso en Byx«. Por otro lado, K es compacto en Y* y por
ende 1y-cerrado. Luego, T**(Bx+) C K, pues T** es 7x-1y-continua y T**(Bg) C K.
Para terminar, supongamos que todo operador compacto definido en E es aproximable.
Buscando aplicar (a), sea T': F' — E* compacto y J la restriccién de T* a E. Entonces,
para todox en Ey y en F

(x, Jy) = (T2, y) = (y, T"x) = (Ty,z) = (x,Ty).

Luego, T' y la restriccion de J* a F' coinciden. Puesto que J* es aproximable, T" es
aproximable y concluimos que E* posee la propiedad de aproximacion. O

Por tltimo, analicemos una situacién aparentemente inconexa. Sea A = {a;;} una
matriz n X n nilpotente de grado 2, i. e., A2 =0y A # 0. Como ker A C ker A? = K",
K" tiene una base {1, ..., 2, €1, ..., e }, donde los z, son base de ker A y los e, son base
del complemento. Asi, A es semejante a una matriz de la forma

0 By

0 O
y por tanto tiene traza nula. Por analogia, podemos proponer la siguiente generalizacion.
Toda sucesién de sucesiones & = {2V} € £,(cy) es una matriz infinita {z;;}, si ponemos
Tij = xy) Bajo esta convencion, podemos definir multiplicacién xy = {3 xixyx; }, traza
Trax =Y x; y conjeturar 2 = 0 = Trax = 0. Si, en cambio, preferimos un problema

continuo, reemplazamos ¢;(co) por C([0,1] x [0, 1]), definimos
f-9l(s,0) = [ ls,2)g(a, ),
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Tr f = /f(:v,x)da:

y preguntamos si f - f = 0 implica Tr f = 0. Asi caracteriz6 Grothendieck el problema
de aproximacion.

Teorema 3.2.8. Los siguientes enunciados son equivalentes.

(a) Todo espacio de Banach posee la propiedad de aproximacion.
(b) En {1(cy), * = 0 implica Trx = 0.
(¢) EnC([0,1] x [0,1]), f- f =0 implica Tr f = 0.

)

(d) El problema 153 del Libro Escocés tiene solucion positiva: toda funcion continua
feC(]0,1] x [0,1]) es el limite uniforme de combinaciones lineales de funciones

de tipo (s,t) — f(s,s;)f(t;,1).

Demostracion. Elorden serd (a) = (d) = (¢) = (b) = (a). Supongamos (a),
tomemos f en C([0, 1] x [0, 1]) y consideremos el subespacio cerrado de C|0, 1] generado
por las funciones ¢ ¥ f(s,t), que ahora llamaremos E. Sea K = {3: s € [0,1]} y € > 0.
Entonces, K es compacto en E y por lo tanto existe un operador R = 37" ; ¢, ® e; €
E* @ E tal que ||§ — RS5|| < € para todo s € [0,1]. La definicién de E implica que
los e; en R se pueden reemplazar por ;, calibrando los ¢; de ser necesario. Més atin,
como los funcionales de evaluaciéon g +» g(s) separan puntos de E, los ¢; se pueden
reemplazar por §; méas unos escalares de correccion «y, esto es, después de reordenar y,
posiblemente, cambiar n, podemos suponer que R = ", a;$; ® t;. Por lo tanto,

Flout) = Yo t) =[5 = St 80| 0)

para todo s y t en [0, 1]. Luego, (d) se cumple. Ahora, si (d) se cumple y f en C|0, 1]
satisface f - f = 0, entonces el funcional integral se anula en las funciones de tipo
(x,z) — f(s,z)f(z,t) y, por tanto, en todo punto adherente de sus combinaciones
lineales. En particular, Tr f = [ f(z,x)dr = 0. Enseguida, sea © € f1(co) tal que
x? =0y sea {0;} € {; una sucesién de niimeros positivos tales que

Iz

lim ————— = 0.
e [0 + o,

Fijemos C' > ||z|| + > J; y pongamos
w_  Cal o — |2 @]| + &
ERIER ’ oc
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para todo ¢ > 1. Entonces, x = {a;a®”} vy Yy < 1. Sea € > 0 tal que e + Y oy < 1,
pongamos ), = ay, + sr€ y definamos intervalos U; = (3324 Br, Yhy Br) C [0,1]. Como
la medida de Lebesgue es regular, el Teorema de Representacién de Riesz [17, Teorema
2.14] implica que a todo U; le corresponde una funcién g; € C[0, 1] con soporte en U;
tal que 0 < g; <1y oy < [ gsdx.® Sin pérdida de generalidad, podemos incluso suponer
que [ gidr = ;. Pongamos f; = /g; y definamos f en [0,1] x [0, 1] por

Fs,1) = a;; fi(s)f;(t), sise U yte U, para algunos iy j;
)0, en caso contrario. '

La asignacion es inequivoca, pues los U; son disjuntos dos a dos. De hecho, f es continua.
Esto es evidente para los puntos de los abiertos U; x U;. En cuanto a los demas, basta
observar que {a”} € cy(cp). Asi, para todo (s,t) en Uy x Uy,

[ Fl(s,t) = [ f(s,0)f(, yda
= /UUi f(s,x) f(z, t)dz
= Z/akiaugi(ﬂ?)fk(S)fl(t)dx

_ @ a> fils) it
_ (; Z) fuls)(t) =0,

donde la tercera igualdad se justifica en el Teorema de la convergencia dominada. En
consecuencia, f - f =01y (c) produce

Trx = qu = Zaiaii = Z/aiigi(z)da: = /f(x,x)d:r =Trf=0.

Finalmente, aplicaremos el literal (b) del Teorema 3.2.5 para demostrar que (b) implica
la propiedad de aproximacion en todo espacio de Banach E. Efectivamente, sea u un
elemento de E*®,E con representacion nuclear 3 ¢, ® x,, tal que

> {z, on)Tn =0 (x € E).

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que {¢,} € (1(E*) y {z,} € co(F). Asi, si

9Ciertamente, las g; pueden construirse explicitamente, por lo que es posible prescindir del teorema.
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ponemos a;; = (z;, ;), entonces a = {a;;} € ¢1(co) y para todo k y todo !

Zakiail = > (@i on) (21, 03)

i

= Z (@1, i) T3, k)
= <Z<$l790i>xi790k>

Esto es a? = 0. Por lo tanto,

Tru=> (Tn,on) =Y awm=Tra=0

y concluimos que E posee la propiedad de aproximacion.
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