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Resumen

En este trabajo de investigacion, se establece de manera explicita la equivalen-
cia categérica entre una subvariedad propia de la clase de PMV-algebras que
llamaremos PMV; -dlgebras (PMV-algebras de funciones), y la categoria de los
fu-anillos semi-low. Esta representacion categorica se realiza con el espectro primo
de las MV -algebras, a través de la equivalencia entre MV -algebras y [,-grupos
establecida por Mundici, pero desde la perspectiva de Dubuc-Poveda, que extien-
de la construccién definida por Chang para cadenas. Como caso particular, se
caracterizan los f,-anillos asociados por esta equivalencia a las algebras de Boole.
Se estudian algunos anillos de funciones continuas a trozos de [0, 1] en [0, 1] cuyos
componentes estan constituidos por un niimero finito de polinomios con coeficien-
tes enteros. Estos casos de “curvas algebraicas” (curvas tratadas como ceros de
los polinomios que la componen), corresponden a una subclase de PM Vy-algebras
relacionadas con las PMV;-algebras libres de la variedad generada por el inter-
valo [0, 1], HSP[O0, 1]. Por tltimo, dado que la categoria de f-anillos con unidad
fuerte contiene una clase de anillos no unitarios, como por ejemplo algunos ideales
principales en el anillo de funciones continuas con valores en un espacio topolo-
gico compacto, probamos asi la co-extensividad de una categoria esencialmente
diferente a la categoria de anillos conmutativos unitarios. Como consecuencia, ob-
tenemos la co-extensividad de algunas subcategorias plenas de las MV -algebras

con producto, a través de la equivalencia entre las PMV;-algebras y los f,-anillos.

VI



INTRODUCCION

Las algebras multivaluadas llamadas MV -dlgebras, fueron introducidas por Chang
[6], para demostrar un teorema de completitud para la légica fuzzy propuesto en
1930 por Lukasiewicz y Tarsky para sistemas con valores de verdad en el intervalo
[0, 1]. Chang estableci6 la equivalencia entre [-grupos abelianos totalmente orde-
nados con unidad fuerte y las MV -dlgebras totalmente ordenadas. Mas tarde esta
relacion fue afianzada por Mundici en [36], quien encontr6 que esta equivalencia se
podia extender a todas las MV-algebras y a todos los [-grupos con unidad fuerte.
Este puente generd otro viraje importante que permite relacionar aspectos de la

categoria de [,-grupos conmutativos con la categoria de MV -algebras.

Teoremas clasicos de la teoria de anillos conmutativos unitarios tienen su reflejo
en las MV-algebras, por eso no fue extrano que Dubuc y Poveda en [12] utilizaran
con éxito técnicas que habian sido usadas para los anillos conmutativos en la teoria
de representacion. Pero una de las complejidades de hacer lo que se denominaria
un algebra conmutativa fuzzy, se relaciona con la ausencia de una operacion pro-
ducto en las MV-algebras. Sin embargo, la MV -algebra generadora, [0, 1], tiene
de manera natural un producto el cual tiene propiedades naturales dentro de su
estructura de MV-algebra, lo que sirvié de inspiracién para este trabajo. Ade-
mas, la bibliografia sobre MV -algebras con producto como las tratadas en [11] y
en [35], han hecho desarrollos que no tienen el enfoque que se quiere realizar en
este trabajo, relacionado con tener una teoria adecuada para demostrar teoremas

de un algebra conmutativa fuzzy.

Las MV-algebras producto fueron estudiadas por Di Nola et al, en [11] como va-

riedades del algebra universal. En el 2000 Montagna en [33] encontré una nueva

VII



VIII Indice general

axiomatizacion para las PL-algebras y dio una caracterizacion de diversas subcla-
ses de MV -&lgebras producto. En 2001, Montagna y Panti en [35] establecieron
diversas clases ecuacionales correspondientes a sub-variedades de las MV -algebras
producto y estudiaron sus respectivos espectros primos. En 2005, Montagna [34]
establecié una equivalencia categoérica entre la clase de PMV-algebras conmuta-

tivas con unidad y una subclase de f-anillos conmutativos con unidad fuerte.

Los l,,-grupos correspondientes a las MV -dlgebras libres, mediante la equivalencia
realizada por Mundici en [36], y descrita por Dubuc y Poveda en [12] de manera
general a como hizo Chang para MV -algebras totalmente ordenadas, se encuen-
tran inmersos en el anillo reticular de funciones continuas del intervalo [0,1] en los
reales. Asi, es posible considerar el sub-anillo generado por estos [,-grupos, en este
anillo reticular, y aplicar el funtor I' entre estos nuevos [,,-grupos y MV -dlgebras.
El resultado es una clase de MV -algebras que esta cerrada por productos de ma-
nera natural, en el sentido que el producto correspondiente a la M'V-algebra [0,1],

es el usual de los ntimeros reales.

Es asi que en 2018, Estrada y Poveda en [16] introducen los rigs débiles multi-
valuados y dieron una axiomatizacion para esta variedad. En este contexto es-
tablecieron propiedades basicas acerca de ideales, homomorfismos, cocientes y
radicales. Esta nueva clase contiene a la clase de MV-algebras producto presen-
tada en [11] y a la variedad definida en [34], y allané el camino para introducir
las estructuras estudiadas en este trabajo, que no se encuentran en la literatura
especializada, y se denominan PM V;-4lgebras, cuya contraparte por la equivalen-
cia encontrada, son los f,-anillos semi-low, que tienen como ejemplo los niimeros

reales.

Para continuar con los delineamientos expuestos anteriormente, los resultados

principales obtenidos en este trabajo son:

1. Se establece la equivalencia natural entre la categoria de PMV} algebras
y la categoria de f-anillos semi low. Esta construccién permite encontrar
representaciones explicitas de los anillos asociados a ejemplos notables en

la clase de PMV;-édlgebras, a saber la MV -algebra [0,1] con el producto
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usual, la MV-édlgebra de funciones de [0, 1]™ en [0, 1], con el producto usual
de funciones, o la PMV; -4dlgebra de las dlgebras booleanas con el producto
definido como el infimo. Para obtener la equivalencia categérica fue necesario
establecer resultados originales, los cuales se encuentran sin referencia en

este documento.

2. Se caracterizan las PM Vy-algebras libres con un generador en la subvariedad
HSP[0, 1], que estan relacionadas con las “curvas algebraicas” instanciadas
en los f-anillos de funciones continuas que localmente son polinomios con

coeficientes enteros.

3. Se prueba la co-extensividad de la categoria de los f,-anillos y por la equi-
valencia, de la categoria de las PMV;-dlgebras. La co-extensividad permite
decidir si una categoria algebraica posee propiedades geométricas. Asi, esta
investigacion abrird un camino hacia el estudio de la geometria algebraica
difusa y a propiedades intrinsecas de las curvas en los f-anillos conmutati-
vos unitarios, en las PMV;-dlgebras y en alguna subvariedad de las MV-

algebras.

Este documento se encuentra organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, se presentan algunos preliminares sobre las MV -algebras y se
define una MV -dlgebra con producto, y en ese contexto las variedades: PMV},
PMV;, PMV-algebras, MV W-rigs y las relaciones entre ellas. Se presentan al-
gunas propiedades de los MV W-rigs con ejemplos de la independencia de sus

axiomas.

En el capitulo 2, se presenta la equivalencia categoérica entre las PMVy-algebras
y la categoria de f,-anillos conmutativos semi-low, que realiza la construccion ex-
plicita de las propiedades del producto de las PMVy-algebras, en las propiedades
clasicas de ese producto en los f-anillos correspondientes, de manera analoga a
la construccion de Chang. A partir de la equivalencia establecida por Mundici
[36], pero usando la construccién de Dubuc y Poveda en [14], que no requiere las
“good sequences”, utiliza inicamente el espectro primo de las MV -dlgebras sub-
yacentes y la equivalencia entre MV -algebras y [,-grupos totalmente ordenados,

como en [6]. La representacién categérica se basa en que cualquier PM V-dlgebra
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es producto subdirecto de PM Vy-algebras totalmente ordenadas, que en adelante
llamaremos P M Vy-algebras cadenas. Se presenta también de manera explicita los
f-anillos semi-low, asociados por esta equivalencia, a las algebras Booleanas. Los

resultados del capitulo 1 y 2 pueden ser consultados en [10].

En el Capitulo 3, se construyen ejemplos en el anillo de funciones continuas de [0, 1]
en [0, 1] constituidas a trozos por un nimero finito de polinomios con coeficientes
enteros, para definir como pueden ser representadas como términos en los simbolos
de operaciones de la estructura y establecer una relacién con la conjetura de
Pierce-Birkhoff para el caso de [0,1]. También se estudia la relacién entre las
funciones polinomiales a trozos de [0,1] en R, que corresponden a las dlgebras
libres de la subclase propia de la PMVj-algebras, HSP[0, 1] (ver [41]).

En el Capitulo 4, se prueba la co-extensividad de la categoria de los f,-anillos de
manera analoga a la prueba que se realiza para la categoria de anillos conmutativos
unitarios, pero sin utilizar los elementos idempotentes, puesto que estos anilllos
no necesariamente son unitarios. Como Corolario se obtiene la co-extensividad de

algunas sub-variedades de las MV -algebras producto.

Se asume que el lector posee conocimientos basicos de algebra universal (ver [39])

y de teoria de categorias (ver [29]).

Como resultado de este trabajo de investigacién, se ha publicado un articulo
en una revista internacional [10], y un segundo articulo ha sido sometido, [9].
Ademas, se ha presentado como ponencia en eventos especializados a nivel nacional

e internacional.



Capitulo 1

MV-algebras y PMV-algebras

En este capitulo se introduce la variedad de PMV;-dlgebras. Para ello, se pre-
sentan definiciones y resultados del dlgebra universal que es necesario mencionar,
sean de conocimiento o no, por ser de utilidad en la resolucion de los objetivos
propuestos. Las MV -algebras, se citaran de una manera breve sin entrar en deta-

lles.

1.1. MV-algebras

Algunas de las definiciones y propiedades de las MV-algebras que se presentan
a continuacién, son relevantes para este trabajo. El lector que requiera mayor

informacién puede consultar [7].

Definicién 1.1.1 (MV-élgebra). Una MV -dlgebra es una estrutcura del tipo
(2,1,0), (A, &,—,0), tal que (A, ®,0) es un monoide conmutativo y la operacion

- satisface:
i) =(-x) =,
i) x & 0 = -0,
i) ~(~r@y) Dy =-(-ydzr) D
La operacién — se llama negacion y la operacion ¢ suma.

Otras operaciones que se obtienen a partir de la suma y la negacién son:
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w) Oy ==(~1 o),

v) 20y =-(~rdy),

vi) tVy=-(rrxdy)dy=(r0y dy=(x0y) Dy,
vii) tANy=—-(-xV-y) =0 (xdy) =26 (rOy).

Observacion 1.1.1 (Orden). Toda MV -dlgebra A estd ordenada por la relacion,
x <y siysolosizoy=0, para todo x,y € A.

Toda MYV -dlgebra A, con el orden anteriormente definido, es un reticulo distribu-

tivo.

Observaciéon 1.1.2. Todo elemento a de una MV -dlgebra A, satisface 0 < a < —0.
En adelante se denotarda =0 = u, y no 1 como suele aparecer en la literatura, para

no entrar en confusion con la unidad multiplicativa en las definiciones posteriores.

Ejemplo 1.1.2. El intervalo [0,1] de nimeros reales con las operaciones

r@®y = min{l,z+y}

r = 1—ux,

para todo x,y € [0,1], es la MV-dlgebra estandar. Se sigue de la Definicion 1.1.1
que:

r@y = max{r+y—1,0}

roy = max{z—y,0}.

Definicién 1.1.3. Una funcién continua f : [0,1]" — [0,1] es una funcion
de McNaughton en n-variables si y solo si existen polinomios lineales con co-
eficientes enteros P, tales que para todo x € [0,1]", f(x) = Pi(x) para algin
ie{1,2,...,m}.

Ejemplo 1.1.4. El conjunto de las funciones de McNaughton en n-variables con

la suma y negacion definidas puntualmente

(fog)x) = fx)@g(x) =min{l, f(x)+9(x)},
NHx) = ~fx)  =1-f(x),
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es una MV -dlgebra.

Definicién 1.1.5. Una MV -dlgebra A con un subconjunto de elementos distin-
guido Y se dice libre sobre (el conjunto generador) Y, denotada Freey, siy solo
st para toda MV -dlgebra B y toda funcion f:Y — B, [ puede ser extendida de

una unica manera a un homomorfismo de A en B.

Teorema 1.1.6. [7, 9.1.5] La MV -dlgebra libre Free,, con n generadores es iso-
morfa a la MV -dlgebra de las funciones de McNaughton en n variables.

Demostracion. La prueba de este Teorema puede consultarse en [7, 13, 37]. [

Definicién 1.1.7 (Homomorfismo). Dadas dos MV -dlgebras A y B, una funcién
f:A— B es un homomorfismo de MV -algebras si para todo x,y en A :

i) f(0)=0,
i) flx@y) = f(x)® f(y),
ii) f(-x) =-f(z).

Definicién 1.1.8 (Ideal de MV-élgebra). Un subconjunto no vacio I de una
MYV -dlgebra A, es un ideal si y solo si:

i) Sia<bybel, entoncesa € I.
it) St a,b e I, entonces a®b e I.

Definicién 1.1.9 (Ideal primo de una MV-dlgebra). Un ideal P de una MV -
algebra A es primo, si para todo a,b € A, aNb &€ P implicaa € P obe P.

Notacién 1. Id(A) y Spec(A) representan el conjunto de ideales y el conjunto

de ideales primos de la MV -dlgebra A, respectivamente.

Teorema 1.1.10 (Teorema de representacién de Chang [6]). Toda MV -dlgebra
no trivial es un producto subdirecto de MV -dlgebras totalmente ordenadas o MV -

algebras cadena.

1.2. MYV-algebras con producto

Las MV-algebras producto fueron introducidas y estudiadas en [11] bajo el nombre

de PMV-algebras, y esencialmente consiste en dotar a una MV-algebra con una
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operacién producto que sea compatible con las demaés operaciones, lo cual deriva
en una equivalencia categoérica con la clase de [-anillos con unidad fuerte. Existen
subclases de particular importancia que fueron estudiadas a profundidad en [33—
35].

A continuacién se definen las MV-algebras con producto, algunas subvariedades,
y se introduce a la literatura las PMV;-algebras. También se muestra cémo estan
relacionadas estas subvariedades y algunas propiedades de los MV W -rigs. Estos

resultados se encuentran en [10, 16].

Definicién 1.2.1. Una MV -dlgebra con producto es una estructura (A, ®, -, —,0)
tal que (A, ®,—,0) es una MV -dlgebra, (A,-) es un semigrupo, y unas relaciones
de compatibilidad entre el producto y la suma.

“.” se llama producto. Por notaciéon a” :=a-a-...-a.
—_—

n—uveces

La operaciéon

Una MV-algebra producto se dice conmutativa si el producto es conmutativo.
En este trabajo todas las MV-algebras productos seran conmutativas, en caso
contrario se hara la aclaracion. El producto sera representado por yuxtaposicion,
a-b:=ab.

Definicién 1.2.2. (MVW-rig [16, 3.3]) Un MVW-rig (A, ®,-,—,0) es una MV -

algebra con producto, tal que:
i) a-0=0-a=0,

it) a(b®c) o (ab® ac) =0,

i11) (ab©ac)©a(bsc) = 0.

Observaciéon 1.2.1. Para todo a,b,c € A, el axioma ii) es equivalente a

a(b® c) < ab® ac (1.1)

y el arioma iii) es equivalente a

abSac < a(boc). (1.2)

Definiciéon 1.2.3. Un MVW -rig A se dice unitario si existe un elemento s € A
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tal que para todo a en A, s-a=a-s = a.
Definicién 1.2.4 (PMV-algebra [11]). Una PMV -dlgebra A es una MV -dlgebra
con producto tal que para todo a,b,c € A

i) a ®b=0 implica ac ® be =0,

i) a ®b=0 implica c(a B b) = ca P cb.
En [11, Teorema 3.1] se prueba que la clase PMV es ecuacionalmente definible.
Definicién 1.2.5 (MV f-algebra [11]). Una MV f-dlgebra es una PMYV -dlgebra
tal que a Ab =0 implica ac N\b=ca ANb=0.

La siguiente definicion de PMV-algebra es una nueva estructura introducida en
este trabajo con la que se realiza todo el estudio posterior de la equivalencia
categorica.

Definicién 1.2.6 (PMV;-algebra [10]). Una PMV;-dlgebra es un MVW -rig, tal
que para todo a,b,c € A, ab<aAb, ya(boc)=ab& ac.

Definicién 1.2.7 (PMV-Unitaria [35]). Es una MV - dlgebra A con producto tal
que para todo a,b,c € A, au = a, y a(b© ¢) = ab© ac. Estas dlgebras se denotan

PMV;.

Otras subvariedades de las MV -algebras con producto son: las Pt./, las cuales son
PMV;-algebras sin divisores de cero [21, Definicién 3.5], y la variedad generada
por la PMV;-dlgebra estandar [0, 1], HSP([0, 1]) [33].

1.2.1. Ejemplos PMV;-algebras
Ejemplo 1.2.8. La MV -dlgebra [0, 1] con el producto usual de los nimeros reales
es una PV M;-dlgebra.

Ejemplo 1.2.9. La MV -dlgebra [0, u] con el producto usual de los niimeros reales

tal que 0 < u < 1, es una PV M¢-dlgebra no unitaria.

Ejemplo 1.2.10. Las funciones continuas de [0, 1]" en [0, 1] con la suma truncada

y la multiplicacion usual de funciones es una PV Mg-dlgebra.

Ejemplo 1.2.11. El conjunto de funciones continuas a trozos f :[0,1]" — [0, 1]
cada una con finitos polinomios Py, P, ..., P, € Z[x]|, tal que para todo z € [0, 1]",
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f(z) = P,(z) para algin i € {1,--- ,n}, es una PMV;-dlgebra.

Ejemplo 1.2.12. Toda dlgebra Booleana con la suma como el supremo y el pro-

ducto como el infimo es una PMV;-dlgebra.

Ejemplo 1.2.13. Toda MV -dlgebra con el infimo como producto no es necesa-

riamente una PMVy-dlgebra (ver Ejemplo 1.2.22).

Observacioén 1.2.2. Dada una PMV;-dlgebra A, tal que u* = u entonces —(au) =

(—a)u.

Esto se sigue de [7, Lema 1.1.3], pues si a © —a = 0 implica au ® (-a)u = 0 y,

u=u?=u(a®—a)=au® (—a)u.

El siguiente teorema muestra como estan relacionadas las variedades de PMV -

algebras definidas anteriormente.

Teorema 1.2.14. Se tienen las siguientes relaciones de contenencia:
PY/ C HSP([0,1]) € PMVy, C PMVy; C PMV C MVW — rig
Demostracion. La prueba de la relacion entre las dlgebras unitarias
PY) Cc HSP([0,1]) € PMV;,

se encuentra en [21, Theorem 3.15].
La contenencia PMV) C PMVy, se sigue de [35, Lema 2.9-iii] y del Ejemplo 1.2.9.

Para la contenencia PMVy; C PMV, sean a,b,c € PMV;. Si a ©® b = 0, como
ac < ay bc < b entonces, ac ® be < a ® b = 0. De otra parte, a ® b = 0 implica
a < uSby consecuentemente, ca < c¢(uob) < cu. Esta ultima desigualdad implica

que (ver [35, Proposicién 2.7-vii))
c(b®a) =c(ue((ucb)oa)) = cus (c(usb)eca) = (cuc(usb))Bea = cbPca.

La contenencia es estricta por el ejemplo [11, Ejemplo 3.6, (2)]. Toda MV -dlgebra
finita M en la cual existen dos tinicos 4tomos a,b de orden n > 1 y n? respecti-

vamente, admite un producto via, aa = by ab = ba = bb = 0, tal que M con este
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producto es una PMV-dlgebra que no es PM Vy-dlgebra, debido a que aa = b £ a.
La contenencia PMV C MV W-rig se prueba en la Proposicion 2.2.4. Para la

contenencia estricta ver el Ejemplo 1.2.20. O]

Observacion 1.2.3. La contenencia PMVy C MV f es inmediata por las defini-
ciones de las estructuras, pero no se ha encontrado un modelo que verifigue que

es estricta.

1.2.2. Ejemplos y propiedades de MV W -rigs

Ejemplo 1.2.15. Toda MV -dlgebra en la que se define ab = 0, para todo a,b € A,
es un MV W -rig.

Ejemplo 1.2.16. La MV -dlgebra [0, 1] con la multiplicacion usual de los nimeros

reales, es un MVW -rig conmutativo con elemento unitario u = 1.

Ejemplo 1.2.17. La MV -dlgebra [0, u] con la multiplicacion usual de los nimeros

reales y 0 < u < 1, es un MVW -rig conmutativo no unitario.

Ejemplo 1.2.18. La MV -dlgebra de funciones continuas de [0,1]™ en [0, 1] con el
producto usual de funciones, es un MV W -rig que tiene la propiedad: vy < x Ay
para todo z,y € [0,1]". En paticular, las funciones dadas en el Ejemplo 1.1.}
junto con el producto, son de interés en la busqueda de las dlgebras libres para

esta teoria.

Ejemplo 1.2.19. [16, 3.9]. El dlgebra obtenida al cerrar por productos la MV -
algebra de ftukasiewicz Y., = <{O, ﬁ,%,--- ,Z—j, 1},@,—|> con el producto

usual de R,

L, = <{WZ eQnio,1]| k,m € N},EB,~,ﬂ>,
n
es un MV W -rig .
Observacién 1.2.4. En [11, 3.5/, se afirma que una MV -dlgebra finita A admite

un producto - tal que a -1 = a = 1-a para todo a € A, si y sélo si A es un
dlgebra Booleana. Si éste es el caso, entonces a -b = a ANb. Como consecuencia
de este resultado se tiene que solo se pueden definir productos unitarios sobre una

MYV -dlgebra no Booleana si es una MV -dlgebra infinita.
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Asi que, se pueden tener MVW -rigs sobre MV -dlgebras finitas no Booleanas tal
que a -1 = a = 1-a como se muestra en el siguiente ejemplo, pero no PMYV -
dalgebras. Esto también implica que no se puede definir un producto - en Y., que

satisfaga a -1 =a=1-a.

Ejemplo 1.2.20. [16, 3.11]. Z,, = {0,1,...,n} conn € N, u = n como unidad
fuerte, x @y = min{n,x + y}, v =n—x yxy = min{n,x -y}, es un MVW-
rig donde las operaciones suma + y producto - son las usuales en los niumeros

naturales.

Z,, es unitario, la unidad fuerte es diferente de la unidad multiplicativa, u # 1, no
vale la propiedad cancelativa y el producto entre dos elementos es mayor o igual
que el supremo. En algunos casos vale la desigualdad estricta en (1.2), aunque

siempre vale la igualdad en (1.1). Por ejemplo en Z,

2(766) =2[-(=7T®6)] =2[~(3®6)] =2[-9] =2(1) =2
> (2)(7) & (2)(6) =106 10 = 0.

Tampoco es una PMYV -dlgebra puesto que si tomamos los elementos 2,3 € Zyy,
202=0y3)(2)©®(3)(2) =606 =2.

Ejemplo 1.2.21. £n+l = <{O, %, e ”T_l, 1},6,-,7,0, 1> , con el producto definido

x min{n, x -
como: . ¥ — {—,y}) con x,y € {0,1,--- ,n}, es un MVW-rig isomorfo

n n n
a Zy, mediante el homomorfismo ¢ : Yiny1 — 2y, 7 — .

Proposiciéon 1.2.1. Toda MV -dlgebra A con el producto definido por el infimo
ab=aNb esun MVW -rig.

Demostracion. Como el producto estd definido en términos del infimo, por el
teorema de representacion de Chang, basta demostrar que vale para cualquier
MV -algebra cadena. Como el infimo es asociativo y conmutativo, es suficiente
demostrar las desigualdades (1.1) y (1.2).

Dados los elementos a, b, ¢ en una MV -algebra cadena A, si b @ ¢ < a entonces
bdc=aN(bdc)<bdc=(aNb) @ (aAc). Sipor el contrario, a < bdcy
a < b,c, entonces a = aA(bdc) <ada=(@ANb)d(aNc). Sia<bdcy
b<a<c entoncesa=aN(bd&c)<ada=(aANb)®(aAc). De manera similar



1.2. MYV -dlgebras con producto 9

se prueba que a A (bS¢c) >aANbOaAc. O

Observacion 1.2.5. Aunque toda MV -dlgebra es un MV W -rig con el producto
definido por el infimo, en general no es una PMV -dlgebra (ver Observacion 1.2.4)

como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.22. La MV -dlgebra de ftukasiewics Y.y, con el producto definido
1 1

como el infimo, no es PMV -dlgebra debido a que, por ejemplo 3 ® 3= 0y

1_1A(1®1><<1A1)@<1/\1)_1@1_2
3 3 \3 73 33 33/ 373 3
Proposiciéon 1.2.2. Toda MV -dlgebra A es un MV W -rig con el producto defi-

nido como el supremo para elementos diferentes de cero, es decir, ab = a V b si

a#0yb+#0y, cero en otro caso.

Demostracion. Basta probar las desigualdades (1.1) y (1.2) para MV W-rigs ca-
denas. Ellas se siguen directamente del hecho que para todo a, b, c € A cadena, se
tiene que aV (bdc) < (aVb) @ (aVe)yaV (boce) > (aVb)o (aVe). Silos ele-
mentos son diferentes de cero, estas son propiedades de la MV -algebra. Si alguno
de los elementos es cero, un calculo directo muestra que también se cumplen la

desigualdades. O]

Ejemplo 1.2.23. Un caso particular de la proposicion anterior y que es de interés
en este contexto, se cumple para toda dlgebra de Boole A wvista como una MYV -
algebra, donde la suma es el supremo y la negacion el complemento. Si definimos
el producto como en las Proposiciones 1.2.1 o 1.2.2, toda dlgebra de Boole es de
manera natural, un MV W -rig. Ademads, si el producto se define como el infimo

entonces es una PMVi-dlgebra (ver Observacion 1.2.4).

Proposiciéon 1.2.3. El axzioma iii) de la Definicion 1.2.2, es independiente de
los demds axiomas de MV W -rig. De la misma forma se prueba que el axioma 1)

es independiente de los demds.
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Demostracion. La MV -algebra de Yukasiewicz ¥, con el producto definido como:

0 si a=00b=0,
a-b=< a®b si a®b=0,
a®b si a®b#0,

es una estructura en la que no vale el axioma iii), pero si valen los demés. Para
los elementos de ¥.4-{0}, el producto asi definido es equivalente a la suma en el
grupo de los enteros médulo 3 (Zs), por lo cual, este producto es asociativo y

conmutativo.

De otra parte, toda MV -algebra con el supremo como producto, valida los axiomas
de MV W-rig, excepto el axioma 7). La prueba es andloga a la demostraciéon dada

en la Proposicién 1.2.2. O

Es importante anotar que si el producto distribuye con respecto a la resta, entonces

se pueden demostrar los axiomas i) y i1) de MV W-rig.

Proposicion 1.2.4. [16, 3.4, 3.6]. Sea A un MVW -rig. Para todo a,b,c € A, se

tienen las siguientes propiedades:
i) Sia <b entonces ac < be,
i) u® <,

iii) a <byc<d entonces ac < bd.

Demostracion. La propiedad iii) se sigue de i) puesto que, a < by ¢ < d implican
ac < bcy cb < db. O

Ideales y Homomorfismos de MV W-rigs

Definicién 1.2.24. Dados los MV W -rigs A y B, una funcion f: A — B es un

homomorfismo de MV W -rigs, si y solo si,

i) [ es un homomorfismo de MV -dlgebras.

it) f(ab) = f(a)f(b)-
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Definicién 1.2.25. [16] El kernel de un homomorfismo ¢ : A — B de MV W -rigs

es el conjunto

ker(p) == ¢7'(0) = {x € Alp(x) = 0}.

Definicién 1.2.26. [16, 4.3/ Un subconjunto I de un MV W -rig A, es un ideal

st satisface las siguientes propiedades:
i) I es un ideal de la MV -dlgebra subyacente A.
it) Dadosa €I, ybe A, ab € I (Propiedad absorbente).

Ejemplo 1.2.27 (Algebras Booleanas). Las dlgebras Booleanas con el supremo
como suma y el infimo como producto son MV W -rigs. Los ideales de este MV W -

rig son los ideales de la MV -dlgebra, que a su vez son los ideales del reticulo.

Observaciéon 1.2.6. Note que en la Proposicion 1.2.2, el MV W -rig, no tiene
ideales propios no triviales, es decir, sus unicos ideales son cero y todo el MV W -
71g.

Definicién 1.2.28. [16/Un subconjunto S de un MV W -rig A es un sub-MVW -

rig si 0 € S y es cerrado para las operaciones de A.

Definicién 1.2.29 (Ideal primo de un MV W-rig). Un ideal P de un MV W -rig
es primo si para todo a,b € A, ab € P implica a € P 0 b € P.

Notacién 2. Id,, (A) y Spec,, (A) representan el conjunto de ideales e ideales

primos del MV W -rig A, respectivamente.

Proposicién 1.2.5. [16, 5.1]. Existe una correspondencia biyectiva entre el con-
junto de ideales de un MV W -rig A y el conjunto de sus congruencias. Fs decir,
dado I un ideal de un MVW-rig, A, la relacion binaria a =5 b si y solo si

(aob) @ (boa) €I, es una relacion de congruencia, y dada, = una relacion de

congruencia en A, {a € Ala =0} es un ideal en A.

Soélo se probaré la compatibilidad del producto por ser de interés en este contexto.

La demostracién completa esté en [16, 2.29)].

Demostracion. Por ser A una MV-algebra e I un MV-ideal, se tiene que a =; b
y ¢ =7 d implican a @ ¢ = b® d y —a =7 —b, (ver [7, 1.2.6]). Resta probar que

a=; by c=;dimplican ac =; bd.
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Dadoque a=; by c=;dentoncesacbelycede I respectivamente, luego

ac< (aVvb)(cvd) = ((@ob)@b)((cod ad)
< (@ob)(codad) ob((cod ad)
< (a0b)(ced ®(aob)ddblcod) ®bd.

Lo que es equivalente a tener
acobd < (aob)(cod) @ (acbddblcod) e l,

puesto que (a©b) y (c&d) € I e I es absorbente, ac©bd € I. De manera anéloga
se tiene que bd© ac € I, asi (acobd) ® (bd S ac) € I,y por lo tanto ac =; bd. [

Observacién 1.2.7. Dado x € A, la clase de equivalencia de x con respecto a =;
se denotard por [x|; (también se conoce como la clase de equivalencia de x mddulo
I) y el conjunto cociente A] =; por A/I.

Las operaciones —[a|; = [—aly, [a]; @ [b]; = [a @ b y [a]7[b]; = [ab]; estan bien

definidas sobre A/I, puesto que =; es una congruencia.
Proposicién 1.2.6. [16, 5.3]. Dado I € 1d,,(A), A/I es un MV W -rig.
Corolario 1.2.30. Dados un MVW-rig A e I € Spec(A), si I es un MV -ideal

primo absorbente, si y solo si A/l es un MV W -rig totalmente ordenado.

Proposicién 1.2.7. Dada una PMVy-dlgebra A, Idw(A) = Id(A) y ademds,
Specw (A) C Spec(A).

Demostracion. Por definicion Idy (A) C Id(A). De otro lado, dados I € Id(A) y
a € I, paratodoc € A, ac < aANc €, asi I € Idy(A). De otra parte, dados
I € Spec,,(A) y a,b € A tales que a Ab € I, entonces ab € I debido a que
ab < a A'b. Consecuentemente a € I o b € I, asi I € Spec(A). O

Proposicién 1.2.8. Dada una PMVi-dlgebra A e I € Id,(A), A/l es una
PMVy-dlgebra.

Demostracion. Se sigue directamente de la Proposicion 1.2.5 y de la Proposicion
1.2.6. O
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1.3. [,~anillos

En adelante “| - |” significa el conjunto subyacente.

Definicién 1.3.1 (I-grupo [2, 7]). Un grupo abeliano (|G|, +, —,0) dotado con una
relacion de orden parcial < compatible con la suma, es decir, para todo x,y,t € G,
six <y implica que t+x < t+vy, se dice un l-grupo si la relacion de orden define

un reticulo.

Definicién 1.3.2. Para cada elemento x de un l-grupo G, el valor absoluto de
x se define como |x| = x* + a~, donde x* =x V0 yax~ = —x V0 son la parte

positiva y la parte negativa respectivamente.

Definicién 1.3.3. Una unidad fuerte de un l-grupo G es un elemento 0 < u € G

tal que para todo x € G, |x| < nu, para algin un entero n > 0.
Un [,-grupo es [-grupo con unidad fuerte .

Definicién 1.3.4 (l-ideal). Un l-ideal de un l-grupo G es un subgrupo J de G
que satisface: si x € J e |y| < |x| entonces y € J.
Definicién 1.3.5 (l-ideal primo). Un l-ideal P de un l,-grupo G, es primo si y

sélo si, G/ P es un grupo totalmente ordenado.

Specy(G) representa el conjunto de l-ideales primos del grupo G.

Definicién 1.3.6. [2, XVII.1]. Un l,-anillo, es un anillo R = (|R|, +, -, <,u) tal
que (|R|,+,<,u) es un l,-grupo con |R| el conjunto subyacente y, 0 < z, 0 <y
immplica 0 < xy.

En adelante todos los anillos se considerardn conmutativos.

Definicién 1.3.7. Dados los l-anillos R y H con unidad fuerte w y v respecti-
vamente, la funcion h : R — H es un l,-homomorfismo si y solo si es un homo-

morfismo de anillos, un homomorfismo de reticulos, y ademds satisface h(u) = v.

Definicién 1.3.8. (L-ideal [2, XVII.3]). Un L-ideal I de un l-anillo R es un
l-ideal, tal que para todoy € I yx € R, xy € I. I es irreducible si y sélo si R/

es un anillo totalmente ordenado.

Notacién 3. Id(R) representa el conjunto de L-ideales de R, e Id,(R) el conjunto
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de l-ideales del grupo subyacente de R.

Definicién 1.3.9. (Low l-ring [34]) Un l-anillo R es llamado low si y solo si,
para todo x,y > 0 € R se tiene vy < x N y.

Definicién 1.3.10 (l,-anillo semi-low). Un l,-anillo es semi-low si para todo
a,b e [0,u], ab<aANb.

Teorema 1.3.11. Dados un l-anillo R, 0 <u € R, y[0,u] = {a € R|0 < a < u},
con [0,u] C R el subanillo generado por [0,u], entonces:

a) Dados A C [0,u], una PMV;-dlgebra, A* C [0,u]* el subanillo generado por

A; A* es un l,-anillo semi-low con unidad fuerte u y A = T'(A¥ ).

b) Todo l,-anillo semi-low es generado por sus segmentos,
[0,u)* = {z € R|3n >0, |z| < nu}.

Demostracion.  a) Dada una PMVj-algebra A = (JA|, @, -, —,0), se tiene que
A= (|A],®,—,0) es una MV-algebra. Si A* es el [,-grupo asociado, se sigue
que los conjuntos subyacentes |A*| = |A*|, debido a que para todo a € A%,
a =Y €bic; + 3 0;d;, con by, ¢, bici,d; € Ay e;,0; € {1,—1}, es suma de
elementos de A. Asi, A = I'(A* u) por [14, Teorema 1.2-a)]. De otra parte,
z,y € A*N[0,u] implicaz,y € Ay zy <z Ay.
b) De [14, Teorema 1.2-b)] se sigue que: [0,u]* = {z € R|3In >0, |z| < nu}
es un [-grupo con unidad fuerte u, y por las razones expuestas antes, los
conjuntos subyacentes |R| = |[0, u]*| = |[0, u]*|, asi R = [0, ul*.

O



Capitulo 2

Representacion Categérica para
las PMV-algebras

En este capitulo se establece de manera explicita la equivalencia categérica en-
tre la subvariedad propia de la clase de PMV-dlgebras, las PMV;-dlgebras, y
la categoria de los f,-anillos semi-low. Esta representacién categoérica se realiza
con el espectro primo de las MV-algebras, a través de la equivalencia entre MV-
algebras y l,-grupos establecida por Mundici [36], pero desde la perspectiva dada
en [14], que extiende la construccién definida por Chang para cadenas [6]. Como
caso particular, se caracterizan los f,-anillos asociados por esta equivalencia a las

algebras Boole. Los resultados aqui obtenidos se encuentran en [10].

2.1. Equivalencia entre la categoria PMV; y la
categoria LR,,.

Definicién 2.1.1. Sean PMVy y CPMV; las categorias cuyos objetos son las
PMVg-dlgebras y PMVy-dlgebras cadena respectivamente, y cuyos morfismos son

los homomorfismos de PMV;-dlgebras.

Definicién 2.1.2. Sean LR,, y CLR, las categorias cuyos objetos son los l,-

15
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anillos semi-low y l,-anillos semi-low cadena respectivamente, y cuyos morfismos

son los homomorfismos de L, -anillos.

2.1.1. Equivalencia categérica entre CPMV; y CLR,
Teorema 2.1.3. (Construccion de Chang del l,-grupo A* [6, Lema 5]) Dada una
MYV -dlgebra cadena A, A* = (Z x A,+, <) junto con las operaciones:

1. (m+1,0) = (m,u),

2. (—m —1,-a) = —(m,a),

3.
(m+n,a®db) si adbF#u,

,a) + (n,b) =
(m a) (n ) {(m_f_n_f_l?a@b) Si a@b:ua

es un l,-grupo cadena, con unidad fuerte w = (1,0). La relacion de orden “<”

estd dada por (m,a) < (n,b) siy sélo si, m<n dém=nya<b.

Notacién 4. |A*| :=Z x A.

El funtor (—)*: CPMV; — CLR,

A partir de la construcciéon de Chang [6], se define un producto sobre el [,-grupo

A* para obtener un [,-anillo apropiado A* = (|A*|, +, -, <).
Definiciéon 2.1.4. Dada una PMVy-dlgebra cadena A, se define el producto sobre

A* como sigue:

(m, a) - (n,b) == mn(0,u?) + m(0,bu) + n(0, au) + (0, ab).

Para n > 0, n(0,a) = (0,a)+ ...+ (0,a) y n(0,a) = —(0,a) — ... — (0,a) para

n—uveces n—uveces

n < 0.

Proposicion 2.1.1. El producto anterior estd bien definido.

Demostracion. Debido a que en A*, (m + 1,0) = (m,u); basta ver directamente
de la definicién de producto que (m,u) - (n,b) = (m + 1,0) - (n,b). O
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Teorema 2.1.5. Dada una PMV;-dlgebra A, A* = (|A*|,+,-, <) es un l,-anillo

semi-low cadena.

Demostracion. Se sabe que A* con la suma y el orden asociado es un [,-grupo
cadena. Basta probar que con el producto dado en la Definicion 2.1.4, es un anillo

semi-low.

Para todo (m, ), (n,y), (s, 2) € A% se tienen las siguientes propiedades:

Propiedad Distributiva

(m, )[(n,y) + (s, 2)] = (m, )(n, y) + (m, z)(s, 2).

Del Teorema 1.2.14, z®y = 0 implica 2z @ xzy = 0y x(2 D y) = xz @ zy. Asi, por

el item 3 del Teorema 2.1.3, para probar esta propiedad tenemos dos casos:
Caso 1. y® z # u.
(m, 2)[(n,y) + (s,2)] = (m,2)[(n+5,y& 2)]
= m(n+s)(0,u?) +m(0, (y ® 2)u) + (n + 5)(0, zu)
+(0,z(y @ 2))
= mn(0,u?) + ms(0,u?) + m(0, yu & zu) + n(0, xu)
+5(0, zu) + (0, 2y & z2)
= mn(0,u?) + ms(0,u?) + m(0, yu) + m(0, zu)
+n(0, zu) + s(0, zu) + (0, zy) + (0, 22)
= [mn(O, u?) +m(0, yu) + n(0, zu) + (0, xy)}
—i—[ms(O, u?) +m(0, zu) + s(0, zu) + (0, :cz)]
= (m,z)(n,y) + (m,z)(s, 2).

Un caso particular de este resultado es la siguiente afirmacion:

Afirmacion 2.1.1. Para x,y,z € A, si y ® z # 0 entonces

(0,2)(0,y ® 2) = (0,zy) + (0,22) — (0, zu).
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La igualdad también se tiene siy®z=u ey ® z=0.

En efecto, si y 2z = u e y©® 2z = 0, la igualdad se sigue del Teorema 1.2.14, el
Teorema 2.1.3 y la Definiciéon 2.1.4. Por otra parte,

YOz # 0= yd -z #u,
por lo cual

0,2)0,y©2) =

(0, 2)(—
= —(0,2)[(0, ﬁy) + (=1,72)]
(0,2)(0,~y) — (0, 2) (=1, -2)
[=(0, =] + (0, 2) [- (=1, 7z)]
(=1,9) + (0,2)(0, 2)
) y) — (0, zu) + (0, z2).

Caso 2. y @ z = u.

La ecuaciéon dada en la Afirmacion 2.1.1, es necesaria en este caso.

(m, 2)[(n,y) + (s,2)] = (m,2)[(n+s+1Ly0O2)

= m(n+s+1)(0,u*) +m(0, (y © 2)u)
Fnt s+ 1)(0,7) + (0, 2y © 2)

= mn+s+1)(0,u?)+ m[(O yu) + (0, zu) — (0, uz)}
+(n+ s+ 1)(0,zu) + [(O zy) + (0,22) — (O,xu)}

= mn(0,u?) + ms(0,u?) + m(0,u?) + m(0, yu)
+m(0, zu) — m(0,u?) + n(0, zu) + s(0, xu)
+(0, zu) + (0, zy) + (0, z2) — (0, zu)

= [mn((), u?) + m(0, yu) + n(0, zu) + (0, :Uy)}
—i—[ms((), u?) 4+ m(0, zu) + s(0, zu) + (0, :Uz)}

= (m,x)(n,y) + (m, z)(s, 2).
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Propiedad Asociativa

(m,x) {(n, y)(s, z)] = (m,x) [ns(O, u?) + n(0, zu) + s(0, yu) + (0, yz)}
= mns(0,u?) + ns(0, zu?) + mn(0, zu?) + n(0, zzu)
+ms(0, yu?) + s(0, zyu) + m(0, yzu) + (0, zyz)
= mns(0,u?) + mn(0, zu?) + ms(0, yu?) + m(0, zyu)
+ns(0, zu?) + n(0, zuz) + s(0, zyu) + (0, zyz)
= [mn(O, u?) +m(0, yu) + n(0, zu) + (0, xy)} (s,2)
= |(m,2)(n,)|(s,2).

Dados (0,0) < (m,x) y (0,0) < (n,y) se tiene que 0 < m y 0 < n, asi
(0,0) < mn(0, %) + m(0, yu) +n(0, ) + (0,29) = (m, z)(n, y).

Ahora probemos que A" es semi-low.

Dados (0,0) < (m, ), (n,y) < (0,u) tenemos que m = n = 0, asi

(0,2)(0,y) = (0,zy) < (0,2 Ay) = (0,2) A (0, y).

Corolario 2.1.6. Dada una PMV;-dlgebra cadena A, en A* se tiene que

(i(&%)) (i(&y») = Zn:(O,:ciyi).

i=1 =1 i=1

Proposicién 2.1.2. La aplicacién (=)*: CPMV; — CLR, que asigna a toda
PMV;-dlgebra cadena A el l,-anillo cadena A%, es funtorial.

Demostracion. Dado h : A — B en CPMVy, se define hf : A* — B* en CLR,
como h¥(m,a) := (m, h(a)).

Por construccién (ver [[14], 2.2]), h* es un homomorfismo de [,-grupos. Basta

probar que hf es un [,-homomorfismo de anillos, lo cual se sigue de la Definicién



20 Capitulo 2. Representacion Categorica para las PMVy-dlgebras

2.1.4:

R¥((m,a)(n,b)] = h*mn(0,u*) + m(0,bu) + n(0,au) + (0, ab)]
= R (mn(0,u%)) + h*(m(0,bu)) + h*(n(0, au)) + h*(0, ab)
= mnh*(0,u?) + mh*(0, bu) + nh*(0, au) + h*(0, ab)
= mn(0, h(u?)) + m(0, h(bu)) + n(0, h(au)) + (0, h(ab))
= mn(0, h(u)?) +m(0, h(b)h(u)) + n(0, h(a)h(u))
+(0, i(a)h (b))
= (m,h(a))(n, h(b))
= hﬂ(m a)h*(n,b).

Ademss, dado (m,a) € A%

(gh)*(m,a) = (m,gh(a))
g*(m; h(a))
= g'oh¥*(m,a).

A" . p 9 (¢

AP g P

(gh)*

El Funtor I': CLR,—CPMV;

Definicién 2.1.7. Para un l,-anillo semi-low cadena (R, u), se define

I'Ryu)={z € R|0<z<u}
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junto con las operaciones:

r@y = (t+y) A,
r-y =y,
—r = uU—2=.

Observacion 2.1.1. El producto estd bien definido puesto que xy <z ANy < u, y

las demds operaciones pueden verse como:

rOy = (r4+y—u)VO0
roy = (r—y)VO.

Proposicion 2.1.3. ([11, 3.2]) Todo l,,-anillo (R, u) que satisface u* < u, I'(R, u)
es una PMYV -dlgebra.

Observacion 2.1.2. Dado un l,-anillo semi-low cadena R, el producto distribuye
sobre el supremo, x(y V z) = xy V xz. Para ver esto, suponga sin perdida de
generalidad que y < z, entonces x(y V z) = xz = xy V xz, puesto que el producto
respeta el orden. Lo mismo se tiene para el infimo. En consecuencia, z(y © z) =
TY O T2,

Corolario 2.1.8. Dado un l,-anillo semi-low cadena R, I'(R,u) es una PMV}-
dalgebra.

Observaciéon 2.1.3. En [11, 3.2], se prueba que I'(R,u) es una PMV -dlgebra,
para todo l,-anillo R.

Proposicién 2.1.4. La aplicacion I': CLR, — CPMV; que asigna a todo [,-
anillo cadena (R,u) la PMVy-dlgebra cadena I'(R, u), es funtorial.

Demostracion. Dado « : (R,u) — (H,w) en CLR,, (w es la unidad fuerte del
l-anillo H), se define I'(av) : I'(R,u) — I'(H,w) en CPMV; como I'(a) := oo,
Por construccion, I'(«) es un homomorfismo de MV-algebras cadenas, basta ver

que respeta productos,

[(a)(a)l(a)(b) = a(a)a(b) = alab) = T'(a)(ab).
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Luego, I'(«) es un morfismo en CLR,,, tal que para todo z € I'( R, u) se tiene que

p1

LB (a)(x) = T(B) T(a)(x))
= [(B)(a())
= fla(z))
pa)(x)
= T(Ba)(z).

Teorema 2.1.9. Dados una PMV;-dlgebra cadena A y un l,-anillo semi-low

cadena (R,u), se tienen los siguientes isomorfismos:

AXT(AY u) y R (T(R,u)).

Demostracion. Las aplicaciones ¢ y v :

i: A — T(A%u) v:(T(R,u)* — R
a — (0,a) (m,z) — mu+z

son isomorfismos de MV-dlgebras y [,-grupos respectivamente por [6, Lema 6].

Basta probar que i y v respetan el producto. En efecto, dados a,b € A,

i(ab) = (0,ab) = (0,a)(0,b) =i(a)i(b).

De otra parte, dados (m,a), (n,b) € A*,
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v[(m,a)(n,b)] = v[mn(0,u?)+m(0,bu) + n(0,au) + (0, ab)]
= mn[v(0,u?)] +m[v(0,bu)] + n[v(0,bu)] + v(0, ab)
= mnu?® + mbu + nau + ab
= mu(nu + b) + a(nu + b)
= (mu+a)(nu+b)

= wv(m,a)v(n,b).

Es facil probar que los isomorfismos definidos a partir de la construccion de Chang

dada en el Teorema 2.1.3, ¢ y v, determinan una equivalencia de categorias.

Teorema 2.1.10. Los isomorfismos © y v definidos antes, son transformacio-
nes naturales asociadas a los funtores T'(—=)* y (=)*T" respectivamente, los cuales

establecen una equivalencia categorica:
)t
cemyv, Lecr,  cor. S epmyy.

Demostracion. La demostracion es analoga a [14, Teorema 2.2].
Dados A -+ B en CPMV;y (R,u) > (H,w) en CLR,, la naturalidad de i y

de v se sigue de la conmutatividad de los siguientes diagramas:

A— > T(Af u)—s A IN(R,u)! —*— (R, u)

h INGE) (Tp)? 4

B——T(B! u)—> B! I'(H,w)! —— (H,w)

(
Dado a € A, T'(h")i(a) = T'(h*)(0,a) = h*(0,a) = (0,h(a)) = ih(a), y dado
(n,z) € T(R,w)*,

pu(n, x) = p(nu + ) = nw + () = v(n, ¢(x)) = v(n, ([p)(2)) = v(T)(n, ).

O
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2.1.2. Equivalencia categoérica entre las categorias PMVy
y LR,.

Representaciéon subdirecta por cadenas

Es importante recordar el isomorfismo de orden entre los ideales de un [,-grupo
G y los ideales de su MV-algebra I'(G, u) establecido en [7, Teorema 7.2.2].

Teorema 2.1.11. Dado un l,-grupo G y A =T'(G,u), la correspondencia,

o:I(A) — Z(G)
J — o(J)={reG||lz|Nue ]}

es un isomorfismo de orden entre los ideales de la MV -dlgebra A y los l-ideales

del l,-grupo, cuya aplicacion inversa es H — p(H) = H N [0, u.

Proposicién 2.1.5. Dados un [,-anillo semi-low R, J un ideal de la PMV;-
dlgebra T'(R,u) y ¢(J) el ideal del l,,-grupo (R,+,u) como en el Teorema 2.1.11,
se tiene que ¢(J) = J* con

Jﬁ = {iL‘ € R‘l’ = ZEZ‘CZ‘, C; € J,Ei € {—1, 1}} .
i=1
Demostracion. J* es un l-ideal del [,-grupo (R, +,u). En efecto, J* es un subgru-
po de R por construcciéon. Ahora, dados x € J* e y € R tal que |y| < |z|, debemos
probar que y € J*. Suponga sin pérdida de generalidad que |z| = 2% = z e

lyl =yt =y.

m
Como = = > €, ¢; € J,
i=1

m
Z €;C;

i=1

m
T N\Nu= (ZQQ‘) Au =

i=1

ANu < (Z ci> ANu =@ ¢ € J (2.1)

i=1
luego, x A u € J.

Por [14, Teorema 1.5, c], ya que los elementos estdn en un [,-grupo, es suficiente
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n
considerar z = Y ag, con a; = (z — ku) Au V0, donde 0 < x < nu para algin
k=0

n € N.

Six—ku >0, a, € J puesto que

(x—ku)AuVv0=(z—ku)ANu<zAué€l,

por la inecuacién (2.1). Si (x — ku) < 0 implica a, =0 € J.

Como 0 <y <z <nu implica by = (y — ku) ANuV 0 < (z—ku) ANuV0=a € J,
entonces y = Y. b, € J*.
k=0

La misma prueba se tiene si x = =~ e y = y~. Puesto que |z| = 2t + 27 e
ly| = y* + 3, son sumas de elementos positivos y J* es un subgrupo de R, asi

ly| < |z|, y « € J* implica y € J*.

J C J* por construccién y por la inecuacién (2.1), J* N [0,u] C J asi,
JN[0,u] = J = ¢(J) N[0, u].
Por el isomorfismo dado en el Teorema 2.1.11, J* = ¢(J). O

Corolario 2.1.12. ¢(J) = J* es un ideal del I,,-anillo.

m
Demostracion. Basta ver que J* es absorbente. Dado r € R, r = 3. a;d; con
j=1

d; € [0,u] por el Teorema 1.3.11, y dado x € JE o = i €:Ci, ¢; € J, entonces
i=1

rr = Z Oéjdj Z €;,Ci = Z OCjEidei,
j=1 i=1 ij=1
donde djc; € J, por ser este absorbente, por lo tanto rz € J*.
Dado que J* = ¢(J), ¢(J) absorbe. O

Corolario 2.1.13. En un l,-anillo semi-low, todo l-ideal es un L-ideal.

1d,(R) = Id(R).
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Demostracion. Para cada J € Id,(R), por el Teorema 2.1.11, se tiene que JN|0, u]
estd en Id(I'(R)). Como I'(R) € PMV¢, J N[0, u] absorbe, entonces J N [0,u] €
Id,, (T'(R)) y consecuentemente J = (JN[0,u])* € Id(R) por la Proposicién 2.1.5.
En particular, Spec,(R) C Id(R). O

Corolario 2.1.14. Dado J € Id,(R) con R un l,-anillo semi-low, R/J es un

l,-anillo semi-low.

Teorema 2.1.15. Dado J € Id,(R) con R un l,-anillo semi-low,
©: T(R/J,uy) = T(R,u)/(JO[0,u]); [zl — [2] 00,
es un isomorfismo de MV W -rigs.

Demostracion. Como MV -algebras son isomorfas debido a [7, Teorema 7.2.4],
basta ver que el isomorfismo respeta productos. Del corolario 2.1.14, la Proposicién

2.1.3 y la definicién de O se sigue que:

O([a][b]) = ©([abl)) = [ablurou = ([alsro) ((Dlsriou) -
O

Corolario 2.1.16. Si J € Spec(R), © es un isomorfismo de PMVy-dlgebras

cadena.
Demostracion. Se sigue del Teorema anterior y del Corolario 2.1.8. O]

Teorema 2.1.17. Toda PMV;-dlgebra es producto subdirecto de PMVy-dlgebras

cadena.

Demostracion. Dada una PMV;-algebra A, se tiene que el morfismo inyectivo de
MV -algebras,

O:A—= JI A/P

PeSpec(A)

que asigna a +— a donde a: SpecA — || A/P con a(P) = lalp, es un
PeSpec A

—~l

morfismo de PMV;-dlgebras, tal que mp o (): A — A/P es un homomorfismo
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sobreyectivo para todo ideal primo P € Spec(A). En efecto, recordemos que todo
ideal primo P de la MV-algebra, es ideal de la PMV;-algebra como se mostré en
la Proposicion 1.2.7, donde, ab = a-b debido a la correspondencia entre los ideales

y las congruencias en cualquier PMVy-algebra. O

Corolario 2.1.18. Toda PMV;-ecuacion (ver [7, Seccion 1.4]) vdlida en cual-
quier PMV;-dlgebra cadena, vale en toda PMV;-dlgebra.

Corolario 2.1.19. Para toda PMVy-dlgebra, a(bAc) = abAac, a(bVc) = abVac.
Corolario 2.1.20. Dado un l,-anillo semi-low (R, ), I'((R,u)) es una PMV-
algebra.

Demostracion. T'((R,u)) es producto subdirecto de I1 I'(R,u)/P, y por
PeSpec(I'(R,u))

el Corolario 2.1.8 se sigue que cada I'(R,u)/P es una PM V;-algebra cadena para
todo P, por lo tanto I'((R,u)) también es una PMV-dlgebra. O

Teorema 2.1.21. Todo l,-anillo semi-low R es producto subdirecto de cadenas.

Demostracion. Basta ver que el homomorfismo inyectivo de [,-grupos,

(/—\)Q:R—> II R/P; z— [z]p,
PeSpecy(R)
es un homomorfismo de [,-anillos. Por [7, Teorema 7.2.2] y Corolario 2.1.12, Se

sigue directamente que R/P es un [,-anillo para cada P € Spec,(R). O

Extensién de los funtores (—)* y T

A continuacién, se debe completar el diagrama de la izquierda para extender
)t
la construcciéon de Chang al funtor PMVy u> LR,, y demostrar asi que esta

extiende la equivalencia de la primera fila en una equivalencia en la segunda fila.

Y
CPMV; — L CR.f CLR, — L CPMV;

v R R v

PMV; LR, LR, L PMYV;
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Definicién 2.1.22. Dada una PMVy-dlgebra A, se define

A°:={(0,a):ac A}y C [ (A/P).

PeSpec A
Definicién 2.1.23 ([,-anillo asociado). Dada una PMV;-dlgebra A, se define
A* = gen(A°),

el I-anillo generado en el l-anillo T (A/P):.

PeSpec A

Notacién. A* = (|A*|, 4+, u, <) es el [,-grupo asociado a la MV-dlgebra A y

PeSpec A

|A*|={$€ I[I A/P)y:z=>€0,a), aieA,neN,eie{—l,l}}.
=1

Proposicién 2.1.6. A% = (|JA*|,+,-,u,<) es un l,-anillo semi-low, donde el

producto estd definido como sigue:

@ AP — A
(z,y) +— @(x,y) =x-y,

con r = znj (0,a;), y = g: 0;(0,b), -y = nZT:n eiék(O,ogb\j); a;,b; € Ay
= =1 ig=1
€,0; € {—1,1}.

Demostracion. ¢ esta bien definida puesto que para cada P € Spec(A) el producto
(x - y)(P) = x(P) - y(P) coincide con el producto dado en la Definicién 2.1.4 y
descrito en el Corolario 2.1.6. Del Teorema 2.1.5 se sigue que la operacién asi
definida es asociativa y distributiva.

De otra parte, (JA*|,+,-, <) es un [,-anillo semi-low debido a que 0 < z,y < u,
para todo z,y € |A*|. Asi,

r =3 (0,a) = (0,80,a) ey = 3 (0,6;) = (0,872,

i=1 Jj=1
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Luego,
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Como A° C |A*|, y todo [,~anillo H que contiene a A°, contiene las sumas finitas
y productos de elementos de A°, (|A*|,+,-,u, <) C H, es decir, (|A*|,+,-,u, <)

es el menor [,-anillo que contiene a A°, por lo tanto

Aﬁ = <‘A*‘7+7 5 Uy §>

Definicién 2.1.24. Dado h: A — B en PMVy, se define h* : A* — B* en LR,
como ht <2n: € (0, d,)) = i € <0, f@) )

i=1 i=1
Teorema 2.1.25. La aplicacién (—)*: PMV; — LR, que asigna a toda PMV;-
dlgebra A el l,-anillo A%, es funtorial.

Demostracion. Dado h: A — B en la categoria PMV, h* es un homomorfismo
de l,-anillos y h* es un homomorfismo de [l-anillos, tal que el siguiente diagrama

conmuta:
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1%

A A= T (A5, ) Afc T (A/P)
| ‘ PeSpec A
I | |
I
h :hﬁ :F(hﬁ) :hu ht
\ \
L ' '
B—= -pec = . T(Bu) Bic 1 (B/Q)
QESpec B

Por [14, Teorema 3.3], h* es un homomorfismo de [,-grupos, y h* es un homomor-
fismo de [-grupos. En [14, Teorema 3.3] se prueba que para cada ) € Spec(B), el

morfismo bien definido

hlg: A/h'Q — B/Q
[a],-g = [R(a)lg

hace que el siguiente diagrama conmute

A/NT'Q ——(A/h7'Q)!

hlQ (hlQ)*

B/Q : (B/Q)*

y permite definir el homomorfismo de grupos hf. Dado o € [1 (A/P)
PeSpec A

W (0)(Q) = (hlo)(o(h'Q)),  (hihg)* =hifhof, y bl = bt

Para terminar la demostracién basta probar que hf respeta productos en los ge-

neradores A°.

Para P € Spec A, por la Proposicion 2.1.2 se sigue que,

1 [(0,a) (0,0)] (P) = h¥(0,ab)(P)



2.1. Equivalencia entre la categoria PMVy y la categoria LR,,. 31

Por consiguiente, h* es un homomorfismo de [-anillos.

Por la Proposicién 2.1.6, A* es un l,-anillo semi-low, y dado un homomorfismo
de PMV;-algebras h: A — B, h*: A* — B* es un homomorfismo de [,-anillos

semi-low.

De otra parte, dados A LBEtC e PMVy, de la Definicion 2.1.24 se tiene

)
= gtoh (é:l € (0, @)) .

]

La extension del funtor I' es inmediata por las respectivas representaciones sub-

directas de los objetos en las categorias.

CLR, ————=CPMV;

Teorema 2.1.26. I': LR, — PMV; es un funtor, donde I'(R,u) = [0,u] y
I'(h) = hljo,u, para todo h: (R,u) = (H,w) € LR,,.

Demostracion. La demostracion se sigue directamente del Corolario 2.1.20 y la

Proposicién 2.1.4. O

La equivalencia

Teorema 2.1.27. Dados una PMV;-dlgebra A y un l,-anillo semi-low (R, u), se

tienen los isomorfismos

AXT(A% ) y (Ru) = (D(R,u))k.

Demostracion. Para el primer isomorfismo tenemos que A = A° como PMV-
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algebras, con A° C Aﬁ como se muestra en el siguiente diagrama conmutativo:

(AP [T (A/P)
PeSpec A PESpecA
A° C Ali
donde la funcién 7 se construye por propiedad universal como sigue:
A/P t—— (A/PY
Tp ﬂ.ﬂ

1 A/P--"> I (A/P)

PeSpec A PeSpec A
con ip la aplicacién definida para cada P como,

ip: AP —s (A/P)
lalp = (0, [a]p).

Por el Teorema 1.3.11,a), A° = I'(A% u), asi A = (A% u). [

De otra parte, los isomorfismos de [,-anillos semi-low cadena obtenidos a partir
de la construcciéon de Chang 2.1.3 en el Teorema 2.1.9 sobre las fibras de I'(R, u)*,
determinan un isomorfismo 7, : T'(R,u)* — (R, u) de [,-anillos semi-low como

sigue:

| v PeSpec R - PeSpec R
o .
R, >~
I
! =’
(R, u) I (R/P up)
PeSpec R

Donde 7,(0,2) = [(0)’] " (w0(0,2)) = [(O)] " (29).

T, queda bien definido, debido a que el homomorfismo (/—\)g es inyectivo. La in-

yectividad de 7,, se sigue de que para todo z,y € I'(R,u), 29 = y? implica = =y,
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—

y asi T = g, puesto que (—) es un homomorfismo. 7, es sobreyectivo debido a que
para todo = € (R,u) se tiene que x = > ; €;x; con z; € [0,u] por el Teorema
1.3.11,b). Luego, 7, (X1, €(0,7;)) = >0 €71,(0,7;) = .

Teorema 2.1.28. Para cada A € PMVy y R € LR, los isomorfismos
A&;F(Aﬁ) p(R)ﬁl)R

son transformaciones naturales.

Demostracion. Se sigue directamente de [14, Teorema 3.3]. O]

2.2. PMV; vs f-anillos

Definicién 2.2.1. (f-anillos [[2/,XVIL.5]). Un anillo de funcion o f-anillo es un

l-anillo en el cual,
xANy=0yz2>0implica xzANy=2xANzy=0.
Proposicién 2.2.1. [[2],XVIL.5]. En todo f-anillo se tiene

zNy=0 = zy=0.
Teorema 2.2.2. (Fuchs [[2],XVIIL.5]). Unl-anillo es un f-anillo siy sélo si todos

sus l-ideales cerrados son L-ideales.

Proposiciéon 2.2.2. Dado un f-anillo R, el L-ideal generado por un elemento
a€ R es
(a) ={x € R: |z| <|ra+nal,r € R, n € Z}.

Demostracion. Se sigue de la Definicién 1.3.8. O
Proposicién 2.2.3. Dada una PMV;-dlgebra A, A* es un f,-anillo semi-low.
Demostracion. A* es un [,-anillo semi-low por la Proposicién 2.1.6. Por el Coro-

lario 2.1.13 y el Teorema 2.2.2 es un f-anillo, debido a que todos sus [-ideales son
L-ideales. O
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Ejemplo 2.2.3. Los nimeros reales es el l,-anillo correspondiente a la PMV;-
dlgebra [0,1], es decir [0,1]F = R.

Proposicion 2.2.4. Las PMYV -dlgebras son una subclase propia de los MV W -

74gS.

Demostracion. De [11, 4.2] se tiene que dada una PMV-dlgebra A, existe un [,-
anillo R tal que I'(R,u) = A, y por la Proposicién 2.1.3 A es un MV W-rig. De

la Observacion 1.2.5, se sigue que la contenencia es estricta. O

Proposicion 2.2.5. Para todo conjunto X, el f,-anillo semi-low asociado a la
PMV;-dlgebra de Boole 2%, es isomorfo al anillo de funciones acotadas de 7,

B(ZX).

Demostracion. Basta ver que (2X>ﬁ ~ B(Z*). La aplicacion © definida en los

generadores,
(2¥)' -2~ B(zY)
if fix Z

z—> f(2)

donde © (y5_1if;) = Si 06f) v ©(()g) = ©((if)e((ig)). Como

2X

es una MV -algebra hiper-arquimediana, todo ideal primo de esta MV -algebra
es maximal y tiene la forma P, = {f € 2¥: f(z) = 0} para cada z € X y
[flp, = f(z). Asi, dado = € X,

~ o~

f@) #9(x) & f(z) # g9(x) & f# 9 [fln #ldlp. = [ #7,

implica que © estd bien definida y es inyectiva.
Ahora, para h € B(ZY) con |h| < n se tiene que,

h= Y k\i, A€2¥

k=—n

tal que, Ag(x) = 1 si h(x) = k y cero en otro caso, con lo cual © es sobreyectiva.

Por construccion, © es homomorfismo de [-anillos. O
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Ejemplo 2.2.4. El f,-anillo (2™)* es isomorfo al anillo Z™.

Corolario 2.2.5. Toda dlgebra de Boole vista como PMV;-dlgebra es una subdlge-
bra de 2% para algin conjunto dado X. Como el funtor (—)* preserva subdlgebras,

el fu-anillo semi-low asociado a un algebra de Boole, es un subanillo del f,-anillo

semi-low B(Z~).
Ejemplo 2.2.6. Fx] C C (R[O’l]) el fu-anillo de funciones continuas definido

como Sigue:
f € Fx]< 3P, -, P, € Z[z], tal que Vx € [0,1], f(z) = Pi(x),

para algin 1 < i <k, es el f,-anillo asociado a la PMV;-dlgebra T'(F[z]) (Ejemplo
1.2.11), que es la minima PMVy-dlgebra que contiene a la MV -dlgebra Free;.



Capitulo 3

Algebras Libres y la Conjetura de
Pierce-Birkoff

En este capitulo se aborda la representacion de las PM V-algebras provenientes
de la MV -algebra libre F'ree; de dos formas: la primera partiendo de las funciones
de McNaughton y la segunda, pasando al [,,-anillo de funciones de [0, 1] en R. Esta

segunda parte se encuentra en [41] con breves modificaciones en las pruebas.

En la clase de PMV;-dlgebras, la PMVy-dlgebra libre existe por resultados ya
conocidos del élgebra universal (ver por ejemplo [18, 39]) y sus elementos son

funciones término (para las M'V-algebras ver [7, 8, 38]).

Observacién 3.0.1. Para las MV -dlgebras, Terml™ = free, [7, Proposicion
3.1.4]. Un resultado similar para la variedad HSP[0, 1] estd cerca de una conjetura
denominada ([20]) la conjetura de Pierce-Birkhoff, de la cual, los mejores resul-
tados se deben a Mahé que probd la conjetura para n = 2 [30] y obtuvo algunos
resultados parciales para n =3 [31], (ver también [27, 28, 32]). Resultados en la
linea de las PMYV -dlgebras con aprorimaciones a esta conjetura se encuentran en
[24, 25].

Las funciones polinémicas a trozos forman un anillo que contiene al anillo de poli-
nomios con coeficientes reales R[zy, za, ..., z,] y se denota PW (R[z1, za, ..., 2,))

[27]. La conjetura inicialmente fue enunciada de la siguiente manera:

36
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Conjetura (Pierce-Birkhoff) Si f : R" — R estd en PW(R[zy,z,...,2,]),
entonces existe una familia finita de polinomios g;; € Rlxy, xo, ..., x,] tales que

f =sup,;inf;(g;;) (es decir, para todo x € R, f(z) = sup, inf;(g;;)).

3.1. Términos en la PMV;-algebra provenientes
de F'ree;

La MV -algebra de funciones de McNaughton definidas en 1.1.3, tiene un [,-grupo
correspondiente via la equivalencia categérica dada en [36], el cual se denota F|x]
y es el conjunto de funciones continuas C(RI®!) polinomiales a trozos con coefi-

cientes enteros (PW(Z[z])), donde cada polinomio es lineal. En otras palabras,

D(Flz],1) = Free (3.1)

En [41] se encontré el anillo generado por F[x] en el anillo C(RI0,1]). Se corté
con el funtor Gamma y se demostré que esta PM V- algebra es la libre en una
variable en HSP|0, 1].

En esta seccién se toma el subanillo F[z]| de funciones de [0,1] en [0, 1] como en
el Ejemplo 1.2.18. Se determinan sus términos partiendo de la descomposicion de

sus elementos en funciones de McNaughton y de la equivalencia 3.1.

3.1.1. El producto en la MV-algebra F'ree;

La operacion producto puede escribirse como supremos de términos de MV-
algebras, esto aplicado a las funciones de McNaughton con las operaciones dadas

en el Ejemplo 1.1.4.

Proposicién 3.1.1. Cada término de la PMV;-dlgebra (Freey,-) se puede escri-

bir como el supremo de términos de la MV -dlgebra Free;.

Demostracion. Se sabe que cada término de la MV -algebra se puede ver como

supremos de los componentes de las funciones de McNaughton. Dado que las
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componentes son positivas y el anillo correspondiente por la equivalencia 2.1.9 es

totalmente ordenando, entonces el infimo distribuye sobre el supremo. O

Ejemplo 3.1.1. Dadas las funciones

2z 0 <z<0,5,
1—2x 0 <z<0,5,
f(x)—{ gx) =4 3 —4x 0,0 <z <0,75,
- 4r —3  0,75< x < 1.

0.5 0.5

El producto esta dado por

(1— 22)2x 0 <z<05
(f-g)(x) =< (22 —1)(3 —4x) 0,5 <z <0,75,
(2x —1)(4x —3) 0,75< z < 1.

Figura 3.1: f - g
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Para determinar los términos correspondientes a la MV -dlgebra subyacente para
f v g tomamos cada componente de las funciones como términos independientes.
Ast, para f tenemos los componentes Py(z) = =2z + 1 y Po(x) = 22 — 1, y sus

respectivas funciones de McNaughton:

1—22 0<z<0p5, )
=max(0,1 —2z) =162z = =(2x),

0 0,p< x < 1.
0 0<x<0,5
x) = 7 77 =max(0,2x — 1) =220 1.
Qa() {Qx—l 0,0<z < 1. ( )

Luego, f(x) =@Q1VQ2=—-(22)V (2z51l)=(-2x)e (2z01l))d 2z 1).

Para la funcion g tenemos los componentes Pi(x) = 2x, Py(z) = 3 — 4z y

Psy(z) = 4x — 3, y sus respectivas funciones de McNaughton:

2 0<x<0,5
Ry(z) = ’ ==Y =min(1,2z) =2z 2z 6 1),
1 0,6<z <
1 0 <z<05
Ry(z) =4 3—4x 05 <z<0,75, =min(l,max(0,3 — 4x))
0 0,75< = < 1.
=Bedr)e((3e4r)el),
0 0 <z <0,75,

R3(z) = = max(0,4x — 3) = 4z © 3.
4r — 3 0,75< x < 1.
Luego,
g(ill'): (Rl A Rz) V Rg
=[2ze2zol)A(Bodr)e ((3e4r)s 1))V (4xe 3).
Ahora, el producto de f y g por la equivalencia 2.1.9 es un f-anillo donde cada

componente que interviene en el producto es positivo, asi

(f-9)(x) =(Q1VQ2) - ((RiNRs)V R3).

Dado que para elementos positivos en un f-anillo el producto distribuye sobre el
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infimo y el supremo entonces se tiene:

(f-9)(@) =[(QiR1 V Q2R1) A (Q1R2 V Q2Ry)] V (Q1R3 V Q2 R3).

Grificamente se puede apreciar como f - g en términos de infimos y supremos de

las componentes Q;R;, i,j = 1,2,3, reconstruye la grifica dada en la Figura 3.1.

0

05

1

0

05

1

Figura 3.2: Q1R

05

/20—

0 05 1

Figura 3.5: Q2 Ro

Figura 3.3: Q2 R,

0 05 1

Figura 3.6: Q1 R3

05

Figura 3.4: Q1 R,

0 05 1

Figura 3.7: Q2R3

Asi, el término correspondiente para la PMVy-dlgebra es:

(f-9)(x)=

<ﬁ(2x)(2x S@Rro1)V(2rol)(2ro (200 1)))
AM=(2r)((Bo4r) o (3o 4r) © 1)))
v(@ron(Bedr) e (3o4) o 1)))]
v(=@z)(dz e 3) v 2z e 1) 4z & 3)).

El producto distribuye sobre la resta, asi que el término puede sequir ampliandose.

Ejemplo 3.1.2. Para el procedimiento inverso se debe determinar si la funcion es
factorizable en Z[z] en factores lineales, los extremos de los subintervalos nimeros
racionales y cada factor del primer y dltimo polinomio deben empezar y terminar

en 0 y/o 1, teniendo en cuenta ademds que, las funciones resultantes deben ser
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funciones de McNaughton.

1
1622 — 162 + 4
1622 — 8x + 1
f(z) = )
162 — 242z + 9
1622 — 162 + 4
1

0< z < 0,25,
0,25< x < 0,375,
0,375< z < 0,5,
0,5< x < 0,625,
0,625< z < 0,75,
0,75< < 1,

Cada polinomio P;, i = 2,3,4 en la funcion [ se puede factorizar

1 0< z < 0,25,
(2—4z)>  0,25< 2 < 0,375,
(4z—1)2  0375< 2 < 0,5,
— 4l 7§$§ ) )
3 — 4x)? 0,5 0,625
(4z—2)%  0,625< x < 0,75,
1 0,75< z <1,

Luego f se puede ver como la sequnda potencia de una funcion h. Pero los poli-

nomios Py = Ps = (4x —2)?, entonces para determinar cudl es la funcién buscada

se debe verificar la continuidad en cada parte de la funcion a trozos. Asi,

1 0< x < 0,25,
2 —4x 0,25< x < 0,375.
dr—1  0,375< x < 0,5, >
3 —4x 0,5< x <0,625, o
4xr — 2 0,625< x < 0,75,

1 0,75< x <1,

14

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

es una funcion de McNaughton vy satisface que h? = f.

Se procede entonces como en el ejemplo anterior a descomponer h en funciones
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de McNaughton.
Los componentes de h son: Pi(x) =1 = Ps(x), Py(x) = 2 — 4z, P3(x) = 4z — 1,
Py(x) =3 —4x y Ps(x) = 4o — 2; y sus respectivas funciones de McNaughton:

1 0 <x<0,25,
Q:1(z) = 2—4xr  0,25< 2 <0,5,
0 05<xz<l.

= min(1,max(0,2 —4z)) =16 (1 © (26 4x)),

0 0 <z<025,
Q)= { 42 -1 025<2<0,5,
1 05<x<1.

= min(l,max(0,4x — 1)) =16 (1e 4z 1)),

1 0 <z<0,5
Qs(z) = 3—4x  0,5<x <075,
0 0,75< x < 1.

= min(l,max(0,3 —4z)) =16 (16 (3 4x)),

0 0 <z<0p5,
Qu(z)= { 4r-2  05<x<0,75,
1 0,75< z < 1.

= min(l,max(0,4x —2)) =16 (1 & (4= 5 2)).

Observe que Q1 = Py AN Py y Q4 = Ps \ Pg por lo que sdlo se tienen 4 funciones
de McNaughton y no 6.

Ahora,

n(w) = ((Qv Q) A Qv Q) (@i v Q) A (Qav Q)

= (QIV@Q1Q2VQ3) N (Q1Q3V Q2Q3V Q1Q4 V Q2Qy)
ANQ3V Q3Q4 V QF).

donde Q1Q4 = 0.
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1 1 1
08 08 08
06 06 06
04 04 04
02 02 02
iz o 0z 04 o6 o8 1 1 iz o 0z 04 o5 o8 1 1 2 o 0z o4 o6 o8 1 1

Figura 3.8: Q? Figura 3.9: Q1Q- Figura 3.10: Q3

' 1 1
08 08 08
06 06 06
04 04 04
02 02 02
iz o 0z o4 o6 o8 1 1 iz o oz o4 o6 o8 1 1 iz o 0z o4 o6 o8 1 1

Figura 3.11: Q1Q3 Figura 3.12: Q2Q)3 Figura 3.13: Q2Q4

' 1 1
08 08 08
08 08 os
04 04 04
02 02 /™\ 02
iz o oz o4 o6 o8 1 1 iz o oz o4 o6 o8 1 1 iz o 0z o4 o o8 1 1

Figura 3.14: Q3 Figura 3.15: Q3Q4 Figura 3.16: Q%

Ast, el término correspondiente para la PMVy-dlgebra es:
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(1@ (16 (264x)) (1 o(1e(264x)) )
le(le2e4x))(1e(1e (dxal))
El@ 10 4x@1)§§1@ 16 4x@1);}
{ 1@ (16 ( 2@433)) (16 3@4@))
le(ledzol))(1e(1o (3o4x))
El@ 16264 )Sél@ 16 45592)%}
{ 1@ (16 ( 3@41;)) (1o 3@4@))
Vile(leBo4dx)))(leo (1o (dre?2)
vVile(le 4x@2)§ o (4z © 2))
Observaciones 3.1.1. 1. Aungue no es la conjetura antes mencionada, se

3.2.

puede observar que para este tipo de funciones provenientes de las funciones
de McNaughton, en el f-anillo correspondiente, cada elemento puede ver-
se como infimos o supremos de una familia finita de polinomios. Ademdas,
el resultado puede ser generalizado para n variables en el anillo Z[x], y la

unidad fuerte puede tomar cualquier valor 0 < u < 1.

. El resultado anterior es aplicable para un n fijo. Las potencias tienden a una

recta horizontal cuando n se hace muy grande.

. La estructura no es una PMV;-dlgebra puesto que no es cerrada para infi-

mos ni supremos, pues su interseccion puede dar en numeros irracionales.
Lo mismo puede ocurrir al truncar la funcion cuando se realiza la suma.
Se debe buscar entonces, el menor l,-anillo generado por la funciones de
McNaughton.

Extensién del [,-grupo F|z] al [,~anillo con-
tenido en PW (Z|[z]).

El objetivo aqui es hallar el menor [,-anillo que contiene al [,-grupo equivalente

a la MV-algebra libre Free; y caracterizarlo (ver [41]).
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Definicién 3.2.1. El anillo generado por el l,-grupo F|x] en el anillo C(RIOY),
es el conjunto

(Flz]) = {zn:ﬁfij s fig E]:[x]}.

i=1j=1

Definicién 3.2.2. Sea F,[z] un subconjunto de C(R%Y) que satisface:

i) Para todo x € [0,1], existen Py, Py,...P, € Z[x] tal que f(x) = P,(z), para
algin i € {1,...,n},

i1) El dominio de cada polinomio P; en f, parai=1...n, es el intervalo [a, b
con a,b € QNJ0,1].

Observacién 3.2.1. F,[z] es un subanillo del anillo C(ROY) con la suma y el
producto usual de funciones, pero no tiene estructura de reticulo pues no es cerrado
para infimos. Por ejemplo, dadas las funciones f(x) = 2*> —x+1 y g(x) = 2z en
Folx], f N g ¢ Fylx] pues

(f A g)@) :{ gg

peroy = 352 ¢ QN 0, 1].

La demostracién de la siguiente proposicion se escribe completa por proporcionar
un algoritmo que permite encontrar la descomposiciéon de las funciones, el cual se

programé en el lenguaje de programacion Python y se encuentra en el Apéndice
A.

Proposicién 3.2.1. [/1, 2.13] (F|z]) = F,z].

Demostracion. El anillo generado de un conjunto es el menor anillo que lo contie-
ne, entonces para la primera contenencia, basta ver que Flx] C F,[z], pero esto

se tiene por la definicion de Flz].

Ahora, dada f € Fy[z], existen g;; € (Flz]) coni=1,2,...,n, j =1,2,...,m tales

que f :ngij-

i=1j=1
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En efecto, si f € Fy[z] entonces f(z) = Pj(x) para algin P; € Z[z], j =1, ..., n.
Tome Qo, Q1, ..., Qm de tal forma que @); = F;, para todo j = 1,...,n, y asi f
queda reescrita:

QO [0,7”1)
= ?1 [7“1,7“2)
Qm  [rm,1].

Por la continuidad de f, Q;_1(r;) = Q;(r;) para todo r; € Q, i = 1, ..., m, luego la

funcién

0 [07 ’I“1>
F—Qy= Qleo [7’1,7”2)
Qm — Qo [1m, 1].
también es continua.
La funcién
0 [O, 7"1)
0 [0,m) ! r1.72)
> I'1 o o _ -
(f — Qo) {Q1 —Qn 1) (Q2 — Qo) | (Q1— Qo) [ra,rs3)
(Qm — Qo) — (Q1 — Qo) [rm, 1]
0 [0, 7’1)
0 [11,72)
= Q2 — Q1 [7“277"3)
Qm - Ql [Trm 1]7

es continua.
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m

Al hacer este procedimiento m-veces se obtiene que f — Z h; = 0 con
i=0

1—1
dOHdeRZ:Q()SIZZOYRZ:QZ—QZ_l Sllélgm,le, RZ:QZ—ZRJY
j=0

To = 0. ASi, f = Zhl
i=0

l s

Para terminar la prueba basta ver que h; = > [] few; con frw € Flz].
k=1w=1

Como para cada i # 0, los r; € Q N (0, 1], entonces se toman de la forma r; = £

con p; v q; primos relativos.
Cada R; = apa™ + - -+ + ag € Z|x] se puede escribir como R; = ZL‘R; + ag, donde

R, = a,2" '+ +a;. Ademés, Ry(2) = &R;(%) +ay = 0, luego R;(%) = —apL.

qi pi

Ast pilanp?™ + an_1p! g + ... + a1V = —qPay € Z, y p; divide a —qPay.
Puesto que p; fq; entonces p;|ag, con lo cual A
pi T
., . ’ _LQ [07 r;
Ahora se construye la funcién continua h, = RCZ [ y se observa que
7 i,

Wy —ag [0,7;)

hi:h;x+a+ T 3.2
’ { 0 [r1]. (3:2)

oy . . . / . . /
Repitiendo el mismo procedimiento para h,, cuyo polinomio R, es de grado menor

que el de R;, hasta obtener un polinomio lineal. Asi (F[z]) = F,[z].
O
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3.2.1. El [,-anillo generado por el [,-grupo correspondiente
a la MV-algebra F'ree;.

El conjunto PW (Z[x]) es un [,-anillo pues es un anillo totalmente ordenado con el
orden puntual de funciones y la unidad fuerte el polinomio constante 1, y ademaés,
es el menor I,-anillo de C(R*!) que contiene a F[z]. Antes de probar esto tltimo,

se tiene la siguiente definicion.

Definicién 3.2.3. Dados un l,-anillo A y un conjunto S C A, se denota (S); al

menor l,-anillo que contiene a S.

El siguiente resultado prueba que al cerrar el anillo (F[z]) para infimos y supremos
se obtiene PW (Z]x]), es decir

Proposicién 3.2.2. [/1] PW(Z[z]) = (Flz]).
Demostracion. Por la Definicién 3.2.3, (Flx]), € PW (Z[z]).

Ahora, para f € PW(Z[x]) existen Pi, P, ..., P, € Z[z] tales que f(x) = P;(x)
para algin ¢ = 1,2,...,n. Tome Qq,Q1,...Q,, € Z[z] de tal manera que cada
Q)i = P; para alguna j = 1,2,..,n y tales que los (); esten ordenados en orden de

aparicién en f, con lo cual:

Qo [0,7’1)

Q1 [ﬁﬂb)
f:

Qm  [rm,1].

m 0 [0,r;
En la Proposicién 3.2.1, se prob6 que f = > h; donde h; = {R { ’rli € (Flz)),
i=0 i T
conrg=0y R, =Qpsii=0y R; =Q; —Q;_1 si 1 <i<m, asi falta probar que

h; se puede expresar como infimos o supremos de funciones de F|x].

Se desea encontrar una funcién de F[z] tal que al hacerle infimo o supremo con el
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Figura 3.17: Grafica de h;.

Figura 3.18: Polinomio R;.

polinomio R; y sumarle o restarle otra funcion de F[z] el resultado sea la funciéon
h;.
Para ello es necesario centrarse en el valor r; donde la funcién h; cambia del

polinomio cero al polinomio R;.

Segiin el comportamiento del polinomio R; en el entorno de r; se deben considerar

cuatro casos:

» Caso I: R; <0 en el intervalo (r; — €,r;] y R; > 0 en el intervalo [r;,r; + €)

para algin € > 0.

La funcién buscada A;, € Flz], debe cumplir que Ai(x) > R;(x) para todo
xz € [0,1;) v Ar(x) < R;(x) para todo x € [r;, 1], con lo cual

Ak [07 Ti)

Ri \/Ak =
RZ‘ [7’1', 1]
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Si r; € Q entonces se toma la recta
Ap(z) = —10%gx + 10%p;, (3.3)

para algin £ € N convenientemente escogido. Observe que en este caso

: : — _ [10Fm)] 4 [[10F7]] 1
Si r; € I se consideran los puntos r; = Y5, r = St + 18 € Q que

satisfacen que r; < r; < ri para algtin k € N suficientemente grande, y la

funcion
—10%z + [|10%7,]] [0,77)

Ap(z) = 0 [r7 ) (3.4)
—10%2 + [[10% ;] + 1 [r;F,1],

Figura 3.19: Caso I cuando r; € 1.

Entonces, dependiendo de donde esté r; se toma Ay como en 3.3 6 3.4y

hi = (R, V Ay) — (Ag V 0).

» Caso II: R; > 0 en el intervalo (r; —€,r;] y R; < 0 en el intervalo [r;, r; + €)

para algin € > 0.

Al igual que en el caso anterior se define —A; como 3.3 sir; € Q 6 3.4 si

r; € I tal que verifique que

hi = (Ri A —Ay) — (—Ap A 0).
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[ERIAVA
\/

i

Figura 3.20: Caso II cuando r; € L.

o
=
@

» Caso III: R; > 0 en el intervalo (r; — €,7; + €) para algin € > 0.

La derivada del polinomio R; denotada por R. se anula en r; y satisface que
R, < 0 en el intervalo (r; —¢,7;) y R; > 0 en el intervalo (r;,r; + €). Para
un N € N suficientemente grande se puede garantizar que NR, > R;, en el

intervalo (r;, 1].

Figura 3.21: Caso III.

Por otro lado, la funcién

Ai _ 0 [Oari)
NE; [ry, 1],
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pertenece al [,~anillo (F[z]); por el Caso I, con lo cual

» Caso IV: R; <0 en el intervalo (r; — €,7; + €) para algtin € > 0.

Este caso es andlogo al anterior. Basta con considerar la funcion

Ai — 0 [07 T’i)
NR; [TZ‘, ]_],
en (Flz]); de tal manera que para N € N suficientemente grande NR, < R;

en (r;, 1], y se considera

Por lo tanto, f € (F[z]);. O

Observacion 3.2.2. FEste resultado también se acerca a la conjetura de Pierce-
Birkhoff en el tratamiento del problema. Es decir, se buscan funciones polinomicas

que separen el polinomio para poder cerrar con infimos y supremos.



Capitulo 4

Co-extensividad de la Categoria

de los f,-anillos

En este capitulo se prueba la co-extensividad de la categoria de f-anillos con
una unidad fuerte, con una variaciéon sutil pero importante, de la prueba de la co-
extensividad de la categoria de anillos conmutativos unitarios. Como consecuencia,
se tiene la co-extensividad de las subcategorias plenas de los f,-anillos y, dada la
equivalencia mostrada en el capitulo 2, de algunas subcategorias plenas de las
PMYV-algebras. La importancia de verificar la co-extensividad de la categoria
radica en el buen comportamiento de los productos, lo que indica que se puede

hacer geometria algebraica. Los resultados expuestos aqui se encuentran en [9)].

4.1. Co-extensividad

Las categorias extensivas tienen muchas propiedades geométricas debido a que
toda categoria extensiva con productos finitos es distributiva en el sentido que el

funtor candnico
(XxY)+(XxZ)=>XxY+2)

es un isomorfismo para todo objeto X,Y, Z en la categoria. Lawvere en [26] ex-
presé la necesidad de estudiarlas y caracterizarlas, y Schanuel en [40] las carac-

teriz6 para estudiar rigs (semianillos), que son estructuras (A4, -, +,1,0) del tipo
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(2,2,0,0) tales que (A,-,1) y (A,+,0) son monoides conmutativos relacionados

por las ecuaciones (a +b)-c=a-c+b-cya-0=0, para todos a,b,c € A.

Definicién 4.1.1. ([, 2.1]) Una categoria A con coproductos finitos es extensiva

st el funtor canonico
+ A/Xl X A/XQ — A/(Xl +X2)

es una equivalencia para todo X1, Xy en A.

Definicién 4.1.2. ([}, 2.5]) En una categoria con sumas y pullbacks a lo largo
de las inyecciones, las sumas son disjuntas si el pullback de las inyecciones de la

suma binaria es el objeto inicial, y las inyecciones son monicas.

0 B

iB

A—"“ - A+B
Definicién 4.1.3. ([/, 2.10]) En una categoria con coproductos finitos y pullbacks

a lo largo de sus inyecciones, un diagrama de coproductos
X1 L> X1 + X2 & X2
es universal si el pullback a lo largo de todo morfismo en X1+ X5 da un diagrama

de coproducto.

Proposicién 4.1.1. ([4, 2.14]) Una categoria con coproductos finitos y pullbacks a
lo largo de sus inyecciones es extensiva si y solo si los coproductos son universales

y disjuntos.

Ejemplos 4.1.4. La categoria de los topos, la categoria de los espacios topoldgicos,
las categorias pequenas, son algunos ejemplos de categorias extensivas con limites

finitos [3]. La categoria de los grupos no es extensiva.

En general, las categorias extensivas son de naturaleza algebraica [26] y para
tener geometria la categoria opuesta debe ser extensiva. Otros resultados acerca

de categorias extensivas y distributivas pueden encontrarse en [4].

Definicién 4.1.5. Una categoria A es co-extensiva si y solo si AP es extensiva.
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Observacién 4.1.1. Por el dual de la Proposicion 4.1.1, la categoria A con pro-

ductos finitos es co-extensiva si las proyecciones son epimorfismos, el diagrama

Ax B2 B

!

A 1
es un pushout para todo A, B € C, y para todo g : A x B — C' los pushouts del

siguiente diagrama ezisten y C' = Cy x C}.

A< AxB-"2.RB

a4

Co~—2 ¢ C,

Ejemplos 4.1.6. La categoria de anillos conmutativos unitarios, la categoria de

MYV -dlgebras®, la categoria de rigs integrales [5], asi como las categorias de dlge-

bras Booleanas y de Heyting, son ejemplos de categorias co-extensivas.

4.2. Co-extensividad de los f,-anillos

La categoria de f-anillos con unidad fuerte contiene una clase de anillos no uni-
tarios. Asi esta categoria es esencialmente diferente a la categoria de anillos con-

mutativos unitarios.

Ejemplo 4.2.1. Sea R = C(RI%Y) el anillo de funciones continuas y u € R tal
que 0 < u <1,V #1/2 yu(1/2) = 0. Entonces, el anillo generado por u, uR,
es un f,-anillo semi-low sin identidad. En efecto, u es un elemento arquimediano
(Definicion 1.3.3), puesto que para todo g € R, |g| < n y ug € uR, por consi-
guiente |ug| < nu. Ahora, para h, z € uR tal que 0 < h, z < u < 1 se tiene
hz < hA z.

La prueba de co-extensividad de la categoria de anillos conmutativos unitarios, es

obtenida gracias a la relacion entre idempotentes y productos. Lo mismo ocurre

l“Comments on the coextensive nature of the category of MV-algebras” presentado por
Matias Menni en el Workshop GEOMETRY AND NON CLASSICAL LOGICS, Department of
Mathematics, University of Salerno, 2017.
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para las MV -algebras. Pero en los f,-anillos no necesariamente se tienen los ele-
mentos idempotentes, asi que se necesitan elementos que cumplan cierta propiedad

para obtener el resultado deseado.

Proposiciéon 4.2.1. Dados dos elementos a,b de un f-anillo C' que cumplen
aNb=0yC = (a,b) el L-ideal generado,

0:C — C/{a)y xC/(b); c— ([, [clw),

es un isomorfismo de f-anillos.

Demostracion. 6 esta bien definida y es un homomorfismo de f-anillos por cons-
truccion. La aplicacion es inyectiva puesto que 6(c) = ([c|(y, [c])) = ([0](a), [0](s))
implica ¢ € (a) y ¢ € (b), para todo ¢ € C, es decir, |c¢| <ra+nay |c|] <rb+nb
para algin r € C* y n € N por la Proposicién 2.2.2. De las propiedades de los
f-anillos (ver [22, Teorema 1.5 (7)] y [23]), se tiene

le| < (ra+mna) A (rb+nb)
< [(ra+na) Arb] + [(ra + na) A nb
= (raArb) + (na Arb) + (ra A nb) + (na A nb)
< (ra Arb) +n(a Arb) +n(raAb) +n*(a Ab)

0.

Por otro lado, = y mod ({a), (b)) para todo =,y € C, pues (a,b) = C. Por el
Teorema Chino del Resto, existe ¢ € C tal que ¢ = x mod (a) y ¢ =y mod (b),
entonces 0(c) = ([c|(a), [clwy) = ([2](a), [U]@y), asi O es sobreyectiva. O

Proposicion 4.2.2. La categoria f,-anillos es co-extensiva.

Demostracion. Se procede a mostrar el dual de la Proposicion 4.1.1.

(Disjunto), el pushout de las proyecciones w4 y mp de f,-anillos A, B es el ob-
jeto terminal {0} = 1, puesto que para todo Aa, Ap, Aama = Ap7mp implica
Aama(0,up) = 0 = Apmp(0,ug) = Ag(up) = uyx, donde (0,up) € A x B, up
es la unidad fuerte B y 0 = ux es la unidad fuerte de X, luego X =1y A =d;.
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(Universal), dado g : Ax B — C' un homomorfismo de f,-anillos, de la Proposicién
421, 0 :C — Cf(e) x C/(me);c = ([cliey,[c](=e)), es un isomorfismo f,-
anillos con e = ¢(0,ug) y ~e = u, —e = g(ua,0). Se definen ¢. = 7.0 con
me: C/(e) x C/(—-e) — C/{e) y qala) = ¢.(g(a,0)) para todo a € A, y de
la misma manera se definen ¢-. = 7.0, gp(b) = g-(g(0,b)). Por construccién,

qa,qp son homomorfismos de f,-anillos.

Ahora se prueba que los siguientes diagramas son pushouts.

A Ax B B
| |
| |

lga g lgB
[ [
\l

¥
O/ (e) ~——C —=>C/ (e)
Dado b € B, existe un n € N tal que b < [b] <

190, )] < (0, [b]) < g(0, nu) = ne, asf g.9(0,5) = [0} y por lo tanto

nug. Luego, se tiene que

qama(a,b) = qaa) = qg(a,0) = geg(a,0) + qcg(0,b) = g.g(a,b).

Por simetria, qgmp = q-cg.

Sean A4 y A, homomorfismos tales que Aym4 = A g, entonces existe un tnico A

que hace el siguiente diagrama conmutativo.

A A Ax B

Defina A([c]¢y) =
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ne, y Ag(e) = A\g(9(0,up)) = Aama((0,up)) = 0, al aplicar A, a la desigualdad
c—d <|ec— | <re+ne, se tiene que A\,(c) — Ay(¢') < 0. De manera similar se
obtiene A\,(c) — A\y(c) <0, luego A esta bien definida.

Por otro lado, Age = A\, por construccion, y

Aga(a) = Age(9(a,0)) = Agg(a, 0) = Aama(a,0) = Aa(a).

A es Unica también por construccion.

La demostracion de que el siguiente diagrama es un pushout es analoga a la

anterior.

AxB—"2 . B

C—L O/ (=e)

Dada la contenencia entre las siguientes clases

f-anillos con unidad C [,-anillos semi-low C f,-anillos C f-anillos,
el siguiente resultado es inmediato.
Corolario 4.2.2. La categoria LR, es co-extensiva.

La teoria de f-anillos con unidad fuerte esta relacionada a la estructura de MV f-
dlgebras a través de la equivalencia categorica establecida en [11]. Asi, todas las

subcategorias plenas también son co-extensivas.

Teorema 4.2.3. Las categorias PY/ C HSP([0,1]) C PMVy C PMV; C MV f,

son co-extensivas.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 4.2.2, y las equivalencias categéricas
[11, Teorema 5.2 y [10, Teorema 3.8]. O
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Conclusiones

Los cuestionamientos precedentes llevan a pensar que es posible iniciar un estudio
sistematico de lo que llamariamos el dlgebra conmutativa difusa. Desde luego, esta
es una tarea de mas largo alcance, pero se tiene el camino allanado junto con un
sinnumero de publicaciones que asi lo indican. En particular, se quiere abordar
el problema de la analogia entre las curvas algebraicas en el ambito del algebra
conmutativa [17] y [19], en contraposicién con una teoria de curvas algebraicas en

el &mbito de las MV -algebras y de las MV-algebras producto.

Debido a la relacion entre las PMV;-dlgebras y la clase de f-anillos semi-low,
se puede estudiar en este contexto las curvas algebraicas asociadas siguiendo las
ideas de [17]. En particular se quiere encontrar una version del teorema de los ce-
ros de Hilbert en la categoria de f-anillos unitarios conmutativos semi-low, y asi
a través de la equivalencia con las PMV-algebras se podra obtener una versiéon
del teorema de los ceros para PMVy-algebras, la cual tendria que ser una gene-
ralizacién de los caso descritos en [1] y [15]. Ademas del teorema de los ceros de
Hilbert, otros resultados de la teoria clasica de curvas algebraicas pueden ser des-
critos en la clase de f-anillos semi-low, por ejemplo, conjuntos algebraicos afines,
variedades afines, propiedades locales de curvas planas, y propiedades de curvas
planas proyectivas. A través de la equivalencia descrita en [10], se podran estudiar

los resultados correspondientes en la variedad de PMV;—algebras. Se espera que
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dichos resultados generalicen los resultados algebraicos obtenidos para las MV-
algebras y permitan establecer nuevos caminos de investigacion en el campo de la
geometria algebraica difusa.

Adicionalmente, a través de la localizacion en los f-anillos semi-low y la equi-
valencia categérica con las PMVy-algebras, se desea estudiar una representacion
categorica de las PMVy-algebras como un haz de PMV;-dlgebras cadena locales,

analoga a la representacion categérica hecha para anillos conmutativos unitarios.

A continuacién, enunciamos otras preguntas a las que nos ha llevado hasta ahora
nuestro trabajo y que hasta el momento no se han desarrollado en la literatura de

la teoria y que guian nuestras futuras pesquisas.

» En [12] se construyeron los MV-espacios a partir de la categoria de las
MV -algebras y su representacion por MV -cadenas. Esta construccién es un
claro ejemplo de cémo se pueden ir copiando las ideas expuestas en [19] para
el desarrollo de una geometria algebraica difusa. Especialmente si dotamos
a las MV-algebras de un producto especial. ;Es posible dar los primeros
pasos en esta direccion? ;Cudales son los principios basicos de un algebra

conmutativa difusa?

» ;Cudles de las propiedades de las curvas algebraicas en el contexto clasico
tienen una versién en la variedad de los f-anillos semi-low, [10], y conse-

cuentemente en la variedad de las PMVy-algebras producto?

= Los filtros primos de ceros de funciones de la MV -4lgebra libre F'ree, estan
en correspondencia biyectiva con sus ideales primos. Estos ceros de funciones
son uniones finitas de k-simplex que caracterizan las congruencias de las
MV —algebras. jEs posible realizar un estudio de los filtros de ceros de

funciones correspondientes a las PMV;-dlgebras libres en una variable?
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Apéndice A

En este apéndice se anexa el c6digo en el lenguaje de programacion Phyton, elabo-
rado a partir de la Proposicién 3.2.1. Este programa esta elaborado para descom-
poner, en las funciones h;, funciones polinémicas a trozos de cualquier cantidad
de componentes. El programa arroja un PDF junto con un cédigo Latex de la des-
composicion. El cédigo fue realizado en colaboracion con el profesor Leén Dario

Escobar!.

#!/usr/bin/python
# —-*- coding: utf-8 -x-

nnn
>

9

b

| Descomposicion de funciones|

#importando modulos
import numpy as np

import sympy as sym

- ————— DATOS DE ENTRADA (solo modificar esta parte!)--------
#Declaramos la variable simbolica

x = sym.symbols(’x’) #declaramos las variables simbolicas

IProfesor del Departamento de Mateméticas, Universidad del Valle, Cali, Colombia.
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#Introducir los (s y sus dominios
Q0 = 2*%x-4*xx**2
Q1 = -8*x**2+10%*x-3
Q2 = 8*x**2-10%x+3
; r1=0.5
r2=0.75
NumeroDecimales=15
# lista de los (s
Lista_de_Qs = [Q0 , Q1 , Q2 1]
# Puntos de cambio de polinomios entre cero y uno
#(un numero menor que polinomios!)
Lista_de_rs = [ r1 , r2 ]
# _______________________________________________________________
# _______________________________________________________________
# Definiendo la clase de los Q para construir los objetos
class Q_objeto():
def __init__(self, variable , expresion , ri ):
#inicializa la clase con los atributos que nosotros le
pasemos
self.expresion = sym.Poly( expresion , variable ) # forma
del polinomio
self.ri = round (ri,NumeroDecimales)
self.variable = variable # forma de lista
def __call__(self):#verlo como una matriz para la impresion en
pantalla!
Arreglo_en_matriz = sym.Matrix( [ self.expresion.as_expr ()
, self.ri 1 )
return Arreglo_en_matriz
#Definiendo la clase de los h (corazon del programa!)
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79
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class h_objeto(object):

def __init__(self, Q_objeto ):

self .componentel= 0 * Q_objeto.expresion# para obtener solo

la expresion!

self.dominiol [ 0O, Q_objeto.ri ]
self .componente2= (Q_objeto.expresion

self.dominio?2 = [ Q_objeto.ri , 1 1]

self.descomposicion=[ ]# donde se guardara la descomposicion
de h!!
#aqui esta el resultado

del programa!!
self .variable = Q_objeto.variable
def obtener_hp_objeto(self):

Ri_prima = self.componentel.as_expr() # lo cual es cero!

grado = self.componente2.degree ()

coeficientes self .componente2.all_coeffs ()
for n in range( grado ):
Ri_prima += coeficientes[n] * x**( grado - 1 - n ) #
revisar esta parte!!!
return Q_objeto(
self .variable ,sym.simplify( -
coeficientes[-1] / self.dominiol [1] ) s
self.dominiol [1] ), Q_objeto( self.

variable , Ri_prima , self.dominiol[1] )

def __call__(self):#verlo como una matriz para la impresion en
pantalla!
Arreglo_en_matriz = sym.Matrix([[ self.componentel.as_expr
(G2
[ self.
dominio1 [0], self.dominio1[1] 1 1 ,
[ self.
componente2.as_expr() ,
[ self.

dominio2[0] ,
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dominio?2[1] 1 119

self.

return Arreglo_en_matriz

class hp_objeto(object):

def __init__( self, Q_

7 #Definiendo la clase de los h primas (corazon del programa!)

objetol , Q_objeto2 ):

self.componentel= (Q_objetol.expresion.as_expr ()
self .dominiol = [ 0, Q_objetol.ri ]

self .componente2= (Q_objeto2.expresion
self.dominio2 = [ Q_objeto2.ri, 1 1]
self.variable = Q_objetol.variable

def transformar_a_h_objeto(self):

return str( round( self.componentel.as_expr() ,

NuemroDecimales) ) ,

componente?2.as_expr ()

NumeroDecimales) )

def __call__(self):# Verlo como una matriz para la impresion

pantalla!
#Arreglo_en_matriz =
O,

dominiol [0]),
dominiol [1]1) 1 1 ,

componente?2.as_expr ()

dominio2[0]),

Q_objeto( self.variable , self.

self.componentel.as_expr (),

round (self .dominiol [1],

en

sym.Matrix( [[ self.componentel.as_expr

#[ str(self.

#str (self.

#[ self.

B

#[ str(self.
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#str(self.
dominio2([1]1) 1 1 1 )
Arreglo_en_matriz = sym.Matrix( [[ self.componentel.as_expr
o,
[ sym.symbols
( str(self.dominiol[0]) ),
sym.
symbols ( str(self.dominiol[1]) ) 1 1 ,
[ self.
componente2.as_expr () ,
[ sym.symbols
( str(self.dominio2[0]) ) ,
sym.
symbols ( str(self.dominio2[1]) ) 1 1 1)

return Arreglo_en_matriz

def el_ultimo_hp(self):
Arreglo_en_matriz = sym.Matrix(
[[ sym.symbols( str( round( self.componentel,
NumeroDecimales ) ) ) ,
[ sym.symbols (
str (self.dominiol [0]) ),
sym.symbols (
str(self.dominiol [1]) ) 11 ,
[ self.
componente2.as_expr () ,
[ sym.symbols(
str(self.dominio2[0]) ) ,
sym.symbols (
str(self.dominio2[1]1) ) 111 )
print round( self.componentel ,NumeroDecimales )

return Arreglo_en_matriz

# Creacion de las diferencias de los (s
Qs=1I[1

5 for i in range( 1 , len( Lista_de_Qs ) ):

Qs .append( Q_objeto( x , Lista_de_Qs[i]-Lista_de_Qs[i-1] ,
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Lista_de_rs[i-1] ) )

#print Qs [0]J#()# llamando al objeto Q!
#raw_input ()

# Creacion de los objetos h

h=[]

for i in range( len( Qs ) ):
h.append ( h_objeto( Qs[i]l ) )

print "------ h",i,"-----
sym.pprint( h[i] () )
print "--------------- \n"
raw_input ()
# Reduccion de todos los h hasta grado 1
h_para_imprimir=[0]*1len (h)
contador_de_parentesis=0
for j in range( len(h) ):
coeficientes = h[j].componente2.all_coeffs () #primero es el del
maximo grado
gradoh = h[j].componente2.degree ()
if gradoh>1: #reduccion del grado de h si es necesario
gradohp = 2 #Variable auxiliar
h_a_descoponer=h[j]
while (gradohp>1):
# hallar hp
hpl ,hp2 = h_a_descoponer.obtener_hp_objeto( )

hp = hp_objeto( hpl,hp2 )

# h descompuesto como hp y las otras cosas!
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Coeffs= h_a_descoponer.componente2.all_coeffs ()
a0

Coeffs[-1] # el ultimo de la lista de coeficientes
h[j]l.dominiol [1]

rj

# Adicionando los terminos de a0
h[j].descomposicion.append( str( round(aO,NumeroDecimales)
) )

#raw_input ()

# Adicionando la funcion por tramos
A= hp_objeto( Q_objeto( h_a_descoponer.variable , (a0/rj
) *xx - a0 ,
round (rj,
NumeroDecimales) ),
Q_objeto( h_a_descoponer.
variable ,0,rj) )

h[j].descomposicion.append( A )

#print AQ)
#raw_input ()

# Agregando la gran X que multiplica al parentesis!!!!

h[j].descomposicion.append( str( h_a_descoponer.variable )

# Chequear el grado del Rip para ver si hp tiene que ser
reducido una vez mas o no!...

gradohp = hp.componente2.degree ()

h[j].descomposicion.append( "{" )

if gradohp>1:

# Preparando para la siguiente reduccion de hp...

transformarlo en tipo h!

#0btener el hp descompuesto como h

descomposicion_hp = hp.transformar_a_h_objeto( )
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h_a_descoponer = h_objeto( descomposicion_hp[1] )

# Adicionando el termino faltante

h[j].descomposicion.append( descomposicion_hp[0] )

else:
# adiciono el ultimo hp que no
fue descompuesto!

h[j].descomposicion.append( hp.el_ultimo_hp() )

#Para imprimir en pantallal!

print 115k sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok kok kok ok !

h_descompuesto_final=[]

print "-------- descomposicion h",j,"------------

for k in range( len( h[j].descomposicion ) ):

if callable( h([j].descomposicion[k] ):
h_descompuesto_final.append( h[j].descomposicion[k]()
# lo guarda y lo muestra!

else:
h_descompuesto_final.append( h[j].descomposicion [k]

# lo guarda y lo muestra!

if k<len( h[j].descomposicion )-1 and h[j].descomposicion[k]!

="{" and h[j].descomposicion[k]!=str( h_a_descoponer.variable

):
h_descompuesto_final.append( )
h_para_imprimir[j] = h_descompuesto_final # y listo para ser
guardado!

#print h_descompuesto_final



243 print 115k sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok k ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok k ok ok ok ok k >k k >k ok k ok k sk ok kok ok !

244 raw_input ()

246 #import sys
247 #sys.exit ()
248
249
250

251 import pylatex

253 print "llamando el modulo pylatex"

254 raw_input ()

255

256

257 geometry_options = {"tmargin": "2cm", "lmargin": "2cm"}
255 doc = pylatex.Document (geometry_options=geometry_options,
259 font_size=’footnotesize’)

261 #doc = pylatex.Document ()

262 # definiendo el titulo

263 doc.preamble.append

262 (pylatex.Command (’title’,’Descomposicion de funciones
polinomiales a trozos’))

265

266 doc.preamble.append(pylatex.Command (’author’, ’Johana’))# autor
del documento

267 doc.append (pylatex.utils.NoEscape (r’\maketitle’)) # crear!

268

269

270 with doc.create(pylatex.Section(’Polinomios ecuaciones’)): #

creando la secci n"

273 #with doc.create(pylatex.Subsection(’Las h originales’)):

275 # for k in range( len(h) ):

277 #h_original= pylatex.Matrix( h[k]() , mtype=’b’ )
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278 #doc.append( pylatex.Math( data = [ ’h’,str(k),’=’,
h_original ]1) )

279 #doc.append (’\\7)

280

281 with doc.create(pylatex.Subsection(’Descomposicion de las h’)):

282 for a in range( len(h_para_imprimir) ):

283 doc.append(’Descomposicion de las h’)

284 doc.append( str(a+l) )

285 doc.append( ":" )

286

287 # Formando las matrices

288

289 h_inicial= "h"+str(a+1)+"="

290 h_final=[ h_inicial ]

291 contador_bracket=0

292

203 #leyendo h para imprimir

294 for i in range( len(h_para_imprimir[a]l) ):

295

296 if isinstance( h_para_imprimir[al[i], str):

297

208 #print "hola", h_para_imprimir[a][i]

299 if (h_para_imprimir[al[il=="{") or

300 (h_para_imprimir[al[i]l=="3}"):

301

302 contador_bracket +=1
303 h_final.append( pylatex.Matrix( sym.Matrix(
304 [ [

contador_bracket ] ,

305 [
contador_bracket] ,

306 [
contador_bracket]]),

307
mtype=’b’) )

308

309 else:

310 h_final.append( h_para_imprimir[a][i] )
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else:
h_final.append( pylatex.Matrix( h_para_imprimir[a][i],
mtype=’B’) )
# cerrando los parentesis
for q in range( contador_bracket, 0 , -1):
h_final.append( pylatex.Matrix( sym.Matrix( [ [ q 1 , [q

doc.generate_pdf (’Ecuaciones’) # generar el

doc.generate_tex(’Ecuaciones’) # generar el

print

]

, [qll ),

mtype=’b’) )

doc.append (pylatex

ecuaciones!

ecuaciones!

"Listo!!!, .pdf y

A.1. Ejemplos

Ejemplo 1.

#Introducir los (s y sus

Qo
Q1
Q2

rl=

r2=

0.
0.

2% X -4k X *k*2
-8*x**2+10%xx-3

8xx**x2-10*%xx+3

5
75

NumeroDecimales=15

# lista de los (s
Lista_de_Qs = [Q0 , Q1 ,

.Math ( data

.tex creados

dominios

Q2 1]

h_final ) )

;) ri\n"

.pdf con nombre

.tex con nombre
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# Puntos de cambio de polinomios entre cero y uno

5 #(un numero menor que polinomios!)

Lista_de_rs = [ r1 , r2 ]

Después de ingresar en el programa la funcién que se desea reescribir, en este caso
la funcion f - g dada en Ejemplo 3.1.1, el PDF obtenido es:

Descomposicion de las h

Descomposiciéon de las hl:

1 1

30—6,0%z [0,0,5] 60  [0,0,5]

hl=—30+ +x |1 1
0 0,5, 1] )

Descomposicién de las h2:

1 1

8,0z —6,0 [0,0,75] —8,0 [0,0,75]
h2 =6,0 + +x |1 1
0 [0,75,1] 16 xz — 20 [0,75,1] .

Tome la matriz [1]3x; como un paréntesis.

Asi, la funcién puede reescribirse como f-g = hg+ hy + he de la siguiente manera:

. . _ 3 — 6x [0,0,5] . 6 [0,0,5]
(- g)lw) =2~ da) + 3+{ 0 051 ({8—433 05,1 )]

—6 + 8« [0,0,75] -8 [0,0,75]
6 + + .
0 [0,75,1] —20 + 162 [0,75,1]

El programa descompone las h; donde el grado de los polinomios R; es mayor o

+

igual a dos y las muestra en pantalla, pero lo hace para i # 0, por esta razén hy

no aparece.

De la Proposicién 3.2.1:



1 #introducir los Qs y sus dominio

2

3

4
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1) hg= —4z* + 2z = z(2 —

0
) hy =
) In {—3+8x—4x2

Entonces,

36
hy = —3+{ !
0

36
- —3+{ !
0

0
3) hy =
) h2 {6—20x+16x2

Entonces,
—6+8
hy =6+ { g v

—6+8
:6+{ + 3z
0

Ejemplo 2.

Qo 1
Q1 = 16*xx**x2-16%x+4
Q2 = 16*xx**2-8xx+1

5 Q3 = 16*x**x2-24%x+9

15

Q4 = 16*xx**x2-16*%x+4
Q5 =1

r1=0.25
r2=0.375
r3=0.5
r4=0.625
r5=0.75

NumeroDecimales=15

4x).

[0,0,75]

hy = -°
y Ng = .
—20 + 16z [0,75,1]

—8
xr
({ —20+ 16z [0,75, 1]

[0,0,75] )
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16

17 # lista de los Qs

s Lista_de_Qs = [QO0 , Q1 , Q2 , Q@3 , Q4 , Q5 , 1 ]

19

20 # puntos de cambio de polinomios entre cero y uno (un numero
menor que polonomios!)

21 Lista_de_rs = [ r1 , r2 , r3 , r4 , r5 ]

Al tomar la funcién h? dada en Ejemplo 3.1.2, el PDF obtenido es:

Descomposicion de las h

Descomposiciéon de las hl:

1
120230 [0,025]] | ~12,0  [0,0,25]
xr
0 0,25, 1] 162 —16 [0,25,1]

1
h1:3,0+{ 1
1

Descomposicién de las h2:

—_— 0 0,0,375]
—34+8xx [0,375,1]

Descomposicion de las h3:

Descomposicion de las h4:

h 0 0.0.625]
—5+8xx [0,625,1]
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75

Descomposiciéon de las hb:

30—4,0xz [0,0,75]
h5 = —3,0 +
0 0,75, 1]

40  [0,0,75]
16 — 16z [0,75,1]

Asi, la funcién puede reescribirse como h%(z) = ho + hy + ho + hg + hy + hs.

h*(x) = 1+

. 0 [0,0,375]
—3 48z [0,375,1]
. 0 [0,0,625]
—5+8z [0,625,1]
3— 4z [0,0,75]
+ -3+
0 [0,75,1]

De la Proposicion 3.2.1:

0 0,0,25
%) hy = [0,0,25]
3 — 16x + 1622 (0,25, 1]
Entonces,
-3+ 12 0,0,25
=3+ +12z{0,0,25]
[0,25,1]
—-3+12 0,0,25
=3+ + 120 {0,0,29
[0,25,1]
0 [0,0,375
3) hy = )
—3+ 8z [0,375, 1]

—3+12z [0,0,25]
34
0 0,25, 1]

—~12  [0,0,25]
“\) 16+ 162 (0,25, 1]

0 [0,0,5]

8— 162 [0,5,1]

4 [0,0,75]
"\ 16—162 [0,75,1]

, ~12 [0,0,25]
! —16 + 16z [0,25,1]

!/
iz

~12  [0,0,25]
X .
~16+ 16z [0,25, 1]
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0 0,0,625
5) hy = 0,0,625] )
-5+ 8z [0,625,1]
0 0,0,75 4 0,0,75
6) hs = [”]yhg: [”].
-3+ 162 — 162% [0,75,1] 16 — 162 [0,75,1]
Entonces,
3—4x (0,0,75
hs = -3+ v 10,075 s
0 0,75, 1]

34z [0,0,75] 4 [0,0,75]
— 34 ta :
0 [0,75,1] 16 — 162 [0,75, 1]
Estos ejemplos son funciones de [0, 1] en [0, 1] pero el algoritmo funciona para

funciones de [0, 1] en R.
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