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Resumen

Muchas investigaciones alrededor del aprendizaje de la trigonometria han enfatizado en que se
le ha dado mucha importancia a los procesos algoritmicos. Para contrarrestar esta cuestion, en este
trabajo se realizé una sistematizacion de una experiencia docente con estudiantes de grado décimo,
la cual buscd que construyeran y comprendieran las identidades trigonométricas fundamentales
por medio de un disefio de situaciones didacticas, a la luz de la teoria de las situaciones didacticas
de Brousseau (2007) bajo el enfoque de la geometria del circulo, el cual promovi6 procesos
cognitivos como la visualizacién matematica, la generalizacion, abstraccion y el uso de diversos
registros de representacién matematica mediados por GeoGebra. Se utilizd una micro-ingenieria
didéctica como metodologia asociada, estudiando cuatro casos, los cuales permitieron testear las
actividades aplicadas. Dentro de las conclusiones importantes se presenta el analisis del proceso
de aprendizaje de los estudiantes desde la visualizacion matematica hasta llegar a las
representaciones del objeto matematico, lo cual se logré gracias a las redes de representacion,
donde GeoGebra jugo un papel relevante.

Palabras clave: aprendizaje, identidades trigonométricas, geometria, circulo, situaciones

didacticas, representaciones matematicas, visualizacion matematica.



Abstract

Much research around the learning of trigonometry has emphasized that a lot of importance has
been given to algorithmic processes. To counteract this question, in this work a systematization of
a teaching experience with tenth grade students was carried out, which sought to make them
construct and understand the fundamental trigonometric identities through a design of didactic
situations, in light of the theory of Brousseau's (2007) didactic situations under the circle geometry
approach, which promoted cognitive processes such as mathematical visualization, generalization,
abstraction and the use of different register of mathematical representation mediated by GeoGebra.
A didactic micro-engineering was used as associated methodology, studying four cases, which
allowed to test the applied activities. Among the important conclusions, the analysis of the learning
process of the students is presented from the mathematical visualization to the representations of
the mathematical object, which was achieved thanks to the representation networks, where
GeoGebra played a relevant role.

Keywords: learning, trigonometric identities, geometry, circle, didactic situations, mathematical

representations, mathematical visualization.
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Introduccién

Este trabajo se refiere al tema del aprendizaje de las identidades trigonométricas fundamentales,
desde un enfoque geométrico. Con respecto a entrelazar lo algebraico con lo geométrico, se alude
en los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas del Ministerio de Educacién Nacional
de Colombia (2006), que la percepcion geométrica es un proceso complejo donde lo métrico es
necesario después de haber trabajado las relaciones topoldgicas de los cuerpos y figuras. En este
proceso de metrizacion, es donde se da un salto de lo cualitativo a lo cuantitativo, por lo que
aparecen nuevas relaciones y operaciones entre los objetos, lo que luego se convertira en

conocimientos formales de la geometria.

Lo anterior no es exclusivo de la educacion media. Por ejemplo, se puede observar que en la
Historia de las Matematicas se ha dado este proceso de forma natural, sin embargo, a medida que
los estudiantes avanzan en sus estudios, necesitan de ciertos procesos de abstraccion y

generalizacion lo cual se requiere en ramas como el algebra y la trigonometria.

Es coman que los aspectos referentes a la trigonometria se inicien en grado décimo, por lo tanto,
se considera que el estudiante ya tiene algunas bases sobre el proceso de generalizacion, el
conocimiento de los nimeros reales, sus operaciones y propiedades; la factorizacion, operaciones
con polinomios, etc. Lo anterior se hace necesario cuando se trabaja, con las identidades

trigonométricas.

Es importante resaltar que no se puede pretender que los estudiantes alcancen estos procesos de
generalizacion y abstraccion sin haber pasado por los procesos de metrizacion que mencionan los
Estandares, pues desde lo didactico se estaria omitiendo un aspecto importante, en tanto que se

pierde la oportunidad para que visualicen, analicen, construyan y demuestren.

Lo anterior indica la relevancia de hacer uso de una variada gama de registros de representacion
matematicos, ya que la articulacion entre registros permiten la comprension conceptual de las

matematicas (Duval, 1999), aspecto que no se tiene en cuenta cuando se aborda la trigonometria,
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particularmente, las identidades trigonométricas, dado que el registro algebraico es el que

prevalece sobre cualquier otro cuando este tema es ensefiado de manera usual.

Este trabajo pretendié dar cuenta de este proceso, haciendo uso de una tecnologia digital como
es GeoGebra, al imprimirle un tratamiento didactico y méas dindmico de las lIdentidades
Trigonométricas Fundamentales (en adelante, ITF) haciendo necesario que fluyera el proceso de
medir angulos, vectores y la covariacion entre estos dos; pues la funcion del arrastre y la hoja de
calculo de GeoGebra permite tal dinamismo, en contraposicion de los ambientes estaticos al que
los estudiantes estan acostumbrados al trabajar en lapiz y papel.

En este sentido, GeoGebra actué como un mediador al haber hecho uso de mdaltiples
representaciones matematicas, permitiendo ademas que lo geomeétrico, con ayuda de lo métrico,
llevaran a los estudiantes a desarrollar esos procesos de generalizacion y abstraccion, lo que

contribuyo a la construccion y comprension de las ITF.

Es importante sefialar que este trabajo de sistematizacion también obedece a la reflexion
planteada por su autor respecto a sus intereses investigativos y profesionales por la
transversalizacion (la coherencia horizontal en los Estandares) del pensamiento matematico, pues
se tiene la plena conviccidn que en la escuela se ha hecho una interpretacion errénea al separar lo
geométrico y métrico de lo numérico y variacional. En esta sistematizacion, se pretendié articular
estos pensamientos basado en la teoria de los registros semioticos de representaciones de Duval

(1999) vy su relacion con las habilidades de visualizacion geométrica.

A continuacidn, se presenta un sucinto resumen de la estructura de esta tesis, condensada en

cuatro capitulos, de la siguiente manera:

En el capitulo 1 se presentan algunos aspectos centrales del proceso de sistematizacién de la
experiencia docente como son: el problema de investigacion con unos objetivos (el general y los
especificos) que apuntan a que el estudiante pueda construir y comprender las identidades

trigonométricas fundamentales, ademas de otras investigaciones educativas al respecto. Estos



16

antecedentes se categorizaron teniendo en cuenta los intereses del autor y de acuerdo con el

problema mismo.

En el capitulo 2 se muestran la fundamentacion teorica organizados en las dimensiones
historico-epistemoldgica, cognitiva y didactica, las cuales aportaron al disefio de las situaciones
didacticas.

En el capitulo 3 se puede observar la metodologia utilizada, referente a la micro-ingenieria
didactica, en donde ademas se presentan sus fases asociadas. Por ejemplo, la fases2: de disefio,
donde estéan los analisis a priori, se determinan la hip6tesis de este disefio y las variables micro
didactica. La fase 3: de experimentacion, en la cual estas descritos los casos que permitieron testear
las situaciones didacticas y el proceso de aplicacion de estas en el aula de clase y por dltimo, la
fase 4: de validacion, donde se realizo la validacion interna haciendo una confrontacion entre los

analisis a priori y los analisis a posteriori segun la informacion registrada en la fase 3.

Por altimo, en el capitulo 4 se presentan las conclusiones y algunas recomendaciones.
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Capitulo 1: Aspectos Generales de la Investigacion

En este capitulo se exhibe la presentacion de la problematica, asi como el planteamiento del
problema a través de la pregunta de investigacion que direcciono el trabajo. De la misma manera,
se presentan los objetivos y la justificacion del problema. Por Gltimo, en esta primera parte del
trabajo, se muestra una masa documental de investigaciones previas que rodearon los intereses
investigativos, concretizados en los antecedentes, que a su vez se agruparon en tres categorias: la
primera, investigaciones que giraron alrededor de la ensefianza de las ITF, la segunda, discurrio
alrededor de la integracion de lo geométrico en la construccion del conocimiento trigonométrico
y por ultimo, articulos alrededor del uso de la tecnologia digital en la ensefianza de la

trigonometria.
1.1. Presentacion del problema

La ensefianza y aprendizaje de la Trigonometria ha sido motivo de diferentes investigaciones
reportadas en articulos, trabajos de grado, tesis de maestria y doctorados. Tesis doctorales como
la de Montiel (2005) y Fiallo (2010) son un ejemplo de lo anterior. Asi, el primero es un trabajo
socio-epistemologico donde se aborda el proceso de como se ensefia y qué se ensefia para
desarrollar el pensamiento matematico de los estudiantes, esto con miras a redisefiar el discurso
matematico; siendo el objeto matematico de estudio: la Funcion Trigonométrica. El segundo
trabajo aporta elementos didacticos para mejorar la comprension del proceso de aprendizaje de la
demostracion, usando un Software de Geometria Dinamica donde el objeto matematico es la

Razon Trigonométrica.

Un aspecto en comun entre estos dos trabajos y otros que se han analizado?, son las dificultades

en el aprendizaje de la Trigonometria, relacionado esto a su proceso de ensefianza, pues como lo

1 Algunos de estos trabajos se referencian en los antecedentes.
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mencionan Martinez, Ruiz, & Rico (2016), se puede dificultar la ensefianza y aprendizaje de la
trigonometria por una expresion y transmision deficiente de conceptos provocando confusion en
la explicacion de sus significados. Los mismos autores sefialan que “Inconvenientes para su
aprendizaje son también las distintas vias de entender, representar y relacionar sus diversas
nociones basicas, como las relativas a la circunferencia goniométrica y a los tridngulos

rectangulos” (Martinez et al., 2016, p.52).

Implicitamente, se menciona que la ensefianza de la trigonometria esta enfocada en ciertos
aspectos que no atienden a su desarrollo historico. Asi mismo, se puede entender que en muchas

ocasiones tampoco atiende a los objetivos de la ensefianza de las matematicas?.

En los citados trabajos anteriormente, se encontré dos cuestiones comunes e importantes de
resaltar: la aritmetizacion de la trigonometria y la pérdida de lo geométrico en la construccion de

lo trigonomeétrico. A continuacion, se dan algunos detalles respectivamente:

1) El principal problema de la ensefianza de la trigonometria es el abuso de las formulas (Van

Hiele, 1957 citado en Fiallo 2010). Fiallo (2010) lo explica esto de la siguiente manera:

Este problema es producto de una ensefianza de la trigonometria caracterizada por un
enfoque algebraico consistente en la manipulacion de simbolos, operaciones y propiedades
abstractas que no ayuda a la comprensién de los conceptos y propiedades, a conectar unos

y otras, ni a establecer relaciones entre las diferentes representaciones (p. 17)

Fiallo concuerda con otras investigaciones como la de Miranda & Maldonado (2009), quienes
habian indicado que la ensefianza de la trigonometria se ha reducido a preparar al estudiante para
mecanizar algoritmos (algoritmizacion), lo que hace que este se forme unos conceptos carentes de
significados. Montiel (2014), describe este fendmeno como una aritmetizacion de la trigonometria,
pues se hace énfasis en la operacion matematica y no en la actividad matematicas en la cual juega

un papel importante lo geométrico. Asi, por ejemplo, en el manejo de las razones trigonométricas,

2 Referidos en los Estandares Basicos de Competencias del Ministerio de Educacion Nacional (2006), con la
coherencia horizontal de los Estdndares donde se usarian diferentes representaciones.
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se enfatiza en la solucién de tridngulos rectangulos donde se le da al estudiante un problema con
datos necesarios para que solo reemplace en una formula y encuentre el lado faltante de dicho
triangulo. Este tratamiento es usado en los libros de texto (que son materiales de apoyo para el
trabajo en el aula) donde s6lo se les da un uso ilustrativo a los tridngulos, pues no se constituyen
en una construccion geométrica teniendo en cuenta sus propiedades y relaciones entre lados y
angulos. Por su parte, Fiallo (2010), analiza la dificultad que tienen los estudiantes para pasar del

tridngulo al circulo en la manipulacidn de las razones trigonométricas.

2) La génesis y el desarrollo evolutivo de la trigonometria, desde el punto de vista historico,
ha estado fundamentado en lo geométrico, aspecto que se hace principal para su compresion.
Entonces es necesario una recuperacion de este enfoque para abordar lo trigonométrico de
tal manera que se permita contrarrestar lo descrito en el punto 1 siendo el contexto del

circulo una herramienta que permite tal fin (Torres, Montiel, & Cuevas, 2014).

Otro aspecto para tener en cuenta es desde lo curricular: es importante analizar lo que se
pretende en la formacién matematica, cual es el objetivo mismo de lo que se ensefia en la escuela.
Al respecto, se toma como referencia desde un punto de vista normativo, los documentos de las

politicas publicas de educacion en Colombia.

Segun el Ministerio de Educacion Nacional (2006) es relevante la contribucion de las
matematicas a los fines de la educacion, debido a su transversalidad en la cultura y la sociedad,
porque se le relaciona con el desarrollo del pensamiento 16gico y porque se considera esencial para
el desarrollo de la ciencia y la tecnologia; es por esto que en los Estandares Bésicos de
Competencias, se resalta la necesidad de dar un “salto” de la ensefianza por contenidos a una
ensefianza que permita desarrollar no sélo las competencias matematicas, sino también las
cientificas, tecnologicas, linguisticas y ciudadanas; por lo que se hace imperativo reflexionar sobre
las préacticas del profesor a la luz de las politicas publicas de educacion, particularmente, desde los
Lineamientos Curriculares (Ministerio de Educacién Nacional, 1998) y los Estandares Basicos de

Competencia (Ministerio de Educacion Nacional, 2006).
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De acuerdo con lo anterior, los Lineamientos Curriculares (Ministerio de Educacion Nacional.
1998) sefialan que el énfasis de la formacion matematica bésica estaria en potenciar el pensamiento
matematico mediante la apropiacion de los sistemas matematicos. Estos sistemas permiten

desarrollar los pensamientos numérico, espacial, métrico, aleatorio y el variacional, entre otros.

Estos tres aspectos influyen en la construccion de los conocimientos trigonométricos en la
escuela; pues la geometria del circulo podria contrarrestar la aritmetizacion de la trigonometria
ayudando a desarrollar los pensamientos que se mencionan en los lineamientos, en tanto que se
pueden abordar teniendo en cuenta una coherencia horizontal® propiciando actividades propias que

activen cada pensamiento.

Como se menciono anteriormente, el presente trabajo de sistematizacion, se restringe a las ITF,
que al igual que la trigonometria en general, se ve inmerso en los problemas que se han descrito.
La aritmetizacion de las razones trigonometricas, se traslada al uso exclusivo del registro
algebraico (como lo menciona Fiallo, 2010) cuando se ensefian las identidades en donde se
contintan presentando las mismas dificultades: conceptos carentes de significados, falta de
comprension en uso de las identidades y pérdida de lo geométrico, por lo que no se da una
construccion del conocimiento por lo menos, de las Identidades Fundamentales, sino que hace que

el estudiante las asuma como verdades ahsolutas.

Lo anterior fue lo que motivo esta sistematizacion de la experiencia docente: la necesidad de
generar una estrategia para favorecer el aprendizaje de las ITF de tal manera que se aborden de
forma diferente de cdmo son presentadas en libros de texto y como tradicionalmente se trabajan
en la escuela. Las tareas disefiadas se pusieron en acto con cuatro estudiantes de la Institucion

Educativa Juan Pablo 11, de la ciudad de Santiago de Cali.

Con respecto al uso de Ambientes de Geometria Dindmica (AGD) como GeoGebra, se
considera este como un medio indispensable para el presente trabajo, en tanto que la construccion

y comprension de los objetos matematicos, especificamente las identidades trigonométricas,

3 La coherencia horizontal, segin los Estandares Basicos de Competencia (2006), es la relacion que tiene un
Estandar con los otros Estandares de los deméas pensamientos dentro del mismo conjunto de grados (p. 78, 79)
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requieren del uso de diferentes representaciones constituyéndose GeoGebra en un medio para
promover el proceso cognitivo de visualizacion matematica el cual, usualmente, no se tiene en
cuenta cuando se ensefia las identidades trigonométricas, dado que se hace un tratamiento desde

un solo registro: el algebraico.
Por lo tanto, el AGD esta en contraposicion a los procesos estaticos que normalmente se llevan
a cabo en el aula con la ensefianza de la trigonometria. Ademas, segun Fiallo (2010), este
proporciona herramientas a los estudiantes para construir y experimentar con objetos y relaciones
geométricas; lo cual permiti6 un disefio de tareas donde se relacionaron los diferentes
pensamientos, siendo el espacial (con el sistema geométrico) el articulador de dichas tareas.
Teniendo en cuenta lo anterior, se formulé la siguiente pregunta:
¢Como favorecer el aprendizaje de las identidades trigonométricas fundamentales en estudiantes
de grado 10°, a través de un disefio de situaciones didacticas usando la geometria del circulo y
adoptando al GeoGebra como medio?

Para sistematizar esta experiencia docente, se plantean los siguientes objetivos:

1.2. Objetivos
1.2.1. Objetivo General
e Analizar algunos procesos de aprendizaje de los estudiantes del grado 10°cuando

estudian las identidades trigonométricas fundamentales, a partir de la geometria del

circulo y por medio de un disefio de situaciones didacticas mediados con GeoGebra.

1.2.2. Obijetivos Especificos

o Disefiar desde los referentes de la Teoria de Situaciones Didacticas y desde la micro-

ingenieria didactica, una secuencia de situaciones didacticas que busquen favorecer
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la construccion y comprension de las identidades trigonométricas fundamentales a
partir de la geometria del circulo, teniendo a GeoGebra como medio.

o Analizar la actividad matematica de cuatro estudiantes de grado décimo, a partir de
los procesos de visualizacion y de representaciones matematicas cuando abordan la
construccién geométrica de las ITF en el desarrollo de las situaciones didacticas
disefadas.

1.3. Justificacién

Son innegables los aportes de la Geometria en el origen de la Trigonometria. Desconocer esta
simbiosis desde los didactico, hace que se presenten algunos fendmenos que redundan en
dificultades de aprendizaje en los estudiantes. Asi, por ejemplo, este desconocimiento de lo
geométrico conduce a una aritmetizacion trigonometrica (Montiel, 2014), ya que conllevan a que
las construcciones geométricas sean innecesarias pues se centra la actividad matematica en la

operacion aritmética y desconoce la génesis del conocimiento.

De igual manera, es usual que los Profesores de Matematicas, cuando ensefian aspectos de la
trigonometria, le den importancia y se centren en representaciones algebraicas dejando de lado
otras, como por ejemplo las visuales, eludiendo ciertos procesos generales de la actividad
matematica (Peralta, 1994 citado en Mufioz, 2013, p. 36).

Especificamente, la ensefianza de las ITF se ha abordado desde enfoques estrictamente
algebraicos, limitdndose a una serie de procedimientos esquematicos en los cuales los estudiantes
deben realizar demostraciones de identidades movilizdndose s6lo en este registro, en donde

deberian desarrollar el pensamiento deductivo.

Lo anterior provoca que los estudiantes presenten dificultades al trabajar con nociones
trigonométricas desde la secundaria hasta el nivel de educacion superior (Torres, Montiel &

Cuevas, 2014), por lo que se hace necesario repensar la ensefianza de la trigonometria donde lo
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geométrico sea fundamental en la construccion y comprension de estas nociones trigonométricas,

lo cual implica que la visualizacién matematica juegue un papel importante.

Asi mismo, el uso de las tecnologias digitales se hace imperativo, no como solucién Unica, sino
como un medio que fomente procesos cognitivos como la visualizacién matematica a través de las
representaciones ejecutables®* (Moreno, 2002), permitiendo trabajar la trigonometria desde
aspectos mas dindmicos y menos estaticos, dandole sentido a la variacion de los

elementos matematicos involucrados.

Los anteriores aspectos, propician la necesidad de tener una visién desde lo curricular pues los
Lineamientos y Estandares Basicos de Competencias en Matematicas estan fundamentados en una
propuesta constructivista y orientados hacia la comprension y al desarrollo de competencias, lo
que se podria lograr gracias al uso de multiples representaciones que permiten las tecnologias

digitales y los procesos constructivistas que permite la geometria.

La propuesta se aborda desde la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) (Brousseau, 2007),
haciendo uso de la metodologia de Micro-ingenieria didactica de Artigue (1995), de tal manera
que permitan indagar desde la didactica de las matematicas los fendmenos didacticos mencionados
y otros que se identifiquen en el proceso de investigacion relativos al objeto trigonométrico

mencionado.

Se espera que este trabajo de sistematizacion docente impacte de manera positiva la comunidad
de la Institucién Educativa Juan Pablo Il de la ciudad de Cali, en particular, a estudiantes de grado
décimo, ademas de generar reflexiones que permitan permear el curriculo de la institucién y la

practica pedagdgica del docente.

4 Segun Moreno (2002), las representaciones ejecutables son aquellas que, una vez instaladas en el lenguaje del
medio ambiente computacional, se pueden procesar o manipular, por ejemplo, las construcciones que se realizan
en un ambiente de geometria dindmica. Esto contribuye al “realismo” de los objetos matematicos.
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1.4. Antecedentes

Teniendo en cuenta los intereses en este proceso de sistematizacion, la recopilacion de
antecedentes se categorizd en tres grupos de investigaciones: los que han indagado sobre la
ensefianza de las identidades trigonométricas, los que han hecho implementacion de lo geométrico
en la construccion del conocimiento trigonomeétrico (donde juega un papel importante la
visualizacion matemética) y los que han hecho uso de la tecnologia en la ensefianza de la
trigonometria; sin embargo, algunas investigaciones de la primera categoria, bien podria estar
dentro de las otras dos, debido a que estas hicieron uso de lo geométrico y lo tecnolégico. La Tabla

1 muestra esta categorizacion:

Tabla 1
Categorizacion de los Antecedentes

} Antecedentes de la investigacion }

v

A 4 A 4

La implementacion de lo "
e T La ensenanza de las Elusode las TIC en la
construccion del < identidades = ensefianza de la trigonometria.
oo trigonométricas
conocimiento
trigonomé trico Gutiérrez & Fiallo (2009):
“Ensefianza de la trigonometria
Dugdale (1989): “Building a qualitative con avuda de SCD* &

Torres et al. (2014): “Un entorno perspective before formalizing procedures: N i ’

geométrico para la resignificacion graphical representations as a foundation for Muiioz (2013): “El uso de la

de las razones trigonométricas en trigonometric identities™. ’

tecnologia en la trigonometria, en
algunos libros de texto, para el
grado escolar décimo™.

estudiantes de ingenieria™.
Vasquez (2015): “Ensefianza — aprendizaje de

Ibaiez & Ortega (1998): “Pruebas las identidades trigonométricas en grado
visuales en trigonometria™ décimo a través del trabajo con nimeros
complejos™.

Adame, Torres & Borjon (2017): “Una
propuesta para la ensefianza de las idenfidades
trigonométricas en el nivel medio superior”

Posada & Garcia (2019): “Procesos de
Enseiianza y Aprendizaje de las Identidades
Pitagoricas, Vinculadas a la Implementacion
de GeoGebra en la Clase de Matematicas™

A continuacidn, se explica cada una de estas tres categorias.
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1.4.1. Investigaciones sobre la ensefianza de las identidades trigonométricas

En esta categoria, se encontr6 en las memorias de la undécima reunion anual del grupo
internacional para la Psicologia de la Educacién Matematica (PME, por sus siglas en inglés), uno
de los trabajos mas relevantes, el de Dugdale (1989), quien publicé el articulo “Building a
qualitative perspective before formalizing procedures: graphical representations as a foundation
for trigonometric identities” que consisti6 en comparar dos enfoques para introducir las
identidades trigonométricas a partir de representaciones graficas. EIl primer enfoque (PE) fue
tradicional con una manipulacion algebraica de las identidades, donde se usaron las graficas como
representacion adicional. El segundo enfoque (SE) tuvo como base el registro gréafico para
introducir las identidades trigonométricas, las manipulaciones usuales de los simbolos se usaron

para justificar las relaciones evidenciadas en las actividades graficas.

Este estudio comparativo trabajo con un total de 30 estudiantes, divididos en dos grupos de 15:
PE y SE. En cada grupo se trabajé un enfoque. Se concluyo que los resultados sugieren que un
enfoque gréafico, con una atencidn cuidadosa a las experiencias de los estudiantes mas alla de los
objetivos de contenido inmediato, puede producir una experiencia de aprendizaje mas significativa
y variada. Ademas de mostrar un rendimiento posprueba superior en las funciones relacionadas
con sus representaciones graficas, los estudiantes del SE (grafico) exhibieron una mayor variedad

y participacion personal en el trabajo desarrollado.

Un segundo antecedente, es la tesis de maestria realizado por Véasquez (2015) titulado:
“ensefianza — aprendizaje de las identidades trigonométricas en grado décimo a través del trabajo
con numeros complejos”. El objetivo general fue el disefio de una unidad didéctica orientada a
trabajar las identidades trigonométricas en el contexto de los nimeros complejos y sus operaciones
aritméticas en sus diferentes representaciones. Este trabajo se caracterizd por ampliar el dominio
matematico de los Reales a los Complejos, dados que en el primer campo existian limitaciones
como raices pares de numeros negativos, deduccion de identidades, entre otros; solucionandose,

segun el autor, de forma mas simple.
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Estas actividades se apoyaron en el aprendizaje significativo y este no se limité Unicamente a
la repeticion y memorizacion. A pesar de que se trabajo ampliamente en un registro algebraico, en
esta investigacion se concluyé que, al trabajar con los nimeros Complejos, se abre la posibilidad
de correlacionar un mayor nimero de conceptos y ademas mostro a los estudiantes una nueva
forma de llegar al tema de las identidades trigonométricas en la cual su deduccion es mas sencilla
de entender debido a que se realizaron menos operaciones y los procedimientos fueron mas

directos.

Otro de los trabajos pertinentes que se analizo, fue realizado por Adame, Torres, & Borjon
(2017), titulado “Una propuesta para la enserianza de las identidades trigonométricas en el nivel
medio superior” en el que se analiza la importancia de la visualizacion en la comprension de las
matematicas, permitiéndole al estudiante tener a su disposicion diferentes representaciones de las
identidades; de tal manera que le permitan construir y comprender el concepto de identidad
trigonométrica. La propuesta se abordd desde la Teoria de Situaciones Didacticas con la
metodologia de Micro-ingenieria didactica e hicieron uso de GeoGebra.

Se trabajaron seis actividades orientadas a identificar y comprender el concepto de identidad
trigonométrica, esperando que los estudiantes se movilizaran en diferentes registros de
representacion como el tabular, el grafico y el algebraico. Cuando se analizaron los resultados,
ubicaron a los estudiantes en cierto nivel de visualizacion. En este trabajo se concluyo sobre la
importancia de la visualizacion matematica, pero a través de disefios cuidadosos y con la
intervencién de diferentes registros de representacion y el uso de herramientas tecnologicas;
considerando esta Ultima crucial para el desarrollo de la propuesta, pues sin GeoGebra, no habria

sido posible la representacion de los objetos trabajados.

Por ultimo, se tiene el trabajo de pregrado realizado por Posada & Garcia (2019), en la
Universidad del Valle, titulado “Procesos de Ensefianza y Aprendizaje de las Identidades
Pitagoricas, Vinculadas a la Implementacion de GeoGebra en la Clase de Matematicas ” donde
el objetivo principal era describir las caracteristicas del proceso de ensefianza y aprendizaje,
haciendo una mediacion entre GeoGebra y material concreto de tal manera que se propiciara la

construccion de las identidades Pitagdricas.
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JustificAndose en resultados de pruebas estandarizadas, en procesos de ensefianza tradicionales
de la trigonometria donde lo algebraico es lo preponderante, en la necesidad de promover multiples
representaciones de las identidades y el desarrollo de competencias matematicas; se presenta una
propuesta didactica haciendo uso de GeoGebra y de material concreto, trabajados en una fase de
disefio que incluia el diagndstico, las hojas de trabajo y entrevistas clinicas; dejando una serie de
sugerencia tanto para los profesores como para la comunidad de investigadores. En las hojas de
trabajo se puede observar que se enfocé hacia el Teorema de Pitagoras (considerado prerrequisito)
y dos identidades pitagoricas fundamentales. Se considera fundamental el diagnostico realizado
en este trabajo como punto de partida para el presente proceso de sistematizacion

1.4.2. Laimplementacion de lo geométrico en la construccion del conocimiento trigonométrico

Los trabajos citados a continuacion no hacen referencia explicitamente a las identidades
trigonométricas, pero si al conocimiento trigonometrico en algunos tépicos particulares. Se
analizan estas investigaciones porque los fendmenos didacticos que se presentan en dichos topicos

afectan también al objeto matematico trabajo en la presente sistematizacion docente.

El primer trabajo que se analizo en esta categoria, fue la investigacion llevada a cabo por Torres,
Montiel & Cuevas (2014): “Un entono geométrico para la resignificacion de las razones
trigonométricas en estudiantes de ingenieria”. El objetivo era identificar si la resignificacion de
la razon trigopnométrica en un proceso de construccion geometrica permitiria contrarrestar el
fendbmeno de aritmetizacion® que se presenta en la trigonometria escolar. Esta investigacion la
motivo el hecho de que los estudiantes de ingenieria del Instituto Tecnolégico de Sonora (ITSON)
presentaban dificultades al relacionar las razones trigonométricas con ejercicios intramatematicos

y extramatematicos.

> Seglin Montiel (2011), la aritmetizacion trigonométrica se refiere a la pérdida del proceso geométrico para la
construccion de las razones trigonométricas (teniendo en cuenta, el momento didactico de la investigacion citada).
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En este sentido, se identific la necesidad de un nuevo escenario escolar para abordar lo
trigonométrico de tal manera que no se separe tajantemente del contexto geométrico, por lo que
los investigadores caracterizaron propuestas de Moore (2009, 2010 y 2014) y de Vohns (2006) ya
que permiten dicha resignificacion de las razones, en el contexto del circulo. De acuerdo con una
serie de actividades de trigonometria donde se incluye lo geométrico, se concluyé que se dio una
resignificacion de lo trigonométrico, ademas, los estudiantes evolucionaron en su lenguaje y uso

de herramientas (materiales didacticos manipulables), utilizando sus conocimientos previos.

Teniendo en cuenta la importancia de la visualizacion en lo geométrico (y trigonométrico), se
analizo el articulo “Pruebas visuales en trigonometria”, realizado por Ibafies & Ortega (1998); en
el cual plantean la hip6tesis que el pensamiento visual proporciona, por si mismo, un proceso de
razonamiento deductivo. Inician explicando lo que entienden por visualizacion, desde autores
como Zazkis, Dubinsky y Dautermann (1996). Despues se hace referencia a algunas
visualizaciones en trigonometria. Luego, se describe una experiencia con alumnos de 16 y 17 afios
en la que se les presentd una demostracion del Teorema de Napoledn en un registro algebraico y

luego unas visualizaciones con CABRI 1.

Por ltimo, analizaron las respuestas de los estudiantes donde concluyeron, entre otros aspectos,
que los comentarios que hacen los estudiantes sobre la finalidad explicativa son mas ricos en la
visualizacién gue en la demostracion, aunque muchos estudiantes creen que la visualizacion no
bastaria por si misma. De igual manera, concluyeron que hay un manifiesto claro sobre la riqueza
didactica de las pruebas visuales. Esto llevo a comprobar lo sugerido en su hipoétesis, por lo tanto,
los autores sugieren que las pruebas visuales deben ser consideradas como instrumentos didacticos

en el aula de matematicas.
1.4.3. El uso de la tecnologia en la ensefianza de la trigonometria
El trabajo “Ensefianza de la trigonometria con ayuda de SGD "*de Gutiérrez & Fiallo (2009),

es una propuesta de ensefianza basada en tres ejes, en la cual se incluye no sélo una serie de

formulas y conceptos (eje conceptual) sino herramienta y estrategias Utiles (eje metodologico —

5 SGD: Software de Geometria Dinamica. Gutiérrez & Fiallo hacen uso de Cabri Il y GeoGebra.
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SGD ) para explorar, relacionar, conjeturar y demostrar (eje formativo). Segln los autores, es el
SGD quien desempefia un papel importante para tales fines. Esto surge después de que se
analizaron sugerencias’ sobre la ensefianza y aprendizaje de la trigonometria y donde se ve poca

concrecion del enfoque metodoldgico propuesto para la ensefianza de la trigonometria.

Segun los autores, las tecnologias digitales ofrecen herramientas que pueden ayudar a definir
una metodologia de ensefianza activa y participativa. EI SGD existente pone a disposicion del
estudiante un micro mundo geométrico en el cual los conceptos trigonométricos pasan de ser
simples dibujos o formulas a convertirse en “objetos geométricos”. Se concluye que el SGD usado
ha demostrado ser una valiosa ayuda para que los estudiantes alcanzaran en buena medida los

objetivos previstos.

Otro trabajo analizado en este topico, fue el trabajo de maestria “el uso de la tecnologia en la
trigonometria, en algunos libros de texto, para el grado escolar décimo”, Mufioz (2013) de la
Universidad de Medellin. El objetivo era identificar la presencia y la variedad de usos que se hace
de la tecnologia en algunos libros de texto de décimo grado, en el contenido de los capitulos o
unidades donde se abordan los conceptos y temas trigonometricos. Los libros fueron tomados
aleatoriamente de la libreria de matematicas de la pagina Colombia Aprende, ademas se analizo si

cumplen con las recomendaciones hechas por el Ministerio de Educacion Nacional.

En las conclusiones y recomendaciones de este trabajo, se exponen algunas ventajas que tiene
las TIC en la ensefianza y aprendizaje de la trigonometria, como el trabajo con diferentes
representaciones, dinamizando estos procesos, economizando tiempo en algoritmos y calculos. En
los libros analizados, se evidencia la relacion de los avances tecnologicos y la forma en la que el
uso de algunas herramientas tecnoldgicas se ha introducido en el campo de la educacién
matematica. Los SGD son una buena estrategia metodologica que permiten a los docentes

incrementar la motivacién individual y grupal de sus estudiantes en clase y fuera de ella.

7 Sugerencias contenidas en “Principios y Estandares” (NCTM, 1991, 2003) y en los curriculos oficiales de la ESO
y bachillerato de la comunidad Valenciana.
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Capitulo 2: Fundamentacion Teorica

En este capitulo se presentan los analisis preliminares correspondientes a la primera fase del
marco metodoldgico de micro-ingenieria didactica (Artigue, 2015) a partir del cual se estructuro
esta sistematizacion. La Tabla 2 presenta una estructuracion de estos analisis:

Tabla 2
Andlisis Preliminares

Analisis Preliminares: Identidades
Trigonométricas Fundamentales (ITF)

Dimension Historico- . . r - . - s
; 3o Dimension Cognitiva Dimension Didactica
epistemologica
L_{ Evolucion historica de Nociones [  LaTeoria d? )
las ITF = trigonométricas - errores Situaciones Didacticas
Meico de los estudiantes || Una mirada curricular
Matenitics | Visial Zacion de la Trigonometria
Tdentidades Matematica || Una mirada curricular
. - de las ITF
Reciprocas Registros de

==| Representacion y Redes
de representacion

Identidades =1 GeoGebra como medio.

Pitagobricas

1) La dimension historico-epistemoldgica: se analiza el surgimiento de las identidades
trigonométricas, teniendo en cuenta los conceptos relacionados con ellas, comparando este proceso
con el que se lleva a cabo en las aulas de clase, de tal manera que se pueda vislumbrar si hay o0 no
relacion entre el desarrollo historico del saber matematico y el desarrollo didactico que se daen la

escuela.

2) La dimension cognitiva: Se analizan algunas dificultades que presentan los estudiantes al
enfrentarse a las identidades trigonometrias. Teniendo en cuenta el enfoque de la investigacion
(geométrico), también se analiza la visualizacién matematica como proceso cognitivo fundamental

y el marco tedrico para analizar dicha visualizacion.
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3) La dimensién didactica: Se explica la Teoria de Situaciones Did4cticas (TSD) como teoria
que orienta el disefio de las tareas y se analiza como la trigonometria y, particularmente las ITF,
son vistas desde el curriculo y cdémo se ensefian o se presentan en la escuela: desde los libros de

texto, algunas investigaciones y las politicas educativas.

2.1. Dimension Historico-epistemoldgica

2.1.1. Evolucién Historica de las Identidades Trigonométricas

El surgimiento de las identidades trigonométricas como objetos matematicos no corresponden
a una persona o época particular y su desarrollo esté ligado a otros conocimientos trigonomeétricos.
Segun Montiel (2005), “los estudios historicos sobre la trigopnometria se dividen en dos momentos,
el de sus inicios practicos y el de sus fundamentos tedricos”. A continuacion, se presenta un
recorrido historiografico de la trigonometria, en el cual se describe la configuracion de las
identidades trigonométricas y como éstas surgen desde actividades practicas como, por ejemplo,
la astronomia y la medicion. Se presenta, por lo tanto, un recorrido historico externalista; pues “los
inicios practicos pueden encontrarse en actividades desarrolladas en diferentes culturas y que no

son consideradas actividad matematica en sentido estricto de la palabra” Montiel (2005, p. 67, 68)

Segun Boyer (1968), el problema 56 del papiro de Rhind presenta lo que se podria llamar unos

rudimentos de trigonometria en el antiguo Egipto. Boyer explica su importancia:

En la construccion de las piramides un problema esencial era mantener una pendiente
uniforme en cada cara y la misma en las cuatro, y puede haber sido este problema el que

llevo a los egipcios a introducir un concepto equivalente al de la cotangente de un angulo
[...]1 (p. 40).

Para este concepto, los egipcios usaban la palabra seqt que significa la separacion horizontal de
una recta oblicua del eje vertical por unidad de variacion en la altura, esto es equivalente al

concepto de cotangente de un angulo.



32

Sin embargo, Boyer menciona que fue con los griegos donde se encontraron por primera vez
estudios sistematicos de las relaciones entre los angulos centrales en un circulo y las longitudes de
las cuerdas que la subtienden, pues los antiguos egipcios y babilonios usaban algunos conceptos
de manera implicita y al no encontrase con concepto alguno de medida de angulos antes de la
cultura griega, Boyer llama a estos estudios trilaterometria o medida de los poligonos de tres lados

(trildteros) en vez de trigonometria.

Al respecto, los griegos de la época de Hipocrates ya estaban familiarizados con las propiedades
de las cuerdas tomadas como medidas de &ngulos centrales e inscritos en una circunferencia, por
lo que es posible que se hayan usado este tipo de medidas para determinar el tamafio de la Tierra

y las distancias relativas del Sol y la Luna.

A pesar de ello, Boyer menciona que desde esa época de Hipdcrates hasta Eratdstenes
(aproximadamente dos siglos y medio después) los matematicos griegos estudiaron relaciones
entre rectas y circunferencias y aplicaron esto a muchos problemas astronomicos, pero no habia
nada que se pudiera llamar una trigonometria mas o menos sistematica. Luego de esto, en el siglo
Il a.C., fue compuesta la primera tabla trigonométrica por el astrénomo Hiparco de Nicea, quien
por ello se gano el derecho de ser conocido como “el padre de la trigonometria”, pues fue él quien
se preocupd por tabular los valores correspondientes de arcos y cuerdas para una serie completa
de angulos (Boyer, 1968, p. 215) y también fue el autor de la primera tabla con los valores de las

cuerdas de los arcos de un circulo (Pifieiro, Ibafiez, & Ortega, 1998, p. 60).

Hiparco fue una figura de transicion entre la astronomia de babilonia y la obra de Ptolomeo,
cuyos aportes se describiran mas adelante. De igual manera, Boyer menciona que fue gracias a la
conexion con el calculo de la tabla de cuerdas de Hiparco que se pudo haber comenzado a usar el

circulo completo de 360°.

A continuacion, se describe como surgieron algunas identidades trigonométricas,
principalmente en Grecia, sin embargo, no se pretende minimizar los aportes a la trigonometria

desde otras culturas, como la hindd, por ejemplo, que introdujo lo equivalente a la funcién seno
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para reemplazar las tablas de cuerdas griegas y en el siglo VI desarrollaron los conceptos de
algunas funciones trigonométricas (Pifieiro, M., Ibafiez, M. & Ortega, T. 1998, p. 61) 0o cdmo los
arabes que dieron tres aportes fundamentales a la trigonometria: 1. El establecimiento de un
conjunto de funciones trigopnométricas basicas: seno y coseno, tangente y cotangente, secante y
cosecante; 2. La deduccion de la regla del seno y la obtencién de otras ecuaciones trigonométricas
y 3. La obtencion de tablas trigopnométricas muy precisas con métodos de interpolacién (Pifieiro,
M., lbafez, M. & Ortega, T., 1998 p. 64), ademas fueron el puente de la trigonometria del seno
(toméandola de la cultura hindd) y su paso a Europa. Por ser las Identidades Trigonométricas el
objeto de esta investigacion, se pretende darle un mayor énfasis a su génesis.

Antes de esto, es importante resaltar las contribuciones de los Pitagéricos (aunque en la
antigiedad se atribuian todas a Pitagoras de Samos). El lema de esta escuela era “Todo es
numero”’, este lema tiene una fuerte afinidad con los babilonios. En consecuencia, El teorema de
Pitagoras procede con toda probabilidad de los babilonios (Boyer, 1968, p.79), se ha sugerido el
mencionado nombre porque los pitagéricos habrian sido los primeros en dar una demostracion

(aunque esto es una conjetura no comprobada).

Por otro lado, en lo relacionado con las identidades, se mencionan varias obras matematicas y
astrondmicas de Menelao de Alejandria (100 a.C.) entre la que se encuentra Elementos de
geometria, aunque la Unica version gque existe es una arabe titulada Esférica. En ésta existen tres
libros: en el libro | se establecen las bases para un estudio de los triangulos esféricos, en el libro 11
trata sobre las aplicaciones de la geometria esférica y en el libro 111 y el Gltimo de ellos, contiene

el “teorema de Menelao” formando una geometria o trigonometria de cuerdas en un circulo.

Menelao y probablemente Hiparco conocian algunos tipos de identidades, dos de las cuales,
Menelao hizo uso para demostrar su teorema sobre transversales. Boyer (1986) explica la

equivalente a la identidad trigonométrica sen?8 + cos?@ = 1 a partir del circulo de la figura 1:

Menelao y sus sucesores griegos se referian a AB simplemente como la cuerda
correspondiente al arco AB. Si BOB’ es un diametro del circulo, entonces la cuerda AB’ es

el doble del coseno de la mitad del &ngulo AOB (multiplicado por el radio del circulo). Por
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lo tanto, los teoremas de Tales y de Pitagoras, que conducen a la ecuacion AB?+4B ?=4r?,

son equivalentes a la identidad trigonométrica moderna sen?8 + cos*6 = 1 (p. 216, 217).

Figura 1

Circulo Para Explicar la Identidad sen?8 + cos?60 = 1

La obra de trigonometria mas significativa de toda la antigliedad fue una escrita en trece libros
por Ptolomeo de Alejandria: sintaxis matematica, esta es conocida como Almagesto (el mas
grande) (S. Il a.C.). Esta obra debe mucho a las cuerdas del circulo de Hiparco, aunque al respecto
no se ha podido determinar en qué medida. A pesar del tiempo, se dispone de la obra de Ptolomeo,

por ejemplo, las tablas trigonomeétricas y los métodos que utilizé para su construccion.

Tabla 3
Tabla de'PtoIomeo
Angulo Cuerda
36 37° 4 55"
60 60°
72 70° 32 37

90 84° 51 10~
120 103° 55 237

Nota. Tomado de Montiel, 2005, p.78
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Para la construccion de las cuerdas (Tabla 3), jugé un papel importante la proposicion
geométrica que se conoce como el Teorema de Ptolomeo. Un caso especial de este teorema son

las cuatro formulas de sumas y diferencias de angulos que se conocen como férmulas de Ptolomeo.

Boyer (1968) explica lo anterior a partir de la figura 2:

AD es un diametro del circulo, entonces si AD=2r, tenemos 2r. BC + AB.CD = AC.BD.
Llamamos al arco BD = 2oy al arco CD = 23, entonces BC = 2r. sen (o.— f3), AB = 2r. sen
(90° - ), BD = 2r. sen a, CD = 2r. sen By AC = 2r. sen (90° - §). Por lo tanto, el teorema
de Ptolomeo conduce en este caso al resultado sen (a — 8) = sen a cos 8 - cos a sen . Un
razonamiento andlogo nos lleva a la formula sen (o + ) = sen a cos B + cos a. sen By al
par cos (o. + ) = cos a cos p + sen a sen 5 (p. 219, 220).

Figura 2

Circulo Usado Para Explicar las Férmulas de Ptolomeo
8

La formula que da el seno de una diferencia (la cuerda de diferencia de dos arcos) fue la que
Ptolomeo us6é para construir sus tablas. Otra identidad que también utiliz6 Ptolomeo fue la férmula

moderna del seno del &ngulo mitad. Boyer (1968) lo explica a partir de la figura 3:

Ptolomeo calcula la cuerda correspondiente a la mitad del arco de la manera siguiente: sea

D el punto medio del arco BC en una circunferencia de didmetro AC = 2r, sea AB= AE y
sea DF la mediatriz de EC. Entonces es facil demostrar que FC =% (2r — AB); por otra parte,

se sabe de la geometria elemental que DC? = AC. FC, de donde se obtiene que DC?=r (2r
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— AB). Si tomamos el arco BC = 2a entonces DC = 2r .sen %y AB =2r .cos a, y obtenemos

1-cos a

como consecuencia nuestra bien conocida formula moderna sin % = . (p. 220).

Figura 3

Circulo Usado Para Explicar Formula del Seno del Angulo Mitad
B

Desde Hiparco hasta la edad moderna, no hubo nada parecido a las razones trigopnométricas
como las conocemos hoy, griegos e hindues usaban lineas trigonométricas. Estas lineas, al
principio, tomaron forma de cuerdas en un circulo y Ptolomeo le dio valores aproximados. Para
ello, se tomo la circunferencia de 360°, pues al parecer desde la época de Hiparco, ya se usaba en
Grecia dicha medida. Como el sistema de numeracion babildnico (sexagesimal) era superior al
griego, entonces Ptolomeo subdividio sus grados en 60 partes (minutos) y cada una de ellas en
otras 60 partes (segundos), también uso este sistema de numeracion para dividir el didmetro de su
circulo en 120 partes, cada una de estas esta dividida en 60 minutos y cada minuto de longitud en

60 segundos de longitud.

Boyer (1968), presenta la transformacion de nuestras identidades trigonométricas usuales al

lenguaje de las cuerdas de Ptolomeo por medio de relaciones:

cuerda 2x cuerda (180°—2x)
SeN X=———— Y COS X=
120 120

Boyer (1968), concluye sobre el poco avance de las matematicas desde Hiparco hasta Ptolomeo;
mas bien, se dieron importantes avances en astronomia, geografia, 6ptica y mecanica. Aunque

durante estos siglos se dio el desarrollo inicial de la trigonometria, en el mejor de los casos, esto
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era una aplicacion de la geometria elemental a las técnicas de medicion, respondiendo a las

necesidades de la astronomia.

Ya como entrada o preludio a la matematica de la edad moderna, esté la trigopnometria de Viéte
que se caracterizé por su generalidad y amplitud de perspectiva. Viéte se puede considerar como
el padre del enfoque analitico general de la trigonometria (llamado a veces goniometria). En su
Canon mathematicus (1579) calculé unas extensas tablas de las seis funciones trigonométricas.
Durante esta época, empezaron a aparecer todo tipo de identidades trigopnométricas en Europa, esto
se dio porque se hizo un menor énfasis en los célculos de resolucion de tridngulos y mayor énfasis
a las relaciones de tipo analitico. Entre estas identidades, aparecié un grupo de formulas que se
conocen como “reglas de prostafairesis” (palabra griega que significa suma y resta), estas
permitian convertir un producto de funciones circulares en una suma o una diferencia y llevan el
nombre de “‘formulas de Werner” pues al parecer fueron utilizadas por Werner (1468 — 1522) para
simplificar los célculos astronémicos. Una de estas identidades, la que convierte el producto de
c0senos en una suma, la habian conocido los arabes en la época de Ibn-Yunus, pero solo a finales

del siglo XVI fue cuando se popularizé el método de prostafairesis. Boyer (1968) explica, por

ejemplo, cdmo se obtuvo la formula sen x + seny = 2 sen%cos =% por medio de este método:

A partir de la figura, [(figura 4)], obtuvo Viéte, por ejemplo, la formula

+ - .
senx + seny =2 sen% cos % sea sen x = AB y sen y =CD, entonces se tiene que

sen X + sen 'y = AB + CD = AE = AC COS?ZZSGHM.COSJC 4

=~ Haciendo la
2 2

. -, + - , , ,o- . . .
sustitucion % =4 y% = B obtenemos la férmula mas (til de la identidad anterior sen

(A + B) + sen (A — B) = 2 sen A cos B de manera andloga se obtiene
sen (A + B) - sen (A — B) = 2 cos A sen B colocando los angulos x e y del mismo lado del
radio OD. Las férmulas 2 cos A cos B = cos (A+ B) + cos (A —B) y 2 sen A sen B = cos

(A- B) - cos (A + B) pueden obtenerse por un método parecido (p.392).
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Figura 4
Circulo Usado Para Explicar las Reglas de Prostafairesis

2.1.2. Marco matematico

Teniendo en cuenta el pensamiento y el sistema que articula las tareas: Pensamiento Espacial —
Sistemas Geomeétricos (PE-SG), a continuacion, se define las razones trigonométricas en el circulo
goniométrico (radio igual a la unidad y centro en el origen del sistemas de coordenadas),
basicamente, partiendo desde la construccion de la tarea 1 del presente trabajo , la cual fue adaptada
de Gutiérrez & Fiallo (2009).

La adaptacion consistié precisamente, en el cambio de la medida del radio; transformando este

circulo en uno goniométrico:

Figura 5
Representacion Vectorial de las Razones Trigonométricas

1.4 1'D

Nota. Adaptado de Gutiérrez & Fiallo, 2009, p. 157.
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El &ngulo a esta en posicion normal o candnica, pues estd representado en un sistema de
coordenadas cartesianas, de tal manera que el vértice coincide con el origen y el lado inicial con
el semieje positivo x. La interseccion entre el lado final del &ngulo y la circunferencia es el punto

B con coordenadas (x,y).

Las medidas de los vectores que forma el tridngulo rectangulo OAB, estan determinadas por:

AB =y, 04 = x y por definicion, la medida del segmento OB = r = 1 (r = radio).

De acuerdo con lo anterior, se definen las razones trigopnométricas para cualquier valor del

angulo a, en el triangulo 0OAB, de la siguiente manera:

Seno: sena = %

Coseno: cosa ==

r

Tangente: tan a = % conx # 0
Cotangente: cot o = f cony # 0
Secante: sec a = £ conx # 0

Cosecante: csc a = i cony # 0

Juega un papel importante el hecho que r = 1, pues de esta manera, se puede determinar
directamente que sena =y, cosa = x, donde se puede deducir que el coseno y el seno del
angulo a, estd dado por la coordenada del punto B (lado final del angulo) respectivamente. En
alguna de las tareas, el circulo no serd goniométrico, por lo que el estudiante debera tener en cuenta

el valor del radio, pues el seno y el coseno ya no se determinaran por la coordenada directamente.

En este caso: r = /x2 + y? (Por Pitagoras).

De esta manera, se espera que, con la definicion de las 6 razones trigopnométricas, con las

herramientas “Distancia o Longitud” y la hoja de célculo de GeoGebra, los estudiantes puedan
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visualizar las razones trigonométricas en la figura 5, de tal manera que asignen a cada vector una

razon.

En este caso, como r = 1, la longitud de cada vector representa el valor absoluto de la razén
trigonométrica representada®. En esta representacion vectorial realizada por Fiallo (2010), se puede
determinar el valor positivo 0 negativo de cada razén trigonométrica, asi, cuando la razén es
positiva, el vector que la representa apunta hacia la derecha, hacia arriba o hacia fuera del punto O
y cuando la razén trigonométrica es negativa, el vector apunta hacia la izquierda, hacia abajo o

hacia el punto 0.

Fiallo (2010, p. 63) llama lados trigonométricos del angulo a a cada uno de los vectores:
Lado seno: vector AB (azul oscuro); lado seno = sena
Lado coseno: vector OA (rojo); lado coseno = cosd
Lado tangente: vector CDoDC (verde oscuro); lado tangente = tana
Lado cotangente: vector EFOoFFE (verde claro); lado cotangente= cota
Lado secante: vector 0D 0 D’O’ (fucsia); lado secante = seca

Lado cosecante: vector OF o F’O’ (azul claro); lado cosecante = csca

Si el circulo tiene un radio diferente de 1, cada lado trigonomeétrico se define respectivamente:

—_—— T ),
rsend, rcosa, rtand, rcoto, rseca, rcsca

Con lo anterior, se espera que los estudiantes puedan determinar, segun el objetivo de este
trabajo, algunas de las identidades trigonométricas fundamentales (reciprocas y Pitagdricas). En
De Oteyza, Lam, Hernandez, Carrillo, & Ramirez (2001) se define una identidad como un caso
particular de ecuacion (igualdad entre expresiones algebraicas, que puede incluir funciones
trigonométricas o de otro tipo y puede tener o no solucion) que es cierta para todos los valores de

la variable y las que involucran las funciones trigonométricas seno, coseno, tangente, etc.

8 Si el radio es diferente de 1, la longitud del vector representado es el valor absoluto del producto del radio por
la razén trigonomeétrica representada.
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El presente trabajo de sistematizacion docente se restringe a la construccion y comprension de

las identidades reciprocas y Pitagoricas.

2.1.2.1. Identidades Reciprocas.

Considerando el concepto de reciproco de un nimero x, es decir, aquel nimero que, al
. - p T -/ 1
multiplicarlo con x da como resultado el médulo de la multiplicacion (x.; = 1), se puede

determinar que algunas razones trigpnométricas son reciprocas entre si. Estas son:

cosa = tana =

sena = , ,
csca seca cota

, seca = , cota =
sena cosa tan a

csca =

Geométricamente, estas identidades se pueden comprobar en el circulo goniométrico, tomando
las medias de cada lado trigonométrico. Es importante tener en cuenta que si el circulo tiene un

radio diferente de 1, se debe multiplicar cada lado por r.

Figura 6
Representacion de los Lados Trigonométricos.

14 P D

E cota F/seca
p 2

tana

Nota. Tomado de Gutiérrez & Fiallo, 2009, p. 157
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De esta construccion, también se puede determinar las identidades que son razon entre dos
funciones:

tana = 2= (sicosa # 0) y cota = ——< (sisen a # 0)
cosa sena

2.1.2.2. Identidades Pitagoricas.

Teniendo las construcciones de las figuras 5 y 6, se puede observar algunos triangulos
rectangulos que se forman en cualquier cuadrante:A OAB, A OCD y A OFE?®; donde se pueden

deducir algunas identidades aplicando el Teorema de Pitagoras:

sen’a + cos’a =1 (en A 0AB)
tan’a + 1 = sec’a (en A OCD)
cot?a+ 1 = csc?a (en A OFE)

Estas identidades que se deducen por medio de la aplicacion del Teorema de Pitagoras en una
construccion geometrica con las especificidades descritas, se denomina Identidades Pitagdricas

Bésicas. Teniendo en cuenta algunas propiedades de los nimeros Reales, de potenciacion y

radicacion; se pueden obtener otras identidades a partir de las basicas:

Tabla 4
Identidades Trigonométricas Pitagdricas

Identidades Pitagdricas bésicas. Identidades que se derivan de las Pitagéricas.

sena=1 —cos*a cos’a=1— sena
sena=+V1— cos?a cosa=+V1 —sen?a

sena + cos*a =1

tana = +Vsecta—1
seca = +Vtan?a + 1
cota = +VescZa—1
csca=+Vceot?a + 1

tan’a =sec’a -1

tan*a+ 1 = sec’a ) )
seca—tan‘a=1

cot’?a=csc’a—1

cot’a+ 1 = csc’a
csc’a-cot’a=1

9 En la construccion geométrica, en otros cuadrantes se nombran estos puntos con la letra prima correspondiente.
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De acuerdo con lo anterior, se resaltan los siguientes aspectos:

1) se puede evidenciar que los origenes de la trigonometria son en esencia la medicion y la
astronomia (Montiel, 2005, p. 68). Al respecto, la geometria en el circulo jugd un papel
preponderante, pues las cuerdas del circulo fueron la herramienta para el desarrollo de esta

disciplina.

2) El paso de esta trigonometria de cuerdas en el circulo a la trigonometria analitica (que se
inicio con Viéte), significd muchos siglos de diferencia, por lo que se puede considerar un proceso
lento. Esta transicion entre una y otra trigonometria, permiti6 a los matematicos aplicar métodos
algebraicos a problemas que sélo habian sido tratados en forma puramente geométrica (Montiel,
2005, p. 83).

3) Asi se puede determinar entonces que la trigopnometria se desarrollo inicialmente desde la
geometria y después paso a lo algebraico. En el caso particular de las identidades trigonometricas,
¢Cual es el proceso que se lleva a cabo en su ensefianza? ¢Se atiende a este desarrollo historico y
a las posibles dificultades que se pueden presentar al pasar de una representacion grafica a una

algebraica?

Las investigaciones reportadas sugieren que no se atiende al desarrollo histérico, inclusive
cuando se habla de la trigonometria en general. En este analisis, por tanto, se concluye la necesidad
de realizar una génesis artificial de la ITF, es decir, frente a esta epistemologia histérica, realizar

una epistemologia artificial, segn como lo define Chamorro (2002).

2.2. Dimension cognitiva

En esta dimension, se tendran en cuenta tres aspectos fundamentales. EIl primero tiene que ver
con los errores que cometen los estudiantes al comprobar identidades trigonométricas. Este analisis
se basara en varios examenes que aplico Adame (2017), en el marco de su trabajo de investigacion
de maestria. Como preludio a esta primera parte, se hace necesario también, reconocer el

significado que los estudiantes le dan a las razones trigonométricas trabajadas en diferentes
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contextos, pues este conocimiento previo es indispensable para abordar las ITF. Para ello, se tendra
en cuenta el estudio realizado por Martinez, Ruiz & Rico (2016).

El segundo aspecto hace referencia al proceso cognitivo de visualizacion matematica,
principalmente teniendo en cuenta las investigaciones de Hitt (1998, 2003) y Hitt, Pdez &
Guzman, (2001), pues este aspecto se considera relevante en esta investigacion, ya que se trabajara
con AGD.

En el tercer aspecto se describe lo concerniente a los registros de representacion y a las redes

de representacion lo que permitira analizar la visualizacidn matematica de los estudiantes.

2.2.1. Nociones trigonométricas y errores de los estudiantes

Al iniciar el trabajo con las ITF, se hace indispensable que los estudiantes comprendan las
nociones trigonométricas del Seno, el Coseno y la Tangente en diferentes contextos, por ejemplo,
en el triangulo, el circulo (principalmente para el presente trabajo) y el de Funcion, pues este
conocimiento previo es uno de los fundamentales en tanto que la manipulacion de las ITF vincula

de manera inevitable dichas nociones.

Las investigaciones respecto a la complejidad didactica de los contenidos escolares de la
trigonometria son pocos (Martinez, Ruiz & Rico, 2016), por lo que se presentara una breve resefia
de lo que encontraron Martinez, et al., (2006) en lo referente a la interpretacion y representacion
que le dan estudiantes de bachillerato a las nociones de Seno y Coseno (no se incluye la Tangente
en dicha investigacidn), este estudio se sustenta en como se determina el significado de un
concepto matematico considerando tres componentes: los sistemas de representacion, la estructura

conceptual y el sentido.

Algunos hallazgos importantes y que se deben considerar a la hora de disefiar las tareas de esta

investigacion, son:
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1) Para representar el Seno y el Coseno, los estudiantes utilizaron la circunferencia y el
triangulo. Los autores relacionan esto con la manera tradicional de ensefiar y entender la

trigonometria.

2) Una interpretacion valida para el Seno y Coseno que dieron los estudiantes, es la de la Razon.
Esto se muestra como un punto a favor para el disefio de las tareas del presente trabajo, pues se
vincula la raz6n como una manera de ver el Seno y Coseno para poder construir las ITF, ademas

en trabajos previos?® con los estudiantes, también se pudo comprobar dicha interpretacion.

3) Otra interpretacion, pero errénea, es ver el Seno y el Coseno como los angulos interiores de
un tridngulo y como las distancias de un tridngulo rectangulo con hipotenusa diferente de uno.
Esto puede significar un obstaculo epistemologico a la hora de trabajar en una circunferencia con

radio diferente a uno, pues se puede presentar el mismo error.

4) Se evidencid que la mayoria de los estudiantes interpretaron el Seno y el Coseno como una

longitud.

5) Hay conexiones incorrectas al momento de relacionar las concepciones del Seno y Coseno
en un triangulo rectangulo y en la circunferencia. Fiallo (2010) también expone dicha dificultad.
En la Tabla 5 se explica con mas detalle este hallazgo. En el marco de esta investigacion, este es

un obstaculo didactico (por lo expuesto en la presentacion del problema).

6) Se evidencio un uso incorrecto del circulo unitario, la mayoria de los estudiantes mostraron
una comprension deficiente de este, asi por ejemplo, lo dibujaron sin indicar el valor de su radio,
lo que los llevo a cometer muchos errores. Mas adelante se hara una explicacion mas detallada al

respecto de este obstaculo didactico y epistemoldgico.

Por otro lado, en su trabajo de investigacion de maestria, Adame (2017) aplicé un examen a 46
estudiantes del Centro de Educacion Media de la Universidad Autonoma de Aguascalientes (CEM-

UAA) de México de manera individual, en el cual se presentaron algunos errores muy comunes

10 Estos trabajos no se reportan en esta sistematizacion, pues hacen parte la practica pedagégica del docente.
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debido estos a obstaculos epistemoldgicos. Cabe resaltar que estos exdmenes estaban propuestos

desde una representacion algebraica.

Después de hacer el anélisis a los examenes se encontraron errores de dos tipos: desde la

trigonometria, se determind que los estudiantes no reconocen las equivalencias de expresiones

- 7 - - - 1 — 2 -
trigonométricas, por ejemplo, consideran que cos“x, la autora supone que esto es debido

cos?x

a una falta de comprension en el significado de dichas expresiones.

Otro tipo de error fue lo relacionado con la ejecucion de algoritmos. Se presentaron dificultades
en factorizacion, operaciones con fracciones evidenciadas en las simplificaciones de las

expresiones, ademas de un razonamiento ciclico:

El estudiante realiza algunos artilugios que él cree convenientes como el querer multiplicar
por 1 utilizando el conjugado del numerador y la multiplicacion de expresiones algebraicas.
Una vez que realiza lo anterior el error esta en que no saca provecho de lo antes realizado
y elimina precisamente las expresiones que acaba de obtener dejando la expresion como

estaba en un principio (Adame, 2017, p. 37).

2.2.2. Lavisualizacién Matematica

Teniendo en cuenta los objetivos del trabajo, se pretende orientarlo desde un enfoque
geométrico, por lo que la visualizacidbn matematica tomara un papel relevante en tanto que los
estudiantes se enfrentaran a representaciones en un AGD, lo que supone que la gréafica sera la base
para construir lo algebraico y tratar de corregir los errores descritos anteriormente, principalmente

el primero.

La visualizacion matematica ha ido adquiriendo importancia en el campo de la investigacion en
didactica durante los altimos afios (Cantoral & Montiel, 2003; Godino, Gonzato, Cajaraville &

Fernandez, 2012), por lo que existen maltiples miradas al respecto.
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Asi por ejemplo, una de estas perspectivas afirma que “la visualizacion matematica es la
habilidad para representar, transformar, generar, comunicar, documentar y reflejar informacion

visual en el pensamiento y el lenguaje del que aprende” (Cantoral & Montiel, 2003, p. 694).

Segun Ibafies & Ortega (1998), lo visual suele relacionarse con las imagenes, las figuras, lo
pictérico, lo geométrico y aparece en oposicion con lo verbal, lo abstracto, lo analitico. Estos
autores se basan en otros tedricos como Zazkis, Dubinsky y Dautermann (1996), para definir la

visualizacién, considerandola como:

Un acto en el cual un individuo establece una fuerte conexién entre una construccién
interna y algo cuyo acceso se obtiene a través de los sentidos. Tal conexion puede hacerse
en dos direcciones. Un acto de visualizacion puede consistir en cualquier construccion
mental de objetos o procesos que un individuo asocia con objetos o sucesos percibidos por
él como externos. Alternativamente, un acto de visualizacion puede consistir en la
construccion, en algin medio externo como papel, encerado o pantalla de ordenador, de
objetos o sucesos que el individuo identifica con objetos o procesos en su mente (citado en
Ibafies & Ortega 1998. p. 106)

Por su parte, Hitt (1998, p. 23), considera que la visualizacion requiere de la habilidad para
convertir un problema de un sistema semiotico de representacion a otro. Argumenta desde lo
historico, que la ensefianza de las matematicas ha perdido lo grafico (por ende, lo visual) en la
solucion de problemas, convirtiéndose en un proceso de corte algoritmico-algebraico, donde los
profesores les restan importancia a los procesos visuales. Al respecto, menciona que “El
Curriculum escolar de matematicas, en el que el logro es medido a través de los resultados de los
examenes, favorece al pensador no visual y en la mayoria de los salones de clase la ensefianza

enfatiza los métodos no visuales” (Presmeg, 1986, citado en Hitt, 1998, p. 29).

Asi mismo, se hace una diferencia entre percibir y visualizar, teniendo en cuenta a Zimmermann
& Cunningham (1990):

“Visualizar un diagrama significa simplemente formar una imagen mental del mismo, pero

visualizar un problema significa entenderlo en términos de un diagrama o una imagen
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visual. La visualizacion matematica es el proceso de formacién de imagenes (mentalmente,
0 con lapiz y papel, o con la ayuda de tecnologia) y el uso de tales imagenes en forma
efectiva para el descubrimiento matematico y el entendimiento” (p. 29).

El trabajo de Hitt (1998), es alin mas pertinente para el presente trabajo por varias razones: la
primera de ellas es que rescata la importancia de la geometria y de la grafica para la ensefianza de
las matematicas, poniendo las consideraciones visuales como un acercamiento al aprendizaje.
Puntualiza: “Se le ha dado una importancia mayor a la generacién de imagenes mentales adecuadas
para el aprendizaje de la matematica, para el desarrollo de habilidades como la visualizacion

matematica en la resolucion de problemas” (Hitt, 1998, p. 25).

Otro aspecto importante en el trabajo de Hitt es la integracion de tecnologias digitales, ya que
permiten un mayor acceso a las maltiples representaciones de un objeto matematico. Concluye
que “La visualizacion matematica promovera entonces una vision global, integradora, holistica,

que articule representaciones de varios sistemas”(Hitt , 1998, p. 43.).

Por su parte, Zimmermann & Cunningham (1990) se basan en algunas investigaciones como
“Nonanalytic Aspects of Mathematics and Their Implications for Research and Education” donde
se sugiere que no se debe poner énfasis a un solo elemento o grupo de las matematicas (elementos
espaciales, cinestésicos; aritméticos o algebraicos; verbales, 10gicos, didacticos, et.), pues esto
generaria un desequilibrio. Este trabajo da una serie de sugerencias, entre las que se incluyen, entre
otras, “restaurar la geometria. Restaurar las matematicas intuitivas y experimentales. Dar un lugar
adecuado para la informatica y la programacion. Hacer pleno uso de graficos por ordenador”

(Davis y James A. Anderson, 1979, Citado en Zimmermann & Cunningham, 1990, p. 2).

Sin embargo, es importante anotar que Zimmermann & Cunningham (1990), sugieren también
que la visualizacidn basada en el uso de tecnologias digitales puede usarse de manera eficiente y
significativa si el estudiante tiene ciertas capacidades como, por ejemplo, dibujar una figura para
representar un problema matematico, interpretar cifras para comprender y usarlas como una ayuda
en la resolucion de problemas (consideran estas capacidades como habilidades fundamentales de

la visualizacion).
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Estos investigadores advierten que la visualizacion matematica no es un fin sino un medio hacia
la comprension. Asi mismo indican que la visualizacion debe estar inmersa en el resto de las
matematicas, por lo tanto, el pensamiento visual y las representaciones gréaficas deben estar
vinculados a otros modos de pensamiento matematico y otras formas de representacion (simbdlica,

numérica, grafica) (Zimmermann & Cunningham, 1990).

Segun lo anterior, se pretende entonces en este trabajo, lograr que los estudiantes construyan
un conocimiento a través de la interaccion con el AGD, de tal manera que puedan coordinar
coherentemente la representacién grafica, la algebraica y otras; en donde la visualizacion
matematica juega un papel importante como proceso cognitivo.

2.2.3 Registros de Representacion semioticos y Redes de Representacion

Cuando el estudiante logra coordinar coherentemente las diferentes representaciones es lo que
lo define como competente en matematicas segun la teoria de las representaciones. En este sentido,
Hitt, Paez & Guzman (2001) se apoyan en el trabajo de Duval (1993) para definir algunas
caracteristicas de un registro semidtico como sistema de representacion. Cabe resaltar que Hitt
(1998) ha propuesto esta teoria como un requisito para la visualizacion matematica siendo lo

gréfico algo adecuado para resolver un problema.

Moreno & Lupiafiez (2001, p. 249) definen las representaciones como “notaciones simbolicas
o0 gréaficas, o verbales, mediante las que se expresan los conceptos y procedimientos matematicos,
asi como sus caracteristicas y propiedades mas relevantes”. Sin embargo, segin Duval (1999) no
se pueden comprender de manera independiente al sistema que ha permitido producirlas, por lo

que dichas representaciones, estan dentro de un registro de representacion semiotica*®.

El registro de representacion semiotica, se define como las “reglas mas o menos explicitas, que
permiten combinar los signos entre si de tal manera que la asociacién formada tenga también un

sentido” (Duval, 1999, p. 43). Esto permite realizar transformaciones de dicha representacion,

1 Duval (1999, p44) elige hablar el término “registro” en lugar de hablar de sistema semidtico de representacion.
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siendo esto un indicador de aprendizaje de las matematicas; en palabras de Hitt (2001): “ un
concepto se va construyendo mediante tareas que impliquen la utilizacion de diferentes sistemas

de representacion y promuevan la articulacion coherente entre representaciones”

Los dos tipos de transformaciones son el tratamiento y la conversién. El primero se define como
una transformacidn interna en un registro, utilizando las posibilidades de funcionamiento propios
del sistema; en cambio la conversion es la transformacion de un registro a otro (Duval, 1999, p. 44
, 45), por ejemplo, del algebraico al grafico. Esta tltima transformacidn estéa orientada, es decir, se
define cudl es el registro de salida y cuél el de llegada. Como lo menciona Hitt (2001), se hace
necesario minimo dos registros semiéticos de representacion para dar cuenta de la construccion

del concepto matematico en juego:

Las representaciones de los objetos matematicos son parciales con respecto a lo que
representan. Es decir, que es absolutamente necesario contar con actividades de conversion
en por lo menos dos registros de representacion para que las representaciones en juego, que
por su naturaleza son complementarias, proporcionen un soporte a la construccion del

concepto en cuestion (p. 175).

Asi mismo, el hecho de articular representaciones de un registro a otro se denomina
coordinacion de representaciones. Solamente a través de estas representaciones se tiene acceso a
los objetos matematicos y juegan un papel importante en la construccion del conocimiento
matematico. Hiebert & Carpenter (1992) citados en Hitt (2000) explican lo anterior dentro del
marco tedrico de las redes formadas por representaciones internas, generadas por la manipulacién

de representaciones externas (propiciando la idea de conexion):

Iniciamos definiendo comprension en términos de la manera en que la informacién es
representada y estructurada. Una idea matematica o procedimiento o hecho es entendido si
su representacion mental es parte de una red de representaciones. El grado de
entendimiento es determinado por el nimero y la fuerza de las conexiones. Una idea
matematica, procedimiento, o hecho es entendido profundamente si éste esta ligado a una

red existente con fuertes 0 mas numerosas conexiones (p. 169).
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Para los resultados de la presente sistematizacion, se tendra en cuenta la matriz de analisis
(Tablall) de Hitt (1998), que permite analizar los procesos de los estudiantes referentes a las
anteriores definiciones (las transformaciones), de acuerdo a su Visualizacién Matematica usando
tecnologias digitales; esto a partir de la red de representacion ideal (Figura 11) que se dan en las
interconexiones de los registros. En dicha red se manifestarian las representaciones externas y

permitirian explicar los errores que cometen los estudiantes.

Segun Hitt (2000), “la construccion inadecuada de un concepto se pudiera deber a una carencia

de articulacion entre diferentes registros semioticos de representacion”, al respecto, explica:

Un obstéaculo se manifiesta, por lo tanto, por sus errores, pero ellos no son debidos al azar.
Fugaces, erréaticos, son reproducibles, persistentes. EIl error no es solamente el efecto de la
ignorancia, de la incertidumbre, del azar que uno cree en las teorias empiristas o
conductistas del aprendizaje, sino el efecto de un conocimiento anterior, que tenia su
interés, su éxito, pero que, ahora, se revela falso, o simplemente inadaptado. Los errores de

este tipo, no son erraticos e imprevisibles, se han constituido en obstaculos (Brousseau

(1976 citado en Hitt, 2000, p. 11).

Desde esta perspectiva de Brousseau (1976) citada en Hitt (2000), los errores, en este caso, se
presentan por obstaculos didacticos, es decir, son producto del proceso de ensefianza e impiden
avanzar en la construccion de un nuevo conocimiento, imposibilitando, ademas, superar obstaculos
epistemologicos. Estos Ultimos hacen referencia a conocimientos erroneos que tiene el estudiante

y conocimientos que obstaculizan la construccion de otros (no necesariamente erroneos).

En este sentido, el objetivo general de este trabajo es generar tareas que promuevan mejores
redes de conexién que favorezcan el aprendizaje, pues en el todo este proceso ya se han
determinado algunos obstaculos de corte didactico y epistemoldgico'? que podrian provocar
algunos errores, por lo que se espera que algunos de estos seran franqueables. Al respecto, Adame,

Torres Borjon, & Hitt (2019) concluyen que:

12 | os errores (referentes a las ITF) y obstaculos que los producen, se especifican en los resultados de la
investigacion.
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[...] la visualizacion matematica, concebida a través de un disefio cuidadoso de actividades
en el que intervienen tanto la interrelacion de diversas representaciones de los objetos
matematicos como las herramientas tecnoldgicas, son un medio que permiten a los
estudiantes desprender el objeto de sus representaciones, al tiempo que al crear redes entre
estas Ultimas van logrando un mayor nivel de comprensién de los objetos trabajados (p.
372).

La matriz de anélisis y la red de representacion ideal para construir las ITF se presentan en los

analisis a priori.

De acuerdo con lo descrito en la dimension cognitiva, se concluye que:

1) Las interpretaciones y representaciones que los estudiantes hagan de las Razones
Trigonométricas son esenciales para la construccion de las ITF. El uso del circulo como elemento
epistemologico se hace fundamental en este proceso. Sin embargo, los errores analizados en este
apartado hacen referencia exclusivamente al registro algebraico de las ITF, por lo que no se
relacionan con dichas interpretaciones y representaciones. Esto se da, principalmente, porque no

se atiende al desarrollo histérico de la trigonometria en el proceso de ensefianza.

2) Para atender a este desarrollo historico de tal manera que se pueda hacer una génesis artificial
de las ITF, se hace indispensable hacer uso del registro gréafico de este objeto matematico, por lo
que la visualizacion matematica juega un papel relevante en este proceso; aunque deberia estar
vinculada a los diferentes registros de representacion. En esta investigacion, se entiende la
visualizacion matematica desde los constructos de Hitt (1998, 2000, 2001, 2003, 2019), pues

integra tecnologias digitales a este concepto.

3) La coordinacion de diferentes registros de representacion son un indicador de aprendizaje de
las matematicas, donde la cantidad y fuerza de las conexiones (redes) que se hagan determinan
dicho aprendizaje. Los Registros de Representacién deben ser analizados por medio de estas
conexiones (Hitt, 2001, p. 170).
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2.3. Dimensidén didéactica

En esta dimension se presentan los principales conceptos asociados a la Teoria de Situaciones
Didécticas (TSD) que orientan el disefio de las tareas y su puesta en acto. Ademas se dara una
mirada curricular sobre trigonometria, primero de manera general como en la tesis de maestria de
Mufioz (2013) y la tesis doctoral de Fiallo (2010) y segundo de las identidades trigonométricas, de
manera particular, como en el trabajo de Adame (2017) analizando como este objeto matematico
se presenta en la escuela, especialmente desde los libros de texto. Finalmente, se exponen algunas

ideas generales del AGD GeoGebra como medio para poner en acto el disefio.

2.3.1. La Teoria de Situaciones Didacticas

El principal referente tedrico para el desarrollo de esta sistematizacion es la Teoria de
Situaciones Didacticas (TSD) de Brousseau (2007)*, quien la fundamentd en el constructivismo
en un sentido piagetiano, basicamente desde un aprendizaje por adaptacion, siendo este aquel
aprendizaje que se produce por interaccion entre el estudiante y el medio. La teoria de Brousseau
(2007) pretende unas condiciones necesarias para una génesis artificial de los conocimientos

matematicos.

Algunos conceptos fundamentales en la TSD son las situaciones didacticas y situaciones a-

didacticas (aprendizaje por adaptacion y sus elementos), los cuales se definen a continuacion.

Cuando el docente tiene el objetivo de hacer que los estudiantes adquieran determinado saber
se da una situacion* didactica (donde intervienen tres factores: profesor, alumno y saber), por lo
que debe disefiar unas tareas, es decir, unos problemas de manera intencional. Sin embargo, segun
Brousseau (2007), estos problemas deben estar disefiados de tal manera que el estudiante los acepte

para que produzca una solucion él mismo:

13 |a primera version de la TDS de Brousseau es de 1972,
14 Brousseau (2007) define una situacién como un modelo de interaccion entre un sujeto y un medio determinado,
siendo las decisiones un recurso que tiene el sujeto para alcanzar o conservar, en este medio, un estado favorable.
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Esos problemas, elegidos de modo tal que el alumno pueda aceptarlos, deben lograr, por su
propio movimiento, que actue, hable, reflexione y evolucione. Entre el momento en que el
alumno acepta el problema como suyo y aquel en que produce su respuesta, el profesor se
rehlsa a intervenir en calidad de oferente de los conocimientos que quiere ver aparecer (p.
31).

Es en este punto, donde el profesor no interviene y el estudiante actla sobre el medio recibiendo
las retroacciones, es donde se presenta la situacién a-didactica dandose el aprendizaje por
adaptacion. En este proceso de aprendizaje se presentan cinco elementos (Acosta & Fiallo, 2017):

1) Intencién del sujeto: necesidades, propositos u objetivos del estudiante.

2) Accion: actuaciones del sujeto con el medio.

3) Retroaccion: reaccion del medio frente a las actuaciones del sujeto.

4) Interpretacion: el sujeto interpreta la retroaccion del medio.

5) Validacion: el sujeto decide si la accion (2) que realizé en el medio le sirvio para alcanzar su
intencién (1). Esta validacion puede ser negativa o positiva: en el primer caso, el sujeto
iniciard nuevamente el proceso. En el segundo caso, el sujeto integrara la accion como una

respuesta a su intencion.

De estas cinco acciones, s6lo son observables la accion y la retroaccién; las demas son internas
del sujeto. No es observable la validacion, pero si sus efectos: cambio o refuerzo de la accion,

siendo estas signos de aprendizaje (Acosta & Fiallo, 2017)

En definitiva, en el aprendizaje por adaptacion el estudiante actta sobre el medio motivado por
sus intenciones, el medio reacciona a las acciones del estudiante y le propicia una retroaccion. A
través de esta retroaccion, €l decide si alcanzd lo que se proponia 0 no, es decir, construye su

conocimiento sin la intervencion directa del profesor.

La funcion del profesor no es comunicar el saber (aunque lo haga de manera clara y precisa).
Segun la TSD, este saber se debe transmitir de manera indirecta. En este proceso, la tarea del
profesor es proponer problemas matematicos que lleven al estudiante a las adaptaciones deseadas

(Brousseau, 2007), es decir, dar las condiciones para que se lleve a cabo lo descrito anteriormente.
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Cabe resaltar una diferencia que hace la TSD respecto a dos conceptos que pueden ser
sindnimos en el lenguaje cotidiano: el conocimiento y el saber. El primero hace referencia a lo que
construye el estudiante (en este caso, por adaptacion), resulta de su experiencia y es personal y
contextualizado. Por su parte, el segundo concepto hace referencia al saber sabio, es institucional

y tiene estructuras y forma convencionales.

Con esta diferenciacion, entra en juego la situacion de institucionalizacion y de devolucion
(proceso de ensefianza), es decir, que el profesor utiliza el conocimiento construido por el
estudiante para transmitir el saber (institucionaliza). Para que esto se lleve a cabo, se debe dar
primero el proceso de devolucion, que es poner en juego la situacion a-didactica; entregandole el
problema al estudiante, un medio y acompafiando este proceso (para que se dé el aprendizaje por
adaptacion). Esta devolucion e institucionalizacion se da, segun Brousseau (2007), gracias al
contracto didactico.

El contrato didactico son las expectativas, tanto del docente como del estudiante, reglas “de
juego”, normas, etc. que se dan en todo este proceso, desde el momento en el cual el docente tiene
el objetivo de hacer que los estudiantes adquieran determinado saber matematico, pasando por la
situacion a-didactica hasta la fase de institucionalizacion; sin embargo, una paradoja de este
contrato es que no puede ser pactado entre el docente y el estudiante, pues “solo la aventura de la
adquisicion del saber permite conocer el sentido y las condiciones. Ni siquiera son explicitables.

Tampoco hay clausulas de ruptura ni de sanciones” (Brousseau, 2007, p. 72).

La figura 7, tomado de Acosta & Fiallo (2017), presenta un esquema general de la TSD.
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Figura 7
Esquema General de la TSD
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Nota. Tomado de: Ensefiando geometria con tecnologia digital: una propuesta desde
la Teoria de Situaciones Didacticas. Acosta, M & Fiallo J. (2017)

De manera particular, a continuacion se muestra el mismo esquema adaptado con los elementos

de esta sistematizacién docente:

Figura 8
Esquema Particular de la TSD: Situaciones Para la Ensefianza de las ITF a Partir de

un Enfoque Geométrico
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El autor de la TSD establece una clasificacion de las situaciones didacticas diferenciandolas en
tres fases:*> de accion, de formulacion y de validacion. Para el disefio de las tres tareas de esta
sistematizacion se hace una aproximacion a cada una, diferenciandolas en: situacién 1, situacién

2 y situacion 3, respectivamente:

Situacion 1. De accion: el estudiante actta con el medio, lo reconoce y toma decisiones para

solucionar lo que se le propone, haciendo varios ensayos.

Situacion 2. De formulacion: las actuaciones de los estudiantes le permiten determinar la
estrategia ganadora o las modificaciones al respecto. No s6lo debe lograr esto, sino que ademas
debe lograr comunicarlo, por lo que dicha comunicacion estd sometida a las retroacciones del

medio (inclusive de los compafieros segun sea la tarea).

Situacion 3. De validacion: aqui los estudiantes organizan enunciados, demostraciones,
construyen teorias, ademas de convencer a los demas y a si mismos sin dejarse influenciar
facilmente (Brousseau, 2007, p.23). Deben justificar la pertinencia y validez de la estrategia puesta

en marcha.
De manera general, Brousseau (2007) explica esta clasificacion de la siguiente manera:
- De accion: intercambios de informaciones no codificadas sin lenguaje (acciones y decisiones);
- De formulacién: intercambios de informaciones codificadas en un lenguaje (mensajes);

- De validacion: intercambios de juicios (sentencias que se refieren a un conjunto de enunciados

que tienen un-rol de teoria).

2.3.2. Una mirada curricular de la trigonometria

Mufioz (2013) analiz6 algunos libros de texto de grado 10° para determinar el uso que estos le

dieron a la tecnologia digital en los capitulos donde se abordan temas o unidades de trigonometria.

15 Estas fases son diferentes a las fases presentadas en la ingenieria didactica.
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Ademaés de ello, hizo un paralelo entre éstos, algunos investigadores en educacién matematica y
documentos del Ministerio de Educacion Nacional de Colombia.

Si bien, este trabajo no abord6 de manera especifica las identidades trigonométricas, si lo hace
con la trigonometria en general mostrando algunas investigaciones que evidencian las dificultades
de comprension, de resolucién de problemas y errores conceptuales que tienen los estudiantes.
Estas dificultades se dan, segln varios tedricos, por varias razones: una es por la manera estética
en que se manejan los conceptos desde la ensefianza, mostrando el uso de las TIC como una manera
para abordar esta problematica haciendo el aprendizaje de la trigopnometria mas versatil (Blackett
y Tall, 1991 citado en Mufioz , 2013).

Otra razon de dichas dificultades, es que los planes de estudio presentan dos formas de abordar
la trigonometria: una lo hace desde el triangulo rectangulo y otra forma es presentarla desde la
utilizacion del circulo unitario siendo la tecnologia una posible solucién para lidiar con ello
(Moore, 2010 citado en Mufioz, 2013).

Segun Fiallo (2010, p. 45) lo anterior presenta una dificultad porque al cambiar de un enfoque
al otro (del tridngulo al circulo), el estudiante debe cambiar una serie de definiciones dadas a las

razones trigonometricas segun el contexto planteado, como lo muestra la tabla:

Tabla 5
Diferencias en la Definicién de Razones Trigonométricas en el Triangulo Rectangulo y el

Circulo Unitario

Razones trigonométricas en el triangulo Razones trigonométricas en el circulo
rectangulo unitario

Se cambia... » | A...

una definicion geométrica una definicion analitica (al plano cartesiano)
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Razones trigonométricas en el triangulo
rectangulo

Razones trigonomeétricas en el circulo
unitario

de analizar los valores de los lados del

tridngulo rectangulo

analizar los valores de las coordenadas del
plano y el radio de la circunferencia

de un concepto de angulo como region
comprendida entre dos lados del triangulo

un concepto de angulo como giro o rotacion,
los valores del angulo pasan de ser valores de
angulos agudos o rectos (0° < a< 90°) a angulos
positivos y negativos, al menos en el intervalo
-360° < o < 360°

la relacién o cociente entre dos lados de un
tridngulo rectangulo para definir las razones
trigonométricas

Distancias dirigidas en el plano cartesiano o
coordenadas del punto de interseccion entre el
lado terminal del &ngulo el circulo
goniométrico.

Nota. Tomado de Fiallo, 2010, p. 45

Especificamente, Fiallo (2010) menciona los factores que segun Brown (2006) afectan la

comprension de conceptos trigonométricos. Cabe resaltar que estos factores estan asociados al uso

del circulo unitario a dichos conceptos. Algunas son:

[...] conceptos débiles de ideas importantes sobre las rotaciones y el circulo goniométrico;

poca o0 ninguna comprension del papel de la unidad en el circulo goniométrico o aplicacion

inconsistente de la unidad; dificultad para interpretar los graficos coordenados como

informacidn geométrica y numérica combinada [...]; dificultad para comprender el seno y

el coseno como coordenadas [...] (Brown, 2006 citado en Fiallo, 2010, p. 46).

El analisis de estas dificultades es fundamental en el disefio de las tareas y los a-priori, pues

son propios de un trabajo en trigopnometria con un enfoque geométrico.

Por su parte, Mufioz (2013) resume varias investigaciones en trigonometria que muestran cémo

es abordada la trigonometria desde la educacién media, el uso de las TIC en esta rama de las

matematicas y dificultades que presentan los estudiantes:




Tabla 6

Algunas Investigaciones Sobre Trigonometria y su Comprension
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INVESTIGADORES | ANO OBJETO DE ESTUDIO CONCLUSION
El uso del computador en clase
El aprendizaje de la | de trigonometria les permite a los
BLACKETT y TALL 1991 | trigonometria utilizando | estudiantes mejorar la
programas informaticos. comprension del concepto de
proporcion.
. En la educacion media la
Las falencias que poseen los | . . .
estudiantes al usar la trlgonc_)metrla sellmltaac_alcular
ORHUN 2001 . . el cociente entre las medidas de
trigonometria  para  resolver .
problemmas. Io_s, catetos y I,a hipotenusa en un
triangulo rectangulo.
Sugiere cambiar la instruccion
Examinar la comprension de los | estandar con la metodologia
WEBER 2005 | estudiantes en relacion con las | magistral por la instruccién
funciones trigonométricas. experimental basada en la
utilizacion de las TIC.
La dificultad de muchos
estudiantes estd en entender el
seno 'y el coseno como
La comprension incompleta que | coordenadas, otros como las
BROWN 2006 tienen muchos estudiantes de las ra_z’ones entrg los lados del
tres maneras de ver los | triangulo rectdngulo, y muchos
conceptos del Seno y el Coseno. | no comprenden que los ndmeros
racionales pueden ser
representados como ndmeros y
como cocientes.
Implementar en las clases de
trigonometria el uso de la
Las dificultades que tienen los | tecnologia puede permitir que los
MOORE 2010 estudlante_s para  construir estudlaqtes mejo_ren la
comprensiones coherentes de las | oportunidad de reflexionar sobre
funciones trigonométricas. sus conjeturas en relacion con los
valores y el movimiento
generado en las construcciones.

Nota. Tomada de Mufioz L., 2013, p. 20

Asi mismo, Mufioz (2013) analizé una serie de libros seleccionandolos de acuerdo a los que
referencian los profesores como bibliografia para grado décimo y primeros semestres de la

universidad, ademas porgue estan fundamentados en las directrices del Ministerio de Educacion
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Nacional. El autor considera importante hacer este analisis de textos ya que segun él, los libros de
texto son uno de los principales recursos didacticos que el docente emplea para hacer sus
intervenciones en clase, por lo que serian un elemento basico en la ensefianza y aprendizaje de las

matematicas.

También analizé otros libros del repositorio de Colombia Aprende del Ministerio de Educacion
Nacional, concluyendo entre otros aspectos, el enfoque metodolégico que presentan, pues todos
estan orientados segun las propuestas de Ministerio de Educacion Nacional (Lineamientos y
Estandares Basicos de Competencia), buscando, segin el autor, desarrollar el pensamiento
matematico a través de los diferentes sistemas tal y como lo propone el MEN. Ademas de la
importancia que ha ido adquiriendo el uso de las TIC en el momento de presentar los temas de
trigonometria y se determinG que casi todos los libros tienen las mismas tematicas y en el mismo
orden:

- Angulos y triangulos.

- Solucion de triangulos rectangulos:

e Teorema de Pitagoras.
e Razones trigonometricas.
v’ Gréficas de las funciones trigonométricas.
v’ Ecuaciones trigonométricas.
v ldentidades trigonométricas.
- Solucién de triangulos oblicuangulos:

e Leydelsenoy Ley del coseno.

2.3.3. Una mirada curricular de las ITF

De manera més particular, en el trabajo de Adame (2017) se analiza cémo los libros de texto
presentan el tema de las Identidades Trigonométricas, determinando que éstos las muestran de
manera sencilla hasta llegar a una forma mas compleja. Sin embargo, en este analisis se puede
inferir que este objeto matematico se presenta s6lo desde un registro algebraico, pues Adame
(2017) indica que cuando se trabajan de manera sencilla, sélo se necesita hacer sustituciones de

ciertas identidades trigonométricas y operaciones basicas como multiplicacién o division de
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fracciones y en los ejercicios méas complicados se requiere del uso de operaciones algebraicas

como adicién de fracciones y la factorizacion.

Leithold (1989) citado en Adame (2017), habla de la importancia de familiarizar a los
estudiantes con las identidades trigonométricas en sus diferentes formas, pues esto es decisivo para
el éxito o fracaso que se pudiera tener, lo que sugiere la relevancia de trabajar, por ejemplo, otros
registros como el grafico. De hecho, de los investigadores mencionados por Adame (2017), s6lo
Leithold (1989) sugiere trazar la grafica de cada miembro de la expresion que se sospeche sea una
identidad.

Por otro lado, Adame (2017), cita algunos investigadores en Educacion Matematica como
Nieles (2000) quien sugiere ir del término mas complicado al mas simple o como Goodman (1996),
que sugiere cambiar todo en términos de senos y coseno Segun el anélisis de Adame (2017) en los
libros de texto normalmente se presentan dos formas de abordar las identidades trigonometricas:
una es tomar cada uno de los miembros de la identidad por separado y llegar a la misma forma
equivalente y la otra manera es tomar un solo miembro de la identidad, desarrollar y llegar a la

expresion contenida en el otro lado (siguiendo la sugerencia de Nieles (2000)).

Por ultimo es importante analizar como es presentada la trigonometria desde los documentos
del Ministerio de Educacion Nacional, particularmente desde los lineamientos y estandares. En los
conocimientos basicos mencionados en los Lineamientos curriculares, se describen cada uno de

los pensamientos y sus sistemas:

- El pensamiento humérico y los sistemas numéricos.
- El pensamiento espacial y los sistemas geométricos.
- El pensamiento métrico y los sistemas de medidas.
- El pensamiento aleatorio y los sistemas de datos.

- El pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos.

Son muchos los conceptos matematicos que entran en juego cuando se trabajan las Identidades

Trigonomeétricas, siendo importantes algunos de geometria, algebra y por supuesto, la misma
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trigonometria. Para el disefio de las tareas se tienen en cuenta estos conceptos como conocimientos
previos que el estudiante debe dominar para poder enfrentarse tanto al medio (GeoGebra) como a
los objetivos mismos de las actividades.

Algunos ejemplos de estos son?®: ecuaciones lineales, cuadraticas y con radicales, sistema de
coordenadas cartesianas, clasificacién de angulos y de tridngulos, medicion de angulos, angulos
complementarios y suplementarios, teorema de Pitagoras, Razones trigonomeétricas en el triangulo

rectangulo y en el circulo goniométrico, circunferencia, segmentos, vectores, etc.

Lo anterior no indica la necesidad de definir todos estos objetos en el marco del presente
proceso de sistematizacion, pues existen diferentes trabajos y libros de texto que lo hacen (algunos
de estos trabajos hacen parte de los antecedentes referenciados en el capitulo 1. Se consideré mas
relevante definir lo concerniente a algunos elementos necesarios para la adaptacion de las
construcciones geometricas y el disefio de las tareas, las cuales se presentaron en la dimension

historico-epistemoldgica.

Ademas de esto, es importante tener en cuenta lo que se pretende con las tareas, pues como se
menciona en la presentacion del problema y segun los Lineamientos Curriculares de matematicas,
el enfasis de la formacion matematica basica estaria en potenciar el pensamiento matematico. En
esta investigacion se estd favoreciendo, principalmente, los pensamientos espacial, métrico,
numérico y variacional, pues el objeto matematico y los objetivos de la investigacion estan
directamente ligados a ellos y a sus sistemas (coherencia horizontal). Para comprender esto,

primero se definen dichos pensamientos segun el Ministerio de Educacion Nacional.

En los Estandares Basicos de Competencias, se menciona que el pensamiento espacial es “el
conjunto de los procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y se manipulan las
representaciones mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus
transformaciones, y sus diversas traducciones o representaciones materiales”, el pensamiento

métrico lo relaciona con “la comprension general que tiene una persona sobre las magnitudes y

16 Se determinaron estos conceptos previos de acuerdo con las diferentes investigaciones analizadas y a los objetivos
mismos de las tareas disefiadas.
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cantidades, su medicion y el uso flexible de los sistemas métricos o de las medidas en diferentes
situaciones”; asi mismo indica que el pensamiento numérico es “la comprension del uso y de los
significados de los nimeros y de la numeracion; la comprension del sentido y significado de las
operaciones y de las relaciones entre nimeros, y el desarrollo de diferentes técnicas de calculo y
estimacion” y por tltimo, define el pensamiento variacional como “el reconocimiento, la
percepcion, la identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes
contextos, asi como con su descripcién, modelacion y representacién en distintos sistemas o

registros simbolicos [...]” ( Ministerio de Educacion Nacional , 2006, p. 60, 61 , 63, 66).

Lo anterior se interpreta como una manera de pensar dinamica donde el estudiante puede
entender, modelar y transformar diferentes situaciones problema que implican cambios entre
magnitudes (pensamiento métrico). En este sentido, particularmente, el objetivo del pensamiento
variacional es la covariacion entre cantidades de magnitud, siendo un proposito importante tratar
de modelar los patrones que se repiten en la covariacion entre cantidades de magnitud en
subprocesos de la realidad (VVasco, 2002). En este trabajo, se pretende que el pensamiento espacial
sea el articulador de todo el proceso, por esto cobra mayor relevancia la geometria dindmica a
través del uso de software ya que permiten diferentes representaciones y manipulaciones que en
un grafico estatico no seria posible. Segun esto, los pensamientos y sus sistemas se relacionan de

la siguiente manera:

Pensamiento espacial y sistemas geometricos (PE-SG): el enfoque de la investigacion es
geométrico, donde se hace necesario el reconocimiento de lugares geométricos para poder abordar

las tareas. Este pensamiento es el articulador de todo el proceso.

Pensamiento métrico y sistemas de medidas (PM-SM): el estudiante se enfrentard a una
construccion geométrica donde deberd abordar problemas con situaciones de medicion, por
ejemplo, medidas de angulos y de segmentos (en la construccion, vectores) y las relaciones entre

estos.

Pensamiento numérico y sistemas numéricos (PN-SN): se hace necesario el uso y comprension

de los nimeros reales, sus operaciones y propiedades en cada una de las tareas, pues estara muy
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relacionado con la medicién que tomen de los ngulos, los vectores y las operaciones que pueda

realizar.

Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos (PV-SAA): en la construccion
geométrica, se espera que el estudiante logre determinar la covariacion entre el angulo y los
vectores de tal manera que esto (y el uso de conocimientos previos) le permita llegar a algunas
expresiones algebraicas (Identidades), es decir, pasar de los lugares geométricos a la expresion

analitica.

En el siguiente gréfico se presenta la relacion entre estos pensamientos:

Figura 9
Relacion Entre los Pensamientos Matematicos

Pensamiento espacial y
sistemas geométricos (PE-SG)

Las construcciones
Geométricas en

GeoGebra

Pensamiento métrico Pensamiento numérico y
y sistemas de sistemas numéricos
medidas (PM-SM) (PN-SN)

[

La medidas de los vectores
y los angulos: herramienta

Significado numérico de

“Distancia o Longitud” y las medidas tomadas —

hoja de calculo de

representacion decimal de
GeoGebra Pensamiento los Reales.
variacional y
sistemas algebraicos
y analiticos (PV-SA4)

Relacion entre la medida del angulo y los
vectores (covariacion) —Expresiones algebraicas

(ITF) a partir de la construcciéon Geométrica.

Los rectangulos negros indican como interviene el medio en cada pensamiento. La lineas azules
relacionan el posible camino que recorreria el estudiante, por lo tanto, las flechas sefialan el paso
de un pensamiento al otro de la siguiente manera: PE-SG articula el proceso, luego en PM-SM
analiza las longitudes de los vectores y la medida de los angulos, en este punto es importante el
PN-SN, por lo tanto, puede ir de uno al otro, como también puede hacerlo de PM-SM a PE-SG,

esto lo permite el mismo medio con el arrastre y la hoja de célculo. Movilizarse entre estos
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pensamientos es fundamental ya que luego, con las tareas, se orientara al estudiante para pasar al
PV-SAA, donde debera hacer una conversion de registro (pasar a uno algebraico) segun los anélisis
que hayan hecho en los pensamientos anteriores. Finalmente, se espera que coordine el registro

algebraico, con el tabular y gréfico.

A las Instituciones Educativas Publicas, el MEN entreg6 en el afio 2017 una serie de libros
denominada, para el caso de educacion media “Matemadticas 10°” y “Matemadticas 11°” de la
editorial Larousse. El material se entregd para los estudiantes (25 libros de cada grado) y para los
docentes, con la guia del docente.

Se referencia lo anterior, pues en la Institucion Educativa donde se lleva a cabo este proceso de
sistematizacion, se hizo dicha dotacion. Analizando estos textos, se puede observar que,
particularmente, en el tema de identidades trigonométricas, se muestra un proceso didactico muy
similar al descrito por Adame (2017) en el que las identidades se muestran principalmente desde
lo algebraico, siendo la parte grafica usada como un recurso alternativo. Las sugerencias didacticas
dadas para los maestros se fundamentan principalmente en orientar la comprobacion de las

identidades y no a su construccion ni comprension.

El libro de texto en cuestion, por ser directamente entregado por el MEN, pretende abordar su
propuesta desde los Lineamiento y Estandares, ubicando las identidades trigonométricas como se

muestra en la Tabla 7, siendo esta la unidad 4:

Tabla 7

Una propuesta de Matematicas Larousse 10: Identidades Trigonométricas Dentro del Contenido

PENSAMIENTO ESPACIAL Y VARIACIONAL.

) Contenido de la propuesta Relacion con los | Relacién con los
Contenldcjs base de contenidos base contenidos base
Grado 10 Temas de la Unidad de Grado 9°. de Grado 11°.

) 1. Funcion seno e Propiedades y e Andlisis gréafico
e Funciones — . .

Y 2. Funcidn coseno relaciones de funciones.
periddicas, — - Y
. 3. GCréaficas de las funciones | geométricas
propiedades y . . L
. sinusoidales utilizadas en
comportamientos. — L
4. Funcion tangente demostracion de
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o Gréficas de las 5. Funcién cotangente teoremas
funciones 6. Funcion secante béasicos
trigonomeétricas. 7. Funcidn cosecante (teorema de

8. Identidades trigonométricas | Pitagorasy
fundamentales Tales).

9. Funciones trigonométricas en |  Introduccion a
términos de las otras las razones

10. Simplificacion de expresiones | trigonométricas.
trigonométricas

11. Coordenadas polares y cartesianas

En el tema 8 del libro de texto, presenta los siguientes subtemas:

- Concepto de identidad trigonométrica.
- Identidades pitagoricas.

- ldentidades de cociente.

- Identidades reciprocas.

Este texto ubica las identidades trigonométricas en el pensamiento variacional, restando
importancia a los pensamientos espacial y métrico en el proceso de ensefianza y aprendizaje de

este objeto matematico.

A pesar que el texto ubica las identidades trigonométricas en el pensamiento variacional, se
desconoce la definicion de los lineamientos en este, en la manera como desarrollan el tema, pues
solo usan la grafica como algo meramente ilustrativo y se centra solo en procesos algebraicos, sin
embargo, es importante mencionar que en las orientaciones del Ministerio de Educacion Nacional
(1998, 2006) (lineamientos y estandares) no hay una claridad respecto a la ensefianza de la
trigonometria (y por supuesto, de las ITF). En ninguno de estos documentos se presentan algunas

orientaciones especificas al respecto.

Fiallo (2010, p.51) resalta la importancia del papel que juega la geometria en la ensefianza de
la trigonometria, fundamentandose en Laborde y otros (2006) y en los Principios y Estandares para
la Educacion Matematica (NCTM, 2003). Menciona Fiallo (2010) que “Las representaciones de
las razones trigonomeétricas en el plano cartesiano pueden servir para conectar la geometria y el

algebra”.
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Por lo anterior, se entiende entonces que al trabajar las identidades trigonométricas, no se
pretende sélo llevar a cabo una serie de procedimientos que lleven de una expresion a otra, sino
que se debe apuntar al desarrollo del pensamiento matematico, la generalizacion y los procesos
deductivos del estudiante, a través del uso de maltiples representaciones donde la geometria puede
ser la articuladora de este proceso.

2.3.4. GeoGebra como medio

En la TSD, el medio es considerando como un sistema autonomo, antagonista del estudiante y
quien le “responde” de acuerdo con algunas reglas, lo que indica que la relacion entre este y el

alumno, se explica a partir del concepto de situacion a didactica.

En el nivel en que se encuentran los estudiantes que hacen parte de este proceso de
sistematizacion, es decir, donde las diferentes representaciones que puedan utilizar son mas
complejas, se hace necesario la metrizacion, lo que implica procesos méas cuantitativos que
cualitativos, haciendo aparecer nuevas propiedades y relaciones entre los objetos matematicos?®

(Ministerio de Educacion Nacional, 2006).

Para lograr la construccion de estos pensamientos, se puede trabajar “la resolucion de problemas
que promuevan el analisis de situaciones de variacion y cambio a través de diferentes sistemas de
representacion [...]” (Fiallo & Parada, 2014, p. 60). Segun el Ministerio de Educacion Nacional
(2004), esto se puede lograr a partir de la representacion de simulaciones o mediante la produccién

de simulaciones a partir de las representaciones.

Fiallo y Parada (2014), argumentando su postura en diferentes proyectos y programas
académicos, sugieren proponer problemas que permitan el cambio de una representacion a otra
haciendo énfasis en las conexiones, siendo el uso de las tecnologias digitales la herramienta idonea
para tal fin, por lo que GeoGebra se convierte en el medio®® con el cual el estudiante actuara en la

presente investigacion.

7 Por ejemplo, la relacién de la medida de un angulo central y de los lados que lo subtienden.
18 Entendido este término desde el concepto que se da en la TSD.
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Esta decision de elegir el AGD GeoGebra como el medio, viene sustentado, ademas de lo
anterior, por la identificacion que se tiene con estos dos investigadores que consideran este
software de Geometria dinamica como “una herramienta poderosa, dado que se constituye en un
laboratorio de experimentacion, analisis, conjeturacién, comprobacién y conexion de las diferentes
representaciones” (Fiallo & Parada, 2014, p. 61). Por lo tanto, segln el disefio de las tareas, el
AGD puede darle al estudiante las retroacciones necesarias, permitiéndole hacer conversiones y
tratamientos entre diferentes representaciones, direccionando el trabajo hacia la obtencion del

objetivo general propuesto en esta investigacion.

Segun su creador, “GeoGebra es un software interactivo de matematica que reune
dinamicamente geometria, algebra y calculo” (Hohenwarter & Hohenwarter, 2009), ofreciendo
multiples representaciones de los objetos matematicos: gréafica, algebraica y en una hoja de célculo,
por lo que es un sistema dotado de diferentes herramientas que en el proceso de aprendizaje de las
matematicas se vuelven potentes. Particularmente, en este trabajo, dos de estas herramientas son
el arrastre y la medida (que se apoyara con la hoja de calculo) que se puede establecer en los
diferentes vectores y angulos de las construcciones y seran clave para dirigir al estudiante hacia lo

propuesto en los objetivos.

De acuerdo con lo descrito en la dimensidn didactica, se concluye que:

1) La TSD es la teoria que orienta el disefio de las tareas, pues esta en coherencia con los
objetivos de esta sistematizacion ya que esta fundamentada en un modelo constructivista, siendo
el aprendizaje un proceso que se da por adaptacion a través de interacciones con un medio
(GeoGebra) en una situacion a-didactica, es decir, en una situacion donde no hay intervencion del

profesor.

2) Las consideraciones que llevaron a elegir GeoGebra como medio estan sustentadas,
basicamente, en la disponibilidad libre del software y en el dinamismo que este AGD permite, lo
que contribuye a las retroacciones que les brindara a los estudiantes, necesarias para construir el

conocimiento en una situacion a-didactica.
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3) Teniendo en cuenta que en los documentos del Ministerio de Educacion Nacional no se
evidencia orientaciones especificas sobre la ensefianza de la trigonometria, ni mucho menos sobre
la ensefianza de las ITF y ateniendo a esa necesidad de dar “un salto” de ensefianza por contenidos
a una que propenda por el desarrollo del pensamiento matematico, se propone una articulacion de
pensamientos para el estudio de esta rama de las matematicas, especificamente de las ITF.

Esta vision, por supuesto, no resta importancia a los contenidos pues estos, como las ITF, son
una excusa para desarrollar dicho pensamiento. En este sentido, Duval (1999) expone con respecto

a los registros de representacion que:

El reto de la ensefianza para la formacion inicial (educacion basica o media) no es tanto en
la adquisicion de tal o cual conocimiento matematico, sino, a través de ellos, el desarrollo
de las capacidades de pensamiento del nifio o del preadolescente. El desarrollo de estas
capacidades depende de adquisiciones funcionales de diferentes sistemas que se requieren
para la comprensién de todos los conocimientos que él deberd adquirir no solamente en la

escuela sino después de ella. [...] (p. 63).
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Capitulo 3: Metodologia

En este capitulo se presentan los aspectos relacionados con la metodologia de micro — ingenieria
didéctica donde se relaciona la concepcion, el disefio y el analisis de la secuencia didactica, en los
siguientes apartes: 1. Consideraciones metodoldgicas, 2. El disefio y analisis a priori de las tareas,
donde se reflejan los analisis preliminares en el disefio. Se presentan las selecciones generales de
las tareas como las hipétesis del disefio y las variables micro-didacticas, 4. La fase experimental
donde se puso en acto las tareas disefiadas y 5. Las unidades de andlisis, donde se presentan los

resultados obtenidos y los anélisis a posteriori.

3.1. Consideraciones metodoldgicas: la micro-ingenieria didactica

La ingenieria didactica es la metodologia de investigacion e instrumento para la concepcion,
diserio, realizacion, observacion y andlisis de secuencias didacticas, a partir de un estudio de caso.
Su nombre hace referencia a la labor del investigador que hace uso de herramientas profesionales,
al igual que un ingeniero, para producir dichos productos (problemas), siendo alguna de estas
herramientas: la epistemologia e historia del objeto matematico, la trasposicion didactica que se
ha hecho de este, obstaculos y errores de los alumnos, entre otros; permitiendo una génesis
artificial de saber (Chamorro, 2003).

Una caracteristica fundamental de la ingenieria didactica es la concepcion, realizacion,
observacion y andlisis de secuencias de ensefianza, distinguiéndose dos niveles: micro-ingenieria
y macro-ingenieria (Artigue, 1995). En esta sistematizacion docente, se llevara a cabo una micro
— ingenieria, pues esta hace referencia a un estudio de tipo local de amplitud limitada (contrario a

la macro — ingenieria), siendo las ITF, su construccion y comprension, el foco del presente trabajo.
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A la luz de esta metodologia (Artigue, 1995), se distinguen cuatro fases: 1. Analisis preliminar,
2. Concepcidn y analisis a priori de las situaciones didacticas, 3. Experimentacion y 4. Anélisis a
posteriori y validacion.

En la primera fase se analizan tres dimensiones, las cuales fueron presentadas en el capitulo 2.
Con este analisis, se procedid con las otras tres fases, las cuales se presentan en este capitulo.
En la Figura 10, se muestran las fases de la metodologia:

Figura 10
Fases de la Metodologia de micro-ingenieria didactica

Fases de la metodologia de
micro-ingenieria diddctica

[ y ——————]

Analisis Concepcion y . ., Analisis a posteriori
. Pl e .* . ¥ Experimentacion [+ N
preliminares analisis a priori y vallgacmn
Dimension || Disefiodela Puesta en escena: Confrontacion
= historico - tareas observacion con los a priori
epistemologica
|| Dimension - H1p§t§338 del - RG(IIOEGCCIDl.l d ela Validacién interna
cognitiva 1seflo informacién
Dimensi6n | Variables | Tratamiento de la
didactica microdiddcticas mformacion

3.2. Concepcion y Analisis a priori de las Situaciones Didacticas

Se han disefiado tres tareas que obedecen al objetivo general del presente trabajo de
sistematizacion. Los estudiantes interactuaran con algunas construcciones geométricas que han
sido tomadas y adaptadas del articulo de Gutiérrez & Fiallo (2009) y de la tesis doctoral de Fiallo
(2010).

Cada tarea esta disefiada con tres fases:
Fase 1: de accion.

Fase 2: de formulacion.
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Fase 3: de validacion e institucionalizacion

A continuacion se presentan las tres tareas y su respectivo enlace de la construccion geométrica

en GeoGebra:

Construccion geométrica “Tarea 1”:  https://www.geogebra.org/m/jrksm3ug
Tabla 8
Tarea 1

Tareal
Identidades reciprocas.

Fase 1: Situacion de accidn. Interactte con la construccion geométricamente.
Las razones trigonométricas se pueden construir geométricamente en un circulo unitario donde se pueden
determinar de manera aproximada, para angulos entre 0° y 360°

Dado un circulo goniométrico, se construyen algunos vectores que tienen las siguientes caracteristicas:
- Si el vector apunta hacia la derecha, hacia arriba o hacia el exterior de la circunferencia, su valor es positivo.
- Si el vector apunta hacia la izquierda, hacia abajo o hacia el interior de la circunferencia (termina en el centro de
esta), su valor es negativo.

1) Abra el archivo “Tarea 1”. Arrastre el punto B y observe lo que sucede. A continuacion:
1a) Determine el signo de cada vector (diferenciandolos por color y nombre) en cada cuadrante del plano
cartesiano:

Nombre Cuadrante | Cuadrante | Cuadrante | Cuadrante

Color del vector I i 1l V.

Puedes observar cdmo cambia el angulo central y la medida de cada vector. Explica:
1b). Cuando arrastras el punto B, ;Qué cambios se presentan en el vector CD cada vez que cambia la medida
del angulo central?

1c). ¢ Qué sucede con este vector cuando se sobrepone el punto B sobre el punto E y sobre E’? Explica. ¢ Cuantos
grados mide el angulo central en cada una de estas posiciones?

2). Encuentra la longitud de cada vector y registra los datos en la siguiente tabla, asociando los colores similares.
Aurrastrando el punto B, registralos 3 veces:

Longitud del vector.
Nombre del vector Dato 1 Dato 2 Dato 3 Dato 4
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¢Qué relacion hay entre las medidas de los vectores asociados (en cada columna)?

Fase 2: Situacion de formulacion. Reflexione y formule.
1) Abra la hoja de calculo de GeoGebra (vista — hoja de calculo) y digite los datos de la segunda fila:
Medida Medida | Medida | Medida | Medida | Medida | Medida

Angulo OB
(hipotenusa) AB 0A CD EF 0D OF

Al arrastrar el punto B puedes observar como cambian los valores en la segunda fila.

-Analiza y contrasta las ideas que explicaste en la fase 1 con lo que estas observando en la tabla. Con el uso de la
calculadora, realiza diferentes operaciones basicas entre los vectores asociados (por color) y encuentra la relacién
entre sus medidas. ¢Puedes escribirlos como una expresién matematica?

2). En la construccion geométrica, se visualizan triangulos rectangulos en los cuales uno de sus angulos agudos
es o (el angulo central). Si determinas las razones trigonométricas de a en el triangulo AOB ;Con qué
vector de la tabla anterior estan relacionados? Explica

3). ¢Con qué razones trigonomeétricas se pueden relacionar los otros vectores? Explica

4). Escribe la expresién matematica igualando cada vector a una razén trigonométrica. Con la hoja de calculo
o0 una calculadora, verifica que se cumplen dichas igualdades para cualquier valor del angulo.

Fase 3: Situacion de validacion.

1). Teniendo en cuenta lo expresado en la fase 2, expresa matematicamente igualdades entre los 6 vectores
(asociando sus colores) y luego reemplaza el nombre de cada vector por la razon trigonométrica
correspondiente.

2) Explique al profesor y compafieros dichas expresiones.

Construccion geométrica “Tarea 2”: geoe


https://www.geogebra.org/m/cc5xgfks
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Tabla 9
Tarea 2

Tarea 2.

Identidad trigonométrica fundamental

Fase 1: Situacion de accion. Interactde con la construccion geométricamente.
Dado un circulo de radio r, se construyen vectores y algunos poligonos. Abra el archivo ‘“‘Tarea 2”y observe.
Escriba algunas caracteristicas de la construccién, por ejemplo:

1) Mida la longitud de los vectores que conforman el tridngulo. ¢puedes determinar alguna relacion entre estas
medidas? Explica (si encuentra alguna relacién, arrastra el punto B y verifica que lo que planteaste se cumple
para cualquier valor del angulo. Si no es asi, reformula).

2) ¢Qué teorema se cumple en la construccion? ¢Cual es la formula de este Teorema?

3) ¢Qué relacion hay entre las areas de los 3 cuadrados? Justifica.

4) Teniendo en cuenta la “Tarea 17, ;Qué razones trigonométricas estin en juego en esta construccion? Justifica.
Fase 2: Situacion de formulacion. Reflexione y formule.

Por ser este un triangulo rectangulo y tener un angulo en posicién normal, se presentan algunas relaciones entre las
medidas de sus lados. Al desplegar la hoja de calculo de GeoGebra, encuentras unos datos relacionados con dichas
medidas.

1) Toma las medidas de los lados del triangulo usando la herramienta “Distancia o Longitud”.
Dando doble clic o colocando el cursor en las celdas C2, D2, E2 se puede ver como se obtienen los valores de
estas. Arrastrando el punto B, se comprueba que se cumple para cualquier valor del &ngulo. ¢;Qué relacion hay
entre los valores de las celdas y la medida de los lados del tridngulo? Explica.

2) Arrastra el punto B y observa los cambios en los valores de las celdas C2, D2 y E2. Registra los datos en una
tabla.
¢Que relacion hay entre estos valores y el radio del circulo? ¢Por qué se presenta esta relacion? Explica.

3) A partir de las medidas de los lados del triangulo se puede obtener los valores de las celdas A8 y B8, pero
también con los valores de las celdas C2, D2 y E2. Explica cada procedimiento y comprueba si es correcto
arrastrando el punto B y haciéndolo con otros valores.

4) Encuentra qué relacion hay entre el radio r y entre r-sen@ y r- cos 0, utilizando toda la informacién
disponible en el grafico y la hoja de célculo, ademas de lo que respondiste en las preguntas 2 y 4 de la fase 1. Es
posible que requieras factorizar por medio del caso de “factor comun”.

5) Teniendo en cuenta lo que explicas en el punto 4 de la situacion 1 y en la situacion 2, se puede representar esto
de manera mas general, siempre que se cumpla para cualquier valor del &ngulo central.

La forma general es una igualdad matemética. ¢Cuél podria ser dicha representacion? Escribela segin lo
expresado en el punto anterior. También se puede apoyar con una operacion entre las celdas A8 y B8: sin
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importar el valor del &ngulo, ¢a qué es igual esta operacion? Escribe su expresion en términos de las razones
trigonométricas involucradas.

Fase 3: Situacion de validacion.

1) Comprueba si lo que plateaste en el punto 5 de la fase 2, efectivamente se cumple para cualquier valor del angulo
(con el arrastre del punto B. Si no es asi, reformule).

2) Despejando las razones trigonométricas (una a la vez) en la expresion matematica anterior, se pueden obtener
otras a partir de esta. Realiza esta operacion y escribela en la tabla.

Comprueba que las igualdades se cumplen a través del arrastre del punto B. Siempre tenga en cuenta el valor
del angulo 8. Recuerda que todo debe estar en términos de las razones trigonométricas involucradas.

Expresién original | Despeje de cada razon.

3) Explica tus conclusiones con tus propias palabras a tus compafieros y profesor.

Construccion geométrica “Tarea 3”: https://www.geogebra.org/m/rmergb5c

Tabla 10

Tarea 3

Tarea 3.
Otras Identidades Trigonométricas Fundamentales.
Fase 1: Situacion de accion. Interactle con la construccién geométrica —defina algunos elementos.
Abra el archivo “Tarea 3”.

En esta construccion se encuentran un circulo unitario y algunos triangulos rectangulos donde se involucran las
seis (6) razones trigonométricas.

1). Identifica los tridngulos rectangulos (exceptuando el que se observo en la tarea 2). Escribe el nombre de cada

uno (usando las letras de los vértices) y determine el angulo de 90°. Puedes ayudarte con la herramienta
“Poligono” para resaltarlos.

2). Escribe cuéles razones trigonométricas consideras que estan involucradas en cada uno de los triangulos y define
los catetos y la hipotenusa de cada uno.

Arrastra el punto B a cada uno de los cuadrantes. Comprueba si los tridngulos que identificaste siguen siendo
rectangulos (ten en cuenta los vértices). Si no es asi, inicia nuevamente en el punto 1 hasta que selecciones los
triangulos que son rectangulos sin importar el cuadrante en el que se encuentre.

Fase 2: Situacién de formulacién. Reflexione y formule.



https://www.geogebra.org/m/rmerqb5c
file:///C:/Users/mende/AppData/Roaming/Microsoft/Word/_Tarea%203_.ggb

77

Por ser triangulos rectangulos y teniendo en cuenta su construccion, se cumplen ciertas relaciones entre sus
lados, debido esto al Teorema de Pitagoras.

1). Con la herramienta “Distancia o Longitud” mide los lados de cada triangulo resaltado.
Indica dichas relaciones (en cada triangulo). Escribelas.

2). Arrastra nuevamente el punto B e indica si las relaciones se conservan o no. Reformula hasta que encuentre la
expresion que se cumple para cada valor del angulo.

3) Teniendo en cuenta estas relaciones entre los lados de cada triangulo, se puede formular de manera mas general
a través de una expresion matematica.
Formula esta expresion matematica para cada triangulo, que represente la relacion encontrada, reemplazando
el vector por larazén trigonométrica involucrada.

Fase 3: Situacién de validacion.

1). En la siguiente tabla, escribe las expresiones matematicas con las razones trigonométricas involucradas en cada
triangulo segun lo realizado en el punto 3 de la fase 2. Verifica si esto es verdadero para cualquier valor del
angulo, asi que arrastra el punto B y reemplaza el angulo en la expresion. Reformula en caso de que no sea
igual.

Triangulo Expresién matematica planteada.

2). Despeja la razon trigonomeétrica en cada expresién matematica con el objetivo de obtener otras (Si hay més de
una razén trigonométrica involucrada, primero despeja una y después la otra).
En la tabla, escribe las formulas de las nuevas expresiones. Comprueba que las igualdades se cumplen a través
del arrastre del punto B y reemplazando el angulo en la expresion. Si no es asi, reformula.

Triangulo Expresion matematica Otras expresiones

3). Explica tus conclusiones a tus comparieros y profesor.

Teniendo en cuenta el objetivo especifico dos de este trabajo, se fundamentara este andlisis en
la teoria de las representaciones desde la cual Hitt (2003) hace énfasis en el uso de la tecnologia
digital, donde la visualizacidbn matematica esta ligada estrechamente. En Hitt, Pdez & Guzman
(2001) y Hitt (2003), se resalta la importancia de la Teoria de los Registros Semiéticos de

Representacion de Duval.

Hitt et al. (2001) proponen una posicion tedrica en la construccion de conceptos matematicos,

donde se describen cinco categorias, de las cuales se han considerado las cuatro primeras de ellas
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para el disefio de las tareas. Estas categorias permitiran analizar el proceso de visualizacién
matematica, donde los estudiantes deben reconocer los elementos del sistema semiotico (R), hacer
tratamientos o transformaciones internas (T1), conversiones (C—) y coordinacién entre registros
(C+)™. En lasiguiente Tabla, se muestran las categorias con las preguntas de cada tarea asociadas

a cada una:

Tabla 11

Matriz de Analisis de las tareas.

© Descripcion. Fases: preguntas asociadas a cada
|-
S categorifa.
3
S Tarea 1 Tarea2 | Tarea3
A Reconocimiento de los elementos de un | Fase1:1,2. |Fase 1: 1, | Fase 1: 1,
(R) sistema semiotico: reconoce los elementos | Fase 2:1, 2, | 2, 3. 2.
de un sistema semiotico de la representacion | 3. Fase 2: 1, | Fase 2: 1.
en relacion con un objeto matematico. 2, 3. Fase 3: 2.
B: Transformaciones internas a un sistema | Fase 1: 2. Fase 1: 1, | Fase 2: 1,
(T1) semiotico: procesa las actividades de un | Fase 2: 1, 2, | 4 3
sistema de representacion en el mismo | 3, 4. Fase 2: 3, | Fase 3: 1,
registro (tratamiento) Fase 3: 1. 4, 5. 2.
Fase 3: 1,
2.
C: Conversiones de una representacion de un | Fase 1: 1,2. | Fase 1: 1, | Fase 1: 2
sistema  semidtico a otro: realiza | Fase 2: 1, 2, |2, 3, 4. Fase 2: 1
(C—) : . O: _
conversiones de un sistema semidtico a otro | 3. Fase 2: 1,
(cambio de registro) Fase 3: 1. 2,3
Fase 3: 3.
D: Coordinacién de representaciones entre | Fase 3:1,2 | Fase 2: 3. | Fase 3: 2,
diferentes sistemas: manipula Fase 3: 1, |3
(C+) . . -
representaciones de un sistema semiotico a 2,3.
otro (articulacion entre las representaciones,
y un sistema semidtico a otro).

Nota. Adaptado de Hitt et al. (2001)

En las tareas se distinguen los siguientes registros de representacion: Grafico (G), Algebraico
o analitico (A), Tabular (T) y Verbal (V). En la Tabla 12, se explican los reconocimientos,

tratamientos, conversiones y coordinaciones de registros que se prevé o se espera que el estudiante

19 Esta nomenclatura es tomada del trabajo de Adame (2017)
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haga, es decir, las transformaciones completas de las representaciones en cada tarea, fase y
pregunta. La letra escrita en forma de subindice indica el registro de representacion. Las flechas
indican el paso de una pregunta a otra o el proceso que deberia hacer el estudiante dentro de la
misma pregunta segun sea el caso. Algunas conversiones no estan especificadas, pues estas estan
implicitas en la coordinacion del registro, s6lo que en la pregunta no se pide de manera explicita

tal transformacion:

Tabla 12
Reconocimientos y Transformaciones de las Representaciones Completas o Ideales en las
Tareas

pregunta (Categoria registro de representacion)

<2 | 1 (Rg) —1b,1c (Cec—v) 2 (Cec—1) —=2(R1) =2(T17)
g | t
—
S|
E 8 | 1(Ce—1) = 1(RT) = 1(T11) = 2,3 (Cr—a) — 2, 3 (Ra) — 2, 3(T1a) — 4(T1a)
8 | 1(T1w) = 1,2 (Corn)
! \
2 | 1(Re) > L(Cs—v) — 2,4 (Co—n) — 1,4 (T1a)
i l
3 (Cc—v)
N
S| 5 | 1(Re) > 2(Cov) = 3(Cora) =3 (T1a) = 3(Cee>1) (Creon) (Cacre) = 5 (T1a)
S| ¢ !
4(T1a)
o | 1(Tfa) = 1(Caco)
8 |2 (T1A) — 2 (Cae>1) (Creog) (Coea) — 3(Co, A, 7—v) — 3 (Cveog A T)
2 |1,2(Rs) —2(Ce—v)
L

Tarea 3

1 (Co—a) — 1 (Ra) = 1(T1a) — 3(T14)

Fase 2
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1(TTa) = 2(T1a) — 2, 3 (Caec)

]
2 (Ra)

Fase 3

Si bien, en la Tabla 12 se muestran unas transformaciones esperadas en cada tarea y fase, estas
se pueden organizar en una sola red de representacion, en tanto que los objetivos de las tareas es
construir las ITF (reciprocas y Pitagdricas). Por lo que la Tabla 12 se complementa con las
categorias de la triangulacion (explicadas en el analisis de resultados) en la siguiente red que se
espera, logren realizar los estudiantes:

Figura 11

Red de Representacion ldeal o Completa de las Actividades

ITF
(Objeto Representado)

Tta Ce—a Ty Ge—v Tty Co—r

R, Ry Ry

Cy —c Cy—v Cy—1 Gy G Gy G v G ¢

Coerr

La red inicia en registro Grafico (G), donde el estudiante debe hacer un reconocimiento de este
(Re), en las tres tareas debe hacer conversiones del registro gréfico a los otro tres: Algebraico (A),
Verbal (V) y Tabular (T). En cada uno de estos registros, debe reconocer sus elementos (Ra), (Rv),
(R1) y luego hacer conversion (C—) (lineas azules, verdes y naranjas) entre unos y otros para

poder coordinarlos. NOtese que en cada registro se indica el tratamiento (T1). Finalmente aparecen
las coordinaciones (C<>).
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El disefio de las tareas se orientd desde los analisis preliminares realizados en la primera fase.

En la siguiente Tabla se relaciona el aporte de cada dimensién al disefio:

Tabla 13

Aportes del Andlisis Preliminar al Disefio de las Tareas

Desde la dimension
Historica-
epistemologica.

Desde la dimension cognitiva

Desde la dimensién Didactica

La geometria del
circulo es la base de
la construccion vy
comprension de las
identidades
trigonométricas
fundamentales.

El  proceso  cognitivo  de
visualizacibn ~ matematica  es
fundamental para construir vy

comprender  las  Identidades
Trigonométricas, pues se hace uso
de un AGD. EI cambio de registro,
partiendo del grafico a otros y
luego haciendo una coordinacion,
se hace fundamental en este
proceso. Asi mismo, juega un
papel fundamental los
conocimientos previos de los
estudiantes.

Las Identidades Trigonométricas
se construyen desde un ambiente
dindmico saliéndose de esos
espacios estaticos tan comunes en
la ensefianza de la trigonometria,
atendiendo al desarrollo histérico
de este objeto y dando un
tratamiento  diferente al que
presentan los libros de texto. La
herramienta arrastre y hoja de
calculo del AGD propician dicho
dinamismo. Esto permite el uso de
multiples representaciones de las
ITF.

3.2.1. Andlisis a priori

A continuacion se presenta una descripcion de las tres tareas con sus analisis a priori, las

hipdtesis del disefio y las variables micro-didacticas.

3.2.1.1. Tarea 1: Identidades trigonométricas reciprocas.

Medio: AGD GeoGebra.

Objetivos: Construir y comprender las identidades trigonométricas reciprocas visualizandolas a

través de la geometria en el circulo.
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Descripcion de la tarea 1:

Se pretende que el estudiante realice un proceso de construccion de las razones trigonométricas
en GeoGebra, de tal manera que tenga una compresion de estas desde un enfoque geométrico
(génesis artificial). En esta tarea, es indispensable que asigne a cada vector, una razon; esto para
que pueda determinar las relaciones entre ellos y pueda inferir las identidades reciprocas.

Conocimientos previos: se hace necesario que los estudiantes hayan sido instrumentalizados
en el uso de GeoGebra, ademas de algunos objetos matematicos como el Teorema de Pitagoras,
las razones trigonométricas en un triangulo rectangulo, razones y proporciones, clasificacion de
angulos, la circunferencia y el circulo y algunos de sus elementos (radio, cuerda, arco, recta

tangente y secante), rectas paralelas y perpendiculares.
La tarea 1 de acuerdo con el analisis preliminar:
Analisis a priori.

1) De manera general:

a) Como se pudo evidenciar en el analisis cognitivo, las dificultades con ciertas
. . . 1 e 1
equivalencias, como por ejemplo — = 0D = cosecante 0 o= CsCa, se pueden
presentar en los estudiantes, principalmente al hacer el cambio de registro, ya que ellos
1 . . 2
pueden creer que oo sena. Sin embargo, se espera ir superando este error, obstaculo

epistemologico, con la construccidén geométrica.

b) La visualizacion matematica es un proceso cognitivo que no se ha fortalecido en la
escuela, tal como lo menciona Presmeg (1986):

“El Curriculum escolar de matematicas, en el que el logro es medido a través de los
resultados de los exdmenes, favorece al pensador no visual y en la mayoria de los salones
de clase la ensefianza enfatiza los métodos no visuales” (citado en Hitt, 1998, p. 29).
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Por lo anterior, se espera que la formacién de imégenes y el uso de estas para la
construccion del conocimiento matematico, sea un proceso lento por parte de los
estudiantes. Esto puede afectar sus construcciones y comprensiones. Se prevé ciertas
dificultades al interactuar con la construccion “Tarea 17 en tanto que esta es compleja

por la cantidad de vectores que presenta (obstaculo didactico).
c) Es posible que los estudiantes presenten ciertas dificultades en los conocimientos
previos descritos anteriormente, esto puede afectar las conclusiones a las que puedan
Ilegar con la construccién geométrica (obstaculo epistemoldgico).
2) De manera particular:
Comportamientos previstos de acuerdo con la matriz de anélisis:

Fase 1: Situacién de accion.

A continuacion, se presenta una posible solucion de la tarea 1 //fase 1. Se considera que el

estudiante se encuentre en cada categoria de acuerdo con sus respuestas segun la Tabla 11.

Tabla 14

Tarea 1. Solucién Fase 1

Tareal

Identidades reciprocas.

Fase 1: Situacion de accion. Interactle con la construccién geométricamente.
Las razones trigonomeétricas se pueden construir geométricamente en un circulo unitario donde se pueden determinar de
manera aproximada, para angulos entre 0° y 360°

Dado un circulo goniométrico, se construyen algunos vectores que tienen las siguientes caracteristicas:
- Si el vector apunta hacia la derecha, hacia arriba o hacia el exterior de la circunferencia, su valor es positivo.
- Si el vector apunta hacia la izquierda, hacia abajo o hacia el interior de la circunferencia (termina en el centro de esta),
su valor es negativo.

1) Abra el archivo “Tarea 1”. Arrastre el punto B y observe lo que sucede. A continuacion:

1a) Determine el signo de cada vector (diferencidndolos por color y nombre) en cada cuadrante del plano cartesiano:
Nombre | Cuadrante | Cuadrante | Cuadrante | Cuadrante
I 1 1l V.

Color del vector
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Azul oscuro A_§ + + - -
Rojo 04 + - - +
Verde oscuro CcD + - -
Verde claro EF + - -
Fucsia oD + - - +
Azul claro ﬁ + + - -

Puedes observar como cambia el angulo central y la medida de cada vector. Explica:

2).

1b). Cuando arrastras el punto B, ;Qué cambios se presentan en el vector CD cada vez que cambia la medida del
angulo central?

En el primer cuadrante, a medida que aumenta el valor del angulo central también aumenta la longitud del

vector €D. En el segundo cuadrante sucede lo contrario: pues a medida que aumenta el valor del angulo
central, disminuye la longitud del vector. En el tercer cuadrante sucede lo mismo que en el primero y en el
cuarto cuadrante sucede lo mismo que en el segundo.

1c). ¢Qué sucede con este vector cuando se sobrepone el punto B sobre el punto E y sobre E’? Explica. ;Cuantos
grados mide el angulo central en cada una de estas posiciones?

Cuando se sobrepone el punto B sobre los puntos E 'y E’, el vector CD se extiende infinitamente, su distancia o
longitud no se puede determinar. En el punto E el angulo mide 90° y en el punto E’ mide 270°

Encuentra la longitud de cada vector y registra los datos en la siguiente tabla, asociando los colores similares.
Arrastrando el punto B, registralos 3 veces:

Longitud del vector.
Nombre del vector Dato 1 Dato 2 Dato 3 Dato 4
ﬁ 0.81 0.99 0.46 0.35
ﬁv’ 1.23 1.00 2.13 2.81
m’ 0.58 0.12 0.88 0.93
mj 1.71 8.19 1.13 1.06
ﬁ)’ 1.39 8.13 0.53 0.37
ﬁv’ 0.71 0.12 1.88 2.63

¢Qué relacion hay entre las medidas de los vectores asociados (en cada columna)?

En los dos primeros casos la longitud de los vectores AB y 0A siempre estan entre 0 y 1, o teniendo en cuenta
el cuadrante donde se tome la medida, entre 0 y -1 (es importante tener en cuenta que piden longitudes y las
longitudes son positivas)

Una relacién importante que se da entre los dos nimeros relacionados es que el segundo es el reciproco del

primero, es decir, OF es reciproco de AB, OD de 04 y EF de CD. Esto se determind, porque al dividir 1 entre
el valor del primer vector, da como resultado el segundo vector.

En esta fase, se espera que el estudiante reconozca los elementos del sistema semiotico de la

representacion geométrica presentada (G) tales como:

- elementos de un sistema de coordenadas cartesianas identificando sus ejes y cuadrantes.
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- Circulo goniométrico: identifica la medida del radio.

- Circunferencia y algunos de sus elementos: centro, recta tangente.

- Segmentos orientados (vector) y su signo.

- Angulo en posicion normal y angulo central.

- Representacion decimal de los nimeros Reales.

- Ademas de estos saberes matematicos, es indispensable el uso de GeoGebra y algunas de

sus herramientas (“Distancia o Longitud”, el arrastre, etc.).

Es importante resaltar que, si el estudiante hace una conversion de registros, deberia reconocer
los elementos del registro de llegada, por ejemplo: en el Algebraico (A), se espera que reconozca
elementos como operaciones, potencias, radicales, etc. Asi mismo, con los registros Tabular
(representacion decimal de los Reales y aproximaciones por defecto y exceso, representacion de
un vector) y Verbal. También se prevé que el estudiante logre hacer un cambio del registro gréafico
al verbal en las preguntas 1b y 1c, explicando por escrito la indeterminacion de la Tangente del
angulo central cuando este mide 90°.

Se prevé que en la pregunta 2 el estudiante realice en un primer momento, una conversion, pues
deben pasar de un registro Grafico a otro Tabular donde el uso de los ndmeros reales es
fundamental. Cuando se encuentren en este registro Tabular, deberan hacer transformaciones
internas o tratamientos (operaciones basicas, por ejemplo) para poder encontrar la relacion entre

los vectores asociados por colores. El arrastre y la medida se hacen necesario en este proceso.

Situacion 2: Situacion de formulacion.

Una solucion a la tarea 1//fase 2, podria ser la siguiente:

Tabla 15

Tarea 1. Solucién Fase 2

Fase 2: Situacién de formulacién. Reflexione y formule.

1) Abra la hoja de célculo de GeoGebra (vista — hoja de célculo) y digite los datos de la segunda fila:
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Angulo M?)—(gda Medida Medida | Medida Medida | Medida | Medida
(hipotenusa) AB 0A CD EF 0D OF
A OB AB OA cD EF oD OF

Al arrastrar el punto B puedes observar como cambian los valores en la segunda fila.

-Analiza y contrasta las ideas que explicaste en la fase 1 con lo que estas observando en la tabla. Con el uso de la
calculadora, realiza diferentes operaciones basicas entre los vectores asociados (por color) y encuentra la relacion
entre sus medidas. ¢Puedes escribirlos como una expresién matematica?

Se debe realizar las siguientes operaciones:
1, 1, 1,
— = OF — =0D — = EF
AB OA (W)
2). En la construccion geométrica, se visualizan tridngulos rectangulos en los cuales uno de sus angulos agudos
es o (el angulo central). Si determinas las razones trigonométricas de a en el triangulo AOB ;Con qué
vector de la tabla anterior estan relacionados? Explica

En el triangulo AOB se marca el angulo a. Siendo 4 de 90°, OB es la hipotenusa cuya longitud es de 1

unidad (por ser un circulo unitario o goniométrico), AB el lado opuesto al Angulo a y OA es el adyacente.

. cateto opuesto _ cateto adyacente _ cateto opuesto
Teniendo en cuenta que senaa = ————  , coOsa = ——— Yy tana =———————, Se pueden
hipotenusa hipotenusa cateto adyacente

determinar estas razones para el triangulo AOB:

AB _ —— 04 _— 4B . . —
sena =—-= AB, cos a= - 0OA, tan a = ol este valor es el mismo que la longitud del vector CD.

En conclusién, se tiene que:
sena = AB cos a=0A tan a =CD

3). ¢Con qué razones trigonomeétricas se pueden relacionar los otros vectores? Explica

Teniendo en cuenta lo que se respondio en el punto 2 de la fase 1, en el punto 1 de la fase 2, ademas de la

cateto adyacente hipotenusa

definicién de las otras razones trigonométricas (cota = ————  ; secao=———— Y
cateto opuesto cateto adyacente

hipotenusa . . Cps
csca=———— — ) los otros vectores se pueden relacionar con las razones trigonométricas de la
cateto opuesto

siguiente manera:
04 . . — —
cota == este valor es igual a la longitud del vector EF; por lo tanto, cota = EF
1 . . —_ N
seca = —, este valor es igual a la longitud del vector OD; por lo tanto, seca = 0D

1 . . —_— —_—
csca = —, este valor es igual a la longitud del vector OF, por lo tanto, csca = OF

4). Escribe la expresién matematica igualando cada vector a una razén trigonométrica. Con la hoja de calculo
o una calculadora, verifica que se cumplen dichas igualdades para cualquier valor del &ngulo.

sena = AB cos a=0A tan = CD
cota = EF seca = 0D csca =OF

Estas igualdades se conservan para los valores de a cuando se arrastra el punto B por los cuatro
cuadrantes.
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En la fase 2, pregunta 1, se espera que el estudiante realice la conversion del registro Gréfico al
Tabular (reconociendo los elementos del segundo registro) para después hacer tratamientos en
este, segun lo que se le pregunta en el segundo item. Si el estudiante no logra encontrar la relacién
especifica que se necesita para continuar con el resto de la tarea (pregunta 2 de la fase 1), este
segundo item es para complementar esta busqueda. Para dar esta respuesta, se espera que tenga en

cuenta el concepto de reciproco de un nimero, sin embargo, podria presentar un error descrito en

el analisis didactico: considerar, por ejemplo, que las expresiones sena = ? ysena = % son iguales.

En la segunda y tercera pregunta de esta fase, se espera que el estudiante realice una conversién
desde lo tabular (apoyado en el grafico) a la expresion analitica. En este caso, se considera
relevante la medida del radio: » = 1, sin esta medida, no se podran determinar directamente las
razones y, por consiguiente, las identidades reciprocas. Se preveé que el estudiante haga un
tratamiento a las expresiones que ha obtenido, asi, por ejemplo, se espera que comprenda que la
medida de la hipotenusa (r) permite dividir de tal manera que el vector lo puede relacionar
directamente con la razon trigonométrica. Para esto, es importante el uso de la herramienta
“Distancia o Longitud”. Si el estudiante tiene dificultades con conocimientos previos referentes a

“razones trigonométricas en un triangulo rectangulo”, podrian no determinar estas relaciones.

En la cuarta pregunta, el estudiante debe hacer un tratamiento que le permita comprobar que su
formulacion ha sido correcta, esto es fundamental para pasar al proceso de validacion. Este
tratamiento se hara en el registro algebraico, apoyandose en el grafico, sin que esto signifique una
coordinacion de los mismos. Cabe resaltar que cada que pase a un nuevo registro, debera reconocer

los elementos de este, es decir, estar en la categoria A.
Situacion 3: Situacion de validacion.

Una solucion a la tarea 1//fase 3, podria ser la siguiente:
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Tabla 16
Tarea 1. Solucion Fase 3

Fase 3: Situacién de validacion.

1). Teniendo en cuenta lo expresado en la fase 2, expresa matematicamente igualdades entre los 6 vectores
(asociando sus colores) y luego reemplaza el nombre de cada vector por la razén trigonométrica
correspondiente.

Teniendo en cuenta lo expresado hasta el momento y por la definicion de cada una de las razones
trigonométricas, se puede determinar que las que estan asociadas por colores, son reciprocas, asi, por

R 1 T . . z
ejemplo, en csca = = Se reemplaza AB por su razon correspondiente, el Seno del &ngulo, entonces:

1 .. z
csca = —-, de manera similar se hace con la secante del angulo: seca =

cos o’

0os a

. 04 S
En la cotangente del angulo, se reemplaza cota = = por cota = , al dividir estos valores da como

. s AB ) -
resultado la longitud del vector EF, como tan a = Fri % (reemplazando) y ademés al multiplicar

los vectores CD y EF, el resultado es 1 (en ocasiones da 0,99..., porque en la hoja de calculo sélo dan dos

cifras decimales, pero este valor se redondea a 1 o si se hace la operacion en la hoja de calculo, da

exactamente 1), se concluye que la tangente y la cotangente del angulo son reciprocas, asi que cota =
1

4
sena

tan a

En conclusion:

1 -
cscao = secao = —— cota= y de manera analoga, se comprueba que:
sen Cos tan a
1
sena = cosqx = —— tana =
csca sec cota

2) Explique al profesor y compafieros dichas expresiones.

Se espera que, en esta fase, el estudiante realice una coordinacién de registros, entre el
algebraico y el grafico, para validar la fase 2 y poder determinar las Identidades Trigonometricas
Reciprocas. En el registro algebraico, debe hacer tratamientos para poder pasar de las razones que
construyo en la fase 2 a las ldentidades que seria la conclusion que se espera de ellos. La
coordinacion se presenta cuando logra articular el registro grafico (medida de los vectores con los
otros que son reciprocos) y la expresion algebraica, comprendiendo que el registro algebraico es

una eleccion adecuada para generalizar su conclusién.

La segunda parte de esta fase constituye la situacién de institucionalizacién, que permitira
escuchar al estudiante para identificar algunas construcciones de su conocimiento que no se puedan

comprender desde su produccién escrita. En este punto, se espera una conversion de toda su
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construccion al registro verbal, asi mismo, el estudiante podria hacer coordinacion de registros en

su explicacion.

3.2.1.2. Tarea 2: identidad trigonométrica pitagorica fundamental.

Medio: AGD GeoGebra.
Objetivos: Construir y comprender la identidad Pitagérica Fundamental a través del proceso

cognitivo de visualizacion matematica en un AGD y determinar otras a partir de esta.

Descripcion de la tarea 2:

Se pretende que el estudiante interactte con una construccién geometrica en GeoGebra similar
a la realizada en la situacion 1, con la diferencia que el radio del circulo tiene otra medida. A partir
de esta, la hoja de calculo y haciendo uso de su proceso de visualizacion matematica, se espera
que pueda llegar a concluir que

sen*a + cos*a=1
Conocimientos previos: es importante que el estudiante tenga conocimientos basicos sobre

nameros reales, ecuaciones, factorizacion, propiedades de potencias y radicales, razones

trigonométricas y Teorema de Pitagoras, ademas del uso de GeoGebra.

3.2.1.3. Tarea 3: otras identidades pitagoricas.
Objetivos: Construir y comprender las otras identidades Pitagoricas basicas a través del proceso
cognitivo de visualizacion matematica en un AGD y determinar otras identidades a
partir de estas.

Descripciodn de la tarea 3:

Se pretende que los estudiantes construyan las otras dos identidades Pitagoricas haciendo uso

de una construccion geométrica similar a la que se les present6 en la tarea 1. Deben reconocer en
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esta construccion, a través del proceso de visualizacidén matematica, donde se “manifiesta” el

teorema de Pitagoras. Por lo tanto, se espera que lleguen a concluir que:

tan’a + 1 = sec’a y cot?a + 1 = csc’a

Conocimientos previos: es fundamental que los estudiantes comprendan muy bien el teorema

de Pitagoras, razones trigonométricas y ecuaciones.

Como estas ITF tienen similitudes como objetos matematicos, se prevé unos comportamientos
generales comunes en las tareas 2 y 3, por esto, de acuerdo con el andlisis preliminar, se presentan

estas generalidades en conjunto.

La tarea 2 y 3 de acuerdo con el analisis preliminar:

Anélisis a priori.

Teniendo en cuenta que los estudiantes deben construir las identidades Pitagoricas basicas y

las que se obtienen a partir de estas en las tareas 2 y 3, se hace este analisis de manera conjunta:

1) De manera general:

a) Es posible que los estudiantes presenten ciertas dificultades y errores que se mencionan
en el andlisis cognitivo. Dichas dificultades pueden estar relacionadas con la
factorizacion, solucion de ecuaciones, despeje de variables, aplicacion de las

propiedades de los radicales y el teorema de Pitagoras (obstaculos epistemoldgicos).

b) EI dinamismo que proporciona GeoGebra puede ser motivador para el estudiante, en
tanto que estan acostumbrados a trabajar en ambientes estaticos, sin embargo, pueden
presentar algunas dificultades ya que deben desarrollar otros procesos de pensamiento

como la visualizacién matematica, aunque se prevé que dichas dificultades sean un poco
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menores respecto a la “tarea 17, siempre que hayan logrado comprender esta (obstaculo

didactico).

c) Las construcciones geométricas se trabajan muy poco en clase, por lo que puede tomar
desprevenido al estudiante en algunos aspectos importantes, como por ejemplo, la
medida del radio del circulo (obstaculo didactico y epistemoldgico), ya que esta medida
condiciona las posibles soluciones. Asi mismo, podria suceder que el estudiante
pretenda validar sus procesos y construcciones de conocimientos por medio del
profesor, sin tener en cuenta las retroacciones del medio, pues estan acostumbrados a

ello.

2) De manera particular:

a) Comportamientos previstos en la tarea 2 de acuerdo con la matriz de analisis:

Fase 1: Situacién de accion.

A continuacién se presenta una posible solucion de la tarea 2 //fase 1. Se presenta el mismo

analisis con la matriz:

Tabla 17

Tarea 2. Solucién Fase 1

Tarea 2.
Identidad trigonométrica fundamental
Fase 1: Situacion de accion. Interactle con la construccién geométricamente.

Dado un circulo de radio r, se construyen vectores y algunos poligonos. Abra el archivo “Tarea 2”y observe.
Escriba algunas caracteristicas de la construccion, por ejemplo:
1) Mida la longitud de los vectores que conforman el tridngulo. ¢Puedes determinar alguna relacion entre estas

medidas? Explica (si encuentra alguna relacién, arrastra el punto B y verifica que lo que planteaste se cumple
para cualquier valor del angulo. Si no es asi, reformula).

Al tomar las longitudes, se tiene que 04 = 2,33, AB =256y OB = 3,46

Por ser este un triangulo rectangulo (90° en A), se cumple que la suma de los cuadrados de OA y de AB
es igual al cuadrado de OB. Si se arrastra el punto B, esta relacion se conserva: 2,332+ 2,567 = 3,467
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2) ¢Qué teorema se cumple en la construccion? ;Cudl es la formula de este Teorema?

Se cumple el Teorema de Pitagoras. Su Férmula es: h?= a2+ b siendo h la hipotenusa (OB), ay b los
catetos (04 y AB respectivamente).

3) ¢Qué relacion hay entre las areas de los 3 cuadrados? Justifica.

Al tomar el area de cada cuadrado con la herramienta “Area” y al sumar el area de los dos cuadrados
pequefios, da como resultado el area del cuadrado grande. Esto se da porque se cumple el Teorema de
Pitagoras.

4) Teniendo en cuenta la “Tarea 17, ;Qué razones trigonométricas estin en juego en esta construccion? Justifica.
En esta construccion, estan en juego las razones trigonométricas seno (AB) y coseno (0A), sin embargo,
se debe tener en cuenta que el radio es diferente de 1. En esta construccion, la hipotenusa no es 1 como
en la “Tarea 17, sino 3,46 por lo tanto,

4B 04
senf =— y cosO =—
3,46 3,46

Se espera que los estudiantes tengan una menor dificultad en la categoria A de la matriz de
analisis, es decir, que reconozcan los elementos del sistema semidtico. En este punto en particular,
se prevé que puedan reconocer las lineas trigonomeétricas sin dificultades, pues esto se trabajé en
la “tarea 17, ademas, de acuerdo con sus conocimientos previos, se espera que reconozcan angulos
rectos y triangulos rectangulos y puedan determinar el Teorema de Pitagoras, pues en la
construccion se muestra una prueba de este de manera grafica. Asi, se prevé que logren realizar
una conversion del registro Grafico al Algebraico, en las preguntas o items 1, 2 y 4, haciendo un
tratamiento algebraico en los items 1 y 4, y una conversion del registro grafico al Verbal en la

pregunta 3.

A pesar del avance que el estudiante pudiere lograr en las anteriores preguntas, se espera una
mayor dificultad al hacer una conversion de registro pasando del Gréafico al Algebraico. Esto se
puede presentar, pues segun lo expuesto en el analisis didactico, los estudiantes le podrian restar
importancia a la medida del circulo y considerar este como si fuese goniométrico, por lo pueden

concluir que send = AB y cosf = 0A.

Situacion 2: Situacion de formulacion.

Una solucion a la tarea 2//fase 2, podria ser la siguiente:
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Tabla 18
Tarea 2. Solucién Fase 2

Fase 2: Situacion de formulacion. Reflexione y formule.

Por ser este un triangulo rectangulo y tener un angulo en posicién normal, se presentan algunas relaciones entre las
medidas de sus lados. Al desplegar la hoja de calculo de GeoGebra, encuentras unos datos relacionados con dichas
medidas.

1) Toma las medidas de los lados del triangulo usando la herramienta “Distancia o Longitud”.
Dando doble clic o colocando el cursor en las celdas C2, D2, E2 se puede ver como se obtienen los valores de
estas. Arrastrando el punto B, se comprueba que se cumple para cualquier valor del angulo. ;Qué relacion hay
entre los valores de las celdas y la medida de los lados del triangulo? Explica.

Si nuevamente se toman las longitudes o se hace que estas cambien por medio de arrastre, se tiene que:
AB =293
0A4’= 184
OB =346

Loa valores de las celdas son los cuadrados de los lados del triangulo:
La celda C2 es el cuadrado de AB
La celda D2 es el cuadrado de 04
La celda E2 es el cuadrado de OB

2) Arrastra el punto B y observa los cambios en los valores de las celdas C2, D2 y E2. Registra los datos en una
tabla.

¢Que relacion hay entre estos valores y el radio del circulo? ¢Por qué se presenta esta relacion? Explica.

C2 D2 E2

8,58 3,39 11.97
5,93 6,04 11,97
8,33 3,64 11.97

E2 es el cuadrado del radio del circulo. Al sumar C2 y D2 (los cuadrados de los otros dos lados del
tridngulo 0AB) se obtiene el valor de E2. Esta relacion se presenta porque el triangulo es rectangulo y se
cumple el Teorema de Pitagoras.

3) A partir de las medidas de los lados del triangulo se puede obtener los valores de las celdas A8 y B8, pero
también con los valores de las celdas C2, D2 y E2. Explica cada procedimiento y comprueba si es correcto
arrastrando el punto B y haciéndolo con otros valores.

Teniendo en cuenta la respuesta de la pregunta 4 de la fase 1, en esta construccion esta en juego las
razones seno y coseno.

Desde el triangulo: se eleva al cuadrado la longitud de cada lado del tridngulo, por lo que la razén
trigonométrica también debe estar elevada al cuadrado (para conservar la igualdad):

AB?
4

Tac Sin importar el valor de AB y 6, el resultado siempre va a ser la celda A8.

sen?0 =

cos? 0= Sin importar el valor de 04y 6, el resultado siempre va a ser la celda B8.

3,462

04*
A
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Como los valores de las celdas C2, D2 Y E2 son los cuadrados de los lados del triangulo, solo hay que
dividir £

D2 E2 .
ya_ . en el primer caso, da el valor de A8y en el segundo caso da el resultado de B8.

2
E2

A8 2 -—psg

E2

4) Encuentra qué relacion hay entre el radio r y entre r-sen@ y r- cos 0, utilizando toda la informacion
disponible en el gréfico y la hoja de calculo, ademas de lo que respondiste en las preguntas 2 y 4 de la fase 1. Es

posible que requieras factorizar por medio del caso de “factor comun”.

Como se cumple el Teorema de Pitagoras, entonces se eleva cada expresion al cuadrado:
r%-sen’*0 +1r?%-cos?*0 =1

Luego, sacando como factor comun a r2, se tiene que
r%(sen? 0 + cos? 0 ) =r?

Dividiendo a ambos lados de la igualdad por 7?2:
%(sen? 0 + cos? 0 2
Ioen04cos9) _ I asique sen? 0 + cos? 0 = 1
r r

5) Teniendo en cuenta lo que explicas en el punto 4 de la situacion 1 y en la situacion 2, se puede representar esto
de manera mas general, siempre que se cumpla para cualquier valor del angulo central.

La forma general es una igualdad matematica. ¢Cual podria ser dicha representacion? Escribela segun lo
expresado en el punto anterior. También se puede apoyar con una operacion entre las celdas A8 y B8: sin
importar el valor del &ngulo, ¢a qué es igual esta operacion? Escribe su expresion en términos de las razones
trigonométricas involucradas.

Segun lo que se explicd en el punto 3 de la fase 2, el valor de la celda A8 es sen? 8 y el valor de la celda
B8 es cos? 0. Teniendo en cuenta que en la construccion geométrica se cumple el Teorema de Pitagoras,
entonces se pueden sumar estos dos valores, por lo tanto:

A8 + B8 =1 (siempre que se suman estas dos celdas, el resultado es 1, sin importar el valor del &ngulo
central).
Sustituyendo A8 y B8:

sen’0 +cos*0=1

En esta fase, se espera que los estudiantes reconozcan los elementos del sistema semidtico
inicial, el Gréafico, por lo que la pregunta 1 también esta orientado a ello. En particular, se prevé
que:

- Reconozca angulos en posicion normal.

- Triangulos rectangulos y sus elementos (hipotenusa, catetos).

- Como en la fase 1, la comprobacion del Teorema de Pitagoras es fundamental.

Lo anterior permitiria que pasen de un registro grafico a uno verbal, pues en la pregunta 1

deberan explicar, indirectamente, el Teorema de Pitagoras.
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En la pregunta 2 se espera, primero una conversion de registro, pues deberd pasar del Gréfico
al Tabular y después al verbal, en este punto, se prevé que explique el Teorema de Pitdgoras en
esta tabla, para esto debera hacer un tratamiento en el registro Tabular. Se preve que la pregunta 2
no signifique mayor dificultad, pues el estudiante podria identificar facilmente el Teorema de
Pitagoras, sin embargo, podria haber una mayor dificultad para llegar a la respuesta esperada en la
pregunta 3, pues nuevamente entra en juego la medida del radio del circulo. El estudiante podria
caer en el error explicado en la fase 1 de esta misma tarea. En esta pregunta, se espera que logre
hacer un tratamiento Algebraico a partir de la pregunta 4 de la fase 1, pero ademas deberia
coordinar los registros algebraicos, tabular y grafico, comprendiendo que el algebraico generaliza
lo que se muestra en el tabular y que el grafico permite comprobar la veracidad de estos dos.

La pregunta 4 obedece directamente a un tratamiento. La transformacion interna que el
estudiante pueda realizar aqui esta relacionada con la comprension que haya hecho de la medida
del radio. Podria restarle importancia a dicha medida e igualar la expresion a 3,46 (medida de r en
la construccion), por esto se le solicita que factorice por medio de factor comdn. Este tratamiento
que haga de la expresion no asegura que pueda llegar a la Identidad, pues también podria presentar

dificultades en el proceso de factorizar.

Por lo anterior, la pregunta 5 se disefia con el objetivo de reforzar o permitir que el estudiante
reflexione acerca de lo construido hasta el momento. Se espera que, con esta pregunta, logre hacer
un tratamiento a partir del tratamiento que pudiere haber realizado en la pregunta 3 de esta misma
fase y llegar a la Identidad Pitagdrica Fundamental
Situacion 3: Situacion de validacion.

Una solucion a la tarea 2//fase 3, podria ser la siguiente:

Tabla 19

Tarea 2. Solucién Fase 3

Fase 3: Situacion de validacion.
1) Comprueba si lo que plateaste en el punto 5 de la fase 2, efectivamente se cumple para cualquier valor del &ngulo
(con el arrastre del punto B. Si no es asi, reformule).
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2) Despejando las razones trigonométricas (una a la vez) en la expresion matematica anterior, se pueden obtener
otras a partir de esta. Realiza esta operacion y escribela en la tabla.

Comprueba que las igualdades se cumplen a través del arrastre del punto B. Siempre tenga en cuenta el valor
del angulo 8. Recuerda que todo debe estar en términos de las razones trigonométricas involucradas.
Expresién original Despeje de cada razén.

sen’0 =1 — cos? 0
sen’ 0 +cos’0 =1 gen 9 = +vV1— cos?0
cos’0 =1 — sen?0

cos@=++V1— sen?0

3) Explica tus conclusiones con tus propias palabras a tus compafieros y profesor.

En esta fase, se prevé que el estudiante haga un tratamiento de la Identidad Trigonométrica
Pitagodrica para que luego coordine este registro con el tabular y gréfico, permitiéndole validar la
tarea 2. Como se menciono en los aspectos generales de este anélisis, podria haber dificultades en
el uso de las retroacciones que el medio le proporciona para lograr dicha validacion. El numeral 3
tiene por objetivo dar cuenta de la comprension de estas retroacciones y de la coordinacion de
registros que el estudiante haya realizado, por lo que también se espera una conversion de todo el

trabajo, a un registro verbal.

b) Comportamientos previstos en la tarea 3 de acuerdo con la matriz de analisis:

Fase 1: Situacién de accion.

A continuacion se presenta una posible solucion de la tarea 3 //fase 1

Tabla 20

Tarea 3. Solucién Fase 1

Tarea 3.
Otras ldentidades Trigonométricas Fundamentales.
Fase 1: Situacién de accién. Interactie con la construccion geométrica —defina algunos elementos.
Abra el archivo “Tarea 3”.
En esta construccion se encuentran un circulo unitario y algunos triangulos rectdngulos donde se involucran las
seis (6) razones trigonométricas.
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1). Identifica los tridngulos rectangulos (exceptuando el que se observo en la tarea 2). Escribe el nombre de cada
uno (usando las letras de los veértices) y determine el angulo de 90°. Puedes ayudarte con la herramienta
“Poligono” para resaltarlos.

En la construccion se pueden observar dos tridngulos rectangulos (si se exceptia el de la tarea 2):
1) Triangulo OFE con angulo de 90° en E
2) Triangulo OCD con angulo de 90° en €

2). Escribe cudles razones trigonométricas consideras que estan involucradas en cada uno de los triangulos y define
los catetos y la hipotenusa de cada uno.

1) En el tridngulo OFE estan involucradas las razones csc a (vector ﬁ) y cot « (vector ﬁ).
En este triangulo, los catetos son EF (cota) y el radio, que en este caso es igual a 1 unidad.
Como el angulo de 90° es E, la hipotenusa es OF (csc o)

2) En el triangulo OCD estan involucradas las razones sec a. (vector ﬁ) y tan a (vector C_D)).
En este triangulo, los catetos son €D (tan a) y el radio, es igual a 1 unidad.
Como el angulo de 90° es C, la hipotenusa es oD (sec a)

Arrastra el punto B a cada uno de los cuadrantes. Comprueba si los triangulos que identificaste siguen siendo
rectdngulos (ten en cuenta los vértices). Si no es asi, inicia nuevamente en el punto 1 hasta que selecciones los
triangulos que son rectangulos sin importar el cuadrante en el que se encuentre.

Se prevé que los estudiantes presentaran poca o ninguna dificultad al reconocer los elementos
del registro Grafico en el item 1y 2. Al respecto, identificarian los triangulos rectangulos presentes
en la construccion, sus elementos (angulo recto, catetos e hipotenusa) y las razones trigonométricas
involucradas. El propio medio les propiciara las retroacciones para determinar que los triangulos
que elije son los correctos. En la pregunta 2, debera hacer una conversion del registro gréafico al
verbal. Le escasa dificulta que se pueda presentar, radica en que se hizo institucionalizacién en las

tareas 1y 2, por lo que se espera que esto ayude en la tarea 3.

Situacion 2: Situacion de formulacion.

Una solucion a la tarea 3//fase 2, podria ser la siguiente:

Tabla 21

Tarea 3. Solucion Fase 2

Fase 2: Situacién de formulacién. Reflexione y formule.

Por ser triangulos rectangulos y teniendo en cuenta su construccion, se cumplen ciertas relaciones entre sus
lados, debido esto al Teorema de Pitagoras.
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1). Con la herramienta “Distancia o Longitud” mide los lados de cada triangulo resaltado.
Indica dichas relaciones (en cada triangulo). Escribelas.

1) Enel triangulo OFE: EF = 0,76  r=1 (catetos)
OF = 1,26 (hipotenusa).
Como se cumple el Teorema de Pitagoras, entonces: 0,762 + 12 = 1,26 por lo tanto EF? +r? = OF?2

2) Enel triangulo OCD: CD = 1,32  r=1 (catetos)
0D = 1,65 (hipotenusa).
Como se cumple el Teorema de Pitagoras, entonces: 1,322 + 12 = 1,652 por lo tanto CD? + r2 = OD?

2) Arrastra nuevamente el punto B e indica si las relaciones se conservan o no. Reformula hasta que encuentre la
expresion que se cumple para cada valor del angulo.

3) Teniendo en cuenta estas relaciones entre los lados de cada triangulo, se puede formular de manera mas general
a través de una expresion matematica.
Formula esta expresion matematica para cada triangulo, que represente la relacion encontrada, reemplazando
el vector por la razon trigonométrica involucrada.

Reemplazando segun lo que se respondié en la pregunta 2 de la fase 1:
1) Enel tridngulo OFE: EF? +r% = OF?
cota? +1=csca?

2) En el triangulo OCD: CD? + r? = OD?
tano? + 1 =sec o?

Enel item 1 se preveé que el estudiante realice una conversion del registro Grafico al Algebraico.
En este ultimo, debera reconocer los elementos del registro de llegada, como las operaciones que
se pueden realizar segun el Teorema de Pitagoras. Es importante el tratamiento que el estudiante
realice en esta fase, pues facilitara el proceso para llegar a las Identidades que se les pide. Sin este
tratamiento se podria decir que se le dificultard cumplir el objetivo de la tarea. Dicho tratamiento

se espera gque se de en los items 1y 3.

Situacion 3: Situacion de validacion.

Una solucion a la tarea 2//fase 3 podria ser la siguiente:

Tabla 22

Tarea 3. Solucién Fase 3

| Fase 3: Situacion de validacion.
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1). En la siguiente tabla, escribe las expresiones matematicas con las razones trigonométricas involucradas en cada
triangulo segun lo realizado en el punto 3 de la fase 2. Verifica si esto es verdadero para cualquier valor del
angulo, asi que arrastra el punto B y reemplaza el angulo en la expresion. Reformula en caso de que no sea

igual.
Triangulo Expresién matematica planteada.
A OFE cota? +1=csca?
A OCD tana® + 1 =sec o?

2). Despeja la razon trigonométrica en cada expresion matematica con el objetivo de obtener otras (Si hay méas de
una razon trigonométrica involucrada, primero despeja una y después la otra).
En la tabla, escribe las formulas de las nuevas expresiones. Comprueba que las igualdades se cumplen a través
del arrastre del punto B y reemplazando el angulo en la expresion. Si no es asi, reformula.
Triangulo Expresién matematica Otras expresiones
cot’a = csc’a—1

cota = +cscta—1

A OFE cot’?a+ 1 = csc’a ) s
csca-cot‘a=1
csca = +Vceot?a+ 1.
tan’a = sec®? — 1
=+ 2 — 1
AOCD tan’a + 1 = sec’a tan a = +/sec’a

sec’?a —tan*a=1

seca = ++/tan*a+ 1

3). Explica tus conclusiones a tus comparieros y profesor.

En esta fase, item 1, se espera que el estudiante valide lo que formulé. Esto lo lograra a través
del arrastre en GeoGebra y haciendo un tratamiento con el valor del angulo en cada una de las
igualdades. En el item 2, se espera que logre obtener otras expresiones a partir de las Identidades
originales, esto por medio de un tratamiento (despejando cada razdn). Para este proceso se requiere
que reconozca todos los elementos involucrados en este sistema de representacion. Asi mismo,
deberd coordinar los registros Algebraico y grafico para validar las nuevas expresiones o

Identidades. Dicha coordinacion también se podra evidenciar en el item 3.

3.2.2. Hipotesis del disefio

Primera hipotesis del disefio.
Al enfrentar al estudiante a una construccion geométrica, se generarian procesos de visualizacion
que propiciarian representaciones matematicas permitiéndoles realizar diversas conjeturas que los

llevarian a determinar las ITF.
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Segunda hipétesis del disefio:
Los estudiantes determinarian las ITF desde una construccion geometrica, realizarian
transformaciones entre registros que le permitirian determinar otras identidades, comprobéandolas

por medio de una coordinacién de los mismos.

3.2.3. Variables micro-didacticas

1) La medida del radio (r) del circulo: en dos de las construcciones geométricas se trabajara
con un circulo unitario y en otra sera un circulo con radio r, diferente de 1. No se le hara énfasis
de esto a los estudiantes, con el objetivo que ellos puedan determinar la complejidad de trabajar
con una u otra medida de r. Se puede presentar poca o ninguna comprension del papel de la unidad
en el circulo goniométrico o aplicacion inconsistente de la unidad (Brown, 2006 citado en Fiallo,
2010). Se espera entonces que el estudiante se adapte a la situacion que se le presenta generando

nuevas estrategias de solucion, por esto se considera una variable.

2) La magnitud de los vectores: la magnitud de los vectores (Distancia o Longitud) estara
presente en todas las tareas, que apoyado con el arrastre, permitird cambiar el estado de la
construccion geométrica y determinar su proceder en cada fase. La importancia de permitir que el
estudiante acceda a dicha medida radica en el soporte que esta pueda brindar a un proceso cognitivo

como lo es la visualizacion matematica, asi como lo menciona Arzarello (2001):

[...] arrastrar y medir, puede mediar en la relacién tedrica-perceptual de una manera
especifica, la creacion de entidades con un nuevo estado. De hecho, el arrastre y la medida
estan relacionadas con importantes funciones cognitivas del sujeto, es decir, con la forma

(s) que se ve en los dibujos y manipula (p. 4).

3.3. Experimentacion: Puesta en escena de las Situaciones Didacticas

Antes de aplicar las Situaciones Didacticas con estudiantes, se entreg6 un borrador a 3 docentes

del area de Matematicas para que resolvieran las tareas. Después de este proceso, se procedio a
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realizar algunos ajustes pertinentes segun sus observaciones. El analisis a priori se realiza con base

a las resoluciones hechas por estos docentes y segun criterios del investigador.

3.3.1. Caracterizacion de la poblacién y descripcion del estudio

La experimentacion de este trabajo de sistematizacion consistio en un estudio de casos donde
se eligieron cuatro estudiantes de grado décimo de la Institucion Educativa de caracter oficial Juan
Pablo 11 — Comuna 18, de la Ciudad de Santiago de Cali. Los estudiantes tienen una edad promedio
de 16 afios y provienen de familias de estratos 0, 1 y 2. El proceso de seleccion se hizo teniendo
en cuenta sus niveles de desempefio en el &rea segun sus procesos de evaluacion de acuerdo al
Decreto 1290 (2009), es decir, se eligio al azar un estudiante que se encontrara en cada una de las
escalas de valoracion de los desempefios: Superior, alto, basico, bajo. El autor de esta
sistematizacion, quien también es docente de los estudiantes, informé a estos y a sus padres de
familia sobre el presente trabajo y su relacion con la Universidad del Valle, obteniendo el
consentimiento tanto de los estudiantes como de los padres de familia, sin embargo el criterio de

seleccion no fue compartido con ninguno de ellos.

Dicha seleccion obedece a la oportunidad de anélisis que pudiere ofrecer cada estudiante segun
el objetivo general de este trabajo, pues de esta manera se determinaria como se podria favorecer

o no el aprendizaje de las ITF en cada caso y qué ajustes serian pertinentes.

Para efectos del proceso de validacion y confrontacidn entre los analisis a priori y a posteriori,

se identifican los estudiantes de la siguiente manera: Nivel — sexo

Estudiante A: Nivel superior — Masculino.
Estudiante B: Nivel alto — Femenino.
Estudiante C: Nivel basico — Masculino.

Estudiante D: Nivel bajo — Femenino.

El caso del estudiante A: se caracteriza por presentar un excelente rendimiento académico en

las diferentes areas. Particularmente en matematicas, demuestra capacidad para resolver problemas
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complejos en registros verbales y algebraicos, en los cuales hace uso de varias heuristicas. Hace
preguntas de manera insistente cuando no entiende algun proceso o concepto relacionado con la

clase. Se muestra siempre dispuesto a confrontar y socializar sus resultados de manera autonoma.

El caso de la estudiante B: se caracteriza por presentar un muy buen rendimiento en el area de
matematicas, demostrando capacidad para resolver problemas menos complejos en registros
verbales y algebraicos. Al igual que el estudiante A, hace uso de diferentes heuristicas en el proceso
de resolver problemas. Aunque no lo hace de manera autbnoma, confronta y socializa sus

resultados condicionando este de acuerdo con sus necesidades o0 expectativas.

El caso del estudiante C: presenta dificultades en la resolucién de problemas, asi como el uso
de diferentes heuristicas en este proceso. Cuando se le orienta de manera adecuada, atiende las
explicaciones y puede desarrollar algunos ejercicios en registros algebraicos. En pocas ocasiones
pregunta sobre sus dudas y su participacion en las clases de matematicas es muy minima. Se

muestra muy reacio a socializar sus resultados.

El caso de la estudiante D: presenta un desempefio bajo en el area. Su participacion en clase
es nula y se le dificulta integrarse a esta. Sus dificultades radican, principalmente, en el deficiente
dominio de conocimientos previos en el area y comprension lectora. No hace uso de diferentes
heuristicas en la solucién de problemas. No presenta procesos de metacognicion acordes a su grado

escolar. Se destaca por su alto grado de responsabilidad.

En las clases de matematicas se ha hecho uso del SGD GeoGebra, trabajandolo con todos los
estudiantes en computadores, pero principalmente en la aplicacibn movil en tabletas. Por lo
anterior, con los 4 estudiantes de la investigacion, se realizaron cuatro sesiones de
instrumentalizacion del software antes de aplicar las tareas. Este trabajo consistio en un
reconocimiento mas amplio de las herramientas, la hoja de calculo y algunas construcciones
blandas y robustas, en particular, la construccion que se presenta en las tareas 1 y 3 fue hecha por
los estudiantes en dichas sesiones. Sin embargo, algunas de estas no fueron robustas, aungue el

objetivo de la actividad era permitir una mayor familiarizacion con el software de tal manera que
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el uso de este no representara un obstaculo en el desarrollo de las tareas. Cada una de estas sesiones

tuvo una duracién de 2 horas.

Respecto a los conocimientos previos necesarios para abordar las tareas, con los estudiantes ya
se habia trabajo la trigopnometria segun el plan de &rea para grado 10° de la Institucion Educativa:
clasificacion de angulo y tridngulos, medicién de angulos, Teorema de Pitdgoras, razones
trigonométricas en un tridngulo rectangulo, concepto de ecuacién e identidad trigonométrica y

algunos elementos bésicos de la circunferencia.

La aplicacion de las tareas se llevo a cabo en 4 sesiones con un promedio de 2 horas cada una
en el transcurso de 3 semanas durante el mes de noviembre del afio 2019. En la tabla 23 se
especifica dicho proceso. En cuanto a la recoleccion de la informacion, se utilizaron diferentes
instrumentos como videograbaciones de las sesiones, diario de campo, hojas de trabajo de los
estudiantes y algunas grabaciones de las pantallas de los computadores mediante el software OBS
Studio. Ademas de esto, en la fase de institucionalizacion, el investigador hizo algunas preguntas
a los estudiantes y fuera de camara se llevaron a cabo entrevistas no estructuradas para
complementar sus producciones escritas. La camara significo algun tipo de presion para los

estudiantes, pues fuera de esta fueron mas participativos.

Tabla 23
Organizacion de la Puesta en Acto de las Situaciones Didacticas

Sesion Fecha Tarea puesta en acto Hora
1 Noviembre 6 de 2019 Tarea 1/Fase 1 6:30 — 8:45 am
2 Noviembre 8 de 2019 Tarea 1 /Fases 2y 3 7:20 - 9:30 am.
3 Noviembre 15 de 2019 Tarea 2 8:10 -9:15y 9:50 — 10:40 am
4 Noviembre 20 de 2019 Tarea 3 7: 00 —9:15 am.

A cada estudiante se le entregé un computador en el cual habia una carpeta con las
construcciones geométricas de cada tarea. Al inicio de la sesion 1, se explicé de manera general la
dinamica del trabajo, la estructura de cada tarea (las fases) y la construccién que correspondia a
cada una. Se organizaron los tiempos como se muestran en la tabla 23, aunque, en particular, los
estudiantes A y B, se adelantaron en la sesion 1 a la fase 2. En sesiones de clase, los estudiantes

ya habian trabajado el concepto de ecuacion e identidad trigonométrica, pero sin construir o
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trabajar alguna de ellas. Las tres tareas se trabajaron de manera individual, sin embargo, en el
altimo item de la fase 3 de cada tarea, se hizo un trabajo colaborativo donde el docente —

investigador realiza ademas la fase de institucionalizacion.

3.3.2. Descripcion General de las sesiones

Se presenta a continuacion una descripcion general y un analisis de las sesiones aplicadas.

Sesion 1 (noviembre 6 de 2019 — Tarea 1/Fase 1): la sesion inicié con una explicacion general
de la metodologia de trabajo y los tiempos para cada tarea, principalmente se expuso el objetivo
con GeoGebra y la funcidn de este software y del docente, pues su presencia era solo para dar
algunas orientaciones sin especificar la veracidad o no de algin procedimiento. Cada estudiante se
sentd frente a un computador y se les entregd la hoja de trabajo “Tarea 1”. Se especifico la
estructura de la tarea: fasel, fase 2 y fase 3. En esta sesion solo se trabajo la fase 1. Asi mismo, se
acordo la presencia de un camardgrafo profesional quien iba a estar presente durante todas las

sesiones.

Los estudiantes se organizaron de tal manera que la camara pudiera filmar sus pantallas, ademas
de esto, cada computador contaba con un software que permitia capturarla en video. El inicio de
la sesion se dio sin mayores contratiempos. La construccion geométrica de esta tarea fue
reconocida por los estudiantes, pues en otras sesiones de instrumentalizacion, ellos realizaron una
similar, aunque no fue robusta como la que se presentaba en la tarea. Se permitio que leyeran toda
la fase 1 y después se procedid a realizar preguntas sobre saberes previos necesarios para abordar

la tarea.

Los estudiantes A y B avanzaron rapido en el trabajo, logrando iniciar la fase 2, sin embargo,
la pregunta 2-Fase 1 fue la que presenté mayor dificultad para todos, requiriendo mas tiempo del
presupuestado para su solucion. Se evidencié una mayor dificultad en el desarrollo de la actividad

en los estudiantes C y D. Al finalizar la sesion, el investigador se quedod con las hojas de trabajo.
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Sesién 2 (noviembre 8 de 2019 — Tarea 1/Fases 2 y 3): esta sesion se realiz6 sin mayores
contratiempos y novedades. Los estudiantes A y B continuaron en la fase 2 y los otros dos
estudiantes iniciaron esta. La tarea 1 fue realizada en su totalidad por cada estudiante. Con la Gltima
pregunta de la fase 3, se inici6 la fase de institucionalizacién, para esto, se les pidi6 a los
estudiantes que compartieran su trabajo con los deméas compafieros. El docente realizé esta fase de
acuerdo con conocimiento construido por ellos. Los estudiantes A'y B compartieron su produccion
frente a la camara, los otros dos se sintieron intimidados por lo que optamos que hicieran esto fuera
de camaras (se complemento con la entrevista no estructurada). En este proceso no se les permitio
que cambiaran ninguna de las respuestas en sus hojas de trabajo: los nuevos apuntes se tomaron

en sus cuadernos. Al finalizar la sesidn, el investigador se quedd con dichas hojas de trabajo.

Sesion 3 (noviembre 15 de 2019 — Tarea 2/Fases 1, 2 y 3): esta sesion se realizdé una semana
después. El docente dio algunas indicaciones generales y pidid que abrieran el archivo
correspondiente a la tarea. Se les estreg0 las hojas de trabajo pidiéndoles que leyeran cada fase. Se
respondieron algunas dudas de comprension literal de la tarea y se pronosticaron unos tiempos
para cada fase (fase 1: 30 minutos; fase 2: 60 minutos; fase 3: 30 minutos), sin embargo, al final
de la sesion se dispuso de 10 minutos adicionales para terminar la tarea. En general, los tiempos
acordados fueron respetados, aunque los estudiantes C y D se tomaron un poco mas en la fase 2.
Los 4 estudiantes solicitaron el favor de tener acceso a su tarea 1, pues requerian algunos elementos
de esta para desarrollar la tarea 2. El docente permitidé que cada uno tuviera sus hojas de trabajo

“Tarea 1” para la tarea 2.

La fase de institucionalizacion se realizo siguiendo una metodologia similar a la Tarea 1. Al
finalizar la sesion, el docente se quedd nuevamente con capturas de pantalla en video y las hojas

de trabajo.

Sesion 4 (noviembre 20 de 2019 — Tarea 3/Fases 1, 2 y 3): la metodologia para esta sesion
fue similar a las anteriores. Esta vez se observé que los estudiantes, al notar que la construccion
de esta tarea es similar a la Tarea 1, decidieron abrir el archivo de esta, pues al parecer la hoja de

calculo les permitia comprender algunos aspectos y/o se sentian mas comodos; de todas formas,
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no se les impidio esta accidn, pues ambas construcciones son iguales (s6lo las diferencia la hoja

de célculo). En esta sesion, fue necesario dar 15 minutos adicionales para su desarrollo.

En general, en las cuatro sesiones se pudo evidenciar lo siguiente respecto al uso de GeoGebra:
1) La naturalidad con la cual los estudiantes asumieron el “arrastre”.

2) Escasas - y en algunas sesiones o fases de estas, nulas - preguntas sobre el uso del software.
3) El uso de algunas herramientas para aclarar algunos aspectos de la construccién, aun cuando

en la hoja de trabajo no se pedia.

En general, la familiaridad con GeoGebra que presentaron los cuatro estudiantes les permitio
un avance significativo en el desarrollo de las sesiones y centrar su atencién en los objetivos

propuestos en las tareas.

3.4. Analisis a posteriori y validacion: resultados obtenidos

A continuacion se presentan los resultados obtenidos con los cuales se ha hecho una
triangulacion de datos de acuerdo con los instrumentos de recoleccion. Después se realizara la
validacion interna, es decir, el contraste entre los andlisis a priori y a posteriori. En la

triangulacion, se tiene en cuenta las siguientes categorias:

1) Las hojas de trabajo de los estudiantes: estas se analizan teniendo en cuenta las tablas 11 y
12 y la red de representaciones ideas (Figura 11) descritas en el analisis a priori, donde se
especifican las categorias, los reconocimientos y transformaciones ideales de las representaciones
en cada tarea, respectivamente

2) La observacidn directa: se analiza teniendo en cuenta las videograbaciones, algunas capturas
de pantalla y el diario de campo contrastandolas con las producciones escritas (hojas de trabajo).

3) Explicaciones dadas por los estudiantes: se analiza la fase de institucionalizacién que se
realiz6 de manera colaborativa y donde ellos debian dar algunas explicaciones de su trabajo,

ademas de las entrevistas no estructuradas que se dieron fuera de camara.
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En las tablas 24, 25, 26 y 27; se muestran los resultados de cada caso segun lo evidenciado en

las hojas de trabajo, en cada tarea y fase. Luego se describen los errores y aciertos de los

estudiantes. Se utiliza la siguiente convencion:

1 indica que la transformacién (o reconocimiento) fue lograda.

1" indica que logré la transformacién (o reconocimiento) con algin tipo de error

(conceptual, procedimental o de comprensidn).

0" indica que no logro la trasformacion (o reconocimiento) pero que tuvo varios aciertos

en el procedimiento que podrian ser clave para un desarrollo posterior.

0 indica que el estudiante no logré la transformacion (o reconocimiento) ideal o prevista

de la representacion segun el analisis a priori.

3.4.1. Resultados obtenidos con el estudiante A

Tabla 24
Resultados del Estudiante Caso A

Resultados del Estudiante A.
- Categoria Transformaciones hechas por el estudiante
S|g|E[A [B |C D
S i EJ (R) [(TD) [|(C->) | (Ce) (Comparar con la tabla 12 de los analisis a priori)
o
1 1 1 1 (Rg) —1b,1c (Cc—v) 2 (Cec—71) —2(RT)
1210 1 | iy
1 1 1 1 1(Cc—71) > 1(RT) = 1(T11) — 2,3 (Cr—n)
) [ T T 52,3 (Ra) — 2,3 (T1a) — 4T1A)
3 1 1 1
4 1
1 1 1 1(T1a) — 1,2 (Ceen)
3 |2 1
1 1 0 1 1 (Rg) — 1(Ce—v) — 2 (Ce—n)
2 1 l
113 1 3 (Cs—v)
N 4 0 0
111 1 (Re) — 4 (Ce—n) — 4T1Ta) — 5(T14)
2 0* l
2 |3 0 o* 0* 5(Ca—v)
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4 1
5 1
1 1 1 1 (T1a) = 1 (Cacre) = 3(Co, A 17v) = 3 (Cverg,aT)
3 (2 0 0 2 (T1A) — 2 (Cae>1) (Cremg) (Cotn)
3 1 1
1 1 1,2 (Re) = 2 (Ce—v)
1 [2 [T 1 )
1 1] 0 0 3 (Cveon) =1 (Ra) — 3 (T1a)
2 2
«® 3 1
1 1 1(T1a) — 2 (T1a) — 2, 3 (Cac)
321 1 1 !
3 1 2 (Ra)

El estudiante A se mostré muy motivado para realizar las tareas. En el desarrollo de las mismas,
se puede evidenciar que logra estructurar un plan de trabajo para abordar cada una, esto es: 1) abre
el archivo “Tarea 1” y lo explora. 2) Lee cuidadosamente las consignas presentadas en cada fase.
3) Realiza algunas preguntas de comprension literal (si presenta dudas). 4) Inicia a realizar la tarea

en la fase correspondiente.

Se puede observar en la tabla 24, los multiples reconocimientos y transformaciones que realizo
el estudiante, lo que le permitié construir unos conocimientos relevantes que en la fase de
institucionalizacion favorecio la transmision del saber. Con respecto GeoGebra, demuestra
agilidad y facilidad en su manejo, pues en maltiples ocasiones utilizé herramientas para verificar
sus respuestas, aun cuando estas no eran solicitadas en las consignas. Asi mismo, asumié con

mucha naturalidad el arrastre y la medida de los vectores.

a) la tarea 1: en esta tarea, el estudiante avanz6 de manera acelerada en la primera pregunta de
la fase 1, mostrando mayor dificultad en la segunda, donde tardé un poco mas. Se muestra inseguro
en muchas de sus producciones o conclusiones, pues, aunque el medio le daba las retroacciones
necesarias, constantemente preguntaba al docente sobre su veracidad. En muchas de estas
preguntas se pudo evidenciar que el estudiante tenia la estrategia ganadora o estaba en lo cierto en
sus afirmaciones, pero esto no se vio reflejado en la hoja de trabajo. Por ejemplo, en la pregunta

1c de la fase 1, donde debia concluir sobre como el vector que representa la tangente es infinito
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cuando el angulo central mide 90°y 270°, se puede evidenciar su inseguridad al contrastar su hoja
de respuesta con una intervencion que hizo durante el desarrollo de la actividad:

Figura 12
Respuesta dada por Estudiante A en Tarea 1, Fase 1, Pregunta 1c

1¢). 1 Oué sucede con este vector cuando se sobrepone ¢l punto B sobre el punto £ y sobre £ Explica. [ Cuantos

Srados mude el angulo central en cada una de estas posiciones”’

Estudiante A: profe, en noventa grados y doscientos setenta, los vectores se vuelven paralelos.
Profesor: ;Qué pasa que sean paralelos?

Estudiante A: no se van a encontrar los dos puntos, no se van a cortar. Cuando esta asi [arrastra el punto
B al segundo cuadrante] aqui por ejemplo se corta CD y OD, pero cuando se lo pasa asi [sobrepone el
punto B en el punto E] no se van a cortar y va a seguir asi hasta el infinito [se desplaza por el eje y hacia

arriba]. Si tienen exactamente noventa grados no se van a encontrar nunca.

A pesar de que el estudiante tiene una retroaccion adecuada del medio y logra dar con la
respuesta correcta, tiene la necesidad de informar esto al docente y buscar una retroaccion de este.
Ademas, no consigna lo esencial de su respuesta que es el infinito de los vectores. Este
comportamiento fue muy comdn en el estudiante durante las 3 tareas, sin embargo, se le oriento

para que pudiera continuar sin las intervenciones del docente.

El estudiante demuestra tener dominio de los conocimientos previos necesarios para abordar la
tarea, esto se puede evidenciar en las respuestas dadas en la fase 2 y en el reconocimiento que hizo
de los elementos de los diferentes registros utilizados. Por otro lado, se estaba adelantando a la
tarea 2, pues en el altimo parrafo escribié una conclusion con lo que podria darse a entender que,
desde esta tarea, pudo haber construido la Identidad Trigonométrica Pitagérica fundamental, sin

embargo, hay ambigliedad en su redaccion:
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Analiza y contrasta las ideas que explicaste en la fase 1 con lo que est& observando en la tabla. Con el uso de la
calculadora, realiza diferentes operaciones basicas entre los vectores asociados (por color) y encuentra la relacion
entre sus medidas. ¢Puedes escribirlos como una expresién matematica?

Figura 13

Respuesta dada por Estudiante A en Tarea 1, Fase 2, pregunta 1

———————

Se puede observar que el estudiante redacta con claridad sus conclusiones (a excepcion del
altimo parrafo), generalizando sus respuestas haciendo las transformaciones sefialadas en la tabla
24, lo que indica que es un visualizador en potencia, esto le favorecio para realizar procesos de
generalizacion en la fase 3. La construccion de sus conocimientos hizo que en la fase de
institucionalizacion se mostrara seguro de sus aportes:

Escribe la expresion matemdtica igualando cada vector a una razon trigonométrica. Con la hoja de célculo o una
calculadora, verifica que se cumplen dichas igualdades para cualquier valor del angulo.
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Figura 14
Generalizacion realizada por el Estudiante A de la Respuesta 4 — Fase 2 a la

Respuesta 1 —fase 3
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En la fase de institucionalizacién explico de manera acertada, relacionando cada vector con la

celda correspondiente en la hoja de calculo, tomando las medidas y determinado las razones

trigonométricas:

Estudiante A: la medida de AB o del vector AB o el azul, es igual al seno del &ngulo que esta aqui en

pantalla.

Profesor: ¢Cual angulo?

Estudiante A: el central, de alfa.

Profesor: ;Como llego a esa conclusion?
Estudiante A: porque si mide 0,56 y lo dividimos...

Profesor: ¢quién mide 0,567
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Estudiante A: el vector AB mide 0,56 que es el cateto opuesto a alfa. Como el seno es cateto opuesto
sobre hipotenusa, en este caso seria 0,56 sobre 1 por lo que daria el mismo resultado, entonces AB es el
seno de este angulo [sefiala el &ngulo central]

Asi mismo explica como relaciond los otros vectores con las razones trigonométricas. Para las
razones inversas al seno, coseno y tangente compard los resultados de sus divisiones con las
medidas de los vectores correspondientes y de esta manera asigno el vector a la cotangente, secante
y cosecante. Sin embargo, en su produccién escrita (respuesta 1-fase 3) se puede observar que
presentd una confusion con las razones: tangente y cotangente, posiblemente porque estas no
relacionan directamente el radio del circulo, pero en la explicacion hecha a los compafieros y

profesor, lo hizo correctamente.

b) Tarea 2 y 3: a pesar de que en la tarea 2 el estudiante logré escribir algunas conclusiones
que podrian haberlo llevado a ldentidad Pitagdrica Fundamental, este no fue el caso, pues la
medida del radio significo una confusién importante para €l (en esta construccion r # 1). Esto
queda demostrado con mayor enfasis porque en la tarea 3, logro encontrar la IT Pitagdrica que se

le pedia en la 2, ya que el circulo si era unitario.

En la fase 1 de la tarea 2, se le pide:
Escriba algunas caracteristicas de la construccion, por ejemplo:
1) Mida la longitud de los vectores que conforman el triangulo. ;Puedes determinar alguna relacién entre estas
medidas? Explica (si encuentra alguna relacion, arrastra el punto B y verifica que lo que planteaste se cumple para
cualquier valor del &ngulo. Si no es asi, reformula).

2) ¢Qué teorema se cumple en la construccién? ¢ Cudl es la férmula de este Teorema?

Figura 15

Respuesta Dada por Estudiante A en Tarea 2, Fase 1, Preguntas 1y 2
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Figura 16
Respuesta Dada por Estudiante A en Tarea 2, Fase 2, Pregunta 4
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A pesar de algunos errores cometidos en la respuesta 4 de la Fase 2, se puede evidenciar que el
estudiante logré hacer unas transformaciones importantes desde el registro grafico. Luego en la
entrevista no estructurada se le pregunt6 por qué no habia dado respuesta a las preguntas 5 de la
fase 2 y a ninguna de la fase 3, explicando que no encontré un camino para continuar, ya que

realizd la operacion en la calculadora y no le daba el resultado:

Profesor: ¢por qué no continud con la pregunta 5 y la siguiente fase?

Estudiante A: porque realice esta operacion en la calculadora y no me daba igual.

Profesor: ¢ Qué operacion?

Estudiante A: esta [sefiala la respuesta 4 de la fase 2 donde escribi6: r%=sin 8% + cos 62].

Profesor: es que lo tienes mal escrito.

Estudiante A: jah...si! El cuadrado va en el seno y coseno y no en el angulo, pero en la calculadora
coloqué un paréntesis, creo que es lo mismo, ¢no?

Profesor: muéstreme como lo hizo.

Estudiante A: puse esto en la calculadora [muestra la pantalla de la calculadora con la expresién
(sin 24,57)? + cos(24,57)?] porque veinticuatro punto cincuenta y siete es la medida del angulo.
Profesor: ¢Y por qué dices que hay un error?

Estudiante A: porgue esa operacion me tendria que dar once punto noventa y siete, o sea el cuadrado
del radio. Y no me da. Ensayé con varios valores del angulo y siempre me da uno.

Profesor: ¢{Qué puede concluir de esto?

Estudiante A: que estoy cometiendo un error, pero no sé dénde.

Profesor: te piden que factorices, ;sera eso?

Estudiante A: no lo sé, porque ahi dice que es posible, o0 sea que también es posible hacerlo de otra

manera, Yy es que no recuerdo cdmo se factoriza.
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A pesar de que durante la sesion, el estudiante A fue el inico que comenté que el radio no era
igual a 1 como en la construccion de la “tarea 17, no reflexiond al respecto o le resté importancia,

esto se puede evidenciar en la anterior transcripcion.

En la tarea 3 se desempefié con una menor complejidad, logrando encontrar la segunda y tercera
Identidad Pitag6rica, ademas de la primera que se le pedian en la tarea 2, realizando varias
transformaciones. En esta tarea no hubo tanta dificultad en tanto que el radio era igual a 1, sin
embargo, los tratamientos de la pregunta 2 de la fase 3 quedaron incompletos, a continuacion, se

puede observar esto en las respuestas del estudiante:

Figura 17
Respuesta Dada por Estudiante A en Tarea 3, Fase 3, Preguntas 1y 2
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3.4.2. Resultados obtenidos con la estudiante B

Tabla 25
Resultados de la Estudiante Caso B.

Resultados de la Estudiante B.
- Categoria Transformaciones hechas por el estudiante
© ElA [B C D
% % g’ (R) | (T | (C—) (C+) (Comparar con la tabla 12 de los analisis a priori)
F|lWL| a
1] 1 1 1 (Rg) —1b,1c (Ce—v) 2 (Ce—1) —2(R7)
1210 | 1 | )
1 1 1 1 1(Ce—71) > 1(RT) = 1(T11) = 2,3 (Cr—n)
) P R S 2,3 (Ra) > 2, 3 (T1a) — AT1A)
3 1 1 1
4 1
1 0* 0" |2(Con)qe— |
3 |2 1
1 1 0 0 1 (Rg) — 2 (Ce—n)
2 1
13 0*
4 0 0
1 1 1 (Rg) — 4 (Co—na) — 4T14)
~ 2 0*
3 0 0 0
2 |4 1
5 0
1 0 0 2 (Tta) — 2 (Caeo1) (Creog) (Coemn) — 3(Co, a,
3 |2 1 1 | ™) —3(Cvesar)
3 1 1
1 1 1,2 (Rg) — 2 (Ce—v)
1|2 1 1
110 0 0 3(Ce—v) —3 (T1a)
2 2
« 3 1
1 1 1(Tta) — 2(T1A) — 2, 3 (Cacc)
312 1 1 1 l
3 1 2 (Ra)

La estudiante B fue muy organizada al realizar las diferentes tareas. Asi como el estudiante A,

esta estudiante logra estructurar una ruta de trabajo. Fue muy independiente en este proceso, pero
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a la vez muy participativa. En la fase de Institucionalizacion compartio sus conclusiones de manera
muy apropiada. Presenta una buena base de conocimientos previos que le permitieron enfrentarse

a las tareas y avanzar a un ritmo répido.

En la tabla 25 se pueden observar las multiples transformaciones hechas por la estudiante, lo
que también favorecié la construccién de su conocimiento y la transmision del saber. Demuestra
agilidad y destreza en el uso del GeoGebra, asumiendo con naturalidad el arrastre y la medida de

los vectores. En ningun caso hizo preguntas al respecto.

a) tarea 1: la estudiante logra reconocer los elementos del sistema presentado, logrando
identificar las lineas trigpnométricas, sin embargo, en la fase 2, pregunta 4 y la fase 3, pregunta 1,

present0 dificultades al registrar por escrito las ldentidades Reciprocas, basicamente porque

sin

-z 1 . Sy - .
asumio que —— = Z, un error mencionado en los anélisis preliminares.

Figura 18
Respuesta Dada por Estudiante B en Tarea 1, Fase 2, Preguntas 2, 3y 4y Fase 3

P
»
’ 2). En la construccién geometrica, se \1su:{man triangulos rectdngulos en el cual uno de sus angulos agudos es a (el
angulo central). Sideterminas las razones trigonométricas de a en el trigngulo AOB ;Con que vector d b'
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4). Escribe la L\pmslun matematica lgudldndo cada vector a una razon trigonométrica. Con la hoja de calculo o una
calculddora, verifica que se cumplen dichas igualdades para cualquier valor del dngulo.
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Fase 3: Situacion de validacion.

| T). Teniendo en cuenta lo expresado en la fase 2, expresa matematicamente igualdades entre los 6 vectores (asociando \

| sus colores) y luego reemplaza e! nombre de cada vector por lara7on {rigonométrica correspondiente.
@ @CSC= B ‘}’\ o oS
E (~; ; C =
i OR |
@ ¥ = 0B

L Explique al profesor y compatieros dichas expresiones. % \(\/\ WOl %2 e e
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Podria decirse que en la situacion de validacion, la estudiante no logra coordinar los diferentes
registros, pues la continuacion de la respuesta a la fase 3 deja en evidencia esto al cometer el error

mencionado anteriormente:

Figura 19
Continuacion de la Respuesta Dada por Estudiante B en Tarea 1, Fase 3

%) —r
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Bien pudo tratarse de un error al escribir o una falta de coordinacion entre registros, sin
embargo, esto se confrontd con la estudiante en la fase de institucionalizacion, donde se le pidid
que explicara su proceder (sin hacerle caer en cuenta del error), lo que evidencia que fue mas un
error de escritura que de falta de coordinacién de registros, donde hizo unos aportes después de

que el estudiante A relacionara los vectores con las razones trigonomeétricas:

Profesor: explica la fase 3.

Estudiante B: bueno, aqui nos estan pidiendo que expresemos de seis maneras distintas los vectores de
manera matematica, entonces tenemos que reemplazar la trigonométrica, que son seno, coseno y todas
esas. Entonces tenemos que relacionar los colores, que serian ... ¢Coloco los colores?

Profesor: no, coloca el nombre de los vectores de una vez.

Estudiante B: voy a empezar por la cosecante y una cosa es que la hipotenusa nunca cambia entonces

es el namero fijo que siempre se coloca. Como cosecante es hipotenusa sobre cateto opuesto entonces
seria 1 sobre AB ... [csc = 1/AB fue lo que la estudiante escribi6 en el tablero, determinado de la misma

manera la cotangente y la secante].

Profesor: luego, ¢qué es lo que te piden en la fase 3?
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Estudiante B: que reemplace el vector por la trigonomeétrica, por ejemplo, como AB es el seno, entonces
me quedaria asi: [ csc = 1/ seno €scribe la estudiante en el tablero, reemplazando de manera similar en
la cotangente y la tangente].

Profesor: ¢y cdmo sabes que esto es correcto?

Estudiante B: ah, porque se puede verificar con varios angulos, por ejemplo, si arrastro el punto B, el
central cambia, entonces AB también. Divido uno sobre ABy me da OF, o sea la cosecante, ademas eso

también lo hice en la fase 2.

En esto se podria concluir entonces que la estudiante si logré hacer las transformaciones y
. . . AB 1 ,
coordinaciones, pero presenta un error al creer que, por ejemplo, TS Luego, fuera de camara

se le preguntd esto a la estudiante:

Profesor: ¢por qué escribiste diferente en tu explicacion y en la hoja de respuesta?

Estudiante B: no creo que esté diferente, estoy dividiendo entre 1, ;no es lo mismo?

Aqui se puede observar que fue mas un error conceptual que de transformaciones o

coordinacion.

b) Tarea 2 y 3: en la tarea 2, la estudiante presentd una contradiccion que podria haberla
solucionado gracias a la consigna. Esta contradiccidon esta relacionada con la medida del radio. Si
bien, en la pregunta 4 de la fase 2, la estudiante da a entender que » = 1 al indicar que el seno y el
coseno jamas seran mayores al radio, logra encontrar la ITF Pitagorica por medio de la

factorizacion que se le pide en la consigna:

Figura 20
Respuesta Dada por Estudiante B en Tarea 2, Fase 2, Pregunta 4 y Fase Pregunta 2
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En la tarea 3 no present6 mayores dificultades, logrando concluir su trabajo con las otras ITF
Pitagoricas realizando algunos tratamientos de estas en la fase 3.

Figura 21
Respuesta Dada por Estudiante B en Tarea 3, Fase 3 — Tratamiento

La estudiante no utiliza correctamente algunas abreviaturas de las razones trigopnométricas y
en varias de sus respuestas omite escribir el &ngulo o el cuadrado de la razon lo escribe sobre
este, sin embargo, esto no dificulta las transformaciones hechas. Dichos errores se superan en la

fase de institucionalizacion.
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3.4.3. Resultados obtenidos con el estudiante C

Tabla 26
Resultados del Estudiante Caso C

Resultados del Estudiante C.
< Categoria Transformaciones hechas por el estudiante
S| g|SE[A [B C D
i i Ef (R) | (T | (C—) (Co) (Comparar con la tabla 12 de los analisis a priori)
[a
1 1 1 1 (Rg) —1b,1c (Ce—v) 2 (Ce—1) —2(R7)
1210 | 1 )
1 1 1 1 1(Ce—>1)—=1(R)—1(TT1) > 2(Cr—n)—
2 |2 0* 1 1
T (3]0 0| o 2(T14)
4 0
1 0 0
3 |2 0
1 1 0 1 1 (Rg) — 1(Cs—v) — 2 (Cc—n)
2 1
13 0
4 0 0
1 0*
2 0*
o~
2 |3 0 0 0
4 0*
5 0
1 0 0 2 (Ce—na) =2 (T1a)
3 |2 0 0
3 0 0
1] 1 1 (Ra)
1|2 0 0
1| 1 0* 1 1 (Ce—n) — 1 (Ra)
™| 2 2
3 0
1 0* 1(T1A) — |
312 0 0 0
3 0

El estudiante C se mostrd timido en el desarrollo de las tareas. Esto también se vio evidenciado

en la fase de institucionalizacién donde no participd y evitd compartir sus construcciones. Fuera
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de camara se le hicieron algunas preguntas, donde se mostr6 mucho mas inseguro y no logré
explicar lo realizado en cada una de las tareas. Como se puede observar en la tabla 26, los
reconocimientos y transformaciones hechas no son muy abundantes quedandose casi siempre en

la categoria A segln la matriz de andlisis.

A pesar de que el estudiante tenia un buen manejo de GeoGebra, esto no implic6 que sus
procesos de visualizacion permitieran el objetivo de las tareas. Posee conocimientos previos que
pudieron favorecer el desarrollo de las tareas, asi, por ejemplo, se evidencié que reconoce las
razones seno, coseno y tangente, pero no las inversas: cotangente, secante y cosecante. Identifico
el Teorema de Pitagoras y los diferentes elementos del triangulo rectangulo.

a) tarea 1: Al inicio de esta tarea no estructurd un plan a seguir, por el contrario, durante
algunos minutos hizo un arrastre del punto B sin una aparente razon. Las retroacciones no
significaron mayor relevancia para él, en tanto que continu6 con las diferentes fases y preguntas

sin validar si lo escrito estaba o no correcto.

Asi mismo, se pudo detectar una dificultad en sus procesos de generalizacion, pues la mayoria
de sus respuestas estaban expresadas con las medidas de los vectores. En algunas de sus respuestas,
principalmente cuando debia trabajar en un registro verbal, escribia frases muy obvias sin hacer

una reflexion mas profunda de estas:

Figura 22
Respuesta Dada por Estudiante C en Tarea 1, Fase 1, Preguntas 1by 1c

Ib). Cuando arrastras el punto B, ;Qué cambios se presentan en el vector CD cada vez que cambia la medida del
angulo central?
lo .Bf&nc\& €A }u lo § (/"5 /’umi"j

/Jm,n.,yc 0 ovmtada, '

1c). LQuj sucege c;m estT vector cuando se sobrepone ef punto B sobre el punto £ y sobre £'? Explica. ;Cudntos
grados mide el angulo central en cada una de estas posiciones?
: g fas posiciones? £y g P poe
e s fch.h"e e. el penalo E J ¢~ ¢t Se-to L Y oaeye o Ve
ﬂf&c.;\\lc' N / "” i
\ e H}
[llo_nz\vlo et 13104 0dn F ¢ /‘ 90 y b fOSt{‘a“ 4 ™
r(/" 1 %?6:1 1

~
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Como el estudiante reconoci6 los elementos del tridngulo rectangulo y sabia de antemano las

razones seno, coseno Y tangente estas las pudo relacionar con las lineas trigonométricas, pero al

tratar de relacionar las otras lineas trigonométricas, tomé el tridngulo OCD Yy relacion6 sus lados

también con el seno, coseno y tangente. Su proceso de visualizacion y la hoja de calculo no

significaron mayor ayuda al respecto, en la respuesta dada en la pregunta 3 y 4 de la fase 2 se

puede observar este error:

Figura 23
Respuesta Dada por Estudiante C en Tarea 1, Fase 2, Preguntas 2, 3y 4

'€v1Me..c,, Ty valor es oy w9 ?cc €l ot )
2).En Ja construccion geométrica, se visualizan tridngulos rectingulos en el cual uno de sus angulos agudos es a {el
angulo central). $i determinas las razones trigonométricas de a en el tridngulo AOB ;Con qué vector de la tabla

anterior estan relacionados? Explica 5 _
v g 73 - v 79\,“;“3 - ©-6
%53 7134 - O F Cos .52 e 3B Z e
B 600 Ty 1 G 4 5375 Bnigig Ta. 5373 0,785
1-AB . £:4n  gela c.c..o.c/’») ¢ Sean As QAL de Jtl“c,a.,c./c ce~ (3
2 f/\ LG A (LR SR €5 - T o

3). (Con que razonss irigenometricas se pueden relacionar los onos vectores? Expiica
sex 53,93 = 133 Cod . 33.73= 142 Tsnixygy - 167

wga FAI 133 1 Cos L8113 ° i_;} Ton 808230 1,34
I~ cp.Esdn v leci0~n f g (e 3~ 2-00 Cote v(/ot"crgo-JO ISR A8

. . » 30F Esh wincioada wn Jan
4). Escribe la expresion matematica igualando cada vector a una razén trigonométrica. Con fa hoja de calculo o una
calculadora, verifica que se cumplen dichas igualdades para cualquier valor del angulo.
AL Y (\} & C'»""’/‘ Cidiey ke S ' (,-IJ"J! 3 (s~ Sea
OA y&p -C;M//e Con :l:(L“l [a(,\'J‘J(! % CQJ

;F/{)( - Hlemple on JihRS 3 aldade s (oo Jen

Obsérvese como en la pregunta 4 concluye que AB y CD corresponden al seno. Lo mismo sucede

con las otras dos razones trigonométricas. Esto se le pregunté fuera de camara:

Profesor: ;Como obtienes el seno, coseno y tangente del &ngulo central en la gréafica?

Estudiante C: pues primero lo hice en el triangulo pequefio y luego en el grande.

Profesor: ;Cuéales?

Estudiante C: el pequefio es este [sefiala el tridngulo OAB] y el grande es este [sefiala el triangulo OCD].
Entonces, por ejemplo, el seno es cateto opuesto sobre hipotenusa, el cateto opuesto en el pequefio es
AB vy en el grande es CD.

Profesor: ¢y cuanto mide la hipotenusa en cada uno?

Estudiante C: bueno, en el pequefio mide uno. {En el grande...mmm! jNo sé!
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Profesor: pero en la respuesta tres pusiste que el seno de cincuenta y tres punto trece era uno punto
treinta y tres sobre uno. ¢ De ddnde obtuviste el uno si OD, que seria la hipotenusa de ese tridngulo, no
mide uno?

Estudiante C: no lo sé. Crei me media uno también.

Se puede evidenciar que el estudiante no se apoyo ni en la grafica ni en la hoja de calculo para

dar algunas conclusiones. En esta tarea el estudiante no logro el objetivo.

b) Tarea 2 y 3: en estas tareas el estudiante presentd unas dificultades similares a las
presentadas en la tarea 1. Sibien, en la tarea 2 reconoce el Teorema de Pitagoras y logra reemplazar
los vectores, nuevamente se le dificulta sus procesos de generalizacion. No solamente la medida
del radio representa un obstaculo para el estudiante, sino también la confusion que presenta con

las razones trigonométricas, principalmente, la tangente.

Figura 24
Respuesta Dada por Estudiante C en Tarea 2, Fase 2, Preguntas 4y 5

_ 4} Encuenlra qué relacién hay entre el radio v vy entre v - sen @ v r - cos 8, utilizande toda la informacian disponible en
I el grifico y la hoja de cdleulo, ademas™de lo que respondiste en las preguntas 2 y 4 de la fase |, Es posible que
requietas factorizar por medio del caso de “factor comnn®.

BA 4c R = 2 4/
2 .02 K2, E7 454 727 BA AU TR

send :2_9;;: 0 37 (o = .9-_1’7_0?1 4'§é’04 4;}?",675},‘7_?
3 .. I 2
Ap 2.4 A J.ibe TL:',.G - ?_2-’ 2133

-
&) Teniendo en cuenta lo que explicas en ¢f punie 4 de la situacidn 1y en |2 sitnacion 2, sc puede representar esto de
manera mds general, siempre que se cumpla para cualquier valor del dngulio central,

La forma general es una igualdad malemalica. ;Cudl podria ser dicha representacion? Eserlbela segiin lo expresadao
en el punto anterior. También se puede apoyar con una operacion entre las celdas AR ¥ BS: sin importar el valor del
angulo, ja qué es igual esta operacion? Cscriba su expresion en lérminus de las razones lrigonoméiricas
invalucradas
- . XESf _
_a T Lo ol ~aly oy T0.%7
Tant = P 23 3.46 2.4¢

5

Se observa como el estudiante identifica el Teorema de Pitagoras (donde sefiala la flecha),
aungue con cierta confusién respecto a la hipotenusa. Sin embargo, no contintia generalizando sino

que reemplaza esto con valores numéricos. En esta tarea el estudiante tampoco logré el objetivo.

En la tarea 3 logré encontrar la Identidad que se le pedia en la tarea 2, sin embargo, el error que

presento en la tarea 1 también se vio reflejado en las otras identidades que debia encontrar o tratar
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de construir, esto a pesar de las fases de institucionalizacion de las dos anteriores tareas donde se

construyeron estos saberes:

Figura 25
Respuesta Dada por Estudiante C en Tarea 3, Fase 3, Pregunta 1

Tridngulo | Expresién matemtica planteada,
i, g .02 B o 2 o X i
AT it Tl el
| C 725 o lool
- ' Lo R
‘ FEO f ! T OStad 1‘7@\»..{'Q

En el primer tridngulo pudo determinar la Identidad Trigonométrica (la que se le pedia en la
tarea 2), pero presenta un error en la otras dos. Al preguntarle por esto al estudiante, da una

explicacion similar a la que dijo en la tarea 1.
3.4.4. Resultados obtenidos con el estudiante D

Tabla 27
Resultados del Estudiante Caso D

Resultados de la Estudiante D.
© Categoria Transformaciones hechas por el estudiante
S| g|S[A [B C D
S i E)’ (R) | (T |(C—>) | (Ce) (Comparar con la tabla 12 de los analisis a priori)
[a
1| 1 1 1 (Rg) —1b,1c (Ce—v) 2¢(CG—>T)
1200 | T | |
1 0 0 1 1 (Ce—r)
- 2 |2 0 0 0
3 0 0 0
4 0*
1 0 0 1(Re)
2 2 il
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1]0] 1 0 1(T14)
2 0 -
13 0
4 0 0
1 1 1 (Reg)
N 2 0
2 |3 0 0 0
4 0
5 0
1 0 0 2 (Ce—n) —2(T1a)
3|2 0 0
3 0 0
1| 1 1 (Re¢)
12 ]o0+ 0
1] 1] 1 1 1 (Ce—n) — 1 (Ra) — 1 (T1a)
|2 [2
3 1
1 1 1(T1h) <
3201 0 0
3 0

La estudiante fue muy timida en el desarrollo de las tareas. Al igual que el estudiante C, no
participé en la fase de institucionalizacion manifestando que preferia hacerlo sin la cAmara de
filmacidn. El uso de GeoGebra no significé mayor dificultada para ella sin embargo, hizo algunas
preguntas basicas de ciertas herramientas donde se le dio algunas explicaciones que no requirieron

de mucho tiempo.

Como se puede observar en la tabla 27, las transformaciones hechas por la estudiante fueron
muy escasas, presentando también dificultades en el reconocimiento de los elementos de algunas
representaciones. De igual manera, se puede observar en la tabla que no logré realizar coordinacién

entre registros.

a) tarea 1: las dificultades en el proceso de visualizacion matematica y en los conocimientos
previos de la estudiante, llevaron a unas producciones muy escasas Yy basicas por lo que el objetivo
de la tarea 1 no se logrdé. Uno de los conocimientos previos fundamentales en esta tarea, son las
razones trigonomeétricas en un tridngulo rectangulo. Se pudo evidenciar que la estudiante no tenia

claro estos:
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Figura 26

Respuesta Dada por Estudiante D en Tarea 1, Fase 2, Preguntas 2, 3y 4
|

2). En la construccién geométrica, se visualizan tridngulos rectangules en €l cual uno de sus angulos agudes es a (e
angulo central). 8i determinas las razones trigonométricas de a ¢n el ridngulo AGB ;Con qué vector de Ja'tabla
anterior estdn relacionados? Exphca

\Gr\o_\&\wu@m kg,uuea QQQ oo
X m&()u&vwd % 3\?3&5 A ,5&0\\ O
40 R SoS W\Q cf&%%m Lﬁ)ocxl \\&

3). ;Con qué razones mgonomemca,s se pueden rclacionar los otros vectores? prllca
[ORQ\ donemer R A0 V= AN
Y SenT (ARRN0 XYW - (= i\ Py

4). Escribe la expresion matematlca igualando cada vector 2 una razon trigonométrica. Con la hoja de calculo o una
caleuladora, verifica que se cumplen dichas igualdades para cualqmel valor del dngulo.

;— L1 ;
B litﬁy’; = Bagl 0.5 oo APl 0'1 Wi Wo Q‘l,\-\ \[
ik 3,88 %’l“" pre OO ‘
) W= O)Eﬁl”l S oY) (,—- (hQrO Cll"q NN = .L 0 0‘51\.‘(_\_, .\

W o ,C\C\}'b \-\- \' U(Qf‘ o Ab g ! 35\_\
0¥ EEES Siruacion de validacion. = o g‘ % kv?i;" V0, e1%)
BV Tl am ;b Ve a3 % A - . q- 0. -L N B hl’ b ?)

A pesar de que se le preguntaba por razones trigonometricas (preguntas 3 y 4) la estudiante
aplica el Teorema de Pitdgoras. De igual manera, se puede evidenciar una dificultad en sus

procesos de generalizacion y ambigliedades en su redaccion.

b) Tarea 2 y 3: a pesar de que en la tarea 1 la estudiante reconoce el Teorema de Pitagoras, en
la tarea 2 no se hace uso de este, por el contrario confunde las razones trigonometricas con el
Teorema por el cual se le pregunta. EI proceso de visualizacion matematica no se ve reflejado en

la produccion que hace la estudiante. Ademas, les resta importancia a las retroacciones del medio.

En la tarea 3 la estudiante contaba con una ventaja: las fases de institucionalizacion de las dos
tareas anteriores donde no sélo fue la transmision del saber por parte del docente, sino que hubo
unas conclusiones por parte de los estudiantes A y B. Esto permitié un mejor desempefio en la
tarea 3, donde la estudiante logrd construir la Identidad Pitagorica de la tarea 2 y otra que se le

pedia en la tarea 3. Sin embargo, no logré hacer tratamientos con estas ni coordinar registros.



127

Figura 29
Respuesta Dada por Estudiante D en Tarea 3, Fase 3, Preguntas 1
rianguio . xpresion matems:tica planteada . ‘
TS = co-F&_ﬂ—F_f =
( AcxO)

e e

{agrQ

Sobre esta construccion, se le preguntd a la estudiante como hizo para lograrla, donde se
comprueba que no fue una construccién solo de ella, sino que se apoyé en lo dicho por sus

comparieros:

Profesor: ;Como encontro la expresion en cada triangulo, por ejemplo, en el primero?

Estudiante D: pues en ese triangulo que es rectangulo se cumple Pitagoras. Como OF es la cosecante y
EF la cotangente, ademas OE mide uno, sélo reemplacé esto en el Teorema de Pitagoras.

Profesor: ¢Como sabes que esas lineas trigonométricas corresponden a la cosecante y a la tangente?
Estudiante D: bueno, asi lo explicaron en la tarea 1.

Profesor: ¢entonces no verificaste que esto fuera cierto en la gréafica?

Estudiante D: no.

Profesor: ¢por qué?

Estudiante D: porque ya lo habian explicado, ademas no sé hacerlo desde la gréfica.

3.3.5. Andlisis a posteriori

Para este analisis se tiene en cuenta la importancia de las representaciones en la construccion
de las ITF, por esto, teniendo en cuenta a Hitt (2001), se analizara el proceso de visualizacion
matematica a partir de las redes de representacion que se dieron en las interconexiones de los

registros.

Los estudiantes A y B presentan una red como la descrita en la Figura 11 por lo que ellos se

encuentran en la categoria D de la matriz de analisis, pues lograron realizar coordinacién entre
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registros con numerosas conexiones. Al respecto, se favorecio el aprendizaje de las ITF, por lo
que se puede decir que comprenden o entienden este objeto matematico.

En contraste, los estudiantes C y D presentaron una red de conexiones muy escasas por lo que
no se favorecio el aprendizaje de las ITF con ellos. Las gréficas 28 y 29 presentan estas redes:

Figura 32
Red de Representacion del Estudiante C
ITF
(Objeto Reiaresentado)
|
T
fa R
Tts CG|—~A Cc—v Ity G
R, Ry
G —e G- G —a

Figura 35

Red de Representacion de la Estudiante D

ITE
(Objeto Representado)
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Los estudiantes C y D, aunque lograron algunas conversiones, se encuentran en la categoria B,
lo que implica que la construccion del conocimiento referente a las ITF fue muy pobre por la falta

de conexiones abundantes en sus redes de representacion.

A continuacion, este analisis se complementa con una confrontacién segin lo que se tenia

previsto en los analisis a priori y los resultados obtenidos:

1. Como se habia previsto en el andlisis a priori, los estudiantes presentaron errores de
tipo conceptual y procedimental respecto a algunos objetos matematicos,
principalmente, los relacionados con los conocimientos previos necesarios para cada
tarea, por ejemplo: dificultades en el proceso de factorizacion, operaciones con radicales
y potencias (en la fase 3 de las tareas 2 y 3), pues se les dificultd despejar una de las

razones trigonométricas en una Identidad (tratamiento).

2. Segun lo expuesto en el analisis cognitivo, la estudiante B considerd correcto que la
., AB 1 p .
expresion — = —, esto le representd un error al momento de determinar las IT

Reciprocas.

3. Como se tenia previsto, la medida de r significo una dificultad para los estudiantes en
la tarea 2, aunque ellos no fueron conscientes de ello, pues no hubo comprension del

papel de la medida del radio en el circulo y esto hizo que se llegara a conclusiones

. — - _ A .
erradas como sin & = AB, cuando la expresion correcta era sin 6 = — siendo r # 1.

4. Se tenia previsto que el proceso de visualizacion matematica fuera una dificultad, pues
como se habia mencionado, en la escuela no se forma el pensador visual. Sin embargo,
se encontrd que dos de los estudiantes (A y B) son visualizadores en potencia, mientras
en contraste, los otros dos presentan dificultades al respecto. Esto permitié que los
estudiantes A y B realizaran unos tratamientos muy similares a los descritos en la tabla
12, por lo que su red de representacion present6 fuertes y numerosas conexiones, como

la que se muestra en la Figura 11.
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Capitulo 4: Conclusiones y recomendaciones

En este Gltimo capitulo se presentan las conclusiones en relacion con la pregunta, los objetivos,
las hipotesis del disefio, el marco teérico, la metodologia y las reflexiones y/o recomendaciones
que deja este proceso de sistematizacion:

Con lo anterior, se plantearon un objetivo general y dos especificos que se articularon con un
referente tedrico para dar respuesta a la pregunta de investigacion. Respecto al objetivo general,

se concluye lo siguiente:

1) Se disefiaron y pusieron en acto tres Situaciones Didacticas a cuatro estudiantes, donde la
geometria del circulo contrarrestd el uso exclusivo de la representacion algebraica que se le ha
dado a las ITF. En este sentido, el medio fue el GeoGebra que permitié articular maltiples

representaciones y esto permitié analizar algunos procesos de aprendizaje.

2) Las Situaciones Didacticas favorecieron el aprendizaje de las ITF a dos de los cuatro
estudiantes, pues teniendo en cuenta los Registros Semioticos de Representacion, estos realizaron
diferentes transformaciones en méas de un registro, encontrandose en el nivel 4 de la matriz de
andlisis (Ver Tabla 11). Por esto, se considera que dichas Situaciones cumplen con ciertos
elementos historico — epistemologicos, cognitivos y didacticos (descritos en los analisis
preliminares y los cuales se expondran en el siguiente parrafo) que soportan este trabajo. Sin
embargo, no sucedié lo mismo con los otros dos estudiantes. Tales resultados no se consideran
como un fracaso desde el punto de vista didactico, por el contrario, en ambos casos se pueden
tomar elementos que permitan reestructurar o generar nuevas tareas (0 investigaciones)

propiciando algunas recomendaciones. Dichas recomendaciones se expondran mas adelante.

Respecto a los objetivos especificos se concluye lo siguiente:
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1) Se fundamentaron elementos historico — epistemoldgicos, cognitivos y didacticos que debian

cumplir las Situaciones Didacticas disefiadas de tal manera que favorecieran la construccion y

comprension de las ITF. Estos elementos se extraen desde los analisis preliminares:

Analisis historico-epistemologico: se determina que la geometria del circulo es un
enfoque que permite la génesis artificial del objeto matematico en cuestion. Se
consider6 la exclusividad del registro algebraico en la ensefianza de las ITF como un
obstaculo didactico ya que no permite una construccion del conocimiento y genera
conceptos carentes de significado. El circulo, como elemento articulador, permitié que
los estudiantes realizaran mas conexiones (red) con otras representaciones siendo esta
una propuesta para superar dicho obstaculo.

Anaélisis cognitivo: la visualizacion matematica se consolidé como el proceso que
permitio una vision global y holistica de las ITF desde el punto de vista epistemologico
y didactico, asi como el uso de registros semidticos de representacion diversos tales
como: grafico, algebraico, tabular y verbal. La coordinacién de estos registros,
expresados en el numero y fuerza de las conexiones, permitieron determinar el
aprendizaje de las ITF y los errores que cometieron los estudiantes. Esto determino, en
cierta medida, el alcance del objetivo general de la investigacion.

Analisis didactico: la TSD como marco teorico permitidé un proceso constructivista del
conocimiento de los estudiantes, esto se dio gracias a las situaciones a-didacticas, pues
en el disefio se tuvo la intencionalidad que GeoGebra como medio brindara las
retroacciones necesarias para que el docente-investigador no interviniera en la solucion
del problema que el estudiante estaba realizando. Dichas retroacciones estaban
condicionadas, principalmente, por las acciones que el estudiante realizaba sobre este y
el dinamismo que proporciona el AGD, gracias a las acciones de “arrastre” y a la

herramienta “Distancia o Longitud”.

2) Se analiz6 la actividad matematica (transformaciones de registros, construccion,

comprension, resolucién de problemas) por medio del proceso de visualizacion matematica de los

estudiantes cuando se enfrentaron a construcciones geométricas que pretendian llevarlos a
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comprender las ITF. Con esto se determind la red de representaciones que ellos realizaron en este

proceso de construccion. Al respecto, se concluye que:

Se hace indispensable llevar a cabo practicas de aula que desarrollen el pensamiento
geométrico-visual, pues como se ha justificado en este trabajo, las clases de matematicas
enfatizan mé&s en procesos no visuales. Cuando los estudiantes son visualizadores en
potencia (Caso A y B), pueden lograr unos avances significativos en procesos
constructivistas franqueando algunos obstaculos. Por el contrario, si no son
visualizadores potenciales (casos C y D) pueden presentar redes de representacién muy
pobres cognitivamente. Con esto no se pretende afirmar que el desarrollo de procesos
visuales deba ser un fin en el curriculo. La Visualizacion Matematica debe ser un medio
que permita una mayor comprension y capacidad de construccion del conocimiento
matematico. En este sentido, se entendio la Visualizacion Matematica como Hitt (1998,
2000, 2001) y Adame et al. (2019) la proponen, cuando se interrelaciona con los
registros representacion graficos usado ambientes digitales (AGD) que son
fundamentales para ayudar a la comprension de los estudiantes cuando se enfrentan a
las matematicas.

La actividad matematica del estudiante estuvo determinada por las devoluciones del
problema que este realizaba en la solucidn de las tareas (ademas de la aceptacion de la
situacion, como se menciona en la TSD), sin embargo, también jugd un papel importante
la aplicacion de conocimientos previos que debian tener los estudiantes como teoremas,
conceptos, operaciones, etc., lo que favorecido o dificultd sus desempefios y
construcciones (obstaculos epistemoldgicos).

La teoria de los Registros Semidticos de Representacidn desde Duval (1999) significd
una incidencia relevante para el analisis de la actividad matematica de los estudiantes,
ya que por medio de las transformaciones que realizaron (tratamientos y conversién) se
pudieron determinar algunos procesos mentales (como la comprension y la
generalizacion) a través de las redes de representacion desde Adame, (2017) y Adame,
et al. (2019).

Los analisis preliminares permitieron determinar algunos obstaculos didacticos y

epistemoldgicos permitiendo orientar el disefio de las Situaciones.
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Teniendo en cuenta lo anterior, se puede dar razon de las hipotesis del disefio de las Situaciones
Didécticas, pues al contrastarlas los resultados obtenidos en el presente trabajo se puede entrever

que estas se cumplieron, pero a la vez dejaron unas importantes reflexiones:

1) La construccion geométrica generd procesos de visualizacién matematica propiciando en
los estudiantes una red de representacion, determinadas por su capacidad visual y saberes previos
que, en dos de los casos, lograron determinar las ITF o construir conocimientos que hicieron menos
complejo este proceso en la fase de institucionalizacion. Para dar cuenta de esto, se utilizd la matriz
de analisis (Ver Tabla 11), los resultados que arrojaron los estudiantes segun los reconocimientos
y transformaciones que realizaron (Ver Tablas 24, 25 26 y 27 comparada con la Tabla 12) y su red

de representacion.

2) Dos de los estudiantes determinaron las ITF desde la construccion geométrica o
construyeron conocimientos que permitieron la transmision de este saber, esto se dio por medio de
la transformacidn de registros, sin embargo, fue mas complejo al momento de determinar otras
Identidades (aunque determinaron algunas) debido esto a una dificultad en el tratamiento y no la
coordinacion de los registros, que de hecho la lograron, pues se clasificaron en la categoria D de
la matriz de analisis. Lo anterior permiti0 superar obstaculos didacticos y epistemoldgicos en

alguna medida.

3) Aungue dos de los estudiantes no lograron determinar las ITF a través de todo lo disefiado,
generaron una escasa red de representacion que podria ser la base para fortalecer sus procesos de
construccion del conocimiento. En estos casos, cabe resaltar el potencial de GeoGebra como
medio, pues a pesar de lo expuesto, estos estudiantes tuvieron la oportunidad de acceder a varios
registros semidticos de representacion y crear su red de representacion, situacion que no se

presentaria si se abordan las ITF s6lo desde el registro algebraico como es costumbre.

A continuacidn, se exponen algunas reflexiones que podrian mejorar los resultados al respecto
y que no hicieron parte de este proceso de sistematizacion de la experiencia docente. Es importante

tener en cuenta que estos dos estudiantes son casos que se eligieron porque no se catalogan dentro
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un buen desempefio en el area. La intencion era determinar cudl seria su actividad matematica
dentro de todo el marco que se ha planteado, por lo que para el autor de este trabajo son relevantes
para identificar las debilidades o aspectos por mejorar en las tareas y en general, para analizar
algunos aspectos que se podrian tener en cuenta en futuras investigaciones, esto, sin menoscabo

de los otros dos casos:

1) Como lo sugirieron Zimmermann & Cunningham (1990), la visualizacion matematica
basada en el uso de tecnologias digitales puede usarse de manera eficiente y significativa si el
estudiante tiene ciertas capacidades o habilidades fundamentales para este proceso cognitivo (por
ejemplo: dibujar una figura para representar un problema matematico, interpretar cifras para
comprender y usarlas como una ayuda en la resolucién de problemas). En este proceso de
sistematizacion de la experiencia docente no se hizo un trabajo previo para determinar esta
cuestion. Se recomienda que para futuras investigaciones o sistematizaciones se profundice al
respecto y se puedan disefiar situaciones, guias, encuestas u otras herramientas didacticas las cuales
den cuenta de la capacidad visual del estudiante. Una informacion como esta podria generar un

redisefio de las tareas del presente trabajo.

2) El uso de la tecnologia per se no va a resolver el problema del aprendizaje de las
matematicas (Hitt, 2003), por lo tanto es importante analizar el uso reflexivo de las tecnologias

digitales en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

3) Se requiere que los errores de los estudiantes, producto tanto de los obstaculos didacticos
como epistemoldgicos, se constituyan en un insumo para nuevas investigaciones o redisefio de las
tareas propuestas. Algunos de estos errores fueron determinados en los analisis preliminares, pero
no todos fueron franqueables, sin embargo, esta investigacion sienta precedentes al respecto en el

aprendizaje de las ITF.

4) Se hace necesario proponer investigaciones que atiendan a la coherencia horizontal
planteada en los estandares, no s6lo en la trigonometria, sino en diferentes objetos matematicos.
Futuras investigaciones deben propender por fomentar la visualizacion matematica, por lo que

requeria de hacer uso de la gréafica y otros registros de representacion, no sélo el algebraico.
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5) Este proceso investigativo ha dejado en el docente, autor de este trabajo, reflexiones
pertinentes acerca del proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, basadas,
principalmente en una posicion mas critica de los Lineamientos y Estandares, pero sobre todo en
la tarea dispendiosa que es desarrollar el pensamiento matematico. Se hace necesario dar ese
“salto” de ensefiar s6lo contenidos, por el de desarrollar competencias como la resolucion de
problemas o la capacidad para representar objetos matematicos en diferentes registros. No se esta
minimizando la importancia del objeto como tal, pues si se analiza, en esta investigacion, las ITF

fueron una excusa para orientar los estudiantes por esta actividad matematica.
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