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CapriTULO 1

INTRODUCCION

El juego de Stackelberg consiste en dos jugadores: un lider y un seguidor.
En este juego, el lider toma acciones primero y luego el seguidor reacciona a las
decisiones del lider racionalmente. Se supone que el lider sabe de antemano que
el seguidor observara sus decisiones y el lider tiene pleno conocimiento de cémo el
seguidor respondera a sus decisiones. Una vez que el lider tomo sus decisiones debe
comprometerse con ellas. Estas ventajas permiten al lider obtener un mayor beneficio

que sus seguidores.

En esta tesis estudiara este problema de teoria de juegos. Se analizara el con-
cepto de estructuras de control con incentivos que el lider puede desear implementar
para inducir a los seguidores a elegir sus vectores de control de tal manera que la
funcién objetivo del lider sea optimizada. Ademads, se observara que sucede con la

solucion del problema al agregarle unas variables aleatorias al costo del seguidor.

Se analizo el caso estocastico,es decir ahora se le agregaron variables aleatorias
al costo del seguidor. En otros trabajos se resolvio el problema sin variables aleatorias
y se pudo plantear la solucion forma de funciéon que llamaremos funciones incentivo,
en dichas funciones, el lider toma una decision del seguidor de tal manera que también

lo beneficie a el.

También en esta tesis se demostrd que el costo del seguidor al agregarle una
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variable estocéstica es una funcién convexa. Al ser una funciéon convexa, podemos

aplicar la estrategia de incentivos.

Ademas, se desarrollaron algunos ejemplos con variables estocasticas y obtu-

vimos sus funciones incentivo.

1.1  Antecedentes

El tema propuesto de esta tesis ha sido abordado previamente por numero-
sos académicos. Uno de ellos es Noortje Groot [14], su evaluacién de este tema ha

demostrado:

1. El desarrollo de condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una

funcion 6ptima del lider, suponiendo un espacio de decision sin restricciones.

2. Se ha descrito una caracterizacion del conjunto de funciones lideres afines 6pti-
mas para espacios de decision sin restricciones, y se ha explicado cémo puede
ser este conjunto reducido para obtener el conjunto de soluciones afines 6ptimas

en caso de tener una restriccion en el espacio de decision.

3. Desarrollaron tres métodos numéricos para calcular el 6ptimo no lineal de la

funcioén lider para la formulacién indirecta del juego Stackelberg con incentivos.

1.2 Significado de la investigacion

Al agregar una variable estocdstica nos ayudara a resolver este tipo problemas
con incertidumbres. El modelo planteado en esta tesis nos ayudara a predecir las de-
cisiones que tomaran los seguidores, cuando el lider pueda elegir la decision éptima

en funcion de los seguidores.
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Finalmente veremos qué cambios hay en la solucion al introducir dichas variables

estocésticas en el seguidor.



CAPITULO 2

CONCEPTOS CLAVE

2.1 Notacion

En esta primera parte veremos la notaciéon que usaremos a lo largo de esta

tesis.

Los conjuntos €, Qp son los espacios de decisién para el jugador lider y

seguidor, respectivamente.

Las funciones Jr(up,up) v Jr(ur, ur) son las funciones de costo que son ma-
peadas € x Qp tal que el jugador lider desea minimizar J; y el jugado seguidor
desea minimizar Jr.

Al jugador que selecciona la primera estrategia es llamado lider.

Al jugador que selecciona la segunda estrategia es llamado seguidor.

2.2 Juego de Stackelberg

A continuacién introduciremos alguno conceptos para conceptualizar lo que es

una estrategia de Stackelberg generalizada.
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Definicién 2.1. Sea Argmin f(x) := {x € X : Va' € X, f(x) < f(2')}. Al conjunto
zeX

Argmin f(z) se le llama conjunto de argumentos minimos de la funcién f
reX

sobre el conjunto de restricciones sobre X.

Definicién 2.2. Para cada uy, € Qp, sea O, := Argmin Jp(ur, ). Diremos que la
UIFEQF
pareja ordenada (u$,u%) € Qp X QpF es un punto de equilibrio de Stackelberg

si uy € O, v ademds Jp(uf,u) = inf{JIL(ur,up) s up € Qp y up € Oy, }.

Surge el inconveniente, para el lider, de que a pesar de que exista un punto de
equilibrio de Stackelberg (uj,u%) y de que el lider tome la decisién uj , el seguidor

tome una decisién ur € O, de tal manera que Jy(uf,u) < Jp(ui, ur).

Teorema 2.3. En un juego de Stackelberg, si las funciones Ji, y Jr son continuas
y los conjuntos QU y Qp son compactos y metrizables, entonces existe un punto de

equilibrio de Stackelberg.

Demostracién: Del hecho de que para todo x € €y, la funcién Jg(x,-) es continua
se concluye que para cada x € €y, el conjunto O, pues si C es un conjunto compacto
no vacio y f € ‘R es continua, entonces f toma su valor minimo en algtin ¢ € C
([28, corolario 14.4.37]). Ahora si y € O, tenemos que O, es la imagen inversa
del conjunto compacto {y} bajo la funcién continua Jr(z,-), de manera que O, es

compacto([28, teoremas 14.4.31 y 14.4.34]).

Sea o = inf{Jp(up,ur) : up € Qyur € O, } vy, para cada n € N;sea

(Tn, yn) € QL X Qp tal que y, € O,, v 0 < Tp(Tn,yn) —a < %
Como el conjunto O,, es compacto, existe un z, € O,, tal que Jr(xy,2z,) <
JL(x,,y) para todo y € O, , en particular T (2, 2,) < JL(Zn, Yn), teniendo asi:

0 < Jp(Tn,2n) —a < L.

n

Ahora, debido a que el conjunto €2, x Qp es compacto y metrizable, la sucesion

(2, 20))%, que sea convergente , tenemos que tiene una subsucesién ((z.,, z,)),
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que converge a un numero ((z',y')) € Qp x Qp ([28, teorema 14.3.22]), y usando de

nuevo el hecho de que la funcién J;, es continua tenemos que Jz(z',y") = a.

Como podemos ver, y € O, . En efecto, si y & O, , al tomar un y € O

tendriamos que Jr(z',y) < Jp(z',y'), de manera que al tomar

! / /
2

€ =
y tomar n suficientemente grande obtendriamos que

Jr(x' y) + e < Jp(x,, ),

.. i , . / ’
contradiciendo el hecho de que 2, € O,/ . Tenemos asi que necesariamente y € Oz,
n

siendo (x/, y') un punto de equilibrio de Stackelberg. ]

Definicién 2.4. Sea f: S — RU{—o00, +00} definimos el epigrafe de f como el
conjunto {(r,s) € S x (RU{—o0,+o0}) : 7 > f(s)}. Al epigrafe de f lo denotaremos

por epi(f).

Definicién 2.5. Sea V un espacio vectorial, C' C V un conjunto convexo y f :
C — R. Decimos que f es una funcion convexa, si su epigrafe es un conjunto
convexo, o equivalentemente, si para cualesquiera dos puntos vy, vy € C'y cualquier

A € [0; 1] se tiene que:
fwr 4+ (1= Xwa) < Af (1) + (1 = A)f(v2).
Ende que f: V — R, S C V sea convexo y f|S sea una funcién convexa diremos

que f es convexa en S.

Lema 2.6. Si los espacios de decisién Q0 C R™ y Qp C R™ son converos (y no
vacios) y el funcional Jr es convezo, entonces para cada punto rq = (ud, ul) €

Qp x Qp el conjunto Ng:={x € Qp X Qp : Tr(x) < Jr(xq)} es convexo.
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Demostracién: Sea z; = (u},uf), T = (u?,u%) € Ay y 0 < XA < 1. Tenemos que
MNuz) = (Aup + (1 — NuZ, dub + (1 — NuZ), por ser Qp vy Qp convexos, tenemos

que Azy + (1 — Mg € Qp xQp.

Ahora, como JF es convexo, entonces Jr(Axr1 + (1 — AN)xg) < ATp(z1) + (1 —
)\)jF(.%‘Q) S )\jF(ZL’d> —+ (1 — )\)jp(l’d) = jF(ZL’d> de manera que /\1’1 + (1 - /\)l’g c Ad

y asi el conjunto Ay es convexo, con lo cual este lema queda demostrado. O

Estrategia de Stackelberg generalizada

Sea

.
Tlgen = nf  sup Jr(up,ur)
ur, €Qp, UFGOuL
Un forma de establecer un criterio min-max en juegos de Strackelberg esta

dada mediante el concepto que estableceremos a continuacién.

Definicién 2.7. Decimos que uj,., € € es una estrategia de Strackelberg

generalizada para el lider si cumple con la propiedad de que

* _ *
sup j(uLgerw UF) - ngen

uFEOuzgen

En dicha estrategia, el lider, teniendo una actitud pesimista o conservadora,
supondra que el seguidor tomara la decision mas le convenga, pero sin saber con
precisién posiblemente cual sera su decision, el lider garantizara que su costo sea a
lo mas JJ e, es decir Jf ., es una cota superior para el costo del lider si toma la

decision uj .,
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2.3 Juego de Stackelberg con Incentivos

En ocaciones despues de que el lider anuncia su estrategia, el seguidor puede
tomar decisiones que no beneficien al lider, con la estrategia de Stackelberg con
incentivos, el lider hara que el seguidor tome una decisién la cual también lo beneficie

a él.
A continuacién definiremos un juego de Stackelberg con incentivos.

Un enfoque simplificador comiinmente adoptado para el problema Stackelberg
con incentivos consiste en que el jugador lider determine primero un 6ptimo deseado

particular (u¢,u$) que busca alcanzar .

Dado un punto deseado (u4,u%), el problema restante se puede escribir de la

siguiente manera:

Juego de Stackelberg con Incentivos

Con la misma notacién usada en los juegos de Stackelberg, se tiene que ahora
el lider en lugar de aplicar la primera accién «le cede al seguidor» el primer lugar
en tomar la accién, pero antes le informa el criterio que él tomard para tomar su
decision de acuerdo a la decision que tome el seguidor. En este sentido el lider
le da a conocer al seguidor una funcién v : QQp = ()7, tomando en cuenta que
cada jugador quiere minimizar su respectiva funcion de costo. En este caso dicha
funcién debe pertenecer a una clase especifica I'y, C ?#Q;. Asi, el seguidor v deberd
tomar una acciéon up que haga que el valor Jp(y(ur),ur) sea minimo y el lider,
sabiendo esa reaccién del seguidor, debera elegir la funcion v € I';, de tal manea que
se minimice el costo Jr(7(ur),ur). En concreto, el problema es hallar una pareja

ordenada (v*,u}) € I'y x Qp tal que:

v* € Argmin Jp (y(u}), uf),
vel'L
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uy € Argmin Jr(v*(ur), ur).

up€EQp

Conjunto subnivel

Ag = {(ur,up) € QU x Qp : Tp(ug, up) < Tp(ul,uf)}. (2.1)

Solucién 6ptima, equilibrio.Se refiere a la tupla de variables de decisién (u¢, ué.)

que desea el jugador lider; una solucién 6ptima del juego de Stackelberg con incen-
tivos se refiere a una funcion lider v, : Qr — € que, bajo el supuesto de un
jugador seguidor completamente racional, conduce al punto de equilibrio deseado

especificado por el jugador lider.

Funciones afines optimas del lider

Para reducir la complejidad del juego general Stackelberg con incentivos y crear
un enfoque sistematico para resolver el juego general, en este capitulo nos enfocamos
en la estructura afin de la funcion lider, es decir, supondremos que el conjunto I'f,

incluird solo funciones de la forma:

ur = '7L(UF) = UdL + B(UF - Ucllw)a (2‘2)

donde B denota un mapeo de operador lineal 2 — €2, representado por una

matriz nyp X n;, en el caso de dimension finita.

Una caracterizacién de una funcién lider afin éptima (2.2), que se reduce al
célculo de una matriz B ny X ng, se derivé por primera vez en [40] en caso de que

Jr() sea diferenciable en (uf,ud.).

Para asegurarse de que B existe como se define a continuacién, se supone en

[40] que L, F' son espacios de Hilbert y que Jr() es diferenciable de Fréchet en LF.
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Adicionalmente, Se supone que Jg() es estrictamente convexo en €y, X Q. Entonces,
para ny, np finito - una similar El analisis es aplicable para el caso infinito - B deberia

satisfacer:

[V Jr(ul, ugp)]" B = [V Jp(ug, uf)]" (2.3)

Bajo la condicién V,,, Jr(ué,uk) # 0, la siguiente expresién se da en [40):

B =V, Jp(uy, up)Vy, Jr(ug, up) /| Ve, Jr(ul, up). (2.4)

2.4 Analisis convexo y Topologia

Es importante destacar, que, para la comprension y entendimiento de esta
tesis, se requirié introducir un capitulo con conceptos mateméaticos necesarios como
marco tedrico. En especial, los conjuntos de espacios de decisiéon en los cuales se
estara trabajando, forman parte de los ya mencionados espacios topolégicos. Mas
aun, parte de la aportacién de esta tesis es la introduccién de variables aleatorias en
el costo del seguidor, dichas variables estan dentro del area de la probabilidad, la cual

tedricamente es un espacio medible y a su vez son definidas en espacios topolégicos.

Por 1ltimo, en un gran porcentaje de los trabajos relacionados con la teoria de
juegos de Stackelberg, los mapeos del lider y los seguidores son funciones (funcio-
nales) convexas. Asi también, la regién factible e inducidas son puntos que forman
conjuntos convexos. En este trabajo, se analizardan conjuntos con propiedades con-

vexas, por ende, es vital introducir al andlisis convexo.

Definicién 2.8. Sea X un conjunto no vacio. Decimos que una funcién d : X X

X — [0;+00) es una métrica si se satisfacen las siguientes propiedades:
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1. d(z,y) = d(y, z), para todo z,y € X.
2. d(x,y) =0siysdlosiz=y.

3. d(z,z) < d(x,y) + d(y, z), para todo z,y,z € X.

Cuando es una métrica en X decimos que la pareja (X, d) es un espacio métrico.
A la propiedad (3) se le conoce como desigualdad del tridngulo [28, teoremas

14.2.1].

Definicién 2.9. Sea (X, d) un espacio métrico, z € X y r > 0, definimos como:

1. Al conjunto B(z,r) = {y € X : d(z,y) < r} le llamamos bola abierta o

simplemente bola con radio r y centro en =x.

2. Decimos que un conjunto A C X es abierto (con respecto a la métrica) si

para todo x € A existe una bola con centro en x que esta incluida en A.
3. Sixz €V yV esun conjunto abierto, decimos que V' es una vecindad de x.

4. E C X esun conjunto, definimos el énterior de E como el conjunto E := {z:
existe un bola con centro en z que estd incluido en E'} y cualquier elemento

de E se le llama punto interior.

5. Un elemento z € X es un punto de acumulacion de conjunto £ C X
cuando para todo r > 0 se tiene que (B(x,r) \ {z}) N E # 0.]28, definicién
14.2.7].

Definicién 2.10. Dado un subconjunto A de un espacio topolégico X, la cerradu-
ra de A se define como la intersecciéon de todos los conjuntos cerrados que contienen

a Ay se denota por A [28, teoremas 14.2.15].

Definicién 2.11. Se define como la bola unidad euclidiana cerrada B" en

R™ como B" = {x : ||z]| < 1}, donde:

]l = [l (@1, ooy @) | = (a7, ..., 23) V2
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Lema 2.12. 5i (X, d) es un espacio métrico y A C X, entonces A = (,-oU,ca Bla, 7).

acA

Demostracién: Demostracién: Si x € A, entonces para todo r > 0 se tiene que
AN B(xz,r) # 0, de manera que para todo r > 0 existe un a € A tal que x €

B(a,r); tenemos asi que para todo r > 0 se tiene que z € |J,.4 B(a,r), es decir

2 € ()20 Unen Bla,r). Hemos demostrado que A C (),~qU,ea Bla, 7).

Para demostrar que (., U,c4 B(a,7) C A veamos que siempre que z ¢ A, tendre-

mos que = & (),~o U,ea B(a,7). Sea z € A, es decir sea x un elemento del exterior
de A; tenemos que existe un r > 0 tal que A B(z,r) = (),de manera que para todo
a € A se tiene que d(a,z) > r; es decir existe un r > 0 tal que para todo a € A

se tiene que z € B(a,r),lo cual significa que = & (,-(U,e4 B(a,7),de manera que

acA

My20 Uaea Bla,r) C A, terminando la demostracién del lema.

]

Lema 2.13. Si (X, |.||) es un espacio vectorial normado y A C X, entonces A +
B(0,r) = U Bla,r).

a€A

Demostacion: Veamos primero que A+B(0,r) C |J B(a,r),Seaz € A+B(0,r).Por
acA
definicion existe un ag € A y un b € B(0,r) tales que z = ag + b, de manera que

|z — ag| = |b| < r, teniendo asi que z € B(ag,r) y de este modo = € |J B(a,r)
acA
demostrando asi que A+ B(0,7) C J B(a,r).
acA
Veamos ahora que |J B(a,r) C A+ B(0,r).Sea x € |J B(a,r) y demostra-
acA acA

remos que © € A+ B(0,r). Existe un ay € A tal que = € B(ag,r), de manera
que | — ag| =< r es decir x —ag € B(0,7), y asi x = ag + (x — ag), con lo que

r € A+ B(0,r), terminando asi la demostracién del lema.

Lema 2.14. Si A C R", entonces A= () (A+¢B(0,1))

e>0

Demostracion: Observemos que B(0,e) = ¢B(0,1). Tenemos asi que el resultado se

sigue de los lemas 2.13 y 2.13. O]
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Definicién 2.15. Una combinacion convexa de puntos V,...,Vix en R" es

una combinacion lineal de la forma:
CiVi+ ...+ C,V,

talque C] + ... + Cx = 1 y C; > 0 [20, pagina 454].

Definicién 2.16. EIl conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos en
un conjunto S es la envolvente convexa de S,y se denota como conv(S) [20,

pagina 454].

Definicién 2.17. Un conjunto S es afin si p,q € S implica que (1 —¢)p+tqg € S

para todo nimero real t.

Definicién 2.18. Una funcional lineal en R" es una transformacion lineal f
de R™ en R. Para todo escalar d en R, el simbolo [f : d| denota el conjunto de

todas las z en R™ para las cuales el valor de f es d. Es decir,[f : d] es el conjunto

{z e R": f(x) = d}.

La funcional cero es la transformacion tal que f(z) = 0 para toda x en R™.

Todas las demds funcionales lineales en R™ son diferentes de cero[20, pagina 461].

Definicién 2.19. Sea a € R y sea ¢ € R" un vector no nulo, se define un hiperplano
de R™ como el subconjunto H = {z € R"|cx = a}. Cada hiperplano define dos
semiespacios cerrados H, = {x € R"|cx > a} y H = {x € R"|cx < a}.

Definicién 2.20. Un politopo en R" es la envolvente convexa de un conjunto

finito de puntos|20, pagina 470].

Definicién 2.21. Un hiperplano H se dice que soporta a un conjunto X en un

punto x de la frontera de X si X ¢ H, 6 X C Hy.

Definicién 2.22. Un punto expuesto de un conjunto convexo X se define como un

punto en su cerradura que intersecta una hiperplano de soporte de X.

Definicién 2.23. Si P es un politopo de dimensién k, entonces P se llama un
k-politopo. Una O-cara de P se llama wvértice, una l-cara es una arista, y una

(k — 1)-dimensional cara es una faceta de S.[20, pagina 470]
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Definicién 2.24. Un punto expuesto de un conjunto convexo X se define como
un punto en su cerradura que intersecta un hiperplano de soporte de X.[20, pagina

470]

2.5 FEjemplo 1

Dada la funcién seguidor y el punto deseado por el lider, encontrar funciéon

incentivos.

Funcién seguidor

Jr(up,ur,,ur,) = (up — 6)* + (ug, —5)* + (ug, — 1)

Punto deseado por el lider

(uh,uf uf)) = (4,1/2,6).

Conjunto subnivel Ay

Ad = {(U,L,UF) € QL X QF|JF(UL,UF) S JF(U%,U?;)}

(up —6)% + (ug, —5)% + (ug, —1)2 < 21/4.

Calculo de la matriz B
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Vup JF (uF7 uL) VUF JF (uF7 udLl ) udLg)

VULJF(uF7uL) VuLJF(UFaU%laU%g)
B— VuFJF(uF uL)VZFJF(u%,u%) . 4/5
2 -
‘VT Jr(ud, ud) —8/5

Ecuacion del hiperplano

0= [V, Jr(uf, uf)"[(u] — ur) + B(uf,

0=4ur — 2ur, +ur, —9/2.

Funciones incentivas

ur = v (ur) = u¢ + Blup — ul)

L, = (dup)/5 —27/10
Uy, = 62/5 — (8UF)/5

—4

— up)]
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FiguraA 2.1: Gréfica de A4 y hiperplano 1.

2.6 Ejemplo 2

Dada la funcién seguidor y la funcion lider, encontrar funcién incentivos.

Funcién Lider
Jr(up,ug,, ur,) = 2ur, — 2upur, + 2upug, +uf +uj, +4ui —3.

Primero resolveremos el sistema derivadas parciales para encontrar el punto deseado

por el lider.

oJr __
8uF -

2uF - 2uL1 =0 (25)
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k=0
2up, —2up +8up, +2=0 (2.6)

e =0
2ur, +2ur, +2=0 (2.7)

Resolviendo sistema de ecuaciones obtenemos punto critico

(uh,uf uf)) =(-1/2,1/2,-1/2)

y se comprobo con la matriz que Hessiana que es un punto minimo.

Funcién seguidor

a2 2 2
Jr(up,ur,,ur,) = 6ufp +uy, + 2ug,

Conjunto subnivel Ay

Ag = {(up,up) € Qp x Q| Jp(up, up) < Jpud, ub)}

6uf +uj, +2uj < 9/4.

Célculo de la matriz B

VUFJF(U%7UCIL) - VUFJF(U%7udL17UdL2> =-6
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VuLJF(UF,UL) VULJF(UF7U%1;U%2) )
B VuFJF(uF,uL)V Jp(udpz,u%) _ _12/5

6/5

‘VT Jr(ud, ud)
Ecuacién del hiperplano
0= [Vu, Jp(uf, up)I [(u] — ur) + Bug — up)]

0= 6UF + Uy — 2uL1 + 9/2
Funciones incentivas

up, =y (up) = ud + B(up — ul)
Ur, = —(12uF)/5 — 7/10

uL2 - -1.5

UL1

FiGURA 2.2: Gréfica de A, y hiperplano 2.
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2.7 Ejemplo 3

Dada la funcion seguidor y la funcién lider, encontrar funcion incentivos.

Funcion Lider

— 2 .2 2 2
Jo(Upy, Upy, UL, , UL,) = 4ur, —2up,ur, —2up ur, +4up,u, +up, +up +2uf, +8uy —6

Primero resolveremos el sistema derivadas parciales para encontrar el punto deseado

por el lider.

o =0
2up, —2up, =0 (2.8)
ke =0
2up, —2ur, =0 (2.9)
o1 _
dur,
dur, — 2up, — 2up, + 16uy, +4 =20 (2.10)
2o
dur, +4up, =0 (2.11)

Resolviendo sistema de ecuaciones obtenemos punto critico
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(ucfl?17 ung’ u%q’“%g) ( ]'/2 1/27 1/27 _1/2>

y se comprobd con la matriz que Hessiana que es un punto minimo

Funcién seguidor

G2 2 2 2
Jr(up, up,,ur,, ur,) = 6ug, + 6uz, + 2uy, +4ug .

Conjunto subnivel Ay

Ad = {(UL,UF) € QL X QF|JF(UL,U,F) S JF(U%,U%>}

6uf, + 6uf, +2ui, +4ui < 9/2.

Célculo de la matriz B

—6

Vulﬂ‘]F(uF? uL) VUIJ‘]F(UF? u%pu%g) 6
d .d 4

VULJF(UF7UL) VULJF(U’F7UL17UL2) 5
B Voup Jr(ud,ud ) VT Jp(ung,u%): —6/5 —6/5
‘V Jr(ul, ul) 3/5  3/5

Ecuacién del hiperplano

0 = [V, Jr(ug, uf)]"[(uf, — ur) + Bluf — up)]
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0 = 6up, + 6up, + 2ur, —4ur, +9

Funciones incentivas

up = v (ur) = ul + Blup — ul)

Ur, = _(6uF2)/5 - (GuFl)/5 - 7/10
Ur, = (3UF2)/5 + (?)’U,Fl)/5 + 1/10

2.8 Ejemplo 4

Dada la funcion seguidor y la funcién lider, encontrar funcion incentivos.

Funcién Lider
— 2
Jo(up, upy, upy, up,, ur,) = 6ur, — 2upur, — 2upuL, — 2upup, + 6up,up, + up, +

2 2
Up, + Upy

Primero resolveremos el sistema derivadas parciales para encontrar el punto deseado

por el lider.

oJr __
8’LLF1 - O

ZUFl — 2uL1 =0 (212)



CAPITULO 2. CONCEPTOS CLAVE 22

et/ A
Oupy,
g, — 2uy, =0 (2.13)
oI _
Oupy _
oJy, __
Bup, = 0
6UL2 — QUFl — QU,FJ — 2UF2 + 24UL1 +6=0 (215)
oJ
auLLZ =0
6UL2 -+ 6UL1 =0 (216)

Resolviendo sistema de ecuaciones obtenemos punto critico

(u%17u%2?u%37u%17u%2) = (_1/27 _1/27 _1/27 1/27 _1/2>

y se comprobo con la matriz que Hessiana que es un punto minimo.

Funcién seguidor

— 2 2 2 2 2
JF(uFl,qu,qu,uLl,uLQ) = 6uF2 + 6UF3 + 6UF1 + 3uL2 + 6UL1.

Conjunto subnivel Ay

Ad = {(UL,UF) e Qr x QF|JF(UL,UF) < JF(U%,UdF)}
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6uZ, + 6uZ, + 6ud, + 3u?, + 6ul < 27/4.

Célculo de la matriz B

—6

Vi Jp(up,uf) = Vg Jp(uf, uf, ug,) = | —6
—6

Voo (i) = Ve st = |
B = Vupdruh ) Vi, Jp(uFQuL): —4/5 —4/5
‘VT Tr(ud, ud) 2/5  2/5

Ecuacion del hiperplano

0= [V, Je(uf, ui)|"[(uf — up) + B(uf — up)]

0 = 6up, + 6up, + 6up, + 3ur, — 6ur, + 27/2.

Funciones incentivas

uy, = v (ur) = u¢ + Blup — ul)

—4/5
2/5

Ur, = _(4UF2)/5 - <4uF3)/5 - (4uF1)/5 - 7/10



CAPITULO 3

FORMULACION

En este capitulo veremos las funciones con ruidos aleatorios en la funciéon Jr.

Supondremos que Qg y € y las funciones Jr y J;, son funciones continuas.

Los ruidos que se aplicaran Jr seran:

1. Ruido aditivo.
2. Ruido multiplicativo.
3. Ruido aditivo al seguidor.

4. Ruido aditivo multiplicativo al seguidor.

Estos ruidos al agregarselos a una funcién, abra una modificacion en la funcion

original, entonces buscaremos una solucion para este juego se Stackelberg.

Al aplicarle un ruido aleatorio a Jr sigue siendo una funcién continua, por el

teorema 2.3 existe un punto de equilibro de Stackelberg.

24
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3.1 Ruido aditivo

En este seccién se le sumara un ruido aleatorio a toda la funcién costo del

seguidor.

Se decidié estudiar este tipo de ruido por que los costo pueden tener cierta

variabilidad e incertidumbre a la funcién demanda teniendo un costo adicional.

Sea r un ruido aleatorio, Jr el costo del seguidor. Llamaremos a J}., como el
costo del seguidor con un ruido aleatorio aditivo, definido como:

Ji = E(Jr+7).

Lema 3.1. El conjunto subnivel A}y para J}. , seria el mismo conjunto subnivel Ay

para Jg

Demostracion: Jj = E(Jp + 1)
= E(Jr) + E(r) (Por propiedades del valor esperado.)
= Jp + E(r) (Por ser Jp constante)

Sea 1q = (u¢,ud)
A:l = {.T € Qp x Qp: J}fﬂ(l’) < JF(Id>}

(z)
Jr(z) + E(r) < Jp(zq) + E(r)
Jp(x) + E(r) — E(r) < Je(zq) + E(r) — E(r)
Jr(z) < Jr(za)

Ay ={2 € Qr xQp: Jp(v) < Jp(za)}

Ay = Ay
O

Ya vimos que el conjunto solucién para Ay es (yz(uys),ur),por tanto para A%
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seria la misma solucion.

3.2 Ruido multiplicativo

En este capitulo se le multiplicard un ruido aleatorio a toda la funcién costo

del seguidor.

Se decidié estudiar este tipo de ruido por que los costo pueden tener cierta

variabilidad e incertidumbre a la funcién demanda teniendo un costo adicional.

Sea r un ruido aleatorio, Jp el costo del seguidor. Llamaremos a J*,como el
costo del seguidor con un ruido aleatorio multiplicativo, definido como:

Ji = E(r* Jp).

Lema 3.2. El conjunto subnivel A* para Ji* , va a ser el mismo Agq para Jp , si el

valor esperado del ruido aleatorio es positivo.

Demostracion: J&* = E(Jp *1)

= Jp * E(r) (Por propiedades del valor esperado.)
Sea xq = (u¢,ud)

ANF={xeQpxQp: JiF(x) < JiH(zq)}

S () < Jp(2a)

Jp(x)E(r) < Jp(zq)E(r)

Caso 1: Si E(r) =0
Jp(x) « 0 < Jp(zg) %0
0<0

Sin importar que decisién se tome siempre va caer en el conjunto subnivel.

Caso 2: Si E(r) <0
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Jp(@)E(r) < Jp(rq) E(r)
Jr(z) > Jp(xg) (Por ser E(r) j0 se voltea la desigualad)
AZ* = {ZE € QL X QF : JF(ZL‘) Z JF(l'd)}

Esto quiere decir que la decision que tome el lider va a ser la peor.

Caso 3: Si E(r) >0

Jp(x)E(r) < Jp(xq)E(r)

Jr(7) < Jp(Ta)

Ay = {2 € Q% Qp : Jp(z) < Jp(za)}
A = Ag

Ya vimos que el conjunto solucién para Ay es (v (ur), ur), por tanto para A5

serfa la misma solucién siempre y cuando la E(r) sea positivo.

3.3 Ruido aditivo al seguidor

En este capitulo se le sumara un ruido aleatorio a la componente del seguidor

de la funcién costo del seguidor.

Sea r un ruido aleatorio, Jp el costo del seguidor, Ja el costo del seguidor con
ruido aditivo al seguidor. Definiremos a

Jj;‘(uF, UL) = E(JF(UF + T, uL))

Lema 3.3. Sea Jp una funcién convexa, entonces Ji es convera.

Demostracién: Sea x1 = (uk + 71, ul), o = (u% + ro, u?)

JA(Ary + (1 — N)ag) = E(Azy + (1 — M)ag) (Por definicién J3)

E(JpMup +ri,up) 4+ (1= N)(u + r9,u?))) (Por definicién z; y a2)
< EAJp(uk +r1,ub) + (1 — N)Jr(ub + 19,u2))) (Por se Jp convexo)
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= E(AJr(up+r1,ut)) + E((1 = N)Jp(u% + 12, u?)) (Por propiedades del valor espe-
rado)

= AE(Jp(up+ri,up)) + (1= AN E(Jr(uf +12,u3)) (Por propiedades del valor espe-
rado)

= MA(x1) + (1 — N)JA(x2) (Por definicién Jz)

3.4 Ruido aditivo multiplicativo al seguidor

En este capitulo se le sumara y multiplicard un ruido aleatorio a la componente

del seguidor de la funcién costo del seguidor.

Sea r un ruido aleatorio, Jp el costo del seguidor, JH el costo del seguidor con
ruido aditivo multiplicativo al seguidor. Definiremos a

J}M(up, UL) = E(JF(UF + ugr, UL))

Lema 3.4. Sea Jr una funcién convera, entonces JM es convera.

Demostracion: Sea 11 = (uk + ubry,ul), zo = (uk + utry, u?))

JM(A\zy + (1 = N)ag) = E(Azy + (1 — X)ag) (Por definicién J3)

= E(Jr(Muf + upry,ul) + (1 — N (u% + udry, u3))) (Por definicién z1 y x)

< E(AJr(up +ubry,up) + (1 — N)Jp(u% + udrg,ut))) (Por se Jp convexo)

= E(A\Jp(uy +upry,up)) + E((1 = X)JJp(u3 + ure, u?)) (Por propiedades del valor
esperado)

= MNE(Jp(up + upri,up)) + (1 = N)E(u% + udre,u?) (Por propiedades del valor
esperado)

= MM (z1) + (1 = X\)JM(z3) (Por definicién JM)



CAPITULO 4

EXPERIMENTACION Y RESULTADOS

En este capitulo veremos los resultados obtenidos, usando como ejemplo 1 de
la seccion 2.5, con un ruido aditivo multiplicativo a la funcién lider. En los siguientes

ejemplos calcularemos la funcion incentivos con el ejemplo 1 del capitulo 2.

4.1 Rudo aditivo

Sea

Jr(up,up,,ur,) = (up — 6)* + (ug, —5)* + (ug, — 1)

Al aplicarle un ruido aditivo tenemos que:

J}(UF, Ur,,ur,) = E(Jp(up +upr,upy, uro)

= (UF — 6)2 + (UL2 — 5)2 + (ULl — 1)2 + E(?")

29
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4.1.1 CAaso 1: DISTRIBUCION NORMAL i = 1,0 = 0.01

Funcién Seguidor

J;(UF, uLl,uLQ) = (UF — 6)2 + (uL2 — 5)2 + <UL1 — 1)2 + 1

Conjunto subnivel Ay

Ad = {(UL,UF) € QL X QF|JF(UL,UF) < JF(U%,U%)}
(up —6)? + (ug, — 5)* + (ug, — 1)* < 25/4.
Célculo de la matriz B

Vap Jp(ubud )T Jp(uthu) 4/5

B= ) _
'VT Jr(ul, ul) —8/5

Ecuacién del hiperplano

0 = [V, Jr (ufe, u )] [(uf, — ur) + B(ugy — up)]

0= Ur, — 2UL2 +4UF/25 — 9/2

Funciones incentivas

ug = v (ur) = u¢ + Blup — ul)
ur, = 62/5 — (8up)/5
= (4ur)/5 — 27/10.
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FIGURA 4.1: Grafica de Ay y hiperplano 3.

4.1.2 CASO 2: DISTRIBUCION NORMAL p = 1,0 = 0.1

Funcién Seguidor

J;(UF, Ur,, ULZ) = (UF — 6)2 + (UL2 — 5)2 + ('U'Ll — 1)2 + 1

Conjunto subnivel Ay

Ad = {(U,L,UF) € QL X QF|JF(UL,UF) < JF(UdL,’U,%)}
(UF — 6)2 + (UL2 — 5)2 + (UJLl — 1)2 S 25/4.
Calculo de la matriz B

VuFJF(uF uL)VT JF(uF uL) 4/5

B= i) _
‘V Jr(u$, ud) —8/5
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Ecuacion del hiperplano

0= [Vu, Jr(uf, uf)]"[(uf, — ur) + B(uf — up)]

0= Ur, — 2UL2 —|—4UF/25 — 9/2

Funciones incentivas

ur = vr(ur) = u¢ + Blup — ul)
ur, = 62/5 — (8up)/5

FiGuraA 4.2: Gréfica de A4 y hiperplano 4.
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4.1.3 CASO 3: DISTRIBUCION POISSON )\ = 3

FunciOn Seguidor
J;(UF, uLl,uLQ) = (UF - 6)2 + (uL2 - 5)2 + <UL1 — 1)2 +3

Conjunto subnivel Ay

Ad = {(UL,UF) c QL X QF|JF(UL,UF) < JF(U%,U%)}
(uF - 6)2 + (UL2 - 5)2 -+ (ULl - 1)2 S 33/4
Calculo de la matriz B

Vap Jp(ubud )T Jp(uthu) 4/5

B= ) _
'VT Jr(ul, ul) —8/5

Ecuacién del hiperplano

0 = [V, Jr (ufe, u )] [(uf, — ur) + B(ugy — up)]

0= Ur, — 2UL2 +4UF/25 — 9/2

Funciones incentivas

ug = v (ur) = u¢ + Blup — ul)
ur, = 62/5 — (8up)/5
= (4ur)/5 — 27/10.
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F1GURA 4.3: Grafica de Ay y hiperplano 5.

4.2 Ruido multiplicativo
Sea
Jr(up,ur,,ur,) = (up — 6)* + (ug, —5)* + (ug, — 1)?
Al aplicarle un ruido aditivo tenemos que:

'];;* (uF7 ULy s ULQ) = E(JF(UF +upr,ury, ULZ)

= (up = 6)% + (u, = 5)* + (ur, — 1)) » E(r)
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4.2.1 CAsoO 1: DISTRIBUCION NORMAL i = 1,0 = 0.01

Funcién Seguidor

J;*<UF7UL17UL2) - (UF - 6>2 + (U’L2 - 5)2 + (uLl - 1)2

Conjunto subnivel Ay

Ay = {(UL,UF) € Qp x QF|JF(UL,UF) < JF(U%,U%)}

(uF — 6)2 + (UL2 — 5)2 -+ (ULl — 1)2 S 21/4

Calculo de la matriz B

B=V., JF(UFa UL)VT JF(U}N UL)

= ( 4/p
—8/5

HV Jr(ud, ud)

Ecuacion del hiperplano
0= [V, Jp(uf, uf) ] [(uf — ur) + B(ug — up)]
0=wug, —2ur, +4upr/25—9/2.
Funciones incentivas

ur, = v (ur) = u¢ + Blup — ul)
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ur, = 62/5 — (SUF)/5
ur, = (dup)/5 — 27/10.

FIGURA 4.4: Grafica de Ay y hiperplano 6.

4.2.2 CASO 2: DISTRIBUCION NORMAL i = 1,0 =0.1

Funcién Seguidor

J;‘*<UF7UL17uL2) = (UF - 6)2 + (uL2 - 5)2 + (U’Ll - 1)2

Conjunto subnivel Ay

Ag = {(UL,UF) € Qp x QFljp(uL,UF) < JF(udL,u%)}

(Up - 6)2 + (U,L2 - 5)2 + (uLl — 1)2 S 21/4

Calculo de la matriz B
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Vo T (b ud)VT T (ud ud) 4/5

B 5 —
‘VT Jr(ud, ul) —8/5

Ecuacion del hiperplano

0 = [V, Jr(ufo, uf)]"[(uf, — ur) + B(uf — up)]

0= Ur, — 2’LLL2 +4UF/25 — 9/2

Funciones incentivas

ug, = v (up) = ul + Blup — u)
ur, = 62/5— (8up)/5
= (4up)/5 — 27/10.

F1GURA 4.5: Grafica de Ay y hiperplano 7.
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4.2.3 CASO 3: DISTRIBUCION POISSON )\ = 3

Funcién Seguidor

J;*(UF,UL“ULQ) = 3% (UF — 6)2 + 3 * (uL2 — 5)2 + 3 * (uLl

Conjunto subnivel Ay

Ay = {(UL,UF) € Qp x QF|JF(UL,UF) < JF(U%,U%)}

(uF - 6)2 + (UL2 - 5)2 -+ (ULl - 1)2 S 63/4

Célculo de la matriz B

VuFJF(uF uL)V Jp(udF u%) 4/5

B= L)
‘VT Jr(ud, ud) —8/5

Ecuacion del hiperplano

0= [V, Jp(ud, ub)]T[(uf — ur) + Blub — up)]

0= 3uL1 — 6UL2 + 12UF/25 — 27/2

Funciones incentivas

ur = v (ur) = u¢ + Blup — ul)

up, =62/5 — (8up)/5
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uL2 i 0 ULA

FIGURA 4.6: Grafica de Ay y hiperplano 8.

4.3 Ruido aditivo al seguidor
Sea
Jr(up, ur,,ur,) = (up — 6)* + (ur, —5)* + (ur, — 1)°

Al aplicarle un ruido aditivo al seguidor tenemos que:

JA(up,ur,,ur,) = BE(Jp(up +r,ur,, ug,)
(((up +7) —6)*+ (ug, —5)* + (ug, — 1)?)
((up +7) = 6)*) + E((ur, —5)%) + E(ur, — 1)*)
((up +7)* +2(up +1r)(=6) + 36) + E((ur, —5)%) + E(ur, — 1)*)
(u% + 2upr + r* — 12up — 12r + 36) + E((uz, — 5)?) + E(ur, — 1)?)
&
(

u% — 12up + 36) + E(2upr — 12r) + E(r*) + E((ur, — 5)*) + E(ug, — 1)?)
(UF — ) ) + E(Q'LLFT - 12T) + E(T2) + E((UL2 — 5)2) + E(’LLLI - 1)2)

E
E
E
E
E
E
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= EQupr —12r) + E(r?) + E((ur — 6)%) + E((ur, — 5)%) + E(ur, — 1)?)
= EQ2upr —12r) + E(r?) + (up — 6)? + (ur, — 5)? + (ug, — 1)?

= EQ2r(up —6)) + E(r*) + J + (up — 6)* + (ug, — 5)* + (ug, — 1)

= EQ2r(ur — 6)) + E(r*) + Jr(up, ur,, ur,)

=2(up — 6)E(r) + E(r®) + Jr(up,ur,, ur,)

Asi llegamos a que :

Jf;l(uF? uL17uL2) = 2<uF - G)E(T) + E(TQ) + ']F<UF> uL1>uL2)

4.3.1 CAso0 1: DISTRIBUCION NORMAL i = 1,0 = 0.1

Conjunto subnivel Ay

Ad = {(U,L,UF) € QL X QF|JF(UL,U,F) < JF(U%,U%)}

(up —5)% + (ug, —5)% + (ur, —1)2 < 9/4.

Célculo de la matriz B

VUFJF(uF uL)VT JF(UF uL) — 2/5

B = 2
—4/5

‘VT Jp(ud, ul)

Ecuacion del hiperplano

0= [V, Jr(uf, ul)| [(uf —ur) + B(uf — up)]
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0=wup, —2ur, +2up+7/2.

Funciones incentivas

up =y (up) = u¢ + Blup — ul)

uUL1

T
15

20

F1GURA 4.7: Grafica de A4 y hiperplano 9.

o

UL2

4.3.2 CASO 2: DISTRIBUCION NORMAL = 1,0 = 0.01

Conjunto subnivel Ay

Ad = {(’LLL,UF) € Qr x QF|JF(UL,UF) < JF(U%,UdF

)}
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2uF -+ (UF — 6)2 -+ (uL2 — 5)2 -+ (ULI — 1)2 S 1325.

Célculo de la matriz B

B _ Vuwdeluud) VI, Je(uf uf) 2/5

2
‘VT Jr(ud, ul) —4/5

Ecuacién del hiperplano

0= [V, Jr(uf, ud) [(uf — ur) + B(uf — up)]

0= Ur, — 2uL2 + QUF + 7/2

Funciones incentivas

ur, = v (ur) = ué + Blup — ul)

ur, = —11/10 4+ (2up)/5
ur, = —(4dup)/5 + 46/5.

4.3.3 CASO 3: DISTRIBUCION POISSON A =3

Conjunto subnivel Ay

Ad = {(UL,UF) c QL X QF|JF(UL,UF) < JF(U%,U%)}
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UF
w

10 15 20
UL1

FiGUrA 4.8: Gréfica de A4 y hiperplano 10.

(up —3)% + (ug, —5)? + (ug, —1)2 <9/4

Célculo de la matriz B

VuFJF(u%,udL)VEFJF(u‘},,u%) _2/5

4/5

> =

B =

VI et )

Ecuacion del hiperplano
0= [V, Jr(ufp, ul)"[(uf, — ur) + B(uf — up)]
0=ur, —2ur, — 2up + 39/2.

Funciones incentivas
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ug = v (up) = ul + Blup — ud)

FiGUrA 4.9: Gréfica de A4 y hiperplano 11.

4.4  Ruido aditivo multiplicativo al seguidor
Sea.
Jr(up,ur,,ur,) = (up —6)% + (ur, —5)% + (ug, — 1)?
Al aplicarle un ruido aditivo multiplicativo tenemos que:
JM(up,up,,ur,) = E(Jr(up +upr,upy, urs)

(
E(((UF + UFT) — 6)2 + (UxLQ — 5)2 + (uLl — 1)2)
E((up +upr) —6)*) + E((urs — 5)?) + E((ur; — 1)?)
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= E((ur + upr) —6)?) + (ur2 — 5)? + (ur; — 1)?
= E((up + upr)? — 12(up + upr) + 36) + (uge — 5)* + (ug; — 1)
= E((ur + upr)?) + E(—12(up + upr)) + E£(36) + (ur2 — 5)* + (up; — 1)?
= E((ur + upr)?) + E(=12(up + upr)) + 36 + (ura — 5)? + (ury — 1)?
= E(u% + 2u%r + uir?) + E(—=12up — 12upr) + (ups — 5)* + (upy — 1)* + 36
= FE(u%)+EQusr)+ E(usr?)+ E(—12up)+ E(—12upr) + (uge —5)? + (ur; — 1)*4-36
= u? + EQ2u%r) + E(uir?) — 12up + E(—12upr) + (ups — 5)* + (up1 — 1)* + 36
= E(2u%r) + E(u3r?) + E(—=12upr) + (ugs — 5)? + (ugy — 1)? + u% + —12up + 36
= BE(2u2r + BE(=12upr) + (ur2 — 5)* + (up1 — 1)® + (u% — 6)?

= 2usE 2E(r?) — 12upE(r) + (ug2 — 5)* + (ug1 — 1)* + (u% — 6)?

(
)
) + E(ujr?)
(r) + upE(r?)
= 2uLE(r) + u%E(r?) — 12upE(r) + Jrp(up, ur,, ur,)
= 2u%E(r) — 12upE(r) + u3E(r*) + Jp(up, up,, ur,)
= 2(u% — 6up)E(r) + vt E(r?) + Jp(up,ur,, ur,)

Asi llegamos a que :

IM(up,ur,,ur,) = 2(ut — 6up)E(r) + v4E(r?) + Jp(up, ur,, ur, ).

4.4.1 CAsO 1: DISTRIBUCION NORMAL i = 1,0 =0.1

Conjunto subnivel Ay
Ad = {(’LLL,UF) - QL X QF|JF(UL,UF) < JF(U%,UdF)}

160801 (up—2290)2 40100(ur,—5)2 | 40100(ur, —1)2

213341 + 213341 + 213341 S L.

Calculo de la matriz B
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Vup Jp(ubuf )V Tp(ubuf) —202/125

B 2 —
‘VT T(ud ud) 404/125

Ecuacién del hiperplano

0= [V, Jr(uf, uf) [(uf — ur) + B(uf — up)]

0=wur, —2ur, —202up/25 + 2191/50.

Funciones incentivas

ur, = v (ur) = u¢ + Blup — ul)

= (1714) /250 — (202ur)/125
up, = (404up)/125 — 866,/125.

4.4.2 CASO 2: DISTRIBUCION NORMAL i = 1,0 = 0.01

Conjunto subnivel Ay

Ag = {(ur, up) € Qp x Qp|Jp(ug, up) < Jp(uf, ub)}

16000801 (up—120000)2 100002500(u,, —5)2 100002500 (ur,, —1)2

2100332516 + 525083129 525083129

<1

Célculo de la matriz B
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FiGuraA 4.10: Grafica de Ay y hiperplano 12.

VUFJF(’MF uL)VT JF(UF uL) _10001/6250

B= ) _
‘VT T () 10001,/3125

Ecuacién del hiperplano

0= [V, Jr(uf, uf) [(uf — ur) + B(uh — up)]

0 =ug, — 2uz, — 10001ur/1250 + 54379/1250.

Funciones incentivas

ur, =y (up) = ul + Blup — ud)
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ur, = (43129)/6250 — (10001uz)/6250
ur, = (10001up)/3125 — 21254/3125.

Conjunto subnivel Ay

Ad = {(UL,UF) c QL X QF|JF(UL,UF) < JF(U%,U%)}

(up —6)% + (ug, — 5)% + (ug, — 1)® + 301u2 /100 < 541/100.

Célculo de la matriz B

V“FJF(’U’F uL)VT Jp(u U ) _ _202/125
404/125

B =

2
T d
‘V Jp(ud, ul)

Ecuacion del hiperplano

0 = [V, Jr (ufe, ug)]"[(uf, — ur) + B(ufy — up)]

0 =ug, — 2uz, — 202up/25 + 2191/50

Funciones incentivas

ur = v (ur) = u¢ + Blup — ul)

= (1714)/250 — (202ur)/125
ur, = (404up) /125 — 866/125.
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45
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[
L 354
34
2.5

2

F1cURA 4.11: Grafica de Ay y hiperplano 12.

4.4.3 CASO 3: DISTRIBUCION POISSON \ = 3

Conjunto subnivel Ay

Ad = {(UL,UF) € QL X QF|JF(UL,UF) < Jp(udL,u%)}

1444(up—25)2 +76(uL2—5)2+76(uL1—1)2 1
10911 10911 10911 =

Célculo de la matriz B

Vap Jpubud )V Jpubud) —104/5
208/5

B =

3 g

‘VT Jr(ud, ud)

Ecuacion del hiperplano
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0= [V, Jr(uf, ud) [(uf — ur) + B(uf — up)]

0 =ur, — 2ur, — 104up + 855/2.

Funciones incentivas

ug, =y (up) = ul + Blup — ud)

u, = 837/10 — (104uz) /5
ur, = (208up)/5 — 802/5.

F1GURA 4.12: Grafica de Ay y hiperplano 13.
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4.5 Resultados

4.5.1 RuIDO ADITIVO

En la seccién 4.1 aplicamos un ruido aditivo con 3 distribuciones diferentes,
un ruido aleatorio con una distribucién normal con ¢ =1y o = 0.01, distribucién
normal con 4 = 1y ¢ = 0.1 y un ruido con distribuciéon de Poisson como era de
esperarse obtuvimos las funciones incentivo, ya que al sumarle una constante a la
funcién de costo y después derivarla y obtener B, obtendriamos la misma B y como

v, depende de B obtendriamos para todos los casos seria la misma ~y,.

4.5.2 RuUIDO MULTIPLICATIVO

En la seccién 4.2 aplicamos un ruido multiplicativo con 3 distribuciones di-
ferentes, un ruido aleatorio con una distribucién normal con p = 1 y ¢ = 0.01,
distribucién normal con 4 = 1 y 0 = 0.1 y un ruido con distribuciéon de Poisson
como era de esperarse obtuvimos las funciones incentivo ,ya que al multiplicar por
una constante a la funcién de costo y después derivarla y obtener B, se eliminaria
dicho valor constante, obtendriamos la misma B del ejercicio original y como -y,

depende de B obtendriamos para todos los casos seria la misma ;.

4.5.3 RuUIDO ADITIVO AL SEGUIDOR

En la seccién 4.3 aplicamos un ruido aditivo al seguidor con 3 distribuciones
diferentes, un ruido aleatorio con una distribucién normal con p = 1y o = 0.01,
distribucién normal con g =1y ¢ = 0.1 y un ruido con distribucién de Poisson con

A=3.
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Distribucion normal.

Como la funcién costo ya con el ruido aleatorio contiene E(r) y no de E(r?) y
teniamos las mismas media. Entonces al aplicar el ruido aleatorio no importaria el

valor de o obtendriamos las mismas 7, siempre y cuando tengamos las mismas .
Distribucién Poisson.

Las funciones incentivos van depender solamente del valor de A\, conforme vaya

cambiando A irfan cambiando las funciones incentivo.

4.5.4 RuIDO ADITIVO MULTIPLICATIVO AL SEGUIDOR

En la seccién 4.3 aplicamos un ruido aditivo al seguidor con 3 distribuciones
diferentes, un ruido aleatorio con una distribucién normal con g =1y o = 0.01,
distribucién normal con g =1y ¢ = 0.1 y un ruido con distribucién de Poisson con

A =3
Ahora el conjunto subnivel tendria forma de un esferoide.
Distribucién Normal.

En estd ocasion la funcién costo ya con el ruido aleatorio contiene E(r) y E(r?).
Entonces al aplicar el ruido aleatorio irfa cambiando la B conforme la media y la

desviacién estandar van cambiando, por tanto las funciones incentivo v, cambiarian.
Distribucién Poisson.

En estd ocasion la funcién costo ya con el ruido aleatorio contiene E(r) y E(r?).
Entonces al aplicar el ruido aleatorio irfa cambiando B conforme A\ va cambiando,

por tanto las funciones incentivo 7, cambiaria.



CAPITULO 5

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

5.1 Conclusiones

Al aplicar con los ruidos aleatorios aditivos y multiplicativos las funciones

incentivos no se veran alteradas.

En cambio al aplicar los otros tipos de ruidos van a cambiar las funciones

incentivos, dependiendo el tipo de distribucion y el tipo de ruido que se le aplique.

5.2 Trabajo futuro

En trabajo futuro se podria aplicar ruidos aleatorios, no solo en juegos en los
que los jugadores hacen movimientos de forma simultanea (juegos estéticos), si no
también cuando los jugadores tomen decisiones en distintos momentos del tiempo

(juegos dindmicos).

53
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