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MAESTRÍA EN CIENCIAS DE LA INGENIERÍA CON ORIENTACIÓN
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Caṕıtulo 1

Introducción

El juego de Stackelberg consiste en dos jugadores: un ĺıder y un seguidor.

En este juego, el ĺıder toma acciones primero y luego el seguidor reacciona a las

decisiones del ĺıder racionalmente. Se supone que el ĺıder sabe de antemano que

el seguidor observará sus decisiones y el ĺıder tiene pleno conocimiento de cómo el

seguidor responderá a sus decisiones. Una vez que el ĺıder tomo sus decisiones debe

comprometerse con ellas. Estas ventajas permiten al ĺıder obtener un mayor beneficio

que sus seguidores.

En esta tesis estudiará este problema de teoŕıa de juegos. Se analizará el con-

cepto de estructuras de control con incentivos que el ĺıder puede desear implementar

para inducir a los seguidores a elegir sus vectores de control de tal manera que la

función objetivo del ĺıder sea optimizada. Además, se observará que sucede con la

solución del problema al agregarle unas variables aleatorias al costo del seguidor.

Se analizó el caso estocástico,es decir ahora se le agregaron variables aleatorias

al costo del seguidor. En otros trabajos se resolvió el problema sin variables aleatorias

y se pudo plantear la solución forma de función que llamaremos funciones incentivo,

en dichas funciones, el ĺıder toma una decisión del seguidor de tal manera que también

lo beneficie a el.

También en esta tesis se demostró que el costo del seguidor al agregarle una

1



Caṕıtulo 1. Introducción 2

variable estocástica es una función convexa. Al ser una función convexa, podemos

aplicar la estrategia de incentivos.

Además, se desarrollaron algunos ejemplos con variables estocásticas y obtu-

vimos sus funciones incentivo.

1.1 Antecedentes

El tema propuesto de esta tesis ha sido abordado previamente por numero-

sos académicos. Uno de ellos es Noortje Groot [14], su evaluación de este tema ha

demostrado:

1. El desarrollo de condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una

función óptima del ĺıder, suponiendo un espacio de decisión sin restricciones.

2. Se ha descrito una caracterización del conjunto de funciones ĺıderes afines ópti-

mas para espacios de decisión sin restricciones, y se ha explicado cómo puede

ser este conjunto reducido para obtener el conjunto de soluciones afines óptimas

en caso de tener una restricción en el espacio de decisión.

3. Desarrollaron tres métodos numéricos para calcular el óptimo no lineal de la

función ĺıder para la formulación indirecta del juego Stackelberg con incentivos.

1.2 Significado de la investigación

Al agregar una variable estocástica nos ayudará a resolver este tipo problemas

con incertidumbres. El modelo planteado en esta tesis nos ayudará a predecir las de-

cisiones que tomaran los seguidores, cuando el ĺıder pueda elegir la decisión óptima

en función de los seguidores.
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Finalmente veremos qué cambios hay en la solución al introducir dichas variables

estocásticas en el seguidor.



Caṕıtulo 2

Conceptos clave

2.1 Notación

En esta primera parte veremos la notación que usaremos a lo largo de está

tesis.

Los conjuntos ⌦L, ⌦F son los espacios de decisión para el jugador ĺıder y

seguidor, respectivamente.

Las funciones JL(uL, uF ) y JF (uL, uF ) son las funciones de costo que son ma-

peadas ⌦L ⇥ ⌦F tal que el jugador ĺıder desea minimizar JL y el jugado seguidor

desea minimizar JF .

Al jugador que selecciona la primera estrategia es llamado ĺıder.

Al jugador que selecciona la segunda estrategia es llamado seguidor.

2.2 Juego de Stackelberg

A continuación introduciremos alguno conceptos para conceptualizar lo que es

una estrategia de Stackelberg generalizada.

4
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Definición 2.1. Sea Argmin
x2X

f(x) := {x 2 X : 8x0
2 X, f(x)  f(x0)}. Al conjunto

Argmin
x2X

f(x) se le llama conjunto de argumentos mı́nimos de la función f

sobre el conjunto de restricciones sobre X.

Definición 2.2. Para cada uL 2 ⌦L, sea OuL := Argmin
u0
F2⌦F

JF (uL, u
0

F ). Diremos que la

pareja ordenada (us
L, u

s
F ) 2 ⌦L ⇥⌦F es un punto de equilibrio de Stackelberg

si us
F 2 OuL y además JL(us

L, u
s
F ) = inf{JL(uL, uF ) : uL 2 ⌦L y uF 2 OuL}.

Surge el inconveniente, para el ĺıder, de que a pesar de que exista un punto de

equilibrio de Stackelberg (us
L, u

s
F ) y de que el ĺıder tome la decisión u

s
L , el seguidor

tome una decisión ũF 2 OuL de tal manera que JL(us
L, u

s
F ) < JL(us

L, ũF ).

Teorema 2.3. En un juego de Stackelberg, si las funciones JL y JF son continuas

y los conjuntos ⌦L y ⌦F son compactos y metrizables, entonces existe un punto de

equilibrio de Stackelberg.

Demostración: Del hecho de que para todo x 2 ⌦L la función JF (x, ·) es continua

se concluye que para cada x 2 ⌦L el conjunto Ox pues si C es un conjunto compacto

no vaćıo y f 2
CR es continua, entonces f toma su valor mı́nimo en algún c 2 C

([28, corolario 14.4.37]). Ahora si y 2 Ox tenemos que Ox es la imagen inversa

del conjunto compacto {y} bajo la función continua JF (x, ·), de manera que Ox es

compacto([28, teoremas 14.4.31 y 14.4.34]).

Sea ↵ = inf{JL(uL, uF ) : uL 2 ⌦L y uF 2 OuL} y, para cada n 2 N,sea

(xn, yn) 2 ⌦L ⇥ ⌦F tal que yn 2 Oxn y 0  JL(xn, yn)� ↵ <
1
n .

Como el conjunto Oxn es compacto, existe un zn 2 Oxn tal que JL(xn, zn) 

JL(xn, y) para todo y 2 Oxn , en particular JL(xn, zn)  JL(xn, yn), teniendo aśı:

0  JL(xn, zn)� ↵ <
1
n .

Ahora, debido a que el conjunto ⌦L⇥⌦F es compacto y metrizable, la sucesión

((xn, zn))1n=1 que sea convergente , tenemos que tiene una subsucesión ((x
0
n, z

0
n))

1

n=1
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que converge a un numero ((x
0
, y

0
)) 2 ⌦L ⇥⌦F ([28, teorema 14.3.22]), y usando de

nuevo el hecho de que la función JL es continua tenemos que JL(x
0
, y

0
) = ↵.

Como podemos ver, y
0
2 Ox0 . En efecto, si y

0
62 Ox0 , al tomar un y 2 Ox0

tendŕıamos que JF (x
0
, y) < JF (x

0
, y

0
), de manera que al tomar

✏ = JF (x
0
,y

0
)�JF (x

0
,y)

2

y tomar n suficientemente grande obtendŕıamos que

JF (x
0
, y) + ✏ < JF (x

0
n, y

0
n),

contradiciendo el hecho de que z
0
n 2 Ox0

n
. Tenemos aśı que necesariamente y

0
2 Ox

0
,

siendo (x
0
, y

0
) un punto de equilibrio de Stackelberg. ⌅

Definición 2.4. Sea f : S �! R[{�1,+1} definimos el eṕıgrafe de f como el

conjunto {(r, s) 2 S⇥(R[{�1,+1}) : r � f(s)}. Al eṕıgrafe de f lo denotaremos

por epi(f).

Definición 2.5. Sea V un espacio vectorial, C ⇢ V un conjunto convexo y f :

C �! R. Decimos que f es una función convexa , si su eṕıgrafe es un conjunto

convexo, o equivalentemente, si para cualesquiera dos puntos v1, v2 2 C y cualquier

� 2 [0; 1] se tiene que:

f(�v1 + (1� �)v2)  �f(v1) + (1� �)f(v2).

En de que f : V �! R, S ⇢ V sea convexo y f |S sea una función convexa diremos

que f es convexa en S.

Lema 2.6. Si los espacios de decisión ⌦L ⇢ RnL y ⌦F ⇢ RnF son convexos (y no

vaćıos) y el funcional JF es convexo, entonces para cada punto xd = (ud
L, u

d
F ) 2

⌦L ⇥ ⌦F el conjunto ⇤d := {x 2 ⌦L ⇥ ⌦F : JF (x)  JF (xd)} es convexo.
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Demostración: Sea x1 = (u1
L, u

1
F ), x2 = (u2

L, u
2
F ) 2 ⇤d y 0  �  1. Tenemos que

�x1 + (1 � �)x2 = �(u1
L, u

1
F ) + (1 � �)(u2

L, u
2
F ) = (�u1

L,�u
1
F ) + ((1 � �)u2

L, (1 �

�)u2
F ) = (�u1

L + (1 � �)u2
L,�u

1
F + (1 � �)u2

F ), por ser ⌦L y ⌦F convexos, tenemos

que �x1 + (1� �)x2 2 ⌦L ⇥⌦F .

Ahora, como JF es convexo, entonces JF (�x1 + (1� �)x2)  �JF (x1) + (1�

�)JF (x2)  �JF (xd)+ (1��)JF (xd) = JF (xd) de manera que �x1+(1��)x2 2 ⇤d

y aśı el conjunto ⇤d es convexo, con lo cual este lema queda demostrado.

Estrategia de Stackelberg generalizada

Sea

J
⇤

Lgen = inf
uL2⌦L

sup
uF2OuL

JL(uL, uF )

Un forma de establecer un criterio min-max en juegos de Strackelberg está

dada mediante el concepto que estableceremos a continuación.

Definición 2.7. Decimos que u
⇤

Lgen 2 ⌦L es una estrategia de Strackelberg

generalizada para el ĺıder si cumple con la propiedad de que

sup
uF2Ou⇤

Lgen

J(u⇤

Lgen, uF ) = J
⇤

Lgen

En dicha estrategia, el ĺıder, teniendo una actitud pesimista o conservadora,

supondrá que el seguidor tomará la decisión más le convenga, pero sin saber con

precisión posiblemente cual será su decisión, el ĺıder garantizará que su costo sea a

lo más J
⇤

Lgen, es decir J ⇤

Lgen es una cota superior para el costo del ĺıder si toma la

decisión u
⇤

Lgen
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2.3 Juego de Stackelberg con Incentivos

En ocaciones despues de que el ĺıder anuncia su estrategia, el seguidor puede

tomar decisiones que no beneficien al ĺıder, con la estrategia de Stackelberg con

incentivos, el ĺıder hara que el seguidor tome una decisión la cual también lo beneficie

a él.

A continuación definiremos un juego de Stackelberg con incentivos.

Un enfoque simplificador comúnmente adoptado para el problema Stackelberg

con incentivos consiste en que el jugador ĺıder determine primero un óptimo deseado

particular (ud
L, u

d
F ) que busca alcanzar .

Dado un punto deseado (ud
L, u

d
F ), el problema restante se puede escribir de la

siguiente manera:

Juego de Stackelberg con Incentivos

Con la misma notación usada en los juegos de Stackelberg, se tiene que ahora

el ĺıder en lugar de aplicar la primera acción ((le cede al seguidor)) el primer lugar

en tomar la acción, pero antes le informa el criterio que él tomará para tomar su

decisión de acuerdo a la decisión que tome el seguidor. En este sentido el ĺıder

le da a conocer al seguidor una función � : ⌦F =) ⌦L, tomando en cuenta que

cada jugador quiere minimizar su respectiva función de costo. En este caso dicha

función debe pertenecer a una clase espećıfica �L ⇢
⌦F⌦L. Aśı, el seguidor � deberá

tomar una acción uF que haga que el valor JF (�(uF ), uF ) sea mı́nimo y el ĺıder,

sabiendo esa reacción del seguidor, deberá elegir la función � 2 �L de tal manea que

se minimice el costo JL(�(uF ), uF ). En concreto, el problema es hallar una pareja

ordenada (�⇤
, u

⇤

F ) 2 �L ⇥ ⌦F tal que:

�
⇤
2 Argmin

�2�L

JL(�(u⇤

F ), u
⇤

F ),
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y

u
⇤

F 2 Argmin
uF2⌦F

JF (�⇤(uF ), uF ).

Conjunto subnivel

⇤d = {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F : JF (uL, uF )  JF (u
d
L, u

d
F )}. (2.1)

Solución óptima, equilibrio.Se refiere a la tupla de variables de decisión (ud
L, u

d
F )

que desea el jugador ĺıder; una solución óptima del juego de Stackelberg con incen-

tivos se refiere a una función ĺıder �L : ⌦F �! ⌦L que, bajo el supuesto de un

jugador seguidor completamente racional, conduce al punto de equilibrio deseado

especificado por el jugador ĺıder.

Funciones afines optimas del ĺıder

Para reducir la complejidad del juego general Stackelberg con incentivos y crear

un enfoque sistemático para resolver el juego general, en este caṕıtulo nos enfocamos

en la estructura af́ın de la función ĺıder, es decir, supondremos que el conjunto �L

incluirá sólo funciones de la forma:

uL = �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F ), (2.2)

donde B denota un mapeo de operador lineal ⌦F �! ⌦L representado por una

matriz nF ⇥ nL en el caso de dimensión finita.

Una caracterización de una función ĺıder af́ın óptima (2.2), que se reduce al

cálculo de una matriz B nL ⇥ nF , se derivó por primera vez en [40] en caso de que

JF () sea diferenciable en (ud
L, u

d
F ).

Para asegurarse de que B existe como se define a continuación, se supone en

[40] que L, F son espacios de Hilbert y que JF () es diferenciable de Fréchet en LF .
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Adicionalmente, Se supone que JF () es estrictamente convexo en ⌦L⇥⌦F . Entonces,

para nL, nF finito - una similar El análisis es aplicable para el caso infinito - B debeŕıa

satisfacer:

[ruLJF (u
d
L, u

d
F )]

T
B = [ruF JF (u

d
L, u

d
F )]

T
. (2.3)

Bajo la condición ruLJF (u
d
L, u

d
F ) 6= 0, la siguiente expresión se da en [40]:

B = ruLJF (u
d
L, u

d
F )r

T
uF
JF (u

d
L, u

d
F )/kr

T
uL
JF (u

d
L, u

d
F )k. (2.4)

2.4 Análisis convexo y Topoloǵıa

Es importante destacar, que, para la comprensión y entendimiento de esta

tesis, se requirió introducir un caṕıtulo con conceptos matemáticos necesarios como

marco teórico. En especial, los conjuntos de espacios de decisión en los cuales se

estará trabajando, forman parte de los ya mencionados espacios topológicos. Más

aún, parte de la aportación de esta tesis es la introducción de variables aleatorias en

el costo del seguidor, dichas variables están dentro del área de la probabilidad, la cual

teóricamente es un espacio medible y a su vez son definidas en espacios topológicos.

Por último, en un gran porcentaje de los trabajos relacionados con la teoŕıa de

juegos de Stackelberg, los mapeos del ĺıder y los seguidores son funciones (funcio-

nales) convexas. Aśı también, la región factible e inducidas son puntos que forman

conjuntos convexos. En este trabajo, se analizarán conjuntos con propiedades con-

vexas, por ende, es vital introducir al análisis convexo.

Definición 2.8. Sea X un conjunto no vaćıo. Decimos que una función d : X ⇥

X �! [0; +1) es una métrica si se satisfacen las siguientes propiedades:
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1. d(x, y) = d(y, x), para todo x, y 2 X.

2. d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

3. d(x, z)  d(x, y) + d(y, z), para todo x, y, z 2 X.

Cuando es una métrica en X decimos que la pareja (X, d) es un espacio métrico.

A la propiedad (3) se le conoce como desigualdad del triángulo [28, teoremas

14.2.1].

Definición 2.9. Sea (X, d) un espacio métrico, x 2 X y r > 0, definimos como:

1. Al conjunto B(x, r) = {y 2 X : d(x, y) < r} le llamamos bola abierta o

simplemente bola con radio r y centro en x.

2. Decimos que un conjunto A ⇢ X es abierto (con respecto a la métrica) si

para todo x 2 A existe una bola con centro en x que está incluida en A.

3. Si x 2 V y V es un conjunto abierto, decimos que V es una vecindad de x.

4. E ⇢ X es un conjunto, definimos el interior de E como el conjunto E̊ := {x :

existe un bola con centro en x que está incluido en E} y cualquier elemento

de E̊ se le llama punto interior.

5. Un elemento x 2 X es un punto de acumulación de conjunto E ⇢ X

cuando para todo r > 0 se tiene que (B(x, r) \ {x}) \ E 6= 0.[28, definición

14.2.7].

Definición 2.10. Dado un subconjunto A de un espacio topológico X, la cerradu-

ra de A se define como la intersección de todos los conjuntos cerrados que contienen

a A y se denota por Ā [28, teoremas 14.2.15].

Definición 2.11. Se define como la bola unidad euclidiana cerrada B
n en

R
n como B

n = {x : kxk  1}, donde:

kxk = k(x1, ..., xn)k = (x2
1, ..., x

2
n)

1/2.
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Lema 2.12. Si (X, d) es un espacio métrico y A ⇢ X, entonces Ā =
T

r>0

S
a2A B(a, r).

Demostración: Demostración: Si x 2 Ā, entonces para todo r > 0 se tiene que

A
T
B(x, r) 6= ;, de manera que para todo r > 0 existe un a 2 A tal que x 2

B(a, r); tenemos aśı que para todo r > 0 se tiene que x 2
S

a2A B(a, r), es decir

x 2
T

r>0

S
a2A B(a, r). Hemos demostrado que Ā ⇢

T
r>0

S
a2A B(a, r).

Para demostrar que
T

r>0

S
a2A B(a, r) ⇢ Ā veamos que siempre que x 62 Ā, tendre-

mos que x 62
T

r>0

S
a2A B(a, r). Sea x 62 Ā, es decir sea x un elemento del exterior

de A; tenemos que existe un r > 0 tal que A
T

B(x, r) = ;,de manera que para todo

a 2 A se tiene que d(a, x) > r; es decir existe un r > 0 tal que para todo a 2 A

se tiene que x 62 B(a, r),lo cual significa que x 62
T

r>0

S
a2A B(a, r),de manera que

T
r>0

S
a2A B(a, r) ⇢ Ā, terminando la demostración del lema.

Lema 2.13. Si (X, k.k) es un espacio vectorial normado y A ⇢ X, entonces A +

B(0, r) =
S
a2A

B(a, r).

Demostación: Veamos primero que A+B(0, r) ⇢
S
a2A

B(a, r),Sea x 2 A+B(0, r).Por

definicion existe un a0 2 A y un b 2 B(0, r) tales que x = a0 + b, de manera que

|x � a0| = |b| < r, teniendo asi que x 2 B(a0, r) y de este modo x 2
S
a2A

B(a, r)

demostrando asi que A+B(0, r) ⇢
S
a2A

B(a, r).

Veamos ahora que
S
a2A

B(a, r) ⇢ A + B(0, r).Sea x 2
S
a2A

B(a, r) y demostra-

remos que x 2 A + B(0, r). Existe un a0 2 A tal que x 2 B(a0, r), de manera

que |x � a0| =< r es decir x � a0 2 B(0, r), y aśı x = a0 + (x � a0), con lo que

x 2 A+B(0, r), terminando aśı la demostración del lema.

Lema 2.14. Si A ⇢ Rn, entonces Ā =
T
">0

(A+ "B(0, 1))

Demostración: Observemos que B(0, ") = "B(0, 1). Tenemos asi que el resultado se

sigue de los lemas 2.13 y 2.13.
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Definición 2.15. Una combinación convexa de puntos V1, ..., VK en Rn es

una combinación lineal de la forma:

C1V1 + ...+ CkVk

talque C1 + ...+ Ck = 1 y Ci � 0 [20, página 454].

Definición 2.16. El conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos en

un conjunto S es la envolvente convexa de S, y se denota como conv(S) [20,

página 454].

Definición 2.17. Un conjunto S es af́ın si p, q 2 S implica que (1� t)p+ tq 2 S

para todo número real t.

Definición 2.18. Una funcional lineal en Rn es una transformación lineal f

de Rn en R. Para todo escalar d en R, el śımbolo [f : d] denota el conjunto de

todas las x en Rn para las cuales el valor de f es d. Es decir,[f : d] es el conjunto

{x 2 Rn : f(x) = d}.

La funcional cero es la transformación tal que f(x) = 0 para toda x en Rn.

Todas las demás funcionales lineales en Rn son diferentes de cero[20, página 461].

Definición 2.19. Sea a 2 R y sea c 2 Rn un vector no nulo, se define un hiperplano

de Rn como el subconjunto H = {x 2 Rn
|cx = a}. Cada hiperplano define dos

semiespacios cerrados Hu = {x 2 Rn
|cx � a} y HL = {x 2 Rn

|cx  a}.

Definición 2.20. Un politopo en Rn es la envolvente convexa de un conjunto

finito de puntos[20, página 470].

Definición 2.21. Un hiperplano H se dice que soporta a un conjunto X en un

punto x de la frontera de X,si X ⇢ Hu ó X ⇢ HL.

Definición 2.22. Un punto expuesto de un conjunto convexo X se define como un

punto en su cerradura que intersecta una hiperplano de soporte de X.

Definición 2.23. Si P es un politopo de dimensión k, entonces P se llama un

k-politopo. Una 0-cara de P se llama vértice, una 1-cara es una arista, y una

(k � 1)-dimensional cara es una faceta de S.[20, página 470]
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Definición 2.24. Un punto expuesto de un conjunto convexo X se define como

un punto en su cerradura que intersecta un hiperplano de soporte de X.[20, página

470]

2.5 Ejemplo 1

Dada la función seguidor y el punto deseado por el ĺıder, encontrar función

incentivos.

Función seguidor

JF (uF , uL1 , uL2) = (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2.

Punto deseado por el ĺıder

(ud
F , u

d
L1
, u

d
L2
) = (4, 1/2, 6).

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}

(uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2  21/4.

Calculo de la matriz B
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ruF JF (u
d
F , u

d
L) = ruF JF (u

d
F , u

d
L1
, u

d
L2
) = �4

ruLJF (u
d
F , u

d
L) = ruLJF (u

d
F , u

d
L1
, u

d
L2
) =

0

@�1

2

1

A

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@ 4/5

�8/5

1

A.

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = 4uF � 2uL2 + uL1 � 9/2.

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = (4uF )/5� 27/10

uL2 = 62/5� (8uF )/5.
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Figura 2.1: Gráfica de ⇤d y hiperplano 1.

2.6 Ejemplo 2

Dada la función seguidor y la función ĺıder, encontrar función incentivos.

Función Ĺıder

JL(uF , uL1 , uL2) = 2uL1 � 2uFuL1 + 2uL2uL1 + u
2
f + u

2
L2

+ 4u2
L1

� 3.

Primero resolveremos el sistema derivadas parciales para encontrar el punto deseado

por el ĺıder.

@JL
@uF

= 0

2uF � 2uL1 = 0 (2.5)
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@JL
@uL1

= 0

2uL2 � 2uF + 8uL1 + 2 = 0 (2.6)

@JL
@uL2

= 0

2uL2 + 2uL1 + 2 = 0 (2.7)

Resolviendo sistema de ecuaciones obtenemos punto critico

(ud
F , u

d
L1
, u

d
L2
) = (�1/2, 1/2,�1/2)

y se comprobó con la matriz que Hessiana que es un punto mı́nimo.

Función seguidor

JF (uF , uL1 , uL2) = 6u2
F + u

2
L2

+ 2u2
L1

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}

6u2
F + u

2
L2

+ 2u2
L1

 9/4.

Cálculo de la matriz B

ruF JF (u
d
F , u

d
L) = ruF JF (u

d
F , u

d
L1
, u

d
L2
) = �6
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ruLJF (u
d
F , u

d
L) = ruLJF (u

d
F , u

d
L1
, u

d
L2
) =

0

@ 2

�1

1

A

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@�12/5

6/5

1

A.

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = 6uF + uL2 � 2uL1 + 9/2.

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = �(12uF )/5� 7/10

uL2 = 1/10 + (6uF )/5.

Figura 2.2: Gráfica de ⇤d y hiperplano 2.
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2.7 Ejemplo 3

Dada la función seguidor y la función ĺıder, encontrar función incentivos.

Función Ĺıder

JL(uF1 , uF2 , uL1 , uL2) = 4uL1�2uF2uL1�2uF1uL1+4uL2uL1+u
2
F2
+u

2
F1
+2u2

L2
+8u2

L1
�6

Primero resolveremos el sistema derivadas parciales para encontrar el punto deseado

por el ĺıder.

@JL
@uF1

= 0

2uF1 � 2uL1 = 0 (2.8)

@JL
@uF2

= 0

2uF2 � 2uL1 = 0 (2.9)

@JL
@uL1

= 0

4uL2 � 2uF1 � 2uF2 + 16uL1 + 4 = 0 (2.10)

@JL
@uL2

= 0

4uL2 + 4uL1 = 0 (2.11)

Resolviendo sistema de ecuaciones obtenemos punto cŕıtico
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(ud
F1
, u

d
F2
, u

d
L1
, u

d
L2
) = (�1/2,�1/2, 1/2,�1/2)

y se comprobó con la matriz que Hessiana que es un punto mı́nimo

Función seguidor

JF (uF1 , uF2 , uL1 , uL2) = 6u2
F2

+ 6u2
F1

+ 2u2
L2

+ 4u2
L1
.

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}

6u2
F2

+ 6u2
F1

+ 2u2
L2

+ 4u2
L1

 9/2.

Cálculo de la matriz B

ruF JF (u
d
F , u

d
L) = ruF JF (u

d
F , u

d
L1
, u

d
L2
) =

0

@�6

�6

1

A

ruLJF (u
d
F , u

d
L) = ruLJF (u

d
F , u

d
L1
, u

d
L2
) =

0

@ 4

�2

1

A

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@�6/5 �6/5

3/5 3/5

1

A.

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]
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0 = 6uF2 + 6uF1 + 2uL2 � 4uL1 + 9

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = �(6uF2)/5� (6uF1)/5� 7/10

uL2 = (3uF2)/5 + (3uF1)/5 + 1/10

2.8 Ejemplo 4

Dada la función seguidor y la función ĺıder, encontrar función incentivos.

Función Ĺıder

JL(uF1 , uF2 , uF3 , uL1 , uL2) = 6uL1 � 2uF2uL1 � 2uF3uL1 � 2uF1uL1 + 6uL2uL1 + u
2
F2

+

u
2
F3

+ u
2
F1

Primero resolveremos el sistema derivadas parciales para encontrar el punto deseado

por el ĺıder.

@JL
@uF1

= 0

2uF1 � 2uL1 = 0 (2.12)
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@JL
@uF2

= 0

2uF2 � 2uL1 = 0 (2.13)

@JL
@uF3

= 0

2uF3 � 2uL1 = 0 (2.14)

@JL
@uL1

= 0

6uL2 � 2uF1 � 2uF3 � 2uF2 + 24uL1 + 6 = 0 (2.15)

@JL
@uL2

= 0

6uL2 + 6uL1 = 0 (2.16)

Resolviendo sistema de ecuaciones obtenemos punto cŕıtico

(ud
F1
, u

d
F2
, u

d
F3
, u

d
L1
, u

d
L2
) = (�1/2,�1/2,�1/2, 1/2,�1/2)

y se comprobó con la matriz que Hessiana que es un punto mı́nimo.

Función seguidor

JF (uF1 , uF2 , uF3 , uL1 , uL2) = 6u2
F2

+ 6u2
F3

+ 6u2
F1

+ 3u2
L2

+ 6u2
L1
.

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}
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6u2
F2

+ 6u2
F3

+ 6u2
F1

+ 3u2
L2

+ 6u2
L1

 27/4.

Cálculo de la matriz B

ruF JF (u
d
F , u

d
L) = ruF JF (u

d
F , u

d
L1
, u

d
L2
) =

0

BBB@

�6

�6

�6

1

CCCA

ruLJF (u
d
F , u

d
L) = ruLJF (u

d
F , u

d
L1
, u

d
L2
) =

0

@ 6

�3

1

A

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@�4/5 �4/5 �4/5

2/5 2/5 2/5

1

A.

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = 6uF2 + 6uF3 + 6uF1 + 3uL2 � 6uL1 + 27/2.

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = �(4uF2)/5� (4uF3)/5� (4uF1)/5� 7/10

uL2 = (2uF2)/5 + (2uF3)/5 + (2uF1)/5 + 1/10.
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Formulación

En este caṕıtulo veremos las funciones con ruidos aleatorios en la función JF .

Supondremos que ⌦F y ⌦L y las funciones JF y JL son funciones continuas.

Los ruidos que se aplicarán JF serán:

1. Ruido aditivo.

2. Ruido multiplicativo.

3. Ruido aditivo al seguidor.

4. Ruido aditivo multiplicativo al seguidor.

Estos ruidos al agregárselos a una función, abra una modificación en la función

original, entonces buscaremos una solución para este juego se Stackelberg.

Al aplicarle un ruido aleatorio a JF sigue siendo una función continua, por el

teorema 2.3 existe un punto de equilibro de Stackelberg.

24
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3.1 Ruido aditivo

En este sección se le sumara un ruido aleatorio a toda la función costo del

seguidor.

Se decidió estudiar este tipo de ruido por que los costo pueden tener cierta

variabilidad e incertidumbre a la función demanda teniendo un costo adicional.

Sea r un ruido aleatorio, JF el costo del seguidor. Llamaremos a J
⇤

F , como el

costo del seguidor con un ruido aleatorio aditivo, definido como:

J
⇤

F := E(JF + r).

Lema 3.1. El conjunto subnivel ⇤⇤

d para J
⇤

F , seria el mismo conjunto subnivel ⇤d

para JF

Demostración: J
⇤

F = E(JF + r)

= E(JF ) + E(r) (Por propiedades del valor esperado.)

= JF + E(r) (Por ser JF constante)

Sea xd = (ud
L, u

d
F )

⇤⇤

d = {x 2 ⌦L ⇥ ⌦F : J⇤

F (x)  J
⇤

F (xd)}

J
⇤

F (x)  J
⇤

F (xd)

JF (x) + E(r)  JF (xd) + E(r)

JF (x) + E(r)� E(r)  JF (xd) + E(r)� E(r)

JF (x)  JF (xd)

⇤⇤

d = {x 2 ⌦L ⇥ ⌦F : JF (x)  JF (xd)}

⇤⇤

d = ⇤d

Ya vimos que el conjunto solución para ⇤d es (�L(uf ), uf ),por tanto para ⇤⇤

d
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seŕıa la misma solución.

3.2 Ruido multiplicativo

En este caṕıtulo se le multiplicará un ruido aleatorio a toda la función costo

del seguidor.

Se decidió estudiar este tipo de ruido por que los costo pueden tener cierta

variabilidad e incertidumbre a la función demanda teniendo un costo adicional.

Sea r un ruido aleatorio, JF el costo del seguidor. Llamaremos a J
⇤⇤

F ,como el

costo del seguidor con un ruido aleatorio multiplicativo, definido como:

J
⇤⇤

F := E(r ⇤ JF ).

Lema 3.2. El conjunto subnivel ⇤⇤⇤

d para J
⇤⇤

F , va a ser el mismo ⇤d para JF , si el

valor esperado del ruido aleatorio es positivo.

Demostración: J
⇤⇤

F = E(JF ⇤ r)

= JF ⇤ E(r) (Por propiedades del valor esperado.)

Sea xd = (ud
L, u

d
F )

⇤⇤⇤

d = {x 2 ⌦L ⇥ ⌦F : J⇤⇤

F (x)  J
⇤⇤

F (xd)}

J
⇤⇤

F (x)  J
⇤⇤

F (xd)

JF (x)E(r)  JF (xd)E(r)

Caso 1: Si E(r) = 0

JF (x) ⇤ 0  JF (xd) ⇤ 0

0  0

Sin importar que decisión se tome siempre va caer en el conjunto subnivel.

Caso 2: Si E(r)  0
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JF (x)E(r)  JF (xd)E(r)

JF (x) � JF (xd) (Por ser E(r) ¡0 se voltea la desigualad)

⇤⇤⇤

d = {x 2 ⌦L ⇥ ⌦F : JF (x) � JF (xd)}

Esto quiere decir que la decisión que tome el ĺıder va a ser la peor.

Caso 3: Si E(r) � 0

JF (x)E(r)  JF (xd)E(r)

JF (x)  JF (xd)

⇤⇤⇤

d = {x 2 ⌦L ⇥ ⌦F : JF (x)  JF (xd)}

⇤⇤⇤

d = ⇤d

Ya vimos que el conjunto solución para ⇤d es (�L(uF ), uF ), por tanto para ⇤⇤⇤

d

seŕıa la misma solución siempre y cuando la E(r) sea positivo.

3.3 Ruido aditivo al seguidor

En este caṕıtulo se le sumará un ruido aleatorio a la componente del seguidor

de la función costo del seguidor.

Sea r un ruido aleatorio, JF el costo del seguidor, JA
F el costo del seguidor con

ruido aditivo al seguidor. Definiremos a

J
A
F (uF , uL) = E(JF (uF + r, uL)).

Lema 3.3. Sea JF una función convexa, entonces J
A
F es convexa.

Demostración: Sea x1 = (u1
F + r1, u

1
L), x2 = (u2

F + r2, u
2
L)

J
A
F (�x1 + (1� �)x2) = E(�x1 + (1� �)x2) (Por definición J

A
F )

= E(JF (�(u1
F + r1, u

1
L) + (1� �)(u2

F + r2, u
2
L))) (Por definición x1 y x2)

 E(�JF (u1
F + r1, u

1
L) + (1� �)JF (u2

F + r2, u
2
L))) (Por se JF convexo)
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= E(�JF (u1
F + r1, u

1
L))+E((1��)JF (u2

F + r2, u
2
L)) (Por propiedades del valor espe-

rado)

= �E(JF (u1
F + r1, u

1
L))+ (1��)E(JF (u2

F + r2, u
2
L)) (Por propiedades del valor espe-

rado)

= �J
A
F (x1) + (1� �)JA

F (x2) (Por definición J
A
F )

3.4 Ruido aditivo multiplicativo al seguidor

En este caṕıtulo se le sumará y multiplicará un ruido aleatorio a la componente

del seguidor de la función costo del seguidor.

Sea r un ruido aleatorio, JF el costo del seguidor, JM
F el costo del seguidor con

ruido aditivo multiplicativo al seguidor. Definiremos a

J
M
F (uF , uL) = E(JF (uF + uF r, uL)).

Lema 3.4. Sea JF una función convexa, entonces J
M
F es convexa.

Demostración: Sea x1 = (u1
F + u

1
F r1, u

1
L), x2 = (u2

F + u
2
F r2, u

2
L))

J
M
F (�x1 + (1� �)x2) = E(�x1 + (1� �)x2) (Por definición J

A
F )

= E(JF (�(u1
F + u

1
F r1, u

1
L) + (1� �)(u2

F + u
2
F r2, u

2
L))) (Por definición x1 y x2)

 E(�JF (u1
F + u

1
F r1, u

1
L) + (1� �)JF (u2

F + u
2
F r2, u

2
L))) (Por se JF convexo)

= E(�JF (u1
F + u

1
F r1, u

1
L)) +E((1� �)JF (u2

F + u
2
F r2, u

2
L)) (Por propiedades del valor

esperado)

= �E(JF (u1
F + u

1
F r1, u

1
L)) + (1 � �)E(u2

F + u
2
F r2, u

2
L) (Por propiedades del valor

esperado)

= �J
M
F (x1) + (1� �)JM

F (x2) (Por definición J
M
F )
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Experimentación y Resultados

En este caṕıtulo veremos los resultados obtenidos, usando como ejemplo 1 de

la sección 2.5, con un ruido aditivo multiplicativo a la función ĺıder. En los siguientes

ejemplos calcularemos la función incentivos con el ejemplo 1 del capitulo 2.

4.1 Ruido aditivo

Sea

JF (uF , uL1 , uL2) = (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2

Al aplicarle un ruido aditivo tenemos que:

J
⇤

F (uF , uL1 , uL2) = E(JF (uF + uF r, uL1, uL2)

= (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2 + E(r)

29
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4.1.1 Caso 1: Distribución normal µ = 1, � = 0.01

Función Seguidor

J
⇤

F (uF , uL1 , uL2) = (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2 + 1

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}

(uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2  25/4.

Cálculo de la matriz B

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@ 4/5

�8/5

1

A.

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = uL1 � 2uL2 + 4uF/25� 9/2.

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = 62/5� (8uF )/5

uL2 = (4uF )/5� 27/10.
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Figura 4.1: Gráfica de ⇤d y hiperplano 3.

4.1.2 Caso 2: Distribución normal µ = 1, � = 0.1

Función Seguidor

J
⇤

F (uF , uL1 , uL2) = (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2 + 1

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}

(uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2  25/4.

Cálculo de la matriz B

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@ 4/5

�8/5

1

A.
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Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = uL1 � 2uL2 + 4uF/25� 9/2.

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = 62/5� (8uF )/5

uL2 = (4uF )/5� 27/10.

Figura 4.2: Gráfica de ⇤d y hiperplano 4.
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4.1.3 Caso 3: Distribución Poisson � = 3

FunciÓn Seguidor

J
⇤

F (uF , uL1 , uL2) = (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2 + 3

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}

(uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2  33/4.

Cálculo de la matriz B

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@ 4/5

�8/5

1

A.

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = uL1 � 2uL2 + 4uF/25� 9/2.

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = 62/5� (8uF )/5

uL2 = (4uF )/5� 27/10.
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Figura 4.3: Gráfica de ⇤d y hiperplano 5.

4.2 Ruido multiplicativo

Sea

JF (uF , uL1 , uL2) = (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2

Al aplicarle un ruido aditivo tenemos que:

J
⇤⇤

F (uF , uL1 , uL2) = E(JF (uF + uF r, uL1, uL2)

= (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2) ⇤ E(r)
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4.2.1 Caso 1: Distribución normal µ = 1, � = 0.01

Función Seguidor

J
⇤⇤

F (uF , uL1 , uL2) = (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}

(uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2  21/4.

Calculo de la matriz B

B=ruF JF (u
d
F , u

d
L)r

T
uF
JF (ud

F , u
d
L)�����r

T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2

=

0

BBB@

4/5

�8/5

1

CCCA

.

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = uL1 � 2uL2 + 4uF/25� 9/2.

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )
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uL1 = 62/5� (8uF )/5

uL2 = (4uF )/5� 27/10.

Figura 4.4: Gráfica de ⇤d y hiperplano 6.

4.2.2 Caso 2: Distribución normal µ = 1, � = 0.1

Función Seguidor

J
⇤⇤

F (uF , uL1 , uL2) = (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}

(uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2  21/4.

Calculo de la matriz B



Caṕıtulo 4. Experimentación y Resultados 37

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@ 4/5

�8/5

1

A.

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = uL1 � 2uL2 + 4uF/25� 9/2.

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = 62/5� (8uF )/5

uL2 = (4uF )/5� 27/10.

Figura 4.5: Gráfica de ⇤d y hiperplano 7.
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4.2.3 Caso 3: Distribución Poisson � = 3

Función Seguidor

J
⇤⇤

F (uF , uL1 , uL2) = 3 ⇤ (uF � 6)2 + 3 ⇤ (uL2 � 5)2 + 3 ⇤ (uL1 � 1)2

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}

(uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2  63/4.

Cálculo de la matriz B

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@ 4/5

�8/5

1

A.

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = 3uL1 � 6uL2 + 12uF/25� 27/2.

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = 62/5� (8uF )/5

uL2 = (4uF )/5� 27/10.
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Figura 4.6: Gráfica de ⇤d y hiperplano 8.

4.3 Ruido aditivo al seguidor

Sea

JF (uF , uL1 , uL2) = (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2

Al aplicarle un ruido aditivo al seguidor tenemos que:

J
A
F (uF , uL1 , uL2) = E(JF (uF + r, uL1 , uL2)

= E(((uF + r)� 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2)

= E((uF + r)� 6)2) + E((uL2 � 5)2) + E(uL1 � 1)2)

= E((uF + r)2 + 2(uF + r)(�6) + 36) + E((uL2 � 5)2) + E(uL1 � 1)2)

= E(u2
F + 2uF r + r

2
� 12uF � 12r + 36) + E((uL2 � 5)2) + E(uL1 � 1)2)

= E(u2
F � 12uF + 36) + E(2uF r � 12r) + E(r2) + E((uL2 � 5)2) + E(uL1 � 1)2)

= E((uF � 6)2) + E(2uF r � 12r) + E(r2) + E((uL2 � 5)2) + E(uL1 � 1)2)
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= E(2uF r � 12r) + E(r2) + E((uF � 6)2) + E((uL2 � 5)2) + E(uL1 � 1)2)

= E(2uF r � 12r) + E(r2) + (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2

= E(2r(uF � 6)) + E(r2) + J + (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2

= E(2r(uF � 6)) + E(r2) + JF (uF , uL1 , uL2)

= 2(uF � 6)E(r) + E(r2) + JF (uF , uL1 , uL2)

Aśı llegamos a que :

J
A
F (uF , uL1 , uL2) = 2(uF � 6)E(r) + E(r2) + JF (uF , uL1 , uL2)

4.3.1 Caso 1: Distribución normal µ = 1, � = 0.1

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}

(uF � 5)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2  9/4.

Cálculo de la matriz B

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@ 2/5

�4/5

1

A.

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]
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0 = uL1 � 2uL2 + 2uF + 7/2.

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = �11/10 + (2uF )/5

uL2 = �(4uF )/5 + 46/5.

Figura 4.7: Gráfica de ⇤d y hiperplano 9.

4.3.2 Caso 2: Distribución normal µ = 1, � = 0.01

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}
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2uF + (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2  1325.

Cálculo de la matriz B

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@ 2/5

�4/5

1

A.

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = uL1 � 2uL2 + 2uF + 7/2.

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = �11/10 + (2uF )/5

uL2 = �(4uF )/5 + 46/5.

4.3.3 Caso 3: Distribución Poisson � = 3

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}
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Figura 4.8: Gráfica de ⇤d y hiperplano 10.

(uF � 3)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2  9/4

Cálculo de la matriz B

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@�2/5

4/5

1

A

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = uL1 � 2uL2 � 2uF + 39/2.

Funciones incentivas
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uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = 21/10� (2uF )/5

uL2 = (4uF )/+ 14/5.

Figura 4.9: Gráfica de ⇤d y hiperplano 11.

4.4 Ruido aditivo multiplicativo al seguidor

Sea

JF (uF , uL1 , uL2) = (uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2

Al aplicarle un ruido aditivo multiplicativo tenemos que:

J
M
F (uF , uL1 , uL2) = E(JF (uF + uF r, uL1, uL2)

= E(((uF + uF r)� 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2)

= E((uF + uF r)� 6)2) + E((uL2 � 5)2) + E((uL1 � 1)2)
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= E((uF + uF r)� 6)2) + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2

= E((uF + uF r)2 � 12(uF + uF r) + 36) + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2

= E((uF + uF r)2) + E(�12(uF + uF r)) + E(36) + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2

= E((uF + uF r)2) + E(�12(uF + uF r)) + 36 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2

= E(u2
F + 2u2

F r + u
2
F r

2) + E(�12uF � 12uF r) + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2 + 36

= E(u2
F )+E(2u2

F r)+E(u2
F r

2)+E(�12uF )+E(�12uF r)+(uL2�5)2+(uL1�1)2+36

= u
2
F + E(2u2

F r) + E(u2
F r

2)� 12uF + E(�12uF r) + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2 + 36

= E(2u2
F r) + E(u2

F r
2) + E(�12uF r) + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2 + u

2
F +�12uF + 36

= E(2u2
F r) + E(u2

F r
2) + E(�12uF r) + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2 + (u2

F � 6)2

= 2u2
FE(r) + u

2
FE(r2)� 12uFE(r) + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2 + (u2

F � 6)2

= 2u2
FE(r) + u

2
FE(r2)� 12uFE(r) + JF (uF , uL1 , uL2)

= 2u2
FE(r)� 12uFE(r) + u

2
FE(r2) + JF (uF , uL1 , uL2)

= 2(u2
F � 6uF )E(r) + u

2
FE(r2) + JF (uF , uL1 , uL2)

Aśı llegamos a que :

J
M
F (uF , uL1 , uL2) = 2(u2

F � 6uF )E(r) + u
2
FE(r2) + JF (uF , uL1 , uL2).

4.4.1 Caso 1: Distribución normal µ = 1, � = 0.1

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}

160801(uF�
1200
401 )2

213341 +
40100(uL2�5)2

213341 +
40100(uL1�1)2

213341  1.

Cálculo de la matriz B
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B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@�202/125

404/125

1

A.

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = uL1 � 2uL2 � 202uF/25 + 2191/50.

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = (1714)/250� (202uF )/125

uL2 = (404uF )/125� 866/125.

4.4.2 Caso 2: Distribución normal µ = 1, � = 0.01

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}

16000801(uF�
120000
40001 )2

2100332516 +
100002500(uL2�5)2

525083129 +
100002500(uL1�1)2

525083129  1.

Cálculo de la matriz B
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Figura 4.10: Gráfica de ⇤d y hiperplano 12.

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@�10001/6250

10001/3125

1

A.

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = uL1 � 2uL2 � 10001uF/1250 + 54379/1250.

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )
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uL1 = (43129)/6250� (10001uF )/6250

uL2 = (10001uF )/3125� 21254/3125.

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}

(uF � 6)2 + (uL2 � 5)2 + (uL1 � 1)2 + 301u2
F/100  541/100.

Cálculo de la matriz B

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@�202/125

404/125

1

A.

Ecuación del hiperplano

0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = uL1 � 2uL2 � 202uF/25 + 2191/50

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = (1714)/250� (202uF )/125

uL2 = (404uF )/125� 866/125.
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Figura 4.11: Gráfica de ⇤d y hiperplano 12.

4.4.3 Caso 3: Distribución poisson � = 3

Conjunto subnivel ⇤d

⇤d := {(uL, uF ) 2 ⌦L ⇥ ⌦F |JF (uL, uF )  JF (ud
L, u

d
F )}

1444(uF�
24
19 )

2

10911 +
76(uL2�5)2

10911 +
76(uL1�1)2

10911  1.

Cálculo de la matriz B

B =
ruF JF (ud

F ,ud
L)r

T
uF

JF (ud
F ,ud

L)�����r
T
uL
JF (ud

F , u
d
L)

�����

2 =

0

@�104/5

208/5

1

A

Ecuación del hiperplano
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0 = [ruLJF (u
d
F , u

d
L)]

T [(ud
L � uL) + B(ud

F � uF )]

0 = uL1 � 2uL2 � 104uF + 855/2.

Funciones incentivas

uL := �L(uF ) = u
d
L +B(uF � u

d
F )

uL1 = 837/10� (104uF )/5

uL2 = (208uF )/5� 802/5.

Figura 4.12: Gráfica de ⇤d y hiperplano 13.
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4.5 Resultados

4.5.1 Ruido Aditivo

En la sección 4.1 aplicamos un ruido aditivo con 3 distribuciones diferentes,

un ruido aleatorio con una distribución normal con µ = 1 y � = 0.01, distribución

normal con µ = 1 y � = 0.1 y un ruido con distribución de Poisson como era de

esperarse obtuvimos las funciones incentivo, ya que al sumarle una constante a la

función de costo y después derivarla y obtener B, obtendŕıamos la misma B y como

�L depende de B obtendŕıamos para todos los casos seŕıa la misma �L.

4.5.2 Ruido Multiplicativo

En la sección 4.2 aplicamos un ruido multiplicativo con 3 distribuciones di-

ferentes, un ruido aleatorio con una distribución normal con µ = 1 y � = 0.01,

distribución normal con µ = 1 y � = 0.1 y un ruido con distribución de Poisson

como era de esperarse obtuvimos las funciones incentivo ,ya que al multiplicar por

una constante a la función de costo y después derivarla y obtener B, se eliminaŕıa

dicho valor constante, obtendŕıamos la misma B del ejercicio original y como �L

depende de B obtendŕıamos para todos los casos seria la misma �L.

4.5.3 Ruido Aditivo al Seguidor

En la sección 4.3 aplicamos un ruido aditivo al seguidor con 3 distribuciones

diferentes, un ruido aleatorio con una distribución normal con µ = 1 y � = 0.01,

distribución normal con µ = 1 y � = 0.1 y un ruido con distribución de Poisson con

� = 3.
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Distribución normal.

Como la función costo ya con el ruido aleatorio contiene E(r) y no de E(r2) y

teńıamos las mismas media. Entonces al aplicar el ruido aleatorio no importaŕıa el

valor de � obtendŕıamos las mismas �L siempre y cuando tengamos las mismas µ.

Distribución Poisson.

Las funciones incentivos van depender solamente del valor de �, conforme vaya

cambiando � iŕıan cambiando las funciones incentivo.

4.5.4 Ruido Aditivo Multiplicativo al Seguidor

En la sección 4.3 aplicamos un ruido aditivo al seguidor con 3 distribuciones

diferentes, un ruido aleatorio con una distribución normal con µ = 1 y � = 0.01,

distribución normal con µ = 1 y � = 0.1 y un ruido con distribución de Poisson con

� = 3.

Ahora el conjunto subnivel tendŕıa forma de un esferoide.

Distribución Normal.

En está ocasión la función costo ya con el ruido aleatorio contiene E(r) y E(r2).

Entonces al aplicar el ruido aleatorio iŕıa cambiando la B conforme la media y la

desviación estándar van cambiando, por tanto las funciones incentivo �L cambiaŕıan.

Distribución Poisson.

En está ocasión la función costo ya con el ruido aleatorio contiene E(r) y E(r2).

Entonces al aplicar el ruido aleatorio iŕıa cambiando B conforme � va cambiando,

por tanto las funciones incentivo �L cambiaŕıa.
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Conclusiones y trabajo futuro

5.1 Conclusiones

Al aplicar con los ruidos aleatorios aditivos y multiplicativos las funciones

incentivos no se verán alteradas.

En cambio al aplicar los otros tipos de ruidos van a cambiar las funciones

incentivos, dependiendo el tipo de distribución y el tipo de ruido que se le aplique.

5.2 Trabajo futuro

En trabajo futuro se podŕıa aplicar ruidos aleatorios, no solo en juegos en los

que los jugadores hacen movimientos de forma simultanea (juegos estáticos), si no

también cuando los jugadores tomen decisiones en distintos momentos del tiempo

(juegos dinámicos).
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Universidad Autónoma de Nuevo León
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