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RESUMEN. Se introducen los hiperreales por medio de la llamada cons-
truccion del ultrafiltro. Se parte del concepto conjuntista de hiperextension,
para mostrar luego las ventajas que la Légica proporciona al estudio de los
hiperreales. Se realiza, asi mismo, una aplicacién de la teoria obtenida al
estudio de la continuidad y la diferenciabilidad de las funciones univaria-
das reales. También se trata brevemente la convergencia de las sucesiones de

nimeros reales con ayuda de los infinitesimales.

ABSTRACT. We present a construction of the hyperreals by means of ul-
trafilters. We depart from the set-theoretic concept of hyperextension and
then show the benefits provided by Logic to the study of hyperreals. Furt-
hermore, we perform an application of the theory to the study of continuity
and differentiability of real univariate functions. In this framework, we briefly

discuss the convergence of sequences of real numbers.



La ménada, de la que hablaremos aqui, no es otra cosa que una substancia

simple, que forma parte de los compuestos; simple, es decir, sin partes.

Se sigue de lo que acabamos de decir que los cambios naturales de las ménadas
vienen de un principio interno, puesto que una causa externa no puede influir

en su interior.

W. G. LEIBNIZ en la Monadologia.
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Introducciéon

Cavalieri, Mengoli, Roberval y muchos otros soniaron los indivisibles, ver-
sion temprana de los infinitesimales, durante la primera mitad del siglo X VII.
En la segunda mitad de este grandioso siglo del cédlculo infinitesimal, Leib-
niz y Giovanni Bernoulli, en el continente, y Newton con su escuela, en In-
glaterra, sacaron ventajoso provecho de los “infinitamente pequenos”. Sin
embargo, durante los dos siglos siguientes, los infinitesimales fueron desapa-
reciendo lentamente de las matematicas, al punto de que Cauchy, Bolzano
y Weierstrass, entre otros, los dejaron totalmente por fuera de la rigurosa
formalizacién del Anélisis decimondnico. Algunos atribuyen esta reaccion a
las dificultades técnicas y tedricas, como por ejemplo, a la pérdida de la
propiedad arquimediana. A pesar de esto, el inconsciente matematico se em-
peniaba en revivir su antiguo sueno. Asi lo dejan ver algunos trabajos, no muy
bien acogidos por cierto, de du Bois-Reymond y de Hadamard. No olvidemos
tampoco que Félix Klein fue un gran defensor de la utilidad didactica de los
infinitesimales.

A partir de 1930, los trabajos de Skolem abrieron la posibilidad de ex-
tender rigurosamente los reales (de varias maneras) mediante la adjuncién
de nuevos elementos. Dichos elementos comprendian nimeros méas grandes
que cualquier entero y niimeros positivos menores que el inverso de cualquier
entero positivo. Con ello, nacia un nuevo calculo infinitesimal. En el marco de
sus investigaciones sobre anillos de funciones reales, Edwin Hewitt bautizé en
1948 a estos numeros con el nombre de hiperreales. En 1955, Jerzy Lo$ de-

mostré que dichos cuerpos tenian todas las propiedades de una extensiéon



elemental de los reales. A comienzos de los anios 1960, Abraham Robinson,
en la linea de Hewitt, afronta el problema con ayuda de la Teoria de Modelos
y desarrolla su famosa construccion de los ultraproductos. Estas teorias se
enmarcan ya dentro del llamado Anélisis no-estandar. La teoria de Robinson
encontrd luego una generalizacién axiomatica en la Teoria de Conjuntos In-
ternos de Edward Nelson. En ella, se agregan tres nuevos axiomas a la teoria
de Zermelo-Fraenkel. Y la explosion de resultados contintia hasta nuestros
dias. Reconocemos que no somos expertos en el tema y dejamos el recuento
histérico en este punto. Por cierto, los ultimos anos han visto la publicacion
de varios textos elementales de Calculo que usan sin remordimiento a los
infinitesimales.

Como toda teoria nueva en las matemaéticas, el Andlisis no-estdandar ha
tenido sus oponentes. Las criticas vienen de dos direcciones. Por un lado, se
critica la complejidad del aparato logico que lo soporta; por otro, se critica su
ensenanza. En nuestra humilde opinion, la construccién de Robinson es na-
tural, pues desde sus origenes el Calculo ha querido ser lo que su etimologia
sugiere: una ciencia de los nimeros, una “aritmética”. La construccion es,
ademas, “candnica”, pues tiene los mismos ingredientes que las construccio-
nes de los sistemas numéricos usuales. Ademas de esto, ofrece una alternativa
de simplificacién a los argumentos de tipo épsilon-delta. Creemos asi mismo
que estas observaciones respaldan la posicién de Klein sobre su utilidad que
un enfoque infinitesimal reporta a la ensenanza. Sin duda alguna, el asunto
de la ensenanza del Analisis no-estandar merece muchas otras reflexiones que
nos apartarian de los objetivos que nos hemos propuesto.

En este trabajo de grado se presenta una construccion de los hiperrea-
les que no quiere ser tan elemental como para un primer curso de Calculo,
pero que tampoco pretende alcanzar las alturas del estado del arte sobre la
materia. Se busca simplemente contar una historia accesible a estudiantes de
ultimos semestres de pregrado en Matematicas. Nuestro punto de partida ha
sido la presentacién de Henson (1997), que es bastante flexible en cuanto a

prerrequisitos de Légica y Teoria de Conjuntos. Ademas del libro imprescindi-
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ble de Robinson (1960), consideramos la construccién del ultrafiltro dada por
Keisler (2010) y el conocido libro de Takeuchi (1988). A los escritos funda-
cionales de Newton y Leibniz, agregamos la presentacion histérica de Hairer
y Wanner (2008). Para el estudio de los temas de Analisis en el Capitulo 5,
seguimos las ideas de Goldblatt (1998).

En el primer capitulo se define con conjuntos la nociéon de hiperexten-
sién de un conjunto no vacio. El segundo capitulo estd dedicado a probar
la existencia de tales hiperextensiones. Para ello, se usa el ultraproducto de
Robinson sin entrar en mayores detalles sobre los ultrafiltros. En el tercer
capitulo se reescriben los resultados de los dos primeros en términos del len-
guaje mas apropiado y transparente de las férmulas légicas de primer orden.
El cuarto capitulo estd dedicado a aplicar la teoria anterior a la construccién
del sistema de numeros hiperreales. En este capitulo se desarrollan concep-
tos ya conocidos de una manera nueva (o sea, distinta a la presentada en las
referencias conocidas). Ellos tienen que ver con la construccién de los infini-
tesimales y los infinitos. En el quinto y ultimo capitulo se estudian algunos
temas bésicos de Calculo en el lenguaje de los hiperreales. Ellos comprenden
las funciones continuas, las funciones diferenciables y las sucesiones. Al final,
se eshozan algunas conclusiones sobre lo aprendido durante la elaboracién de
este trabajo.

Agradecemos al profesor Arnold Oostra por sus asesorias y motivacion.



CAPITULO 1

Hiperextensiones

Quae de curvis lineis deque superficiebus comprehensis demonstrata sunt,
facile applicantur ad solidorum superficies curvas & contenta.'

I. Newton en sus Principia, libro I, seccién I, Lema XI, escolio.

La cita de Newton que introduce este capitulo inicial puede entenderse en
el sentido de que el célculo en varias variables (es decir, en R™) se desprende
sin mayores complicaciones del calculo en una sola variable real. En relacién
con esto, nuestro proposito inicial consiste en extender un conjunto abstracto
de tal manera que la extensién resultante preserve la “estructura de primer
orden” del conjunto de partida. Esta estructura comprende subconjuntos y

funciones en todos los productos cartesianos finitos. Veamos.

1.1. Definicion

Sea X un conjunto abstracto no vacio. Una hiperextension de X es un
par (xX, h) donde *X es un conjunto no vacio y h es una inyeccién graduada

con las caracteristicas que se especifican enseguida.

L. . . those things which have been demostrated of curve lines, and the surfaces they

comprehend, are easily applied to the curve surfaces and contents of solids.
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1. Para cada grado n € N, se tiene una aplicacién inyectiva de conjuntos
de partes h, : P(X") — P((xX)"). Si A C X", escribimos h,(A) =
*A C (xX)". En el grado cero se asume X° = (xX)° = ) y la aplicacién
queda definida por ho(0) = 0.

2. Para cada n € N, h,, define un monomorfismo (homomorfismo inyecti-
vo) de élgebras de Boole de (P(X™),U,N,¢) en (P((xX)™),U,N,). Es
decir, si A, B C X", entonces x(AUB) = «xAUxB, x(ANB) = «xANxB
y *(A°) = (xA)°.

3. Para cada n € N, h,, preserva las diagonales basicas. Es decir, si 1 <
i <j<nyD esladiagonal {(z1,22,...,2,)|z; = x;} C X", entonces

*D = {(.Tl,x2, C. 7l'n)|l‘1 = x]} C <*X>n

4. Para cada par m,n € N, la aplicacion producto h,, X h, es compati-

ble con h,, ., por medio de las idenficaciones usuales de los productos

cartesianos
hp X By,
) X P(X") ——= P((xX)™) x P((xX)")
R
PX™H) P((xX)™*™).
Con precisién, si A C X™ B C X", es licito escribir x(A x B) =
xA X xB.

5. Para cada n € N, la proyeccién 7, que omite la tultima coordenada, se
preserva o es compatible con h, 1, h,. En concreto, el siguiente diagra-

ma conmuta.

PxHy T p(xm)

thrl\L \Lhn

P(X) ) T2 (X)),
Es decir, si A C X" entonces *(m,(A)) = *m,(xA).



1.2. Consecuencias para los subconjuntos 13

1.2. Consecuencias para los subconjuntos

Observemos primeramente que la condicion de homomorfismo sobre el
complemento se puede cambiar por otra equivalente sobre la diferencia de

conjuntos.
Proposicién 1.1. Para cada grado n, *(A — B) = (xA — xB).
Demostracion. Si A, B € X™, entonces

x(A— B) =%x(ANB°) =+«xANx(B°) =*xAN (xB)° = xA — xB.

El orden de la inclusién también se preserva.
Proposicién 1.2. Para cada grado n, A C B <> xA C xB.

Demostracion. Si A, B C X"y A C B, entonces A = AN B. Al aplicar h,,,
xA = xANx*B, osea, *xA C xB. La implicacion en la otra direccién se obtiene

con las imagenes inversas. ]

Notemos igualmente que la inyectividad de las aplicaciones se puede rem-

plazar por una condiciéon algebraica equivalente.

Proposicién 1.3. En la definicion de hiperextension, usemos la palabra ho-

momorfismo en lugar de monomorfismo. Para cada gradon € {0} UN,
hy es inyectiva <> ker h,, = {0}.
Demostracion. De izquierda a derecha, tenemos
0 = x(0 — 0) = *0 — «0 = 0.

Como h,, es inyectiva, ker h,, = {0}.
Supongamos ahora que el tinico elemento en el kernel es el conjunto vacio.

Resta pues, considerar *A = xB # (). Por la proposicién anterior,
*AC*B *xBC*A« ACB,BC A« A=DB#.

De este modo, h,, es inyectiva. [l
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Algo similar sucede con los universos.
Proposicién 1.4. Para todo grado n, *(X™) = (xX)".

Demostracion. El caso n = 0 es evidente. Sin = 1, #(X') = «X = (xX).
Para los demas naturales, la tesis se logra por induccion, usando la condicién

4 de la definicién:
(XM = #( X" x X)) = (X" ) x x(X) = (X)) x (xX) = (*X™).
O
Para los unitarios se tiene lo siguiente.

Proposicién 1.5. hy envia conjuntos unitarios en conjuntos unitarios.

Demostracion. Sea x € X. Asi, x{z} # (). Sea A la diagonal {(u,u)lu € X}
y escribamos {z} x {z} = {(z,2)} € A. En virtud de la definicién y la
Proposicion 1.2,

w{r} x x{x} C *xA.

Esto es, *{x} es unitario. O

Esta proposicién sugiere la notacion x{z} = {*z}, donde hi(x) = *x.

Este hecho se generaliza sin dificultad.

Proposicién 1.6. En cada grado n > 1, h,, envia unitarios en unitarios. Es

decir, si x1,%9,....Tn € X, *{(x1, ..., xn)} = {(x21, ..., xxp,) }.
Demostracion. De las proposiciones anteriores y la condicién 4, obtenemos
w{(z1, .y xn)t =% ({21} x oo x {z,})
=x{r1} x ... x x{x,}

={xz1} X ... X {*xx,,}

={(*x1, ..., *xp) }.
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Proposicién 1.7. Para cada A C X" y x1,...,x, € X,
(X1, ey Tp) € A > (%21, ..., *Ty) € *A.
Demostracion. Claramente,

(1, 0y 2p) € A {(21,...,20)} T A
> *x{(z1, ..., x,)} CxA
{(xxq, ..., k1) } C %A

o (xxq, .0, k) € *A.

]

Esta proposiciéon pueden confundir si no se aclara que, en el caso intere-
sante, *X es “mas grande” que X. Es decir,

o A = {(xx1, ..., *%x,)| (21, ..., x,) € A} T xA.
La igualdad esta garantizada para los conjuntos finitos.

Proposicién 1.8. Si A C X", n > 0, es finito, entonces @A = xA es finito
y tiene la misma cardinalidad |A| de A.

Demostracion. Ciertamente, A es de la forma

1]

U{(xl,...,xn)}.

]

Queremos que una hiperextension *X de un conjunto X no sea una sim-
ple copia de él. Para precisar estas nociones, diremos que un elemento de
(*X)™, m > 1, es estandar si es de la forma (xxq,...,*z,,), para cierto
(21, ..., Tm) € X™. Los demds elementos, que no tienen esta forma, se lla-

man hiperelementos o, por influencia del inglés, elementos no-estandar.
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Dado que los conjuntos finitos se preservan por nuestra inyeccion gradua-
da, la unica esperanza que queda para una hiperextensién sea propia des-
cansa en los subconjuntos infinitos. Estas consideraciones nos llevan a decir
que una hiperextensién *X de X es propia si para todo subconjunto infinito
A C X, %A contiene un hiperelemento de *X. En breve, si A es infinito,
e A es un subconjunto propio de *A. La existencia de las hiperextensiones
propias serd tratada en el proximo capitulo. Por ahora, asumamos que tales
objetos existen.

Recalquemos que, en cualquier caso, xA contiene una copia A de A. Esa
es la principal consecuencia de esta seccion: toda hiperextension, trivial o

propia, *X de X contiene copias de todos los subconjuntos de X.

1.3. Consecuencias para las funciones

Para usar nuestra definiciéon conviene identificar a las funciones con sus
graficas. Recordemos que si A C X™ y B C X", la grafica de una funcion
f:A— B es el subconjunto ® de X" tal que:

1. C Ax B.

2. La aplicacién II : & — A que omite la componente de B es una pro-

yeccién, es decir, es I1(P) = A.

3. {((‘rhyl)? (Jfg,yg)) EPXxD: I = IQ} - {((xlayl)ﬂ (x%y?)) €EPxD:
Y1 = Y2}

Con esta aclaracion obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.9. 51 A C X™ B C X" y ® es la grafica de una funcion
f:A— B, entonces x® es la grdfica de una funcion xf : xA — xB.

Demostracion. En verdad,

1. *® C %(A x B) = *A x *B.
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2. Usando la propiedad 5 de la definicién n veces, *I1(x®) = *(II(®)) =
*xA.

3. {((*1'17*3/1), (*3527*92)) € %P x %P : *r = *.CEQ}
C {((*x1, *y1), (xx2, *Yy2)) € *D X xD : xy; = *ys}.

]

Nota 1.10. Observamos que estamos introduciendo una nueva notacion para
las funciones xf que aparecen en las imdgenes de la inyeccion graduada de
la definicion. Esta notacion se extiende sin problemas a la grdfica de esta

funcion y a las proyecciones involucradas.

Proposicién 1.11. Sean AC X™, BC X"y f: A — B una funcion. Para
todo (z1,...,2,) € A,

(*f)(*xla R *l‘m) - *(f(xlﬂ s 7xm))

Demostracion. En nuestro método de trabajo,

(yl,y%”';yn) :f(xhx%'”?‘rm) A ('rlv"‘?xm7y17"'7yn) €.

Por lo visto mas arriba, esto pasa si y sélo si

(KT1y ooy R Ty KYL, oy %Yn) € %P > (ky1, ..o *Yn) = (% f) (%21, . o *T0).
]

A partir de las diagonales simples o basicas de nuestra definicién podemos
construir diagonales compuestas, las cuales se preservan por las h,. Proce-
demos por induccién sobre el numero de pares de componentes iguales de la
diagonal. El inciso 3 de la definicion es la validez de nuestra proposicion para
k = 1. Supongamos que se cumple para k y consideremos una diagonal del
tipo k + 1:

Dk—i—l = {($1,$2, C.e 7xn>|$i1 = CL’jl, C.e ,ZEik = ijk,xik+1 = (L’ijrl}.
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Notemos que Dy = DN Dy, donde Dy, = {(x1,...,x,) |2 =25y, ..., 2 =

5.}y D = {(z1,...,20)|2i,,, = 2j,.,}. Entonces, por la hipétesis de in-

duccién,

*Dk+1 = *Dk N *Dl

= {(*x1, *Ta, . .. k)| * Ty = %Dy, .., KTy, = KT, KTy, = *xjk+1}.

Notamos que cada diagonal (simple o compuesta) corresponde, en su sentido
mas general, a la eleccion de una relacion de equivalencia en el conjunto de
indices {1,2,...,n}.

Proposicién 1.12. Siid : A — A es la funcion identidad de A C X™,
entonces xid : xA — %A es la funcion identidad de xA C (xX)™.

Demostracion. La grafica de id es simplemente
Do ={(x1, ., Ty Y1, - Ym) |21 = Y1, T2 = Yoy o ooy Ty = Y }-
Por lo que hemos dicho antes,
kDo = {(%T1, . oy % Ty, ¥YL, -+ ooy Y )| KT = *Yp, % To = *Ya, . .o, ¥ Ty = kY
es la grafica de xid. O

Esta proposicion se puede extender, en cierto sentido 1til, con la ayuda
de una funcién o : {1,...,m} — {1,...,n}. Nos interesa la funcién cuya

grafica estd formada por los puntos
(T15+ s Ty To(1)s - - To(my) € XM

que toma valores en cierto B C X™. Por lo tanto, el dominio de esta funcién
es
A={(x1,...,2,) € X"|(%o01),-- - To(m)) € B}

Observemos que la funcién identidad id : A — A corresponde al caso
n=m,o=1id:{l,...,n} — {1,...,n}. Una permutacién de las n-uplas
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(x1,...,2,) con valores en B corresponde al caso n = m, ¢ € S, (gru-
po simétrico de n letras). Por simplicidad, podemos tomar en estos casos,
A =B = X". En general, la grificade f, : A = BesI'y =

(@1, T, g1y Togem) | Toti = Togy, L <8 <My (g1, -+, Tngm) € B}

Es decir, es la intersecion de una diagonal compuesta con B € X™. Por lo

tanto, se preserva por las h,. Asi hemos probado lo siguiente.

Proposicién 1.13. Sea o : {1,...,m} — {1,...,n} una funcion. Si f, :
A — B C X™ es la funcion descrita mas arriba, entonces xf, : xA — *B

realiza las mismas operaciones en xA. En particular, el dominio

A={(z1,...,2)|(To1)s - -, Tom)) € B}
se envia a A = {(xx1, ..., %) |(¥To(1), - - -, ¥To(m)) € *B}.

De paso, hemos generalizado lo que sigue. Recordemos que, para m < n,
una proyeccion escoge m componentes de cada n-upla de tal manera que los
indices de la imagen estan dispuestos en una sucesion finita no decreciente

(de m términos) con valores entre 1 y n, inclusive.

Corolario 1.14. Sea m < n. El enciso 5. de nuestra definicion se cumple

para todas las proyecciones m de n-uplas a m-uplas.

Para finalizar esta seccion, establecemos otros resultados que muestran
cémo ciertas nociones elementales sobre funciones se llevan a las hiperexten-

siones.

Proposicién 1.15. Sea A C X™, B C X" y C C XP?. Sean, ademds f :
A— B yg:B— C funciones. Entonces, x(go f) = (xg) o (xf)

Demostracion. Sean @@, v g0 las graficas de las funciones f,g y go f

respectivamente. Consideremos el conjunto

A={(a,b,b,c) € X" P|h =} N (D; x ).
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Entonces, si IT : X277 — X™+P eg la proyeccién que realiza I(a, b, ¥, c) =

(a,c), entonces ®,or = II(A). De los resultados anteriores, se sigue que
x A = {(xa, b, %', xc) € (xX)" 2P| b = xb'} N (D x Duy).
Por la proposicién anterior,
Dugory = *l1(xA) = *(I1(A)) = #(Pgoy).

Es decir, x(g o f) = (xg) o (xf) O

Proposicién 1.16. Supongamos que AC X", BC X"y f:A— B esuna

funcion.

(a) f es inyectiva < xf es inyectiva.
(b) f es sobreyectiva < xf es sobreyectiva.
(c) f es biyectiva < *f es biyectiva. En este caso, si f~1 es la funcion

inversa de f, entonces (') es la inversa de xf.

Demostracion. Sean @y la grafica de f y ®,; la grafica de f.

(a) La condicién de inyectividad se puede escribir como {(z, f(z),y, f(v))
€ by x Bflf(@) = F)} € (0. f(2)y. Fp)) € Bf x Dyl = y}. Bsta
condicién se cumple si y sélo si {(xz, xf(x), *y, xf(y)) € Pup X Douy| * f(z) =
xf(y)} C {(xx,xf(x),*y,*f(y)) € Puf X uf| ¥z = *y}. Es decir, si *f es
inyectiva.

(b) Sea II la proyeccion A x B — B. f es sobreyectiva si y sélo si II(®f) =
B. Es decir, si s6lo si *II(®, ;) = *B. Esto equivale a que *f sea sobreyectiva.

(c) Basta aplicar (a) y (b) al mismo tiempo. Ahora, por la proposicién
anterior, *(fo f~1) = (xf)o(xf!) = *id, donde *id : ¥A — %A es la funcién
identidad. O

Proposicién 1.17. Sea f: A C X" — X™ una funcion. Entonces

(a) Si B C A, entonces x(f(B)) = (xf)(xB).
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(b) Si C C X", entonces *(f~HC)) = (xf) "1 (xC).
(c) Si B C A, entonces x(f|g) = (*f)|xn)-

Demostracidén. Las notaciones f, f~! y f|p denotan aqui la imagen directa,
la imagen reciproca y la restriccién de f a B, respectivamente.

(a) Tenemos que f(B) = {f(z1,...,x,)|(21,...,2,) € B}. La condicién
se sigue inmediatamente de las proposiciones vistas hasta ahora.

(b) La imagen reciproca o imagen inversa es f~1(C) = {(x1,...,7,) €
Alf(xy,...,z,) € C}. De nuevo, el resultado se sigue de lo anterior.

(c) La grafica de la restriccién f|p es @, = @ N (B x X™). La tesis se

desprende de los resultados anteriores. O

Proposicién 1.18. Sea f: A C X" — B C X" una funcion definida por
f = (fi,---, fa), donde cada f; : X" — X, 1 < i < n, es una funcion

“coordenada”. Entonces, xf = (xf1,...,xfn).

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n. El caso n = 1 ya esta re-

suelto. Supongamos entonces que el resultado se cumple para n = k, o sea,

*fiie = (xf1, ..., *fx). Sea

donde @y, ., denota la grifica de fry; : X — X. Con esto, la grafica de

f [1,k+1] €8

(I)f[ =1I(4),

1,k+1]

donde IT : X7 x X+l — Xm0+ eg la, proyeccién

H(m,y,yg,. <. 7ykagayk+l) = (maylw .- 7yk+1)7 33',:’1\7/ e X"

Entonces,

o ;= (D) (*A).

*f[l,k+1

Esto significa que *f1 g1 = (% f1, .o, * fr1)- O
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Esta seccion se puede resumir como sigue. La identificacién usual de A con
e A, nos da pie para decir que toda funcion X™ — X" se extiende natural-
mente a una funcién (xX)™ — (xX)™. Las permutaciones e identificaciones
de las variables se llevan sin problema a las hiperextensiones. Lo mismo su-
cede con las nociones de composicion, inyectividad, sobreyectividad, imagen
directa, imagen inversa o reciproca, restriccion y funciones coordenadas, entre

muchas otras.

1.4. Una consecuencia para las relaciones

Las relaciones, en general, se pueden tratar de una forma similar a las
funciones. Con ellas, se pueden estudiar en particular las llamadas “funciones

multivaluadas”.

Proposicion 1.19. Sea R una relacion, es decir, R C X™ x X" = X™+tn,

Fijemos (ay,...,ay) y consideremos el conjunto
R(ay,...,am) ={(z1,...,2,) € X"|(a1,. .., m,T1,...,2,) € R}.
Entonces, x(R(ay,...,any)) =
{(x21, ..., %x,) € (xX)"[(*a1, ..., *Qp, *T1, ..., *T,) € xR}

= (*R)(xa1, ..., *ap).

Demostracion. Sea (ai,...,a,) € X" fijoy (x1,...,2,) € X™ variable como

en las hipdtesis. La Proposicién 1.7 implica que (kaq,...,*a,) € (xX)™

es fijo y las (*xq,...,%x,) € (xX)" variables. Ahora bien, el conjunto de

todos los elementos (z1,...,x,) € X™ que se relacionan con (ay,...,a,) es

R(ay,...,an). Por lo tanto, el conjunto de los elementos (xx1,...,*x,) €

(*X)™ que se relacionan con (xay,...,*a,) serd (xR)(xay, ..., *ay,) =
{(x21, ..., *%x,) € (xX)"[(*a1, . .., %A, *T1, . .., *T,) € xR},
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En el préximo capitulo enfrentamos la tarea pendiente: probar la existen-

cia de hiperextensiones propias de un conjunto no vacio X.



CAPITULO 2

Existencia

By means of QQ and D we now define a new first order structure QQp, called
an ultraproduct as follows. . .
A. Robinson en Non-Standard Analysis, Chapter 11, 2.3.

En este capitulo demostramos la existencia de hiperextensiones para ca-
da conjunto X # (). Naturalmente, nos interesa que dichas hiperextensiones
sean propias. Recordemos que la unica posibilidad de lograrlo es a través de
los conjuntos infinitos, puesto que la inyeccién graduada preserva la cardi-
nalidad de los conjuntos finitos. Algunos aspectos técnicos sobre ultrafiltros
y ultraproductos no se cubrirdn completamente, sino que se explicaran y se
tomaran como supuestos.

La presentacién formal detallada de la construccién es como sigue. Co-

mencemos por precisar el objeto matematico que nos ocupa.

2.1. Definicion

Si X es un conjunto no vacio, una hiperextension propia de X es un pareja
(%X, h) tal que
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1. es una hiperextensién de X (es decir, satisface las propiedades 1 a 5 de

la seccién 1.1) y

2. para cada subconjunto infinito A de X", n € N, se verifica que oA es

un subconjunto propio de *xA.

Recordemos que oA es la copia estandar de A en h,(A) = *A.

2.2. Ultrafiltros

Sea J un conjunto no vacio. Un filtro en J es una colecciéon no vacia

F C P(J) que cumple los tres requisitos siguientes:
1.0 ¢F,
2.¢1 f,f € F,entonces fNf € Fy
3.sifeFyfC/f CJ, entonces f' € F.
Notemos que siempre J € F. Si se cumple también que

4. para cada a € P(J), bien a € F, bien a° € F' (pero no las dos cosas al

mismo tiempo),

decimos que F es un ultrafiltro en J. Denotaremos a los ultrafiltros con la
letra U.

Para lo que sigue es conveniente tener a mano las siguientes propiedades
de los (ultra)filtros.

Proposicién 2.1. Sea U un (ultra)filtro. u,v € U si y sélo siunv € U.
También, para un ultrafiltro U, w e U ov € U si y sélo siuUv € U.

Demostracion. Para la primera propiedad, la implicaciéon directa se tiene
por el requisito 2 de los (ultra)filtros. La reciproca es el requisito 3 de los

(ultra)filtros, ya que uNv C u,v.
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Para la otra propiedad, si u € U o v € U, entonces u,v C v Uwv Yy,
por propiedad 3 de (ultra)filtros, u U v € U. Reciprocamente, si u Uv € U,
entonces (esta vez si se necesita el requisito 4, diferenciador de un ultrafiltro)
(uUv)® ¢ U, siysélosi (u°Nu®) ¢ U. Por la propiedad de la intersecion, esto

se verifica si y s6lo si u®,v¢ ¢ U, sis6losiu,v € Uyasi,uc UovelU. O

Asumimos sin demostracién la validez del teorema de Tarski -conocido
también como “axioma del ultrafiltro”- que asegura que si F' es un filtro en
J, entonces existe un ultrafilto U O F en J.

En el caso que nos interesa para la construccion de la hiperextension
propia, J es un conjunto infinito. Asi pues, es posible construir el filtro de
Fréchet en J, que consta de todos los subconjuntos cofinitos (complementos
de los finitos) de J.

Un ultrafiltro libre en J es un ultrafiltro en J que contiene al filtro de
Fréchet. Por el teorema de Tarski de mas arriba, los ultrafiltros libres en J
existen.

Para un conjunto cualquiera .J, los unicos ultrafiltros en J que no son
libres son los principales. Ellos tienen la forma U = {u C J|j, € u}, para
algin jo € J.

Cuando J es finito, todos sus ultrafiltros son principales y hay tantos
de ellos como elementos tiene J. Cuando J es infinito y tiene cardinal &, el
conjunto de sus ultrafiltros tiene cardinal 22" (teorema de Pospisil).

Decimos que un ultrafilto U en J es numerablemente completo si es ce-
rrado bajo intersecciones finitas. Si no lo es, se llama numerablemente in-
completo. Esto equivale a la existencia de una sucesién {uy }ren en U tal que
su interseccién Niey ug = 0.

Todo ultrafiltro principal es numerablemente completo. Para lo que si-
gue, damos por sentado que todo conjunto infinito J posee un ultrafiltro

numerablemente incompleto.
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2.3. Ultraproductos

Sea J el conjunto infinito de indices de una familia indexada de conjuntos

{A;}jes. Sea también U un ultrafiltro en J. En el producto cartesiano
XjegAj ={a:J = UjesA; | a(j) € A;,V5 € J},
definamos la relacién
a~fe{jcllalf) =050} el

Ya que U es un ultrafiltro en J, ella es una equivalencia. El ultraproducto de

los A; con respecto a U es el cociente
xud; = (Xjes45)/ ~,

es decir, las clases de equivalencia que ~ determina en el producto cartesiano.
Cuando todos los A; son iguales a un mismo conjunto A, el ultraproducto

Xy A se suele llamar ultrapotencia de A con respecto a U.

2.4. Teorema fundamental

Teorema 2.2. Todo conjunto no vacio X posee una hiperextension *X.

Cuando X es infinito, se puede lograr que *X sea propia.

Demostracion. Sea J un conjunto infinito y U un ultrafiltro numerablemente

incompleto en J. Afirmamos que
X = XUX

se logra con la inyeccion graduada h que se define enseguida.
Para cada grado n € NU{0}, h,, : P(X") — P((*X)") se define mediante

ha(A) = +A = {([ea],- ., [aa]) [ {7 € T | (1)), -, au())) € A} € U},
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donde [a;] € xyX denota la clase de equivalencia de oy, € X ;X = X7,
1 < k < n. Mejor dicho, si existen aplicaciones aq,...,a, :J - X yu e U

tales que
{.7 eJ | (al(])’7an<])) € A} =u,

entonces ([aq],...,[an]) € *A. Y viceversa. Claramente, las h,, estdn bien
definidas.
Procedemos a verificar la validez de las condiciones en la seccién 1.1.
Sean A, B € P(X™). Entonces, ([a1],...,[an]) € *A si y sélo si existen
aty..,0n ] = X yuy €U tales que {j € J | (a1()),...,an(j)) € A} =
ua. Igualmente, ([ou], ..., [on]) € *B siy sélo si existen oy, ... a1 J = X
v up € U tales que {j € J | (a1(j),...,an(j)) € B} = up. Et cetera. En

consecuencia,

(x*A) U (xB) = {([aa], - .., [a]) € (xX)"|ug € U}
U{([a1],...,[an]) € (xX)"|up € U}
={([eu], ..., [an]) € (xX)"|ua €U o ug € U}
={([aa],...,[an]) € (xX)"ua Uup = uaup € U}
=x*(AUB).

En el paso crucial hemos usado las propiedades que resaltamos en la seccién
anterior. Lo propio sucede en la demostracién de (xA) N (xB) = x(AN B).

De forma parecida,

#(A9) = {([aa], . [an]) € (+X)"uae € U}

= {(fa], - low]) € (R X)" |ty = ua ¢ U}
{(la], - [an]) € (+X)"ua € U}
=

(651

xA)°.

Ademss, si *A = (), entonces para toda muestra aq,...,q, : J — X se
tiene {j € J | (a1 (j),...,an(j)) € A} ¢ U. De esta manera, cada h, es un

monomorfismo de algebras booleanas.
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Para cada n € N, h, preserva las diagonales basicas. Ciertamente, si
1<i<j<nyD={(z1,29,...,2,) € X" | z; = 2;} C X", entonces

xD = {([a1], ..., [an])] {j € J|lup € U}
= {(lea],.. -, [aa])| {7 € Jl(ar(j) = au(4)} € U}
= {(lea], ... lan])| i ~ i}
= {(lea], ... [an])| [an] = [eu]}

SiAC X"y B C X™, secumple que x(A x B) = (xA) x (xB). En efecto,

#(AXxB) = ([, [on], [Bi]; - [Bm])] waxs € U}
= {(laa],- - fom], [Ba]s - [Bm])| wa Nup € U}
], ]

= A, [on])] wa Nup € U}

x{([ﬁl] s [BuD)| uaNup € U}
= {([ea], - [an])] ua € U}
x{([B1], -+, [Bum])| up} € U}
= (xA) x ( B).

Llamamos de nuevo la atencion sobre el uso de la Proposicion 2.3.
Para terminar con la verificacién de las condiciones en la seccién 1.1, sean

A C X"y 7, la proyeccién que omite la ultima coordenada. Entonces,

#(mn(A)) = {([ea], ..., [an])] wr,a) € U}
Iy loama])l Ur,(A) € U}
= *7, ({([aa], ..., [ow])| ua € U})

Con esto, la inyeccién graduada es una hiperextension de X.

Resta verificar que la hiperextension es propia. Sea A un subconjunto
infinito de X y usemos el hecho de que U es un ultrafiltro numerablemente
incompleto. Es decir, existe una sucesion {u}ren en U tal que

mukzq)

keN
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
ug =J, Upr1 Cuy,n > 1
Definamos ahora una funciéon m : J — N mediante
m(j)=mn siysélosi j € u, — Upyi.

Es decir, m(7) es el natural n mas grande para el que j € u,, pero j & 1.
Esta funcién estd bien definida por nuestra escogencia de la sucesion {u, }>°,
cuya interseccién es vacia. Tomemos a continuacién una sucesion {ay }ren en

A sin términos repetidos. Con ello, sea a: J =+ A C X, a € X7, dada por
a(j) = am().-

Afirmamos que [o] ¢ @A, es decir, [a] no es estandar. Procedemos por con-

tradiccion, si [a] = *a para cierta a € X, entonces
u={j € Ja(y)=a} ={j € Jany =a} € U.

Esto quiere decir que a es el término en la posicion m(j) de la sucesién
{ax }ren. Esta posicién tnica es el n € N mds grande para el que j € u,, pero

J & upyq. Es decir,
= Uy — = u, Nuy, U
U= Uy — Upy1 = Up Nus,, ¢ U.
La contradiccién prueba la afirmacion. O]

A continuacién senalamos algunos hechos interesantes de la construccion

anterior, que guardan relacién con lo visto en el primer capitulo.

Proposicién 2.3. Sea J un conjunto de indices y U un ultrafiltro sobre J.
Consideremos la ultrapotencia que produce la extension no estandar de X en

el teorema anterior.

1. Sia € X, entonces xa = [a], donde o : J — X es la funcidn constante

con a(j) = a, para todo j € J.
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2. Sean f : X" — X wuna funcion y o, ...,a, € X7. Sea, asi mismo,
B e X7, definida por B(j) = f(ai(j),...,an(4)), para cada j € J. En-
tonces, (xf)([aa], ..., [an]) = [B]. En general, sean f: X™ — X™ f =

(fi,. -y fm), una funcion y o, ...,a, € X7. Al definir By,...,Bnm €
X7 mediante

Bi(j) = filar(y), -5 an(i)),

/Bm(]) = fm(al(j)a s 7&n(j));

para cada j € J, se tiene
(*f)([al]v Tt [an]) = ([ﬂl]a ct [6771])

Demostracion. Por el capitulo anterior, sabemos que

xa = +{a} = {[o]|{j € J]a(j) = a} € U}

es un conjunto unitario, ya que {a} es finito. Para determinar la clase [a],

basta encontrar un o € X tal que
ugey = {j € J|a(j) = a} € U.

Pero tal a es muy facil de encontrar. La aplicacién constante o : J — X,
a = a, cumple con esto ya que {j € J|a(j) = a} = J € U. Esto prueba la
primera parte.

Ahora, para j fijo, pongamos

(1(7), - an(d)) = (a1, an),

un arreglo de constantes. También, b = [(j) es una constante. Entonces, por

lo visto en el capitulo anterior,

(xf)(*aq, ..., *a,) = *(f(a1,...,a,)) = b
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Por la primera parte,

()], - lan]) = (5],

donde ag,...,qa, son las aplicaciones constantes a; = ay,...,q, = a, ¥

8 =b. La generalizacion es evidente. [l

La proposicién anterior nos ayuda a determinar el kernel de h,,, para cada
n € N.Si A C X" es infinito, hemos visto que *A = h,(A) es infinito y,
por lo tanto, no vacio. Es decir, ker h,, no contiene ningiin A infinito. Por el
capitulo anterior, *A tiene (en este caso) el mismo cardinal de A. Asi pues,

el tinico A que produce *A = () es A = (). En breve,
ker h,, = {0}.

También es posible demostrar que si A C X" cualquiera, *A se identifica

naturalmente con la ultrapotencia Xy A, donde J y U son como antes.



CAPITULO 3

Transferencia

Using logical formulas permits us to take advantage of our natural linguistic
and logical abilities. Moreover, this turns out to be an ideal framework for
bringing out the main properties of nonstandard extensions.

C. Ward Henson en Foundations of Nonstandard Analysis.

En este capitulo reescribimos lo encontrado en los dos capitulos anteriores
en el lenguaje mas natural y transparente de las formulas 16gicas de primer
orden sobre un conjunto. De paso, se nos revelan algunas propiedades de
las hiperextensiones que no son tan evidentes cuando se las mira desde los

conjuntos. Veamos.

3.1. Formulas légicas

Para la siguiente definicién se da por hecho que el lector tiene cierta

familiaridad con la légica “matemética” usual de primer orden.

Definicién 3.1 (Férmulas 16gicas sobre X). Sea X £ 0,  y x1,...,Zn, y1,
.y Ym variables libres en X, es decir, pueden tomar cualquier valor en X

(no necesariamente distintas). El conjunto de formulas F (de primer orden)
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sobre X es el conjunto mas pequeno de formulas logicas que satisface las

siguientes condiciones de clausura.

(i) Para todo n € N y A C X", se tiene que (x1,...,x,) € A es una

formula sobre X.

(ii) Para cadan,m € Ny cada funcion f : A— B, con A C X" yB C X",

flze, .. xn) = (Y1 ..., Ym) €s una formula sobre X.

(17i) Si p(x1,. .. Tny Y1y - Ym) €S una formula sobre X y ay,...,a, € X
son constantes, entonces ©(x1,...,Tp,a1,...,0y) €s una formula sobre
X.

(1v) Sip y1 son formulas sobre X, entonces —p, N, p A, o — 1), o <>

son formulas sobre X .

(v) Si es una formula sobre X, entonces Vxo y Ixp son formulas sobre

X.

Las condiciones (i), (ii) y (iii) constituyen el paso bésico de la construccién
de las férmulas. Las condiciones (iv) y (v) forman el paso inductivo.

Notamos que hay dos formas de usar las variables en estas férmulas. En
este sentido, conviene definir con precision la nocién de variable libre en una

férmula 16gica dada.

Definicién 3.2 (Variables libres en una férmula ¢). Sea ¢ € F.

(i) Todas las variables de la féormula (z1,...,x,) € A son libres.
(i1) Todas las variables que aparecen en f(xy1,...,2,) = (Y1.-.,Ym) SOn
libres.

(11i) Sip, € F, entonces las variables libres en las formulas =, o V1, @ A
W, — 1,0 <> 1 son las variables libres de ¢ y ¢ (para la negacion,

se ignora ).
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(iv) Las variables libres en las formulas Vxe y Jxp son las variables libres

en @ que son distintas de x.

Entenderemos, como se hace a menudo en las Matematicas, que una
formula logica, en la que aparecen un numero finito de variables, se deja
entender también como una férmula légica que involucra cualquier ntimero
mayor de variables.

Una sentencia es una férmula légica en la que no aparecen variables li-
bres. Por lo tanto, se le puede asignar un valor verdadero o falso sobre las

estructuras a las que se refiere.

3.2. Principio de transferencia

La transformacién h de conjuntos hacia una hiperextension, descrita del
Capitulo 1, se deja expresar de forma mas transparente como una trans-
formacion de férmulas logicas. Por abuso del lenguaje, notaremos las dos

transformaciones con la letra h.

Definicién 3.3 (Transformada ). Sea X # (0 y F' el conjunto de formulas
logicas sobre X . Sea también xX una hiperextension de X y xF' las formulas
logicas sobre xX. Definimos la transformada * como la aplicacion h : F' —

xF' que satisface las siguientes condiciones.
(i) Sea{c(1),...,0(m)} C{1,...,n} y BC X™, laimagen de la formula
basica (Ty(1), - .- To(m)) € B es la formula (Xo(y, ..., Xo@m)) € *B.
Llamamos la atencion sobre el uso de las mayiusculas para denotar las

variables en la hiperextension.

(ii) Con la misma notacion, la imagen de la formula f(zo@y, ..., Tom)) =

(To(kt1)s - - > Ta(m)) €5
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La transformada x de p(x1,...,x,) € F se denotard mediante
xo(X1,...,Xp) € xF.
Para terminar la parte bdsica,

(111) Si p(T1,..., T, Y1,.-.,Yp) €S una formula bdsica y ay,...,a, € X son
constantes, entonces la imagen de o(xq,..., Ty, a1,...,a,) bajo * es

*O( X1, ..., X, xaq, ..., *ap).

Para la parte inductiva, sean @, € F' y xp,x) € xF sus respectivas

imdgenes.

(iv) La imagen de la negacion —p es = % @. La imagen de la disyuncion

@V es xp V xh.La imagen de la conjuncion ¢ N1 es xp A x1).

(v) Si x es una variable que toma valores en X, la imagen de la formula

de dxp es AX x ¢ y la imagen de la formula Vry es VX * .

Ciertamente, podemos hacer corresponder férmulas logicas a los conjuntos
del Capitulo 1 de la forma usual. Es decir, podemos interpretar la negacién
como el complemento, la disyuncién como la union, la conjunciéon como la
interseccion. Mas alla, podemos incluso dar interpretaciones conjuntistas a
los cuantificadores existencial y universal. De esta manera se establece la
conexion entre lo que estamos haciendo y los desarrollos de los capitulos
anteriores. Las ventajas de las formulas l6gicas son bien conocidas por los
matematicos, especialmente cuando se estudian nociones mas y mas compli-
cadas. Como este trabajo esta dirigido principalmente a matematicos, nos
permitimos todas las licencias generalmente aceptadas por ellos sobre la in-
terpretacién y el uso de las férmulas 16gicas de primer orden. Como ya lo
hemos hecho mas arriba, se usaran sin mayores explicaciones los conectivos
l6gicos usuales que se forman a partir de los “bésicos”, como la implicacion
—, la equivalencia <+, la disyuncién exclusiva Y, etc.

El principio de transferencia es un resultado 1til sobre la transformada

x de la definicién anterior. En términos intuitivos y en concordancia con
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los capitulos anteriores, garantiza que las propiedades importantes de un
conjunto X se transfieren a cada hiperextension xX de X. El principio de
transferencia es un resultado de la teoria de modelos, un caso particular del

teorema de Lowenheim-Skolem.

Teorema 3.4 (Principio de transferencia). Sean X # 0 y una hiperextension

xX de X. Las siguientes afirmaciones valen.

a) Sea p(xq,...,xy) € F yxp(Xy,..., X,) € xF suimagen bajo la trans-
formada x. Si B C X™ es el conjunto definido por o(x1,...,Ty), €S
decir, B = {(x1,...,xm) € X"|@(x1,...,2mn) esverdad en X}, en-
tonces xB estd definido por xp(Xy,...,X,,), es decir,

«B = {(X1,...,Xmn) € (xX)"| xp(Xy,...,X,,) es verdad en xX}.
b) Sea p € F una sentencia y sea xp € xF su imagen bajo la transformada
x, entonces ¢ es verdad en X si y solamente si xp es verdad en *X .

Demostracion. Comencemos por demostrar que a) se cumple para todos los

tipos de férmulas.

(i) Sea o : {1,...,m} — {1,...,n} una funcion y B C X™. La trans-
formada * de (2,a),...,2Zem)) € B es (Xoa),..., Xom)) € *B. La
Proposicién 1.13 muestra la validez de la afirmacién.

(ii) Con las mismas notaciones del item anterior, tomemos 1 < k < m.

Consideremos un subconjunto I'y de B, formado por puntos de la forma

(To(1)s - s To(k)s To(k+1)s - - - s Ta(m))

tales que constituyan la grafica de una funcién de k variables en m — k
variables. Entonces, aplicando el item (i) a dicha grafica, tendremos

que la transformada * de

f(Toy, - Tor) = (To(et1)s - - - s Ta(m))

€S *f(Xg(l), Ce ,Xg(k)) = (Xg(k+1), Ce ,Xg(m)).
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(iii) Por las proposiciones 1.13 y 1.19 (sobre las relaciones), la transformada

« de la férmula basica ¢(z1,..., Ty, a1,...,a,) €s

*k@( X1, .oy Xy xag, ..., *ayp).

(iv) La transformada * de la negacién y los conectivos légicos se siguen
directamente de la parte 2 de la Definicién 1.1 (morfismo de algebras

booleanas).

(v) Si z es una variable que toma valores en X, la transformada * de
drp es 3X * ¢ en virtud del Corolario 1.14 (que permite proyectar en
cualquier componente). La transformada x de Yz es VX x ¢ porque el
cuantificador universal se puede escribir en términos de la negacion y

el cuantificador existencial.

En seguida, probaremos que a) implica b). Sea ¢ una sentencia sobre X, es
decir, una férmula sin variables libres. Si denotamos con B el subconjunto de
X" definido por esta sentencia, entonces, por a), *B serd el subconjunto de
(*X)™ definido por la férmula trasformada *¢. Ya que ¢ es falsa o verdadera,
A es respectivamente () o X™. Por lo tanto, Proposicién 1.4, A es ) o (xX)".

La equivalencia logica de ¢ con *p es inmediata. O]

Observamos que este teorema estd incluido en la Definicién 1.1 de hiper-
extension dada al comienzo del Capitulo 1. En verdad, si asumimos la validez
de este principio y definimos la igualdad convenientemente, recuperamos di-
cha definicion.

La parte b) del Principio de Transferencia pone en claro una ventaja de
la aproximacién logica al estudio de las hiperextensiones, que no se aprecia
tan facilmente en la aproximacién conjuntista. Este hecho revela la potencia
del resultado, sobre todo en relacion con las férmulas l6gicas que involucran
cuantificadores.

Para ilustrar la utilidad de este resultado, vamos a tratar algunos de los

hallazgos del Capitulo 1. Consideremos en primer lugar la Proposiciéon 1.17,
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con sus mismas notaciones. El conjunto f(B) se define por la equivalencia

(Y1, Ym) € f(B) <3(xq,...,2,)
[(1,...,2n) € BA f(x1,...,20) = (Y15, Ym)]-

Por lo tanto, el Principio de Transferencia produce

(Yi,...,Yn) €% (f(B)) & 3(Xy,...,X,)
(X1,..., X)) €xBA (X1, ..., Xo) = (Y1,..., Y]

La férmula en el lado derecho define a (xf)(*B), asi que tenemos la igualdad

de la parte (a). Para las partes (b) y (c¢) usamos respectivamente

(T1,...,2,) € f_l(C) <31, Ym)
(1, Ym) €EC A, 20) = (Y1, Ym)]
y (f|B>(x17"'>xn) = (ylﬂ"'aym)
o [flxy,. o x) = (W, Ym) A (21, ... x,) € Bl

El Principio de Transferencia arroja lo que necesitamos.
Miremos ahora a la Proposicion 1.18, con m = n = 2 por comodidad. La

funcion f se caracteriza por
[f(u,0) = (w, 2)] & [fi(u,v) = wA fou,v) = 2],
donde u, v, w, z son variables en X. Por el Principio de Transferencia,
[(</)U, V) = (W, Z)] = [(«f1)(U, V) = WA (x£2)(U, V) = Z],

las variables maytsculas respectivas en *X. De este modo, xf = (xf1,*f2).
Lo mismo pasa con la inyectividad de la parte (a) en la Proposicién 1.16.
Por simplicidad, tomemos m = n = 1. f es una aplicacién inyectiva si y solo

si la sentencia

VaVyVz[[f(x) = 2 A f(y) = 2] = = = y]
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es verdadera en los conjuntos respectivos. La transformada * de esta sentencia

VXVYVZ[[f(X) = ZAxf(Y)=2Z] - X =Y].

Esta sentencia vale si y sélo si la funcion xf es inyectiva en las imagenes
correspondientes bajo h. Las partes (b) y (c) se tratan de manera andloga.
El lector deberd estar ya convencido de la utilidad que las formulas 16gicas

ofrecen al estudio de las hiperextensiones.



CAPITULO 4

Hiperreales

sSon todos los numeros infinitesimales respresentables por sucesiones
convergentes a cero? La respuesta es “si” y “no”, dependiendo de la
escogencia del ultrafiltro con que se construye el cuerpo R* de los nimeros
no-estandar.

Y. Takeuchi en Métodos analiticos del Andlisis no standar.

En este capitulo verificamos que *R es un campo ordenado que extiende
naturalmente a R. Ademads, precisamos los ultrafiltro que se van a usar,
con el fin de descubrir elementos no-estandar de *R. Efectivamente, en los
hiperreales existen elementos infinitesimales -que recuerdan a aquellos de

Leibniz- y elementos infinitos.

4.1. xR es un cuerpo ordenado

En virtud del Principio de transferencia, nuestra tarea se reduce a veri-
ficar que los axiomas de cuerpo ordenado, que cumplen los nimeros reales,
se escriben con férmulas 16gicas de primer orden. Recordemos que la estruc-
tura de cuerpo ordenado consta de los axiomas algebraicos de cuerpo, de
los axiomas de orden y de los axiomas de compatibilidad entre la estructura

algebraica y la estructura de orden.
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4.1.1. Axiomas de cuerpo

= La adicién o suma de niimeros reales es una ley de composicién interna.

En verdad, existe una funcién s : R?> — R, notada usualmente como

s(z,y) =z +y.
» La suma es asociativa. VaVyVz[z + (y + 2) = (z + y) + 2].
» La suma tiene identidad. 30Vz[x +0 =0+ z = z].
» La suma tiene inversos. Voe3(—z)[z + (—z) = (—x) + = = 0].
» La suma es conmutativa. VaVy[r +y = y + z].

= La multiplicacion es una ley de composicién interna. Existe una funcién

m : R? — R, denotada por m(z,y) = x -y = zy.
» La multiplicacién es asociativa. VaVyVz[z - (y - z) = (x - y) - 2].
» La multiplicacién tiene identidad. I1Vz[z -1 =1 2 = z].

» Los reales distintos de 0 (cero) tienen inversos multiplicativos. (Vz #

0)Jztr- vt =27t 2 =1].

» La multiplicacién es conmutativa. VaVylx -y =y - x].

4.1.2. Axiomas de orden y de compatibilidad

El conjunto de los niimeros reales es totalmente ordenado. Es decir, existe

una relacién binaria O C R?, denotada usualmente como
(x,y) € O < x <y,
tal que
» Cumple la tricotomia: VaVy[[z < y] ¥V [z =y] ¥ [y < z]].

» Es transitiva: VaVyVz[z <y Ay < z] =z < 2.



4.2. Paréntesis sobre ultrafiltros 43

La compatibilidad entre la estructura de cuerpo y el orden viene dada por

las dos condiciones siguientes:
» VaVyVz[z <y s x4+ 2z <y+ 2]
n VaVy[[0 <z A0 <yl = 0<az-y|.

Concluimos, por el Principio de transferencia, lo que hemos dicho en el
Capitulo 1 sobre las relaciones: xR es un cuerpo ordenado.

Usaremos sin mas explicaciones las convenciones y propiedades habituales
en las Matematicas: x <y <> [z <y Vx = y]; < es reflexiva y antisimétrica;

r>y<+>y<x; xespositivosiysdlosiz >0, z=y <z <yAy <z, ete.

4.2. Paréntesis sobre ultrafiltros

En la seccién anterior hemos usado el Principio de transferencia con X =
R. Si se quiere profundizar en las propiedades de xR, es preciso dar mayores
detalles sobre la construcciéon de la ultrapotencia xyR.

Tomemos como conjunto infinito a J = N. Sabemos que N tiene un
ultrafiltro numerablemente incompleto U, que contiene al filtro de Fréchet.
Con esto, los hiperreales son las clases de equivalencia -determinadas por U-
de las sucesiones de ntimeros reales.

Este proceder es tnico por lo siguiente. Consideremos un ideal maximal
I del anillo producto RY. El cuerpo cociente RY/I pueder ser o no isomorfo a
R. No es dificil encontrar ideales maximales I que realizan el isomorfismo del
cociente con R. También es facil encontrar ideales maximales I que realizan
el isomorfismo de este cociente con xR. Mas precisamente, si I es un ideal

maximal de RY, entonces la coleccién
S ={neN|a, =0 para alguna o, € '}

es un ultrafiltro U en N. Si se da por vélida a la hipotesis del continuo, los

cuerpos construidos de esta manera, que no son isomorfos a R, son todos
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isomorfos entre si. Este resultado, probado por Erdos, Guillman y Henriksen
en 1955, constituye el Teorema de unicidad de *xRR.

En fin, para sucesiones cualesquiera «,,, (3, se tiene que

] + [Ba] = [an + Bul,
[O‘n} ) [Bn] = [an ) Bn]

También, [a,] < [B.] < @, < Bn,Vn € S,S € U. De paso, notemos que la
compatibilidad siguiente también es evidente.

[[on] < [82] A [eva] = [yl A (8] = [82]] = [l < 160

La transferencia de primer orden permite igualmente extender la funcién

valor absoluto real a xR — xR, « — ||, de tal modo que

o sia>0
af = .
—a sia<0.

Es fécil ver que esta funcién es una métrica. En particular, Voo € R [|a| > 0].

4.3. Infinitesimales e infinitos

En esta seccién consideramos algunos tipos de hiperreales, que justifican
la construccion de la teoria que hemos venido desarrollando.

Concentrémonos, para empezar, en la clase de equivalencia de una su-
cesién constante p, = r € R, para todo n € N. Claramente, la clase [p,]
estd formada por las sucesiones que toman el valor r en las posiciones o
indices determinados por el complemento de un subconjunto finito de N, o
que toman el valor r en las posiciones de cierto subconjunto infinito S € U.
Los elementos de *R de la forma [p,], para cierto r € R, son los elementos
estdndar. Ciertamente, la inyeccion R — xR, r — [p,], permite identificar a
los reales con un subconjunto de los hiperreales.

Ahora bien, si una sucesién o,, de ntimeros reales es tal que [0,] # [pa],
para cualquier r € R, entonces [0,] es un hiperelemento o hiperreal no-

estandar. Dicha clase de equivalencia estd formada por las sucesiones que
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toman unicamente el valor r en los indices determinados por un conjunto
finito de naturales, o en el complemento S¢ de un infinito S € U. Por lo
tanto, hay un representante o,, € [0,] tal que o,, # r, para todo n € N.

Lo importante aqui es que hay hiperelementos que se pueden interpre-
tar como los infinitesimales del sueno de Leibniz. Consideremos una sucesion
de ntmeros reales ¢, que contiene una subsucesién convergente a cero, cu-
yos miembros se ubican en las posiciones determinadas por cierto S € U.
Podemos tener incluso S = N, o sea, la subsucesion es toda la sucesion origi-
nal. Asumamos que todos los términos de ¢,, son distintos y que ninguno de
ellos es igual a cero. Conviene, pues, pensar en una sucesién como ¢, = 1/n,
por ejemplo. A este tipo de subsucesiones las llamaremos U-subsucesiones
convergentes a cero. Formalmente, ¢, es una sucesion que contiene una U-

subsucesion convergente a cero, si y sélo si,
VeeR" 3Se€eUVne SIAN eNn >N — |i,] <el.

La convergencia de una U-subsucesion esta descrita, pues, por algin S €

U. Observemos lo siguiente.

Proposicién 4.1. Una sucesion de reales t, contiene una U-subsucesion

convergente a cero si y solo si
I[tn)] <&, VeeRT.

Demostracion. Sea € > 0 fijo cualquiera y usemos notacién de intervalos en

los naturales. Entonces,
3S. € U AN, s e NVn € (S: N [N.g,00)) [|ta] < €]
Pero, por la construccién del ultrafiltro, S. N [N,, 00) € U. H
Esto motiva la definicién de hiperreal infinitesimal.

Definicion 4.2. ¢ € xR es un infinitesimal si t #0 y 1| < &, Ve € R*. Es
decir, v # 0 es la clase de una sucesion v, que contiene una U-subsucesion

que converge a cero.
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La segunda parte de la definicién indica la manera de construir infinitos
infinitesimales. Llamemos I a dicho conjunto. Ese se particiona en elementos
positivos y negativos, que forman respectivamente los subconjuntos It e I~.
Claramente, si ¢ € I'", entonces 0 < ¢ < ¢, para todo e € R*. Es decir, I esta
ubicado entre cero y cualquier ¢ € R*. De manera similar, I~ esta ubicado
entre cualquier —¢ € R~ y cero. Ahora bien, sir € R C xRy ¢ € T, la
compatibilidad de la suma con el orden implica que r < r + ¢ < r 4+ ¢, para

cada € € RT. O sea, el conjunto
r+It={r+1 | 1el"}

se ubica entre r y r + ¢, para todo € € RT. Lo propio sucede para r +1~. De

esta manera, hemos logrado extender R a un conjunto como el que muestra

la Figura 1.
I~ r+1-
—€ \A € r— v r+e
I+ r+ It

Figura 1.

Los hiperreales infinitos se pueden construir de una manera andloga a
los infinitesimales. Una sucesiéon p, de numeros reales, contiene una U-

subsucesion convergente a +00 (respectivamente a —oo) si y sélo si
VM € R3S € UIN € Nv¥n € SN [N, 00)[un > M]

(respectivamente VM € R3S € UIN € NVn € SN [N, o00)[u, < M]). Por
lo tanto, p, contiene una U-subsucesién convergente a +oo (respectivamente
—00) si y s6lo si |[us]] > M, VM € R (resp. |[u)| < M, YM € R). La

demostracion calca el procedimiento usado para los infinitesimales.

Definicién 4.3. p € *R es un infinito si p > M o up < M, VM € R.
Es decir, p es la clase de equivalencia de una sucesion i, que contiene una

U-subsucesion que converge a +00 0 a —00.
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Con ayuda de la Figura 2 podemos entender la ubicacién del conjunto oo
de los hiperreales no estandar infinitos, que se puede particionar en oo™ e

oo™, segun éstos sean negativos o positivos.

ANEEA
00~ oo™
Figura 2.

De paso, hemos encontrado hiperreales que son mayores que cualquier
entero positivo. En consecuencia, el cuerpo xR no cumple la propiedad ar-
quimediana, que juega tan importante papel en el Andlisis Clasico.

Las proposiciones siguientes se siguen inmediatamente.
Proposicién 4.4. 1 €1 si y sdlo si 1™ € oo.

Proposicién 4.5. Sir € R C «R y u € oo™ entonces r + p € oo™, Un

enunciado similar se cumple para los infinitos negativos oo™ .

En el capitulo siguiente profundizaremos sobre la estructura de los infi-

nitesimales y su utilidad para la construcciéon del Calculo.



CAPITULO 5

Analisis infinitesimal

Sit a quantitas data constans, erit da aequalis 0, & d ax erit aequ. adx: si
sit y aequ v (seu ordinata quaevis curvae Y'Y, aequalis cuivis ordinatae
respondenti curvae VV') erit dy aequ. dv.!

G. W. Leibniz en Nova methodus pro maximis et minimis. . ..

Este capitulo esta dedicado al estudio de ciertas estructuras de los infi-
nitesimales, en cuanto subconjunto de los hiperreales. Nos concentraremos
unicamente en algunas propiedades algebraicas y topolédgicas que sirven para
discutir las ventajas que ofrece la construccion de *R al Célculo infinitesimal.
Concretamente, nos referimos a los conceptos de continuidad, diferenciabili-

dad y sucesién. Con esto, termina el trabajo.

5.1. Algunas propiedades algebraicas

Comenzamos por dotar a los infinitesimales con algunas estructuras alge-

braicas evidentes.

Proposicién 5.1. (IU{0},+) es un subgrupo del grupo abeliano (xR, +).

1Sea a una cantidad constante dada. Se tendrd da = 0 y d(ax) = adx. También, si

y = v son ordenadas de curvas, se tendrd dy = dv.
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Demostracion. Sean t1,1o € LU {0}, o sea, 11| < 5y |1o] < §, Ve € RT. Por
lo tanto, |1 4 ta| < ||+ 2] < §+5 = €. Es decir, ¢; +1 € [U{0}. Ademas,
sie e TU{0}, o] =|—1] <e, Ve € RT. Es decir, — € TU {0}. O

Proposicién 5.2. Si. € TU{0} y r € R, entonces rv € 1. Por lo tanto, si

denotamos rv = r.., (LU {0}, +,.) es un espacio vectorial sobre R.

Demostracion. Sean « € TU{0} y r € R, o sea, || < T VE € R*. Por lo

tanto, [re| = |rl|e] < |rl5rg <e. O

Este espacio vectorial juega un papel crucial al momento de definir el

concepto de derivada de una funcién.

Proposicién 5.3. (IU{0,1},-) es un monoide (recordemos que el punto alto

denota multiplicacion de hiperreales).

Demostracién. Basta comprobarlo para t1,t5 € TU {0}, o sea, |t1] < /e
v || < Ve, Ve € RT. Luego, |1 - ta] = |u1||e2] < VEve = e. Es decir,
L1'L2€]IU{O}. UJ

Proposicién 5.4. Si. € I, entonces 1= € co. Del mismo modo, si ji € 0o,

p~t € 1. En consecuencia, (IU{1},-) no es un grupo abeliano.

Demostracion. Sea v € I, o sea, 1| < 1, Ve € RT. Por lo tanto, |t7!| > €. Es

decir, 7! € 0. O

5.2. Algunas propiedades topoldgicas

La topologia evidente de xR es la del orden. Como *R es un conjunto
lineal y totalmente ordenado por la relacion <, consideramos la colecciéon de

todos los intervalos abiertos

(,f) ={ye*R|a<y<f}

para «, f € xR. Ella constituye una base para la topologia del orden, cuyos

abiertos son los subconjuntos de *R que se pueden expresar como uniones
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de elementos de dicha base. Todas las nociones topoldgicas se desprenden de
aqui: un subconjunto A de xR es cerrado si su complemento A¢ = xR — A
es abierto. Asi mismo, una funciéon f : xR — xR es continua si, para cada
subconjunto abierto V' € xR, el conjunto f~!(V) es un subconjunto abierto
de xR. Et cetera.

Ahora bien, sean (a,b) € R un intervalo abierto (real), f : (a,b) — R
una funcién y ¢ € (a,b). Denotemos por *xf : x(a,b) — xR, como en el
Capitulo 1, a la extension de f a los hiperreales. Queremos usar el poder de
los hiperreales para obtener una nocién elegante y 1til de continuidad de f en
¢, con base en el comportamiento de xf en ¢ = xc. Para ello, sean «, § € *R

y comencemos por definir la relacion
a ~ 3 <> « estd infinitamente cerca a f <> a — g € L.

Ella es una equivalencia y sus clases de equivalencia se llaman halos. Es decir,

el halo de « es la clase
hal(a) = {f € *R | a ~ S}.
Los halos satisfacen las propiedades siguientes

Proposicién 5.5. Sia ~  yw € *R—o0 (en breve, w es acotado), entonces
wa ~wfyw+a~xw+ . Sia~p, cona,f € xR — oo (acotados), se

tiene que a® ~ (32,

Demostracion. Partamos de wa — wf = w(a — (). Ya que, por hipdtesis,
a— f €1, asi wa ~ wp. Para las sumas, w +a — (w+ ) = a— 5 € 1,
asf w+a ~ w+ . Finalmente, si a ~ 3, por lo anterior, fa ~ %y a? ~ af.

O sea, o ~ 32, por transitividad. O

Los halos sirven para caracterizar la continuidad como sigue, lo que coin-
cide con la formulacién original del Cauchy en su Cours d’Analyse: . . . la

fonction f(x) restera continue par rappport d x entre les limites données,



5.2. Algunas propiedades topoldgicas 51

si, entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit

towjour un accroissement infiniment petit de la fonction elle-méme?.

Teorema 5.6. Sean (a,b),c, f y *f como mds arriba. Las siguientes propo-

siciones son equivalentes:

1. f: (a,b) — R es continua en c en el sentido real. O sea, para cada
intervalo abierto (f(c) — ¢, f(c)+€),e > 0, alrededor de f(c); existe un
intervalo abierto (¢ — d,¢+9) C (a,b),d > 0, alrededor de c; tal que

fle=36,c+0) € (f(c) =€ f(c) +e).
Es decir, se verifica la formula

Ve e RT35 € R™Vz € (a,b) [[z —c| <6 — |f(z) — f(c)| < €.

2. xf(&) ~ *f(xc) para todo £ € *(a,b) tal que £ ~ xc. En otras palabras,
 f(hal(xc) N *(a,b)) C hal(xf(xc)).
3. Para todo & € *(a,b) tal que xf(§) € hal(xf(xc)), existe un v € I tal
que |€ — xc| < ¢.

Demostracion. Veamos que 2. implica 1. Suponemos, pues, que

§ € x(a,b) N§ 2 xc = xf(£) = *f(xc).

Sea ¢ € RT. Debemos hallar un § € R* adecuado. Para ello, sea + € IT,
entonces si £ € x(a,b) con |£ — xc| < ¢, tenemos que & ~ xc. Por hipétesis,
| % f(&) — *f(*c)| es menor que algun infinitesimal positivo y, por lo tanto,

menor que €. Resumiendo,

o € TTVE € x(a,b)[|€ — *c| <t — | x f(&) — xf(xc)| < *e].

2. . . la funcién f(x) permanecerd continua con respecto a z entre los limites dados, si,

entre tales limites, un incremento infinitamente pequeno de la variable resulta siempre en

un incremento infinitamente pequeno de la funcién.
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En consecuencia, cuando se regresa a la variable real mediante “transferencia

existencial”,
35 € R™Vz € (a,b)[|x —c| < § — |f(z) — f(c)| < €.

Consideremos ahora 1. — 2.: asumamos que se cumple la definicion € — 9 de

continuidad en R y tomemos un € € R*. Tenemos que exite § € R tal que
Vo € (a,b)[|lx —c| <6 = |f(z) — flc)] <e].
Por el Principio de transferencia (universal),
Ve € x(a,b)[|€ — x| < xJ — | x f(&) — xf(xc)| < *€].

Ahora bien, 0 es mayor que cualquier infinitesimal positivo y, como € € R

puede ser cualquiera,
€€ x(a,b) NE ~xec— *xf(§) ~ xf(*c).
La equivalencia con 3. es evidente. O]

A continuacion damos algunos ejemplos del uso de esta caracterizacién.

Ejemplo 5.7. Sea id : R — R la funcion identidad y ¢ € R. En vista de que

xid(hal(xc)) = hal(xid(xc)), id es continua en c.

Ejemplo 5.8. Sean f : R — R, f(z) = 2%, y ¢ € R. Entonces, por la

Proposicion 5.5,

£~ xe— +f(€) = €2 ~ (%¢)? = xf(xc).

2 es continua en c. El caso, f(z) = 2", n € ZT, se prueba

Luego, f(x) =z

por induccion matemdtica.

Ejemplo 5.9. Sea sen : R — R el seno trigonométrico y ¢ € R. Si v € 1,

entonces

xsen(kc 4 1) — ksen(xc) = ksen(*c) x cos(t) + * cos(xc) x sen(r) — * sen(xc)

= s sen(*c)[* cos(t) — 1] + x cos(xc) * sen(s).
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Ahora bien,

ssen(t) =t — —+ — — ... > x0,
por las propiedades algebraicas de 1. De este modo,
xsen(xc + 1) € hal(xsen(xc))

y sen es continua en c.

Ejemplo 5.10. Sea exp : R — R la funcion exponencial exp(z) = e

c € R. Entonces, por las propiedades de ~, con & acotado,

€~ xc— xexp(§) = Zg” ~ Z(*c)” = xexp(*c).
n=0 n=0

O sea, exp(z) es continua en c.
Las series de los ejemplos anteriores no ofrecen mayor problema.

Ejemplo 5.11. Consideremos f : R —- R yc e R.

{O Si e

I@ =31 s z € Q.

La densidad de Q y Q° en R implica, para ¢ € R, que

Vee R 3z, y eR[jz —c| <eAly—c| <eAflz)=0A f(y) =1].

Por el Principio de transferencia,

x

VeeTTIsa, %y € xR[|xz —c| <A |xy —c| <t A*f(xx) = 0 A xf(xy) = 1].

Y

Ahora bien, si ¢ € Q, entonces I xy € hal(c) : xf(xy) = 1. Pero 1 ¢

hal(0). Por lo tanto, f no es continua en c. Un argumento andlogo prueba

la afirmacion para ¢ € Q°. Con ello, f no es continua en ningun real.
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5.3. Diferenciacion

Todo ntiimero acotado *b € *R — oo estd infinitamente cerca o es igual a
un tnico nimero real. Llamaremos a dicho niimero real la sombra de *b y lo
denotaremos como som(xb). En efecto, existen r, s € R tales que *r < xb <
xs. El conjunto A = {r € R | r < b} # ) es acotado superiormente por s,
luego posee supremum. Pongamos ¢ = sup(A) y probemos que *c =~ xb. Sea
e € RY cualquiera, se tiene que c+¢ ¢ A. O sea, xb < xc+ *e. Por otro lado,
se sigue de las propiedades del supremum que xc—x%e < *b y, en consecuencia,
c—¢ < b<c+e Como para cualquier ¢ € RT se tiene | x b — *c| < e,
xb — xc € I; es decir, xb es infinitamente cercano a xc. El supremum es tnico.

No sobra decir que la sombra se deja entender como una funcién som :
*R — oo — R.

Proposicién 5.12. Sean *b, xc € xR — oo y n € N. Entonces,

) - som(xc),

®
Q
3
*
&
*

&
I
V)
Q
3

—~
*
&

xb") = som™(xb),
. | % b]) = |[som(xb)|,
som(V/*b) = /som(xb), para xb >0,

. st xb < xc, entonces som(xb) < som(xc).

(
(
. som(xb/ * c) = som(xb)/som(xc), cuando som(xc) # 0,
(
(

1
2
3
4. som
5
0.
7.

Demostracion. Abreviemos poniendo som(xb) = r y som(xc) = r’. Basta
probar las condiciones de cercania porque la existencia del supremum esta ga-
rantizada por la completitud de los reales. Asi pues, las pruebas usan las
mismas desigualdades usadas para las propiedades de los limites de niimeros

reales. Por ejemplo, si | % b — *r| < x¢/2 y | * ¢ — 1’| < *x¢/2, entonces
|(kb + *c) &= (k1 + %) | < | b — *r| + | % ¢ — *r'| < *e.

La propiedad 4 se demuestra por induccién y la 5 por el conocido corolario
de la desigualdad triangular ||« b] — | r|| < | % b — *r| < xe. O
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Teorema 5.13. Sean (a,b) un intervalo abierto en R, f : (a,b) — R una
funcion real y xf : x(a,b) — *R su extension a *R. Las siguientes proposi-

ctones son equivalentes:

1. f es diferenciable en x € (a,b) en el sentido cldsico. Es decir,

o L) = f(@)

h—0 h =L

existe, en cuyo caso se escribe f'(x) = L y se dice que L es la deri-
vada de f en x. Recordamos que esto equivale a la existencia de una

aplicacion lineal L : R — R tal que, cuando x + h € (a,b),
flx+h) = f(z)+ L(h) + ¢(h),

donde ¢ es una funcion tal que

lim M =0.
h—0 ‘h|

2. Para todo 1 € 1, xf estd definida en x4+ 1 y
wm(xﬂx+0—*ﬂ@

L

):LGR

donde hemos identificado a xx con x. De este modo,

Wf(o o) i)
L

3. Existe una aplicacion lineal L : TU {0} — TU {0} (Proposicién 5.2,
recordemos que éste es un espacio vectorial sobre R) tal que, cuando

xf estd definida en x + 1, v € I, se tiene
xf(z4+1) —*f(x) = L(1).

Demostracion. Veamos que 1. implica 2., Sea ¢ € RT. Sabemos que existe
0 € R* tal que
<4.

Vhe R—{0} |z +h € (a,b) N|h| < — —L

flx+h) - f(z)
h
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Por el Principio de transferencia,

#f(x+1) = *f(x)

L

Veel|x+tex(a,b) ] <6 — — %L

<xe]

Es decir,

cfla+)—xf@)
2

y la sombra del “cociente diferencial” de la izquierda es L.
También, 2. — 1. Sea ¢ € R* y busquemos un 6 € R* que haga cierta la
tesis. Por hipotesis, tenemos que

ef(a+0) —+f(z)

L

3*5€*R+VLEH|:33+LE*(CL,b)/\|L|<*5—>

—*L‘ <*e].

Ahora, por transferencia “existencial”,

36 € R*Vh € R — {0} {:Hhe (a,b) A|h| < 6 — ‘f(x+h2_f(x) —L‘ <5} :
Claramente, 2. y 3. son equivalentes. n

El nimero L € R (o su elemento dual, cuando se entienda como forma
lineal) es la derivada de f en z. Esta definicién recoge la lucha de Newton
por dar un significado a ciertas cantidades y, sobre todo, a los cocientes
de ellas. Comparemos el teorema anterior con el siguente pasaje, tomado
de los Principia: Quantitates, ut quantitatum rationes, quae ad aequalitatem
tempore quovis finito constanter tendum, & ante finem temporis illius propius

ad invicem accedunt quam pro data quavis differentia, sunt ultimo aequales.?

Corolario 5.14. Con las notaciones anteriores, si f es diferenciable en c,

entonces f es continua en c.

Para los ejemplos que siguen supondremos, sin dar mayor detalle, que las
funciones estan definidas en dominios adecuados.

3 Quantities and the ratio of quantities which, in any finite time, tend continouslly to
equality, and before the end of that time, approach nearer to each other than by any given

difference, become ultimately equal.
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Ejemplo 5.15. Si f(xz) = ¢ es una funcion constante, entonces f'(x) = 0.

Efectivamente,
wf ()2 4 1) — *f(xx)  *c—*c 0
L L

Ejemplo 5.16. La funcion lineal f(x) = ax + b, a,b € R, tiene derivada
f'(x) = a. En verdad,

)f(xx 4+ 1) — % f(xx)  xa(xx 4 1) + *b — (*a x x + *b)

L L

*a % ¥ + *aL + *b — xa x x — *b
= = *q.
L

Ejemplo 5.17. Ya que, en virtud del Teorema del binomio de Newton,

n—kLk o n

()2 +0)" — x2" 2 k=0 k!(:ik)! *x *r

2 [2

la derivada de f(z) =2", n € N, es f'(z) = nz" !

Y

Ejemplo 5.18. Sean u(z) una funcién diferenciable, c € R y f(x) = c-u(x).

Entonces, f'(x) = c-u/(x). El cociente diferencial es

wexulxa +0) —xcxulxr) _ {*u(*m +1) - *u(*x)] .

L [2

Por las propiedades de la sombra,

su(*x + L)L - *U(*l’)) =c-u(z).

som(xc) - som (
Con mds generalidad, si u(x),v(zx) son diferenciables y f(x) = a-u(z)+0b-
v(x), entonces f'(z) =a-u'(x)+b-v'(x).
Ejemplo 5.19. Si f(x) = u(z) - v(x), para ciertas funciones diferenciables
u(z),v(z), entonces f'(x) =u'(z) - v(z) + u(z) - v'(x). Ciertamente,
)

sf(xx41)—xf(xx) su(xz4e

k V(xx+1) —*u(xx) * v(*x)

[xu (x4 1) —*ulkz) ] % vixz) +*u(*x—|—L) vz 1) —*v(xx)] .
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Y el resultado se sigue de las propiedades de la sombra y de la continuidad.

De manera andloga, si f(x) = % yv(z) # 0, entonces

yoy L W)u(e) — u(z) -v'(x)
He) ==
Ejemplo 5.20. Si f es diferenciable en x € R y g es diferenciable en f(x),

entonces la funcion compuesta g o f es diferenciable en x, con derivada en
g (f(z))f'(z). Para ello, basta calcular

Y

*gbef (e t0)) —xgef (@) _ xgbef(zte)) —xglef(x)) *f(z+1)—*f(x)
L L xf(z+i)—xf(x)
g f(x+1)) —xglf (@) *f(zte) —*f(x)

#f(ate)—*f(z)
En este punto notamos que *f(z+1) = xf(x)+ K, con k € 1. Las propiedades
de la sombra producen el resultado buscado. Este procedimiento no se puede
usar cuando f es constante en una vecindad de x. Sin embargo, la aplicacion
directa de la definicion produce (g o f)'(z) = 0. En consecuencia, si f es
biyectiva en su dominio y diferenciable en x, se tiene que

1y 1
PG = 5

Ejemplo 5.21. Para la funcion exponencial exp(z) = e, aplicamos la férmu-

la de adicion para obtener

exp(z +1) —exp(x) _ exp(w)fexp(e) — 1] _ exp(@)[3, 5 — U
L L L '
Al sacar la sombra, exp'(z) = exp(x). Con esto, por el ejemplo anterior, la

derivada de la funcion logaritmica log(x) es 1/x.

Ejemplo 5.22. La formula de adicion también ofrece un método para calcu-
lar la derivada de sen(x). Tengamos presente el Ejemplo 5.9. En efecto,

ksen(r-+¢) —*sen(r) :*Sen(x) xcos (1) +*cos(x) xsen(r) —xsen(x)

_xsen(z)[* cos(r) — 1] 4 * cos(x) * sen(v)

L
Casen(r)[1— G+ 45— — 1]+ xcos@)[t— G +5 -]

L
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Por consiguiente, luego de sacar la sombra, sen’(x) = cos(x). De forma andlo-

ga, cos'(z) = —sen(z).

5.4. Sucesiones

Hay més arriba algunos puntos que no hemos explicado totalmente. Nos
referimos a los ejemplos 5.9, 5.10, 5.21 y 5.22, donde se usaron series infinitas.
Como la convergencia de una serie es la convergencia de su sucesion de sumas
parciales, debemos estudiar las sucesiones. También seria bueno profundizar
en la naturaleza de xN con el fin de entender algunas cuestiones importantes
sobre *Q que pasaron desapercibidas en el Ejemplo 5.11.

Ahora bien, cada sucesién (de niimeros reales) es una aplicacién s : N — R
produce por extensién una hipersucesién (de hiperreales), es decir, una apli-
caciéon *s : *N — xR. En las hipersucesiones, los términos *s(xn) = *s,,
estan definidos incluso para los *n € *N — N, los cuales no son acota-
dos. Volvamos un momento a la construccion del ultrafiltro para recordar el
teorema Fundamental 2.2, donde se probd que, en particular, los elementos
no-estandar en xN son precisamente las clases de los subconjuntos infinitos
de N (sucesiones, si se quiere) cuyos elementos (términos) son todos distintos.

Nos interesa una caracterizacion de la convergencia para las sucesiones.

Teorema 5.23. Sea s : N — R una sucesion con términos (s(n) = $p)nen C
R. Sean xs y *S,, como mds arriba. Las siguientes proposiciones son equiva-

lentes.

1. (Sp)nen converge a L € R en el sentido usual. O sea, para todo in-
tervalo abierto (L —e,L +¢€), € > 0, existe una cola de la sucesion

SN, SN+1, SN+2,--. contenida en dicho intervalo abierto. Formalmente,

Vee RTAN e NVneN [n> N = |s, — L| <¢].

2. %S4 ~ xL, para todo elemento no acotado xn € xN — oN.
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Demostracion. Supongamos que (S, )nen converge a L'y que xm € *N—eN C

oo™. Para € > 0 cualquiera, existe N € N, tal que
VneN n>N —|s, — L| <¢l.
Por transferencia (universal) obtenemos
Vsn € «N [xn > «xN — | % Sy, — *L| < *e].

Como *m > N, por no estar acotado, s, >~ *L.
Para el reciproco, fijemos un *m € %N no acotado. Todo *n € *N con
nx > xm tampoco es acotado y S., >~ xL. Por tanto, | * s.,, — *L| < *e, para

todo € > 0. Esto prueba que
Vxn € *«N[xn > xm — | * s,, —*L| < x¢].
Asi, se verifica la sentencia
Jx N € «NV s n € «N[xn > «N — | x 8., — *L| < *e] .
Como ésta es la transformada * de
AN e NVneN[n> N —|s, — L| < ¢],

obtenemos el resultado por transferencia existencial. [l
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Conclusiones

= En la Introduccién dijimos que los hiperreales permitian realizar mu-
chas construcciones naturales al Anélisis. Sin embargo, dicha “natu-
ralidad” es mucho mas profunda. Los hiperreales resultan de estudiar
propiedades menos evidentes de los naturales, en cuanto conjunto infi-
nito. En el Analisis clasico bastaba considerar las “colas” de las suce-
siones porque el asunto central era la convergencia. El estudio de los
ultrafiltros permite detectar detalles mas finos en las sucesiones, a sa-
ber: los hiperreales. Por eso, contrariamente a lo que muchos piensan,
estamos convencidos de que los hiperreales constituyen una teoria que
profundiza naturalmente y va mas alla de los resultados clésicos del

Analisis.

= Quedan pendientes muchas tareas: la construccién explicita de un ultra-
filtro para N, la integral de Riemann, todos los demas temas del Analisis
clasico; profundizar en el estudio de la Logica, la Teoria de Conjuntos,
etc. De particular interés para el Andlisis serian las Ecuaciones Dife-

renciales, el Célculo de Variaciones y, en fin, el Analisis Funcional.

= También queda pendiente la reconstruccién histérica de la emergencia
de los hiperreales. Hay todavia algunos episodios (que han llamado
nuestra atencién) por aclarar: las ideas, heterodoxas para su época,
de du Bois-Reymond y Hadamard; los trabajos de los matemé&ticos
que precedieron inmediatamente a Robinson; los de aquellos que lo

sucedieron; entre otros.
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= En relacién con la ensenanza de estos temas, creemos que todo depen-
de del nivel que se quiera alcanzar. Si se acepta la existencia de los
infinitesimales, se puede tratar el tema a la Leibniz para ensenarlo en
los primeros semestres. Si se quiere abordar la existencia de los hiper-
reales, habria que esperar, por lo menos, hasta el final del pregrado. Y
asi, para estudiar todo el Analisis con la ayuda de los hiperreales, se
tendria que esperar otro poco. Claro, tampoco tiene que ser asi, pues

todo depende del interés y la disciplina de cada quien.
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