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УДК 621.7 
 

В.Л. Доброскок, д-р техн. наук, Л.Н. Абдурайимов, 
Ю.Б. Витязев, канд. техн. наук, Харьков, Украина 

 
ОЦЕНКА СТЕПЕНИ СЛОЖНОСТИ ПОВЕРХНОСТЕЙ  

ПРОМЫШЛЕННЫХ ИЗДЕЛИЙ НА ОСНОВЕ АНАЛИЗА ИХ  
ТРИАНГУЛЯЦИОННЫХ МОДЕЛЕЙ 

 
Розглянуто підхід до оцінки ступеня складності поверхонь промислових виробів на основі 

гаусової (повної) та середньої кривини. В якості кількісного показника прийнято добуток інфо-
рмаційних ентропій гаусової і середньої кривини поверхні. Наведено результати тестування 
запропонованого підходу на основних аналітичних поверхнях і тріангуляційних 3D моделях. 

 
Рассмотрен подход к оценке степени сложности поверхностей промышленных изделий на 

основе гауссовой (полной) и средней кривизны. В качестве количественного показателя принято 
произведение информационных энтропий гауссовой и средней кривизны поверхности. Приведены 
результаты тестирования предлагаемого подхода на основных аналитических поверхностях и 
триангуляционных 3D моделях. 

 
The approach to assessing the degree of the surfaces complexity of industrial products based on 

the Gaussian (total) and the mean curvature. As a quantitative characteristics accepted a product of an 
information entropy of the Gaussian and mean surface curvature. The results of testing the proposed 
approach to the basic analytical surfaces and triangulated 3D models. 

 

Постановка проблемы 
В настоящее время одной из наиболее важных задач любого машино-

строительного предприятия является эффективная организация производст-
венного процесса. Рациональная организация производственного процесса 
невозможна без проведения тщательной технической подготовки производст-
ва. Одной из самых ответственных и трудоемких ее частей является техноло-
гическое проектирование, трудоемкость которого составляет 30-40% (от об-
щей трудоемкости технической подготовки) в условиях мелкосерийного про-
изводства, 40-50% при серийном и 50-60% при массовом производстве [14]. 

Существует необходимость в разработке количественного показателя, 
характеризующего сложность и трудоемкость изготовления промышленного 
изделия. Такая необходимость в оценке сложности промышленных изделий 
возникает на протяжении всего цикла подготовки производства. Оценка мо-
жет позволить выявить уровень технологичности изделий, учесть трудозатра-
ты при их изготовлении и др. 

Сложность и трудоемкость изготовления промышленных изделий на-
прямую зависят от сложности составляющих поверхностей и влияют на об-
щую себестоимость. При выпуске машиностроительной продукции миними-
зация себестоимости является важным требованием обеспечения эффектив-
ности технологического процесса. 
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Появление систем компьютерного 3D моделирования позволило конст-
рукторам и технологам уже на стадии проектирования получать ответы на 
большинство вопросов, связанных с технологичностью изделий и трудоемко-
стью их изготовления. Использование показателя сложности позволяет ре-
шать целый ряд производственных задач, возникающих на основных этапах 
жизненного цикла промышленного изделия, в частности, на этапах техниче-
ской и организационно-экономической подготовки производства. Во-первых, 
сложность изделия представляет собой неотъемлемое свойство и определяет-
ся на основе его конструкторско-технологических признаков. Во-вторых, 
сложность позволяет оценивать трудоемкость и затраты на изготовление в 
организационно-технических условиях конкретной производственной систе-
мы. Поэтому оценка степени сложности изделий, на базе рассмотрения их 
компьютерных 3D моделей, является актуальной задачей. 

Анализ литературы 
Задача определения сложности изделий рассматривается в современных 

научных работах. В основном исследования проведены в области определе-
ния конструктивно-технологической сложности изделия, характеризующей 
его неотъемлемое свойство. При оценке сложности учитывались геометриче-
ские, структурные и другие свойства изделия, а также предъявляемые к ним 
конструкторские и технологические требования. Сложность рассматривается 
как мера затрат ресурсов на реализацию различных этапов жизненного цикла 
машиностроительного изделия. 

Для этого в работах [11, 12, 13] были разработаны специальные матема-
тические модели, общим принципом формирования которых является иерар-
хическая декомпозиция изделия на структурные составляющие – детали, т. е. 
производится выделение первичных элементов изделия. Далее производится 
декомпозиция детали с выделением элементарных поверхностей, которые 
характеризуются определенной геометрической формой и технологическими 
параметрами, представленными в виде коэффициентов. Для каждого уровня 
иерархической структуры изделия применяется специально разработанная 
функция для определения значения показателя сложности. 

Задаче разработки показателя сложности деталей посвящены работы 
[21, 23, 25]. Показатель структурной сложности представляет собой совокуп-
ность конструктивных и технологических параметров детали, инструментов и 
приспособлений. Для реальной количественной оценки сложности детали 
требуется наличие достаточно обширной базы данных по аналогичным дета-
лям с целью построения определенных корреляционных зависимостей. В ра-
ботах также не учитывается способ построения модели детали. 

В работе [22] предложен метод оперативной оценки конструктивной и 
технологической сложности машиностроительной детали путем анализа ее 
трехмерной CAD-модели. Основным достоинством предложенного метода 
является отсутствие необходимости в привлечении статистической информа-
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ции по аналогичным деталям. Исходные данные для выполнения анализа 
сложности получают из электронной модели детали, соответствующей требо-
ваниям ГОСТ 2.052-2006 [9]. Предложенная в данном методе математическая 
модель основана на том, что сложность отдельной поверхности детали явля-
ется функцией от ряда параметров: кривизны, допустимых отклонений раз-
меров, геометрической формы, взаимного расположения элементов и допус-
тимой шероховатости поверхности. 

Определению сложности изделия на базе применения элементов инте-
гральной геометрии и теории информации посвящена работа [27]. Сложность 
изделия рассматривается с двух различных сторон: внутренней – как слож-
ность структуры или степени взаимозависимости между деталями (внутрен-
няя сложность) и внешней – степень взаимодействия с описывающей изделие 
сферой (внешняя сложность). 

Рассмотренные работы ориентированы, прежде всего, на решение тех-
нологических задач оценки сложности применительно к традиционным тех-
нологиям изготовления. Для работы с триангуляционными 3D моделями, ис-
пользуемыми в интегрированных генеративных технологиях (Rapid 
Prototyping) [7, 8], необходимо разработать количественный показатель для 
оценки их сложности. 

Цель статьи – рассмотреть возможность разработки количественного по-
казателя оценки сложности поверхностей промышленных изделий на базе их 
триангуляционных 3D моделей для использования при технологической под-
готовке производства на этапе предшествующем материализации. 

Изложение основного материала 
В настоящее время с появлением систем компьютерного 

3D моделирования существенно повысилась эффективность процесса проек-
тирования и изготовления машиностроительной продукции. Трехмерное мо-
делирование является неотъемлемой частью современного машинострои-
тельного производства. При переходе на 3D моделирование отпала необхо-
димость в проектировании чертежей традиционными методами. В связи с 
этим время выпуска конструкторской документации существенно  
сократилось. 

Триангуляционные модели, используемые в интегрированных генера-
тивных технологиях, содержат описания трехмерной геометрии изделий в 
виде системы большого количества связанных между собой плоских тре-
угольников. Каждый треугольник триангуляционной 3D модели определяется 
координатами своих вершин и характеризуется нормалью к его поверхности 
(направляющими косинусами). Задача разработки количественного показате-
ля оценки сложности поверхностей изделия должна основываться на данных, 
содержащихся в триангуляционной 3D модели. 

В качестве одного из подходов для оценки степени сложности поверхно-
стей промышленного изделия предполагается использование информации о 
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кривизне его поверхностей. Как правило, поверхность промышленного изде-
лия представляет собой совокупность элементарных аналитических поверх-
ностей. Расчет кривизны таких элементарных гладких поверхностей является 
достаточно сложной задачей. Под гладкостью поверхности понимается усло-
вие существования в каждой ее точке касательной плоскости, наличие кри-
визны и др. 

Из дифференциальной геометрии известно [5, 18], что нормальная кри-
визна поверхности – это величина, характеризующая отклонение поверхности 
в произвольном направлении от своей касательной плоскости в некоторой 
точке. 

Рассмотрим локальный участок гладкой поверхности S (рис. 1) без учета 
точек, принадлежащих границе рассматриваемого участка. Возьмем точку M 
и рассмотрим все кривые, расположенные на этой поверхности, условно про-
ходящие через нее. При этом все касательные, которые можно провести к 
этим кривым в точке M будут лежать в одной плоскости, которая вследствие 
этого называется касательной. Прямая, перпендикулярная касательной плос-

кости в точке M, называется нормалью N


 к поверхности [5]. 
Построим плоскость P1, которая содержит точку M и нормаль к поверх-

ности N


 так, что пересечение этой плоскости с поверхностью S образует 
контур l1 (рис. 1). Можно определенным образом параметризировать l1(S) 
так, что l1(0) = M и l1'(0) = T1. Кривые, получающиеся при пересечении по-
верхности с плоскостями, проходящими через нормаль к поверхности, назы-
ваются нормальными сечениями. Нормальная кривизна kM (T1) в направле-

нии T1 определяется как скалярное произведение l1''(0) = kM (T1)· N


. Если 
построить плоскость P2, то определим новый контур l2 на поверхности S со 
своей собственной нормальной кривизной. Плоскость P2 перпендикулярна P1 

и соответствует ее повороту вокруг вектора N


. В касательной плоскости су-
ществуют два перпендикулярных направления T1 и T2 (рис. 1) такие, что 
нормальную кривизну kM в произвольном направлении Tφ в точке M можно 
представить формулой Эйлера [2, 17, 19]: 

  2 2
1 2cos sinMk T k k    ,                                   (1) 

где k1 = kM (T1) и k2 = kM (T2) – главные кривизны локального участка гладкой 
поверхности S в точке M; 

φ – полярный угол в касательной плоскости, отсчитываемый от одного из 
главных направлений до Tφ (Tφ = T1 cos φ + T2 sin φ; -π ≤ φ < π). 
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Рисунок 1 – Нормальная кривизна локального участка гладкой поверхности S
в точке M: N – нормаль к поверхности; P1 и P2 – плоскости, проходящие через 

нормаль N и точку M; l1 и l2 – нормальные сечения; T1 и T2 – главные направления
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Из формулы Эйлера (1) следует, что для определения нормальной кри-

визны поверхности в произвольном направлении достаточно знать главные 
кривизны поверхности. 

При этом гауссовой или полной кривизной поверхности K называется 
величина, определяемая произведением главных кривизн [17]: 

1 2K k k .                                                    (2) 

Из дифференциальной геометрии известно, что гауссова кривизна K 
является объектом внутренней геометрии поверхностей, в частности не изме-
няется при изометрических изгибаниях. Полная кривизна K является мерой 
формы локального участка поверхности S, хотя с ее использованием связана 
некоторая потеря информации по сравнению с использованием главных кри-
визн k1 и k2. Потеря этой информации может быть восстановлена введением в 
рассмотрение средней кривизны H локального участка поверхности S в за-
данной точке. Средней кривизной поверхности H называется величина, опре-
деляемая соотношением [17]: 
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 1 2

1

2
H k k  .                                               (3) 

Обратный переход к k1, k2 определяется следующей зависимостью: 

2
1,2k H H K   .                                           (4) 

По знакам гауссовой K и средней H кривизны, а также по соотношени-
ям главных кривизн k1 и k2, локальные участки гладких поверхностей делятся 
на различные типы (табл. 1). Гауссова кривизна может принимать отрица-
тельные значения для поверхностей имеющих локальные участки седлооб-
разной формы, т. к. главные кривизны имеют разные знаки, а, следовательно, 
главные сечения имеют противоположные направления выпуклости. Приме-
рами поверхностей с отрицательной кривизной являются: однополостный 
гиперболоид, гиперболический параболоид, катеноид, закрытый тор и др. 

Применительно к триангуляционным 3D моделям определять кривиз-
ны их поверхностей на базе применения теории классической дифференци-
альной геометрии не вполне корректно в силу нарушения условия гладкости 
их поверхностей. В последние десятилетия появилась новая область – дис-
кретная дифференциальная геометрия, которая лежит на стыке дифференци-
альной и дискретной геометрии. Данная область геометрии ставит своей це-
лью изучение геометрических объектов, которые образованы конечным чис-
лом простейших элементов, и разрабатывает дискретные аналоги понятий и 
методов классической дифференциальной геометрии. Дискретная дифферен-
циальная геометрия вызывает интерес не только важными теоретическими 
приложениями, но и своими связями с компьютерной графикой. Важным 
примером этой связи служат триангуляционные поверхности [3]. 

Взаимосвязь дискретной и гладкой версий теории приводит к важным 
результатам, как в теории поверхностей, так и в теории многогранников. 
Классическими достижениями дискретной дифференциальной геометрии 
являются фундаментальные результаты А.Д. Александрова [1] и 
А.В. Погорелова [16] в метрической теории многогранников и выпуклых по-
верхностей. 

Кривизна поверхности 
Определению кривизны поверхности в дискретном случае посвящено 

достаточное количество работ как отечественных, так и зарубежных авторов. 
Среди них следует отметить работу [26], в которой рекомендуется использо-
вать метод Гаусса-Бонне, обеспечивающий рациональное соотношение меж-
ду точностью и скоростью вычислений. 
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Таблица 1 – Характеристики локальных участков гладкой поверхности S [18] 

Кривизна Название Вид локального участ-
ка гауссова 

(полная) 
K 

средняя
H 

соотношение 
главных кривизн 

k1 и k2 

K > 0 

H > 0 

k1 > k2 > 0 
Выпуклый эллип-

тический 

M
S

N

 

k1 = k2 > 0 
Выпуклый омби-

лический 

H < 0 

k1 > k2 < 0 
Вогнутый эллип-

тический 
S

M

N

 

k1 = k2 < 0 
Вогнутый омбили-

ческий 

K = 0 

H > 0 k1 > k2 = 0 
Выпуклый парабо-

лический 

N

 

H = 0 k1 = k2 = 0 Уплощения 

N

H < 0 k2 < k1 = 0 
Вогнутый парабо-

лический 

N

 

K < 0 

H > 0 k1 > k2; k1 > |k2| 
Гиперболический 
псевдовыпуклый N

H = 0 k1 = –k2 Минимальный 

H < 0 k1 > k2; k1 < |k2| 
Гиперболический 
псевдовогнутый 
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В данном подходе при определении кривизны поверхности в вершинах 
триангуляционной модели участвуют те ребра и треугольники, которые ин-
цидентны рассматриваемой вершине. Для нахождения гауссовой кривизны 
поверхности в вершине Vk (рис. 2), необходимо определить полный угол при 
Vk – сумма внутренних углов φi для каждого треугольника Fi. При переходе от 
случая использования теоремы Гаусса-Бонне для гладких поверхностей 
[17, 19, 20] к дискретному случаю, интегральная гауссова кривизна kK  ло-

кального участка триангуляционной поверхности при вершине Vk (рис. 2) 
определяется по следующему соотношению [26]: 

1

2
kN

k k iS
i

K K dS  


   ,                                     (5) 

где Kk – гауссова кривизна поверхности в окрестности dS вершины Vk; 
Nk – количество треугольников, ребра которых инцидентны вершине Vk; 
φi – внутренний угол треугольника Fi при вершине Vk. 
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Аналогичным образом для определения интегральной средней кривиз-

ны kH  локального участка триангуляционной поверхности при вершине Vk 

(рис. 2) используется следующее соотношение [26]: 
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1

1

4

kN

k k j jS
j

H H dS E 


   ,                                     (6) 

где Hk – средняя кривизна поверхности в окрестности dS вершины Vk; 
Ej – длина общего ребра двух смежных треугольников, инцидентного 

вершине Vk; 
βj – двугранный угол при ребре Ej (угол между нормалями смежных по 

ребру Ej треугольников Fi-1 и Fi). 
Для получения гауссовой и средней кривизны в вершине Vk из инте-

гральных выражений (5)-(6), предполагается, что кривизна равномерно рас-
пределена вокруг этой вершины и нормализована по области [26]: 
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,                                     (7) 

где Si – площадь i-го треугольника Fi, стороны которого инцидентны верши-
не Vk. 
Для нахождения полного угла при вершине Vk триангуляционной мо-

дели необходимо вычислить сумму внутренних углов треугольников φi. Ве-
личина угла φi для отдельного треугольника Fi (рис. 2) с координатами вер-
шин Vk-1 (xk-1; yk-1; zk-1), Vk (xk; yk; zk) и Vk+1 (xk+1; yk+1; zk+1) может быть рассчита-
на по следующей зависимости [4]: 

1 1

1 1

arccos k k k k
i

k k k k

V V V V

V V V V
  

 

 
 
  

 

  ,                                    (8) 

где координаты векторов 1k kV V 


 и 1k kV V 


 определяются на базе координат 

вершин треугольника Fi  1 1 1 1; ;k k k k k k k kV V x x y y z z     


 и 

 1 1 1 1; ;k k k k k k k kV V x x y y z z     


. 

Длина ребра Ej определяется как длина вектора 1k kV V 


 (рис. 2) по сле-

дующей зависимости [4]: 

     2 2 2

1 1 1 1k k k k k k k kV V x x y y z z        


.                   (9) 

Двугранный угол βj при ребре Ej определяется как угол между норма-

лями  1 , 1 , 1 , 1; ;i x i y i z iN N N N   


 и  , , ,; ;i x i y i z iN N N N


 к треугольникам 
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Fi-1 и Fi соответственно (рис. 2) и определяется следующей зависимостью [4]: 
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              (10) 

Определение площади Si треугольника Fi с вершинами Vk-1, Vk и Vk+1 
производится с учетом [6, 10] по следующим зависимостям: 

2 2 2
1( ) 2( ) 3( )

1

2i Minor i Minor i Minor iS S S S   ,                          (11) 

где SMinor1(i), SMinor2(i), и SMinor3(i) определяются следующим образом: 
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Полученные расчетные соотношения позволяют определять гауссову K 
и среднюю H кривизны локальных участков в вершинах триангуляционной 
поверхности. 

На первоначальном этапе исследований в качестве показателя сложно-
сти поверхностей были выбраны средние значения кривизн. Однако прове-
денные исследования анализа триангуляционных моделей показали их сла-
бую связь со сложностью определяемой экспертно. В процессе анализа ре-
зультатов моделирования возникла рабочая гипотеза о том, что необходим 
обобщенный критерий оценки сложности на базе информационной энтропии 
значений кривизн. 

Информационная энтропия кривизны 
Информационные энтропии предлагается рассчитывать на основе по-

лученных значений гауссовой K и средней H кривизны. Информационная 
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энтропия играет центральную роль в теории информации в качестве меры ее 
количества. Одна из фундаментальных работ по теории информации принад-
лежит К. Шеннону [24]. Определение величины информационной энтропии 
I(x) для интервального вариационного ряда значений исследуемого признака 
x выполняется по следующей зависимости: 

   
1

log
m

i b i
i

I x k p p


   ,                                      (12) 

где pi – относительная частота исследуемого признака x  1
1

m

ii
p


 ; 

m – количество одинаковых интервалов разбиения; 
b – основание логарифма (b ≥ 2); 
k – коэффициент, определяемый из некоторых соображений (знак минус 

учитывает, что для случая pi < 1, logb (pi) < 0). 
Количество интервалов разбиения выбирается по следующей зависи-

мости [15]: 

  0,4
min max... 0,55...1, 25

Vert
m m N ,                           (13) 

где NVert – общее количество вершин триангуляционной модели. 
Энтропия должна быть равна 1, если значения относительных частот pi 

во всех интервалах равны (равномерное распределение исследуемого призна-
ка), 0 – если pi = 1 в одном интервале, а в остальных pi = 0 (в нашем случае 
pi ≠ 0 для крайних интервалов). 

Рассмотрим определение коэффициента k для предельного случая – 
равномерного распределения: 

 
1

1 1 1
log log 1

m

b b
i

I x k k
m m m

          
   

 ,                      (14) 

тогда  11 logbk m  . Полученное выражение для k зависит от осно-

вания логарифма b и количества интервалов m. Если принять b = m, то k все-
гда будет равен 1 при любом m, а интервал возможных значений информаци-
онной энтропии I(x) будет находиться в диапазоне [0, 1]. Дополнительно надо 
учесть математическую обработку значений pi = 0 с при использовании лога-
рифмирования (защитить вычислительную процедуру). Тогда окончательно 
имеем: 

   
1

log , 0; 0
m

i m i i
i

I x p p если p иначе


     .                (15) 

По полученному выражению информационной энтропии I(x) были 
проведены тестовые расчеты для 10 аналитических поверхностей (рис. 3) и 8 
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триангуляционных моделей (рис. 4). В качестве исследуемых признаков при 
определении значений информационной энтропии I(K), I(H) использовались 
гауссова K и средняя кривизна поверхности H. Поверхности и триангуляци-
онные модели на базе экспертных оценок расположены в порядке увеличения 
степени сложности (рис. 3, 4). Анализ результатов показал, что полученные 
оценки не являются представительными. 

Поэтому для получения более представительных показателей сложно-
сти было решено использовать комплексные показатели с диапазоном воз-

можных значений [0, 1]. В качестве таких комплексных показателей рассмат-
ривались полусумма информационных энтропий I(K), I(H) и их произведение: 

    1

1

2
I I K I H  ;    2I I K I H  . 

Анализ результатов показал, что на базе тестовых поверхностей и мо-
делей (рис. 3, 4) использование комплексного показателя I2 позволяет добить-
ся лучших результатов по сравнению с I1. Поэтому в качестве показателя 
сложности целесообразно использовать I2, определяемого как произведение 
информационных энтропий гауссовой и средней кривизны поверхности. 

Выводы 
Рассмотрена возможность разработки количественного показателя 

оценки сложности поверхностей промышленных изделий на базе их триангу-
ляционных 3D моделей для использования при технологической подготовке 
производства на этапе предшествующем материализации. 

Предложен количественный показатель и расчетные зависимости для 
оценки сложности поверхностей промышленных изделий. В качестве показа-
теля сложности рекомендуется использовать произведение информационных 
энтропий гауссовой и средней кривизны поверхностей. 

Информационно-статистический подход к оценке степени сложности 
поверхностей промышленных изделий на базе анализа их триангуляционных 
3D моделей создает предпосылки к дальнейшей их классификации и повы-
шению уровня подготовки специалистов предметной области интегрирован-
ных генеративных технологий. 

Результаты работы могут быть использованы при технологической 
подготовке производства сложных изделий на этапе предшествующем мате-
риализации. 
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Рисунок 3 – Основные аналитические поверхности, расположенные в порядке 
увеличения величины сложности, определяемой на базе информационной энтропии 

I: а – цилиндрическая; б – коническая; в – сферическая; г – тор закрытый (r < R);
д – эллиптический параболоид; е – эллипсоид; ж – гиперболический параболоид;

з – однополостный гиперболоид; и – двуполостный гиперболоид (часть);
к – тор открытый (r > R)

а) I = 0,000

Рисунок 4 – Тестовые триангуляционные 3D модели изделий, расположенные в 
порядке увеличения величины сложности, определяемой на базе информационной 
энтропии I: а – кронштейн; б – корпус детали; в – винт; г – кружка; д – корпус 
соединительного устройства; е – хвостовая часть детали; ж – центральная 

шестерня; з –ходовая шестерня

б) I = 0,000 в) I = 0,001 г) I = 0,002 д) I = 0,123

е) I = 0,298 ж) I = 0,380 з) I = 0,428 и) I = 0,480 к) I = 0,552

а) I = 0,000 б) I = 0,017 в) I = 0,088 г) I = 0,223

д) I = 0,362 е) I = 0,417 ж) I = 0,599 з) I = 0,670
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Разработанный подход к оценке степени сложности поверхностей про-
мышленных изделий на базе анализа их триангуляционных 3D моделей во-
шел составной частью в систему морфологического анализа, разрабатывае-
мую на кафедре «Интегрированные технологии машиностроения» 
им. М.Ф. Семко Национального технического университета «Харьковский 
политехнический институт». 
Список использованных источников: 1. Александров А.Д. Выпуклые многогранники / Алек-
сандров А.Д. – М.; Л.: Гостехиздат, 1950. – 428 с. 2. Бакельман И.Я. Введение в дифференциаль-
ную геометрию «в целом» / И.Я. Бакельман, А.Л. Вернер, Б.Е. Кантор. – М.: Наука, 1973. – 440 с. 
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