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Introduction

La théorie des types a été proposée comme fondement des mathématiques
constructives et comme cadre pour construire des logiciels certifiés et pouvoir ex-
traire des programmes a partir de preuves. De nos jours la plupart des théories
de types qui fait ’objet d’études approfondies integre ou pas une forme d’im-
prédicativité, des types inductifs, des types coinductifs, des types dépendants, la
notion de sous-typage et des relations de réductions élaborées. On distingue par-
ticulierement le calcul des constructions inductives de Coquand et Huet [CHS88],
et la "Unified Type Theory" (définie au sein du "Logical Framework") de Luo
[Luo94b].

Ces systemes ont fait I’objet de nombreuses implémentations sous la forme
de langages fonctionnels expressifs et intégrés dans des logiciels d’assistance a la
preuve. On peut particulierement citer Coq, Plastic, Lego. Un assistant de preuve
est un logiciel permettant 1’écriture et la vérification de preuves mathématiques,
soit sur des théoremes au sens usuel des mathématiques, soit sur des assertions re-
latives a I’exécution de programmes informatiques. Dans le cas de la conception
des programmes informatiques, plutdt que de coder un programme puis de vérifier
a posteriori qu’il est conforme a sa spécification, les assistants a la démonstration
permettent de prouver préalablement le bien fondé de la spécification, en fournis-
sant une preuve de cette spécification qui n’est autre que le programme lui méme.

De maniere générale, la théorie des types constitue une discipline étudiant
des formalismes contenant a la fois une dimension calculatoire et une dimension
logique liées par I’isomorphisme de Curry-Howard. Elle se situe au croisement de
la logique, des mathématiques et de I’informatique et peut, dans ce dernier cadre,
servir de support au développement de programme "zéro faute".

L’approche du sous-typage coercitif comme mécanisme d’abréviation a été
proposée et développée par Z.Luo [Luo97c]. Par exemple si f est une fonction
de type A — B, Ag un sous-type de A, ¢ un élément de type Ag et ¢ de type
Ay — A une coercion, I’expression f(¢) est vue comme une abréviation de



f(e(t)). Ce fait est exprimé par une régle de définition coercitive qui permet d’ob-
tenir f(t) = f(c(t)). Une coercion est une application particuliere qui définit
comment les éléments de A, correspondent aux éléments de A, souvent mais pas
nécessairement ¢ peut étre vu comme un plongement. Cette approche du sous-
typage dans le cas des systemes aux types dépendants est intéressante car le sous-
typage peut grandement améliorer I’efficacité de nombreux systemes d’assistance
a la preuve basés sur les systémes aux types dépendants. En revanche elle est plus
compliquée a mettre en ceuvre .

Une des propriétés principales du sous-typage coercitif comme mécanisme
d’abréviation est la conservativité de la théorie de types étendue par sous-typage
coercitif par rapport a la théorie de base. Le retour de la théorie étendue a la théo-
rie de base est assuré par 1’algorithme d’insertion des coercions. Le résultat est un
jugement dans la théorie de base. La conservativité implique qu’il n’est pas pos-
sible par ce mécanisme d’obtenir des jugements qui ne sont pas dérivables dans
la théorie de base. Dans [SL.98a], il a ét€ montré I’importance de la cohérence des
coercions pour la preuve de conservativité. La notion de cohérence signifie, pre-
mierement qu’il est impossible d’avoir deux coercions différentes ¢y, ¢y : Ag — A
pour le méme sous-type A, de A, deuxiemement qu’il n’existe pas de coercion
d’un type A vers lui méme, autrement dit le type A ne peut pas étre considéré
comme un sous-type de A lui-méme !. Considérons 1’exemple suivant : le type
des Anneaux (A, +, %) est un sous-type des Groupes par rapport a I’opérateur "+"
et des Monoides par rapport a I’opérateur "*". En méme temps le type des Groupes
est un sous-type des Monoides par rapport a I’opérateur "+". On peut définir les
coercions suivantes :

C1

Anneaux Groupe
\ \L c2
Cc3
Monoide

Evidemment on a ¢y o ¢; # c3.

Les définitions des types de divers systemes algébriques basées sur 1’utilisation
de >-types dans un systeme aux types dépendants peuvent &tre trouvées dans
[Luo94b]. Considérons un autre exemple montrant la relation entre des types en-
core plus communs : les codes ASCII, les entiers (Nat) et les chaines de caracteres
(String). On peut donc définir les coercions suivantes :

'Une autre possibilité est de prendre la fonction identité sur A, c’est-a-dire \z4.z : A — A
comme terme de coercion, cela représente un changement technique mineure.



ASCII Nat
String

Ces coercions peuvent étre définies de sorte que si on considere le code ascii 65
noté Ascii(65), I’entier 65 noté Nat(65), les chaines de caracteres "A" et "65"
notées respectivement String(A) et String(65), on ait :

C1

ASCII(65) Nat(65)
String(65)

Evidemment dans ce cas on a également ¢, 0 ¢; # c3.
Les deux exemples précédents nous exposent des cas ol la propriété de conserva-
tivité n’est pas vérifiée car la condition de cohérence ne I’est également pas.
La non-conservativité due a 1’absence de cohérence peut €tre une conséquence
de I'utilisation de la reégle de définition coercitive en combinaison avec les autres
regles du systéme. Si on a deux coercions ¢y,¢ : Ay — A, ol ¢; # ¢ dans
la théorie de base, on peut alors déduire f(ci(t)) = f(t) et f(t) = f(ea(t)). Si
on prend f = A\r“.z et une variable y : A avec y € FV(cy,cz)), on peut fa-
cilement déduire ¢c; = ¢y, ce qui mene a une contradiction. Les deux exemples
plus haut montrent aussi une des sources possibles de non-cohérence : tandis que
les coercions de base (définies par exemple par I’utilisateur) peuvent étre uniques
par rapport a chaque paire de sous-type A, et de type A (4y < A), les com-
positions de coercions quant a elles ne sont pas forcément uniques. Il existe des
regles, comme celles concernant les coercions entre types-produits dans la théorie
aux types dépendants, permettant de créer de nouvelles coercions . L’ application
de toutes ces regles pourrait en principe produire des systemes de coercions non
cohérents. Une partie importante d’une preuve de conservativité doit assurer la
cohérence de 1’ensemble des coercions, pas seulement des coercions de base.
Dans [SLOO], on retrouve la preuve de conservativité pour le "Logical Frame-
work" L F' proposé par Z.Luo. LF’ est un cadre logique permettant de déclarer des
théories de types par ajout de constantes et de regles de calcul. L’idéal serait de
pouvoir généraliser la preuve de conservativité a LF' et a toutes les théories pou-
vant étre déclarées dans L F'. Jusqu’a maintenant, il existait une preuve incompléete
de conservativité pour le systeme UT"T" esquissée dans [SLOO]. UT'T" est une théo-
rie déclarée dans LF' qui comprend entre autre, des types dépendants, des types



inductifs, un univers prédicatif, un univers imprédicatif avec des constantes pour
une logique interne du second ordre. Prouver le théoréme de conservativité pour
UTT est donc un pas vers la généralisation de ce théoreme aux théories pouvant
étre déclarées dans LF'. C’est justement une des tiches a laquelle s’adonne cette
these.

D’autre part, en réalité la classe des systemes de coercions cohérents est re-
lativement faible pour les théories de types n’ayant que des réductions standards
comme UTT. Augmenter le nombre d’égalités intensionnelles de ces théories de
type permettrait d’enrichir la classe des systemes de coercions cohérents. Pour
se faire, une possibilité serait d’intégrer sous forme de réductions certaines éga-
lités extensionnelles. C’est un probléme sur lequel nous allons également nous
pencher.

Un des problemes qui est levé quand une théorie des types est utilisée pour
décrire des théories qui combinent de la logique et du calcul, est le probleme de
la relation entre I’égalité intensionnelle et extensionnelle. Ce probleme est fami-
lier a tous les utilisateurs d’assistant a la preuve basée sur la théorie des types
(comme Lego, Coq ou Isabelle). Dans les théories de types, 1’égalité intension-
nelle est définie par la conversion des termes basée sur les réductions tandis que
I’égalité extensionnelle est prouvée a I’aide de mécanismes internes et externes.
Pour prouver une formule comme A\z.(f(x) = g(x)), la plupart des assistants a la
preuve basée sur la théorie des types possede des logiques internes et la preuve est
représentée par un terme. L’existence d’un tel terme n’implique bien-siir pas que
les deux fonctions sont convertibles par des réductions, c’est-a-dire intensionnel-
lement égales. Cette différence est manifeste méme dans les cas simples. Consi-
dérons un systeme de reductions standards dans le lambda calcul simplement typé
avec types inductifs. Ce systéme comprend la (3, n-réduction ainsi la ¢-réduction
pour les opérateurs de récursion. Si on considere le type Nat = ind(«).(0 :
Q, succ o — a)z, la fonction d’identité A\x : Nat.x : Nat — Nat est exten-
sionnellement égale a Az : Nat.(0 + x) : Nat — Nat, (ou + est définie par une
récursion sur le second opérande), mais elle ne I’est pas par application de réduc-
tions. En effet la .-réduction n’est applicable que lorsque 1’argument est 0 ou de la
forme succ(t), mais pas lorsque 1’argument est une variable. Bien sir, il existe un
terme de preuve pour A\x : Nat.x = Az : Nat.(0 + x), mais ce terme devra étre
réutilisé si on doit produire une preuve d’égalité (probablement plus longue) qui
dépend de I’égalité dont le terme est la preuve. Ce probleme surgit dans toutes les
situations faisant intervenir égalité extensionnelle et intensionnelle et représente

2Par la suite nous utiliserons la notation de LF



un sérieux inconvénient pour les assistants a la preuve basés sur la théorie des
types. L’importance de ce probleme est soulignée par le fait que vouloir ajouter
toutes les égalités extensionnelles dans le systeme de reduction crée un mauvais
systeme de réductions car les propriétés comme 1’unicité de la forme normale et la
normalisation forte ne sont pas garanties dans le cas des systemes avec des types
dépendants (comme le Calcul des Constructions utilisé dans COQ ou UT'T utilisé
dans Lego). Méme le typage peut devenir indécidable.

L’approche que nous considérons dans cette these est basée sur 1’extension
de systemes de réductions, par des réductions représentant des égalités extension-
nelles et préservant les bonnes propriétés du systeme de reduction. La normalisa-
tion forte et la confluence (Church-Rosser) devront étre prouvées une seule fois.
Ensuite ’utilisation du lambda calcul suivra le méme schéma : certaines égalités
seront prouvées par réduction (ce qui est plus efficace), et les autres nécessite-
ront de trouver une preuve sous forme de terme. Dans ce dernier cas, la classe
des égalités intensionnelles et extensionnelles étant changée, il y a plus d’égalités
intensionnelles, le systeme gagne en efficacité.

La principale nouveauté dans cette thése est que I’on consideére une extension
des réductions standards dans un systéme aux types dépendants qui se nomme
UTT (Unified Type Theory) et qui est utilisé dans des assistants a la preuve
comme Lego et Plastic. La réduction que nous rajoutons concerne une égalité
extensionnelle pour les fonctions entre types finis et devrait fournir un mécanisme
efficace pour le traitement des égalités pour un fragment de UTT".

Avec I’ajout d’une nouvelle réduction, les propriétés de normalisation forte
et de confluence ne sont plus garanties. Or il est impératif de pouvoir garantir
ces propriétés afin conserver un systeme fonctionnel. Healfdene Goguen dans sa
these [Gog94] sous la direction Rod Burstall et Zhaohui Luo, prouve que le calcul
UTT possede certaines propriétés dont la normalisation forte, la préservation du
type et la confluence. Pour se faire, il utilise une méthode basée sur I’emploi d’une
sémantique opérationnelle typée. Nous rappelons que le systeme étendu que nous
considérons dans cette these, n’est autre que le systeme UT"T" auquel nous rajou-
tons une regle d’égalité. C’est tout naturellement que nous utiliserons la méthode
employée par Goguen en 1’adaptant afin de prouver que le systeme étendu vérifie
les propriétés de normalisation forte, préservation du type et de confluence.

Nous proposons dans cette these d’enrichir d’une nouvelle réduction pour les
fonctions entre les types finis, la ¥J-réduction, un systéme aux types dépendants
UTT. Ce nouveau systeme se nomme UT"I". Nous faisons remarquer que 1’ajout
la ¥-réduction se traduit par 1’ajout d’une regle d’inférence d’égalité, la regle (v-
Eq), au systtme UTT. Une fois la ¥-réduction ajoutée, nous commengons par
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prouver que le nouveau systeme UT"T" vérifie bien les propriétés de normalisation
forte, de préservation du type et de confluence. Ensuite nous effectuons la preuve
complete de conservativité pour le calcul UTT™ enrichi du sous-typage coercitif.
Cette méme preuve nous permettra de déduire que la conservativité est également
vérifiée pour le calcul UT'T enrichi du sous-typage coercitif. Il faut tout de méme
noter que la preuve de conservativité pour des systemes étendus par le sous-typage
coercitif ne dépend pas des propriétés de normalisation forte, de préservation du
type et de confluence de ces systemes complétés par de nouvelles réductions.

L’intérét du calcul UTT" est que pour un fragment de U7"T" concernant les
fonctions entre types finis, il améliorera grandement I’efficacité des assistants a
la preuve basés sur les systemes aux types dépendants. Cette efficacité sera amé-
liorée d’une part par I’ajout de cette égalité sous forme d’égalité intensionnelle,
d’autre part par I’augmentation des systemes de coercions cohérents pour le sous-
typage. Etant donné que Les types finis représentent des ensembles finis, le calcul
UTT" permettra de traiter plus aisément les problemes d’analyse combinatoire,
de manipulation de graphes etc.

Dans le chapitre 1, nous commencons par introduire les notions d’interpréta-
tion, de modele et de sous-typage qui représentent le contexte de cette these. Dans
le chapitre 2, nous présentons et fournissons toutes les définitions permettant d’ap-
préhender le systeme UT'T™, qui rappelons-le, est une extension du systeme U7’
par une égalité sur les fonctions entre types finis. Dans ce méme chapitre, nous
énoncons et démontrons les propriétés basiques du systeme que I’on considere.
Puis nous réalisons la preuve que le systeme UT"T" possede les propriétés de nor-
malisation forte, de préservation du type et de confluence, en effectuant les modi-
fications nécessaires de la preuve de Goguen. Dans le chapitre 4, nous présentons
le résultat le plus important qui est 1’étude du systetme U7"I" enrichi du sous-
typage coercitif. Nous introduisons ce calcul en présentant le sous-typage coercitf
que nous considérons, a savoir celui présenté dans [Luo97c]. Ensuite, nous réa-
lisons la preuve de conservativité pour deux théories déclarées dans le "Logical
Framework" LF enrichi du sous-typage coercitif, a savoir UTT et UTT".



Chapitre 1

Contexte

1.1 Les modeles

Afin d’étudier le comportement et les propriétés des théories de types, il est
souvent nécessaire de considérer leurs sémantiques. Les techniques syntaxiques
peuvent étre difficiles a mettre en ceuvre, et certaines propriétés ne peuvent pas
étre démontrées uniquement en tenant compte de la syntaxe des termes. La no-
tion de modele a été introduite justement pour 1’étude sémantique des théories de
types. La plupart des preuves de normalisation forte passe par I’utilisation d’un
modele sémantique. Nous effectuons d’abord un bref rappel des principaux mo-
deles du Calcul des Constructions avec univers CCw![Luo94b] qui permettra de
mieux appréhender 1’étude des propriétés de UT"T" du chapitre 2. Nous limiterons
notre présentation a deux modeles standards pour C'Cw a savoir : le modele en-
sembliste [Acz98, Wer97] et le modele catégorique [Luo94b]. La présentation de
ces deux modeles s’inspire de celle faite dans [MiqO1]. Ensuite nous introduirons
les modeles de Kripke, souvent utilisés comme modele de la logique intuition-
niste, et qui intervient dans la méthode de preuve développée dans [Gog94] pour
prouver certaines propriétés de UT"T". Nous rappelons que c’est cette méme mé-
thode que nous réutilisons dans cette these. Pour finir, nous fournirons une tres
bréve définition générale des modeles du lambda-calcul.

Lorsque I’on définit un modele pour décrire la sémantique d’une théorie, il y a
deux propriétés incontournables que 1’on retrouve : la correction et la complétude.
Une théorie " est correcte par rapport a une sémantique .S si chaque formule dé-

"Nous rappelons que CCw est le fragment purement fonctionnel de ECC. ECC étant a la
base du développement de LE'.



rivable dans 7T est vraie dans la sémantique S. De méme, on parle de complétude
d’une théorie T par rapport a une sémantique S, si toute formule vraie de S est
dérivable dans 7'

1.1.1 Le modele ensembliste

Dans le modele ensembliste, chaque concept de la théorie des types est traduit
par des notions de la théorie classique des ensembles. Afin de prouver les bonnes
propriétés de UTT™", 1a construction d’un modele ensembliste sera nécessaire dans
la section 3.2.4.

De maniere générale et plutdt intuitive nous avons :

e larelation de typage M : T est traduite par la relation d’appartenance,
[|M = T]] = [[M]] € [IT]]

e les fonctions de la théorie des types Ax : T. M, sont traduites par les fonc-
tions de la théorie des ensembles notées —,

Az : T Me|] = zeqry — [[Mo]]

e I’application de la théorie des types M (N) est traduite par I’application
d’une fonction a son argument telle qu’elle est définie dans la théorie des
ensembles,

[IMN)I] = [IMIICNTD

e le produit dépendant de la théorie des types IIx : T.U, est traduit par le
produit d’une famille d’ensembles,

[T+ T.Us|] = Maeqr[|Us|]

e les propositions sont traduites tout simplement par des booléens, soit une
proposition est vraie, soit elle est fausse,
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[|Prop|] = {0,1} ou0=0etl={x}

e la suite des univers prédicatifs (T'ype; );~o est interprétée par une suite d’en-
sembles (V});~o souvent représentée par une hiérarchie cumulative,

[ Type:|] = Vi

Il faut noter que ce modele interprete toutes les fonctions de la théorie des
types en des fonctions de la théorie des ensembles, c’est-a-dire des ensembles de
couples argument/résultat. Considérons par exemple la fonction identité sur les
entiers, elle sera codée en théorie des types par Ax : Nat.x : Nat = Nat, tan-
dis que son codage en théorie des ensembles sera {(0,0);(1,1);(2,2);...}. De
la méme fagon, un type 7' est transformé en un ensemble contenant les dénota-
tions des termes M de ce type 1. En ce qui concerne les propositions, elles sont
interprétées par des booléens. Comme en théorie des types, les propositions sont
les types de leurs preuves, les propositions sont donc traduites par des ensembles
dont les éléments sont les dénotations des preuves de ces propositions. Autrement
dit, cette interprétation fait apparaitre un contenu extensionnel, pour une théorie
des types dont la vocation est de proposer un aspect intensionnel du calcul. En
effet deux termes (-convertibles sont systématiquement interprétés par le méme
ensemble, de méme que toutes les propositions vraies auront la méme interpréta-
tion. On voit donc que cette interprétation s’interesse davantage au résultat du cal-
cul plutdt qu’au calcul lui-méme, et qu’elle est de ce fait bien plus apte a prouver
des résultats liés a la prouvabilité que des résultats li€s a la calculabilité, tels que
la normalisation forte. Il est toutefois possible de prouver la normalisation forte
d’un calcul comme C'C'w avec des outils de sémantique dénotationnelle. Dans ce
cas, il faut enrichir I’interprétation avec des objets syntaxiques (par exemple des
candidats de réducibilité) afin de conserver dans ce modele une trace des étapes
du calcul.

1.1.2 Le modele catégorique

Nous allons tres brievement décrire ici le modele catégorique qui est un mo-
dele intuitionniste. Contrairement au modele ensembliste, ce modele répond de
maniere bien plus satisfaisante au probleme posé par I’étude de la structure intui-
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tionniste de C'Cw.

Ce modele est utilisé, rappelons-le dans [Luo94b] pour fournir une interprétation
possible du calcul CCw. Ce modele se situe dans la catégorie des w-sets, et pos-
sede les caractéristiques suivantes :

e Les types ne sont pas interprétés par des ensembles uniquement, mais par
des ensembles munis d’une relation de réalisabilité, appelés w-sets. Plus
formellement, un w-set est un couple X = (|.X|, x) formé par :

— un ensemble | X | quelconque appelé support de X,

— une relation surjective (=x) C w x | X| appelée relation de réalisabilité
sur X ;
(Intuitivement, les réalisateurs d’un objet x € |X| donné désignent tous
les numéros des fonctions récursives partielles susceptibles de représen-
ter I’objet = au sein du type X.)

— le produit dépendant Iz : X.Y, est interprété par le w-set produit I1(z €
X:;Y;) . Pour un w-set X et (Y;),c|x| une famille de w-sets, Il(z €
X;Y,) est définie par :

* |z € X;Y,| = {f € Ilex||Yz|; f a au moins un réalisateur n}

*n 'ZH(a?EX;Yz) f = vp737 p ):X r=mn-p ’:Ya: f(x) ou n "D Signi_
fie : "n-ieme fonction récursive appliquée a p"

— les propositions sont interprétées par les PER? et les termes de preuves
par des fonctions récursives partielles ;

— Dinterprétation des univers prédicatifs suit un schéma trés analogue au
cas du modele ensembliste. On considere une suite de grands ensembles
emboités (V;);~o dont chacun des éléments est a lui seul un modele de
la théorie des ensembles. On interprete T'ype; par I’ensemble des w-
sets€ V.

2Un PER est une relation d’équivalence partielle sur w, c’est-a-dire une relation R C w x w
symétrique et transitive.
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1.1.3 Les modeles de Kripke

Les modeles de Kripke sont bien connus dans le domaine de la logique in-
tuitionniste. Cependant, il en existe différentes versions dans la littérature. Nous
présentons une version générale des modeles de Kripke pour la logique intuition-
niste [Cro65].

Un modele de Kripke est une structure M de la forme (W, <, h, |=) ou :
e I/ est un ensemble non vide de mondes dit univers ;
e = est une relation binaire réflexive et transitive dite d’accessibilité ;
e I : Variable — (W )? est une fonction de valuation, intuitivement si h(z)
est 'ensemble des mondes ou x est satisfait; on demande que h soit une

fonction dirigée, c’est-a-dire si w; € h(a) et w; < w; alors w; € h(a);

e |~ est une relation de for¢age ou encore de réalisabilité entre un élément
w; € W et une proposition ¢, w; = ¢ se lit ¢ est satisfait dans w;.

Si  est une variable z, on a w; = ¢ si et seulement si w; € h(x).

Si ¢ est une conjonction ¥ A ©, on a w; |= ¢ si et seulement si w; = ¥
et w; ’: O.

Si ¢ est une disjonction ¥ V O, on a w; = ¢ si et seulement si w; = ¥
ouw; = O.

Si ¢ est une implication ¥ = O, on a w; |= ¢ si et seulement si pour tout
w; > w;, w; = Vimplique w; = ©.

Dans [MM96], on retrouve une classe particuliere de modeles de Kripke pour le
lambda-calcul, les "Kripke lambda models". Dans [CG90], une preuve de norma-
lisation pour les théories de constructions est réalisée a I’aide des "Kripke lambda
models", ol les contextes jouent le rdle des mondes. Ce méme principe est ap-
pliqué dans la preuve de Goguen [Gog94] pour prouver les propriétés du calcul
UTT.

3Pour un ensemble W, (W) désigne 1’ensemble des parties de .
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1.1.4 )-modeles

La notion de A\-modele est la structure sur laquelle repose I’interprétation des
termes dans un modele. En axiomatisant cette structure, on peut 1’abstraire de la
description des modeles du calcul et ainsi gagner en généralité.

Nous rappelons ici une définition générale concernant la théorie des modeles du
lambda-calcul [Bar84].

Définition 1.1 (Valuation). Soit S un ensemble. Une valuation sur S est une ap-
plication p : V. — S associant un objet p(x) € S a toute variable v € V.
L’ensemble de toutes les valuations sur S est noté Valg.

Si p est une valuation sur S, x une variable et a un élément de S, on note p; x «— a

la valuation construite en associant a a x dans p, effacant ainsi la valeur précé-
demment associée a x.

Définition 1.2 (\-modele). Un A\-modéle est un triplet (S, -, [||]) tel que :
e S est un ensemble ayant au moins un élément,
e (1) :S xS — S estune opération binaire sur S,
o [||| : Ax Valg — S (our A désigne I’ensemble des termes du \-calcul consi-
déré) est une application associant un objet [|M|], € S a n’importe quel

terme M € A et a n’importe quelle valuation p € Vals, qui satisfait les
axiomes suivants :

1. {Jll, = plx),
2. [[MN[], = [[M][], - [ N[},
3 [Ae M), a = ([ M[] e

4. Si [|[M|]pz—a = [|M'|]y.w—a pour tout a € S, alors [|[\z.M|], =
[[Az. M'[]l,
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1.2 Notion de sous-typage

Parmi les récentes avancées dans le domaine de la théorie de types, il faut
mentionner la prise en compte de la notion de sous-typage. Il existe plusieurs
approches de la notion de sous-typage, la plus traditionnelle des approches traite
le sous-typage juste comme une relation entre deux types (4 < A dénote que Ay
est un sous-type de A). De ce point de vue, si un terme ¢ est de type Ay, ce méme
terme ¢ sera également considéré comme étant de type A. Ce fait est illustré par
I’utilisation de la regle (subsumption) :

I'kt: AO '+ AO <A

'Et: A ’
Cette approche pose le probleme de 1’unicité du type et présente une de ses li-
mites pour les théories de types comme celles de Martin-Lof [ML84] ou celles
que I’on peut définir dans L' comme UT"T™". En effet dans ces théories, les types
de données (en opposition aux propositions) sont généralement des types induc-
tifs dont on distingue parmi leurs éléments les objets canoniques (les éléments
construits directement par application des constructeurs). Evidemment, la plupart
des opérations définies pour un type inductif s’adresse a ses objets canoniques. 11
est possible que la représentation des éléments change quand on passe du sous-
type Ap au type A, et dans le cas des types inductifs I’élément  : A, traité comme
un élément de type A n’aura pas les mémes propriétés que les éléments de type A
qui peuvent se réduire a un objet canonique de A. L’exemple qui suit illustre ce
probléme.

Exemple 1.3. Si on considere un type inductif F5 représentant un type fini (voir
section 2.4). F3 = ind(a).(1p, : «,2p, : @, 35, : @), out I’entier 1 est représenté
par 1, Uentier 2 par 2p,, et I’entier 3 par 3p,.

On considere également le type inductif Nat, qui représente I’ensemble des en-
tiers naturels, de maniére classique : Nat = ind(«).(0 : «, succ : @ — «).
Evidemment Fy peut étre vu comme un sous-type de Nat (F3 < Nat).

Soit la fonction déja rencontrée dans l'introduction Az : Nat.(0 + x) : Nat —
Nat (o + est définie par une récursion sur le second opérande, ou on considere
la i-réduction pour les opérateurs de récursion). Le terme (Az : Nat.(0+2))(1p,)
ne se réduit pas a succ(0) contrairement a ce que I’on pourrait penser, car comme
vu dans lintroduction, la 1-réduction n’est applicable que lorsque I’argument est
0 ou de la forme succ(t).

Ces observations ont amené la communauté qui travaille sur la théorie des
types et ses applications a considérer d’autres approches du sous-typage, notam-
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ment le sous-typage coercitif. La notion de coercion est présentée comme une
représentation explicite de la transformation du (des éléments du) sous-type vers
le (Ies éléments du) super-type. La relation de sous-typage (Ay < A) est interpré-
tée par I’existence d’un certain terme ¢ : Ag — A. Le mécanisme de coercion avec
certaines restrictions a été implémenté dans les systemes d’assistance a la preuve
Lego [LP92] et Coq [Coq96] par Bailey [Bai96] et Saibi [Sai97] respectivement.
Callaghan du Computer Assisted Reasoning Group a également implémenté Plas-
tic un assistant a la preuve qui supporte LF’ et le sous-typage coercitif.

Dans le developpement de I’approche du sous-typage coercitif, on peut distin-
guer deux grandes directions. Concernant la premiere [LMS95, SMMS91, SP94],
les termes de coercions possedent des propriétés particulieres qui les distinguent
des autres termes dérivables de la théorie. Par exemple dans [LMS95], les coer-
cions sont imposées par les regles d’inférences du systeme, et elles sont définies
comme étant "presque" la fonction d’identité. Ces coercions sont caractérisées
formellement par des termes, qui apres effacement des informations de type, se 7-
réduisent toutes a 1’identité. Dans la seconde approche [Luo97c, JLS98], il n’y a
pas de restrictions particulieres sur le terme de coercion entre un type et son sous-
type. Les coercions sont n’importe quelle application entre deux types, incluant
celles définies par I’utilisateur. Non seulement sont acceptées comme coercions
les applications particulieres des approches vues plus haut, mais sont également
acceptées toutes les applications arbitraires vérifiant la condition de cohérence
qui stipule qu’il est impossible d’avoir deux coercions différentes ¢1,co : Ag — A
pour le méme sous-type Ay de A. Le role d’un terme de coercion c est illustré par
la régle suivante :

THf:(z:K)K' Thrky:Ky, TFKo< K
Ik f(ko) = f(c(ko)) : [e(ko) /2] K’

Cette regle stipule que si f est une fonction ayant comme domaine K, ky un
objet de K, et ¢ une coercion de K vers K, alors le terme f(kg) est bien typé
et est intensionnellement égal a f(c(ko)). Intuitivement, on peut voir f comme
un contexte qui requiert un objet de K, alors I’argument £, dans le contexte f
représente son image par la coercion, c(ky). Par conséquent on peut utiliser f (k)
comme une abréviation de f(c(ko)).

Ce concept simple, formulé dans un cadre comme LF' devient tres puissant.

(CD) -
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Chapitre 2
Le systeme UTT"

Dans ce chapitre, nous présentons le calcul UTT". Ce systeme est une ex-
tension de la version du calcul UT'T considérée dans [Gog94]', par I’ajout d’une
regle de jugement d’égalité (voir section 2.4). Le calcul UTT" est formulé dans
le "Logical Framework" LF' [Luo94b], un systeme formel qui a pour vocation
d’étre utilisé comme un cadre pour définir des théories de types. L F’ est une théo-
rie simple possédant des types fonctionnels, des types dépendants, et dans laquelle
on définit de nouvelles théories par ajout de constantes et de regles d’égalité.

UTT" comprend un univers imprédicatif des propositions qui est distinct de
la collection des types. On inclut le type des propositions et les types des preuves
de chaque proposition dans cet univers. Nous retrouvons également un univers
prédicatif des types. Cet univers inclut les types inductifs (qui sont importants
pour la programmation et les mathématiques), comme les entiers naturels, le type
produit, les listes etc. UTT™ fournit un excellent environnement pour étudier les
spécifications et la vérification de programmes. Luo discute cette approche dans
[Luo93a, Luo94b].

2.1 '"Logical Framework' LF

Les termes de LF sont de la forme suivante : Type, El(A), (x : K)K', [z :
KK, f(k), ou les occurrences libres de la variable x sont liées par les opérateurs
(x : K) et [z : K] respectivement.

IContrairement 2 la version de [Luo94b], cette version de UT'T ne contient qu’un seul univers
prédicatifs.
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Il y a cinq formes de jugement dans LF :

e [' I~ valid, signifie I' est un contexte valide ;

I' F KKkind, signifie que K est une sorte,
e 'k : K signifie que k est un objet de sorte K,
e 'k =Fk: K signifie que k et £’ sont des objets égaux de sorte K,
e ' K = K’ signifie que K et K’ sont deux sortes égales.

Les regles d’inférence de L F' sont les suivantes :

e Contexte et assomption

1.1) TI'FKkind 2z ¢ FV(I) (12) [z K, T+ valid
'z : K+ valid ’ Ne:KI'Fao: K

(1.3)

<> valid

Fl, FQ HJ Fl, Fg F valid

Fl, Fg, FQ HJ (Wkn) (FV(FQ) M FV(F3) — @)

o Egalité générale

w(m) M(zz) K=K 'K =K"
r'-K=K '-K'=K 'K =K"

(2.3)

'Ek: K k=K K FrFk=FK:K - =~F:1K
Fl—k:k::K(zA) Fl—k’:k‘:K(z'S) 'k=F:K 2.6)

e Retypage

'tk K '-K=K 3.1) FFE=F K '-K=K'
F-k: K’ ' 'ck=FK:K

(3.2)

Taz:KT'FJ TFK=K
T,o: K, T'FJ

(3.3)
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e La sorte Type

' A= B:Type

[' - valid 1) ' A: Type
' '+ El(A) = El(B)kind

' - Type kind I' - El(A)kind

4.2) 4.3)

e Produits dépendants

I,z : K+ K'kind T2 K FK =K, TFEK =K,

1 .
IF (z: K)K'kind ) TF @ KK = (2 ), 2
F,I’IK}_ICZK/ (53) F,ZL‘ZKl'_]Cl:k‘QIK F|_K1:K2 (54)
I'tlz:Klk:(z: K)K' ™ CE[x: Kk =[x Koky: (x: K1) K
'Ef:(x: K)K' Fl—k:K(SS) 'Ff=f:(z: K)K' F'_k’1:k23K(56)
Le: KHFE:K'  ThFE:K 5.7) 'Ff:(x: K)K' x¢ FV(I) (5.8)
L'k ([x: KIK) (k) = [k/z]k : [k/z]K" 'tz K|f(x)=f:(x: K)K' ™
e Substitutions
DoK' evalid  Dek:K o0 Do K- Kkind  Tek:K oo
T, [k/2]l" F valid ' T, [k/2]" F [k/z] K kind ‘
Do KU'ER: K Tek:K o0 DatKDEK =K' TekiK o

T, [k/2]T" F [k/z]k’: [k/2] K 'kind T, [k/2]T F [k/2]K = [k/2]K”

Pa:KTFK=k:K TFk:K
U, [k/x]T" & [k/x]k' = [k/x]K" : [k/x]K'

(6.5)

Iz:K,I'F K'kind T+k =k:

K
T, [k1 /2T F [k /2] K’ = [k /2] K’ (6.6)

Ne: K I"HFE : K 'k =k K

E /0 [ oI = a3 T fal R 7
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Définition 2.1 (Contexte). Une séquence x1 : Ay, ..., x, : A, de couples formés

d’une variable x; et d’une sorte A; est un pré-contexte.

Le domaine d’un pré-contexte T, noté dom(T"), est I’ensemble des variables {x1, . .., T, }.
Un pré-contexte 1, tel que le jugement 1" |- valid est dérivable, est un contexte.

Notation
e On note (K)K’ pour désigner la sorte (z : K)K' quand = n’apparait pas
parmi les variables libres de K.

e On note également f(ky,...,k,) pour désigner f(k;) ... (k).

2.1.1 Spécifier une théorie de types dans LF

En général, la spécification d’une théorie de types dans LF consiste en une
collection de déclarations de nouvelles constantes et de regles de calcul. Formel-
lement, déclarer une nouvelle constante k£ de sorte K, c’est introduire la regle
d’inférence suivante dans la théorie spécifiée :

I' F valid
'Fk: K

Ici k£ ne contient pas de variable et K ne contient pas de variable libre. Déclarer
que k = k' aux conditions k; : K; (i = 1,...,n) revient a enrichir la théorie
spécifiée de la regle d’inférence :

'Fk: K, (i=1,...,n) 'Fk:K TFHE:K
FFk=FK:K

Exemple 2.2. On introduit le type 11 en déclarant les constantes :
I1: (A : Type)((A)Type)Type
A (A Type)(B : (A)Type)((x : A)B(x))II(A, B)

n: (A:Type)(B: (A )Type)(C (IL(A, B))Type((g : (x
A)B(x))C(MA, B, g)))(z : 1I(A, B))C(z)
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De méme que ’égalité calculatoire suivante :
En(A B,C, f, M4, B,g)) = f(g) : C(M4A, B, g)).

avec A : Type, B : (A)Type, C : (II(A, B))Type, f : ((g : (x : A)B(z))C(A\(A, B, g))
etg: (z:A)B(x).

Notons que nous omettons ici ' opérateur El.

2.1.2 Schéma pour les types inductifs

Le systeme U'T"T™ contient des types inductifs dont I’introduction repose sur la
notion de schéma inductif. Nous allons considérer ici les opérateurs et constantes
de LF permettant d’introduire de maniere générale des types inductifs.

Définition 2.3 (Petite sorte). On dit qu’une sorte A est une petite sorte (small kind)
Si

o A=FEI(M)ou

o A= (z:A))Ay ont Ay et Ay sont des petites sortes.

Définition 2.4 (Famille de schémas). Soit I" un contexte valide et X une variable.

o Une sorte ® est un opérateur strictement positif dans I" par rapport a X,
notation POS. (@), siI', X : Type - ®kind et

- d=FEIl(X)ou
— (v : A)®y, oit A est une petite sorte et POSy. x (®o).

e Une sorte © est un schéma inductif par rapport a X, notation SC Hr..x (0),
si

- © = El(X),

— (z: A)By, ol A est une petite sorte et SCHy.(©p), ou
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o Une séquence finie de sortes (O, . .., 0,,), notée O, est une famille de sché-

mas dans I par rapport a X, notation SCHy.x (01, ..., 0,,), si SCHy.  (©;)
pour1 <1 < n.

Notation
e Par la suite, nous prendrons I’habitude d’omettre ’'opérateur El lorsque

nous considérerons les opérateurs et constantes relatifs aux types inductifs
ainsi que certaines constantes déclarées.

e Nous notons ®(M) pour [M /X |® si POSy. x (®), pareillement pour © telle

que SCHy. x(©).

e Si © est un schéma inductif par rapport a X alors nous notons ARITYx(0©)
la séquence @4, . .., D, des opérateurs strictement positifs de © dans I par
rapporta X.

e Nous utilisons la notation Fx1, ..., x,] =4 M pour présenter des défini-
tions avec des variables x1, . .., x,. La notation F[Ny, ..., N,| représente
donc le terme ou la sorte [Ny, ..., N, /xq,..., x| M.

Définition 2.5.

o présumons que POSy. x(®), ou ® = (11 : Ay)... (2, : An)X, et sup-
posons que I' = A : Type, I' = C : (A)Type et I' - z : ®(A). Nous
définissons :

D°[A, C. 2] =4 (x1: A1) .. (2 - An)C(2(21, ... )

e Supposons que SCHy. x(©) oit © = (1 : My)...(z, : M,)X, soit A, C
et z comme définis précédemment. Nous définissons :
©°[A,C, 2]l =4 (z1 : M1(A)) ... (2y
M, (A)) (@5, [A, Cyy]) ... (95 [A, C 23, ])O(2(21, . ., T0))

e Supposons que POSy.(®), on ® = (z1 : Ay)... (7, : An)X, soit A,
C' et z comme définis précédemment, et soit ' = f : (x : A)C(x). Nous
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définissons :

DA, C, f,2) =g [w1 0 A1)z s Ad)f(2(, ..o, 1))

Nous avons les régles d’introduction suivantes, pour les constantes associées aux
types inductifs. Nous considérons ces regles relativement a un contexte valide T’
et © une famille de schémas dans T par rapport a X :

MX[O]: Type
6] e(M¥[e) (1<i<n)
EX[O]: (C:(M¥[O])Type)

(fi - ©F[M¥[B], C,15°[O]])

(fa - ©O3[M¥[O],C, Y [O]])
(z: M¥[O])C(2)
Nous avons les regles d’égalité associées :

EX[B](C, f,[0])(@)) =
fi(@, @ [MX[6),C, EX[B](C, ), ai],..., i [MX[O],C, EX[O](C, f), a]) :

C([Ol(a)

pour 1 < i < n, avec f qui représente f,..., f,, @ quireprésente ay,...,an,

et ARITYX(@Z) = q)l, oo, Dyl

Afin de mieux appréhender la définition ci-dessus, considérons 1’exemple simple
qui déclare un type inductif représentant les entiers naturels.

Exemple 2.6. Nous déclarons ici le types des entiers naturels :

N :  Type
0: N
succ: (N)N

Recy : (C: (N)Type)
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(c:C(0))
(f : (2 : N)(C@))Clsuce(x)))
(n: N)C(n)
Nous avons les regles d’égalité associées :
Reen(Ce, f,0) =c: C(0)
Recn(Cc, f,succ(n)) = f(n, Recy(C, ¢, f,n)) : C(succ(n))

Afin de montrer que cette déclaration du type des entiers naturels correspond
bien a celle d’un type inductif dans le sens de la définition 2.5, nous établissons
les liens suivants :

e le type N est défini par N =4 MX[Oy],

e 01 Oy = (X, (X)X),

o le premier constructeur est 0 =g L{( [@ N],

e le second constructeur est succ =g 1y [(:) N,

e ['opérateur de récursion est Rec,, = EX[Oy].

Définition 2.7 (Expressions constantes). Soit © une famille de schémas inductifs
dans I par rapport a X. Une expression constante (constant expression) par rap-
port a © est une expression de la forme kX [O), oit les occurrences libres de X
deviennent liées (par I’opérateur |_]). K~ est la lettre constante (constant letter)
de I’expression constante kX [©)].

Il faut considérer également la reégle d’égalité suivante relative aux constantes
associées aux schémas inductifs :

SCHy x(©) SCHpx(©) TrH&YO]:K T'kr¥0O]:K
[,X:Typek©0,=0, (i=1,...,n)

X_E _ _
(w7 -EQ) TFr¥[0] = n¥ 0] K
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2.2 Un univers imprédicatif des propositions

La logique interne de UT"I" consiste en univers Prop des propositions et le
type de leurs preuves. Ils sont introduits en déclarant les constantes suivantes :

Prop : Type
Prf : (Prop)Type
¥ : (A : Type)((A)Prop)Prop
A (A:Type)(P : (A)Prop)((x : APrf(P(x)))PrE(¥(A, P))

Ey: (A: Type)(P : (A)Prop)(R : Prf(V(A, P)))Prop)((g: (z :
A)Prf(P(x)))Prf(R(A(A, P, g))))(z : Prf(V(A, P)))Prf(R(z))

On a I’égalité calculatoire suivante :

EV(A7 P7 R7 f,A(A,P, g)) = f(g) : PI'f(R(A(A, Pg)))

L’univers des propositions est imprédicatif dans le sens ou le quantificateur
universel parcourt des types arbitraires. L’expression V(Prop, [X : Prop|Prf(X))
quantifie toutes les propositions, et est elle-méme une proposition.

2.3 Univers prédicatif

L’univers prédicatif contient les noms des types et permet de quantifier sur
les types et d’écrire des fonctions qui retournent des types. Les déclarations qui
définissent I’univers prédicatif sont :

U : Type
T : (U)Type

prop : U
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prf: (Prop)U

Les regles d’égalité associées sont les suivantes :

[ F valid '+ P: Prop
T-pro T-
I' - T(prop) = Prop : Type (T-prop) I'ET(prf(P)) =Prf(P) : Type (T-prf)
Afin d’introduire les types inductifs dans 1’univers, nous avons besoin d’un
opérateur auxiliaire qui collecte les types intervenant dans les schémas inductifs.
Ces opérations sont définies uniquement sur la syntaxe des schémas.

Définition 2.8 (TY PESr(©)). Soit I' un pré-contexte et soit A, ® et © une petite
sorte, un opérateur strictement positif par rapport a X et un schéma inductif par
rapport a X. Les ensembles TY PESr(A), TY PESy(®) et TY PESK(0) sont
définis de la maniére suivante :

{(T, A} si A est un type

TY PESr(A) =
r(d) = { TYPESp(A) UTY PESpaa,(As) si A= (x: Ay)Ay
@ sid=X

TY PESH(®) =
r(®) = {TYPESF(Al)UTYPESr,m:Al((I)O) si® = (21 Ao

0 siO =X
TYPESF(@) =df TYPESF(Al) U TYPESF’x;Al (@0) siO = (ZIJ : A1)@0

Pour © = ©y,...,0,, 0naTYPESH(0) = U,.,.,, TY PES(6;)

Supposons que SCHr., +(©), et présumons qu’il existe un schéma O’ tel que

SCHp.x(®) etT', X : Type - ©; = O] pour 1 < i < n, et que pour chaque
(", A) € TY PESr(©') il existe un terme a tel que T(a) = A; alors uX[O)] est
un élément de 1’univers :

FuX[0]:U et DFT(EX[O]) = MX[O)]: Type
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2.4 La Y-réduction

Nous définissons une nouvelle réduction pour le calcul (voir définition 3.4).
Nous nous intéressons ici a la représentation d’ensembles finis comme types in-
ductifs.

Notons [n] 'ensemble {i € N/1 < i < n}. On définit le type F,, = MX[0,],
o ©,, =< X,..., X >. Rappelons que les termes :X[©,] : F, représentent les

——

nfois
objets canoniques de F;, et symbolisent les €léments de I’ensemble [n]. B B
A toute permutation o : [n] — [m], correspond le terme E[O,,](C}, Lf(l) (S2 Lff(n) O] :
(Fn) Fon.

Soit la relation de récriture ¥ telle que

E[ém](07 Ay --ey am><E[én](Ch L()r((l) [ém}v ey Li'((n) [ém])(k)) v E[én](c% Ag(1)y ++»s aa(”))(k>’

avec :
C=ly: F,)A: (y: F,)Type,
Cy=[z: F,F, : (z: F,)Type et
Cy=lx: F,JA: (x: F,)Type;
et la ¥-réduction sa fermeture contextuelle.
Nous rajoutons la ¥-réduction au calcul sous forme de jugement d’égalité :

(V-eq)

'k F,

'+ E[0,)(C a1, yan) s (F)A T F EO.)(Cr, i[O, s i [0m]) : (F)Fn
I'F E[0,)(C. a1, o 0m)(E[6,)(Cr, Xy [Ornl; -

Comme nous I’avons précisé dans 1’introduction, la regle (1-eq) permet d’intro-
duire sous forme d’égalité intensionnelle une égalité extensionnelle sur les fonc-
tions entre types finis.

Exemple 2.9. Prenons les ensembles 2|, [3], et [4] ainsi que les types finis cor-
respondants Fs, F3 et Fy. Soit o : 2] — [3] une permutation telle que pour tout
t € (2] o(t) =t etles trois fonctions :

= E[@S]([y : FS]F47 1F4a 2F47 3F4) : (F3)F4’
f = E[@Q]([Z : FQ]Fg, 1F3> 2F3) . (FQ)F3 et
h= E[@Q]([.CC . FQ]F4, 1F4;2F4> : (FQ)F4

Situation illustrée par le diagramme suivant : [, 4 Fy
\ \Lg

h
Fy
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La 9-réduction nous permet de réduire directement le terme go f (x) en h(x), que x
soit un objet canonique ou pas de F». En effet, en ’absence de la 9-réduction nous
devrions employer la réduction relative a I’opérateur de récursion de E[@g], qui
ne s’applique qu’aux objets canoniques de F». Plus concretement, la regle (9-eq)
permet dorénavant de dériver le jugement :

I'= E[Os]([y : F5]Fy, 1p,, 25, 30,) E[O2](([2 : F2]F3, 1k, 25,)(K)) = E[O:]([x :
F5|Fy, 15, 25,)(k) : Fy méme quand k est une variable.

I1 faut noter que si nous considérons trois types finis [, [, et [, aux permu-

tations g : [m] — [p] et f : [n] — [m] correspondent les termes
EOul(y : FolFy (6 - 3y 1) ¢ (Fy)Fy
E[6,]([% : Fn]Fm,Lf(l)[@ |y oo f(n) [©,,] : (F,)F,, respectivement. Par applica-

tion de la ﬁ—réduction ona:

E[®u)([y : Fn]Fp, t50)[Os], -1 150y [Op)(E[On]([2  Fo] P, 151y [Omls - 13y [Om]) (K)) 0

P> "g(1) L7 1
E[6,)([r : Fu|Fy, Lgof(l)[@ s L;if(n)[gp])(k)'
Ce cas particulier n’est autre que la réduction sur les fonctions entre types finis,
introduite par Soloviev et Chemouil dans [SC03] pour un A-calcul simplement

typé avec types inductifs.
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Chapitre 3

Propriétés du systeme UT1"1T"

Dans ce chapitre, notre objectif est de montrer que certaines propriétés, comme
la consistance, la terminaison des calculs, sont vérifiées pour le systeme UTT™".
Or, nous rappelons que UTT™ est le systtme UT"T" enrichi d’une nouvelle regle
d’égalité concernant les types finis, a savoir la regle (¥-eq). Healdene Goguen
a démontré lors de sa thése [Gog94], sous la direction Rod Burstall et Zhaohui
Luo, que le calcul UTT possede certaines propriétés dont la normalisation forte,
la préservation du type et la confluence. Goguen, afin de réaliser sa preuve, a
développé une sémantique opérationnelle typée pour UT'T qu’il nomme UTT*.
Pour construire notre preuve, nous allons donc adapter la technique employée pour
prouver les propriétés de normalisation forte, de confluence et de préservation du
type du systeme UT'T'.

Les réductions non typées fournissent une sémantique opérationnelle natu-
relle, c’est-a-dire une description de 1’aspect calculatoire pour les théories des
types. Les lemmes de normalisation forte nous apprennent qu’une telle séman-
tique est correcte. Cependant, ces réductions ne prennent pas en compte les in-
formations sur les types et ne nous donnent pas d’informations sur les formes
canoniques des termes. Goguen introduit donc la sémantique opérationnelle typée
qui définit une réduction vers la forme normale pour les termes qui sont bien ty-
pés dans la théorie. Une fois la sémantique opérationnelle typée UTT* définie,
Goguen prouve que ce systeme vérifie certaines propriétés comme la normalisa-
tion forte, la préservation du type et la confluence puis il transfere ces propriétés
au calcul UT'T en démontrant que UT'T est correcte par rapport 2 UTT. Nous
suivrons dans notre démonstration la méme démarche.
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3.1 Plan de la partie technique

1. Le systeme UTT"°
Dans les sections 3.2.1 et 3.2.2, apres avoir introduit quelques notions mé-
tathéoriques, nous définissons notre systtme UTT"° qui représente la sé-
mantique opérationnelle typée du systeme UTT". Pour cela on rajoute au
calcul UTT? la régle suivante qui décrit notre nouvelle réduction avec en
plus des informations concernant le typage.

T S B[0,](Cay, ..., am) ~L E[0,](C, a1, ... am) : (Fn)A
— — — nf — — —
L5 B[0,)(Ch, i) 8], sty [O]) 5 E[0,](Ch, X1y [Onls s 120 [B1]) = () Frv
Tk 2Ly F, veFV(D)
I'H5 E[0,)(C, a1, ... am)(E[0,)(C1, 121y [Om], s o) [Om]) (k) == E[04)(Ca, gy, ooy o)) (k) : A

(W-7)

Cette regle décrit fidelement la nouvelle réduction ¢ concernant les types fi-
nis que nous considérons dans cette these. Elle est bien sir directement liée
a la regle d’égalité rajoutée a UTT". Lors de I’élaboration de cette regle,
nous avions comme impératif, mise a part la description fidele de la réduc-
tion ¥, de retrouver évidemment, dans UT7T"°, les mémes propriétés que
UTT? . Le principal enjeu a été d’éviter tout conflit entre la nouvelle regle
(W-1) et toute autre regle, dans le but de préserver les propriétés décrites
dans le lemme 3.13 (Génération) qui stipule que tout jugement dérivable
dans UTT™® n’admet qu’une et une seule dérivation.

Dans la section 3.2.3, la preuve est faite que les propriétés de normalisation
forte, de confluence et de préservation du type sont vérifiées pour le systeme
UTT"S. Ces preuves sont réalisées au moyen de la définition des prédicats
SC(A) et SEA(M), ot T est un contexte, C' et A sont des sortes, P et M
sont des termes. La définition de ce dernier prédicat est tres fortement liée a
la notion de normalisation forte et contient en plus des informations sur le
type. Le résultat le plus significatif est le lemme 3.32 (Réduction). C’est ce
dernier qui va nous permettre d’affirmer que les propriétés que 1’on cherche
a prouver sont vérifiées pour UT'T"°. Par soucis de clarté, nous avons com-
pletement revu la structure de la preuve du lemme 3.32 par rapport a la
preuve originale réalisée pour le systtme UTT. Pour se faire, 1’ajout du
lemme 3.31 et un autre principe d’induction ont été nécessaires.
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2. Construction d’un modele ensembliste classique pour UT7T"
Dans la section 3.2.4, nous proposons une sémantique de UTT" dans la
théorie classique des ensembles suivant la preuve de Goguen (voir le cha-
pitre A.2 de I’annexe). Dans ce modele, les types sont interprétés par des
ensembles de leurs éléments, a 1’exception des propositions qui sont uni-
quement vraies ou fausses. Les fonctions sont des fonctions ensemblistes,
les entiers naturels restent des entiers naturels et en général les types in-
ductifs sont interprétés comme étant les plus petits points fixes de leurs
équations inductives. L’ importance de ce modele ensembliste est qu’il va
justifier un autre principe d’induction sur les types qui ne pouvait pas étre
justifié syntaxiquement, utile pour la preuve de la section 3.2.5. Ce principe
d’induction en question est décrit dans I’annexe au chapitre A.4.

3. UTT" correcte par rapporta UTT"

Une fois les propriétés de normalisation forte, de confluence et de préserva-
tion du type pour UT'T™® démontrées, il nous reste  transférer ces résultats
vers le systeéme qui nous interesse, ¢’est-a-dire U7"1". Dans la section 3.2.5
nous fournissons la preuve que UTT™ est correcte par rapport 2 UTT" en
suivant sans modification majeure la démarche de Goguen. Nous donnons
ici une description des points importants de la preuve sans entrer dans les
détails techniques.

Les preuves de normalisation fortes et de correction sont en général réali-
sées par la construction de modeles. Nous élaborons un modele inspiré des
modeles de Kripke. Notre premiere préoccupation dans la construction d’un
modele est le domaine sémantique de discussion. Dans la section 3.2.5.1, les
objets sémantiques sont définis pour la preuve de correction. Comme nous
prouvons la correction de UT'T™ par rapport 3 UTT"°, les premiers com-
posants des objets sémantiques sont les termes dérivables dans UT'T". 1l
est montré que, relativement a n’importe quelle substitution, tous les termes
typables dans UT'T" font partie de 1’interprétation de leurs sortes, ou les
sortes sont interprétées comme étant les ensembles de termes bien typés
dans UTT"®. Les secondes composantes des objets sémantiques sont les
ensembles valués, qui ont pour but de capturer le comportement ensembliste
des éléments de chaque type.

Une fois les objets sémantiques définis, la section 3.2.5.2 poursuit en pro-
posant une interprétation partielle des termes par des objets sémantiques
et des sortes par des ensembles d’objets sémantiques. Le but de notre dé-
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marche étant de démontrer certaines propriétés par rapport a 1’ajout d’une
réduction sur les types finis, nous définissons également dans cette section
I’interprétation dans le cas particulier des types finis. Finalement a la sec-
tion 3.2.5.3, on effectue la preuve finale de correction par induction sur les
dérivations de UT'T™.

Nous rappelons que dans ce chapitre, nous effectuons la preuve que le sys-
teme U'TT" vérifie les propriétés de normalisation forte, de préservation du type
et de confluence. Nous suivons sans modification majeure la preuve réalisée par
healfdene Goguen, lors de sa theése sous la direction Rod Burstall et Zhaohui Luo,
pour prouver les mémes propriétés de normalisation forte, de préservation du type
et de confluence pour le systtme UT"T'. Par conséquent, nous présenterons dans
notre preuve les modifications portées a la preuve initiale et n’introduirons que
les notions et propriétés nécessaires a la compréhension de notre travail. Pour une
meilleure compréhension des étapes de la preuve de Goguen, nous renvoyons le
lecteur a1’annexe A, et pour voir la preuve complete, nous le renvoyons a [Gog94].

3.2 lasémantique opérationnelle : le systeme U7T7T"°

Nous introduisons ici le systtme UTT"S qui représente une sémantique opé-
rationnelle typée pour le calcul UTT™.

3.2.1 Définitions pour la métathéorie

Dans un premier temps, nous présentons plusieurs notions métathéoriques qui
seront importantes pour la présentation de UTT"® ainsi que pour exposer les pro-
priétés de UTT™.

Définition 3.1 (Sous-dérivation). Soient deux dérivations Ji et J. J est une sous-
dérivation de J, si J, apparait comme un sous-arbre de Js.

Définition 3.2 (Equivalence syntaxique). Deux termes sont équivalents syntaxi-
quement, M = N, s’ils sont identiques au renommage des variables liées pres.
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Définition 3.3 (Famille de Pré-schémas). Soit X une variable.

e Une sorte O est un opérateur pré-positif par rapport a X, notation PPOS . (®),
Si:

- d=FEl(X) ou
— (x: A)Dy, oit A est une petite sorte et PPOS (®y).

e Une sorte © est un pré-schéma inductif par rapport a X, notation PSCH (0),
si:

- © = El(X),
— (x: A)Oy, oit A est une petite sorte et PSC H (©y), ou
- (®)Oo, ot PPOS(®) et PSCH y(0y).
e Une séquence finie de sortes (O, . ..,0,), notée ©, est une famille de pré-

schémas par rapport a X, notation PSCH (04,...,0,), si PSCH(6;)
pour1 <1 < n.

Définition 3.4 (Réductions non typées). On introduit les relations de récriture
suivantes :

o ([x: AMo)(Mz) [ [My/x]My

o [v: A4|M(x) n M x & FV(M)

Ey(Ai, P, R, [,A(As2, P2,9)) o f(g)
o EX[échv f? LzX[GQ](d» 0 fi<é,q)51[MX[é3},C, EX[é3](Cluf/)>aiL”')
e T'(prop) o Prop

o T(prf(P)) o Prf(pP)
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o T(1*[0]) o MX[O]
o E[0,)(C, a1, ... am)(E[0)(CL, 51y (O], -, 135, [Om]) (k) 9
E[0,)(Cy, 01y, -y Go(ny) (k)

On note > pour désigner la fermeture contextuelle de I’ensemble des récritures
précédentes. Un terme M est un rédex s’il existe N tel que M nioN.

Définition 3.5. Soit R une relation de récriture sur les termes, la réduction t>p
est sa fermeture contextuelle.

On note M >3 N pour la fermeture transitive de la réduction >p et M >3 N
pour la fermeture réflexive transitive de > p.

Définition 3.6. Un terme est fortement normalisant si toute séquence de réduc-
tions partant de ce terme termine.

Définition 3.7 (Pre-redex). On dit qu’un terme M est un full pre-redex si M est
une abstraction ou de la forme Ey(A, P, R, f), EX[O](C, f) ouT.

Si M est un full pre-redex et que M n’est pas une abstraction alors on dit que M

est un object-level full pre-redex.

Un terme qui est un full pre-redex ou un sous-terme de Ey(A, P, R, f) ou EX[0](C, f)
est un pre-redex.

Définition 3.8 (Terme de base). On définit la notion de terme de base inductive-
ment de la maniere suivante :

e Les variables sont des termes de base.
e Si My est un terme de base alors My(M,) est un terme de base.

o Si M, est un terme de base et M, est un object-level full pre-redex alors
M;(M,) est un terme de base.

Définition 3.9 (Forme normale de téte faible). Un terme M est en forme normale
de téte faible si M est un terme de base ou un pre-redex.
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Définition 3.10 (Forme normale). Un terme M ou une sorte A est en forme nor-
male si :

o M est une variable.

o A= (z:A))A,y on Ay et Ay sont en forme normale ;

M =[x : A1]M,, ont Ay est normale et My est normal et pas de la forme
N(z)avecx ¢ FV(N);

o M = M;(Ms), oi My et My sont en forme normale et M, (Ms) n’est pas
un redex ;

A = Type;
o A= FEI(M), et M est normal ;
e M est une constante ;

o M = kX[O), oit ©; est normale pour 1 < i < n.

Lemme 3.11. Si M est en forme normale alors M n’admet aucune réduction.

Démonstration. Par induction sur les termes en forme normale.

]

A cause de la présence des regles de substitution qui sont admissibles, le sys-
ttme UTT" n’est pas le plus pratique pour raisonner. On introduit donc le cal-
cul UT'T" dont les jugements sont les mémes que ceux de UTT" mais qui ne
contient pas de regles de substitution. Le symbole -~ est employé pour indiquer
qu’un jugement a été dérivé dans UTT'~. Il faut donc prouver la complétude de
UTTT" par rapporta UTT" ™.

Lemme 3.12 (Complétude de UT'T™ par rapport a UTT" ™). Si le jugement I' -~
J est dérivable alors 1" & J est dérivable.

Démonstration. Par induction sur les dérivations, a 1’aide du lemme 4.23 du cha-
pitre 4.
]
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3.2.2 Jugements et dérivations

Les formes de jugement pour UTT" et leurs significations intuitives sont les
suivantes :

o I' -5 valid, signifie que I' est un contexte valide ;

o TH5 A, B, signifie que la sorte A admet une forme normale qui est la
sorte B et que A et B sont des sortes valides dans le contexte I ;

e TH ML p. A, signifie que le terme M admet une forme normale P
de sorte A dans le contexte I';

h _ o
o I' ¥ M 5% N : A, signifie que M se réduit en N en un pas, par une
stratégie externe de réduction, de plus M et N sont des termes de sorte A
dans le contexte I'.
Nous considérons également les abréviations suivantes :

e ['H° M : B, s’il existe un terme P tel que I’ S M n—f> P: B;

I' -9 Akind, s’il existe une sorte B telle que I’ FS A 2, B;

I'HS M| N[Pl:B,silFS M 2L p.BetT' S N 2L P B;

T'HS A BIO),siTFS AL cetT H B 2L ¢

SCH§ (), si T 19 valid, PSCH(©) et T, X : Type 5 6, =L @
pour 1 <i<mn;

« I 56 | &[0, siT IS valid, PSCH, (), PSCH (&) et T, X
Type -° ©; | ©/[0"] pour 1 <i < n.

UTT"S est définie comme la plus petite relation définie par les regles d’inférence
qui vont suivre :
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e Contexte

(S-Emp) T4 B z¢ FV(D)
I'z: A valid

<> valid (S-Weak)

e Forme canonique

Tz:ATF A B

Tz KDz q.B

(S-Var)

THES A LB To:A 5 A 2L B,
I |_S ((L’ . Al)A2 n—f) (fL’ : Bl)BQ

(S-1D)

FFSAlgBl P,.IIAl'_SMOn—f)NO:
TFS o AMy 5 [z BNy : (2 : By)Bs
avec Ny # N(x) avec x ¢ FV(N).

B2 5.y

A, LB Tao: A ML N@):B, TH NP (:B)B,

- (S-n)
F I—S [.T : Al]MO — _P N (SE . Bl)BQ
RS M 2L Ny (@ BBy TES My "L Ny B TS [My/a)By 5 C (S-App)

T =S My (Ms) 2L Ny (Ny) = C

ol M7 (M) est en forme normale de téte faible.

. nf
L Valf‘d (S-Type) PEYM = N Type o ),
I Type — Type IS Bi(M) L BI(N)
I -5 valid

of (S-C)  ou c est une constante de sorte A.
e —-5Hec: A
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s wh . s nf .
re=sm=2L p:B

rH AL B ¢ FV(I)
I z: AFS valid

(S-Weak)

e Forme de schéma canonique
I+ SCHEX((:))
r S MX[e] 2L m¥ (e

(S-M)

IS SCHE (6)
IS X[6] 2L X0 : (MY [0

(S-1) avecl <i<n

I'=° SCHY «(©)

T HS BX[0] X BX[O]: (C: (MX[0))Type)

(S-E)
(fi (©y)°[M¥[0'],C,iy' [67])
(fu 2 (L) [M*[O],C, 0 [O])(2 - MF[O])C(2)
PES 6 | /0]

LS u¥[6] 5 41X [0 : Type
ou (I", A) € TY PESK(©') implique A = T(«).

(S-11)

e Réduction de téte faible

TS [z AMy: (z:B)B, TFSMy:B, T FS[My/a]By 2L C
T HS ([o: A Mo) (M) 2 [My /)My : C

(W-0)
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r |_S EV(Al’Pla Rv f) n—f) EV(A37P3a RIJ fl)> : (M : PTf(V(A3,P3)))S
r |_S A(AQa PZag) n—f) A(AS) P3agl) : PT’f(V(As, Pdvg/>)
L5 Prf(R(A(4s, Py, o)) 5 B

— (W-Ey)
I'+5 BEy(Ay, P, R, f,A(As, P, g)) — f(g) : B
T - EX[0,)(C, f) 2L EX[6:)(C”, ) : (M : MX[@,))D
IS X[ (@) L ¥ [0s)(a) - M¥[6y]
IS C(X6,)(a) ~L B W-EX[6)

5 EX[6,)(C, f,:X[0:)(@) 2 fi(a, ®F [MX[Oy),C, EX[Os)(C", '), ai],...) : B

T = prop: EI(U)

— (W-prop)
I =9 T'(prop) — Prop : Type

L =5 prf(P): EI(U)
L =S T(prf(P)) % Prf(P) : Type

(W-prf)

IS 1 X[0] : BI(U)
[ -5 T(pX[0]) & MX[O] : Type

(W-p)

TS M, % Ny (v A)Ay, TFS Myt Ay TFS [My/a]As 25

B
— (W-App)
r |_S Ml(MQ) — N1<M2) ' B
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TS M :(z:B)By TFS M, Ny:B,  TFS[My/a|B, 2L C

T HS My (M) 5 My(N,) : C
ou M, est un full object-level pre-redex.

(W-Obj)

e Nouvelle réduction

TS B[0,](Can, ... am) ~L E[0,,](C, a1, ...;am) : (F)A
I }_S E{én](cb La(l)[@m]ﬂ T Lf(n) [ém]) n_f> E[én](Clu Lf(l)[ém]a ey l’f(n) [ém]) : (Fn)Fm
I k2Ly: F, veFV()
T HS B[0,](C, a1, vy a) (E[0,)(Cr, 130 O], . 13 [Om]) (£)) 2 E[04)(Ca, (1), -y o)) (k) : A

(W-9)

évec: B
O,=<X,....X> 06,=<X,...,X >,
foi foi
n] — [m],
[y : Fn]A: (y: F)Type,
F,

[Z n]F ( Z Fn)Type,
[z : F,JA: (z: F,)Type, ettous les a; sont en forme normale.

Q Q
N Il <

3.2.3 Propriétésde UTT"°

Nous présentons ici plusieurs propriétés de UTT"5.
Le lemme 3.13(Génération) est tres important dans 1’établissement de la séman-
tique opérationnelle typée UTT"°, car il intervient dans la preuve de nombreux
lemmes. Nous avons veillé lors de 1’ajout de notre nouvelle regle a préserver cette
propriété.

Lemme 3.13 (Génération). Si un jugement est dérivable dans UTT"™, alors quelque
soit la dérivation de ce jugement, elle se termine par une derniere regle d’infé-
rence unique et déterminée .

Démonstration. Preuve par induction sur les dérivations.
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Nous partons du principe que cette preuve est déja réalisée dans le cadre du sys-
teme UTT?.

Prenons un jugement qui peut étre généré par la nouvelle regle (W-1)) et voyons si
une autre reégle pourrait générer ce méme jugement.

La regle (W-4) représente une réduction concernant des types inductifs faisant in-
tervenir leurs termes de recursion. Naturellement la seule regle avec laquelle elle
pourrait étre en concurrence serait la regle (W-EX[©)).

Si le jugement

T HS E[0,)(C,at, oy ) (E10u)(Cry i (O], oo 120 (O] (k) 2 E[O,](Chy oy, ooy o) (k) = A

est dérivable par application de la regle (W-v/) , on a forcément pour prémisse

TSk 2w B ve FV(T'). Premi¢érement k£ ne peut pas étre de la

forme +X[0,,], par conséquent E[O,,](Cy, ¢ 0(1)[@ | f(n) [@m])(k) n’est pas de

la forme ¢X[©,,]. On ne peut donc pas employer la régle (W-EX[O]) pour 1’appli-

cation du terme E[0,,](C, ay, ..., a,,) au terme E[O©,](C1, ¢ 5(1)[9 |y ooy f(n)[(%m])(k)
Deuxi¢mement, la forme normale de k étant une variable v, E[©,](C}, ¢ 0(1)[6 ], ..,Lf(n) [©,.])(k)

ne peut se réduire en un terme de la forme canonique 1X[6,,] . 11 ne sera pas non
plus possible d’appliquer la regle (W-E*X [©]) apres réduction du terme

E[0,)(C1, 12y [Om]; s 12,y [Om]) (k) dans I"expression
E[0,)(C, a1, ... am) (E[0,](Ch, ¢ 1) [Om], -, 13, [Om]) (k) par la régle (W-Obj).

O

Corollaire 3.14. Si un jugement est dérivable dans UTT"S, alors il existe une et
une seule dérivation de ce jugement dans UTT"™ .

Lemme 3.15 (Unicite de la forme normale).
¢ SiTH M 2L P BaTH ML Q:CalorsP=Qet B=C.

o SilHFS AL BetFI—SA—>CalorsB C.

Démonstration. Parinduction sur les dérivations utilisant le lemme 3.13(Génération).
O

Lemme 3.16 (Validité de contexte). Toute dérivation du jugement T'y, Ty F° J
admet une sous-dérivation du jugement Iy -° valid.
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Démonstration. Preuve par induction sur les dérivations.

]

Corollaire 3.17. Si le jugement I'g,x : A,y F° J est dérivable dans UTT",
alors il existe une sorte B telle qu’il existe une sous-dérivation du jugement T'g -5

A B

Démonstration. Par le lemme 3.16, on sait qu’il existe une dérivation de I'y, x :
A -5 valid. De plus, grace au lemme 3.13, on sait qu’il existe une sous-dérivation

dely -5 A . B pour un certain 3, par rapport a la regle (S-Weak).
O

Lemme 3.18 (Complétude pour UTT"™).
o SiT' F° valid alors T+~ valid.
o SiT 5 A", BalorsT -~ Akind et T -~ A = B.
o SiTFS M L P AalorsTH M : AetT'- M= P: A.

o SiTFS M ™ N:AalorsTH M:AetT'— M =N : A

Démonstration. Preuve par induction sur les dérivations.
Considérons le cas de la regle (W-v)). Par hypotheése d’induction nous avons les
jugements suivants :

o (DI E[BL](C,ay,...,an) : (F,)A,

e )T E[O,](C), Lf(l)[(:)m], ey Lf(n) ©.]) : (F)F,,

e 3)I'"k: F,,

o (W E6,)(Cr,i2y[Om), s 12 [Om]) (K) : Fn
Dans un premier temps, les jugements (1) et (4) nous permettent de dériver le ju-
gement I' == E[0,](C, a1, .., amn ) (E[0,)(Ch, 51 [Om], s 2, [Om]) (k) = Aen

appliquant la regle (5.5). Dans un second temps, a partir des jugements (1),(2) et
(3), en appliquant la régle (9-eq), nous pouvons dériver
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r |_—_ E[@m]([x : Fm]A,al,...,an)(E[@n]([x : Fn]Fm,ba(l),...,ba(n))(k) =
E0,]([z: F,]A, asq), -y Gom) (k) © Al .

Lemme 3.19 (Contexte). Si le jugement I' -5 J est dérivable, alors T' est un
contexte. De plus :

o siT 5 AL B, alors FV(A) C dom(T') et FV(B) C dom(T) ;

o sil F5 M 2L P . B alors FV(M) C dom(T"), FV(P) C dom(I") et
FV(B) Cdom(T");

o il H5 M % N : B, alors FV (M) C dom(T'), FV(N) C dom(I") et
FV(B) C dom(I).

Démonstration. Preuve par induction sur les dérivations.

]

Définition 3.20 (Renommage). Un renommage est une substitu{ion 0 de AversT
telle que pour chaque (x : A) € I nous avons §(z) =y et (y: 6(A)) € A.
d(M) représente M dans lequel toutes les variables libres v sont remplacées par

5(v).

Lemme 3.21.
e Si 0 est un renommage de A vers I' et ¢ est un renommage de ® vers A
alors ¢ o 9 est un renommage de P vers I'.

o Si M est un terme en forme normale de téte faible et § est un renommage de
A vers I" alors 6(M) est normal de téte faible.

Démonstration. Voir [Gog94].

Lemme 3.22 (Renommage). Si d est un renommage de A vers I alors :

o il F5 AL B, alors A5 5(A) 1, 5(B);
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o siT 5 M L P A alors A VS 5(M) SR 5(P) : 6(A).

Démonstration. Preuve par induction sur les dérivations.
O

Corollaire 3.23. Si le jugement I' 5 .J est dérivable, et que A est un contexte va-
lide qui contient tous les composants de T, alors le jugement A =5 J est dérivable.

Démonstration. Par induction sur les dérivations.
]

Lemme 3.24 (Remplacement de contexte). Si Ty F° A | B[C]etTy,z: A, Ty F°
J, alors Ty, z: B,T; F° J.

Démonstration. Par induction sur les dérivations.
]

Lemme 3.25 (Renforcement). On suppose que z est une variable telle que z ¢
FV(I'y), alors :

o 5sily,z: C,I'y F¥valid, alors Ty, T, ° valid ;
o 5ily,z:C,I'1 5 A M Betz ¢ FV(A), alors Ty, T F° A -, B;

o silo,z: O\ T  F5 M 2L P o Aet 2 & FV(M), alors To, Ty 5 M L
P:A;

o silyg,2:C T I—SMw—h>N:Aetz§§FV(M), alors Ty, Ty =S M
N : A

Démonstration. Par induction sur les dérivations.

O

Le calcul UTT™® étant une synthése des réductions et des régles de typage
de UTT™®, nous pouvons montrer la relation entre les réductions non typées et le
typage dans UTT"5.

42



Lemme 3.26 (Adequation pour les réductions non typées).

e SiTH M L p. A, alors P est en forme normale et il existe un N tel
que M >3, N > P.

o SiTHS A, C, alors C est en forme normale et il existe un B tel que
Arp,y B C.

) h
e Sil' 5 M % N : A, alors M 3,9 N.
Démonstration. Par induction sur les dérivations.

Corollaire 3.27.
o SiTHS M L P Aet M est en forme normale, alors M = P.

o SiTFS AL Bet Aest en forme normale, alors A = B.

Démonstration. Considérons le premier cas. Grace au lemme 3.26 on sait que
Mr>*P.De plus M étant en forme normale, M n’admet aucune réduction (lemme
3.11).

]

Nous présentons ici deux prédicats utilisés par Goguen dans sa preuve. Ces
prédicats dans leur définition incluent les notions de normalisation forte, de pré-
servation de type et de confluence.

Définition 3.28. Les prédicats SS(A) et SE* (M) sont définis comme étant la
plus petite relation telle que :

e onaSE(A),siTH A 52N et pour tout B si At> B alors SS(B) ;
e ona SEA(M) si

_THS M p.a
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— pour tout N si M t> N alors S (N), et

— pour tout M; sous terme de M, il existe B et Q tels que I', A F5 M; 2,

B:Q.

CS(A) et CEA(M) sont les mémes prédicats que SS(A) et SE(M) a la diffé-
rence que, au lieu de A1> B et M > N, nous avons A>* B et M > N.

Lemme 3.29 (Propriétés des prédicats ).

Si SEA(M), alors T H5 M 2 p A

Si Sﬁ ’A(M ), alors M est fortement normalisant.
Si SEA(M) et M >* N, alors SEA(N).

On a SE*(M) si et seulement si CE(M).

Si SPA(M) et N est un sous-terme de M, alors il existe Q) et B tels que
SEPN),

SiTo F° C | DIE] alors :

= 5i S wor, (A), alors S{ ., 1 (A) et

- i Sgﬁc:an(M)’ alors Sﬁi:DII(M).

Si z est une variable telle que z ¢ FV (I'y) alors :

— 5i S wor,(A) et 2 & FV(A), alors S 1 (A) et

- si Sf(’)’;;apl(M) et z ¢ FV(M), alors Sﬁ’)‘}l(M).

Démonstration. Par induction sur les preuves de S(A) et S (M).

]

Remarque 3.30. Le résultat le plus important de cette section est le lemme 3.32.
C’est en effet ce lemme qui établit le fait que tous les termes et les sortes de UTT™
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vérifient les deux prédicats de la définition 3.28, prédicats, qui nous le rappelons,
incluent toutes les propriétés désirées dans leur définition. La preuve faite par Go-
guen dans sa thése pour ce lemme dans le cas du systeme UTT®, manque selon
nous, de clarté notamment au niveau du principe d’induction qu’il utilise. Nous
avons donc completement revu la structure de cette preuve. Afin d’améliorer la
preuve du lemme 3.32 que nous devons de toute facon modifier - car ’ajout de
notre nouvelle reduction nous y oblige - nous avons jugé nécessaire l’ajout du
3.31. De plus, il nous a fallu proposer un nouveau principe d’induction que I’on
présente dans la remarque 3.33.

Lemme 3.31 (Jugements sous-termes). Si I' -5 M Mop AT M2 P
AoulT FS M BN P, alors pour tout M; sous-terme de M il existe B et Q tels
que T, AFS M, "L B QouT, AFS M, 2L B.

Démonstration. Par induction sur les dérivations. On parcourt les formes pos-
sibles de M.

e Si M = X, ou X estune variable, la conclusion est évidente.

e SiM =[r:AM), lejugementl F° [z : A|M 7, P est obtenu par
une des regles suivantes :

— (S-)), dans ce cas on retrouve comme prémisses I' F° A o, B et
Tz:AFS M 2L N B,

— (S-n), dans ce cas on retrouve comme prémisses I' F° A M, B et
T2: AR M 25 N(z): B,

e Si M = M,(M,), lejugement " -5 M, (M,) nf/wh P : A est obtenu par

une des regles suivantes :

— (S-App), dans ce cas on retrouve comme prémisses I' =% M, o, Ny :
(z:B1)ByetT F5 My 2L N, - By ;

— (W-03), dans ce cas M;(My) est de la forme ([z : A]N;)(Vs), et on re-
trouve comme prémisses I' =[x : A|N; : (z: By)ByetI' 5 Ny : By
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(3

trouve comme prémisses I' -5 E[0](c, ) =5 P AetT F5 (:X[0)(a)) -5

Q:B;

— (W-E[O]), ici M (M) est de la forme E[@}( . )(X[0](@)), on re-
(¢

— (W-prop), ici M;(M,) est de la forme T'(prop), ou T' est une constante
et comme prémisse on a I' = prop : EI(U);

- (W-prf), ici M; (M) est de la forme T(prf(P)) ol 7" est une constante
et comme prémisse on a I' =5 pr f(P) : El(U);

— (W-p), ici M;(Ms) est de la forme T'(u[O]), ot T' est une constante et
comme prémisse on a I' ¥ 1[0] : EI(U);

— (W-App), onretrouve comme prémisses I' =% M, _wh, Ny:(z:A)Ay
Ct]_—"_s M2 —>N2 Al,

— (W-obj), on retrouve comme prémisses I' -° M, _wh, Ny (z: Ay)As
et T 5 M, ™ Ny - Ay

- (W-9), ici M;(M,) est de la forme )
E[0,)(C,ay,...,an)(E[O,] (76’1, cff(l) [@m]l. Y [@m]Z(k) et on retrouve
comme prémisses I' =5 E[0,](C1,151)[Om), s 150, [Om]) = (Fn) Fin,

TS k2L oy By et T HS B[0,)(Can, ..., an) : (F)A.

~—

e Si M est de la forme M*X[0],.X[0],£[0] ou 1[6] qui sont des expressions

constantes de la forme [0, alors les jugements " - f[@] 1, P Asont
dérivés par des régles dont la prémisse est SCHY y(©). Par définition de
SCH () et par hypothese d’induction, on peut conclure.

e Si M = EI(M,), on dérive le jugement I' -5 EI(M;) 1, EI(N) par la
régle (S-El) qui a pour prémisse I' 5 M, N Type.

e Si M = (x: El(M,))EIl(M,),ondérive le jugement I -5 (z : El1(M,))El(M,) 2,

(z : BI(M}))El(Mj3) par laregle (S-IT) qui a pour prémisses I' - El(M;) —%
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El(M])etD,x : EI(M;) - El(M,) 1, EI(M3), par hypothese d’induc-
tion on peut conclure.

e Si M estde la forme 7', prf, prop, Prop ou Type qui sont des constantes,
la regle (S-C) nous permet de conclure.

Lemme 3.32 (Réduction).
e SiT S AL, Balors SE(A).
o SiTH5 M L P Aalors SE4(M).

o SiTHFS M " N : Aet Sﬁ’A(N) alors Sf’A(M).

Remarque 3.33 (Nouvelle induction). Dans la preuve qui suit nous serons ame-
nés a utiliser I’induction suivante.

Considérons I’ensemble des n-uplets (A, ..., A,), o les A; (pour 1 < i < n),
sont des arbres, muni de la relation d’ordre <. Ona (A, ..., A,) < (A}, ..., AL)
si et seulement si, il existe un i tel que pour tout j < iona A; = A;- NA; < Al
L’expression (A; < Al) signifie que A; est un sous-arbre de A. L’ensemble des
n-uplets (A, ..., A,) muni de la relation < représente un ordre partiel.
Considérons d(Sgi’Ai(Mi)), la preuve du prédicat SI{\Z“A"(MZ-), qui est un arbre.
Nous réaliserons notre induction sur [’ensemble des n-yuplets

(@SN (M), ., (d(SEA (M),

Pour les preuves que nous aurons a effectuer, le cas de base pour cette induction
se situe lorsque ’ensemble des M; pour 1 < i < n, sont des termes en forme
normale.

Démonstration. Par induction sur les dérivations, voyons le cas des regles sui-
vantes :

e (S-App).
Prouvons d’abord
SE([Ma/x]By), Sp VP2 (M) et
SYBY (M) = Sévl(NQ)’C(Ml(Mg)). M (M) étant en forme normale de

47



téte faible.
Pour cela nous devons montrer que :

@) T 5 M (M) 25 Ni(Ny) - C,
(b) M;(Ms) > M implique que Sp"21C (A1) et

(c) pour tout M; sous-termes de M, (M), il existe B et Q tels que I', A F°

— Montrons (a).

Par hypothse, on sait qu’on a S& ([M,/x] By), Sy PV (M), SN251 (M)

et que M, (Ms) est en forme normale de téte faible. Par conséquent on a

TFM 2L N (2 BBy, T M, 25 Ny By, T & [My/2] By =5
C' et M;(M,) est en forme normale de téte faible. En appliquant la régle

(S-App) on obtient T' -5 My (M) L5 Ny (N,) : C.

— Montrons (b) par une induction sur le n-uplet
(d(SE([Ma/fx]Bp)),  d(Sp PV (M), d(Sp™ ™ (My))).

Deux cas sont a examiner :

« M, > M, alors on a par définition SN “#V52(N17). Par hypothese

d’induction on trouve Sp {(N22C (V7 (My)). Nous pouvons, en effet, ap-

pliquer I’hypothése d’induction car I'arbre d(S. n(e:B) By (M7)) est un

sous-arbre de d(S) 1’(QC:BI)BQ(MI)), de ce fait nous avons la relation
d’ordre suivante :

(d(SF ([Ma/] By)), d(Sp™ P (M), d(Sp ™™ (M) <

(d(SE ([Ma/2] By)), d(Sp " FVP (M), d(SR> P (Ms))).

x My > MJ, alors :
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- siz € FV(B,), ona [M,/x]By>[M}/x] By, de méme que Sm "' (Mj),
par hypothése d’induction on peut conclure que Sév 1(N2).C (My(M)) 5

- six ¢ FV(By), on a juste S2>"'(M}), par hypothese d’induction
on peut conclure que S&* ™) (M (M3)).

— Montrons (¢) :

Il a été montré en (a) que I' F5 M, (M>) -, Ni(N3) : C. Le lemme
3.31 nous permet de conclure.

Revenons a notre démonstration initiale. Par hypotheése d’induction on a
SE([My/x]By), S§1’<“:Bl)32(M1) et SN>P1(M,), de plus nous savons que
M (M) est en forme normale de téte faible par hypothese. On peut conclure
que Sy (M (M),

o (W-53).
Prouvons d’abord SS([Ms /x| Bs), SN @BVB2 (11 A [ M), SNPH (M) et
S ([Ma/2]Mo) = S ([ = Ai]Mo)(Ms)).

Nous devons montrer :
@) TS ([z: Aj|Mo)(My) 2L P C,
(b) ([z : A1) My)(M,) >V implique que S&° (V) et

(c) pour tout M; sous-termes de ([x : A;]My)(My), il existe B et Q tels
que I', A -5 M M. B. Q.

— Montrons (a) :
Par hypothese on a SC ([Ma/x]By), Sy @ PVP2 (2 A [My)) et SMP1 (M),

on en déduit I -5 [My/2]Bs ~L O, T F5 2+ A [Mp] 25 N« (2
By)Byetl =S M, 2, Nj : Bi. En appliquant la regle (W-(3) on trouve
L FS ([o: Aj]Mo)(My) 2k, [My /x| M, : C. De plus, on sait par hypo-
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these que SLC ([Ma/x]My), alors T 5 [ My /] M M, p.C.La regle
(S-WH) nous permet de conclure.

— Montrons (b) par une induction sur le n-uplet :
(d(SE([Ma/2)Ba)), d(Sp" V%2 (2 - Ay[Ma))), d(SP P (My), d(SF ([M/x]Mo))).

Soit V tel que ([x : A;]My)(M,y) > V. Examinons les cas suivants.
%« V = [M,/x]M,, par hypothese on a S£°C ([My/x] M).

x V = ([x : A)JMo)(M,) avec A; > A}. Dans ce cas [z : A;|My> [z
Al My, par définition on a S e Bl)BQ( : A}[Mo]), on peut conclure
par hypothése d’induction que S5 (([z - A’ 1 Mo)(My)).

x V = ([x: Ay|M])(My) avec My > M}. Dans ce cas [z : Aj|My > [z
AyM; et [Ms/w]Mo > [Mo/x]Mj d"ob S EBOB (4 A [M])) et
S 5O ([My/ 2] M, {), on peut conclure par hypothese d’induction.

x V= ([x : A1]My)(M)) avec My > M). Dans ce cas [My/z| By >
[Mj /) By et [ My /2] Mop[ M /2] Mo, on a done SE ([Mj /2] Ba), Sp P (Mj)
et S ([M}/x]My) on peut conclure.

— Montrons (c).
11 a été montré en (a) que I' 5 ([z : A;] M) (M) 1, P C.Lelemme
3.31 nous permet de conclure.

Revenons a notre démonstration initiale. Par hypothese d’induction on a :
SE([My/x]By), Sp NoeBUB2 (A [MO]) et SNP1(M,). Par hypothese on
a Sf’c([Mg/x}Mo). On obtient SP (Jz - A ]MO)(MZ))

(W-0).
Prouvons d’abord que S )4 (B[S, ](C’ A1, .eey Q)),
S (BIO](Co, 1) O] -1y [Om):

St (B0 (Cos 1y, s o) (K)) et P () =
St (BlOm)(C, ar, oy an)(E[O](Cr, ) (O], oy 0y O] ().
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Pour cela nous devons montrer que :

@ T FS E[0,,)(C, a1, . ) (E[0,)(C1, X [Om], woes (X [O]) (k) 5
P4 . A,

(b) E[6,,](C,ai,...,a,)(E[6,](Ci, Lf(l)[(:)m], s L) [0,.]))(k) >V im-
plique que S?‘*’A(V) et

(c) pour tout M; sous-termes de E[0,,](C, ai, ..., an) (E[0,](Cy, Lff(l) O], s Lf(n) [©.,])(k),
il existe B et Q tels que I', A F° M; M. B, Q.

— Montrons (a).
Par hypothese on a :

SpAEOR)(Can, oy ), S (B0, (O, 1) O], - 1 [O])
et ST (k), on en déduit T F5 E[0,,](C, ay, .., am) ~L Pr & (Fn)A,

T S E0,)(CL iy Oun] oo X On)) 5 Pyt (F)Fa T FS
LN F,. En appliquant la reégle (W-4) on obtient :

L5 B[0,)(C,ar, ..., ) (B[O (Cr, i) (O], ooy 125 O] () 2

E[0,](Cy, apq), vy o) (k) + A
De plus, on sait par hypothese que SI{D%A(E[@,Z](CQ, Uo(1)s - Go(n)) (K)),

nf

alors la regle (S-WH) nous permet de conclure que I' 5 E[0,,](Ca, a1y, ..., Go(m)) (k) —
P4 DA

— Montrons (b), par une induction sur le n-uplet :
(d(Sp" U EOW(Car, s an))), d(SP T (EIOL)(Cr 1) [On], oy ) [Om]))).
d(Sp"™ (k). d(Sp* (E[On)(Ca, o), s o)) (K))))-

Soit V' tel que B B B
E[0,)(C,ay,...,an)(E[O,](Ch, Lff(l)[GmL o Lff(n) ©]) (k) > v,

par définition de la regle (W-1) nous savons que les termes £[0,,](C, ay, ..., am)

et £[0,](C1, 131y [Om]; -+ 13,y [Om]) sont déja en forme normale.
Les cas suivants sont a examiner.
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x V= E[@n](Cg, Ao(1), - Ao(n)) (k), par hypothése on a
SEP(E[0,)(Cay a1y, --es o) (k)), on peut conclure.
£ V= B[6,)(Car, o ) (E[6,](Cr, 12y Bl s 12, [rn] () avee

) Yo (n)

k>k'. Dans ce cas E[0,,](Ca, (1), s Go(n)) (k)>E[0,)(Ca, g1y, -y o)) (K).

Par hypothése et par définition on a S (k') et SE+4(E[0,](C,, Uo(1)s - Go(n)) (K)).

On peut appliquer I’hypothese d’induction et conclure par
St E[Om)(C, v, ey am) (E[On](Cr, 1) [Om], s 1) O] (K))).

— Montrons (c) :

Il a été montré en (a) que I' =5 E[0,](Cy, ap1y, -, Ao(m)) (k) 21, Py A
Le lemme 3.31 nous permet de conclure.

Revenons a notre démonstration initiale. Par hypothese d’induction on a :

P F’IYL A P7 F’ll, FIYL ) a a
S U EOW(C, a1, s am)), S (E[OL)(Cr, 0[Ol s 1) [Orn])
et S2 (k). Par hypothese, on a Sﬁ“’A(E[@n](Cg,ag(l), wes Qo (py)(K)). On

obtient finalement 5. (E[6,,](C, ay, ..., am ) (E[0,](Cy, Xy [Omls s 130 [Om]) (K)).

O

Tous les résultats importants concernant les réductions sont les corollaires des
lemmes 3.32, 3.26, et 3.29, qui suivent.

Corollaire 3.34 (Preservatlon du type pour UTT™). SiT -5 M —— P : Aet
M>* N, alorsT 5 N 25 P A

Corollaire 3.35 (Normalisation forte pour UTT"®). Si' -5 M —= P : A, alors
M est fortement normalisant.

Corollaire 3.36 (Confluence pour UTT"™). SiT ¥ M —= P : A, M * M, et
M >* M, alors My >* P et My>* P.
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Les propriétés de normalisation forte, de préservation du type et de confluence
sont démontrées pour UT'T"°. Toujours en suivant le procédé de Goguen, il faut
maintenant transférer ces propriétés au calcul UTT" en prouvant que UTT" est
correcte par rapport 2 UTT"S.

3.2.4 Construction d’un modele ensembliste classique pour UTT"

Dans cette section, toujours en suivant la preuve réalisée par Goguen, nous
construisons un modele ensembliste classique pour UTT" afin de proposer un
nouveau principe d’induction nécessaire pour prouver que UTT"™ est correcte
par rapport 2 UTT™. Pour plus de détails concernant la construction de ce mo-
dele ensembliste, nous renvoyons le lecteur a la section A.2 de I’annexe.

Par rapport a la démarche de Goguen, le seul lemme dont la preuve est modi-
fiée par 1’ajout de la regle ¥-eq est le lemme suivant.

Lemme 3.37 (Correction de UT"T"~ par rapport au modele ensembliste). Pour
tout jugement I' == J dérivable, ||T'|] est définie, de plus :

o sile jugement I' -~ Akind est dérivable et p € [|T’
nie;

|, alors [|A|](p) est défi-

o sile jugement I' == M : A est dérivable et p € [T’
[|M]](p) sont définies et [| M|](p) € [|All(p)

|, alors [|A[}(p) et

e si le jugement I' == A = B est dérivable et p € [|T
[1BI](p) sont définies et [|Al](p) = [|Bl|(p) ;

|, alors [|Al](p) et

o silejugement ' == M = N : A est dérivable et p € [T’
[IN1](p) et [|Al](p) sont définies, [|M|](p) = [IN|](p). |
et [|N]}(p) € [|All(p)-

|, alors [|M]](p),
Mll(p) € [|All(p)

Rappel : pour un environnement d’ensemble p, l’interprétation d’un terme M et
d’une sorte A est notée [| M|](p) et [|A|](p) respectivement (voir la section A.2 de
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[’annexe).

Démonstration. Par induction sur les dérivations de UT"1T"~. La considération de
la nouvelle régle v-eq ne présente aucune difficulté particuliere par rapport a la
preuve initiale réalisée par Goguen.

3.2.5 UTT" est correcte par rapporta UTT"

La preuve est faite dans cette section que UT"I" est correcte par rapport a
UTT". Nous introduisons au préalable les notions et propriétés nécessaires a la
compréhension des lemmes dont la modification était inéluctable.

3.2.5.1 Objets sémantiques

Définition 3.38 (Ensemble valué). On définit ici les objets sémantiques pour un
contexte A et une sorte A, SOa(A), les ensembles valués V(A =5 M : A) et les
ensembles saturés S ATx(A) simultanément ol nous présumons que A =5 A 2,

Aou AVS M 2L M- A Les définitions suivantes sont valables pour une sorte
A arbitraire en forme normale.

e Un objet sémantique est une paire (M,v), oit A 5 M Mop s Aerw

-~

est une famille d’objets v(6) € V(A 5 6(M) : §(M)), indexés par des
renommages 0 de [\ vers A.

e SOA(A) est I’ensemble des objets sémantiques pour A et A.

e S est un ensemble saturé pour A et A, notation SATA(A), si S est un en-
semble d’objets sémantiques pour A et A tels que :

— (S1) Si M est un terme de base tel que A F° M MopA alors
(M, \o.x) est dans S, et

— (S3) Si (N,v) estdans S et A -5 M M N ¢ Aalors (M, v) est dans S.
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e Une famille v(§) d’ensembles indexés par des renommages § de A vers A
est famille saturée d’ensembles pour A et A si v(0) est un ensemble saturé
pour A’ et A pour chaque renommage 6 de ' vers A.

La définition de V(A 5 M : A), oit A5 M 2 M A est donnée par induc-
tion sur la complexité de A (voir la section A.4 de I’annexe).
o V(AFS M : A) =4 {*} si M est un terme de base, pour tout A.
o V(AFS A(A,P,g) : EL(Prf(Y(A, P))))) =g {*}-
o V(AFSY(A, P): El(Prop)) =4 SATA(EL(Prf(¥(4, P)))))).
o V(A FS JX[O)(Ny,...,Ny) « E(MX[O)])) =4 fa(Oi,N1,..., Ny), oni
fa(©, Ny, ..., N,) est définie par induction sur la complexité de M~ [O)] et

- fa(X,0) =4 {*},

- fA((.Z' : A)@O, Nl, e 7Nn) =df V(A l_s N1 : A) XfA(@é, Ng, e ,Nn),
oit A 5 [N, /2]0, ~L oy,

— fal(®)80, N1, ... Ny) =g V(A S Ny : &(MX[B)]))x fa(Og, Na,..., N,,).
o V(AFS prop: EI(U)) =4 SATA(EL(Prop))).
o V(AR prf(V(A,P)): EI(U)) =4 SATA(EUPTf(Y(A, P))))))-
o V(AFS 1 X[B]: EI(U)) =4 SATA(EI(MX[B]))).
o V(AFS M : Type =y SATA(EL(M))) si M n’est pas un terme de base.

o V(A FS M - (x : Ay)Ay), si M n’est pas un terme de base, est I’ensemble
des f tel que :

— dom(f) € SATA(A;) et
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— f(N,uy) € V(AFS P: By), ot (N,vy) € dom(f), A F5 M(N) 25
P:Byet AFS [N/z]Ay 2L B,

Lemme 3.39. Pour toute sorte A telle que A -5 A 2, B ona SOa(B) €
SATA(B).

Démonstration. Par induction sur les dérivations.

]

Définition 3.40 (Monotonie). Si (M, vys) est un objet sémantique pour A et A, et
0 un renommage de A' vers A, alors :

-~

mongs(M,var) =g (6(M), X" vpr(6" 0 0))

Par construction, on sait que mons(M, vyr) est un objet sémantique pour A’ et A.

Définition 3.41 (Application). Soit (M, v,) un objet sémantique pour A et (x :
A1) As tels que A 5 M, P (x : A1) As, et (M, vy) est un objet sémantique
pour A et A tels que A =5 M, o, Ps : Ay. Nous montrons qu’il existe une sorte
By telle que A -5 [My /2] A, BCR By et définissons :

APPA((My,v1), (Ms,vs)) € SOa(B2)
la fonction partielle pour les applications sémantiques :
e Si P, est un terme de base et A =5 [My/x] Ay -, By alors
APPA((My, v1), (M, v2)) =4 (Mi(Ms), *)
otona AR5 My(M,) -, Py (P,) : By par la régle (S-App) ;

e Si Py n’est pas un terme de base, et mongs(Ms,vy) € dom(vy(0)) pour tout
renommage 6 de A" vers A, alors

APPA((My,v1), (Ma,v2)) =gr (M1(M3), Ao.v1(6)(mons(Ms, v2)))
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oit A S [My/2) Ay 25 By et AFS My (M) 2L P - B, par définition de
Ug(idA) € V(A "S M1 : (ac : Al)Ag)

Lemme 3.42. On a [’égalité suivante :
APP{(mongos(M,vpr), mong (N,vy)) = mong (AP Pa/(mons(M,vpr), (N, vn))),
avec 0 un renommage de A vers A et &' un renommage de A" vers A'.

Démonstration. Avec les définitions de I’application et de la monotonie, et utili-
sant le lemme 3.23.
[l

Notation
Nous notons (M, vys) | (N,vn) ot (M,vyr) et (N,vy) sont des objets séman-
tiques pour A et A, s’il existe un terme P tel que A F° M | N[P] : Aet
Uy — UN.

Définition 3.43 (Objets sémantiques uniformes). Soit S une famille saturée d’en-
sembles pour A et A. S est uniforme si (M, vy) € S(0) implique que (M, vyr)
est uniforme et mong (M, vy) € S(8' 00) pour tout renommage 6" de A" vers A
Un objet sémantique (M, vy ) pour A et A, est uniforme si :

o M est un terme de base,

o M =V(A, P) et vy est uniforme,

e M =A(A,P,g),

M = i X[O)(Ny, ..., N,) et (N;,v;) est uniforme pour 1 < i < n,
e M = prop et vy est uniforme,
o M =prf(Y(A, P)) et vy est uniforme,

o M = pX[O] et vy est uniforme,
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o A = Type, M n’est pas un terme de base et vy est uniforme, ou

o« AFS ML, Sz Ay)As et
1) Ao.dom(vy(6)) est uniforme,

2) si (N,vy) € dom(vyp(0)), alors AP Pa/(mong(M,vyy), (N, vy)) est
uniforme, et

3) si (Ny,v1) | (No,v2), alors
APPx/(mongs(M,vpr), (N1, v1)) | APPar(mong(M,vy), (Na, v2)).

Définition 3.44 (Objets sémantiques uniformes). L’ensemble des objets séman-
tiques uniformes pour A et A, notation USOa(A), est I’ensemble des objets sé-
mantiques pour A et A qui sont uniformes

Lemme 3.45. Nous listons quelques propriétés simples des objets sémantiques
uniformes :

o USOA(A) est uniforme et est dans SATA(A).

e Si (M,vy) est un objet sémantique uniforme alors mongs(M,vyr) est aussi
un objet sémantique uniforme, pour tout renommage 6 de A’ vers A.

3.2.5.2 Interprétation

Définition 3.46 (Substitution). Une substitution ¢ de A vers I, ou I' = x1 :
Ai, . T A et A P valid, est une pré-substitution sur T telle que :

AFS G(A) 2L Bret AFS ¢(x;) 2L P2 By pour 1 < i < m.

Une pré-substitution est un environnement pour termes.
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Définition 3.47 (Valuation). Une valuation de A vers I est une pre-valuation telle
que le terme constituant est une substitution de A\ vers I .

Une pré-valuation est un environnement pour objets sémantiques dans un contexte
donné.

Lemme 3.48. Si p est une valuation de A vers T et § un renommage de A\ vers
A, alors mons(p) est une valuation de A’ vers I'.

La valeur de la fonction d’interprétation pour un terme, relative a une valua-
tion de A vers I', est un objet sémantique pour A. Cet objet sémantique est une
paire composée d’un terme bien typé dans UT'T"S dans le contexte A et d’une
famille de valeurs indexées par un renommage de A’ vers A.

Nous renvoyons le lecteur a [Gog94] pour une définition plus précise d’une valua-
tion.

Définition 3.49 (Interprétation). On définit ’interprétation d’un terme M, notée
[|M||pA, et d’une sorte A, notée [|A||pA, par induction sur la structure de M et
de A.
[|M]|pA est une paire (p(M), V|| M||pA), oit V[|M||pA est une famille de va-
leurs indexées par un renommage 0 de A’ vers A.
o V[|M||pA =4 val(x) si x € dom(p).
o [|(z: Ay)As||pA est définie si, pour x & dom(p) :
- AFS§(A) 2L By,
= Ay 6(A) F¥ ol = y)(Ay) 7 By

— [|A1|]pA est définie, est uniforme, et est une famille saturée d’ensembles
pour A et By, et

— pour tout renommage 6 de A' vers A\, et pour tout (Ma, v9) € [|A1||pA(0),
ona:

59



x A'FS [My/2]By 2L BY,

x [|As|lmons(p)|x := (Ms,v2)|A" est définie, et est une famille saturée
d’ensembles pour A et B, ot A' 5 ¢z = My](Ay) 1, B,

[|(z: A1) As||pA est ’ensemble des (M, v,) tels que

— (My,vy) est un objet sémantique uniforme pour A’ et (x : By)Bs et

— pour tout renommage 0' de A vers A :

* si M, est un terme de base, alors dom(v1(3')) = [|A1|Jmonses(p) A" (idar)
et

x pour tout (Ma, v2) € [|Ar]|]Jmongos(p) A" (idar), on a
AP Ppn(mong (M, v1), (M, v9)) € [|As|Jmongos(p)[x := (Ms, vy)|A” (idan).
o [|M;(Ms)||pA est définie si :

— [[Mi|]pA est définie et appartient & USOA((x : B1)Bsy), ott on a A +°

S(My) 2L Py (22 By)By;
— [|Ms]]pA est définie et appartient a USOn(By) ;
— si Py est un terme de base alors on a A F5 [p(My) /] As 1, p BY et

— si Py n’est pas un terme de base alors [| Ms||pA € dom (V|| Mi|]pA(ida)).
[|M1(Mo)[]pA =gy APPA([[My]]pA, [[Ma]]pA).

o [|[MX[O]|]pA est définie si on a A,Y : Type +° <Z>[X/;Y](®Z) SR S}
pour X & dom(p), et [|©;]|]p' A" est définie pour toute valuation p' de N’
vers A, X : Type.
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[|[MX[O]||pA(6) est définie par induction transfinie sur le cardinal o, comme
étant le plus petit ensemble saturé S tel que si :

- (M;,v;) € [|M;|Jmons(p)[ X = S][x1 := (Mq,v1)] ... A(idar) et

- AY : Type -° gb[X/;Y](@j) 1 ©5[0]] pour 1 < j < n alors
(X [O)( Ny ooy N A <0 (8), ... v (8) >) € S.

X10]|]pA est définie siona A,Y : Type +° (Z)[)??Y](@l) -, O’ pour
& dom(p), et [|©;]|]p' A" est définie pour toute valuation p' de A’ vers
X : Type.

[le
X
A,
V[IiX[O]l]pA(8) =4

A(My,v1) € [|M;[Jmons(p)[X = [[M*[O][|pA] A (id)

AM,, 0,) € [| Mo [Jmons(p)[X = [|[MX[B][[pA][z1 = (My,w)] . .. Alfidas).
< ’Ul(idA/), - ,Un<idA/) >

[|[EX[O]|]pA est définie si on a A,Y : Type +° ¢[)?:Y](@Z—) o, S}
pour X & dom(p), et [|O;]|]p'A" est définie pour toute valuation p' de A'
vers A, X : Type.

Nous présumons que

(C,ve) € [|(X)Type|lmons(p)[X := [|M*[O][Jmons(p) AJA (id,),

(f1,0p) € [197[A, C 2]l];m A'(

(Farvr,) € G314, C, 2] A, (ida)

dA/)

ol

pi =qr mons(p)[A = [|M*¥[B]|Jmons(p) A'][C = (C, ve)] [z = [|15* [O][Jmons (p) A']

pour1 <1 < n.
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On a V[IEX[O][]pA(0)((C,ve), (fr,01), - -, (fasvs,)) =g R® la fonc-

tion partielle définie par induction transfinie sur la complexité de M~ (O] :
- a =0, alors

R? =g MM, var) € [| EL(M*[O])[Jmons(p) A'(id.).

* si M est un terme de base
RO(N, Vi) si A FS M 2% N EI(MX[O))

— a = succ(B). Soit (M, vy) € [|[EL(MX[O])|Jmons(p)A’(idar), on a
x RO (M, vyr) =45 * si M est un terme de base ;

s RoB) (M, vag) =g RO (N, vp) si A HS M 2 N EI(MX[6))
oit R*4B) (N, vy,) est définie ; et

* soit ;... , ;, les opérateurs strictement positifs de ©, et définis-
sons ®; Uinterprétation de @Ek [A, C, f, z] sous la valuation p[A =
IMX[BIpANIC = (Cve)llf = ROz = (Niy, i)} pour 1 < k <
3. Alors on a B
R (M, var) =g 0g, (N1, oo, Noy @5y, @7 ) si M= 08 [O(Ny, .., )
et @, € |94, C,2Jp[A = [MXB]pA]IC = (Cuo)llz =

(Ni,vi )] A pour 1 < k < j.

— Limit o, alors R*(M,vyn) =g RP(M,vn), oi 8 =g (v € a| M €
[ M [O][]pAY ()}

Remarque 3.50 (Interprétation des types finis). Nous définissons ici l’interpréta-
tion dans le cas des types finis. Cette interprétation n’est autre que le cas particu-
lier de l'interprétation des types inductifs définie par Goguen dans [Gog94].

Considérons le type fini F,, =4 M[< X, ..., X >], ot on a les constructeurs :
——

nfois

1p, t F,....np, .
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o [|F,|],A est définie comme étant I’ensemble saturé contenant les éléments
canoniques suivants : (1p, , A0.%), ..., (ng,, Ad.*);

o deplusona: ||ip,|],A =4 (ip,, A.x).

Notons que par souci de concision et afin de mettre 1’accent sur les modifications
que nous avons portées a la preuve initiale, nous avons défini I’interprétation uni-
quement pour les termes et les sortes qui serviront a la compréhension de notre
preuve.

Lemme 3.51 (Interprétation bien définie). Soit p une valuation de A vers T,
alors :

o si [|[M||pA est définie alors il existe une sorte B telle que [|[M||pA €
SOA(B) 5

o Si [|A||pA est définie alors T 5 A ", B est dérivable et [|Al]pA €
SATA(B).

Si § est un renommage de ' vers A\ alors :
o si [|A|]pA est définie alors mongs([|A|]pA) = [|A|Jmons(p)A’;

o si [|M||pA est définie alors mons([|M||pA) = [|M|]mons(p)A’.

Démonstration. Par induction simultanée sur la structure de M et de A.
]

Définition 3.52 (Interprétation de contexte). L’interprétation d’un contexte I', no-
tée [|T'||A, est I’ensemble des valuations de A vers I, définies par induction sur
la structure de I :

o [| [[A=ge;
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o [IT,z: AlJA =g {pla := (M,var)] [ p € [[T]AA (M, 0ar) € [|Al]pA(idr)},
si [|[T'|]A est définie, et [|A||pA est définie pour tout p € [|T'|]A.

3.2.5.3 Correction

Le lemme suivant représente le résultat le plus important de cette section qui
va nous permettre de prouver que UTT" est correcte par rapport 2 UTT"S.

Lemme 3.53 (Correction). Pour tout jugement I' = J dérivable, [|I'|| A est définie.

De plus :
e s5i ' = AKind est dérivable et p € [|I'||A, alors [|A|],A est définie ;

o sil' = M : A estdérivable et p € [|[I'||A, alors [|M|],A et [|A]],A sont
définies et [| M|],A € [|A]],A;

e 5sil' - A = B est dérivable et p € [|T'||]A, alors [|A]],A et [|B]],A sont
définies et [|A[,A L[| BIl,A;

o sil' - M = N : Aestdérivable et p € [|[I'||A, alors [|M]],A, |
[|A|],A sont définies, [| M|],A € [|A]],A et [|[M]],A | [|N]],A.

NI|,A et

Démonstration. Preuve par induction sur les dérivations.

Nous considérons le cas de la régle (¥-eq) (régle rajoutée).

Prenons p € [|T'|]A, et ¢’ un renommage de A’ vers A.

Par hypothese d’induction [|(F,,) A|], A, [|(F) Fn ] A sont définies, il existe donc
des sortes A', ', et F! telles que A 5 ¢(F,) L F', A S §(F,) 25 F et
A S g(A) 2L A,

Il nous faut d’abord montrer que B
(A AL [ E[Om](C, a1, . am) (B[O (C1, t51)[Om], -, 15 [Om]) (B)) [, A et
[|E[0,](Ca, o1y, -, Go(n)) (K)]] )A sont définies.

Commengons par [|A[],A.
Par hypothese d’induction, on sait que [|(£),)Al],A est définie ce qui implique
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que [|A[],A est définie par définition.

Afin de montrer que [|E[©,,](C, ay, ..., an ) (E[©,](C), Lff(l)[@m], oy Lff(n) [©.,))(k)[],A
est définie, il faut pour cela prouver les points suivants.

e [|E[0,,)(C,ay,...,an)|],A est définie et appartient a U SO ((F,)A'), avec
AFS G(E[O,)(Car, .yam)) L Py: (FL) A
Par hypothese d’induction [|E[0,,](C; ax, ..., am)|],A et [|(Frn)A[],A sont
définies et [| E[0,,](C, a1, ..., am)|],A € [|(Fn)A|],A
Ona A 5 $(E[0,](Cay,....an)) ~5 Py« (F!)A, et par definition de
[|(Fin) Al] A, on sait que [|(F5,) Al],A € USOA((F,)A’). Par conséquent,
[|E[On)(C, a1, ..., am)|],A € USOA((F),)A).

e [|E[O,])(Cy, X Lo [Om }, . ff(n) [©,])(k)|],A est définie et appartienta U SO (F,).
Pour prouver que [|E[©,](C}, ¢ 0(1)[@ | Li((n) [0,,])(k)[],A est définie, il
nous faut montrer les points suivants.

= [IE[©4(C1, 21y [Om], s 12 [Om])[],A est définie et appartient a USOA ((F},) Fy,)

avec A F5 $(E[0,)(C1, Xy [On], s (X [Om])) =L P2 (FL)F,
ParhyPotI'lésed’indl_lction[|EX[@nl(Cl,Lf(1))([@m_],...,Lf(n)[@ m) A et [|(F,)Fnl] A
sont définies et [| E[©,](C1, 171y [Om]. .. 15, [Om])[1,A € [[(Fn) ], A

Ona A 5 ¢(E[0,)(C,ay,...,an)) —L SR Pl : (F!)F], et par defini-

tion de [|(F,) Finl], A, [[(F) ], A € USOA((F’)F’) Par conséquent

IE0,](Cr 1) O]y 130 (O] 1, € USOA((FI)EL).

— [|k|],A est définie et appartient a U SO (F)).
Par hypothese d’induction, on sait que [|k|],A et [|F,|],A sont définies
et [|k]],A € [|F,|],A. Par définition de [|F,||,A, F,, étant un type fini,
et par définition des objets sémantiques uniformes, on a bien [| F},|],A C
USOA(F}). Par conséquent [|k|],A € USOA(F}).

~ (KA € dom(VI|E[0,](Cr, 12 [On]: 2, [B]) ], A(ida)), car P
n’est pas un terme de base. - B
Par définition dom(V'[|E[©,](C}, Lf(l)[@m], s Lf(n) ©,))]],A(ida)) =
[|Ful],A, or [[k|],A € [|Fy]],A. On a donc )
KA € dom(V{IE[B,)(Cr, i[O oo 12, O A i)
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On obtient donc que

E[On)(Cr, 151y [Om], - 15 [Om]) () [, A =

APPA([|E[O4)(Ch, 151 [Om], - a(n)[ oA, [K[],A). Sachant que

E[©4](Cr, 151)[Om], - Lf(n)[G DA € [[(Fn) Enll, A [[El],A € [IE]],A

et par définition de [|(F,) F,,,

APPA([IE[©,](Ch,e 0(1)[9

[|Fml],A C USOA(F),) al

USOA(F},). ) ) )
o [[(E[On](C1, 151 [Oml; s 150 [OmD) (B))]],A € dom(V(| E[O,](C, a1, ..., am)[,AlidA)).

Par définition dom (V[|E[©,,](C, a1, ..., am)|],Alida)) = [|Fnl],A, or nous

savons que

(EOn)(CL, 151) O], -, 15, [© ]

APPA([|E[0n)(C1, 151y [Om]. .-, 15

m]

[(E[©n](C1, 151y [Om]. - 70(,1)[

], nous savons que
J; - 70(n)[ w4, [K]],A) € [|Fnl],A. Comme
ors [| E[0,](Ch, 131 [Om), -y 62 [Om])[,A €

JEDpA =g
n)
)

[Om]],A, [[K]],A) € [[Fml],A, d ol
k)A€ dom(V[|E[0,)(C,ay, ..., am)[],A(ida)).

On montre a "aide entre autre, de la définition de I'interprétation pour les ré-
curseurs que [|E[0,](Cy, o1, .-, Gom)) (K)|] ,A est également définie.

Montrons maintenant que [|E[0,,](C, ay, ..., a,, ) (E[©,](Ch, Lf(l)[(:)m], . Lf(n) ©m)) (k))],A |

HE[én](CQ, ao(l), ceey aa(n))(k})HpA.

Par définition et en appliquant le lemme 3.51, ona
1EO](C a1, am) (O] (Cr ) O] 0, O (W), =
APPA([IE[Om](C, a1, ... am)[[,A , [|E[Ox)(C1, 150y [Oml, -, 15 [Om]) ()], A) =

» Yo (n)

(S(E0)(C, a1, e, 1) (E[O](Ch, 1) [O], - ff(n)[@m])(k))
|E[€ |

AV (IE[©m)(C, ar, ..., am)[],A(0) (mons ([ E[04](Ch, 151 [Om], oy 5 [Om]) () [,A))) =4
GEBLC, al,...,am><E[én]<cl,L§il)_[ o Fa o).

ALV (IE[©m)(C, a1, ..., am) [, AG) (|1 E[O](Cr, 151y [Oml, -, 151y [Orm]) (K)) [Jmons (p) A)).
Onabien [|E[@n](C’1,_Lf(l)[@m], ...,_Lf(n) [0..]) (k) |Jmons(p) A" € [|ElJmons(p) A,

car [|E[0,](Ch, t51) (O], -, 15 [Om]) ()[[,A € [| Fnll, A

De plus £, étant un type fini, sa complexité estégale a 1 et V|| E[0,,](C, ay, ..., am)|],A(0) =4
R
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Ce qui donne :
VIIE®W](C, a1, ... am) [, AG)([1E[Ou](Cr, 151) [Om], s 15y [Oum]) (K)) [Jmoms (p) A') =

* si A/ FS 5/o\gzﬁ(k;) 7, ¢+ K, oit g est un terme de base.
Vg, si A/ FS 6/o\¢(k) -, q : K, ol ¢ est un constructeur.
On a donc :

(1) [E[On](C, ar, vvsy am) (E[OR)(Crs 151y O], s 15 [Om]) (R))], A =
(B(E[Om])(C, a1, ... ) (B[] (Ch, 151y [Om], s 151, [Om]) (K)) , Adx), dans le
cas ou ¢ est un terme de base.

Dans le cas oll ¢ est un constructeur, on a :

(1) [1E1Om)(C, a1, ..., am) (E[OW)(Ch, 150 [Om]s ooy 150 [Om]) (R)) A =

(S(E[Om)(C, a1, am)(E[O](Ch, 15) O] - g(n)[@ D(F)) ,

V(| BOm](C,ar, .., an) [, A(8)(5 0 6(E[O.)(Ch, e lo)(Omls s 15 [Om]) (k) Ao ) =
(S(E[0,)(C an, ... aam)(E[@n](ClaLf(l)[ mls +oos Ly [Om]) (R)) s Ad-va, )

En effet, si A’ F5 § o ¢(k) ", i ¢ F, alors

A5 50 G(B[B.)(Cr, 131 (O s 13y O] (B) 5 by Frn.

(2) [E[0n](Ca, ao01); s o) (F)[]pA =4 APPA([[E[On)(Ca; o(1), s o)) [1oA 5 [[K]],A) =
(O(E[On)(Co; a6 (1), s Ao (m)) (k) s AV E[O](Ca; o1y, -+, o(m))[]pA(0) (mons([|K[],4)))=
(O(E[On)(Ca; a5(1), -+ Go(m)) (k) ; AD. V[IE[ ml(C, ax, ..., am)[],A8)([[k|Jmons(p)AT)) =
d’ott [| E[0,](Ca, a1y, -+ Ao(my) (k)| A

(QAS(E[(:)n]C(ICIQ), Ao(1)s s Qo)) (K)) , Adx) si A H5 § o 5 0 (k) M, ¢ K, ot g est

un terme de base.

Dans le cas ot ¢ est un constructeur, on a :
~ _ . /\ nf .
(2/) (¢(E[@n](02, Ao (1)« Cbg(n))Uf)) s )\5.2)%(2.)) si A |—S do ¢(l€) —1F, : Fn.

Nous pouvons conclure, & partir des égalités (1), (2) et (1), (2') que:
1E[Om](C, a1, ... am ) (B[On](Cr, t51) [Om], --vs 15 [Om)) (B)],A L [|E[OW](Co, (1), s o(m)) (K)[],A

]

Lemme 3.54. Si le jugement I \- valid est dérivable, alors \x.(x, \d.x) € [|T'|]T.
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Démonstration. Par induction sur la structure de I'.

Corollaire 3.55.

e SiI' - Akind est dérivable, alors il existe une sorte B telle que T' 5 A -,
B.

o Sil' = M : A est dérivable, alors il existe une sorte B et un terme P tels
queT FS AL BerTHS M 2L P B,

o Si' - A = B est dérivable, alors il existe une sorte C telle que ' F° A |
B[C].

o SiI' = M = N : A est dérivable, alors il existe une sorte B et un terme P
tels que T 5 A L5 Bet T'+5 M | N[P] : B.

Démonstration. Considérons le cas du jugement I' - Akind. Grace au lemme
3.54, on sait qu’il existe une valuation de I' vers I'. On sait également, grace au
lemme 3.53 (Correction), que [|A[],A est définie. En employant le lemme 3.51,

on sait qu’il existe une sorte B telle que le jugement I' -5 A ", B soit dérivable.

]

Les corollaires suivants découlent principalement du lemme 3.53 (Correction).

Corollaire 3.56 (Unicité des types). Si les jugements ' = M : AetT' - M : B
sont dérivables, alorsonal' - A = B.

Corollaire 3.57 (Normalisation forte). Si le jugement I' = M : A est dérivable,
alors M est fortement normalisant.

Corollaire 3.58 (Préservation du type). Si le jugement I' = M : A est dérivable
et si M >* N, alors le jugement I' = N : A est dérivable.
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Corollaire 3.59 (Confluence). Si le jugement I' = M = N : A est dérivable,
alors il existe un terme P tel que M >* P et N >* P.

Nous venons de démontrer que le systeme UT'T™ vérifie les propriétés de norma-
lisation forte, de confluence et de préservation du type.
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Chapitre 4

Sous-typage coercitif

Dans ce chapitre, nous nous situons dans le cadre d’un systeme de sous-typage
coercitif développé pour le "Logical Framework" LF' [Luo97c, JLS98, SLOO0], les
coercions y sont vues comme un mécanisme d’abréviation. Le role d’un terme de
coercion c est illustré par 1’utilisation de la regle coercitive suivante :

Thf:(z:K)K' Thhk:Ky TrFKy<.K
I'F f(ko) = f(c(ko)) : [c(Ko)/x] K’

Cette regle stipule que si f est une fonction ayant comme domaine K, kq un objet
de Ky, et c une coercion de K, vers K, alors f(kg) est bien typé et intension-
nellement égal a f(c(ko)). Intuitivement, on peut voir f comme un contexte qui
requiert un objet de K, alors I’argument %, dans le contexte f représente son
image par la coercion, c(ko). Par conséquent, on peut utiliser f(ky) comme une
abréviation de f(c(ko)).

Dans le systeme formel du sous-typage coercitif, on distingue les coercions
de base et les coercions dérivées. Le systeme des coercions basiques est ouvert,
dans le sens ou, de nouvelles coercions peuvent étre déclarées (par exemple par
I’utilisateur). Les nouveaux termes de coercions spécifiés en tant que coercions de
base n’ont pas besoin de vérifier des propriétés particulieres (ils peuvent étre n’im-
porte quelles applications), par contre I’ensemble des coercions de base doit étre
cohérent. Le fait que les coercions entre les mémes types soient égales (condition
cohérence) est li€ a la conservativité de la théorie enrichie du sous-typage coercitif
par rapport a la théorie de départ. Dans ce chapitre, nous étudions les propriétés du
systeme UT'T™ (systeme qui integre une réduction non standard sur les fonctions
entre types finis) enrichi du sous-typage coercitif, basées sur celles de I’ensemble
des coercions de base (comme la cohérence).

(CD)
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Nous nous concentrons sur les questions du processus de completion des coer-
cions et de la conservativité. Le résultat de conservativité dit intuitivement que,
tout jugement dérivable dans le systeme U711 enrichi du sous-typage coercitif,
dont la dérivation ne contient pas de regle coercitive, est dérivable dans le systeme
UTT". De plus, pour chaque dérivation intégrant des regles coercitives, il est pos-
sible d’insérer correctement les termes de coercion manquants afin d’obtenir une
dérivation de UTT". Aussi, nous démontrons dans ce chapitre la conservativité
de UT'T™ enrichi du sous-typage coercitif, ce qui justifie que ce concept de sous-
typage est vraiment un mécanisme d’abréviation.

La preuve de conservativité est difficile, en partie a cause de la complexité
du systeme de types dépendants que nous étudions. La difficulté vient surtout du
fait qu’il faut considérer un algorithme de complétion des coercions basé sur la
structure des dérivations, plutot que sur les jugements ou la syntaxe des termes.
Le théoréme principal stipulant que la fonction de complétion des coercions est
totale, montre que toute dérivation de UT"T™" enrichi du sous-typage coercitif, d un
jugement qui n’est pas un jugement de sous-typage, peut étre transformée en une
dérivation équivalente de UT"T™". Ce résultat justifie non seulement le mécanisme
d’abréviation de ce sous-typage mais fournit une justification et des bases intéres-
santes pour une implémentaion des coercions dans des systemes d’assistance a la
preuve. La preuve de conservativité consiste en trois parties majeures :

e des lemmes sur les propriétés métathéoriques générales de UTT™ enrichi
du sous-typage coercitif ;

e I’élimination de la régle de transitivité pour les sous-sortes dans le calcul
comprenant les regles de sous-typage, les reégles pour les sous-sortes, mais
sans les regles de définition et d’application coercitive ;

e La preuve que la fonction de complétion des coercions qui transforme toute
dérivation de UT"T" enrichi du sous-typage coercitif en une dérivation dans
le calcul sans les régles de définition et d’application coercitive, est totale.

Le résultat principal est que la cohérence de I’ensemble des coercions de bases
implique la conservativité. Dans la section 4.1, nous présentons le systeme formel
du sous-typage coercitif. C’est dans la section 4.2 que nous réalisons la preuve
de conservativité. Nous commencons par énoncer les principales difficultés in-
hérentes a la réalisation de la preuve et justifiant la méthode employée que nous
décrivons dans la section 4.2.1. Puis, apres avoir décrit le plan de la preuve dans la
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section 4.2.3, nous démontrons tous les lemmes nécessaires a la preuve concernant
les propriétés métathéoriques générales de U'T"I™ enrichi du sous-typage coerci-
tif, incluant 1’élimination de la reégle de transitivité pour les sous-sortes. Dans la
section 4.2.4, nous définissons 1’algorithme de complétion des coercions. Pour
conclure, dans la section 4.2.5, nous démontrons le fait que UTT" enrichi du
sous-typage coercitif, est une extension conservative de U7 comme une consé-
quence directe du fait que la fonction de complétion de coercion est totale.

4.1 Présentation : Le systeme formel

L’extension de toute théorie 71" spécifiée dans LI, avec le sous-typage coerci-
tif, est définie par rapport a un ensemble R de triplets (un type, un sous-type et un
terme de coercion qui établit la correspondance entre les éléments du type et ceux
de son sous-type). Un de nos principaux objectifs, est d’investir les propriétés gé-
nérales de toute théorie spécifiée dans L F’' étendue avec le sous-typage coercitif,
notée 7T[R], ainsi ses relations avec la théorie originale 7". Dans cette étude, nous
nous consacrons au calcul UT'T™ enrichi du sous-typage coercitif, noté UTT"[R).
Il faut également noter, que les résultats obtenus pour UTT"[R] sont facilement
transférables a UT'T[R] en raison de la similarité des démonstrations.

4.1.1 Formes de jugements

Avec I’ajout du sous-typage coercitif, de nouvelles formes de jugement appa-
raissent dans le langage.

e ' A <. B : Type signifie que A est un sous-type de B par le biais de la
coercion c.

e ' W K <, K’ signifie que K est une sous-sorte de K’ par le biais de la
coercion c.

L’ étiquette c est appelée terme de coercion. Il sera prouvé dans la suite de ce docu-

ment que pour tout jugement dérivable I' - K <, K, le jugement I' - ¢ : (K)K'
est également dérivable.
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4.1.2 Sous-typage

Nous considérons d’abord un systeme intermédiaire UT'T"[R)],, qui définit
comment les relations de sous-typage sont établies. UTT"[R], est obtenue a par-
tirde UTT", en ajoutant les jugements de sous-typage de la forme I' - A <. B :
Type, ainsi que les regles d’inférence suivantes.

e Regles basiques de sous-typages.

Dans ce document, les regles basiques de sous-typages correspondent a un
ensemble 1? de coercions de base.

rA:Type TEB:Type Tre: (BUANBUB) (ABOER o
'+ A<, B: Type 1)

A, B et ¢ ne contiennent pas de variable libre.

e Regles de transitivité pour le sous-typage.

' A <. B: Type ' A=A"":Type

'+ A" <. B: Type (5T-2)

'+ A <. B: Type ' B=DB":Type (ST.3)
'+ A<, B : Type '

'A<, B:Type I'-B <., C:Type

(ST.4)
I't A <@piayes(e @) C - Type

¢ Regles de congruence pour le sous-typage.

'FA<.B:Type T'Fc=c:(FI(A))EI(B)
'+ A<, B: Type

(ST.5)

e Regle de substitution pour le sous-typage.

Ie: K,I"H A<, B: Type Fl—k:K(ST6)
0 [/ - [k/]A <pyme (/218 - Type T
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4.1.3 Condition de cohérence
Définition 4.1 (Condition de cohérence). On dit que R est cohérent si UTT"[R)],

vérifie les propriétés suivantes :

a) le jugement ' = A <. A : Type n’est pas dérivable, quelque soit le contexte
[, le type A et le terme c;

b) siles jugements ' = A <. B : Type et I' - A <. B : Type sont dérivables,
alorsonal' F c= ¢ : (El(A))El(B).

Dans ce papier, nous présumons que 2 est cohérent.

4.1.4 Sous-sortes

Nous considérons maintenant un nouveau systeme intermédiaire UTT"[R) .,
obtenu a partir de UT'T"[R],, par ajout de nouveaux jugements de la forme I -
K <. K’ et des reégles d’inférence suivantes.

e Regles basiques

I'HA<.B:Type
'+ EI(A) <, EI(B) : Typ

(SK.1)
e

e Sous-sortes et produit dépendant
'K <., Ky Io': K F[a(2)/z]Ky =K,  T'z: K - K)kind
M'E(z: K1)Ksy <. (2 : K})K],
avec c = [f : (z: K1) Kyl : K{]f(ci(2)));

(SK.2)

'K =K Oo' Kk Ky <., K T,z:KF Kkind
'k (z: KKy <. (2" : K7)K}

(SK.3)
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avec ¢ = [f : (v : K1) Ky)lz' : Kieo(f(2));

'K <, K1 T2 K Fla@)/z|Ky <., K T,z:K;F K)Kind

SK.4
ME(x: K)Ky <. (2 : K])K} ( )
avecc = [f : (v K1) Ky[2' : KY]ea(f(er(2))) s
e Transitivité pour sous-sortes
'Ky <. Ky ' Ky,=Kj} 'K, <. Ky 'K, =Kj
K. K.
'Ky <. K} (5K-5) I'F Kj <. K (5K.6)

K<, K TFK <, K"
F I_ K <[m:K]Cz(C1(T)) K”

(SK.7)

e Congruence pour sous-sortes

IFK<,K' Tre=cd: (KK

K.
'K <o K’ (SK-8)
e Substitution pour sous-sortes
. / .
Me: K,T'F Ky <. Ky N_k'K(SKQ)

T, [k /20 F [k/2] K7 </ [k)7) Ko

4.1.5 Regles coercitives

L’extension de UT'T" avec le sous-typage et les coercions est le systeme
UTTT"[R]. Ce systeme est obtenu a partir du systéme intermédiaire UTT"[R) o,
auquel on rajoute les regles d’inférence qui vont suivre. Ce sont ces regles qui
établissent la connexion entre UTT™" et son extension avec la notion de sous-
typage. En effet, seules ces regles ont pour prémisses des jugements de la forme
'+ K <. K’ (spécifique aux jugements de sous-typage et de sous-sortes) et pour
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conclusion des jugements dont la forme peut étre retrouvée dans UTT™.

e Regles d’application coercitive

THf:(z:K)K' Trk: Ky, TFKo< K
I f(k): [e(k)/z] K

(CA.D)

Thf=f:(z:K)K' Thhk =k K TIFK< K
U= f(k1) = f'(ka) : [e(Fr) /2] K’

(CA.2)

e Regle de définition coercitive

F'Ef:i(z: K)K' '+ kg K I'-Ky<. K
['F f(ko) = f(e(ko)) : [c(ko) /2] K

(CD)

4.2 Preuve de conservativité

4.2.1 Principaux problemes, méthode et résultats

Commencons par énoncer les principales difficultés inhérentes a la réalisation
de la preuve et justifiant la méthode employée.

4.2.1.1 Completion des coercions

La confiance en les coercions comme mécanisme d’abréviation repose sur la
possibilité d’insérer de maniere uniforme toutes les coercions qui ont été omises
lors de I’application des regles CA.1, CA.2 et CD. L’idée principale est la sui-
vante : si nous avons un jugement dont les termes et les sortes composant ce
jugement sont dérivables dans UT"I", ces derniers ne seront pas modifiés par I’al-
gorithme de complétion de coercion et leur UT'T"[R]-dérivation deviendra une
UT'T"-dérivation.

Exemple 4.2. Considérons une inférence faisant appel a la régle d’application
coercive (CA.1).
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F'Ef:(x: K)K' I'k: K I'-Ky<. K
I'E f(k): [c(k)/z]K'

Nous présumons qu’il existe des UTT"-dérivations des jugements I' - f : (x :

K)K'etT' b k : Ko, ainsi qu'une UTT"|R]-dérivation de T' + Ky <. K. A

partir de la UTT"|R]-dérivation de I' - K, <. K, il est possible d’obtenir une

UTT"-dérivation du jugement I' b ¢ : (Ko) K. Nous pouvons maintenant obtenir

une UT'T"-dérivation du jugement I' = f (k) : [c(k) /x| K' de la maniére suivante :

(CA.1)

The: (K)K TFk:K,
'Ef:(z: K)K' 'Fek): K
[E fe(k)) : [e(k) /=] K

Les regles (C'A.2) et (C D) peuvent étre modifiées de la méme maniere.

(5.5)

(5.5)

Cette construction nous suggere comment on pourrait définir une transforma-
tion appelée W, pour la dérivation complete. On partirait du début de la dérivation
vers la fin, en remplacant les jugements de sous-sortes des prémisses des regles
(CA1)(CA.2) et (CD), par la dérivation de leurs termes de coercion et en modi-
fiant les regles de maniere adéquate. Le résultat attendu est une U777 -dérivation
pour les dérivations qui ne contiennent pas de jugement de sous-typage ou de
sous-sorte, ou alors respectivement une dérivation dans les extensions conserva-
tives UTT", en ’occurrence UTT"[R], et UTT"[R].. Cette idée de construc-
tion fonctionnera correctement, seulement si on peut garantir une correspondance
entre les prémisses de chaque regle ou au moins qu’elles soient égales dans UT"T".
Il faut remarquer qu’un méme terme ou sorte peut étre modifié de différentes ma-
nieres selon la dérivation, car différents termes de coercion peuvent étre insérés.
Cela représente un des cas ol I’on constate I’importance des conditions de cohé-
rence. Prenons I’exemple de la UT'T"[R]-dérivation suivante :

d1 d2
].—"_fI(IL'CKl)KQ PFkKl

F (k) : [k/a] K
Considérons que les UTT"|R|-dérivations des prémisses d; et dy deviennent,

aprés transformation, les dérivations W(d;) et W(dy) dans UT'T" des jugements
do
I"E ff (e K))KyetT” = K" © K respectivement. Dans ce cas, les sortes

correspondantes dans I et I, devraient étre égales dans UT'T" et les mémes pour
K et K. Si toutes ces sortes sont égales dans UTT", il existe donc un moyen
d’insérer les UTT"-dérivations de ces égalités.

(5.5)
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4.2.1.2 Le probleme de conservativité

Nous pouvons dire que le probleme de conservativité est un des principaux
problemes, quand nous considérons le sous-typage comme un mécanisme d’abré-
viation. ’exemple suivant va aider 2 mieux comprendre son importance ainsi que
sa connexion avec les conditions de cohérence.

Exemple 4.3. Nous affirmons n’avoir aucune connaissance concernant les condi-
tions de cohérence.

'FA:Type THB:Type TkFe:(El(A)EIN(B) (A B,c)€R
'A<, B:Type

Considérons qu’il existe un autre terme basique de coercionT' = ¢y : (EI(A))El(B)
tel que ¢y = co n’est pas derivable dans UTT".

En utilisant la regle C'D, il est possible de dériver les jugements suivants :

Iz @ BlU(A) & [y : BUB)ly(ai(z)) = (ly : EU(B)|y)xr : EI(B) et I'z:
El(A)F [y : EUB)ly(ca(x)) = ([y : EU(B)ly)x : El(B).

De plus, en appliquant la (3-réduction (regle 5.7), il est possible d’obtenir : ', x :
El(A) Fc(z) = ([y: EU(B)|y)z : EI(B) et T,z:El(A)F co(z) = ([y:
El(B)]y)z : El(B).

Par la symétrie et la transitivité, on peut avoir I, x : El(A) c1(x) = eo(x)
El(B), puis dériver T' =[x : El(A)]ci(z) = [z : El(A)]ca(z) (EL(A) El(B).
En appliquant la n-réduction (régle 5.8), le jugement I' & ¢y (z) = co(x) : El(B)
peut étre dérivé. Ce qui mene a une contradiction.

Comme le montre cet exemple, les regles de coercions peuvent générer de nou-
velles égalités, ce qui est en désaccord avec leur utilisation comme un mécanisme
d’abréviation. 1l est difficile de prévoir quelles peuvent étre les autres consé-
quences de ces nouvelles égalités.

Les conditions de cohérence sont nécessaires afin d’éviter des situations comme
celles rencontrées dans I’exemple ci-dessus.

(ST.1)

4.2.1.3 Propriétés méta-théoriques de UT'T"[R] et ses sous-systémes

Un systeme relativement riche comme UTT"[R], contient plusieurs groupes
de régles d’inférences qui interagissent entre elles de maniere relativement com-
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plexe. Pour que ce systeme soit un instrument efficace, nous devons d’abord étu-
dier ces propriétés basiques, ce qui inclut plusieurs résultats qui peuvent étre vus
comme une forme d’élimination partielle de coupures, par exemple 1’élimination
des regles de substitution, de transitivité pour les sous-sortes ou d’affaiblissement.

Un autre groupe de résultats importants, concerne les jugements présupposés
et leurs dérivations. Par exemple la dérivabilité d’un jugement de la forme

Q1. Tt Qp Ky = Ky

présuppose la dérivabilité des jugements :

xl:Ql,...,xi,l:Qi,ll—Qikind, xlel,...,xi:QiFvalid 1§2§n,
etz 1 Qr,..., T, Qp - Kjkind (j = 1,2).

Comment peut-on obtenir ces jugements présupposés et quel est le lien entre la
dérivation d’un jugement présupposé et la dérivation principale ?

Ni le probleme d’élimination de régles, ni celui des jugements présupposés
n’admet de solutions directes. Comme illustration des difficultés possibles, nous
verrons quelques exemples. Ces exemples aideront a comprendre 1’ordre dans le-
quel les lemmes peuvent étre organisés pour démontrer le résultat principal.

Exemple 4.4. Essayons d’éliminer la regle de substitution 6.7 par une induction
sur la taille de la dérivation.

d d
Ta: KTFk:K' T,o:KTFK =K .
De: K, I'"FEk:K' -k =k
U, [k /)T & [k Jx)k = [ko/2]k @ [ky /2] K’
1l semble naturel d’appliquer la régle adéquate de substitution au jugement fi-

nal de dy, puis de I’éliminer par hypothese d’induction, ce qui nous donne la
dérivation :

(3.1)

K 67

d d
To: KT Fk:K' Thhk—=k:K
U, [k /x]T = [k /x)k = [ko/x)k - [k /2] K"
Ensuite il faut remplacer la sorte [k /x| K" par [ki/x]K'. Pour cela il nous faudra
obtenir la dérivation suivante :

(6.7)

d h
To: KTFEK =K Thhk:K

I [kfl/JT]F, F [/{Jl/x]K” = Uﬁ/x]K’ (6.4)
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Enfin, en appliquant la regle 3.2 aux deux jugements dérivés précédemment nous
aurions :

T, [k /2]T" F [k 2]k = [ko/2]k’ : (k1 /)K" T, [k /2]D" F [k f2] K" = [k /2] K

U, [k /x]T & [k /x)k = [ko/x)k - [k /2] K’
h
Le probléeme est qu’il nous manque la prémisse I' = k; : K. Nous pourrions

ds
l’obtenir a partirde I' - k1 = ko : K comme jugement présupposé.

En méme temps, nous pouvons éprouver quelques difficultés a obtenir des ju-
gements présupposés. Considérons par exemple une dérivation se terminant par :

rEf=f:(x: K)K' Dbk =ky: K
'k f(kl) = f’(k)g) . [kl/%']K/

Nous voulons obtenir le jugement f’(ks) : [ki/x]K’. En procédant par induc-

tion sur les prémisses on obtient les jugements ' - f": (v : K)K' et F ko : K.

Si on applique laregle 5.5, on a f’(ks) : [ko/x] K’ or la sorte devrait étre [k; /x| K’.

Pour obtenir le jugement désiré, nous aurons sans doute besoin de faire appel aux

substitutions, or nous rappelons que nous cherchons a les éliminer également.
Considérons un autre cas, une dérivation se terminant par :

(5.6)

Iz:KiF K=K} 'K, =
'k (z: K1)K] = (z: K3)K]},

ol on cherche des dérivations des deux jugements I' - (z : K;)K|Kind et I' -
(x : K3) K;Kind. En appliquant I’hypothese d’induction a la prémisse gauche, on
obtient les jugements I,z : K; - K{Kind et I', z : K; - K/Kind. Pour le pre-
mier jugement, il suffit d’appliquer la régle 5.1 pour avoir I' - (z : K;)K{Kind.
Par contre, appliquer la régle 5.1 au second jugement nous donne comme résultat
I' F (z : K;)K}Kind. La sorte K devrait étre changée en K,. Pour sauver la
situation il faudrait appliquer la regle 3.3 comme suit :

K (5.2),

[z : Ky F K)Kind 'K, =K,
Iz : Ky F KiKind

La regle 3.3 fait partie des regles admissibles que nous souhaitons éliminer.

(3.3)

Pour résoudre ces problemes, nous commencons par considérer certaines regles

80

(3.2)



dans une formulation affaiblie et moins problématique. A 1’aide de ces regles,
nous prouvons une variante du théoreme d’extraction de jugements présupposés
et par la suite, nous considérons le cas des regles qui pose les principales difficul-
tés.

Tous ces résultats sont présentés sous la forme de transformations algorith-
miques de dérivations. Par exemple toutes les dérivations utilisant les regles de
substitution sont transformées en des dérivations sans présence de regles de sub-
stitution, ou encore, de toute dérivation d’un jugement d’égalité, on peut extraire
une dérivation du typage d’un des membres de cette égalité, etc.

Avec cette approche, nous conservons plus d’informations sur les dérivations
que dans les approches qui utilisent des regles admissibles. La présence de regles
admissibles au sein d’une dérivation ne nous fournit aucune information sur la
relation entre les dérivations avec ou sans ces regles.

Comme nous avons pu le remarquer précédemment, I’opération de complétion
des coercions dépend des dérivations. Ce fait est d’une importance cruciale dans
I’étude des propriétés de UTT"[R]. L’ admissibilité est trop faible pour pouvoir
dire quoi que ce soit sur le lien entre la complétion de coercions des dérivations
avec ou sans les regles admissibles, ou encore le lien entre les dérivations de cer-
tains jugements et les jugements présupposés qu’on peut en extraire. Ce lien peut
étre établi plus facilement en présence de procédure explicite d’élimination et
d’extraction.

4.2.2 Plan de la preuve

1. Dans la section 4.2.3.3, on retrouve les principaux résultats suivants :

e Les lemmes d’élimination de la régle d’affaiblissement (wkn), d’élimina-
tion de la regle de retypage de contexte (3.3), ainsi que ceux d’élimination
des substitutions. La regle de retypage et celle de substitution sont consi-
dérées dans leurs formulations affaiblies.

e Les lemmes concernant les jugements présupposés et I’extraction de leurs
dérivations a partir de la dérivation du jugement principal. Certaines regles

sont également considérées dans leurs formulations affaiblies.

e [’équivalence entre les regles dans leurs formulations affaiblies et leurs
formulations ordinaires est effectuée a I’aide du lemme 4.20.
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L’ordre dans lequel apparaissent les lemmes est trés important. Cela nous
évite de prouver I’ensemble des résultats par une seule et unique induction
fastidieuse et tres compliquée.

2. Dans la section 4.2.3.4, nous prouvons a 1’aide des lemmes précédents que
la transitivité pour les sous-sortes peut étre éliminée dans la théorie UTT" [ R) .
Pour chaque dérivation d du jugement I' = K <. K’ qui ne contient aucune
des regles coercitives (C'A.1), (C'A.2) et (C'D), on peut construire une autre
dérivation d’ du jugement I' H K <, K'ouI' F ¢ = ¢ : (K)K' est
dérivable dans UT'T™". L’élimination des regles de transitivité pour les sous-
sortes permet de montrer que les conditions de cohérence sont vérifiées pour
les jugements de sous-sorte, si leurs dérivations ne contiennent pas de regles
coercitives et en admettant que les conditions de cohérence soient vérifiées
pour le sous-typage.

3. Dans la section 4.2.4.1, nous définissons I’opérateur ¥ de complétion de
coercions. A ce niveau, nous ne sommes pas encore en mesure de garantir
que VU est définie pour toutes les dérivations de UTT"[R].

4. Dans la section 4.2.4.2, nous montrons la relation qu’il existe entre W et
les procédures d’élimination et d’extraction décrites dans la section 4.2.3.3.
Pour étre plus précis, si W(d) est définie, et si la dérivation d’ est obtenue a
partir de d par les procédures d’élimination et d’extraction citées plus haut,
alors W(d') est également définie, de plus les jugements finaux de ¥(d) et
U(d') sont égaux dans UTT™.

5. Dans la section 4.2.4.3, on prouve que ¥ est définie pour toutes les dériva-
tions, si les conditions de cohérence sont satisfaites.

6. Pour finir, la section 4.2.5 est consacrée a montrer que le résultat de conser-
vativité est la conséquence du fait que la transformation W est totale.

4.2.3 Propriétés méta-théoriques

Nous explorons dans cette section, les propriétés méta-théoriques du systeme
UTT"R].
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4.2.3.1 Sous-systemes

nn

’exposant ajouté au nom d’un systeme signifie que les régles suivantes
ont été supprimées :

e larégle d’affaiblissement wkn ;

e laregle de retypage de contexte 3.3

e les regles de substitution de LF' 6.1-6.7;

e les regles de substitution pour le sous-typage et le subkinding S7'.5, SK.9.
Comme LF C UTT" C UTT"[R], C UTT"[R]., nous avons également

LF~ Cc UTT'~ C UTT'[R|; C UTT'[R];,.

Nous considérons également des variantes de certaines regles ayant des pré-
misses supplémentaires. Ce sont les régles affaiblies. La variante d’une regle r
sera nommée 1.

Retypage de contexte

Dx: K,I"HJ ' K=K Tt Kkind
Dye: K\ T"FJ

(3.3")

Les regles de substitutions

Do KI'EKind  Dbky=ky: K Thh:K Dbk K oo
U, [k /)T b [ky /2] K’ = [ko/ 2| K’ '
Fe: K\ I"FE : K I'Fki=k: K THkEk: K F'_kQ:K(67,)

T, [k /2] F [k J2)k' = [ko/2]K’ : k1 J2]
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Transitivité et congruence pour le sous-typage

I'HA<.B:Type A=A :Type I'H A :Type
'+ A" <. B: Type

(ST.2")

'A<, B:Type I'-B=RB:Type I't+ B :Type
'A<, B :Type

(ST.3")

Transitivité et congruence pour les sous-sortes

I'FEK <. Ky T'FKy,=K), TF Kikind
I'F K, <. K}

(SK.5")

I'FK <. Ky T'FK =K TFKkind
I'F K| <, K,

(SK.6")

On dénote par UTT"[R],, le systtme UTT"[R] dans lequel les regles affai-
blies vues plus haut, remplacent celles correspondantes dans leur formulation or-
dinaire. Le calcul UT'T"[R],, est obtenu de maniere similaire a partirde UTT" [R] ™.
Nous montrerons par la suite, I’équivalence entre les calculs avec la formulation
affaiblie et ceux avec la formulation ordinaire des régles vues plus haut. Il faut
bien noter qu’aucun calcul que nous considérerons, ne contient a la fois les regles
dans leur formulation affaiblie et ordinaire.

4.2.3.2 Propriétés basiques

Nous présentons ici quelques propriétés basiques de notre systeme qui nous
seront utiles pour réaliser la preuve de conservativité. Nous commencons par in-
troduire quelques définitions, et nous fixons certaines notations.

Définition 4.5 (Constituants d’un jugement).
Nous appelons constituants d’un jugement I' & J, les éléments suivants :

e les sortes des variables de T ;
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e [es sortes des variables liées ;

e SiJ = Kkind ou J = K, = K alors K, respectivement K, et Ky sont des
constituants ;

e SiJ=k:Kould=Fk =ky: K alors k et K, respectivement k1, ko et K
sont des constituants ;

e SiJ=A<.B:Typealorsc, A, Bet Type sont des constituants ;
o SiJ =K, <. Kyalors c,K; et K5 sont des constituants.
A, B, ¢, k, ki et ky sont appelés des terme-constituants tandis que K, K, K,

et Type sont des sorte-constituants de I' = J. Ces constituants sont considérés
différents dans chacune de leurs occurrences.

Remarque 4.6 (Notation).

Soit I" =2 - Ki,...,2), K, ,etI" =2af : KY,...,2! : K, nous admettons
Uabréviation T - T = T signifiant :

'+rK{ =K/ To:K/'FK,=K}] ..., Tho:K/ ...,0p1: K | F
K = K",

Nous considérons également comme abréviation I’égalité entre des jugements
de la méme forme. Cela inclut I’égalité entre les contextes introduits précédem-
ment ainsi que 1’égalité entre les constituants se trouvant du coté droit du signe
"+" des jugements. Il faut faire attention a I’ordre dans lequel les égalités sont
considérées. Par exemple I’expression ' -k : K = 1"+ k' : K' est une abrévia-
tionpour-T =1""THFK=KetT'Hk=FK:K.

Pour les regles d’inférences nous utiliserons [’abréviation

IMkJ DRI =1
L,k J

pour représenter l’inférence suivante :

(3.3)
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. /
F,Z‘l 'K17"'

s KT ' K| =K/

Doy K7 oo xn KL E T

(3.3)

......... Doy KY, oo yopq K F K =K

4

" (3.3)

ooy K7 oo yxn c K E T

(... signifie une série appropriée de regle de retypage 3.3).
Une abréviation similaire sera utilisée pour une série de regles de retypage utili-
sant la formulation affaiblie 3.3'.

Si on considére deux dérivations d et d', la notation d ~ d' signifie que les
jugements finaux de d et d' sont égaux dans le sens décrit précédemment.

Passons maintenant aux propriétés basiques de notre systéme.

Lemme4.7. UT'T"[R], est une extension conservative de UTT", c’est-a-dire que,
si l'expression J n’est pas de la forme A <. B : Type, alors le jugement I - J
est dérivable dans UTT" si et seulement si I' &= J est dérivable dans UTT"[R),.

Lemme 4.8. Les conditions de cohérence sont vérifiées pour le systeme UTT"[R)|.

Lemme 4.9. UTT"[R],; est une extension conservative de UTT"|R),, c’est-a-
dire que, si l'expression J n’est pas de la forme K <. K', alors le jugement
I' = J est dérivable dans UTT"|R), si et seulement si I = J est dérivable dans
UTT"R] ok

Lemme 4.10.

(a) Siun jugement de la forme I' = Kkind est dérivable alors K est soit une El-
sorte (sorte de la forme El(t)), une sorte-produit(sorte de la forme (x : Q)Q)')
ou la sorte Type.

(b) Si un jugement de la forme I' - K = K’ est dérivable alors K et K' sont
simultanément soit des El-sortes, des sorte-produits ou les sortes Type.
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(c) Si un jugement de la forme I' b K <. K’ est dérivable alors K et K' sont
simultanément soit des El-sortes, des sorte-produits ou les sortes Type.

Démonstration. Preuve par induction sur la taille des dérivations.

(a) Cas de base. C’est lorsque I’on rencontre une des regles 4.1, 4.2 ou 5.1.
Pas d’induction. Les regles a considérer sont les regles 4.1, 4.2, 5.1 et 6.2.
Evident pour 4.1, 4.2 et 5.1. Pour 6.2, par hypothese d’induction le lemme est
vrai pour K, donc vrai pour [k/x] K car la substitution, selon sa définition ne
change pas la structure d’une sorte.

(b) Cas de base. C’est lorsque 1’on rencontre une des regles 2.1 ou 4.3.
Pas d’induction. Les régles a considérer sont les regles 2.1, 2.2, 2.3, 4.3,5.2,
et 6.4. Evident pour 2.1 et 4.3. Prenons I’exemple de 2.2, par hypothese d’in-
duction le lemme est vrai pour K et K’, ¢’est ce qu’on souhaite démontrer.
Pour 6.4, par hypothése d’induction le lemme est vrai pour K et K, il I’est
donc pour [k/x] K et [k/x] K’ car la substitution, selon sa définition ne change
pas la structure d’une sorte.

(c) Cas de base. C’est lorsque I’on rencontre une des regles SK.1 -SK.4.
Pas d’induction. Les régles a considérer sont toutes les regles pour les sous-
sortes. Evident pour SK.1 -SK.4. Exemple pour SK.5, par hypothese d’induc-
tion et grice au b), le lemme est vrai pour K et K}, c’est ce qu’on souhaite
démontrer. Pour SK.9, par hypothese d’induction le lemme est vrai pour K
et Ko, il I’est donc pour [k/z] K] et [k/x] K5, car la substitution, selon sa dé-
finition ne change pas la structure d’une sorte .

]
Lemme 4.11. Si un jugement de la forme I & J est dérivable, alors FV (J) C
FV (D).

Démonstration. Par induction sur les dérivations.

Lemme 4.12. Si le jugement I, x : K - valid est dérivable, alors x ¢ FV (I).
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Démonstration. Preuve par induction sur la taille des dérivations.

Cas de base. Quand apparait la regle 1.2.

Pas d’induction. les regles a considérer sont wkn, 3.3, 6.1. On applique 1’hypo-
thése d’induction aux prémisses.

]

4.2.3.3 Eliminations et jugements présupposés

Nous présentons dans cette section des algorithmes permettant d’éliminer des
regles admissibles et de construire des dérivations de jugements présupposés, a
partir de la dérivation d’un jugement principal.

Lemme 4.13 (Sous-dérivations). Nous nous positionnons dans le systeme UTT"[R] .

(a) Toute dérivation d du jugement I'y, 'y &= J contient une sous-dérivation V' (d)
du jugement 'y - valid.

(b) Toute dérivation d du jugement ', x : K,'y & J contient une sous-dérivation
Kt (d) du jugement T’y - K Kind.

(c¢) Toute dérivation d du jugement I' = (x : K1) K5 contient une sous-dérivation
p_°(d) du jugement ',z : K1 - KyKind.

Démonstration. Par induction sur la taille (le nombre de régles) des dérivations
des prémisses gauches. Nous considérons quelques cas a titre d’exemple.

(a) Cas de base.

4="T T, F valid a.D

avec I'y = (0. Vi (d)=T'; - valid.

Pas d’induction. Considérons la regle (J-eq) :

d _ _ _ _
T1.Ts F E6n](C a1, miam) : (Fa)A  T1,Ta F E[O)(Cr X ) [Om), oo i) [Om]) : (Fa)Fm

d=

I, Takk:F,

T'y,T2 F E[6,](C, a1, ...,am)(E[@n](Cl,Lf(l)[(:)m], ,Lf(n)[(:)m})(k) = E[(:)n](C'g,aUu), vy O (n))(K) A

dy
onaVp (=T F valid.
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(b) Montrons d’abord que toute dérivation d du jugement I'y,z : K F valid
contient une sous-dérivation K. (d) du jugement I'; - Kkind.
Seule la regle (1.2) est a considérer :

d
4o L F Kkind
=T,z:K I valid

(1.2)
KL (d) = dy.

Revenons a K7, .

Pour toute dérivation d du jugement I'y,z : K,T'y - J,onad; = I'y,x :
i, () K, ()
K F valid,deplusI"y F  Kkind, donc K} (d) = Kt (V7 (d1)).

(c) Seule laregle (5.1) est a considérer :

d
o Dok - Kokind
= I't (2 : K;)K.kind

5.1

]

Nous passons maintenant aux dérivations de UTT"[R]
regles.

étendues par certaines

dr do
Lemme 4.14. Soit la dérivation d = 11, o= J  T'y,I'3 - valid oul
(wkn)
Fl) F27 F3 l_ J
les dérivations d; et dy ne contiennent pas la regle wkn. Il existe un algorithme
E ... qui transforme d en une dérivation du méme jugement mais ne contenant

pas la regle wkn.

Démonstration. Preuve par induction sur la taille de d;.
Cas de base. Le cas de base est le suivant :

<> valid a.hy
I's - valid

Fdl—2 lid
p 3 - vali

(wkn)
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Avec 'y =Ty = (). Dans ce cas E . (d) = d».

wkn

Pas d’induction. Nous considérons les dernicres prémisses de la dérivation d;
auxquelles nous appliquons la reégle (wkn) avec la conclusion de la dérivation ds.
Nous éliminons ensuite (wkn) par hypotheése d’induction. On applique la derniere
regle de d;.

e Considérons le cas suivant comme illustration :

do
L)Loy:QF Qkind o B
Fl; FQ F (y . Q)Q’kind ' Fl; Fg F valid
F17 F37 FQ = (y : Q)Q/kind

Par hypothese d’induction la dérivation suivante est définie

d

(wkn)

d d
Iy, Tyy:QF Qkind Ty, F valid

U = Eo k

% = Fuml 1,13, s,y : Q F Q'kind (wWkn))
dyy
on aEZ}kn(d) = F17F37F27 Yy Q = Q'kind (5 1)
[, 03,0 F (y: Q)Q'kind
e Le seul cas exceptionnel est le suivant :
do )
r ¥ I'_I?Il—ﬂl«lz(lilid 1.2) r KT (Ii—z alid

d= 0, T : A\ 0z K3k v k)

Fo,SC . K, F3 F valid
AvecTy =T,z : Ket'y = (). Dans ce cas E; ;. (d) = ds.

wkn

]

di do d3
Lemme 4.15. Soit la dérivationd = 1T, v : K, I" = J ' K=K Tt K'kind
Dx: K T"EJ
ou les dérivations dy, dy et d3 ne contiennent pas la regle 3.3'. 1l existe un algo-
rithme E;, qui transforme d en une dérivation du méme jugement mais ne conte-
nant pas la régle 3.3

(3.3)
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Démonstration. Preuve par induction sur la taille de d;.
Cas de base.

dy da ds
d= I'x : K | valid 'K =K T Kkind
- [z : K'+ valid

(3.3")

r ICE% K'kind
I'z : K'F valid
Pas d’induction.

e Pour la plupart des cas, on applique la regle 3.3" aux prémisses de d; que
I’on élimine par hypotheése d’induction. Prenons I’exemple suivant comme
illustration :

E’(d)=

(1.2)

d
F,x:K,F',?/:QI—OQ'kind 5.1) 0 i
i Dz: K, I"F (y:Q)Qkind 'K =K' TF K'kind 3.3
- Doz: K' T'F (y : Q)Q'kind ‘

Par hypothese d’induction la dérivation suivante est définie
d d d
Fe:KTy:QF Qkind TFK=K' TF Kkind
Dox: K T y: QF Qkind

dy = B (3.3")

do
ona Fm:K/F/y:QI—Q’kind
E(d) =— L 1
() Loz KT F (y: Q)Q'kind G-I

e Considérons le cas particulier suivant :

d,
Tz KT F valid
Ne:K,I"Fz: K

1. d d
A3 v Pk TF Kkind

d= Tz K. T'Fa: K (3-39
Par hypothese d’induction la dérivation suivante est définie
do do ds
. / 2 _ / 1A
i =B, I z: KT - valid ' K=K TF Kkind (3.3")

[,z: K' T+ valid
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Nous prenons E;, (d) =

d
Ik K=K i
K =K Tz: K T'F valid
T K UFK =K

a 2.2
Tz K. T'F valid (2.2)

De: K I"Fx: K

(1.3)  Ej(
De:K' I"'Fx: K

(3.2)
0

Lemme 4.16. [l existe des algorithmes 12, r%., co® qui extraient d’'une UTT"[R],,-
dérivation d d’un jugement de la forme I' = A <. B : Type, les dérivations de
'HA:Type, I' - B :TypeetT - c: (EI(A))EL(B) respectivement. Si d est
une dérivation de I' = K <. K' alors ces algorithmes extraient les dérivations de

'+ Kkind, T+ K'kind et T + ¢ : (K)K'.

Démonstration. Induction sur la taille des dérivations. Considérons les cas sui-
vants :
e Cas:

di ds ds
_I'FA:Type TI'FB:Type TI'tc:(EI(A)EI(B) (Ac,B)eR
= I'r A<, B Type ST

Ce cas couvre le cas de base ainsi que les pas d’induction. 12 (d) = d;,
r2(d) = dy et co°(d) = ds.

e Cas:

d d d-
d_F|—1A<CB:Type FIEA:A’:Type Fle/:Type

T.2’
'+ A" <. B:Type S
On a lo<(d) = d3, l'o<(d) = I’O<(d1).
De plus co°(d) est définie de la maniere suivante :
r (d1) 12 (d1)
r v B: T‘ype @2) I + A: ’I"ype @2)
Lr E(B)Kina Lr FI(A)Kind " .
£ (i 1 FEUB) = BI(B) @ T.z: El(A)Fvalid r'E A=A : Type s
whn (VKR T,z : BI(A) - EI(B) = EI(B) ) T+ EI(A) = EI(A') (5'2) w )
T+ : (EI(A)EI(B) = (EI(A"))EI(B) O Y L may BB

3.1
T Fc: (El(A)EI(B)
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]

dy do
Lemme 4.17. Soit la dérivationd = I',v : K\I"HJ  THE:K
L [k/z]T" F [k/x]J
(sub) représente une des regles 6.1-6.5 ou SK.9. Les sous-dérivations d et dy ne
contiennent pas de régle de substitution. Il existe un algorithme E ., qui trans-
forme la dérivation d en une dérivation sans les regles représentées par (sub).

(sub) " %

Démonstration. Prenons la dérivation d =

Dy _ Doy _ _ B D3
Tz: KT/ b E@m](C a1, ...,am): (Fm)A Tz: KT/ F E[en](cl,Lf(l)[em],4..,@‘(”)[@,”]) 2 (Fp)Fm Naz: KT F q:F,
—~ - — — — (9-eq) d
Dyz: K, I’ b B[Om](C, a1, ..., am)(EO](C1, ¢ 1) [Om], vs ¢35, [OmD) (@) = ElOn](C2, ag(1), -+ o (n))(@) : A r¥ kK )
— - - — — (6.5)
T, [k/2] - [k/a)(B[Om](C, a1, ... am) (BIOn](C1, 11y [Om], s 15 () [Om]) (@) = [k/)(B[On](C2, ag(1), -+ G (n)) (@) : A
OnakE,,(d) =
Dy _ Dy _ _ _ D3
L, [k/z]lY + [k/z]E[Om](C,a1,...,am) : (Fm)A L, [k/z]0 & [k/z]E[On](Cr, e} 1) [Om], -y 13, [Om]) : (Fn) Frm L, [k/z]lY + [k/x]q: Fn
— — — — - (¥-eq)
L, [k/a]0" F [k/2] E[Om](C, ar, .. am)([k/x] E[On] (C1, ey [Om], st X [Om]) ([k/2la) = [k/]E[On](C2, ag (1) oy ao ) ([k/lg) : A
Dy _ da
! = Dyz: KTV b EOn](C,a1,....,am): (Fn)A '-k:K
avec D} = i [Om](Ca1, ..., am) : (Fin) €3
L, [k/2]T" & [k/z] E[Om](C, a1, ..., am) : (Fm)A
Dy _ da
D, = Dz: KT F E6,](C a1, ...,am) : (Fm)A TFk:K 63)
L, [k/z]T’ & [k/z]E[Om](C, a1, ...,am) : (Fm)A '
, Dy _ do
/! — T,z: K, F EBGn](C,a1,..,am) : (Fm)A rFk:K
et Dy = Ie [Om](Ca1, s m) : (Fn) ©3)

T, [k/z]T" & [k/Z]E[Omn](C, a1, ...;am) : (Fm)A

Notons que

(k)21 E[6,)(C. a1, e a0) (/2] E0,](Co, 121 O], o 2, [61]) (e 2lg) =

[k/2)(E[0m](C, a1, ..., am) (E[Ou)(Cr, 51)[Orm], s 15 [Om]) (0))
etque B

[k/2] E[On](Ca; ao(1); s ao(m))([F/x]q) = [k/2)(E[On](Cs, 1), -+ o)) (4))

Il existe deux cas spéciaux n’employant pas la méme méthode :
do
I' H KKind
e d; se termine par (1.2) : Tz K Fl‘l,lalid (1.2) T Tlf kK
d I valid 1)
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V2, (do) Vi (d2)
nous prenons E,(d) =T+ valid ou Egu(d)=T F valid.

d
. T.z: K,T'F valid .
e d, setermine par (1.3): Ts KT Fo: K (1.3) I |_2 kK

d= T, [k/2]0 F k: K 63)
nous avons :
Moo K, valid TEk: K
xX vall .
do E ) ’ 1
E.u(d) = B2, ( P g g el T, [k/x]T" - valid (k) ©.1)
= n

sub whn T k/all kK v

0

Lemme 4.18. (On considere ici les regles affaiblies). Soit la dérivation
d d d d
To: KT FKKind Thk—k:K TEk:K TFk:

K ]
T, [k /2]l & [k /2] K = [ky /2] K (6.6°)

d=
ou
dy da ds3 dy
De: K, I"HE: K 'k =k : K 'tk : K T'Fky:
F, [kl/x]F’ l_ [kl/l']k/ = [kg/l’]k, . []fl/SC]K/
Les dérivations dy, ds, ds, dy ne contiennent pas de regle de substitution. Il existe

un algorithme E., qui transforme d en une dérivation du méme jugement mais ne
contenant pas de regle de substitution.

K (6.7°)

d=

Démonstration. Soit la dérivation

I z: K, T F valid @.1) i ds i

d= Iz : K,T"+ Type Kind I'Fki=k: K 'tk :K T'Fky:
- T, [k /x]T" - Type = Type

K (6.6")

OnakE.(d) =
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d
[,o: K,T'FTypeKind T F k :
T, [k /]I - Type Kind
T, [k /z]T" - Type = Type

K 62)
@.1)

Esub(

]

Lemme 4.19. I/ existe un algorithme E°, qui transforme toute UTT" | R),,-dérivation
d en une UTT"[R],,-dérivation.

Démonstration. A 1’aide des algorithmes d’élimination définis précédemment.

O]
On considere maintenant des cas plus compliqués de jugements présupposés.

Lemme 4.20. (Split-lemma). 1l existe des algorithmes I, r>, 12, r° et kd® qui
transforment toute UTT"[R|. -dérivation d de

1) T'+ Ky = K5 en deux dérivations I2.(d) de I = Kikind et r>(d) de T F
szind N

2) ' F ki = ko : K en deux dérivations 12(d) de I' + ki : K et r2(d) de
'+ kQ . K,’

3) I'E3: K en une dérivation kd°(d) de I - Kkind (% denote un terme ou une
égalité entre termes).

Démonstration. Voyons les trois cas simultanément par induction structurelle sur
les dérivations.

Cas de base. Ce sont les cas ou I’on ne retrouve pas comme prémisse de la der-
niere regle de d, 1’égalité pour 1) et 2) ou un jugement de typage pour 3). Ce qui
inclut la regle 2.1 pour 1), la regle 2.4 et les déclarations d’égalité pour 2) et la
regle 1.3 et les déclarations de constante pour 3).

d
1) sid=_T F Kkind (2.1)> alors 12(d) = r2(d) = d.
'-K=K

o
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d
2) e sid= TFk:K (2.4)> alors 12(d) = r2(d) = dp.

'-k=k:K 5 b
1 2
e sidse termine par une égalité déclarée,d = ...I' ki : K T'F ky: K
'k k?l = kg K
alors [2 (d) = Dy etr2(d) = Ds,.
d
3) o sid= Lot K.UTFvalid (o alors
Ne:KI'Fax: K
K2 (do) .
o — . . / .
kd°(d) = B I' v Kkind [',z:KI'TF valid wkn)

Iz : K, T"F Kkind
e [l faut également considérer les cas ou d se termine par une déclaration de

constante. Par exemple, prenons le cas d’une constante de sorte Type, on
retrouve facilement le jugement I' - Type Kind.

Pas d’induction pour le cas 1). Les dérivations peuvent se terminer par les regles
suivantes :2.2, 2.3, 4.3, 5.2.

e Casd= T ld—0 K=K 2.2) 12(d) =r2(do) etr2(d) =12 (dy).

'-K'=K
e Casd=Th K S _FE/K’ = K7 53y L(d) =1 (d) etr (d) =
r2 (ds).
do
e Cas d = ' A= B:Type (4.3) - Par hypotheése d’induction

' EI(A) = El(B)kind
12.(do) et r2(dp) sont définis.

12 (do) r2 (do)
I°d=T F A:Type 4.2) et r2(dy=0 + B:Type
['F El(A)kind - El(B)kind

4.2)

d d
OCasdEF,HUIKH—IK{:Ké FI—QKlzKQ

'k (x: K1)K] = (z: Ky) K]}
12 (d1)
L= T K K{kind et

1
IF (o K)K/kind OV

(5.2)
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r2 (di) d2 da
Iz: Ky F Kikind ' K| =K,y I' = KoKkind

I x: Ky Kikind 51
I'F(z: Ky)Kikind ™

Pas d’induction pour le cas 2). Les dérivations suivantes se terminent par les
regles : 2.5,2.6,3.2,5.4,5.6,5.7,5.8, CA.2, CD.
Les cas 2.5 et 2.6 sont similaires aux cas 2.2 et 2.3 avec [2 et 2 a la place de 12
etre.

re (d) = E( 3.3)

d1 d2

'ck=k:K
12(d1) da
Pd)=T F kK TEK=K 3, e
+k: K’ '
r2(dr) da
Ti(d)EF I_ k/K Fl_K:K/ (31)
r-%:K ’

dy d2
e Casd= T2 Qi -q=q0p: K T'FQ =0Q (5.4)
'k [l’ : Ql](h = [f : QQ}QQ : ($ : Ql)Q
avec /{51 = [IL' . Ql]ql’ k’z = [.CC . QQ]QQ et Kz = (.CC . QI)Q
12 (d1)
L= TDax:Q1 F q:Q
CElx: Qg : (z:Q1)Q

(5.3)

Par hypothese d’induction nous savons que kd®(d; ) est définie. Nous avons :

kd(d1)
Iz:0Q: F QKkind 51 i
Lo FQ=0Q ' ' Q1= Qo 59
N FE(z:Q1)Q = (z:Q2)Q 59 :
To(d) _ '+ [JTQQ](]Q : (ZCQQ)Q '+ <xQ2>Q:(xQ1)Q 31
= CHr:Qg: (r:Q)Q :
v (di) d> d
avec h = E°( Lo:@ ¥ e:¢ LE G =G ¥ Q;kind 3.3)

Do :Qab g Q
CEx:Qag: (x:Q2)Q

53
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r

dy)
Eofei(zQ)Q

d1 d2
e Casd=T'F fi=f:(z:Q)Q 'Fq =g

K .
L' filqr) = foq) : (1 /2]Q (5:6)
avec k; = fi(q) et K =|[q/r]Q".
12(dv) 12 (do)
rd=T F fi:(z:Q)Q ' W g=¢: K 5.5)

L'F filq) @ [a/x]Q

Nous pouvons définir les dérivations h = kd°(d;) par hypothese d’induc-
tion et i’ = p_°(h) par le lemme 4.13.

I2(d) =
' do 12 (d2) r2 (dz)
2 (d2) E°( I,z:Q F Q'kind I'Fg=qg:Q ' v ¢1:Q I' F g:Q
L F ¢:Q I'F[g1/2]Q" = [g2/2]Q’

I'F f2(q2) : [g2/7]Q’

I'F[g2/2]Q" = [q1/2]Q’

d1 d2
e Casd= Lla2:QFq:¢Q I'q:Q

e Casd= TF /i (x:QQ ¢ FV(T)

'k fa(q2) : [ /=]Q’ 3.1

T ([ : Qld)q = [a/21d - [a/a]Q (5.7)

avec k1 = ([x: Q|d)g, ko =[q/z]ld et K =[q/x]Q".

di
De:QkFq:Q

L= T Qe *Y rfee o
TF ([z:Qlg)q : /2@ '
dy da
o () s Lr QP @ TEG Qg5

U, [k/x]T" = [q/x]q : [q/2]Q

(5.8)

I'E[z:Qlf(2)
avec k1 = [z : Q] f(x), ko

fi(r: Q)
fetK=(r:Q)Q.
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hll
[z : @ F valid

Fe:QFx:Q
(5.3)

) ,
(TP (0 Q/al Tor:QF valia
I2(d) = Da:QF f:(y:Q)ly/=]Q
Coe:QF f(x): @
Mz Qlf(x): (z:Q)Q

(wkn)) (1.3)

(5.5)

Et 2 (d) = dy

e Casd = Fc'l_lf1=f23(1’3Q>Ql FijlZQQiQO FC&QOQ:Q
L'F filg) = fa(g2) = [e(q1) /2] Q'
avec k1 = f1(q1), ko = fa(qe) et K = [c¢(q1)/2]Q’.

(CA.2)

12.(dy) 12 (d2) ds
rdy=r" F fi:@:QQ I F ¢:Qy TI'FQ<.Q
' fila) « [ela)/2]Q'

(CA.D)

kd® (d1)
Par hypotheése d’induction nous savons que h =I'  F  (z: Q)Q’ est défi-
co°(d3)
nie. De plus grace au lemme 4.13,onal’ F c¢: (z: Qy)Q. Considérons

la dérivation suivante :

c0°(d3)
F e (Qo)Q 2.4 ds c0° (d3) r2 (d2)
.2 (h) 'ke=c:(Qo)Q 't qi=g2:Qo (5.6) I+ ¢:(Qo)Q ' F 2:Qo (5.5)
Iz:Q F Qkind Drx:QFclq1) =c(g2) : Q . Lz:QFcla2):Q 6.6") |

L'k le(q1)/2]Q" = [e(g2)/=]Q’

h =

Finalement on prend 2 (d) =

r2 (d1) r2 (dz2) ds E°(h')
' F fo:(z:Q)Q ' F ¢:Qo I'FQo<cQ (CAD) I F [e(q1)/z]Q = [e(q2)/z]Q’ 2.2
I'F fi(qn) « [elgr)/2]Q’ . I'F[e(g2)/#]Q" = [c(q1)/#]Q’ ’

Ik fa(q2) : [e(q1)/2]Q’

r2(d) =

o Casd = F&f:(wiQ)Q/ F|d_2
'+ flg) = f(e(q))
avec k1 = f(q), k2= f(c(q)) et K

¢:Q TFEQ<qQ
@)@
e(q)/2]Q’

(CD)
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dy do ds
Pd=TFf=@:QQ TFq:Q TFQ<.Q

) CF fq): [ela)/alQ AL
M oie e
o _ : q: (Yo q:&o
mE IR =@Qo [Fe):Q o

TF f(e(q)) : [e(q)/2]Q" (5.5)

Pas d’induction pour le cas 3). Voyons le cas des regles : 1.3, 2.4, 2.5, 2.6, 5.8,
3.1,3.2,5.3,54,5.5,5.65.7ST1 CA.1 CA.2 CD.

o Lesregles(2.4,2.5,2.6,5.8) se présententde laforme:d = _. ..

En appliquant I’hypoth&se d’induction nous obtenons kd°(d) = kd°(d,).

e Casd = F,Z'ZK,F/?_OVEllid (1.3)
Frz:KI'tax: K
Le lemme 4.13 nous permet d’obtenir la dérivation :
K, (do) do
kd°(d) = E%( I' F KKkind [ z: K, T I valid
[,z: K, "+ Kkind

(Wkn))

d1 d2
e Casd=T'FE: K r'-K=K 3.1) - Par hypotheése d’induction
'-k: K '
re (d2)

nous avons la dérivation I' F K'’kind. On prend kd®(d) = r° (d,).

d1 d2
e Casd=TFE=FK K : r l_/K =K' (3.2) Parhypothése d’induc-
'Fk=F:K .
r (da
tion nous avons la dérivation I' F K’kind. On prend kd®(d) = r2 (ds).
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do kd® (do)
e Casd = Lo KFk: K (53)" kd°(d)=T,z: K F K'kind
'blz:Klk:(x: K)K' I'F (2 : K)K'kind

(5.1)

d1 d2
e Casd=l,2: KiFk =k : K 'K, =K, (54) ©ona

Ik [x: Kk =[z: Kolks : (z: K1)K
kd® (d1)
kd°(d) =1 z: K; + Kkind

['F (z: K;)Kkind

5.1

OCasdEF('i_lfi(ﬁiK)K/ F(Ii—zk:K
I'E f(k): [k/x]K'

(5.5)

h

Par hypothese d’induction nous avons I' + (z : K)K’kind, avec h =

kd°(d,), et le lemme 4.13 nous permet de définir :
p_°(h) d

Pz:K F Kkind TFk:K
T [k/z]K'kind

kd°(d) = E°( 6.2))

e Casd = Fc'l_lef/i(JCIK)K’ Fld—zklzkzgzK(56)
I l_ f(k?l) = f/(lfg) . [kl/IIJ]K/ )

h
Par hypothese d’induction nous avons I' + (z : K)K’kind, avec h =

12 (d2)
kd°(dy),etI’ + k;: K.Lelemme 4.13 nous permet de définir :

(d) Dok’ b Kkind T b kK
kd°(d) = €T in 1
E°(— 6.3
( T [y /2] K'kind 6.3))
dl d2
e Casd= Tl x:KFHE:K I'Fk: K 5.7)

TF ([ : K|K)k = [k/a]k’ : [k/a] K’
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kdo(dl) do
Ir: K F K'kind 'k

I'F [k/2]K'kind

kd°(d)

= E( K63y

dq da ds
Casdzrl_f:(x:K>K/ Fl_kKO Fl_KO<C

TF () - [eth)/a]K
h
Par hypothése d’induction nous avons I' + (z : K)K'kind, avec h =

kd°(d;). Le lemme 4.13 nous permet de définir :

K (CA.1)

co°(d3) do
r Kp_lo—(h) K'kind — 'r([:O)(lli) KF S (5-5)
T: in c(k)
kd°(d) = E°(— 6.2
(4) ( ['F[e(k)/x]: K' (6:2)
di do d3
Cosd=TEf=) (@ FOK'  Thh=k:K TEEK<K .
[E f(ky) = f'(k2) : [c(k) /2] K’ ‘
h
Par hypothése d’induction nous avons I' F (z : K)K’kind, avec h =
12(d2)
kd°(dy),etI’ F Kk : Kj.Lelemme 4.13 nous permet de définir :
co®(d3) 12 (d2)
r Kp’ok(h) K'kind - C.(lf(ogKk FK e (5-5)
kd°(d) = E°(—"° m ) K60

U'F (k) /x] : K’

d1 da ds
Casd=TF f:(x:K)K' ThFky:Ky2 TFEKy<.K
'k f(k'o) : [C(k’o)/[l?}K/
h

Par hypothese d’induction nous avons I' + (z : K)K’kind, avec h =
kd°(d;). Le lemme 4.13 nous permet de définir :

(CD)
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co°(d3) do
p°(h) I + e¢: (KO)(I() 'k ky: Ky (5.5)
e: K K’kind I'kelky) : K ’
kd°(d) = E° ’ 6.2
(d) ( I'F [e(ko)/x] : K’ 6.2))
]

Lemme 4.21. [] existe des algorithmes less et more qui transforment respec-
tivement toute UTT"[R|. -dérivation d en une UTT"[R|™-dérivation, et toute
UTT"[R] -dérivation d' en une UTT"[R],-dérivation, tels que less(d) ~ d et
more(d') ~ d' respectivement. Si d est une UTT"[R]|™-dérivation alors less(more(d)) =
d.

Démonstration. 1. algorithme less efface juste les prémisses supplémentaires, des
reégles de UTT"|R|;, qui ne sont pas des régles de UTT"[R]~, des dérivations.

Tandis que 1’algorithme more est défini par induction sur le nombre de regles de
UTT"[R]~ qui ont une forme différente dans UT'T"[R],,.

Cas de base. Quand il n’y a aucune des régles considérées ci dessus : more(d) =
d.
Pas d’induction. ; .
1 2
exemplecasd= I'F K1 <c Ky T'F Ky=Kj
'+ K, <. Kj
En appliquant 1’hypothése d’induction, on sait que more(d;) et more(ds) sont

définies et sont dans UTT"[R],. On peut donc rajouter la prémisse supplémen-
r2 (more(dz))

taire [’ + K!kind et obtenir

(SK.5)

more(d1) more(d2) r2 (more(dz)) )
more(d) =1 + Ki<. K, T F Ky=K, I + K!kind (SK.5%)
I'F K, <. K} '
[

Lemme 4.22. [] existe un algorithme E* qui transforme toute UTT" | R|-dérivation
d en une UTT"[R|,, -dérivation du méme jugement.

103



Démonstration. Preuve par induction sur le nombre de régles de UTT" [R] qui ne
sont pas des regles de UTT"[R],, .
Cas de base. Il n’existe aucune de ces regles dans d. Dans ce cas E*(d) = d.

Pas d’induction.
e Cas ou la derniere regle de d est une des regles dont il existe une version
avec une prémisse supplémentaire.

d1 d2
Exemplecasd= I'HF K1 <Ky T |‘/ Ky = Kj (SK.5) "
['F K, <, K,
En appliquant I’hypotheése d’induction, on sait que E*(d;) et E*(ds) sont

définies et sont dans UT'T"[R],,. On peut donc rajouter la prémisse supplé-
r2 (E*(d2))
mentaire '+ K. ‘Kkind et obtenir :

B (i) B (d2) 2 (* (d2))
Ed=T F Ki<K, T b K,=K, I' F  Kkind

I'F K, <, K}

(SK.5")

e Cas ou la derniere regle de d est une des regles a éliminer.

dl d2
Considérons lecas d = I'1, 2 = J  T'y,I's - valid
', Iy = J

En appliquant 1’hypothése d’induction, on sait que E*(d;) et E*(dy) sont
définies et sont dans UTT"[R],. Les conditions sont réunies pour que I’on

puisse utiliser ’algorithme E;, = afin d’éliminer wkn.
E*(d1) E*(dz)
= go r,I's.,. = J ry,I's +~ valid

whn Ty, Tals - J

(wkn)

On obtient E*(d)

(wkn)) *
0

Lemme 4.23. 1] existe un algorithme E qui transforme toute UTT" [ R]-dérivation
d en une UTT"[R|™ -dérivation du méme jugement.

Démonstration. Quelque soit la dérivation d, E(d) = less(E*(d)).
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Theoréme 4.24. [l existe des algorithmes Vr,, Kr, l_,r_, I, r_, kd,l_, r_ et co
qui transforment toute UTT"[R|-dérivation d de

1) I'1,To & J enune UTT"|R] ™ -dérivation Vr,(d) de T'y \- valid ;
2) I'y,o: KTyt Jenune UTT"|R|™ -dérivation Kr,(d) de I'y - KKind ;

3) '+ Ky = Ky en deux UTT"[R]™ -dérivations 1_(d) de T = K kind et r_(d)
de I' - Kykind ;

4) 't ki =ky: K endeux UTT"[R]™ -dérivations I_(d) de T' - ki : K et r—(d)
del'tFky: K,

5) T'F X : K enune UTT"|R]™-dérivation kd(d) de I & Kkind (3 dénote un
terme ou une égalité entre termes) ;

6) TFA<.B:Typeoul' - K <. K'endes UT'T"|R|™-dérivations :
el (d)del't- A:Type oul + Kkind,
er_(dydel' B :Type oul' - K'kind,

e co(d)deT' Fc: (EI(A)EIB)oul' & c: (K)K' respectivement.

Démonstration. Nous définissons les algorithmes en question de la maniere sui-
vante :

Vi, (d) = VE (E ()), Kr,(d) = K7, (E(d)), 1-(d) =less(IZ(E*(d))), r(d) =
leSS(ri(E*(d))), ()Els 2(E*(d))), r=(d) =less(r2(E"(d))), kd(d) =
less(kd(E*(d))), 1<(d) =less(IZ(E*(d))), r<(d) =less(rZ(E*(d))), co(d)=
less(co®(E*(d))).

H
Lemme 4.25.

a) 1l existe des algorithmes P_ et Pi qui transforment toute UTT"|R|-dérivation
ddel + (z : K)Qkind en des UTT"|R| -dérivations de T - Kkind et
'z . K+ Qkind respectivement.
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b) Il existe des algorithmes P—, P_ et P qui transforment toute UTT"| R]-dérivation
ddel' - (z: K)Q = (z : K')Q'" en des UT'T"|R|-dérivations de I - K =
K, TNe: KFQ=Q e T,z:KFQ=Q respectivement.

Démonstration.
a) OnaP_(d) = K}, (p_°(E(d))) et P’ (d) = p_°(E(d)).

b) Prenons d’ = E(d). On procéde par induction sur la taille de d’.
Cas de base. C’est le cas de la regle 2.1 (voir développement plus bas).

Pas d’induction. les regles a considérer sont 2.1, 2.2, 2.3, 5.2.

d, d,
e Considéronslecasd = Iz : K+ Q =’ '-K=K'
'F(x: K)Q = (z: K"Q

(5.2)

i dy
NousavonsP_(d') = d), P_(d)=djetP (d)=T,2: KFQ=0Q TI'FK=K
T KFQ=Q

(3.3)

e Considérons le cas

d d;
d=TF(x:K)Q=(x:K"Q" 'k (z: KQ" = (z: K"Q
'k (z: K)Q = (z: K"Q

2.3)

— Nous pouvons appliquer I’hypothese d’induction aux dérivations d et d.
P_(d}) P_(dy)
Ensuite nous obtenons P_(d') = T" F K=K I - K=K 23
'-K =K' 23)

— Ci-dessous nous pouvons appliquer I’hypothese d’induction aux prémisses
de d'. Nous obtenons : P’_(d') =

P_(d})
oy Ta:K F Q =Q TEK =K 5
Ne: K F Q=Q Ne:KFQ =@ 23) ’

To:KFQ=CQ
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— Ci-dessous nous pouvons appliquer I’hypothese d’induction aux prémisses
de d’. Nous obtenons :

7 Pl(d/l) 7 7 P,:(dl2) ” /
Do K7 B Q=" Tw:K B Q=0 ,3 rw
la:K'FQ=Q I v K=K
D K'FQ=@Q

P! (d) =

(3.3)

dy
e Considéronslecasd' = I'F (2 : K')Q' = (z : K)Q

2.2
'k(z: K)Q=(z: KQ 2.2)
On obtient les dérivations suivantes :
P_(d)=T ek
T T Trr=x %P
r K’ P,:l(—dé) Q =Q
/ a— 73: : — P:(dé))
HR A VR Tt MY e SO
Fe: KHQ=q '
P—(df))
A R ’_
PLd)=Tos K F Q=Q
e K'FQ=Q
dy
e Considérons le cas d' = I'F (x: K)Qkind o0

'k (z: K)Q = (z: K)Q

On obtient les dérivations suivantes :

K2, (-°((dp)))
P_(d)=T - Kkind ;) et
TFK=K '
p_°((dy))
P (d)=P.(d)= I'z: K F Qkind
Lx: KFEQ=0Q

@2.1)
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Lemme 4.26. Considérons une UTT"|R]-dérivation d du jugement I - f(k) :
Type.

1. 11 existe un algorithme coer qui établit si le terme f(k) provient d’une ap-
plication coercitive ou pas.

2. Si 'application n’est pas coercitive, il existe des algorithmes kl, et kly qui
en extraient des dérivations des jugements T' = f : (K)Type et T' -k : K
respectivement.

3. Silapplication est coercitive, il existe également un algorithme kls tel que :
kl, en extrait une dérivation du jugement I' & [ : (K)Type, kly en extrait
une dérivation jugement I' = k : Ky pour une sorte Ky quelconque, et kls
en extrait une dérivation du jugement I' - Ky <. K.

Démonstration.

1. Par observation de la dérivation d. Pour toute régle sauf 5.5 et CA.1, il existe
une prémisse unique qui contient la "pré-image" de f(k). En remontant la
dérivation d, si I’on rencontre en premier 1’application de la régle 5.5 avec

d d
les premisses I' - f:(K)Type et T F ks K, alors le terme f (k) pro-
vient d’une application non coercitive. Si I’on rencontre en premier I’appli-

d d
cation de la regle CA.1 avec les prémisses I' - f:(K)Type, T -k K

ds
et 'k Ky <. K, alors le terme f(k) provient d’une application coerci-
tive.

2. Par induction sur les dérivations. Cas ou 1’application est non coercitive.
Cas de base. Lorsque d se termine par la reégle 5.5.

d1 d2
Tk f:(K)Type TFk:K
['F f(k) : Type
onakli(d) =d;, Kkly(d)=d, etklz(d)n’existe pas.

d (5.5)

Pas d’induction. Les regles a considérer sont 3.1 et 5.5. Voyons le cas 3.1.
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d d
rF f(k) : Type I F Type = Type
I'F f(k) : Type
Remarquons que la seule sorte pouvant étre égale a Type est Type elle-

méme. On peut conclure par hypothese d’induction sur d;.

d

(3.1)

3. Par induction sur les dérivations. Cas ou I’application est coercitive.
Cas de base. Lorsque d se termine par la regle CA.1.

dy da ds
Dk f:(K)Iype TFEk:K, TDFKo< K
- f(k) : Type
on a kll(d) = dl, klg(d) = d2 et klg(d) = d3 .

d

(CA.1)

Pas d’induction. Identique au cas 2 en considérant les régles 3.1 et CA.1.

]

Lemme 4.27. 1l existe un algorithme Ko, qui transforme toute UTT" | R]-dérivation
ddel xkX[0] : K en des dérivations de T, X : Type I~ ©;kind (1 < i < n).
Avec O de la forme < ©y,...,0, >, oi k~[O] est une expression constante.

Démonstration. Par induction sur les dérivations.

4.2.3.4 Elimination de la transitivité pour les sous-sortes

Afin de pouvoir propager les conditions de cohérence qui sont vérifiées pour
le sous-typage aux sous-sortes, nous cherchons ici a éliminer les regles de transi-
tivité pour les sous-sortes dans le calcul UTT"[R],.

Lemme 4.28. 1] existe un algorithme El~ qui transforme toute UTT" [R]|~-dérivation
dde :

1) T'+ El(A)kind en une dérivation de I' = A : Type ;
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2) I'+ El(A) = El(B) en une dérivationde I' - A = B : Type ;

3) T'F El(A) <. El(B) en une dérivationde I' - A <. B : Type.

Démonstration. Preuve par induction sur la taille de d. Les regles a considérer
sont 2.1, 2.2,2.3,4.2,4.3,SK.1, SK.5, SK.6, SK.7, SK.8.
Cas de base.

1) Pour le cas de base, la derniere regle de d est (4.2). Le résultat est immédiat,
en prenant la dérivation de la prémisse de cette dernieére regle pour El~(d).

2) Ici la derniere regle de d est forcément (4.3). Le résultat est immédiat en pre-
nant la dérivation de la prémisse de cette derniere régle pour El~(d).

3) Ici la derniere regle de d est forcément (SK.1). Le résultat est immédiat en
prenant la dérivation de la prémisse de cette derniére regle pour El~(d).

Pas d’induction.

Pour les cas 4.2, 4.3,SK.1, la prémisse contient exactement le jugement recher-
ché, on prend la dérivation de la prémisse pour El~(d), comme illustré dans les
cas de base. Pour les autres regles (2.1, 2.2, 2.3, 4.2, 4.3,SK.1, SK.5, SK.6, SK.7,
SK.8), on applique I’algorithme £~ aux dérivations des prémisses puis on ap-
plique la regle correspondante pour les types, a savoir : 2.2 — 2.4, 2.3 — 2.6,
SK5— S8T3,SK6 — ST2 SK.7— ST.4, SK.8 — ST.5. Prenons comme
exemple :

dy d2
@ = DFEIA) < E(B)  Tke=c: (EIA)EIB) oo On obtient

'k El(A) <« El(B)
la dérivation suivante :

El~ (dl) do
El-(d)=T + A<,B TFc=c:(EI(A)EIB)

A<, B (ST5)

]

Définition 4.29 (Pré-sortes). Nous appelons pré-sortes, les expressions définies
inductivement de la maniere suivante :

e Type est une pré-sorte ;
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o Si K et K’ sont des pré-sortes alors (v : K)K' est une pré-sorte. Toutes les
occurrences de x dans K' sont liées.

Définition 4.30. Nous définissons le rang d’une pré-sorte, noté rank(K), ou K
est une pré-sorte.

e Si K = El(k) ou K = Type alors rank(K) = 0;
o Si K = (v: Ky)K; alors rank(K) = maz(rank(K), rank(Ksy)) + 1.

Notons que le rang est défini pour toutes les pré-sortes.

Lemme 4.31. Toutes les sortes de UTT"|R] sont des pré-sortes.

Démonstration. Preuve par induction sur les dérivations.
O

Lemme 4.32. Si K est une pré-sorte , k une expression quelconque et x une
variable alors rank(K) = rank([k/z] K).

Démonstration. Par induction sur la taille de K.

Cas de base.

Quand K = FEI(F(z)), on sait que [k/z|El(F(x)) = EI(F(k)) et par définition
rank(El(F(x))) = rank(EIl(F(k))) = 0.

Quand K = Type, on sait que [k/z|Type = Type d’ou rank([k/z|Type) =
rank(Type) = 0.

Pas d’induction.
Prenons K = (z : K1)Ks,onsaitque [k/z]((x : K1)Ks) = (v : [k/x]Kq)[k/x] K.
Par définition rank([k/z]((x : K1)K3)) = max mnk([k/x]Kl) rank([k/z|Ky))+
1, or par hypothese d’induction rank([k/z| K1) = rank(K) etrank([k/z|Ky) =
rank(Ky). Par conséquent rank([k/x]((x : K1)K3)) = max(rank(K;), rank(Ks))+
1 =rank((z: K1)K,).

]

Lemme 4.33. Dans le systeme UTT"[R],,, ona :
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a) siT'+ K = K’ est dérivable alors rank(K) = rank(K');

b) siT' v K <. K' est dérivable sans les régles SK.5, SK.6 et SK.7, alors
rank(K) = rank(K’).

Démonstration. Soit r = max(rank(K),rank(K")), grace au lemme 4.10, on
sait que si une des deux sortes K ou K’ est une sorte-produit alors 1’autre I’est
également.

a) On procede par induction sur 7.
Cas de base . Quand r = 0, rank(K) = rank(K’) = 0.
Pas d’induction. Si on a le jugement I' - (z : @Q1)Q2 = (v : Q)05
alors par rapport au lemme 4.25, on sait que les jugements I' - @Q; = Q]
et e : Q1 F Qy = Q) sont dérivables. maz(rank(Q1), rank(Q})) et
max(rank(Q1), rank(Q)) sont plus petits que max(rank((x : Q1)Q2), rank((x :
Q7)Q%)), on peut ainsi appliquer I’hypothese d’induction et on a rank(Q;) =
rank(Q)) et rank(Q2) = rank(Q%) . Par conséquent rank((z : Q1)Q2) =
mazx(rank(Qq), rank(Qz2))+1 = mazx(rank(Q}), rank(Q%))+1 = rank((x :
Q1)Q3)-

b) Soit d une dérivation du jugement I' - K <. K’, prenons s sa taille. Nous
procédons par induction sur rw + s.
Cas de base . Quand r = 0, rank(K) = rank(K') = 0.
Pas d’induction. Le jugement final de dest I' - (z : Q1)Q2 <. (z : Q])Q%,
avec K = (z: Q1)Q2 et K/ = (z : Q})QY5. On présume que les régles SK.5,
SK.6 et SK.7 n’apparaissent pas dans d. Les regles a considérer sont SK.2,
SK.3, SK.4, SK.8.

e Considérons le cas ou la derniere de d est SK.2 (cas similaire pour SK.3 et
SK.4).

d d d-
PFQ <, Q D2 :QF[a@@)/7Q:=0Q, T,z:Q:F Qkind

d Ik (z:Q1)Q2 <c (2" : Q)R

(SK.2)

Etant donné que max (rank(Q,), rank(Q,)) est plus petit que max(rank((x :
Q1)Q2), rank((x : Q})Q5)), on peut ainsi appliquer 1’hypothese d’induc-
tion et on a rank(Q1) = rank(Q)). De plus grice au a) du lemme et
au lemme 4.28 on sait que rank(Qy) = rank(Q%). On obtient donc que

112



rank((x : Q1)Q2) = max(rank(Qq), rank(Qs))+1 = max(rank(Q}), rank(Q%))+

1= rank((z : @1)Q%).

e Considérons le cas

J=TF (@ Q)@ < (: QD TFe=d:((z:QUQ): Q)Qy

FE(x:0Q1)Q2 <¢ (xz:Q))Q,
Ici le parametre r reste inchangé au niveau des prémisses, par contre le
parametre s diminue. On peut donc appliquer 1’hypothese d’induction au
jugement final de d; et obtenir rank((x : Q1)Q2) = rank((x : Q})Q5).

]

Lemme 4.34. 1] existe un algorithme qui transforme toute UTT"[R], -dérivation
d de la forme :

dy do d1 da
'-K<.K' 'K =K" ou I'FK <. K" 'K =

(SK.8)

K ske6)

'K <. K" (5K-5) '-K<.K"

ou dy et dy ne contiennent pas les regles de transitivité SK.5, SK.6 et SK.7 en
une dérivation d' du méme jugement qui ne contient pas les régles SK.5, SK.6 et
SK.7.

Démonstration. Grace au lemme 4.33, on sait que rank(K) = rank(K') =
rank(K"”) = r. Soit s la taille de la dérivation d;, la preuve se fait par induc-
tion sur rw + s.

Cas de base. Quand r=0, K = FIl(A), K’ = El(A"), K" = FEI(A”). Les dé-
monstrations pour les cas SK.5 et SK.6 sont similaires.

d1 d2
d=TF El(A) <. El(A) T EI(A) = EI(A")
'+ EI(A) <, EI(A")

En utilisant le lemme 4.28, on obtient la dérivation :

(SK.5)

El=(dy) El~(d2)

r v A< A :Type r - A =A":Type (ST3)
'A<, A" : Type ’
' ElI(A) <. EI(A")

(SK.1)
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Pas d’induction. La dérivation d; peut se terminer par les regles suivantes : SK.2,
SK.3, SK .4, SK.8.

e Considérons ici le cas ou d; se termine par la regle SK.8. Les démonstra-
tions quand d se termine par SK.5 ou SK.6 sont similaires. On considere le
cas de la regle SK.5.

Casd =

d1 d2
't K<oK' TFd=c: (KK

TFK <, K' (SK-8)

da
'K <, K"

[FK< K" (5K-3)

On obtient :
d 1 d2

dy d
PFK<,K' TFK=K" DE¢=ci (KK DE (KK = (KK

SK.5
I'FK <, K" ( ) 'Fd=c: (K)K"

TFEK< K" (SK-8)

On peut éliminer SK.5 de la prémisse gauche par hypothese d’induction
car la taille de d; est inférieure a s.

On suppose maintenant que d; se termine par une des regles SK.2, SK.3
ou SK.4. Ces cas sont similaires. La différence se situe au niveau des regles
SK.5 et SK.6. Voyons en détails la combinaison des régles SK.4, SK.5 et
SK.4,SK.6.

e Casd =

d’ qa!’ a’

1 1 1
I'F K <. K T, K} F [er(2))/a]Kz <ey K} LK © Kokind | oo .
. 2
Tk (z: K1)Ks <c (2 : K7)K]} Ik (¢ : K))K) = (2" : K{)KY

SK.5
Tk (z: K1)K2 <c (2" : K{)K} ( )

hi
Le lemme 4.25 nous permet de définir les dérivations I' - K| = K/ et

h
2 : K - K} = KI; avec hy = P_(dy) et hy = P_(d3). On obtient la
dérivation suivante :
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d’

ar

1 hy 1 ha
'k K| <¢; K1 '+ K| =K/ Iz’ : K| F [e(a!)/z]Ke <cy Kb o' : K| b K)=KY

I+ K{’ <c K1

(SK.5) (SK.5) ay’ .
'K <. K’ I'z: K1 F Kakind

dy
I K| < Ki

(SK.4)
'k (z: K1)K2 <c¢ (2" : K{)KY

On peut appliquer ici I’hypothese d’induction pour éliminer la regle SK.5
des prémisses de gauche et du centre. En effet, le parametre r diminue.

Casd =

di/ d&//
' : K F [e1(2) /2] K2 <cp K, I'z: K1 + Kokind
1 [e1(a’)/z] K2 <cp Kj 1 2 (SK.4)

do
Ik (z: K1)K2 <c¢ (2 : K])K} 'k (z: K1)Ke = (2" : K{')KY
TF (2 K)KY <c (' K})K}

(SK.6)
h
Le lemme 4.25 nous permet de définir les dérivations I’ - Ky = K{ et
h
I z: K, = Ky = K3, avec hy = P_(dy) et hy = P_(ds).

g1 g2
Le lemme 4.16 nous permet d’obtenir les dérivations I' = K{kind et I" -
c1: (K))K, avee g1 = 12(dy) et g2 = co°(dy).

g
, I'F K/kind
N =T 4 KT F valid

Nous pouvons définir les dérivations suivantes (lemme 4.19) :

h 9
Do: K F Ko=K! T,2:K!F valid
Lo Ko KhF Ky =K

Considérons maintenant la dérivation :

(1.2)

B, = E°( (wkn))

ainsi que ¢}, =

g 91
TE e (K)K, Do : K| F valid
F,fl?/ : K{ F C . (Ki)Kl
Lo K F () : Ky

g/
I,z K! F valid
Lo Ko K

E°( (wkn)) (1.3)

(5.5)

Prenons maintenant la dérivation suivante, dans laquelle la substitution est
éliminée :
R 95
o' K,o: Ky F Ky=K T2 : K Fcl(d):
Ooo' K F () /2] Ky = [e (o) /2] KY

Finalement on obtient la dérivation :

h) = E°( Ky (6.4))
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al’ n

dy hy , 1 2 ,
Ik K{<¢ Ki I - K1 =K e’ : Ki F [c1(2')/a]Ka <cp Kb Iz’ K{ F [e1(2’)/z]K2 = [c1(2”)/x] KY

’ "
T+ K} <c, K}

(SK.5) — - - - (SK.6)
Tz’ : Ky b [e1(a") /2] Ky <cy Ky

alt
! ar
Iz: K1 F Kjkind

Ik (z: K1)Ks <c (2" : K{")KY

On peut appliquer ici I’hypothese d’induction pour éliminer la régle SK.5
des prémisses de gauche et du centre. En effet le parametre r diminue.

]

Lemme 4.35. 1] existe un algorithme qui transforme toute UTT"|R|_, -dérivation
d d
d de la forme Fl_lK<c K' F}EK' <s K"
K <prjeea) K
ou dy et dy ne contiennent pas les regles SK.5, SK.6 et SK.7, en une dérivation

d' du jugement T' = K <. K". De plus d' ne contient pas les régles SK.5, SK.6 et
SK.7 et le jugement I' = [x : K| (c(x)) = ¢* est dérivable dans UTT".

(SK.7)

Démonstration. Grace au lemme 4.33, on sait que rank(K) = rank(K') =
rank(K") = r. la preuve se fait par induction sur .

Cas de base. Quand r = 0, K = El(A), K’ = El(A") et K" = EI(A”). On
peut conclure a I’aide de I’algorithme Fl~ (lemme 4.28) et de la regle ST.4. Il est
facilement prouvable que si une dérivation & ne contient les reégles SK.5, SK.6 et
SK.7, alors El~(h) ne les contient pas non plus.

Pas d’induction. Si » < 0 alors K = (v : K1)Ky, K' = (z : K})K)} et
K" = (z : K{)K}. Comme les dérivations des prémisses ne contiennent pas
les régles de transitivité pour les sous-sortes, alors les dernieres regles pour d; et
do ne peuvent étre qu’une des regles SK.2, SK.3 et SK.4.

Prenons comme exemple le cas SK.4/SK.4

CTRFK <, K T K Fe()/aKs <o, K T,z: K F Kkind

b= T (z: KK, <. (¢ : K})K}
ouc=[f:(zv: KKz : Ki|eo f(cr(2))).
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/ e/

DE K/ <4 K| T,a": Kb [d(")/2)K) <4 Ki  T,2’: K| - Kkind
Tk (¢ : KK} <o (2" : KI)KY
o e = [f': (o + KN : KI5 (// (o).

=y
[\
Il

FICE (x: K1) Ky <. (' : K})K} Fcll—2 (' KK <o (2" KY)KY (SK.7)
IE (2 KKy <prarn e ew) (@7 K7 Ky

Le terme de coercion de la conclusion de d sera :

() [: (v K1)Ky)d(c(v)) = [v : (x « K)KL)[f : (of « K)Kj][2" :

KY)h(f/(h(@))(S + (22 K) Sl Kilea(f(ea(2)))(v))-

La dérivation sans transitivité que nous recherchons aura forcément la forme :
?

? ?
DK< Ky D" KU F [ei(a")/a)Ky <e KY  T,x: K b Kokind
I'E(x: KKy <@ (27 KY)KY

(SK.4)

Pour 73, nous prenons la dérivation es, et pour 7, on peut prendre

CTHK! <, K| TFK <, K
go = S = (SK.7)
1 <[ e (¢ (2) 441

ou SK.7 est éliminée par hypothese d’induction(r diminue).

On cherche maintenant 7.
Notons que ¢; = [2” : K]]e1(c)(2)) et que [2" @ KY]eq () (27))(2") g cr(dy(2).
?

Cherchons une dérivation de I', 2" : K7 - ler(c)(2")) /2] Ko <ey K3

Griace au lemme 4.24, nous sommes en mesure de construire les dérivations :
h1 h2

'F K/kind et T'F ¢ :(KY)K] apartirde €], ainsi que
h3

I'Foe (KK, apartir de e;.

Considérons maintenant les dérivations suivantes :
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h1
- K7kind
= 1.2
N =T KT vatia O

h1
I'E K’kind
= 1.2
%= T KU valid (Y

h: g1
TF e (KK, T,2": K'F valid

=E° kn
93 = E°( T,2" K/ F e : (K))K, (whn))
PE o (K)K]  Toa”: KYF valid
. d ,x vali
g1 = E°( ! 1771 ! (wkn))

Lo K +Fd) o (KY)K]

g1
_ I2": K{F valid
P = | K{’Il— " KY (1-3)

F, fI:// . K// "g_4 C/ . (K//)K/ 1“’ x// . K// 'g_s x// : K//

o 1 G )44 1 1
_ T Ky ke (KK La” KV Fd(2): K| (5.5)

g6 = Loa": K Fa(d@): K '

(5.5)

92 2
I, 2" K{ F valid [, 2" . K + valid
Lo’ K7 2" KY - valid

g7 = E°( (wkn))

h ar
TFe: (K)K, T2 K 2" K F valid

=E°
9e ( Ooo” KV 2" K F e (KK,

(wkn))

h ar
TF (KK, T2 K 2" K F valid

=E°
90 = E( T KJ, 2 K[ F ¢, : (K)K]

(wkn))

g7
T2 K 2" K valid

gi10 =
Loa” KV 2" KU F 2" KY

(1.3)
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g9 gio
Lo’ K2 K| F ¢« (KK Lo K{,2" K| F 2 K|

1
gs
T K{,2": K{ F c1: (K{)K1 T2 K{,2": K{Fci(2"): K]
T,a” : K{,2" : K Fei(c) (")) : K1

(5.5)
gi1 =

(5-5

95

gi1
17N " . " / " . . " . "
Loa” KV 2" K F e (i (27) : Ky Lo K Fa”: K}

P K K@) @) = alG @) kK

(5.7)

e g
T,z: Kk Kokind T,z K7 valid

=E
915 = E( T.2": K/ z: K, - K,kind

(wkn))

913 gi2
Iz : K{,z: K1 F Kkind T Ky F [z K{](c1(c) (2") (") = e1(c)(z")) : K

g1 = Uoa s Ky E (7 KY](ea(ch (") (") /2] K2 = [e1(c) (7)) /2] K2

(6.6))

e2 91 94 g5
p DKL E @@)/a)Ka <oy Ky Do iKY Pvalid o DK (KIDK] D KYE o Ky
_ wkn
915 = B( Ta” : K{,2' : K| F[ei(2’)/z] K2 <c, K} Tz” : K Fcdi(2"): K]

Tz’ Ki' - fea(cq (7)) /2] K2 <if (01) jer)er K3

(5.5)

(SK.9))

Pour 75 on peut donc prendre :

!
g15 €2

Loz": KY = ea(e () /2] Ko <je @) /ar)er K Lo2": KY & ey (o) /2Ky <o K3 (SK.7)
L2 KU F [e(d (2")) /2] Ky <g K '
Les substitutions ne changent pas le rang et on élimine SK.7 par hypothese d’in-
duction. De plus on peut dire que ¢ = [u : [c1(c) (2"))/x] Ka)cy([c) (") /x| ca(u)).
Ongobtient finalement : .
0 16 e3
['E K <e Ky oa”: KY e (2") /2] Ky <o K3 'z Ky F Kkind
'k (z: K)Ky <o (2" : KY)KY

J16 =

(SK.4)

Connaissant la correspondance entre c*, cj et csona:

" =v: (v K)Ks](c(v(ei(2”)))). Or nous rappelons que

i = [2": K{ea(c)(2)-

On a donc :

@ ¢ =[v: (o K)Kl[a": KY)([u: er(eh(@”)) /2] Kaeh([¢h (27) /') ealu) ) (0l (" :
Kiler(e1(2)) ("))

Il nous faut comparer ce terme avec le terme de départ (1), qui est :
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(M) fo o (z: KKy [J; (" = KDEG)[" - K{]e(f (A = (e

Kl Kileo(f(en(2)))(v)).

Nous laissons le lecteur dériver le jugement représentant cette égalité. Nous al-
lons juste vérifier quelles conversions doivent étre appliquées et dans quel ordre.
Dans ¢* on convertit [2” : K{]c1(c)(2"))(a")>pc1(c)(2”)). Le terme v(cq (¢f (2”)))
est de la sorte [¢; (¢ (z"))/x] K5. La prochaine 3-conversion utilise la variable liée
u, et le résultat est :

[0 (2 K Kolla” - KY(cy([e) (27) /' ea(v(ea(ch (27)))))).

Dans I’autre terme (2), on applique d’abord la (-réduction avec la variable liée
f,ona:

[ (2 K) Kl - KiJeo(f(ea(2))) (v) B [ Ki]ea(v(ea(2))).

Le terme [z' : Ki|ca(v(ci(2'))) est de la sorte (¢/ : K7)KY. On applique en-
suite une [J-réduction avec la variable liée f/, on a:

(@ K)ol - Ki](ep(f'(e(2")) 12" - K] (ea(v(en()))Bg

[ = KT (cy([2" - KiJ(ea(v(en(2)))) (1 (27)))).

Puis on applique une (-réduction avec la variable liée 2/, on a :

[z KY)(cy([2" 2 Ki)(ea(vlea (@) (ch (")) pla” - KT (c5([eh (&) /2 lea(v(er(ch (27))))))-

On a considéré ici le fait que 2’ n’apparait ni dans ¢y, ni dans v.
Le terme (1) est bien converti en

[0: (22 K Kolla” - KY(cy([e) (27) /' ea(v(ea(ch (27)))))).

Ce qui correspond bien au terme obtenu a partir de c*.

La démonstration pour les cas SK.4/SK.3, SK.4/SK.2, SK.3/SK.2, SK.2/SK.2
est essentiellement la méme.

]

Theoréme 4.36 (Elimination de la transitivité pour les sous-sortes dans UTT" [R]_, ).
1l existe un algorithme qui transforme toute dérivation du jugement I' - K <. K’
dans UTT"[R],, en une dérivation du jugement I' - K <. K' dans le méme
calcul mais ne contenant pas les regles SK.5, SK.6 et SK.7, telle que ' ¢ = ¢ :
(K)K' soit dérivable dans UTT".
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Démonstration. Par induction sur le nombre de regles de transitivité r. On utilise
les lemmes 4.35 et 4.34.
]

Corollaire 4.37. Si les conditions de cohérence sont satisfaites pour le sous-
typage alors dans UTT" [R] ., ona :

a) sil't K = K'alorsT' -+ K <. K' n’est pas dérivable ;

b) sil' K <. K'etT' - K <. K' sont dérivables, alorsT' ¢ = c: (K)K'.

Démonstration. Nous savons que rank(K) = rank(K') = r (lemme 4.33).

Montrons a). Supposons qu’il existe une dérivation d de I' - K <. K’ de taille s.
La preuve se fait par induction sur rw + s.

Cas de base. Quand r=0, on a K = FEl(A) et K' = FEI(A’). Par hypothese le
jugement I' = El(A) = EI(A’) est dérivable, dans ce cas nous pouvons déri-
ver ' A = A’ : Type. De plus la dérivabilité de I' + Fl(A) <. El(A")
implique celle de I' - A <. A" : Type (lemme 4.28). Des deux jugements
' A=A :TypeetI' H A <. A" : Type nous pouvons obtenir la dériva-
tionde ' - A" <. A" : Type de la manicre suivante :

'A<, A : Type '-A=A":Type
' A <. A" : Type

Ce qui contredit les conditions de cohérence pour le sous-typage.

(ST2)

Pas d’induction. Soitr > 0. K = (v : K;)Ky et K' = (z : K7)KJ). Le théoréme
4.36 nous permet de considérer que d est une dérivation sans régle de transitivité.
Si la derniere regle de d est SK.8, on considere la premiere prémisse. Le rang
n’est pas changé mais la taille de la dérivation a diminué. On peut donc appliquer
I’hypothese d’induction et obtenir une contradiction.

Si d se termine par SK.2 ou SK.4, la premiere prémisse est I' - K7 <., Ki, orle
P_(d)
lemme 4.25 nous permet d’obtenir I' + K; = K. Ce qui est en contradiction

avec I’hypothese d’induction (que nous pouvons appliquer car rw + s a diminué).
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Si d se termine par SK.3, la seconde prémisse est ',z : K| - K; <., K]. Grace
PZ(d)

au lemme 4.25 nous avons I', z : K| + K; = Kj. Ce qui est en contradiction

avec I’hypothese d’induction (que nous pouvons appliquer car rw + s a diminué).

Montrons b)

Nous considérons les dérivations det d' de '+ K <, K'etI' - K <, K’ res-
pectivement. Nous présumons grace au théoréme 4.36 que d et d’ ne contiennent
pas de regle de transitivité. Soit s et s’ les tailles de d et d'. La preuve se fait par
induction sur wr + s + s’. Les cas a considérer sont les couples possibles formés
des regles SK.1, SK.2, SK.3, SK.4, SK.8.

Casdebase. Quandr = 0. K = Fl(A)et K’ = FI(A"). Le lemme 4.28 nous per-

met d’affirmer que les jugements I’ Ii El(A) <. El(A")etD I— El(A) <o El(A)
sont obtenus par application de la regle SK.1 aux jugements de sous-typage I' -
A<, A :TypeetI' - A <. A" : Type. Nous avons I' - ¢ = ¢ : (K)K’ par
rapport aux conditions de cohérence pour le sous-typage.

Pas d’induction. Soitr > 0. K = (2 : K;)Kyet K’ = (2 : K{) K},

e Prenons le cas ol au moins une des deux dérivations d ou d’ se termine par
la regle de congruence SK.8. Supposons que ce soit d.
d d
TF (¢: KKy <o, (z: KD)K, TFe=c:((a: K)EK)(a: KK}
ME(x: K)Ky <. (z: K})K]

d (SK.8)

d2
Par hypothése d’induction nous avons le jugement I' - ¢; = ¢ : ((z :
Ky)Ky)(x : K})K}. En effet s diminue tandis que r et s’ restent inchan-
gées. Nous pouvons donc dériver le jugement suivant :

Fdlfclzc:((x:[() Ky)(z: KK (25)
Fke=c:((x: K1)Ky)(x: KKy I'Fep=d:((xv: K1)Ky)(x: KY)K]
F'Fe=(": ((1’ c Ky)Ks)(z 2 KY)K)

e Prenons le cas ou les dérivations d et d’ se terminent toutes les deux par
une des regles d’introduction de produit (SK.2, SK.3 ou SK.4). Le a) du
corollaire implique que les prémisses de gauche de ces regles sont I
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ho

Ki=Kou ' K] <, Kietl'- K] <¢ K.

Si la prémisses de gauche de chacune de ces régles est I' - K| = K, alors d

et d’ se terminent par SK.3. Les secondes prémisses seront forcément I,  :

K+ Ky <., KyetT',z : Kj = Ky <y Kj. Par hypothése d’induction

e Kb ey =, (Ky)K) (r diminue) ; ce qui implique que I' - ¢ =

o ((x: Ky)Ky)(x: K)K),car  c=[f: (v: K1) K[z : Ki]ea(f(2))

et J=[f:(v:K)K[2': Ki|dy(f(x)).

Si les prémisses de gauche de ces regles sont I' = K7 <., Kjetl'+ K} <4

K, par hypothese d’induction nous avons I' F ¢; = ¢} : (K})K;, ce qui

h

implique que I', 2’ : K] F [e1(2')/x] Ky = [¢}(2') /2] K5. Le a) du corollaire

implique que les secondes prémisses sont soit :

Oyo' Ky F [e(2)) /2] Ky = Ky et D2’ K{F[d(2)/z]Ky = KY;

soit :

ds dy

Doa' o Ky F fe(af)/2]Ky <., Ky et Ta' 0 K] [ (2') /7] Ky <y,

K.

Autrement dit :

— soit d et d’ se terminent par SK.2, dans ce cas nous savons déja que
' - ¢ = ¢ : (K})Ki, on peut donc dériver I' - ¢ = ¢ : ((z :
K)K)(x : KY)K),car ¢ = [f: (z: K))Ks][z' : K{|f(c1(2))) et
¢ =1[f:(r: KK - Kilf(a ()

— soit d et d’ se terminent par SK.4, dans ce cas en appliquant SK.6 nous

obtenons (le théoréme 4.36 nous permet d’éliminer SK.6) :
d

2 h
_ Do K F a(@) /oKy <o, Ky D't KiF e (2f) /2] K, = [¢(2') /2] Ko

Lo Kk [d(2)))x] Ky <., K

Nous pouvons appliquer I’hypothese d’induction a

p
L' K] - [ch(2) /2] Ky <o K5 et T,a2': K }IL—Q [ (2))/x] Ky <,
K, pourobtenir I', 2’ : K| F ¢y = ¢ : ([¢)(2))/x] K3) K.
Des jugements I' = ¢; = ¢ : (K)Ky etz : K| F ¢y = ¢ :
([¢y (") /x] K3) K}, nous pouvons dériver
FFe=c: ((z: K1)Ky)(x : K7)K), sachant que
c=1[f: (v KK : Kileao(f(er(2))) et ¢ = [f : (z :
KoKalla' s KA/ (e ().
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4.2.4 Complétion des coercions

Nous définissons dans cette section I’algorithme de complétion des coercions
WU ainsi que ses relations avec les dérivations.

Définition 4.38. Considérons une dérivation d d’un jugement I' = J, ont W(d) est
définie. V(d) détermine également une unique transformation syntaxique de tous
les constituants de T = J. Soit V(I & J), le jugement final de V(d) et T - J’
un jugement quelconque (pas forcément dérivable) ou 1" est obtenu en typant les
variables libres par les sorte-constituants de T, et J' est une des formes possibles
de jugement construit a partir des constituants de I' - J.

On dénote par V(I = J') le jugement obtenu en remplacant chaque constituant
de I = J utilisé dans I & J' par le constituant correspondant dans V4(I" - J).

Remarque 4.39.

e Pour tout constituant ¢ du jugement I = J' vu ci-dessus, V(c) représente
le constituant correspond a c du jugement V(I = J').

e Soit dy une sous-dérivation de d, du jugement I'y = Jy, on peut remplacer

dans le jugement V,(I' = J) chaque constituant ¢ commun a I' = J et
Lo F Jo, par ¥4, (c).

e Soit une dérivation d' telle que V(d') est définie et V(d') ~ W(d), alors
quelque soit le jugement T = J ona Vy(I" = J') = U (T" E J).

e d étant une dérivation du jugement I' = J alors Vy(T' & J) est le jugement
final de V(d).

Pour rappel, les constituants d’un jugement sont introduits a la définition 4.5.

4.2.4.1 Définition de la transformation ¥

Afin d’utiliser les résultats de la section 4.2.3, nous définissons la transforma-
tion W sur la classe des dérivations incluant les substitutions, la regle d’affaiblis-
sement wkn, la regle de retypage de contexte 3.3 ainsi que les regles modifiées
avec des prémisses supplémentaires. En principe, la modification d’un jugement
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dépend de sa dérivation : si nous considérons deux dérivations du méme jugement,
apres I’application de ¥ a ces deux jugements nous pouvons obtenir deux dériva-
tions dans UTT" de deux jugements différents.

U est définie par induction structurelle.
e Pour toute dérivation d dans UTT"[R].x, on a ¥U(d) = d.

e Pour chaque régle r n’ayant qu’une prémisse , si U est définie pour la déri-
vation dj de la prémisse, alors la reégle  doit étre appliquée a la conclusion
de ¥(dp). Ce cas couvre les reégles 1.2, 1.3, 2.1, 2.2, 2.4, 2.5, 4.1-4.3, 5.1,
5.3,5.8, SK.1, T-prop, T-prf, ainsi que I’introduction des constantes.
Dans le cas particulier des regles C'-M, C'-i, C-FE, nous devons étre en me-
sure de vérifier que la sorte © apres insertion des coercions reste un pré-
schéma inductif. Prenons par exemple le cas de la regle C-M :

d
PSCHy(©) T,X:Type - ©,kind 1<i<n.
— (C-M) - =
'+ M¥[O] : Type

d

_ ¥(do)
Nous avons y, ) — PSCHx(©9)  To,Xo:Type - ©Ogkind
- FO H MX [60] . Type

(C-M)
1< <n.

W(d) est définie si nous pouvons vérifier que PSC H ().

Pour les autres regles, nous présumons que W est déja définie pour les dérivations
des prémisses. Dans ce cas, les constituants des prémisses transformées ne cor-
respondent pas forcément. Pour rendre possible I’application de la méme regle
que dans la dérivation d’origine d, nous devons insérer certaines applications des
regles de retypage (3.1-3.3). La dérivation W(d) est définie seulement s’il existe
des UTT"-dérivations de certains jugements d’égalité nécessaires. Les cas spé-
ciaux sont ceux des regles coercitives C'A.1, CA.2 et C'D. Elles sont rempla-
cées par d’autres regles permettant d’insérer les termes de coercion manquants.
L’exemple 4.2 nous fournit une idée du fonctionnement de la transformation.

Les regles a considérer sont les suivantes (incluant a la fois la formulation affai-
blie et la formulation normale pour les reégles ayant deux formulations) : 2.3, 2.6,
3.1,3.2,3.3, 3.3’, wkn, 5.2, 5.4-5.7, 6.1-6.7, 6.6’, 6.7°, ST.1-ST.5, ST.2’, ST.3’,
SK.2-SK.9, SK.5’, SK.6’, CA.1, CA.2, CD, ¥J-eq, E-eq.
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v(d) =

U(d) =

e Casd = Fcll—lk:k/:K F(Ii—Zk’:k”:KQb)
'Fk=F:K
Ce cas est similaire a celui des regles 2.3, 3.1, 3.2.
Nous présumons que V(d;) et WU(ds) sont définies. Nous ajoutons les in-
dices 1 et 2 aux contextes, termes et sortes afin d’indiquer si ces derniers
proviennent de la dérivation W(d;) ou ¥ (dy).

W(dz2) 72

Ty F Kk, =kY: Ky FTe=04
— (33) 73
, [y - ky =k : Ko [ F Ky =K 52)
1 .
Fll—k,:k‘,:Kl Fl}_k},:k‘”:Kl
T (dp) 12 22 (2.6)
I b ki=k, K ik, =K : Ky
(2.6)

Fl}_k‘l :ké/:Kl
Remarquons que nous ajustons la prémisse de droite afin de correspondre
a celle de gauche par application de regles de retypage appropriées. Toutes
les égalités dénotées par les points d’interrogation peuvent €tre dérivées si
nous pouvons prouver dans UTT" I’égalité de jugements suivante :

Uy (THK:K) =TT K : K).

d d
o Casd = F,ZL’:K,F’I—IJ e K = K’

Fz:K' I"FJ (3-3)
’ ’ W(ds) 2
7, FQ l_ KQZKé f—ngfl (33)
\I/(dl) F1|_K1:K2 Fll_KQZKé (23) '
Fl,l'IKl,F,l F Jl Flf_KliKé (33) ’

Fl,l‘ : Ké,F’l F J1
Comme précédemment, les égalités dénotées par les points d’interrogation

peuvent étre dérivées si nous pouvons prouver dans UTT" 1’égalité de ju-
gements suivante : Uy, (I' = Kkind) = U4, (I' - KKind).

d d d
o Casd= Iz:K.I'FJ TEK=K TF Kkind
o K. T FJ

(3.3%)
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Ce cas montre quelle est la différence quand on rajoute des prémisses.

¥ (dg) , 72
, Iy F Koy=K) FTe=T 33)
71
I - K1 =Ko 'y + Ko =K}
r-K K} @ r 13 K) = K} r \p(ﬁs) K4kind 14 r T
! LT 2 1 2 = K3 3 3kin 3=I1
, Y(d1) ; (2.3) = (3.3)
Iy,z: K1, I = ) - Ky =K} I'y - Kikind
v(d) = (3.3)

Ty,z: K, T FJq

Dans ce cas, les égalités dont on a besoin sont contenues dans
Uy, (' Kkind) = U, (I' - Kkind), et W, (I'- K'kind) = U, (T -
K'kind).

_ , B p 2
e Casd= I’ TV J [T + valid

T, T+ (wkn)
" U(dz) . 7
I \Pﬁl) J e '_F VIz‘l/l’ll(i l'; e (3:3)
W(d) = —1 ! b2 VG (wk
(@) Ty, T3, T F (wkn)
Les égalités dont on a besoin sont contenues dans
Uy (I F valid) = Wy, (T F valid).
d1 d2
e Casd= I'F f:(x: K)K' Fl—k:K(SS)
C'E f(k): [k/x]K' ’
Ce cas est similaire a celui des regles 5.2, 5.6, 5.7.
U(da) 71
Fg F k}g . K2 F FQ == Fl (3 3) %
W(dy) Fll_kQ:KQ ' Fll_KQZKl (3 1)
r r Sz Ky)K] MEk K '
U(d) = 1 fii(z 1)K 1 2 1 (5.5)

Fl F fl(kg) . [kg/.ﬁC]Ki
Les égalités dont on a besoin sont contenues dans
Uy, (I'+ Kkind) = U, (T' - KKkind).
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dl d2
e Casd= e : K\I"F K =k K FFk: K
U, [k/2]U" = [k/z]k" = [k/x]k" : [k/z] K’

Ce cas est similaire aux cas des substitutions simples 6.1-6.5.

(6.5)

U (dz) 71
FQ [ ]CQIKQ |—F2:F1 (33) %9
U(dy) Fl H 1{52 . K2 ’ Fl F K2 = Kl (3 1)
\P(d)_rl?x:KhF/l [ ]Cllzk/llK{ F1|_k32:K1 (65) ’
B Uy, [ko/2|Dy F (ko /]y = [ko/x]kY : (ko /2] K} .

Les égalités dont on a besoin sont contenues dans
U, (I'F Kkind) = ¥4, (I' - KKind).

d1 d2

e Casd= Iz : K\I"Fq:Q Fl—k::k:’:K(67)
U [k/a)l" & [k/xlqg = [k/x]q  [F/2]Q

Le cas 6.6 est similaire.

L kK PTaeT

- 2 S N X) 2%
U(dy) F1Fk2:k22K2 Fll_KQZKl (32)
\Ij(d):Fl,x:Kl,F’l |_ qlin Fll_kgzkéiKl (67) '
B Iy, (ke /2]0) F [k /a)qr = [Ky/2]qn - [ke/2]@Q '

Les égalités dont on a besoin sont contenues dans
Uy, (I'+ Kkind) = Uy, (T' - KKkind).

d1 da ds dy

e Casd= o K,I"Fq:Q 'Ck=kF:K I'k: K Fl—k":K(67,)

U, [k/2]U = [k/alq = [k/x]q - [K'/2]Q

Considérons la dérivation D, =
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U(d2) 71

Ty b ke=k}: Ko Fl2=D1 )
. Ty Fky =Ky : Ky ) PR -k .
Dy F ks = kot K Dibka=ky Ko G2 .
Iy Fks =ky: Ky @0 Fl'ﬁk;:kg;[(l
2.6)
Ty Fks =k, : K
ainsi que Dy =
W (ds) 25
Fg F /{/’3 : Kg F Fg = Fl (33) %
F1Fk3K5 F1|_K3:K1 (31)
Fl F k‘g . Kl ’
et D3 =
0 kg, Pt
- L - (33) %
F1|_/€4ZK4 F1FK4:K1 (31)
Fl H 1{54,1 . Kl '
finalement on a
(dy) Dy Do Ds
\Ij(d)—r’x:Kl’Fll l_ qlin Fll_k’g:]{fﬁliKl Fll_]{?g:Kl Fll_k'iIKl (67’)
B Uy, [ks /2] F [ks/xlq = [Ky/x]qu « [ks/x]Qn '
Dans ce cas, les égalités dont on a besoin sont contenues dans
U, (I' F Kkind) = U, (I' - Kkind), VY, (I' F Kkind) = Vg ("
Kkind), ¥, (I'+ Kkind) = ¥, (I' - Kkind), V., (I'F k: K) =
Uy TFE:K), VgTHE:K)=3¥,TFEK:K).
di da ds3
e Casd=1TF A:Type I' B:Type I'kc: (EI(A)EIB) (A B,c)eC
(ST.1)
I'- A <. B: Type
onaV(d) =
T's wfs) cs : (El(A3))El(B3) 73 Ty =TI, 33 )
s L L - Ty - cs  (BI(Ag)BI(B) ' Ty (Pl(45) BU(Bs) = (BIA))PUBS)
Iy F  Ajp:Type 'y = By : Type Ty k- c3: (BlU(A1))El(B2)

(ST.1)
T'1 F Ay <cg Bz : Type
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Les égalités dont on a besoin sont contenues dans
Uy (' + valid) = ¥, (I F valid), VU, (I' - BType) = Y, (I' +
BType), Y, (I' AType) = U, (AType).

d d
e Casd= I'FA<.B:Type TF A=A":Type

T.2
' A" <. B:Type (1.2
Ce cas est représentatif pour les cas ST.3, ST.4.
U (d2) I8
7 FQ H A2:A’2:Type "FQZF1 (33)
W(dy) F1I—A1:A2:'I'ype Fll—Ang’Q:Type (26) '
llf(d)_ Fl H A1<51B1:Type Fll—Ale’Q:Type (STZ)
B Fl H Al2 <Cl Bl . Type '
Les égalités dont on a besoin sont contenues dans
\de1 (F - AType) = \de2 (F - AType)
d1 d2
e Casd= '+ A<.B:Type 'ke=¢c: (ElI(A)EI(B) (STS5)
'A<, B:Type '
onaV¥(d) =
Ty \P(f—m co = ch : (El(A2))El(B2) )>—2 Iy =0 )
., Ty Fca = ch : (Bl(A2))El(B2) e Iy F (Bl(A2)El(B2) = (EI(A1)BI(B1)
Ty F o1 = e : (EI(A1))EL(B1) Ty ey = ch ¢ (BI(A1)EL(B))
A <ey B1 i Type Tk ey = c: (El(A1))EI(B1)

(ST.5)
'y A <C'/2 Bj : Type

Les égalités dont on a besoin sont contenues dans
Uy (TEe: (BEIUA)EINB)) =V, (T c: (EI(A))EINB)).

d d d
e Casd=TFQ <. Q TD,o:QF[a))1]K < k' T,z:QF Kkind
I'F(z: QK <. (¢ :Q)K'

(SK.4)
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avee ¢ = [f : (x: Q)K][' : Q1 (J(¢ (o).

Ce cas est représentatif des cas SK.2, SK.3.

Considérons la dérivation Dy =

/ / \Ij(d2) / / ! [ / / / /
Do, 2’0 Q5 F [ey(a!)/2]Ks <y K F T2 : QL =T1,2": Q)

O r 2 QL F (@) /2K = [ () 2] K

Iy,2' Q) F [ (2))/x] K3 <o K}

Lua s Qh F () /a]Ks < Ky

(SK.6)

ainsi que D3 =

U (ds3) 73
F3,$ZQ3 H K3kind |_F3,$ZQ3:F1,$ZQ1
Fl,l' . Ql F ngil’ld

Finalement on a ¥(d) =

(3.3)

U(dy) Dy D3
I, F Qll <C/1 Ql Fh]}/ : Qll F [Cll(l',)/l']Kg <c’2’ Ké Fl,.]? : Ql F Kskind

[iF(2:Q1)Ks <o (2 Q) K
avec ¢ = [f : (2 : QO - QI ().

(SK.4)

Les égalités 7, et 73 sont contenues dans

V(' F Qkind) = Y, (I' F Qkind), Y, [z @ Q + valid) =

Uy (22 @ F valid).

L’ égalité 7, demande davantage d’effort. Rien ne nous affirme que W, ([¢/(2') /x] K)
a la méme structure que les substitutions.

e [ es cas SK.5-SK.7 sont similaires aux cas ST.2-ST.4.

e Casd = Fcll—lf:(:c:Q’)K Ftli—gk:Q Fdle<cQ’
L'E f(k) : [e(k)/z] K

(CA.1)

onaV¥(d) =
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I

W(dy)
-

f1:(z:

QK1

¥(dy) 25
co(¥(d3)) , 71 Iy F ka:Q2 FTo=1Iq 33 25
Iz c3:(Q3)Q3 Fl3=1I1 33 1+ kg : Qo L1 F Qs =Qs .
;b e3:(Q3)Q% Iy Fke:Qs 55) B R
. 74
Iy Foeg(k2) - Qf I Q5 =Q}

'y keg(ka) : Qf
(5.5)

Ty k= fi(es(k2)) : [ea(k2)/@] K1
Les égalités dont on a besoin sont contenues dans
Uy, (I' - Qkind) = ¥, (' F Qkind), Y, (I' - Qkind) = U, (" -
Qkind), Y, (I'F Qkind) = U, (T' F Qkind).

e Le cas CA.2 est pratiquement similaire au cas CA.1.

e Le cas CD est similaire au cas CA.1 auquel on rajoute a la fin de la trans-

formation une application de la regle 2.4.

e Casd =

_ di; da _
PSCH(®) TI',X:Type - ©kind T + C:(MX[B])Type
ds. dy .

U F £ 00MX[0],0,.X[0]] T K aj: M, 1<j<m 1<i<n (E-EQ)
= EX[O)(C, [, [6]@)) = fi(a, ®{[M*[6],C, EX[O](C, [),a1], ..., @5 [M¥[B],C, EX[O)(C, ), ax]) : C(1;[6](a))
Avec O de la forme < ©4,...,0; >, f qui représente f1,..., fn, @ qui
représente ay, ..., a, et ARITYx(0;) = ®q,...,P;. Rappelons que O;
estde la forme (zq : My) ... (x, : M,)X.
Notons que ¥, (T, X : Type - ©;kind) = T';,, X, : Type - ©-kind.
Pour v = 1 nous prenons Dy, = ¥(dy,) et pour 2 < v < n, considérons les
dérivations Dy, =
\Ij(dlv) ?
', X1, : Type F 0O, kind T, X1, : Type =111, X1; : Type (3.3)

Fll)Xll : Type F @Ulvkind
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Iy

U (da)

Notons que
\I/dQ(F FC: (MX[< O4,... ,@1 >])Type) =
FZ F C2 : (MX[< @127 s 76712 >])Type

Considérons la dérivation h; =

?
F Cs :(MX[< @127...,(‘)”2 >])Type '_FQIFII

Iy, FCo: (MX[<O1,,...,0,, >])Type

(3.3)

?
L1, b (MX[<O1,,...,0n, >])Type = (MX[< O1, ..., On, >])Type

h1
Ty, F G (MX[< Oy, -, Oy >)Type

Ty, FC2: (MX[<O1,,,...,0n, >])Type

Puis la dérivation Dy =

3.1

?
Ty B (M [< O, 4., On, >))Type = (MX[< O1, ..., Op,, >])Type

Ty, FC2: (MX[<O1,,...,0On,, >])Type

Notons que
‘I’d%(l—‘ F fz : @;)[MX[< @1, ... ,@n >],C, L;-X[< @1, .. ~7®n >]]) =
F3i [ fi3i : @?[MX[< @13i, .. ,@ngl >],C, L;X[< @13i, .. "@n3i > ]

Pour 1 < v < n considérons les dérivations Ds,, =
v (ds,, )

?
T3, F  fog, 1 OMX[<O1, ..., Ong, >],C,0X[<O15,,..,0n,, >]] FIl3, =01,
L1y b fus, : OMX[< Oy, ,...,On, >, Cu¥[<O15 ,...,Ons, >

(3.3)

L1y b fog, s O9[MX[<O1, s, Oy, >], 02,0 [< O1y .., Ony, >]]
avec ,
J=T, FOMX[< Oy, ,...,0,, >],0X[< O ,...,0,, > =
Oy [M*[<O1,,,...,0n,, >],Co, X [< O, ,...,On, >]|
Notons que ¥, (T'Faj: M) =Ty, F aj,, = M;

J4;°
Pour 1 < p < m, considérons les dérivations Dy, =

\Il(d4p) ?
F4p F amp : Mp4p F F4p = Fll (3 3) .
Iy, F Apy,, Mmp ' Iy, F Mp4p = Mp:lp 3.1

Iy, F Upy, Mplp
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Finalement on a ¥ (d) =

PSCH(©")
Dy, Doy X
I'1,, X1, : Type F O, kind Iy, F Co: (M7 911 yooey Ong >])Type

D3,
Fll = fvgu eg[MX[< 6111 ----- enl >] Co, Ly [< @111 ----- 6”1n >]]
Da,
INH )—am :Mplp 1<p<m 1<v<n

D H BX[O](Co, 1,0 [01(@)) = fu, (o, B} [M¥[6'], Ca, EX[O/)(C, 1), a1y, ), -, PLIMN (O], C, EX[O)(Ca, 1), any, ) : Co(i¥ [€)(a))

(E-EQ)

_, __ )

Avec ©' de la forme < Oy, ,...,0,, >, [/ quireprésente fi, ..., fny, .
/ 1 A

a/ qui représente ay, , . . ., am,,,-

Les égalités dont on a besoin sont prouvables a partir de

Wy, (I, X : Type - ©;kind) = ¥4, (T, X : Type - ©;kind),

‘I’dQ(F FC: (MX[< O1,...,0; >])Type) =

Wy, (I' = C (MX[< ©4,...,0; >]|)Type), Vg, (I' = Mjkind) =
\Ifd4j (I' - M,kind).

e Casd =
IE EO.(C ar,an): (F)A  TE EO, ](01, 0(1)[@ JyeoestE[Om)) s (F)F  THE:F,
E[©m](C, a1, ... am) (E[On](C1, 151y [Om], -y 150 [Om]) (k) = E[On](Co; o1y, vy Goimy) (k) : A

(-eq)
Pour plus de clarté, nous désignons ici par Wy (c), I’occurrence du consti-

tuant ¢ provenant de la dérivation W(h), pour une dérivation i donnée.

Considérons la dérivation D; =

W(do) _ _ _ 51
Vay (D) Wy (BIOR)(Cr, Xy [Brml ooyt X [Om]) : (Fu)Fr)  F Way (D) = gy (T)

p (3.3) 79
Wa, () F W, (E[On](C1, Y1) [Om], ey 13, [Om]) + (Fn) Fi) Wa, (T) F (Vay (Fn))Va, (Fm) = (Va, (Fn))¥a, (Fin)

‘lldl (F) F \dez (E[én](clﬂ Lf(l) [ém]v ey L()f{(n) [émD) : (\dez (Fn))\Ijth (Fm)

(3.1

ainsi que Dy =
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U(ds) 73
U (D) B Wu(k: F,) F W, (T) = Uy, (1)

U, (D) F Wy, (k : )

3.3 7
(3.3) \I]dl (F) - \I’d3(Fn) - \de2(Fn)

‘I}dl (F> = \I}d3(k) : ‘I}d2 (Fn)

3.1

onaV(d) =
Va2 0 (0 EOm)(Cyat, o am) : (Fm)A)
Wy (0) 2 Wy (BIOI(Cr Xy O o Xy [Bn])) 5 (Wit (Fo)) Way ()
W, (1) 2 Wy () £ Wy ()
Va, (D) F W, (B[Om])(C,at, ... am)) (Ya, (E[On](C1, 31y [Om], vy 15 ) [OmD)) (Waty (K))) = B[, (On)](Ch, Vay (a(1))s - - -5 Yay (ao(n))) (Waty (k) = Ya, (A)

(9-EQ)

ou Cy = [x: Vo, (F)|Wa, (A) : (x: Vg, (F,))Type.

Les égalités dont on a besoin sont prouvables a partir de
U, (I' + F,kind) = U, (I' b F,kind), ¥, (T F valid) = U, (" -
valid), VU, (I'+ F,kind) = V., (I' - F,Kkind).

Il faut tout de méme remarquer qu’il n’y a aucun doute par rapport au fait

que ¥4, (0,,) = V4, (0,,), car rappelons-le, O, =< X, ..., X >. X étant

mfois

une variable, elle demeure inchangée apres application de W.

4.2.4.2 U etles dérivations

Nous explorons dans cette section certaines propriétés relatives a la transfor-
mation U et plus particulicrement, le lien qui existe entre W et les algorithmes
que nous avons introduits dans la section 4.2.3.3. Pour cela, nous considérons ces
algorithmes dans le méme ordre qu’ils apparaissent dans la section 4.2.3.3.

Lemme 4.40. Soit une dérivation d telle que V(d) soit définie.

(a) V(d) se termine par la méme regle que d.
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(b) Sidy est une sous-dérivation de d, alors V(dy) est définie.

(c) Soit dy une sous-dérivation de d du jugement J et une dérivation d, telle que
do ~ dj,. La dérivation d' est obtenue a partir de d en remplagant dy par dj,. Si
W(dy) est définie et W q,(J) = Wy (J) alors V(d') est définie et V(d) ~ W(d').

Démonstration.

(a) Vrai par definition de W.
(b) Vrai par definition de W.

(c) Preuve par induction sur la taille de d.
Cas de base. Quand d = d, évident.

Pas d’induction. Considérons le cas :

d d

d=TFA<,B:Type Tk A=A :Type
' A" <. B : Type

Soit la dérivation d; telle que d; ~ dj. On considere la dérivation d’ dans

laquelle d; est remplacée par d}. Par hypothese W(d}) est définie. Par défini-

tion de W et sachant par hypotheése que ¥, (I' = A <. B : Type) = Wy (I" -

A <. B :Type),onaV, =

(ST2)

U(dz) 7
2 FQ H A2:A/2:Type l_F2:F1 (33)
W(dy) F1I—A1:A2:Type Pll—AQZA’Q:Type (26) ’
Fl H Al <Cl Bl . Type Fl H A1 = A/2 . Type '

ST.2
I+ A/2 <g B Type ( )

dobt U(d) ~ T(d').

O

Lemme 4.41. Soit d une dérivation d’un des jugements ', 1"+ J,; 'z : K, T -
JouT' b (z: K1)Kydans UTT"[R]~. Si V(d) est définie alors respectivement :
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(a) V(VF (d)) est définie et Dy @' = valid) = V(I \- valid) ;
(b) W(KP (d)) est définie et \I/Kgl(d)(l“ + Kkind) = V4(I' - Kkind) ;

(c) V(p_°(d)) est définie et Wy, o(q)(I',x : K1 F Kokind) = Vy(I',z : Ky +
Kokind).

Démonstration. Les dérivations V7 (d), Kt (d) et p_°(d) sont des sous-dérivations
de d, par conséquent W(V{ (d)), W(Kp (d)) et ¥(p_°(d)) sont définies (lemme
4.40). On prouve I’égalité des jugements par induction structurelle.

Cas de base. Cas de laregle 1.1, évident.

Pas d’induction. Considérons le cas :

d d:
J= D,T'FA<.B:Type T,I'F A=A":Type

ST.2)
/ 7 . ( .
I'I"E A <. B : Type
Par définition on sait que ¥ (d) =
W(dz) 71
) 2, T Ay = AL : Type kD, I, =TT} 33)
Iy, T F Ay = Ay : Type [),0) - Ay = A : Type '
W(dy) (2.6)
Fl,Fll o A <c; B1 : Type F17F/1 A = Alz : Type (ST2)

'y, I+ AL <c, By : Type

On a Vy(I" - valid) = ¥, (' - valid) (conséquence de la remarque 4.39),
par hypothese d’induction ¥4, (I" F valid) = \I!VFol (@) (' = valid), or V{ (d) =
VE (dy), alors Uy @)(I' F valid) = Uy (@ (I" F valid). On peut conclure par
Uy(T + valid) = Uy @ (I F valid).

]

Lemme 4.42. Soit d une UTT"|R),-dérivation et E° I’algorithme d’élimination
vu au lemme 4.19. Si VU(d) est définie, alors V(E°(d)) est également définie et
W(E®(d)) ~ ¥ (d).

Démonstration. La preuve se fait par induction sur la taille de la dérivation de la
prémisse gauche. Nous devons considérer tous les sous cas de ’algorithme E°,
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ici nous prendrons comme illustration les cas de 1’élimination de wkn ainsi que
I’élimination des substitutions simples.

¢ Elimination de wkn.
Prenons par exemple le cas ol d; se termine par la regle 5.7.

dy do
DA F ([o: KKk = [k/2]k : [k/2]K"  T,T" I valid
DT A K- (o KRk = [kl - [/a]K
aVeCdlE F7Aax:Kle_lk/:K/ F,AlekaK
DA F ([x: KKk = [k/z|k - [k/z] K’

et d; et dy ne contiennent pas wkn.

d= (wkn)

(5.7)

Soit les dérivations .
¢ = TDAz:KFK:K T,I"F valid
LI Ax: KEE K
e d:
= T,AFE:K  T,TF valid
T TV AFk:K

Les dérivations V(e ) et ¥(e,) ont les formes suivantes :

(wkn) et

(wkn)

W (dg) Ey
F(er) Yy, (), Vg, Ty +  valid E Wy, (T) =¥, (I)
eq
Ve, (T)Wey (A),: Wey (K) F We (k) : Ve  (K') e, (1), Vg, (T) F valid

U(e)) = n ; ; (wkn)
Ve, (1), Uy, (I7), Uey (A), @ : We, (K) F Ve, (k) : Ve, (K')

(3.3)

U (dg) E3
Wy, (D), Ug, (1) + valid F g, (1) = U, ()

W(eq)
) = Ter D (2) E W, (k) : ey (K) Vey (0) W, (U7) - valid
(€2) = ey (D) Uy (07), ey () F Wy (R) ey () (i)

(3.3)

Par hypothese W(d) est définie, alors W(d;) et W(dz) le sont également.
Par rapport a la définition de W (d), on peut déduire les égalités suivantes
Uy, () =V, (I') = ¥, (") qui contiennent les égalités dénotées par £ et
E,.D’ou U(e)) et U(e)) sont définies.

On sait que E°(d) est de la forme suivante :
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g1 =

g2 =

U(E®(d)) =

E°(e}) E°(e5)
LI Az: K F F:K LA F kK

FO= T A (o KOk = f/all : /K

(5.7)

Condidérons maintenant les dérivations suivantes et définissons W(E°(d)) :

W (E° (e5)) E
U, ()0, (T), Uy (A) b Wy (k)W (K)  F 0, (D), 0, (I7), 0, (A) = W, (T), 0, (I"), U (A)
"2 "2 "2 "2 "2 "2 "2 "2 1 "1 1 (33)
Wer (), Wer (T7), Wy (A) B Wy () = Wy (K)
E
Wy (D), W, (), 9, (A) B, (k) W, (K) W, (D), Wy (1), W (A) F W, (K) = W, (K)
1 1 1 2 2 1 1 1 2 1 (31)
‘Ile/l (F)v \Ije’l (F”)v \Ilell (A) = \Ije; (k) : ‘116/1 (K)
W (E® (e1)) g2
\I/e/ (F),\I’e/ (F//),\IJE/ (A),:E:\I/el (K) = \I/e/ (k?/) : \I/e/ (K)/ \Ijel (F),\I’e/ (FN),\I’E/ (A) I \I/e/ (k?) :‘I/e/ (K)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 (57)

Ut (D), W (07), Wy (A) F ([o 2 Wy (KO oy (W) (k) = (W, (B) /2]y () < [0, (F) /]y (K

— Commengons par montrer que V(E°(d)) est définie. Pour cela nous de-
vons prouver que les égalités E5 et £; sont dérivables. Il nous suffit de
prouver que W, (I', "', A = Kkind) = ¥, (I', I, A - Kkind).

En appliquant I’hypothese d’induction a €] et €}, a savoir V(e ) ~ V(E°(¢e}))
et W(el) ~ W(E°(e})), et par définition de W(e}), U(e)) et U(d), on peut
prouver les égalités :

U, (T,T", A F Kkind) = ¥, (T), U, (T"), U, (A) b ¥, (K)kind),

et W (I, I, AF Kkind) = U, ('), Uq,(I'"), ¥, (A) = ¥, (K)kind).
Des deux égalités précédentes, on déduit I’égalité recherchée.

La dérivation W(E°(d)) est donc bien définie. Notons que 1’on peut lui
appliquer I’algorithme E° si on veut une UTT"|R] ™~ -dérivation.

— Montrons maintenant que
(0, T A F ([¢: KKk = [k/2]k : [k/2]K") = Ugo(a(T,T", A F
([z : KJEE = [k/2]k' : [k/2]K").

Par définition de W(d), on peut dire que (1) U, (I", T, A F ([x : K]k )k =
[k/x]k": [k/2]K') = We, (T), Wq, (1), We, (A) F ([ We, (K)]We, (K)) Ve, (k) =
(W (k) /2], () : [0 (k) /2], ().

Par hypothése d’induction on sait que ¥ (e}) ~ U(E°(e})) et U(e) ~
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V(E°(e})), de plus par définition de W(E°(d)) et grace au lemme 4.40, on

peut dire que (2) Vgo(qy (I, I, A & ([z : K|K )k = [k/z|k : [k/2]|K') =

We, (D), Wy (), W, (A) F ([ 2 Wy (K)o, (K)o (R) = [ ()]0, (K)
(W (k) /)W, (KC7).

Des égalités (1) et (2) on peut déduire que V(I T, A F ([x : K|k )k =
(k/zlk o [k/2]K') = Wgeqy(D, T, A F ([x + KKk = [k/z]k -
[k/z|K"). De plus les jugements ¥ (I, I A + ([z : KKk = [k/z]k :
[k/x]K') et Ugoqy(D, I, A F ([x : K|k )k = [k/z]k' : [k/x]K') sont
respectivement les conclusions des dérivations V(d) et W(E°(d)). Par
conclusion ¥ (d) ~ W(E°(d)).

3 d
e Elimination de la substitutionsimple:d= I, z: K,\I"-J  TFE: K (sub)
L, [k/x)T & [k/x]J

ol d; et dy sont des UTT[R], -dérivations.

— Prenons pour exemple le cas de la regle 6.3.
Considérons un des cas standards (d; se termine par CA.1), ce cas est

similaire aux autres cas a I’exception des cas ou d; se termine par la regle
1.2 ou 1.3.

d da
D K TR f(g) [c(;z)/y]Q’ PER:K o3

— D k/2)T"F [k/2](f(q) : [k/2)([c(q) /4)Q")

avec

Dy Dy Ds
e KTV E fi(y:Q)Q Ne:K\I"Fg: S Mz K\IME S<.Q

dy (CA.D)
oa: K I'E f(q) « [e(q)/y]@
Considérons la dérivation d’ qui représente un pas de I’algorithme d’éli-
mination des substitutions simples.
Considérons la dérivation d’ =
D do Do do D3 do
Nz:K,I" - f:(y:Q)Q’ '-k:K 63) Iz:KI"F q:8 '-k:K 63) Nz: K, I" - S<.Q '-k:K (SK.9)
L, [k/z]0 & [k/z]f : (y : [k/2]Q)[k/2]Q" U, [k/2]0" - [k/z]q : [k/z]S ' L, [k/2]l" - [k/2]S <jr/z)c [k/2]Q A 1)’

L, [k/2)0 & [k/2]f([k/x]q) : [[k/xlc([k/z]q)/y][k/2]Q

Notons que [k/x|f([k/z]q) = [k/2](f(q)) etque [[k/z]c([k/z]q)/y][k/2]Q" =
[k/x]([e(a) /9]Q).

Par hypothese W(d) est définie, c’est donc également le cas pour W(d)

(Ilemme 4.40) qui a par définition la structure suivante (voir section 4.2.4.1) :
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U(dy) =

w(D2) B2
. - Aok  oga:Ss Faz=ar o s
Ag Fcg:(S3)Q3 F Az =A; 33) Ay qo: So Ay F So =S3 an
Ay ez (S3)Qs o Ay kg2 S3 55 ’ 7
#(Dy) A1k eg(an) i Qs - M F Q=01
Ar B of1i(y:Q1)@Q) Ay Feg(az) s Q1 ’

(5.5)
Ar E fi(e3(g2)) ¢ [ea(a2)/y]Q)

avec h = co°V((D3)) et Wp (Do : K1) =T,z K, I, = A
pour: = 1,2 3.

Soit Wy, T'HkEk: K)=TsFky: Ky, ona:

U (dz) Eg
et ksr:fisk.KFFs:Fl R T
W(dy) 1 s - s 1 s = 1 (31)
W(d) = Ty,z: K1,T) F files(ae)) « [e3(a2)/y]Q) Ty F ks Ky 63
a Ty, [ks /2] & [ks /2] fr([ks /@]es([ks/2]q2)) : [[ks/@]es([ks/@]az) /y][ks /2] Q) '
Nous cherchons maintenant a définir ¥(d'). Commengons par considé-
rer :
D1 d2
D= Foe: K\TVE f:(y: Q)Q Fl—k‘:K(63)
P DR/ E [Ralf : (y s k/2Q)R/2]Q T
onaV(D)) =
U (d2) E5
VLT I Y-S A
w(Dy) 17 % Bs LT 2 =2 3)
Fl,xiKl,F/l |— f1 : (le)Q/l Fll—]{?s :K1 (63)

Ly, [ks/2I0y F [ks/2lf1: (y = [ks/2]Qu) (ks /2] Q)

Les dérivations W(D;) et W(ds) sont définies, de plus on sait que les
égalités F5 et g sont dérivables car elles apparaissent dans la dérivation
U(d) qui est définie. ¥ (D)) est donc bien définie.

Considérons ensuite

D d
Tae:KT'Fqg:S TrE:K

D, = T, [k/2]0 F [k/2]q : [k/z]S
Ona V¥ (D)) =

(6.3)
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W(dz) E7
I's b ks:Ks F Ts=T2 (.3)

Esg
(D) Ty b ks : K s F Ky = Ko
Iy,z: Ko, T, F q2:852 To bk ks: Ko
Do, [ks/2]Th & [ks/z]qz : [ks/2]S2

(3.1

(6.3)

E

Les dérivations W(D,) et U(ds) sont définies. De plus, dans I—2 Ay = A4,

on retrouve les dérivations des jugements - 'y = 'y et 'y F Ky = Kj.
E

A partir des ces deux égalités et des égalités suivantes F 'y =T et

E
Iy I—6 K, = Kj; il est possible d’obtenir des dérivations de F; et Fg.
U (D)) est donc définie.

Considérons maintenant

Ds ds
Ne: K\I"E S<.Q -k K

Dy = (SK.9)
K U, [k/2|T" F [k/2]S <pjae [k/2]Q
ona V(D) =
W (dg) Eg
Ty b ks: K, Fh=Ts oy -
YD) Ts - ks : Ko Iy b K= K3
3.1
Fg,x:Kg,,Fé = S3 <ecs Q3 I'skks: K3
(SK.9)
T3, [ks/2]T5 & [ks /2]S3 <[, /z]cs [ks/2]Q3
Ey
Les dérivations W(Ds) et U(ds) sont définies. De plus, dans - Az = Ay,
on retrouve les dérivations des jugements - I's = 'y et 'y - K3 = Kj.
E
A partir des ces deux égalités et des égalités suivantes |—5 I'c =T et
Fe
Iy I—b K, = K, il est possible d’obtenir des dérivations de F; et Fg.
U (D)) est donc définie.
Nous sommes en mesure de proposer une dérivations de W(d').
c0® (¥(D})) 7
oy = Dy, [ks/x|Ty = [ks/x]cs : ([ks/2]S3) ks /2]Q3 F Ty, [ks /]l = T, [ks /2]T 33)
Ty, [ks /@0y F [ks/z]es : ([ks/2]93)[ks /2]Q3 '
¥ (Dj) 279
 Dolks/ally b [ks/alga : [ks/a]S2 F T, [ks /2]l = Ty, [ks /2]T} a3 .
v2 = U1, [ks /)T & [ks/2]ga : [ks/2]S2 ' Ty, [ks/2]0) b [ks/2]S2 = [ks/z]S3

3.1
Ty, [ks/a]T) & [ks/@]qz : [ks/2]Ss

vy = T [k /20y E ks /2)es ¢ (ks /2] S3)[ks /2]Q5 T, ke /2]l F [ke/algs : [ka/a]S3 55
Iy, [ks/2]T) F [ks/x]ca([ks /x]q2) : [ks/2]Q3 '
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(d) =

v(Dy)
Dy, ks /2Ty b [ks/a)f1: (y - [hs/2]Qu) (ks /2]QY

Ty, ks /2l E [k /ales([ks/alaz) : [ks/a]Qs T, ks /a0 F [ks/a]Qs = [ke/) @1

Ty, [ks /2] F [ks/z]es (ks /2lq2) « [ks /2]

Ty, (ks /2Ty F ks /a] f1([ks /ales([ks /2] q2)) = [[ks/z]ea([ks /2lg2) /y)[ks /2] Q4

Démontrons que les différentes égalités 71, 75, 73, 74 sont dérivables.
7
Légalité - T3, [ks /x|y = 'y, [ks/x]T"} est obtenue par autant de substi-

E
tutions que nécessaires a partir des jugements |—1 Iy, K3, I, =T, 2
Ky, T, et F ks : Kq que I’on retrouve dans V(D).
?
L’ égalité - [y, [ks/x]T, = T'y, [ks /2] est obtenue par le méme procédé
E
que 7; mais a partir des jugements I—Q Do,z Ko, I, =Ty, 20 Ky, T, et
Fl [ ks . Kl .
2.
L égalité 'y, [k /x| - [ks/x]Se = [ks/x]S3 est obtenue par substitu-
E
tion (régle 6.4) a partir des jugements I'y,z : Ky, 1" - Sy = 93, et
Iy F kg K.
?
L égalité I'y, [k /|1 - [ks/x]Qs = [ks/x]Qq est obtenue par le méme
E
procédé que 73 mais a partir des jugements I'y,z : Ky, 1" - Q3 = Q1,
et Fl F ks . Kl.
En conclusion W(d') est définie. De W(d') ~ ¥(d), il suffit de comparer
syntaxiquement les jugements finaux de W (d') et W(d).
En appliquant I’hypotheése d’induction et a 1’aide du lemme 4.40, nous

pouvons €liminer I’application des regles de substitutions des prémisses
de d' et prouver que ¥(d) ~ V(E°(d)).

Cas ol d; se termine par 1.2.

do
i Kkind (5 g
J= Iz : K+ valid Fl—k:K(6'1)
- I' = valid
Par définition E°(d) = V¢ (do). Grice au lemme 4.40 et 4.41, on sait
que W(VE (do)) est définie et Uy(I' = valid) = Wq (I = valid) =
Wy (4o (I - valid). D’ou W(E®(d)) ~ ¥(d).
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U

— Cas ou d; se termine par 1.3.

d
T: K, T'F valid
Nae:K,I"'Fa: K

T/l F kK

A3 gk ©5)

d

Prenons d’' =

do d2

i [,z K, I" |- valid 'k K
'k K [, [k/z]" I valid
O k/z)T" kK
Le fait que W(d') soit définie et que U (d) ~ W(d'), est vérifié directe-
ment a partir de la définition de W. Soit d” obtenue en éliminant la reégle
6.1 de la dérivation de la prémisse droite de d'. Par hypothese d’induc-
tion, on a:

6.1)

(wkn)

d d d d
Pz KT'Fvalid TFFk:K Fo: KT FEvalid TFk:K

T, [k/z][" F valid

6.1 ~ U(E,,
©.1) (Bsun( T, [k/z][" F valid
Grace au lemme 4.40, on a ¥(d") ~ ¥(d'), de plus E°(d) = E, ,..(d").

On utilise le fait que la preuve est faite pour le cas de wkn pour montrer
que ¥(d") ~ U(E; ,,(d")). On peut conclure que ¥(d) ~ V(E°(d)).

wkn

]

Lemme 4.43. Soit d une dérivation du jugement I' = A <. B : Type (ou
't K <. K')dans UTT"[R],,. Si ¥(d) est définie alors :

(a) W(I2(d)) est définie et Wy (q)(I' = A : Type) = Wy(I' = A : Type)
(ou U 4y (T' + Kkind) = W, (T' b Kkind))

(b) W(r2(d)) est définie et V,o ()(I' = B : Type) = V4(I' = B : Type))
(0u Wyo (4) (T = K'kind) = Wy(T + K'kind)),
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(c) W(co°(d)) est définie et Vegoq)(I' = ¢ : (EI(A))ENB)) = Y4(I' F ¢ :
(El(A)EL(B))
(01 Wppo(ay(T F ¢ (K)K') = Wy(T' - ¢ : (K)K")).

Démonstration. Preuve par induction sur la taille de d. Les regles a considérer
sont toutes les regles de sous-typage (ST) et de sous-sorte (SK).

Cas de base. Le cas de base est couvert par la regle ST.1.

4 d ds
_ I'FA:Type TI'FB:Type TI'Fc:(EI(A)EIB) (Ae,B)elC
= IFA<.B:Type ST

o I(d) = d;. Par hypothese ¥ (d) est définie donc W(d;) I'est également
(lemme 4.40). On peut déduire que V(12 (d)) est définie.
Ona Yy q)(I' = A : Type) = Vg4, (I' = A : Type), de plus on sait que
U, (' A: Type) = U, (' A : Type), d’ou
e () (' = A : Type) = Uy(I' = A : Type).

e r2(d) = d,. Par une démonstration analogue, on montre que
Uyo (@)(I' = B : Type) = Uy(T' = B : Type).

e co°(d) = ds. Par une démonstration analogue, on montre que
Weoo(a)(I'F e (BI(A))EIB)) = Y4(I' ¢ : (EI(A))EN(B)).

Pas d’induction.
e Prenons le cas :

d=Casd= Fﬁ@’@@ Faz Q’ [’(x')/x}K<cuK' r,x:QdﬁKkind
Fz: QK <. (¢ : Q)K'
aveccz[f:(:c:Q)KHx’:Q’]c”( (d(@)));

(SK.4)

ds
(@) onal’(d)= I'z:QF Kkl.nd 5.1y
I'F (z: Q)KKind
U (d3) étant définie (lemme 4.40), par définition W(12 (d)) 'est égale-
ment. On a donc :
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(b)

(c)

Uy(I'F (z: Q)Kkind) = W, (' F (2 : Q)KKind), de plus
Wpe a)(T F (2 : Q) Kkind) = Uy (T F (z : Q) Kkind), d’ou
Uy(T + (2 : Q)Kkind) = Wy (4)(T' - (2 : Q)Kkind).

r2 (dz2)

onar’(d)= I'2': Q" F K'kind 5.0y
I'F (2 : Q)K'Kkind '

Par hypothese d’induction ¥ (r2 (d2)) est définie, par définition W(r (d))
I’est également. On a donc :
V(T (2 : Q)K'kind) = U, (I' F (2 : Q") K’Kind), de plus
Vo (gp(T'F (2" 2 Q") K'kind) = Wyo (4,)(T' = (2’ : Q") K'kind), or par
hypothese d’induction nous avons
o (4y)(T'F (2" 1 Q) K'kind) = W4, (I' - (2" : Q") K'kind) d’ou
o (' (2" : Q") K'kind) = W y(T' = (2" : Q') K'Kind).

Tout d’abord cherchons une dérivation du jugement :
co°(d

)
' b c:((z:Q)K)(z:Q)K'
Considérons les dérivations suivantes :

d
T.z:QF Kkind

It (z:0)Kkina O

= T QKT valid 02
Ve, (d2) "
_ D@+ valid U f:(z:Q)K + valid
bo= T/ (z:Q)K,«:QF valid (wkn)
E°(po)
_ DIfi(@: QK2 :Q F valid
NS T QR QR g Y
°(po)
Dy = F,f:(x:Q)K,x/:Q’Ei—p valid (13)
2 = )
Cof iz QK2 :QF f:(x: QK
ds
x:QF Kkl.nd 5.1)
0 (ds) I' - (2 : Q)Kkind (12)
| La':Q F :(d@)/z]K)K' T,f:(x:Q)K F valid (W.kn)

Ofi(z: QK2 :Q " ([d(2)/z] K)K'
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r coolﬁdl) d:(Q)Q Lf:(z: QK2 :Q EOI(—pO) valid
Dofi(r:QK, 2" :QF:(Q)Q
E°(h1) p1
B :F,f:(:r:Q)K,x’:Q’ Fod(Q)Q Of:i(x:Q)K, 2 :Q Fa:qQ (5.5)
* T Ofi(x: QK2 :Q Fd():Q '

hi = (wkn)

b = F,f:(m:Q)K,x’:Q/}IL—Qc/(a;’):Q F,f:(x:Q)K,x’:Q’pl—zf:(x:Q)K 5.5)
- L fi(z: QK2 QF f(d(2)) : [d(a") /2] K '

Et h4 =
E°(h)
Lo QR @ (WK Tf (s QR @ fE) /K
OF (0 QK2 QF (W) : K |
On obtient finalement la dérivation :
h
LSl QE e QEEE) K o
i =TT @ QR L QIGEW): @R Y
CEf (@ QK] Q" (f(d (@)« (f : (x: Q) )@ QK
Montrons que ¥ (co°(d)) est définie.
Sachant que W (d3) est définie, par définition W (pf,) I’est également. Voici
ci-dessous une dérivation de V(py).
. Vag (O, F + (& Wy (@) Vay (K) L0 walid 2wy () = g (ay) (@)
Vye (dg) (D), 2" Yo (d)(@" rﬁ ’ valid Tye (dg) @5 F 2 (22 Wy (@)W gy (K) F valid 6
¥(po) = - ! . (wkn)

\IJVFO] (dz)(r), [z ey (Q)), z’ qzvlgl (dz)(Q’) - valid

Grace au lemme 4.41 on sait que Wy ) (I' F valid) = ¥ (I F
valid). De plus, par définition de ¥ (d), ona W4, (I' - valid) = U, (T"

E
valid). Le jugement - U, (I) = Uy (d)(I") est donc dérivable et
U(pg) est définie.

Nous savons par rapport au lemme 4.42 que W(E°(p,)) est définie, par
définition W(p;) et WU(p,) le sont également. Par une démonstration
analogue a celle de W(p,), nous prouvons que W(h) et W(h;) sont
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définies.

Pour prouver que W(hs) est définie, selon sa définition nous devons
montrer I’égalité :

Ve (T, f - (2 Q)K, 2" - Q' Fvalid) =V, (T, f: (z: Q)K, 2" :
Q' F valid).

Par hypothese d’induction, par définition de W et grace au lemme 4.42,
nous sommes mesure de prouver les deux égalités :

Ugoy (U, f 1 (- Q)K, 2" - Q' = valid) =V, (T, f : (z: Q)K, 2 :
Q'+ valid), et

U, (T, f:(r:Q)K,2 : Q F valid) =V, ([, f: (z: QK,z :
Q'+ valid),

et en déduire I’égalité que nous recherchons a savoir :

Ugoy (U, f 1 (- Q)K, 2" - Q' Fvalid) = W, (I, f : (2 : Q)K, 2 :
Q'+ valid).

Par une démonstration analogue, nous prouvons que W(hs) et W(hy)
sont définies. Nous pouvons conclure en disant que W (co°(d)) est dé-
finie.

Montrons maintenant que :

VeI [f ¢ (@2 QK] : QN (F(() « (v : QK -
QVK') = V(' B [f : (z : QK] : Q] : ;
Q)K)(z" : Q) K').

~
o)
Q\
~
8
\;
o~
S

En analysant la dérivation ¥ (d) on peut dire que :

xvd)(r )F (@ QK] 2 Q)W) ¢ (@ : QK -
Q/ K =

Way (T) 1 = (22 Wy (@) Way (K)] [ 2 W (Q1)] Wy (") (f (Way () (2) :
((z : W4y (@) Wy (K)) (2 2 Wy (Q)) Wy (K7)).

De plus I’observation de co°(d) et le lemme 4.42 nous permettent d’af-
firmer que :

Vepo)(I' ' [f + (2 Q)K][2" : Q" (f(d(2) : (x : Q)K)(2" :
Q)K') =

Weortap (D) F [ = (2 Wt (Q)) Wty (][0 + Wy (@)W 4 () (Ve (€) ()
(5 + Wy (@)W, (K0 = Wy (Q) Wewo(a (K))

Par hypothese d’induction, nous avons les égalités suivantes :

Veporay(I'F 1 (Q)Q) =Yy, (I' =1 (Q)Q) et
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Weoo () (T " 2 ([(2") /2] K)K') = Vg, (T F " 2 ([d(2) /2] K)K).
De ces deux égalités, nous pouvons déduire les égalités suivantes :
\IICOO(dl)<F) = \Ildl (F)’ \IICOO(dQ)(C”> = \Ildz (C//), qjcoo(dl)(cl> = \Ildl (C/),
Voo (d) (K') = Wa, (K7)

On peut en conclure que :

\I/ca,o(d))(F EIf:(z: QK2 - QI (f(d(2) : ((x : QK)(a :
Q/ K =

Ug(CE[f : (2 : QK] : Q" (f((2) : ((x: QUK) (2" - Q) KT).

]

Lemme 4.44. Soit d une UTT"[R],-dérivation d’un des jugements I' - K; =
Ky, Tk =ky:Koul X : K (X dénote un terme ou une égalité de
termes). Si V(d) est définie alors V(I2.(d)) et V(r2.(d)) sont définies, V(I2.(d)) et
U(re(d)) sont définies, et V(kd°(d)) est définie respectivement.

De plus :

((,l) \P,i(d)(l“ [ Klkmd) = \Ild(F F Klkind), \Il,c;(d)(I‘ H ngmd) = \I/d(F [
ngmd) y

(b) \Iflo:(d)(F F kl : K) s \Ifd<P H kl : K), \Ijro:(d)(]:‘ H k2 : K) =S \Ifd(F H ]{72 :
K);

Démonstration. Par induction sur la taille de d.
Cas de base. Quand ¥ (d) = d.

Pas d’induction.

(a) Le jugement ayant la forme [' = K; = K, la dérivation d peut se terminer
par une des regles suivantes : 2.1, 2.2,2.3,4.3,5.2.

e Considérons le cas :
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d1 d2
Ie: K- K=K} ' Ky =

Ky
2
I'F(x: K)K] = (v : Ky) K]} (5:2)

12 (d
-~ Onall(d) = Ia:K ’(ﬁ) K'kind
'k (z: Ky)Kkind
Par hypothése d’induction ¥ (12 (d;)) est définie, il en est donc de méme
pour VU (I2.(d)).
Par définition de ¥ on a :
V(I F (x: Ky)Kikind) = Vg, (I') F (2 : Uy, (K7))Vy (K])Kind),
de plus \Ifloz(d)(l—‘ F (l’ : Kl)Kikil‘ld) = \Ijl":(dl)(r) F (:L’ : ‘Ifloz(dl)(Kl))‘lflo:(dl)<Ki)kind),
or par hypotheése d’induction on a 1’égalité suivante :
Ve (¢)(I'y 2z + Ky F Kikind) = ¥, (I',2 : K; = K{kind), on peut en
déduire les égalités :
gjli(dl)(r) = Uy (F)’ \Illoz(dl)(Kl) = Uy (Kl)’ \Ijl(’:(dl)(Ki) =y (Ki)’
‘ou
Wpe (@y(I' F (2« K1) K{kind) = Wy(T' F (2 : K;) K kind).

(5.1)

—onarl(d) =

r2 (dy r2 (d2)

Iz: K l(— ) Klkind T ¢|1_2 Ki=K, I F Kykind
Iz : Ky B Kikind 5.1)
T (z: Ko)Kikind =
Montrons tout d’abord que W (r2 (d)) est définie.
Nous savons que W(dy) est définie, il en est de méme pour ¥ (r2 (d;))
et U(r®(ds)) par hypothése d’induction. Connaissant la définition de
U(re(d)) et en appliquant le lemme 4.42, nous savons qu’il nous suf-
fit de prouver les égalités :
Uyo (4)(T F Kikind) = U, (T - K kind) et U, (T - K kind) =
Wye () (T F K kind).
La seconde égalité découle directement des hypotheses d’induction.
Penchons nous sur la premiére. Par définition de ¥ (d), on sait que ¥4, (I"
K, kind) = V., (I' - KKind) et par hypothése d’induction on sait que
VUpo (qy(I' F Kikind) = Wy (I' F K kind). De ces deux égalités, on
en déduit celle que nous recherchons, a savoir Wyo 4y (I' F Kikind) =
U, (I' - K;kind). On peut conclure que W (r2 (d)) est définie.

E°( (3.3%)
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Nous devons maintenant montrer que :

Wpo (@y(I' F (2 : Ky) Kokind) = Wy(T' F (2 : Ky)Kjkind).

Par définition de W on a :

V(T F (x: Ko)Kikind) = Uy, (T) F (2 : Uy, (Ks)) Wy, (KY)kind, de
plus le lemme 4.42 nous permet d’affirmer également que :

Vo () (I'F (20 Ky)Kokind) = Uy, (T') F (20 Wy, (K3)) Ve () (K5)Kind.
Par hypothese d’induction on a 1’égalité suivante :

Vo (qy (I, 2z + Ky F Kikind) = ¥, (I, : K; - Kikind), on peut en
déduire I égalité : Vo (q,)(K5) = Uy, (K3), d’ ol

o (@y(I' F (2 : Ky) Kokind) = Wy(T' F (2 : Ky)K)kind).

(b) Le jugement ayant la forme I" - k; = ko : K, la dérivation d peut se terminer
par une des regles suivantes : 2.5, 2.6, 3.2, 5.4, 5.6, 5.7, 5.8, CA.2, CD ou
encore une des regles d’égalité associées aux constantes de UTT" [ R]

) Considérogs le cas ; ;
PFf=f:(z:K)K' TrFk=k:K TFKo<,

4 TF [(kn) = (ko) - [clkn) [ K7

12 (dy) 12 (d2) ds
—OIlElli(d)E r ~ f([l'}K)K/ I' v ki:Ky ' Kyg<. K

L'E f(ky): [e(ky)/x] K’
Montrons tout d’abord que W (/2 (d)) est définie.
Nous savons que W(I2(dy)), ¥(I2(dy)) et ¥(d3) sont définies. Il nous
suffit de prouver les égalités :
Wjo (4)(T - Kkind) = Uy, (T - Kkind) et Wy (g (T - Kokind) =
Wy, (T Kokind).
Par définition de ¥ (d) on peut prouver que :
U, (I - Kkind) = U, (I - Kkind) et W, (I' - Kokind) =
\Ifd3 (F H ngind)
De méme que I’on peut prouver a 1’aide des hypotheses d’induction que :
Ujo (4 (T - Kkind) = U, (T - Kkind) et Uje (g (T F Kokind) =
W, (T Kokind).
Nous pouvons en déduire les égalités recherchées et prouver que V(12 (d))
est définie.
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Nous devons maintenant montrer que :

Wie @) (I f (k) : [e(kr) /2] K') = Wa(T = f(ky) = [e(kr)/2]K7).

Ce résultat est facilement prouvable par définition de W(d) et de U (I2.(d))
et a I’aide des hypotheses d’induction.

- Onard(d) =
r2 (d1) r2 (d2) d3 E°(h)

r - f:(z:K)K' ' + ko:Kop ' Ko <e K (CALD) L'+ [c(k1)/z]K" = [c(k2)/z] K’ 2.2

TE f/(k2) : [e(ke) /2] K’ ' T+ [e(k2) /2] K’ = [c(k1) /] K’ G 1;

T+ f/(k2) : [c(k1)/z] K’ '
Avec h =
coo}(_d3) (KK
: (Ko) 2.4) dg c0® (d3) r% (dg)
p_°(kd°(d1)) Nz:Kkce=c: (KoK L'k ki =ka: Ko 6 c: (Ko)K ' + ke:Kop 5.5
Pz K - K'kind D e(kr) = e(k2) K 0 Treh) K o 9

T+ [e(ky) /2] K’ = [e(k2) /] K
Par une méthode relativement similaire aux cas précédents (en employant
également les lemmes 4.42 et 4.43), nous sommes en mesure de prouver
que U(r2(d)) est définie et que :
Wo () (T (ko) = [e(ky) /2] KT) = Wa(T & f'(ks) - [e(k) /2] K7).

(c) Le jugement ayant la forme I' - X : K, la dérivation d peut se terminer par
une des regles suivantes : 3.1, 3.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, ST.1, CA.1,
CA.2, CD ou encore une des régles associées aux constantes de UT'T"[R],,

e Considérons le cas
d1 da ds
'ef=f:(x: K\)K' 'k =ky: Ky 'k Ky <. K

= TF f(k) = /(o) : [e(kr) J] (CA2)

on a
c0®(ds) 12 (d2)
p_o(kdo(d1)> r F C: (K())K I + /{?1 : KO (5 5)
[,z: K F K'kind TF k) K '
kd°(d) = E°(—7 m ) K 6a))

I'F [c(ky)/z]K'kind

Par une méthode relativement similaire aux cas précédents nous prouvons
que V(kd®(d)) est définie et que
Wiae(a)(I' F [e(kr) /2] K'kind) = Wy(T' F [c(ky) /o] K'kind).
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]

Lemme 4.45. Soit d une UTT"|R| -dérivation et less I’algorithme vu au lemme
4.21. Si V(d) est définie alors V(less(d)) est également définie, de plus ¥ (less(d)) ~
U (d).

Démonstration. Par induction sur le nombre de UT'T"[R],, -régles qui ne sont pas
des UTT"[R] ™ -regles.

Cas de base. Lorsque d ne contient aucune des regles mentionnées plus haut :
évident.

Pas d’induction. Les regles a considérer sont les regles ST.2’, ST.3’, SK.5’ et
SK.6’.

Considérons le cas ST.2’ dont la méthode est similaire pour tous les autres cas.

d= Fld—1A<CB:Type FCII—QA:A’:Type FC&A’:Type
TF A <, B: Type
less(d1) less(d2)
Onsaitqueless(d) = ' - A<.B:Type I F A=A:Type
' A" <. B : Type
Nous prouvons d’abord que W(less(d)) est définie, par une méthode similaire a
celle employée lors des démontrations des lemmes 4.42, 4.43 et 4.44.

(ST.2")

(ST.2)

Montrons maintenant que W (less(d)) ~ W(d), autrement dit que

Uy (T'F A" <. B:Type) = Vesq)(I' F A" <. B : Type).

Par définition de ¥ (d) on sait que :

(D) U(T'F A <. B:Type) = ¥y, (I') F V4, (A') <w, () Va,(B). De plus par
définition de V(less(d)) on sait que :

(z)glless(d)<r = A <. B : Type) = \Illess(ch)(F) = \Ijless(dz)<A/) <‘Illess(d y(©)
Wiess(a,) (B). En appliquant I’hypothése d’induction a d, et ds, on a W (less(d; )1) ~
U(d,) et U(less(ds)) ~ ¥(ds). On peut conclure que ¥y(I' = A’ <. B : Type) =
Uiess(ay (I' = A" <. B : Type) donc que ¥(less(d)) ~ ¥ (d).

]

Lemme 4.46. Soit d une UTT"[R]-dérivation et E* I’algorithme vu au lemme
4.22. Si U (d) est définie alors V(E*(d)) est également définie, de plus V(E*(d)) ~
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T(d).

Démonstration. Preuve par induction sur le nombre de régles de UTT" [R] qui ne
sont pas des regles de UTT"[R],,.

Cas de base. Il n’existe aucune des reégles mentionnées plus haut dans d. Dans ce
cas E*(d) = d.

Pas d’induction.

e Cas ou la derniere regle de d est une des regles dont il existe une version
avec des prémisses supplémentaires.

d1 d2
Exempleducasd= I'F Ki <c Ky I'F Ky = Kj

2
K.
'+ K, <. Kj (SK-5)
On sait que :
. E*(d1) E*(d2) , r2(B(dz))
E'd)=T F K < K r - K, :/K2 rr = K)kind (SK.5")
'K, <. K,

Il faut d’abord montrer que W(E*(d)) est définie.

Afin d’y parvenir, connaissant la définition de W(E*(d)), nous savons qu’il
nous suffit de prouver les égalités :

U gy (I Kokind) = Wgs(q,)(I' - Kokind) et Wgs(q,)(I' = Kokind) =
‘I’rO:(E*(dg))(F F Kékind)

Par définition de W(d), en appliquant les hypotheéses d’induction et le lemme
4.44, nous sommes en mesure de prouver que les deux égalités précédentes
sont dérivables et donc que W(E*(d)) est définie.

Montrons maintenant que W(E*(d)) ~ ¥(d).

Par définition de W(d), on sait que :

(1) Ul + Ky <, Kp) = Wa, (D) F Wy, (K1) <u, (o o (K3). De plus
par définition de W(E*(d)), on sait que :

(2) Uer(a)(I' F Ky < K3) = Wera) (1) F e (a) (K1) <wgpay () VE ()
En appliquant I’hypothése d’induction a d; et dy, on a W(E*(d;)) ~ ¥(d,
et U(E*(ds)) ~ W(dy). On peut conclure que V,(I' + K; <. KJ)
Vg gy (I'F Ky <. K3) donc que W(E*(d)) ~ ¥(d).

KY).

~— —~

e Cas ou la derniere regle de d est une des regles a éliminer.
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dl dg
Considérons lecasd = I'1, I = J  I'y,I's I valid

Ty s Ty J (wkn)
On sait que :
rr 00 e valid
E*(d)E o 1,12 1,13 vali
E%( Ty ToF J (wkn))

Il faut d’abord montrer que ¥ (E*(d)) est définie.

Pour cela il suffit juste de prouver que :

\IJE*(dl)(F H Valid) = \I/E*(dQ)(F F Valid)

Cette égalité est prouvée facilement par définition de ¥ (d) et en appliquant
les hypothéses d’induction. W(E*(d)) est donc définie.

Montrons que WV (E*(d)) ~ ¥(d).

Par définition de W(d) on sait que :

(1) Wy(T'y, T, Ty b= J) = Wy (1), Uy (T's), Uy, (Ta) = Wy (J). De plus

par définition de W(E*(d)) on sait que :

(2) Ugr(ay(T1, T3, To = J) = Ve (ay) (T1), Wer(4y) (T3), Ve (ay) (T'2) = Wie(ay) (J)-
En appliquant I’hypothése d’induction a d; et do, on a W(E*(d;)) ~ ¥(d,)

et U(E*(d2)) ~ W(dy) et le lemme 4.42 nous permet de conclure que
\I/d(Fl,Fg,FQ F J) = \IJE*(d)(Fl, Fg, FQ H J) donc que \D(E*<d)) ~ \IJ(d)

O

Lemme 4.47. Soit d une UTT"|R]-dérivation et E I’algorithme vu au lemme 4.23.
Si U (d) est définie alors V(E(d)) est également définie, de plus V(E(d)) ~ U(d).

Démonstration. Par définition on sait que E(d) = less(E*(d)).
En appliquant les lemmes 4.46 et 4.45, on sait que V(less(E*(d))) est définie, de
plus U(d) ~ U(E*(d)) ~ U(less(E*(d))) = V(E(d)).

]

Dans le théoreme qui suit, nous considérons les algorithmes concernant les juge-
ments présupposés dans leurs versions finales, c’est-a-dire celles qui s’appliquent
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directement a des UTT" [ R]-dérivations. Nous établissons la relation entre ces al-
gorithmes et la transformation W.

Theoréme 4.48. Soit d une UTT"[R|-dérivation.

e Si d est une dérivation d’un des jugements :
rLr'edJ, Tye:K\I"FEJ, THEK =Ky, T'kEk =k : Kou
['+ X : K (X dénote un terme ou une égalité de termes), et si V(d) est
définie alors respectivement :

(a) U(Vk,(d)) est définie et U, (q)(L - valid) = Uy(T  valid) ;
(b) W(Kr,(d)) est définie et Uy, (o(T - Kkind) = Uy(T b Kkind) ;

(c) W(l-(d)) et U(r=(d)) sont définies, de plus V,_(I' & Kikind) =
Uy(I'F Kikind) et V,_q)(I' = Kskind) = V4(I' = Kskind) ;

(d) V(I_(d)) et W(r=(d)) sont définies, de plus V;_q(I' - ky : K) =
Ug(T kot K) et Uy_qy(TF ey K) = Wg(T F ky 2 K) ;

(e) W(kd(d)) est définie et Wyaua(T' - Kkind) = W,(T' - Kkind).

e Si d une dérivation du jugement I' - A <. B : Type (ouT' + K <. K') et
si U(d) est définie alors :

f) Y(I-(d)) est définie et V;_q)(I' = A : Type) = V4(I' = A : Type)
(ou Uy_q)(T F Kkind) = Wg(T - Kkind));

g) V(r.(d)) est définie et V,_q)(I' = B : Type) = Vy(I' - B : Type))
(ou U,_q)(T - K'kind) = (T + K'kind));

h) V(co(d)) est définie et Weoqy(I' = ¢ : (EI(A))EI(B)) = Yy(I' ¢ :
(EL(A))EL(B))
(ou Veoay(I'Fc: (K)K') = Vy(T'Fc: (K)K')).
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Démonstration. Prenons le cas de I’exemple f), la méthode est similaire pour les
casdec)ah).

La dérivation d est donc une dérivation du jugement I' = A <. B : Type. En ap-
pliquant le lemme 4.46, on sait que ¥ (E*(d)) est définie et que V(E*(d)) ~ ¥ (d).
Ce qui implique que :

(DYy(I' = A : Type) = Vg gy (I' = A : Type).

De plus, nous savons que E*(d) existe et est une UT'T"[R|, -dérivation de I" +-
A <. B : Type. Nous sommes en mesure d’appliquer le lemme 4.43 a2 E*(d), ce
qui nous permet d’affirmer que ¥ (12 (E*(d))) est définie et que :

(2) \I/|o< (E*(d))(l“ FA: Type) = \IIE*(d) (F FA: Type)

De plus, grace au lemme 4.45, on sait que V(less(12 (E*(d)))) existe et que :

W (less(I2(E*(d))) ~ W(I% (E*(d)).

Le jugement final de V(12 (E*(d))) étant Wye (g(q))(I' = A : Type), on peut dé-
duire I’égalité :

(3) Wie (= (ay (I' - A : Type) = Viessie e+ (a)) (I' - A : Type).

Orl.(d) =less(IZ(E*(d))) doncona:

(4) \I/less(lz(};*(d)))(r HA: Type) = \I/1<(d)(r HA: Type).

A partir des égalités (1), (2), (3) et (4) on peut conclure que

Uy(I'F A Type) = ¥_q)(I' = A : Type).

Lemme 4.49. Soit d une UTT" [R|-dérivation.

e Sid est une dérivation du jugement I' = (x : K)Qkind et si V(d) est définie
alors :

(a) W(P_(d)) est définie et Vp (q)(I' = Kkind) = Vy(I' - Kkind) ,

(b) V(P (d)) est définie et Vps (q)(T',z : K + Qkind) = ¥4I,z : K F
Qkind). )

e Si d une dérivation du jugement '+ (x : K)Q = (x : K")Q' et 5si U(d) est
définie alors :

c) W(P_(d)) est définie et Vp_o(I'F K = K') = V,(I' - K = K');

157



d) V(P_(d)) est définie et Up (T2 : KFQ=Q') =¥,z : K F
Q=Q);

e) W(PL(d)) est définie et Upn (T, : K' F Q = Q') = Yy, x :
K'FQ=Q).

Démonstration.

a) Pour une UTT"[R]-dérivation d, on a P_(d) = KP (p_°(E(d))) et P'(d) =
p_°(E(d)). On peut conclure a ’aide des lemmes 4.47 et 4.41, par une dé-
monstration similaire a celle du théoreme 4.48.

b) On proceéde par induction sur la taille de d.
Cas de base. Quand ¥ (d) = d, évident.

Pas d’induction. Les regles a considérer sont 2.1, 2.2, 2.3, 5.2.

e Considérons le cas

F,x:KUIl—lQ:Q’ FId—QK:K’
'k(z:K)Q=(z: KQ
Nous avons P_(d) = E(d), PL(d) =E(d;) et

d (5.2)

E(d1) E(d2)
_Te:K F Q=Q T v K=K
B To:K'FQ=¢Q
Grace au lemme 4.47, on peut aisément conclure que ¥ (P_(d)) et ¥ (P_(d))
sont définies et que :

\I/P:(d)(FI—K:K/) :\Ild(FI—K:K’), et
\I/P/:(d)(F,x K+ Q = Q/) = \de(r,:ﬁ K+ Q = Ql>

P’ (d) (3.3)

Pour prouver que W (P’ (d)) est définie, il suffit de prouver I’égalité :

Uga (T F Kkind) = gy, (T - Kkind).

Grace au lemme 4.47, on peut déduire que :

Ugq,)( F Kkind) = U, (T - Kkind) et gy, (T - Kkind) =
Uy, (I - Kkind).

De plus par définition de W (d), on a les égalités :
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U, (I' F Kkind) = ¥4(I' - Kkind) et W, (I' - Kkind) = U,y(I" F
KKind). A partir des égalités précédentes, on peut déduire 1’égalité recher-
chée et conclure que W (P”(d)) est définie.

Il reste a prouver que :

Upr (Do K'FQ=0Q")=Vy(T,2: K'FQ=Q).

Par définition de ¥ (P” (d)) et grace au lemme 4.47, on a :

Upr@p(D, ot K Q=0Q) = We@)(D), 1 Ve, (K') F Vi) (@) =
Upa) (@) =

\de1 (F),iE : \I!d2<K/) - \de1 (Q) = \de1 (Q,»

Or \I/d(F,ZL‘ K+ Q = Ql) = \I!dl(F),x . \DdQ(K/) F \Ildl(Q) = \Ildl(Q/))-
On peut donc conclure que :

Uproy(Tz : K'FQ=Q") =Yy(l'z: K'-Q =Q).

Lemme 4.50. Soit une UTT"[R]-dérivation d du jugement I = f(k) : Type.

1. Le terme f(k) provient d’une application non coercitive.
Si U(d) est définie alors V(kl,(d)) et V(kly(d)) sont définies et on a :
V(T f: (K)Type) = Wy, ) (I' F f 2 (K)Type) et
\Ifd(F Fk: K) = \Ifkb(d)(r Fk: K)

2. Le terme f(k) provient d’une application coercitive.
Si U(d) est définie alors V(kly(d)), V(kly(d)) et V(kl3(d)) sont définies et
ona:
Wy(T b £+ (K)Type) = Wigya(T - £ : (K)Type),
\Ifd(F Fk: Ko) = ‘I/kb(d)(r Fk: K()), et
V(T F Ky < K) = V@I F Ky <. K).

Démonstration. Preuve par induction sur les dérivations suivant le modele des

preuves des lemmes 4.41 et 4.43.

]

Les lemmes suivants nous seront utiles pour démontrer que 1’application ¥ est
définie pour les dérivations faisant intervenir des types inductifs.
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Lemme 4.51. Considérons une petite sorte A. Notons V(A) la pré-sorte A dans
laquelle des coercions ont été insérées relativement a une dérivation quelconque.
W(A) est une petite sorte.

Démonstration. Par induction sur la structure de A.

Cas de base. A = EI(M),ona ¥(A) = EI(V(M)). U(A) est une petite sorte
par définition.

Pas d’induction. A = (z : A;)A,, ot A; et A, sont des petites sortes. On a
U(A) = (x: ¥(A;))¥(As). Par hypothese d’induction et par définition, U(A) est
une petite sorte.

]

Lemme 4.52. Considérons une sorte ® telle que PPOS(®). Notons V(®P) la
pré-sorte O dans laquelle des coercions ont été insérées relativement a une déri-
vation quelconque, on a PPOS (¥ (P)).

Démonstration. Par induction sur la structure de .

Cas de base. ® = X, on a U(®) = X, d’ou par hypothese, PPOS (¥ (P)).
Pas d’induction. & = (z : A)®, ou A est une petite sorte et PPOS(Pp). On
av(®) = (x: V(A))W¥(Dy), par hypothese d’induction on a PPOS (V¥ (Pg)) et
grice au lemme 4.51 on sait que W(A) est une petite sorte. On peut conclure que
PPOS (¥ (D)).

]

Lemme 4.53. Considérons une sorte O telle que PSCH (©). Notons V(0O) la
pré-sorte © dans laquelle des coercions ont été insérées relativement a une déri-
vation quelconque, on a PSCH (V¥ (0)).

Démonstration. Par induction sur la structure de O.
Cas de base. © = X, ona ¥(0) = X. Par hypothése on a PSCH (¥ (0)).
Pas d’induction.

e O = (z:A)B,ou Aestune petite sorte et PSCH (0)).Ona ¥ (0) = (z :
U(A))U(Oy), par hypothese d’induction on a PSCH (V(0Oy)) et grice au
lemme 4.51 on sait que W(A) est une petite sorte. On peut conclure que
PSCH(¥(0)).
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e O = (9)0yol PPOS(P)et PSCH(0y).Ona¥(0) = (V(P))¥(Oy),
par hypotheése d’induction on a PSCH (¥ (0y)) et grice au lemme 4.52
on sait que PPOS  (¥(®)). On peut conclure que PSCH (V(0)).

]

Lemme 4.54. Soit d une UTT"[R]-dérivation de T' + kX[0] : K. Si ¥(d) est
définie alors les dérivations V(Ke,(d)) sont définies, de plus
Uy(T', X : Type &= ©ikind) = Vi, ()(I', X : Type = ©;kind) pour 1 < i < n.

Démonstration. Preuve par induction sur les dérivations suivant le modele des
preuves des lemmes 4.41 et 4.43.

]

Lemme 4.55. Les structures de ©°[A, C, z] et ®*[A, C, f, 2] sont préservées aprés
application de la transformation V relative a une dérivation d, autrement dit
U(O°[A,C, z]) = ©°[V(A),U(C),¥(2)] et

U (DA, C, f,2]) = DU(A), ¥(C), U(f), ¥(2)]. Nous rappelons que

@O[A, C, Z] =df

(x1: Mi(A)) ... (2 1 My(A))(D5[A, Crayy]) .. (95 [A, C,x, [)C(2(21, . . ., 20)),
et que

DA, O, f, 2] =g [11 0 A1) s AG)f(2(1, ..o, @)

Nous notons U(t) le terme t dans lequel des coercions ont été insérées relative-
ment a une dérivation quelconque. Les égalités sont dans UTT"[R)| par rapport a
un contexte approprié.

Démonstration. Nous prouvons ici que la structure de ©°[A, C, z| est préservée
apres application de la transformation W. Pour cela, il nous faut d’abord montrer
que la structure de $°[A, C, z] est préservée apres application de la transformation

V. Rappelons que

P°[A,C, 2] =g (1 A1) ... (2, + An)C(2(21,...,2,)). La structure est préser-
vée s’il n’existe pas, dans W (P°[A, C, z]), de coercion entre ¥ (C') et U(z(x1, ..., x,)),
entre ¥(z) et ¥(z1), ..., etentre U(z(xy,...,x,1)) et ¥(z,).

Vérifions qu’il n’existe pas de coercion entre W(C') et ¥ (z(z1, ..., 2,)).

Nous savons par définition des opérateurs relatifs aux types inductifs que la sorte

161



de C est (A)Type et que la sorte de z(xy,...,x,) est A. Nous pouvons obtenir
les jugements de typage de ces termes par rapport a deux dérivations d et d’ et un

contexte I'. Nous avons I' I— C: (A)TypeetD l— z(x1,...,2,) : A. On suppose
que I’application entre C' et z(zy, ..., z,) est coercitive. En appliquant le lemme
4.26 a la dérivation d, on a les dérivations kl; (d), kly(d) et kl3(d) des jugements
'+C:(A)Type, 't z(xq1,...,2,): Ay et T'F Ay <. A respectivement.
En appliquant le lemme 4.56 a kly(d) et d', ona Wy (' F 2(21,...,2,) : Ay) =
Uiy (I' F 2(21,...,2,) : A), et on peut en extraire a 1’aide du lemme 4.50 le
jugement

(1) Wa(T') F Wiy (a)(Ao) = P (A).

De méme que I’on peut obtenir grace au lemme 4.50 1’égalité

Ui, @) (I'F Ag <. A) = Uy(I'F Ay <. A), et en extraire le jugement

) \I/d(F) F \Ijklg(d) (Ao) <‘I’kl3(d)(0) Uy (A)

Les jugement (1) et (2) étant dans UT'T" [ R],, cela nous meéne a une contradiction
a cause du théoreme 4.37. Lapplication entre C' et z(xy, ..., x,) n’est pas coerci-
tive, il n’y a donc pas de coercion entre W(C') et U (z(z1,...,Zy,)).

Nous poursuivons le méme raisonnement pour montrer qu’il n’existe pas de coer-
cion entre V(z) et W(xy), ..., etentre V(z(z1,...,x,-1)) et U(z,).

Nous pouvons affirmer que la structure de ®°[A, C, z] est préservée apres applica-
tion de la transformation W, autrement dit W (®°[A, C, z]) =4 ®°[V(A), ¥ (C), ¥(z)].
En suivant un raisonnement analogue, nous prouvons que la structure de ©°[A, C, 2]
est préservée apres application de la transformation W.

4.2.4.3 U est totale

Lemme 4.56. Présumons que les conditions de cohérence soient satisfaites pour
le sous-typage. Soit d et d' deux UTT"[R]~-dérivations du méme jugement : a)
I' valid ou b)1U' F Kkind; ou de deux jugements : ¢) ' = k : K et
'k K.

Si U(d) et U(d') sont définies alors on a dans UTT™ :

Cl) ‘Ifd(F H Valld) = \Ifd/<F F valid),

b) Vu(T'+ Kkind) = V4 (I' - Kkind),

c) Vy'HEk:K)=Vy('Fk: K').
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Démonstration. Preuve par induction sur la somme des tailles des dérivations d
et d.
Cas de base. Quand d et d’ sont des UT"T"-dérivations, évident.

Pas d’induction.

a) Les deux dérivations se terminent par la regle 1.2.

b)

do d)
. I+ ?kll.ld T ¢ FV(F) 12) 7 '+ Kkind =z ¢ Z.TV(F) (12)
;v K F valid [z : K+ valid

Par hypothese d et d’ sont définies, d’ou d, et dj, le sont également (lemme

4.40). Par hypothese d’induction W4, (I' - Kkind) = W, (I' F KKind).

Wy (I' - Kkind) et Wy (I' = Kkind) étant les jugements finaux de W(dy) et

U (dy) respectivement, alors W(dy) ~ ¥(dj,). Par définition de ¥ (d) et ¥(d'),

et toujours a 1’aide du lemme 4.40 nous pouvons conclure que V(d) ~ ¥(d')

etdonc ¥y(I',z : K F valid) = Uy (', z : K I valid).

La derniere regle d’une UTT"-dérivation d’un jugement de la forme I' -
KKind est déterminée par la structure de la sorte K. Si K est une sorte-produit,
cette derniere regle sera la regle 5.1. Si K est une El-sorte, la derniere regle
sera la regle 4.2.

Le lemme 4.33 nous permet d’affirmer que seuls les cas suivants sont pos-
sibles : 4.2/4.2 ou 5.1/5.1.

e cas 4.2/4.2
rea P
: Type '+ A: Type
= . 4.2 I = 4.2
Ir El(Akind 2 =T Ei(a)king

Par hypothese d et d’ sont définies, d’ou d et dj, le sont également (lemme
4.40). Par hypothese d’induction Wy, (I' = A : Type) = V4 (I' = A : Type).
Wyo(I = A @ Type) et Uy (I' = A @ Type) étant les jugements finaux
de U(dp) et U(dy) respectivement, alors W(dy) ~ W(dj). Par définition de
U(d) et U(d'), et toujours a ’aide du lemme 4.40 nous pouvons conclure
que ¥ (d) ~ ¥(d') et donc ¥4(I' - El(A)kind) = U, (I" - El(A)kind).

e cas 5.1/5.1
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do do
Iz : Ky - Kokind : i
d= , T 1 2 l.n (51) g = F,Z‘ K1 H ngl'nd (51)
'k (.QZ' : Kl)Klend ' (JJ : Kl)nglnd
Par une démonstration analogue a celle utilisée pour les cas précédents,
nous démontrons que W(d) ~ ¥(d') et donc V4(I',z : K; F Kykind) =
\Ild/(l“,x . K1 [ ngilld)

¢) Les combinaisons suivantes sont a considérer : 1.3/1.3; 3.1/-; 5.3/5.3; 5.5/5.5;
CA.1/CA.1. Notons que la combinaison 5.5/CA.1 ne peut se produire si notre
systeme est cohérent.
Pour illustration, nous réalisons la preuve des cas suivants :

e cas 1.3/1.3

d dy
i T K T'F valid T.: K, T'F valid
“Tla2:KI'kaz: K Nr: K\ I"'bx: K
Par une démonstration analogue a celle utilisée pour les cas précédents,
nous démontrons que ¥ (d) ~ ¥(d') et donc V4(I',z : K\ IV F 2 : K) =
Uy(Tyz: K, T"F 2 K).

(1.3) =

(1.3)

e cas 3.1/-
U(d) étant définie, il en est de méme pour V(d;) et W(dy). On applique
I’hypothese d’induction a d; et d’, ce qui donne :
(I) \lldl(F Fk: K") = ‘de/(r Fk: K/>
Nous devons prouver que 1’égalité suivante est dérivable :
ANV, (THE: K")=Wy(T'FEk: K).
Afin de le démontrer, il nous faut pour cela prouver les égalités suivantes :

(1) F Wy (T) =y (),
(2) Vg, (T) F Wg, (K") = Wo(K),
(3) \del (F) F \del (k) == \I/d(k') . \Ddl (KU).

Montrons (1) - Uy, (I') = ¥4(T"). On obtient ce jugement par définition de
U(d).

Montrons (2) Vg, (I') = Wy, (K") = Vu(K).

Par définition de ¥ (d), nous sommes en mesure de trouver des dérivations
des égalités suivantes : Uy, (I') - Uy, (K) = Uy(K), Vu (D) F Uy (K") =
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U, (K") et Wy (D) F Uy (K") = V4 (K).
Considérons h; =

Wy, () = Vg, (K") = Vg (K) Uy () F Wy, (K) = Uy(K)
W, (I) F Wg, (K") = Vy(K)

(2.3)

avec hy =

\I’d1 (F) - ‘I’Ch (K”) = \dez (K”) \I/dl (F) - lI/dz (K”) = \I]d2 (K)
\I]dl (F> = \I]Ch (Kﬂ) = \Ddz (K)

Montrons (3) Uy, (I') F Wy, (k) = (k) : Wg, (K”).

On sait, par définition de ¥(d) que V,(I' - k : K) = Uy (I') F Uy, (k) :

Uy, (K), ainsique Uy('Hk: K) =y () F Uu(k): Uy (K).

On peut construire la dérivation hg =

(2.3)

\de1 (F) - q}dl(k> : \dez(K) \del (F) F \de(k) : \de2<K)
Wy, (T) F Wy, (k) = g, (k) : Wy, (K) Vo, (T) F Wa(k) = Wa(k) : Vg, (K)
Wy, (D) = W, (k) = Wa(k) : Wy, (K)

(2.4)

(2.4)
(2.6)

On a aussi hy =

W, (1) Wy (K7) = Wy, ()

W, (T) F W (k) = Walk) Uy (K) Uy, (T) F Uy (K) = g (K7) 2

(3.2)

Wy (T) F Wy, () = (k) : Wy, (K)

Sachant que :

D \Ildl(l“ Fk: K”) = \I/d/(F Fk: K/> et

AV, (' F k: K") = V(' F k : K), on peut conclure que Wy(I" - & :
K)=Uy(Fk:K').

]

Theoreme 4.57 (U est totale). Si R est cohérent, alors la transformation V est
définie pour toute dérivation dans UTT"|R).

Démonstration. Preuve par induction sur la taille des dérivations. Comme nous
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I’avons vu lors de la définition de la transformation W, les UTT"-égalités qui
doivent étre insérées sont contenues dans les égalités entre certains jugements
présupposés des prémisses.

Cas de base.Pour toutes UTT"[R],x-dérivation d, par définition W(d) est défi-
nie et ¥(d) = d.

Pas d’induction. Pour la plupart des cas, les théoremes 4.24 et 4.48 ainsi que

le lemme 4.56 suffisent pour prouver le pas d’induction. Certains cas comme ceux
des regles SK.4, 9J-eq, E-eq requiert d’avantage d’efforts.

d d
e Considéronslecasd = T l—1 k=k:K r I—2 K=K K (2.6)

'Hk=kK:K
(da) 72
Ty F ky=k: K Fro=Ty
3.3) 73
) Dk =kY: K ' - K=K
71
! VN Y .
W (dy) I = kl—kQ.Kl Flkkz—kQ : K1 (2.6)
Fl = k:liklltKl Fll—ki:kg:Kl
U(d) = (2.6)

Ty b k= kY : Ky

Notons que Wy, (F'Fk=F:K)=T1Fk =k : K; et

Uy, T HE =k : K)=TyF Kkl =k : Ky Il nous suffit de prouver
Iégalité W, (I' - k' : K) = U, (I' F £ . K) pour démontrer que les
égalités dénotées par 71, 79 et 73 sont dérivables dans UTT".

Par hypothese d’induction, W(d;) et U(ds) sont définies. Grice au théoréme
4.24, nous savons que les dérivations r_(d;) et [_(dy) du méme jugement
I' - k' : K sont définies. En appliquant le lemme 4.56 a r_(d,) et [_(d),
ona:

DU, qy(T K K) =04, (T -k : K).

De plus le théoreme 4.48 nous permet d’avoir les égalités :

@V, )Tk K) =0, (TFE:K)et

B V@) ('K K) = Vg (- E : K). On peut conclure a partir des
égalités (1), 2)et 3) que ¥y, (F'F K : K) = Uy (I' H k' : K) ou encore
Iy F ko Ky =Ty F K, K, Cette égalité contient les trois égalités
recherchées, a savoir 71, 79 et 73.
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do
e Considérons le cas d = PSCHx(O) I', X : Type - ©;Kind

_ C-M
'+ M¥[O]: Type (M)
1< <n.
_ W (do) i
Nous avons W(d) = PSCH x(6y) Lo, Xo : Type + ©Ogkind (C-M)

FQ H MX[@_()] :Type
1< <n.

Notons que ‘Ifd_O(I‘,X : Type - ©kind) = Ty, X : Type - Ogkind
et \If(@) = 90.

11 nous faut juste démontrer qu’on a PSC H(6y), ce que nous permet le
lemme 4.53.

Considérons le cas

d d d.
J=TFQ <.Q T :QF[())2]K < k' T,z:QF Kkind

SK.4
TF (2: QK <, (@ : Q)K' K4
avec e = [f : (x: QK[ Q1 (f(¢(x))).
Considérons la dérivation Dy =
W(dz) 71
Dy,2’:Qy + [ey(a)/a]Ka <oy Kj FT2,a":Qy=T1,2": Q) 33) ?
Ty, a': Q) F [ey(a) /2] Ka <oy Kj ¢ Ii,a’: Q) F [eh(a!)/a]Ks = [¢)(a') /2] K3
(SK.6)

Ty,a - Q)+ [ch(a")/x] K3 <cy K}
ainsi que D3 =

U(ds) 73
Fg,l‘l@g = ngind |_F3,CUZQ3:F1,.I'ZQ1

Fl,ﬂf : Ql H ngind

(3.3)

Finalement on a ¥ (d) =
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U(dy) D, D3
I B Qi<¢ @ Do Q) F [d(2)/2]Ks <y K Th,z: Q1 - Kskind

(SK.4)
Fl [ (.r . Ql)Kg < (LL'/ : Qll)Ké

avec ¢ = [f : (& : Qu)K][2' : QiG(F(S()):

Rappelons que :

\de1(r + Ql < Q) =+ Qll <¢ Q1,

Uy, (D2’ » Q' F [d(2))/2]K <o K') = Ty,a’ 0 Q4 F [ey(2') /2] Ky <y

K, et

Uy (Dyx: QF Kkind) =T'3, 2 : Q3 F K3Kind.

Les égalités 7, et 73 sont contenues dans

Uy, (' F Qkind) = V¥, (I' F Qkind), VY, (I, z : Q F valid) =

U, (T2 : @ F valid). Nous prouvons ces égalités par une méthode si-

milaire a celle employée pour le cas 2.6.

La difficulté apparait pour trouver une dérivation correspondante a 75.

h

Le théoréme 4.24 nous permet de considérer la dérivation I', 2" : @’ |—2

[ (2")/x] Kkind, avec hy =1.(dy).

Nous savons grice au lemme 4.48 que W (hs) est définie et que :

Uy, (T2 - Q'+ [d(2)/z] Kkind) = W, (T, 2"« Q'+ [¢(2') /2] Kkind),

doncona:

(D) ¥y, (T, 2" : Q' F [ (2)/x] Kkind) = Ty, 2" : Qf F [ch(2) /x] Kokind.

Considérons aussi la dérivation suivante :

h1 / ! / / hl2 3 / h/z 0
s " Tk (Q)Q Iz’ : Q" + valid (wkn) T,z : Q' F valid (13)
I'z:Q F Kkind Tz’ : Q" F valid wkn) Nz : Q'+ :(Q)Q Tz :Q +z':Q 5.5)

Iz Q' z:QF Kkind ) Ia :Q Fdx'):Q ’

(6.2)
Iz’ : Q'+ [d(2')/z] Kkind

avec hy = co(dy), hby = Vr,(ds). Appelons h la dérivation obtenue par
élimination de (wkn) et de (6.2) de la dérivation ci-dessus. A partir de cette
dérivation, griace au théoreme 4.48 et au lemme 4.47 on peut montrer que
U (h) est définie et que

Q) U, (T, 2" : @ F [d(2)/z]Kkind) = T'y, 2’ : Q) F [¢}(2')/x] KsKind),
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et de I’autre coté en appliquant le lemme 4.56 a hy et h on a

Q) Uy, (I, 2" Q'+ [d(2)/x] Kkind) = U, (', 2’ : Q' F [¢(2')/x] Kkind).
On obtient a partir des égalités (1), (2) et (3) I’égalité :

Iy, 2" - Q) F [d(2) /2] Kskind) = Ty, 2’ = Qf F [/(2) /2] Kokind. Cette
égalité suppose la dérivabilité du jugement I';, 2’ : Q) F [¢|(2) /2| K5 =
[c/(2")/x] K3, et en lui appliquant la régle (2.2) on obtient une dérivation du
jugement recherché a savoir :

[y, 2 Q) [d(2)) /x| Ky = [y (2) ) x] K.

e Considérons le cas d =

dl _ d2 _ _ _ d3
['F E0,)(Coat, osan) : (F)A T F E0J(Cr, i[Ol et [On]) - (F)Fw Tk F,

- - - _ - -
I F Bl0)(C, a1, o am) (BIOU(Cr, 12 Bl s 10 O] (£)) = B[O (Cor o1y s ) () = A (V-eq)

Comme indiqué lors de la définition de la transformation W pour le cas de
la régle 1J-eq, il nous faut prouver les égalités suivantes :

U, (T + F,kind) = U, (T + F,kind), W, (T F valid) = W, (I +
valid) et W, (I F F,kind) = U, (T + F,kind).

1. Démontrons 1I’égalité ¥, (I'  F, kind) = W, (T - F,, Kind).
P_(kd(d1))
Les algorithmes kd et P nous permettent de dériver le jugement I’

F,,kind. Le théoreme 4.48 et le lemme 4.49 nous permettent d’obtenir
(1) Up ka(a,)(I' F Frkind) = ¥, (I' - F, kind).

Les algorithmes kd et P’ nous permettent de dériver le jugement I', - :
P’ (kd(d2))

F, H F,kind. Le théoréme 4.48 et le lemme 4.49 nous per-

mettent d’obtenir

(2) \IIPi(kd(dz)) (F, X Fn F kalnd) = \I/d2 (F, X Fn - kaind)

Nous rappelons que nous pouvons dériver le jugement [ - £, kind de
la maniere suivante :
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P’ (kd(d2)) ds
Lz:F, + F,kind T FEk:F carx ¢ FV(F,,).

Dy = T - £, kind 6.2)

On a donc I’égalité :
3) Vp, (I'+ F,kind) = ¥, (I' + F, kind).

De plus, en appliquant le lemme 4.56 a P _(kd(d;)) et D;, on obtient :
4) Up aar) (T - F,kind) = ¥y, (I F F, kind).

Des égalités (1), (2), (3), (4) nous obtenons : V,, (I' - F, kind) =
Uy, (T - F,kind).

2. Par un raisonnement analogue, nous démontrons les égalités :
Uy (I F valid) = Vg (I' - valid) et U, (I' F F,kind) =
U, (I' - F,Kkind).

e Considérons le cas d =
_ di; ds _
PSCHy(®) T,X:Type - ©;kind T F C: (MX[0])Type
ds,; B B dg, B
T F f:02MX[0],C,X[0]] T F a;: M;(MX[O]) 1<j<m 1<i<n

U+ EX[6)(C, f,1X16](a) = fi(a, @} [M¥[6],C, EX[O)(C, f), a1l, ..., @} [M¥[6),C, EX[O](C, f), ar]) : C(: [O])(a))

(E)

Avec O de la forme < ©4,...,0,, >, f qui représente fi,..., f,, @ qui
représente ay, . .., a, et ARITYx(©) = ®4,. .., P,. Rappelons que ©); est
de la forme (z1 : My) ... (2p : M) X

Afin de prouver que V(d) est définie, nous devons montrer que :

1. Les structures de PSCH(0), ©7[M*X[0],C,\[6]] et )
@i [MX[0],C, EX[O)(C, f), ai), ..., B} [MX[B],C, EX[O](C, f), ay]
demeurent inchangées apres I’application de la transformation W ;

2. Wy, (I', X : Type - ©;kind) = ¥, (T, X : Type - ©;kind) ;

3. Wy, (I', X : Type - ©kind) = Wy, (I', X : Type - ©;kind) ;
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ds; _ _
4. Pour toutes les occurrences de C'dans T' F f; : ©3[MX[0], C, X [O]],
nous avons les égalités Wq, (C) = Wy, (C);

5. Wy, (T M;(MX[O)])kind) = ¥, (T - M;(M*[6])kind).

Démontrons maintenant les points cités plus haut.

1. Les lemmes 4.53, 4.55 nous permettent de conclure que les structures

de PSCH((O),  ©7(M~[6],C, X0 et -
q)ti[MX[@]v Cv EX[®]<C7 f)? al]v B (I),;[MX[@L C’ EX[G](Ca f)? ak]
demeurent inchangées apres 1’application de la transformation W.

2. Démontrons les égalités :
Wy, (I, X : Type - ©;kind) = V4, (', X : Type I ©;kind).
A partir de la dérivation ds, nous pouvons obtenir les dérivations K, (£l (P_(kd(ds))))
des jugements I', X : Type F O,kind).
Le théoreme 4.48 et le lemme 4.49 nous permettent d’obtenir
(1) \IIK@i(El*(P_(kd(dg))))<Fy X Type F @Zkind) = \Ifdz (F, X Type H

De plus, en appliquant le lemme 4.56 & Ko, (El™ (P_(kd(dy)))) et dy,,
on obtient

(2) \IJK(“)z‘ (El=(P_(kd(d2)))) (F, X Type F @lkind) = ‘deli (F, X Type F
On peut donc déduire que pour 1 <7 < n

W4, (I, X : Type - ©;kind) = ¥, (T', X : Type I ©;kind).

3. Démontrons maintenant les égalités :
Wy, (I, X : Type - ©;kind) = ¥, (', X : Type - ©;kind),
Ces égalités sont démontrées en employant une méthode quasi-similaire
a la méthode employée pour démontrer les égalités précédentes.

4. Nous cherchons a démontrer ici que pour toutes occurrences de C' dans

ds; _ _
L+ f: 0MX[O],C,:X[0]], nous avons les égalités V4, (C) =
Wy, (C).

Rappel
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— Nous rappelons tout d’abord que ©; est de la forme (z1 : M), ..., (zp :
M) X,que < ®;,,...,0; >estlasousséquencede < My,..., M, >
des opérateurs strictement positifs et que ®;, est de la forme (y;,,

P ) Wiy, By, )X, (1 <0 < k).

— Nous rappelons également que la sorte de f;, & savoir ©7[MX[6], C, 1, [0)]]
est de la forme (21 : My(MX[O])) ... (2, : M (M*[O]))
(5, [MX[O],C,,]) ... (5, [MF[O],C,;,])
C’(L;X[@](xl, ey Ty)); avec

@7 [MX[0], C, xzv] =df Wi, * Piy) - Wi, = Po) )O (@i, Wiy, -+ Vi)

Commengons par la premiere occurrence de C'.

Pour cela cherchor_ls une dérivation de : B
Doy o MyMYO)), ..., = Mu(M¥[O]),40, : Poyseeootin, -
Pilp|_$i1(yi117"'>yi1p):MX[< @17" @ ]

A partir des dérivations d;, et de PSC'H ,(©), on peut dériver, en ap-
pliquant les algorithmes adéquats :

I+ ©,(M*[0)])kind. Autrement dit

Lk (2 : My),..., (2, : M,)(M¥[©]kind.

On peut ensuite obtenir I', 7y : My(MX[O]), ..., 2, : M, (MX[O])

zy, © @y, (MX[O))kind, ce qui équivaut a

Uyay s My(MX[O]), . s My (M [O]) F iy 2 (i, 2 Py)se s (U,
By, )(M*[0)).

De méme, on peut également construire les dérivations :

D,z 0 My(MX[O]),..., 2, : Mm(]WX[@]),yi11 PP Y,
I— Yir, : P, (1<w<p).

On peut donc construire a partir des dérivations d;, une dérivation Dy

du jugement :

L,z 0 My(MX[O]),..., 2, : M,(MX[O]), Yir, * Loy sin,

Py b wiy (Y seesYiny) MX[<©y,...,0, >].

Cherchons maintenant une dérivation D; du jugement :
F,l’l . Ml(MX[G]), N Mm(MX[@])ayzll . Pill7 e 7?Ji1p .
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_Pilp + C(xil (yi117 cee 7yi1p>) : Type

Pour chaque dérivation ds,, en utilisant les algorithmes concernant

les jugements présupposés appropriés, nous sommes en mesure de
construire la dérivation D;.

En conséquence du lemme 4.55 qui stipule que la structure de O3 [M X [0], C, 1X[O]]
est préservée apres application de W, nous pouvons affirmer que 1’ap-
plication entre C et z;, (Yi,,,-- -, ¥i,, ) n’est pas coercitive. Connais-

sant également la dérivation D5, nous sommes donc en mesure d’ap-
pliquer le lemme 4.26 et avoir une dérivation kl, (D;) du jugement

Uoay 0 My(MA[O]), .. @ + My (MX[O]), 41, + Piyso Y,

P, +C:(M*[O])Type.

En appliquant le théoreme 4.48, le lemme 4.49, le lemme 4.50, ainsi

que le lemme 4.56 a kly(D;) et D, on obtient les égalités suivantes :

(1) Wi, (0 (T 21 : My(MX[O]), . - My (MX[O]), 93y, 2 Piy oo iy,
P, + C: (M¥[6])Type) = )

Up (T, 2y My(MX[O)]),... L Mm(MX[@]),yill PP Y,

Pilp> = Wp, (C) : (\I/DQ(MX [@]))Type

A 1’aide de la regle (wkn), on construit a partir de do, la dérivation d,

de

F,l’l : Ml(MX[ ]), M (MX[@]) yill . Pill7"'7yi1p :
P, FC: (M [ )Ty pe Par conséquent on a :

(2) \Ifd2<r,$1 ( X[@]) sy Tm t Mm(MX[@])7yzll : Pillv'-'7yi1p :
P, b C': (M¥[6])Type) = ]

\I/dfz(r, Ty . Ml(MX[@D, vy iyt Mm<MX[@]),y“1 . PillJ e 7yilp .
P, C: (M¥[O])Type).

En appliquant le lemme 4.56 a kl, (D;) et d), on obtient :

3) \Ijkll(Dl)(F7371: My(MX[O]),...,zm : M, (MX[O]), Yir, * Py Yy,
P, b C: (MX[0])Type) = }

(T 2y 2 My (MX[O)),- - Mos(M[6]), i, < Proe i,

Py, = C: (M¥[O])Type).

Apres analyse des dérivations D, et Dy nous pouvons affirmer que :

4) \I)fpl(I‘,xl C M (MX[O]), ... ay, Mm(]WX[@]),yi11 PP Y,
P, )=
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\de3i(]'—"x1 : Ml(MX[@]), oy Ty Mm(MX[@]),ynl : Pill? e 7yilp :
P, que

(5) ¥p,(C) =Wy, (C), etque

6) Up,(MX[< ©y,...,0, >]) =

MX[< ©},...,0), >], avecpourl <i<n, 0=, (6.

Nous pouvons conclure, a partir des égalités (1), (2), (3), (4), (5) et (6),

I’égalité :

Wy, (T, 2y« My(MX[O]), ... 2, Mm(MX[@]),yi11 S TR T
P, F C : (M¥[6])Type) =

Wy (T2 My (MX[O)),... 2y Mm(MX[(:)]),yi11 TN T
P, bWy, (C): (MX[<©),...,0, >])Type, d’ob

‘I}d2 (C) = ‘I}dgi (O)

Nous procédons de la méme maniere pour les autres occurrences des

C.

5. Montrons maintenant que Wy, (I' = M;(M¥[O])kind) = ¥, (T'
M,(MX[6)] kind).

A partir de la dérivation d,,, a I’aide des algorithmes sur les jugements
présupposés et des regles de substitution, nous sommes en mesure de
dériver les jugements
I+ M;(M¥X[6])kind, pour 1 < j < m.

kd(d,) _
En appliquant I’algorithme kd a dy,, on obtientI' = M;(M*[©])kind.
Les théorémes 4.48 et 4.56, ainsi que le lemme 4.49, nous permettent
de conclure.

4.2.5 Conservativité

Theoreme 4.58 (Conservativité). Soit .J un jugement dérivable dans UTT" |R). Si
R est cohérent et si J n’est pas un jugement de sous-typage ou de sous-sorte, alors

174



J est dérivable dans UTT" si et seulement si il existe une UTT" [R|-dérivation d
telle que V4(J) = J.

Ce théoréme reste valable si a la place de UTT" on considére UTT"[R], ou
UTT" Rk et J étant respectivement un jugement de sous-typage ou de sous-
sorte.

Démonstration. L’implication de la gauche vers la droite est triviale. En effet si
J est dérivable dans UT'T™", alors il existe une U7T"T"-dérivation de J qui est for-
cément une UTT"|R]-dérivation. Cette dérivation ne contient donc pas de regle
d’application coercitive et par définition de W on a Wy(J) = J.

Voyons maintenant I’implication de la droite vers la gauche. Supposons qu’il
existe une UT'T"[R]-dérivation d de J telle que W,(J) = J. J n’étant pas un
jugement de sous-typage ou de sous-sorte, on peut facilement constater que W (d)
est une dérivation de J dans UTT". (Notons que W 4(.J) est le jugement final de
U(d)).

Si J est un jugement de sous-typage ou de sous-sorte, alors W(d) est respective-
ment une UTT"[R)],-dérivation de J ou une UT'T"[R],-dérivation de .J.

]

Remarque 4.59. Le théoreme 4.58 nous permet de conclure sur la conservativité
de UTT" par rapport a UTT"|R]. Nous rappelons que UTT"[R], est une exten-
sion conservative de UTT" et que UTT" R, est une extension conservative de
UTT"R],.

Si le jugement J est dérivable dans UTT"|R] et ne contient pas d’application
coercitive, on prend une de ses dérivations et on lui applique V. Quelque soit la
dérivation d du jugement J, on a V 4(J) = J (théoréme 4.58) et on sait que V(d)
est dans UTT"[R),, UTT"[R|ox ou UTT". On peut conclure que le jugement J
est dérivable respectivement dans UTT"[R],, UTT"[R]., ou UTT" selon que J
soit un jugement de sous-typage, un jugement de sous-sorte ou aucun des deux.
L’implication dans I’autre sens est évidente.
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Conclusion

4.3 Synthese

Pour rappel, cette these se situe dans le cadre de 1’étude d’un systéme aux
types dépendants, lequel est enrichi par la notion de sous-typage coercitif.

Les travaux de cette these s’inscrivent dans la continuité des travaux menés
dans [SCO03], dans lesquels la possibilité d’ajout de réductions non standards au
sein du A-calcul simplement typé, est étudiée. Dans notre cas, nous nous intéres-
sons a un systéme intégrant entre autre des types dépendants, des types inductifs,
un univers imprédicatif des propositions ainsi qu’un univers prédicatif, a savoir le
systtme UT"T. Dans un premier temps, nous avons ajouté au systeme UT"T" une
réduction concernant une égalité extensionnelle pour les fonctions entre types fi-
nis, la J-réduction. Nous avons nommé ce nouveau systeme UTT". Ajouter des
réductions a une théorie de types, comporte les risques que les propriétés de nor-
malisation forte, de préservation du type et de confluence ne soient plus véri-
fiées. C’est pour cela que nous avons suivi et adapté la méthode développée dans
[Gog94] afin de garantir que les propriétés en question sont toujours préservées
pour le systtme UTT". Un des intérets de UTT™ par rapport a la ¥-réduction,
est qu’il va grandement améliorer 1’efficacité des calculs pour un fragment du
systeme, celui des types finis.

Dans un second temps, nous nous sommes intéressés a 1’enrichissement de
UTTT" par la notion de sous-typage coercitif, a savoir le systtme UTT"[R]. Le
sous-typage coercitif étant vu comme un mécanisme d’abréviation, il a été pri-
mordial de garantir la conservativité de UTT"[R] par rapport UT'T". Nous avons
donc réalisé la preuve de conservativité de UTT"[R] par rapport UTT", preuve
qui présente un double intérét. En effet, UT"T" n’est autre que UT"T" auquel la
regle d’égalité -eq a été rajoutée. De ce fait, la preuve de conservativité de
UTT"[R] par rapport UTT", nous fournit également une preuve la conservati-
vité de UTT|R) par rapport UTT'. Un autre effet de 1’ajout de la 9J-réduction, est
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d’augmenter 1’ensemble des systémes de coercions cohérents. Voyons I’exemple
qui suit.

Exemple 4.60. Prenons les types finis Fs, F3, F), et F5 de méme que les coer-
cions :

® Cl = E[ég]([y : FS]F571F572F573F5) N (F3)F5, avec (VZF3 H F3,Cl('iF3) = 7:F5)
e Co2 = E[éz}([z : }72]}7'37 1F372F3) H (FQ)F3, avec (V’LF2 : F27C2('L'F2) = ’iFs)

o c3=E[O4)([y: FulF5,1p,,2r,,3p,,45,) 1 (F4)F5,  avec (Vig, : Fu,c3(ip,) =ip,) et

o ¢y = E[O:([z: F2]Fy,1p,,2F,) : (F2)Fs, avec (Vig, : Fa,c4(ip,) =iF,)

, . .
Le diagramme suivant commute. f, . p,

F473>F5

En effet, nous avons :

cpocy(z) >y h(z) et c3ocy(x)>yh(x), avec

h= E[@Q]([l‘ . FQ]F5, 1F512F5) : (FQ)F5

Ce systeme est cohérent dans UTT"[R], car grice a la ¥-réduction, nous avons
c1 0 co(x) = 3 0 cy().

4.4 Perspectives

Comme nous I’avons déja précisé, I’intérét d’un systeme comme UT'T"[R] est
qu’il permettra aux assistants a la preuve de gagner grandement en efficacité pour
un fragment du calcul qui concerne les types finis. Ce fait est dii a ’ajout de la
¥-réduction qui, non seulement facilitera les calcul pour les fonctions entre types
finis mais autorisera également davantage de systemes de coercions cohérents. La
suite de ce travail se situe naturellement dans le développement d’implémenta-
tions. De plus, les perspectives de recherches ultérieures dans un cadre théorique
sont nombreuses. I serait tout d’abord intéressant de poursuivre 1’étude de la pos-
sibilité d’ajout des autres réductions étudiées dans [SCO3], dans un systeme aux
types dépendants tel que le notre. Notre attention se porte déja sur la réduction
concernant les copies. 1l serait également tres utile de pouvoir explorer la ques-
tion de la conservativité de maniere générale pour toutes les théories déclarées
dans LF'. Cela passerait évidemment par la définition formelle de la sous-classe
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des théories pouvant étre déclarées dans LF', pour lesquelles la conservativité se-
rait assurée.
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Annexe A

Résumé de la preuve de Healfdene
Goguen
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A.1 Lesysteme UTT®

Dans son chapitre 4, Goguen propose une sémantique opérationnelle pour le
systtme UT'T afin d’étudier les propriétés de ce dernier. Les réductions non-
typées fournissent une sémantique opérationnelle naturelle pour les théories de
types. Cependant, les réductions non-typées ne prennent pas en compte les infor-
mations sur le typage malgré I’importance de la relation entre les égalités calcu-
latoires et le typage. De plus, elles ne donnent pas d’informations sur les objets
canoniques c’est-a-dire les objets en forme normale incluant les constantes et les
variables. Il introduit la sémantique opérationnelle typée qui définit une réduc-
tion vers la forme normale pour les termes qui sont bien typés dans la théorie
des types. Il étudie une sémantique opérationnelle spécifique liée a la notion de
réduction pour le calcul UT'T'.

En premier lieu, Goguen introduit plusieurs notions sur les termes qui seront
importantes dans la présentation de UT'T".

Définition A.1. Soit R une relation de récriture sur les termes, la réduction t>p
est sa fermeture contextuelle.

Définition A.2 (Réductions non typées). On introduit les relations de récriture
suivantes :

o ([v:A|My)(Ma) B [My/x| My,

o [v: A M(x) n M v & FV(M);

EV(AhPlaR?f)A(AQ)PQag)) o f(g)’

.EX[QIKC)?.]F’%X[QQ](EL)) o fi(a7q)51[MX[é3LC’EX[é3](C/7f/)7ai}""

e T'(prop) o Prop;

o T(prf(P)) o Prf(P);

o« T(uX[0)) o M¥[O]

On note >, pour désigner la fermeture contextuelle de toutes les récritures précé-
dentes. Un terme M est un rédex s’il existe N tel que M noN.
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Définition A.3. On note M >}, N, pour la fermeture transitive de la réduction
>gr et M >4, N, pour la fermeture réflexive transitive de > p.

Définition A.4. Un terme est fortement normalisant, si toute séquence de réduc-
tion partant de ce terme termine.

Définition A.5 (Pre-redex). On dit qu’un terme M est un full pre-redex, si M est
une abstraction ou de la forme Ey(A, P, R, f), EX[O](C, f) ouT.

Si M est un full pre-redex et que M n’est pas une abstraction, alors on dit que
M est un object-level full pre-redex.

Un terme qui est un full pre-redex ou un sous-terme de Ey(A, P, R, f) ou
EX[O](C, f), est un pre-redex.

Définition A.6 (terme de base). On définit la notion de terme de base inductive-
ment de la maniere suivante :

e [es variables sont des termes de base ;
e si My est un terme de base, alors M(Ms) est un terme de base ;

o si My est un terme de base et M, est un object-level full pre-redex, alors
M (M,) est un terme de base.

Définition A.7 (Forme normale de téte faible). Un terme M est en forme normale
de téte faible, si M est un terme de base ou un pre-redex.

Définition A.8 (Forme normale). Un terme M ou une sorte A est en forme nor-
male si :

o M est une variable ;
o A= (x:A))As 0 A et Ay sont en forme normale ;
o M = [x: A|Myon A est en forme normale et My est normal et pas de la

forme N(x)avec x ¢ FV(N);
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M = M, (M) o My et M, sont en forme normale et My(Ms) n’est pas un
redex ;

A = Type;
e A= FEI(M) et M est en forme normale ;

M est une constante ;

o si M = xX[O), ot ©; est en forme normale pour 1 < i < n.

A cause de la présence des regles de substitution qui sont admissibles, le sys-
teme UTT n’est pas le plus pratique pour raisonner. Goguen introduit donc le
calcul UTT~ dont les jugements sont les mémes que ceux de U7, mais qui ne
contient pas de regles de substitution. Le symbole -~ est employé pour indiquer
qu’un jugement a été dérivé dans U711~

Goguen commence donc par prouver la complétude de UTT" par rapport a
Uurr-.

Lemme A.9 (Complétude de U'T'T" par rapport a UT'T'™). Si le jugement I' == J
est dérivable, alors I' = J est dérivable.

Goguen poursuit en définissant les formes de jugement pour U7’ ainsi que
leurs significations intuitives qui sont les suivantes :

o I' 5 valid signifie I est un contexte valide ;

o IS5 42, B, signifie que la sorte A admet une forme normale qui est la
sorte B et que A et B sont des sortes valides dans le contexte I ;

e TH ML p.a signifie que le terme M admet une forme normale P
de sorte A dans le contexte I';

e IFS M N:A signifie que M se réduit en /N en un pas par une stra-

tégie externe de réduction, de plus M et N sont des termes de sorte A dans
le contexte I'.
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Nous considérons également les abréviations suivantes :

o T'5 M : B il existe un terme P tel que T F5 M 2L P B;

I' -° Akind, s’il existe une sorte B telle que I' -5 A B .

I'FS M| N[P|:B,silFS ML p.BetT' S N L p.B;

TS A BIC),siTFS AL cetT H B 2L ¢

SCH{ y(6) si T H* valid, PSCH(8) et I, X : Type -5 6, 5 €]
pourl << n;

I -6 | 00", sl ¥ valid, PSCHy(0), PSCHx(©') et T, X :
Type -5 ©; | ©[0"] pour 1 < i < n.

Puis, il propose quelques définitions et des lemmes concernant les propriétés
de UTT?. Voici les plus significatifs :

Lemme A.10 (Génération). Si un jugement est dérivable dans UTT"™, alors
quelque soit la dérivation de ce jugement elle se termine par une régle d’infé-
rence unique et déterminée qui dépend de la forme de ce jugement.

Lemme A.11 (Complétude pour UTT ™).
o SiT' 5 valid alors T+~ valid.
o SiTF5 AL BalorsT -~ Akind etT -~ A = B.
e TH ML P AdlorsTH M:AetT - M =P: A

e TH M ™ N: AdlorsTH M:AetT'F M = N : A.
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Lemme A.12 (Unicité de la forme normale).
¢« SITFH ML P.BaTH M Q. CalorsP=Qet B=C.

¢ SiTH AL BetTH5 A 2L Calors B = C.
Définition A.13. (Renommage). Un renommage est une substitution de A vers I’
telle que pour chaque (v : A) € I nous avons 6(x) =y et (y : 6(A)) € A.

Notation :d(M) représente M dans lequel toutes les variables libres v sont rem-
placées par 6(v).

Lemme A.14 (Renommage). Si § est un renommage de A vers I" alors :
o il F5 AL Balors A5 §(A) 2L §(B) ;
o il FS M L P Aalors A5 5(M) SR 5(P) : 6(A).
Le calcul UTT® étant une synthése des réductions standards et des régles de

typage de UT'T, il est en mesure de prouver des résultats concernant la relation
entre les réductions non typées et le typage dans UTT*.

Lemme A.15 (Adéquation pour réductions non typées).

o SiT S M L P . A alors P est normal et il existe un N tel que

M35, N> P.
o SiT 5 AL C alors C est normal et il existe un B tel que A3, B>y C.

o SiFI—SMw—h>N:AalorsM>goN.

Pour finir, Goguen définit deux prédicats SC(A) et S2*(M), dont la défini-
tion inclut les propriétés de normalisation forte, de préservation du type, et de
confluence.
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Définition A.16. Les prédicats SS(A) et SL™ (M) sont définis comme la plus
petite relation telle que :

o SC(A)siTHS A S2NYG et pour tout B si A > B alors S (B).

— pour tout N si M t> N alors SE(N), et
— pour M; sous terme de M, il existe B et Q tel que ') A 5 M, .B. Q.

CCQ(A) et CEA(M) sont les mémes prédicats que SS(A) et SEA(M) a la diffé-
rence qu’au liew A > B et M > N nous avons A>T B et M >+ N.

Il prouve que tous les termes et les sortes de UTT vérifient les deux prédicats
définis précédemment, par I'intermédiaire du lemme suivant :

Lemme A.17 (Réduction).

o SiT'F5 AL Balors SE(A).

o SiT 5 M L P Aalors SEA(M).

o SiTHS M ™ N : A et SEA(N) alors SPA(M).

A partir de ce lemme, Goguen peut facilement conclure que le calcul UTT*
vérifie les propriétés désirées qui sont la normalisation forte, la préservation du

type et la confluence. Il sera par la suite en mesure de transférer ces propriétés au
calcul UT'T en montrant que UT'T est correcte par rapport a UTT.

A.1.1 Principe d’induction alternatif

Goguen définit un principe d’induction alternatif sur les termes et les sortes,
afin de s’assurer d’avoir les prémisses correctes pour les constantes. L’idée est de
connaitre I’hypotheése d’induction pour les arguments qui sont des sortes pour les
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constantes dont la sorte est fonctionnelle. De méme que pour les constantes de
type Type, on a besoin d’informations concernant les sortes des constructeurs de
ces types. Par exemple, pour la sorte EI(Pr f(V(A, P))), on a besoin de savoir que
I’hypothése d’induction est vérifiée pour la sorte (z : ElI(A))El(Prf(P(z))), qui
est un argument du constructeur A.

Si S est un prédicat sur les termes et () un prédicat sur les sortes, nous avons les
clauses suivantes pour le principe d’induction.

e Si () est vrai pour Type et S est vrai pour M alors () est vrai pour El(M).
e Si  est vrai pour (Prop)Type alors S est vrai pour Prf.

e Si ) est vrai pour (A : Type)((A)Prop)Prop et pour (z : A)Prf(P(zx))
alors S est vrai pour V.

e Si ( est vrai pour le kind de EX[O)], S est vrai pour M*[0], S est vrai pour
1X[©] et S est vrai pour CIDEJ_ [A,C, f,z],ou A, C, f et z sont des variables et
¢; prend la valeur des 7 pour les opérateurs strictement positifs, alors .S est
vrai pour EX[O)].

Si ces clauses et celles définies pour les autres constantes sont vérifiées, alors S
est vrai pour tous les termes et () est vrai pour toutes les sortes. La validité de ce
principe d’induction peut étre prouvée en utilisant le principe d’induction usuel
et les preuves pour les constructeurs basiques. Goguen remarque qu’un moyen
simple de vérifier la validité de ce principe est de constater que la sorte de chaque
constante dépend seulement des constantes définies avant elle.

A.2 Construction d’un modele ensembliste classique

Dans ce chapitre, Goguen considere une sémantique de U7"T" dans la théo-
rie classique des ensembles. Son approche est liée a la sémantique proposée par
P. Dybjer [Dyb91] pour la théorie des types de Martin-Lof. Essentiellement, les
types sont interprétés par des ensembles de leurs éléments, a I’exception des pro-
positions qui sont uniquement vraies ou fausses. Les fonctions seront des fonc-
tions ensemblistes, les entiers naturels resteront des entiers naturels, et en général
les types inductifs seront les plus petits points fixes de I’équation inductive de ce
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type.

L’importance de ce modele ensembliste pour la preuve de Goguen, est qu’il
va justifier un autre principe d’induction sur les types qui ne pouvait étre justifié
syntaxiquement.

Un probleme dans 1’étude des systemes aux types dépendants est que les
termes, les types et les sortes sont introduits par des définitions inductives simulta-
nément. On doit savoir ce qu’est I’environnement, avant de définir I’ interpretation
des termes et des sortes. Des que I'interprétation des sortes est définie, on peut
porter son attention sur les jugements dérivables et sur les environnements satis-
faisant le contexte de ces jugements.

On peut interpréter la théorie des ensembles ou on a admis I’existence d’un
ensemble plus grand que tout ensemble, qu’on peut obtenir en utilisant des opé-
rations ensemblistes ordinaires comme 1’union et I’ensemble de tous les sous-
ensembles, dans la théorie des ensembles étendue par I’axiome qui déclare 1’exis-
tence d’un cardinal inaccessible. L’interprétation de Goguen suit cette intuition, en
utilisant les cardinaux inaccessibles pour interpréter les univers et la sorte Type.

La preuve de Goguen est différente de la preuve de Dybjer pour la théorie
des types de Martin-Lof, dans le sens ou U71"T" est exprimé dans LF’ et que I’uni-
vers imprédicatif des propositions y est inclus. Il ne considere pas des familles
inductives de types. Une modification moins importante est qu’a la place des "en-
sembles de regles" de Aczel [Acz86], il utilise I’'induction transfinie et la construc-
tion de plus petit point fixe.

Goguen travaille essentiellement avec la théorie UTT'~, et pas UT"T . 11 justifie
ce choix dans son chapitre 4 en considérant 1’admissibilité des regles de substi-
tution. Notons que nos algorithmes d’élimination des regles de substitution de la
section 4.2.3 donnent une justification beaucoup plus constructive.

Dans sa construction, Goguen assume 1’existence de trois cardinaux fortement
inaccessibles, kg, k1 et kg avec kg < k1 < kg. L environnement pour k4 est appelé
environnement d’ensemble. L’environnement pour un ensemble S est simplement
une fonction d’un ensemble fini de variables vers S.

La preuve utilise comme technique la définition d’une interprétation partielle
des termes et démontre que cette interprétation est totale pour les termes bien
typés.

Il faut remarquer que dans sa preuve, une autre assomption importante est
I’existence des ordinaux comme représentations canoniques pour chaque cardinal
K, notamment, pour les cardinaux inaccessibles kg, k1, ko mentionnés avant. Cela
nécessite I’utilisation de 1’axiome de choix.

On peut dire que la preuve de correction de Goguen utilise des principes assez
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forts, comme la cohérence (consistance) de la théorie des ensembles avec 1’axiome
du choix et les axiomes d’existence des cardinaux inaccessibles.

A.2.1 Grandes étapes de la preuve

Nous rappelons qu’une hiérarchie cumulative pour un ordinal «, est définie
par induction sur « :

Vo =ar 0
Vsucc(a =df @(Va)
Vo =ar Upea Vs« étant une limite

Cette définition peut-€tre trouvée dans les ouvrages standards sur la théorie des
ensembles. Sa preuve définit une interprétation partielle des termes puis prouve
que cette interprétation est totale pour les termes bien typés.

Dans la suite de ce chapitre, si aucune précision n’est mentionnée, s représente
un cardinal fortement inaccessible, et dans les expressions comme V,; on assume
que k est représenté par 1’ordinal correspondant. De méme que « est un ordinal et
p un environnement d’ensemble. Notons que I’expression a = b signifie que a est
défini si et seulement si b est défini et que @ = b. Tandis que 1’expression a > b
signifie que, partout ou a est défini b est défini et a = b.

Pour un environnement d’ensemble p, I’interprétation d’un terme ) et d’une
sorte A, notée [|M|](p) et [|A|](p), est définie par induction sur la structure de M
et A en utilisant le principe d’induction décrit a la section A.1.1. Afin de fournir
une interprétation des types inductifs, il commence par définir plusieurs fonctions
permettant de définir la sémantique ensembliste des types inductifs par construc-
tions de plus petit point fixe.

e ]l définit d’abord une fonctign partielle sur les ensembles (:)f e V,—V,
par induction sur PSC'H (0), qui représente une séquence de pré-schéma
inductifs, pour un ordinal s (représentant un cardinal fortement inacces-
sible) et un environnement d’ensemble p. Cet opérateur construit un en-
semble inductivement.

Certaines propriétés sont vérifiées pour la fonction (:)f comme :
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— sa monotonicité ;

— sa délimitation c’est-a-dire, en prenant un environnement d’ensemble p,
en supposant PSCH (0) et que @f soit défini relativement a , il existe
un ordinal o < £ tel que ©%(S) € Vi — Vi3

— Dintervention de @f dans I'interprétation des pré-schéma inductifs ©
pour un ensemble S, [|O]](p[X := S]) = ©#(S) — S.

e Goguen définit ensuite par induction sur «, une fonction ensembliste F' €
V.. — V. de la maniére suivante :

Fo =4 0
Fsucc(a —df F(Fa)
F, =g U5<a Fs o étant une limite.

Puis énonce la proposition suivante :
si ' € V,, — V, et F' est monotone, alors il existe un ordinal o tel que
F“0o soit le plus petit point fixe pour F'.

A T’aide des opérateurs introduits précédemment, il est en mesure de définir
I’interprétation des types inductifs et de leurs constructeurs.

Si @f(S ) est définie relativement & un x donné, et si g est un ordinal tel
que (@f)ao soit le plus petit point fixe pour ©#, alors les types inductifs sont
interprétés de la maniere suivante :

[M¥[O][1(p) =qr (OF)°(0) sir <k

11X [B1ll(p) =ar (OF)(0) sir <

Goguen définit ensuite I’ interprétation d’un contexte I, notée [|I'|], comme un
ensemble d’environnements d’ensemble. Puis il établit les propriétés basiques de
I’interprétation. Toutes ces propriétés sont prouvées a 1’aide du principe d’induc-
tion de la section A.1.1. Ces propriétés sont les suivantes.
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e Soit v un environnement pour variables et un environnement d’ensemble p,
alors [|[M|](p o) = [|7(M)]|](p), ot 4(M) existe si 7y est une substitution.

e Soit p; et po deux environnements d’ensemble, si pour tout z € F'V (M) on
a py(x) = pa(x) alors [[M|](p1) = [[M]](p2)-

e Soit p = ppp; un environnement d’ensemble, alors
[IMI}(pl= == [IN1](p0)])) > [IIN/ 2] M |](p)-

Finalement, il prouve que le systtme U7~ est correcte par rapport a 1’in-

terprétation, autrement dit, que I’interprétation est totale, c¢’est-a-dire définie pour
tous les termes et les sortes des jugements dérivables dans UT"T~. Le lemme est
le suivant.

Lemme A.18 (correction de UTT'~ par rapport au modele ensembliste). Pour tout

Jjugement dérivable dans T =~ J, |

'] est définie, de plus :

o sile jugement I' == Akind est dérivable et p € [|I'|], alors [|A||(p) est défi-

nie;

o sile jugement I' == M : A est dérivable et p € [T
[1M]](p) sont définies et [|M|](p) € [|A[](p)

| alors [|AlJ(p) et

o sile jugement I' ==~ A = B est dérivable et p € [|T
[1B[1(p) sonz définies et [|A[}(p) = [| Bl](p) ;

|, alors [|Al](p) et

o sile jugement I' == M = N : A est dérivable et p € [|T
[IN1](p) et [|Al](p) sont définies, [|M|](p) = [|N|](p). |
et [[N[](p) € [|A[l(p)-

J, alors [[M]](p),
Mll(p) € [|All(p)

A.3 Preuve dela correction UTT par rapporta UTT"®

Remarque A.19. Nous rappelons qu’une théorie T est "correcte" par rapport a
une sémantique S si chaque formule dérivable dans 'T' est vraie dans la séman-
tique. Ici UTT* est la sémantique de UTT. Par exemple, le jugement T' - M : A
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dérivable dans UTT est vraie dans UTT® si le jugement I' =5 M Mo P Aest
dérivable dans UTT®.

De méme, on parle de complétude d’une théorie T par rapport a une sé-
mantique S, si toute formule vraie de S est dérivable dans T. Ici parler de la
complétude UTT par rapport & UTT? signifie que si par exemple le jugement

TS M 2 P . A est dérivable dans UTT? alors les jugements I' = M : A et
' M = P : A sont dérivables dans UTT.

La démonstration proposée par Goguen pour montrer que U7 est correcte
par rapport & UT'T*® est étroitement liée aux preuves de normalisation existantes.
Cependant, la preuve utilisant UTT, permet de rendre plus explicites les condi-
tions exactes nécessaires pour la preuve : les régles de UTT® montrent que les
termes bien typés sont exactement ceux qui sont construits en utilisant les construc-
teurs canoniques et des séries d’expansions de téte faible.

Les preuves de normalisation pour les systemes aux types dependants, propo-
sées par exemple par Pottinger [Pot87] et Luo [Luo90a], ont utilisé un contexte
infini avec un nombre infini de variables de chaque type et ont montré que chaque
terme typable dans le systéme originel est typable dans ce contexte infini. Goguen
utilise la technique de construction de modeles fondés sur les modeles de Kripke.

La technique courante pour montrer la normalisation des systemes plus faibles,
interprete les types comme des ensembles de termes pas nécessairement bien ty-
pés.

Dans sa preuve, Goguen cherche a montrer que U'T"I" est correcte par rapport
a UTT?, qui est vue comme une sémantique, alors il est obligé de construire un
modele avec les termes bien typés.

Parmi les preuves qui n’utilisent pas des contextes infinis et interpretent les
types comme des ensembles de termes bien typés, Goguen s’appuie sur Martin-
Lof [ML75] et surtout Coquand [CG90] qui a proposé d’utiliser la construc-
tion des modeles de Kripke pour démontrer la normalisation forte pour un sous-
ensemble des systemes de Martin-Lof.

Sa preuve suit les techniques standards utilisées pour prouver la normalisation
[Luo90a, ML72, Coq91], cependant il faut tout de méme noter quelques diffé-
rences qui sont les suivantes :

o |l effectue sa preuve pour le systeme UT'T', formulé dans L[, qui contient

un univers prédicatif, une large classe de types inductifs et un univers im-
prédicatif. L’imprédicativité I’oblige a utiliser des techniques de preuves
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compliquées.

e Sa preuve requiert que la notion de normalisation forte soit intégrée dans la
définition de I’interprétation des sortes, comme pour Martin-Lof et Kolet-
SOs.

e [l fournit une construction ensembliste de la mesure de complexité qu’il uti-
lise dans sa preuve.

e il prouve que UT'T est correcte par rapport 2 UTT* au lieu de prouver la
normalisation. Cela signifie en accord avec le théoreme A.11( complétude),
que tous les résultats concernant UTT® pourront étre transférés a UTT,
en particulier les propriétés de renforcement, de préservation du type et de
confluence, en plus de la normalisation forte.

A.3.1 Les grandes étapes de la preuve

Goguen cherche tout d’abord a construire un modele. La premiere préoccupa-
tion dans la construction d’'un modele est le domaine sémantique de discussion. 1l
commence par définir les objets sémantiques pour la preuve de correction. Comme
il prouve la correction de UT'T par rapport 2 UT'T*, les premiers composants des
objets sémantiques sont les termes dérivables dans UT'7"%. Il montre que, relati-
vement a n’importe quelle substitution, tous les termes typables dans UT"T" font
partie de I’interprétation de leurs sortes, ou les sortes sont interprétées comme
étant les ensembles de termes bien typés dans UTT®.

I est bien connu que combiner le puissant principe logique de I’'imprédicati-
vité avec d’autres principes, peut facilement mener a une inconsistance. Par consé-
quent, un pas important pour montrer la consistance d’une théorie de types est de
fournir une mesure de complexité sur les types de la théorie.

Comme nous 1’avons vu, Goguen a proposé un modele ensembliste afin d’en
tirer une mesure de complexité. Intuitivement, il a besoin de fournir une interpré-
tation ensembliste pour les types qui ne sont pas des propositions. L’idée est qu’un
composant de I’interprétation est essentiellement un ensemble, mais ol les types
sont des ensembles de termes. Ceci permet d’utiliser les substitutions pour mo-
déliser la quantification sur les types. Par exemple, pour interpréter la proposition
imprédicative V(Prop, [X : Prop|X) qui quantifie sur les propositions, il faut étre
en mesure de considérer des interprétations arbitraires possibles des propositions.
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L’interprétation du quantificateur sera I’intersection de toutes ces interprétations
possibles. Il en aura besoin non seulement pour les propositions mais pour tous
les types de la théorie a 1’exclusion des sortes. Ce probleme a motivé la définition
des ensembles valués qui caractérisent le comportement ensembliste des éléments
de chaque type.

Goguen n’utilise pas la notion de quasinormalisation proposée par Luo, pour
donner une mesure de complexité pour la théorie des types £CC'. En revanche, il
définit une mesure de complexité en considérant la complexité de I’interprétation
ensembliste, ce qui ne dépend pas de la forme normale des types. Il utilise cette
mesure de complexité, non a cause de la difficulté a obtenir des formes normales
mais plutdt parce qu’il semble qu’il n’y ait pas de mesure simple pour les types
de UTT.

Afin d’élaborer une interprétation de la théorie des types a la maniere des mo-
deles de Kripke, Goguen a besoin que les valeurs sémantiques soient fermées par
rapport aux transitions, lesquelles dans son cas, sont les extensions de contextes o
de A’ vers A. Or on sait que I’ensemble des termes typés dans UTT* est fermé par
rapport aux extensions de contextes, lemme A.14 (Renommage)a I’appui. Pour
permettre aux objets sémantiques qui contiennent des valeurs, d’étre fermés de
maniere similaire, il a indexé les valeurs par des extensions de contextes. Les ob-
jets sémantiques pour un contexte A sont des paires composées d’un terme bien
typé dans UTT? dans le contexte A et d’une famille de valeurs indexée par des
extensions de contextes § de A’ vers A.

L’ égalité que veut établir Goguen pour les objets sémantiques, est la suivante :
deux objets sémantiques sont égaux si les termes qui les composent ont la méme
forme normale et si les valeurs indexées qui les composent sont égales pour toute
extension. Il montre également que la regle d’application (App — Eq) est cor-
recte, dans le sens ou si (M, vy, ) est un objet sémantique pour (x : A1) A, dans le
contexte A et que (N, v) et (N, v) sont deux objets sémantiques égaux pour A
dans le contexte A, alors on a AP PA((M,vy), (N1,v)) = APPA((M,vpr), (No,v)).
Cela implique que la fonction v,; retourne une valeur qui dépend seulement de
la forme normale du terme qui compose I’objet sémantique placé en argument.
Plusieurs preuves de normalisation incluent cette condition dans la définition des
valeurs, mais il suit la méthode de Coquand en donnant cette condition comme un
prédicat sur les objets sémantiques ; voir la définition sur les objets sémantiques
uniformes.

De maniere plus formelle, sans entrer ici dans tous les détails, Goguen définit
les notions vues précédemment de la fagon suivante :
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e Un objet sémantique pour un contexte A et une sorte A, est un couple
(M,v), ot A 5 M L5 P+ A et v est une famille d’objets v(5) €
V(A 5 §(M) : §(M)), indexés par des renommages § de A’ vers A.
V(AFS M : A),on AF M 0, M : A est définie par induction sur la
complexité de A.

Il faut noter que :

— I’ensemble des objets sémantiques pour A et A est noté SOA(A) ;

— S est un ensemble saturé pour A et A, notation SATA(A), si S est un
ensemble d’objets sémantiques pour A et A tel que :

% (S)) si M est un terme de base tel que A 5 M Mop A alors
(M, A\d.x) est dans S, et

% (S5) si (V,v) estdans Set A F5 M hN - A alors (M, v) est dans
S.

Nous listons quelques remarques importantes par rapport a cette définition :
— Les objets sémantiques ont des éléments toujours fortement normalisants.

— Dans beaucoup de preuve de normalisation forte pour les calculs conte-
nant I’imprédicativité, on retrouve un lemme disant que pour tout contexte
A, terme M et sorte A, il existe une valeur canonique va p4 € V(A S
M : A). Goguen n’a pas besoin de ce lemme car dans sa formulation, il

est évident que si A 5 M P Aet que P est un terme de base alors
€ =V(AFS P: A

— Le domaine d’une fonction dans I’ensemble valué pour une sorte dépen-
dante (x : A;)Ay n’a pas besoin d’étre tout SOa(A;). Quand on définit
par exemple ’interprétation de [z : A;|M,, le domaine de la fonction
définie doit étre I’interprétation de A;, car les hypotheses d’induction
s’appliqueront uniquement aux éléments de cet ensemble. C’est la raison
pour laquelle les termes de base ont le méme ensemble valué, peu importe
leur sorte, car on ne connait pas a I’avance ’interprétation de A;, mais
nous devons savoir qu’un terme de base est toujours dans les ensembles
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saturés.

— A cause du lemme d’unicité des formes normales, on n’est pas en mesure
de différencier un terme M bien typé dans UTT" dans un contexte A et

une preuve de A -5 M M.op. A

e Si (M, vy) est un objet sémantique pour A et A, et § un renommage de A’
vers A, alors la fonction monotonie est :

-~

mong(M,var) =g (6(M), X" .vpr(8" 0 0))
Par construction on sait que mong(M, vy,) est un objet sémantique pour A’
et A.

e Soit (M, v;) un objet sémantique pour A et (z : A;)A, tel que A F°
M, 2, Py : (x: Ay)As et (Ms,vq) est un objet sémantique pour A et Ay
tel que A 5 M, -, P, : A;. Nous montrons qu’il existe une sorte By

telle que A H° [My /2] Ay 2, Bs et définissons I’application

APPA((Ml, Ul), (MQ, Ug)) € SOA(BQ)
Il faut considérer la notation (M, vy) | (N,vn) ot (M,vy) et (N, vy)
sont des objets sémantiques pour A et A, s’il existe un terme P tel que
Al_SMlN[P] SACtUM:UN.

e Soit S une famille saturée d’ensembles pour A et A. S est uniforme si
(M,vp) € S(0) implique que (M, vy,) est uniforme et mong (M, vy) €
S(¢" o §) pour tout renommage &' de A” vers A'.

Voici quelques propriétés simples des objets sémantiques uniformes :

— USOAa(A) est uniforme et est dans SATA(A);

— si (M,vyr) est un objet sémantique uniforme alors mongs(M,vy,) est
aussi un objet sémantique uniforme, pour tout renommage 0 de A’ vers

A.

Goguen poursuit en introduisant la notion d’environnement pour les objets sé-
mantiques. Il fournit les définitions suivantes :

e Une pré-substitution est un environnement pour termes.
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e Une substitution p de A vers I, ou I' = 1 : Ay,..., % : Ay et A FS
valid, est une pré-substitution sur I telle que :

AFS%(Ai)iBietAl—s(b(wi)n—f>P:Bipour1§i§m.

e Une pré-valuation est un environnement pour objets sémantiques dans un
contexte donné A.

e Une valuation de A vers I' est une pre-valuation telle que le terme consti-
tuant est une substitution de A vers I'.

e Une valuation p de A vers I' est uniforme si p(z) est uniforme pour tout
(x:A)el.

Une fois les objets sémantiques définis, Goguen suit la technique de Streicher
en donnant une interprétation partielle des termes par des objets sémantiques et
des sortes par des ensembles d’objets sémantiques relative & un environnement
d’objets sémantiques.

L’interprétation d’un terme M, notée [|M||pA et I’interprétation d’une sorte A,
notée [|A|]pA, relative a une valuation p de A vers I" sont définies par induction
sur la structure de M et de A.

[|M]]pA est un couple (¢p(M), V[|M]||pA) ou V[|M|]pA est une famille de va-
leurs indexée par un renommage &’ de A’ vers A.

Cependant, pour montrer que I’interprétation est un objet sémantique, si elle
est définie, 1l montre simultanément la distributivité de la fonction monotonicité
et de I’interprétation, a savoir :

APPZ(mon(;/O(;(M, UM),m0n5/(N, UN)) =
mong (AP Pa/(mong(M,vy), (N,vn)))

avec 0 un renommage de A’ vers A et ¢’ un renommage de A” vers A'.

Il définit également I’interprétation pour les contextes comme des environne-
ments, dont les objets sémantiques sont des éléments de 1’interprétation des sortes
qui constituent le contexte.

Goguen vérifie ensuite que I'interprétation possede les propriétés désirées. 11
prouve par induction sur la structure des termes des lemmes concernant :
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e le changement des variables liées,

o [’égalité de I'interprétation sous des environnements qui correspondent au
variables libres,

e 'uniformité de I’interprétation, pour la correction de la regle d’application
de I’égalité (App — Eq), et permettre de passer d’une valuation dans un
contexte A a une valuation dans un contexte A’ pour un renommage de A
a A’ donné, et

e une propriété des substitutions, pour I’interprétation utilisée dans la correc-
tion des regles (S — App) et ().

Finalement, il fait la preuve finale de correction par induction sur les dériva-
tions de UT'T'. Ce résultat est valable pour toute valuation dans I’interprétation du
contexte, donc il prouve que si I' - valid alors il existe une valuation de I" vers I,
qui fournit exactement le résultat de correction dont on a besoin.

Le lemme de correction est le suivant :

Lemme A.20 (Correction).

Si I+ Akind est dérivable alors il existe B tel que I' -5 A . B soit
dérivable.

SiT' & M : A est dérivable alors il existe B et P tels que I' -5 A M. Bet
TS M 2L P . B soient dérivables.

SiT' & A = B est dérivable alors il existe C tel que I' 5 A | B[C] soit
dérivable.

SiT'F M = N : A est dérivable alors il existe B et P tels que I' ° A -,
BetT 5 M | N[P]: B soient dérivables.

Ce lemme nous permet de transférer les propriétés de UT'T* a UTT, donc de
déduire que les propriétés de normalisation forte, de préservation de type et de
confluence sont vérifiées pour UT'T'.
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A.4 Mesure de complexité pour U771~

Dans I’annexe de sa these, Goguen justifie le principe d’induction sur les types
de UTT~, en proposant une mesure de complexité. Ce principe joue un role im-
portant dans la preuve de normalisation car il permet de définir le rang de I’in-
terprétation que Goguen donne dans son chapitre 6. Ce rang est différent de celui
de I’interprétation ensembliste ol, par exemple, le rang de ’interprétation en-
sembliste de I' = M : A est juste I'univers des ensembles. Goguen utilise une
variante du modele ensembliste pour fournir une mesure de complexité. Intuiti-
vement dans ce modele, le rang de I'interprétation du type composant un type
inductif est nécessairement inférieur a celui de ce type inductif. Cependant ceci
est vrai uniquement en 1’absence de types vides. Goguen considere donc une in-
terprétation, ol les propositions sont toujours non vides et restreint la syntaxe des
types inductifs pour proscrire les types vides.

Goguen définit donc de maniere standard le rang d’un ensemble. 11 faut noter
cependant la nécessité de I’axiome de fondation pour cette définition.

Définition A.21. Le rang d’un ensemble S est le plus petit ordinal plus grand que
le rang de tous les éléments de S.

rank(S) = min{w|rank(T) < w,T € S}
avec rank() = 0

Les propriétés suivantes sont vérifiées pour la fonction rank(S).

e Si A et B sont des ensembles alors mazrank(A), rank(B) < rank(A +
B).

e Si A et B sont des ensembles non vides alors mazxrank(A), rank(B) <
rank(A x B).

e Si A est un ensemble non vide et B une famille d’ensembles non vides sur
A alors maz({rank(A)} U{rank(B(a))|a € A}) < rank(Fa € A.B(a)),

pour ' € {> ]}

La sémantique ensembliste du chapitre A.2 interprete les propositions fausses
par I’ensemble vide. Afin de n’interpréter aucun type par I’ensemble vide, Goguen
propose une sémantique alternative simple dans laquelle il n’existe qu’une seule
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proposition avec une preuve unique. C’est simplement une interprétation incon-
sistante des propositions.

Goguen introduit le calcul UTT™* qui est un sous-langage de UT'T'~ qui ne
contient pas de types vides. Il introduit les définitions suivantes :

Définition A.22 (Schéma non vide). Soit I' un contexte valide. On dit que O est

non I'-schéma non vide, notation SC Hy. x (©) s’il existe un ©; dont I’arité est 0.

Définition A.23 (UTT™). Le calcul UTT™ est le calcul UTT™ dans lequel toutes

les occurrences de SC Hy. x (©) sont remplacées par SC Hy. . (©). Le symbole 1=
est utilisé pour les jugements de UTT™.

Il prouve également le lemme :

Lemme A.24. Si SCH}.(O) et S est une ensemble non vide alors pour tout
(ILIY; A) € TYPES(©) et pour tout (p,p') € [|I,TV|], rank([|Al](p, p')) <

rank(©4(9)).

Goguen peut donc définir sa mesure de complexité de la facon suivante :

Définition A.25. On définit la complexité d’un jugement dérivable I H* Akind,
c(I' +* Akind) de la maniére suivante :

(I Akind) =g pi.(Vp € [|T[].rank([[A[}(p)) <)

c(I' +* Akind) est un ordinal canonique.

Définition A.26 (Complexité inductive). La complexité de M telle que I == M :
MX[O)], est définie de la maniére suivante :

k(T B M 2 MY(O]) =4 pavp.[|M]](p) € (6))

k(T = M : MX[O]) est un ordinal canonique.
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Annexe B

Les regles de UTT" | R]
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B.1 Lesysteme UT7T"|R)|

Contexte et assomption

. . / .
(1.1) TI'F Kkind ¢ FV(I‘) (12) I'z: K, F, - valid (1.3)
T, z: K F valid To:KDFa: K

<> valid

Fl, FQ FHJ Fl, Fg F valid

T Ta Ty J (wkn) (FV(T3) N FV(Ty) = )

Egalité générale

I+ Kkind_ TEK =K K=K TrK =K'
rrk=k *V Trr—xg *? TC R 23)

'k K FFk=kFK:K Fr'Ck=F:K K=K K
Fl—k::k:K(z'4) Fl—k’:k:K(z'S) k=K1K 26)

Retypage
Lhih LA = K 31y LEk :I’?F KLk = K 32
P,x:K,F’I—J, ,FI—K:K’ (3.3)
Max: KINT'EJ
Le sorte Type
r ETi_ygzl:gnd @1 FFI—'_Efll(:Ag(?lfd 4.2) r I—FEl_l (i)::BE:lr(rgg’liind (4.3)
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Produit dépendant

I'z : K+ K'kind e KhFK =K, TI'HFK =K
: ———(5.1) . ’ . ; 5.2)
['F (z: K)K'kind TF (v: KK = (z: K2)K}
e:KkFk: K (5.3) e . KiFki=ky: K 'K, =K,y (5.4)
F'blz:Klk:(x: K)K' Lk jx: Kk =[x Kolky: (x: K1)K
'Ef:(x: K)K' Fl—k:K(SS) 'Ff=f:(x: K)K' Ff—k‘lzk’g:K(SQ
Fe:KHE: K  TkFEk: K 'Ff:(x: K)K' x¢ FV(I) (5.8)

C'F([x: KK (k) = [k/x]k : [k/z]K' (5.7) FFlx: K|f(z)=f:(z: K)K'

Substitutions

I'z: K,TVF valid FI—k::K(61) I'z: K,I"+ K'kind Fl—k:K(62)
[, [k/z]I" I valid ' [, [k/z]I" F [k/x] K'kind ’

Ne: K, I'"FE : K 'k K lNe: K, 'K =K" Fl—k:K(64)

T, (k/al - [ejalk : oja]K'kind 02 T [kl - (k)] K = (k2] K"

Ne: K\ I'EE =K' K 'Hk: K

I [k/$]f" - [k‘/l’]k” _ [k/l’]/{?" : []{T/CL‘]K/ (6.5)

To:K,T'FK'kind Tk =k:K 66
U, [k /x]T F [k /2] K" = [ko /2] K’ '

To: K,T'FK K Thhk=k:K 67
T, [k /2D F [k 2]k = [ka 2K [ J2] K7

Types inductifs

PSCHy(©) T, X :Typet Okind (C-M) 1<i<n etO delongueurn
'+ MX[O] : Type
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PSCH.(©) T,X :Typel ©;kind
I'Ff[0]: ©;(MX[6])

(C-i) 1<i<n et®O delongueur n

SCHy x(©) SCHpx(©) TrH&YO]:K TI'kr¥0O]:K

X [,X:Type-6,=0, (i=1,...,n)
(7B TFr¥[0] = 5[0 K

PSCH(©) T,X :Type©kind 1<i<n
'+ EX[O]: (C: (MX[O]) Type)

(C-E)

(f1 - ©I[M7[0],C, i’ [O]])

(fu: OL[MT[O), C, 1 [O]]) (2 : MF[O)C(2)

PSCHy(©) T,X :Typel ©Kkind
LHC:(MY[O))Type Tk fi: ©7[M¥[0],C, ., [0]]
Thaj: M;(M*[0]) 1<j<m 1<i<n

'+ EX[O](C, f,X[0](a) = fi(a, ®i[MX[0],C, EX[O](C, f),a1), ..., 8L [M¥X[B],C, EX[B)(C, f),ar]) : C(::*[O)(a))

(E-EQ)

Avec f quireprésente fi,. .., f,, @quireprésentea,...,a,et ARITYx ()=
®q, ..., Dr. Rappelons que O; est de la forme (zq : M) ... (x,, : M) X.

Nouvelle égalité

Ik EO,)(C a1, .an): (Fa)A T EO,)(Cr, 0 [Om], s i3 [Om]) - (F)En  THE:E, G-eq)
_eq
ml; -

6
[+ E[0,)(C, a1, ..., an)(E[0,](Cy, X Lo [ o n)[(am])(k:)) E[0,](Ca, ap(1y, -y o)) (k) + A
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Avec :

C=ly: F,)A:(y: F,)Type,
Cy =[z: F,)F,: (z: F,)Type,
Cy=lx: F,JA: (z: F,)Type.

Univers imprédicatif
Prop : Type
Prf : (Prop)Type
¥ : (A : Type)((A) Prop) Prop
A (A Type)(P : (A)Prop)((x : A)Prf(P(x))Pri(¥(A, P))

Ey: (A: Type)(P : (A)Prop)(R : Prf(V(A, P)))Prop)((g : (z :
A)Prf(P(x)))Prf(R(A(A, P, g))))(z : PrE(V(A, P)))Prf(R(z))

On a I’égalité calculatoire suivante :

EV(Aa P, Rv va(A7 P7 g)) = f(g) : PI‘f(R(A(A, Pg)))

Univers prédicatif
U : Type
T : (U)Type
prop : U
pXel:u
prf : (Prop)U
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Les regles d’égalité associées sont les suivantes :

(T-prf)

[' - valid (T-prop) I'=P: Prop
I' = T(prop) = Prop : Type I'FT(prf(P)) =Prf(P) : Type

'+ uX[6]: U
['=T(u*[0]) = M¥[e] : Typ

(T-p)
c

Sous-typage

e Coercions de base

I'FA:Type I'-B:Type TI'Fc:(EI(A)ENB) (A, B,c)e€
I'HA<.B:Type

i (ST.1)

e Transitivité et congruence

'A<, B:Type ' A= A":Type

ST.2
[+ A <. B: Type (51.2)

'A<, B:Type I'- B=B":Type

ST.3
['FA<,B : Type (ST.3)

'A<, B:Type I'tB<.,C:Type
' A <@EiA)e(a () C : Type

(ST.4)

'FA<.B:Type TI'Fc=¢c:(FI(A))EIB)

'A<, B:Type ST:5)

o Substitutions

Ix: K,I"H A<, B: Type Fl—k:K(ST6)
(/)T F o/l A <y, (6215 - Type 1
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Sous-sortes

e Regles basiques

I'+A<.B:Type
'k El(A) <. EI(B) : Typ

(SK.1)
e

e Sous-sortes et produit dépendant
' K| <., K Lo K F ()2 Ky = K I,z Ky + Kkind
'k (z: K)Ksy <. (2 : K})K]
avecc = [f : (v : K1) Kyl[2' : KY]f(ci(2)).

(SK.2)

'K/ =K, TI,o: K/ FKy<,K, T,z:K F Kkind
'k (x: K1)Ky <. (2 : K{)K}
avecc = [f : (v : K1) K2 : Ki]ea( f(2)).

(SK.3)

I'FK{ <. Ki Lo’ Ky Fa(2)/x]Ky <., K}  T',z: Ky F K)kind

ME(x: K)Ky <. (2 : K})K}, (SK4)
avec ¢ = [f : (¢ : K)Kolla! : Kjlea(f(er(2))).
e Transitivité et congruence pour sous-sortes
LE R <If f e <CF ;QKQ =K sks L <If f 2}(; <CF IZKI =5 (ske6)
'K <., K 'K <., K" (SK.7) '-K<,K' 'kFe=¢: (K)K'

I'eK <[z:K]ea(cr (z)) K" 'K <o K’

e Substitution pour sous-sortes
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Mo KT'FK <. K, TFEK

(SK.9)

T, [k /20 F [k/2] K7 <)o [k/7) Ko

Reégles coercitives

Application coercitive

Thfi(z:K)K' Thrk:K, TFK<e

K
C'E f(k): [c(k)/x]K' €A.D)

=f:(x: ! =ky: F Ky <. K

[E (k) = f'(k2) : [e(ky) /2] K7

Définition coercitive

. . ! .
Thf:(z:K)K' Thrky: Ky, TFKo<.K D)

['F f(ko) = f(e(ko)) = [e(ko)/x] K
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