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Abstract

This Note deals with a linear model of regression on quantiles with the explanatory variable taking values
in some functional space and a scalar response. We propose a spline estimator of the functional coefficient that
minimizes a penalized L' type criterion (the penalization is of primary importance to get existence and convergence
of the estimator), then we study the asymptotic behaviour of this estimator. To cite this article: Hervé Cardot,
Christophe Crambes, Pascal Sarda, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 836 (2003).

Résumé

Cette Note a pour objet un modele linéaire de régression linéaire sur quantiles lorsque la variable explicative est
a valeurs dans un espace fonctionnel alors que la variable réponse est réelle. Nous proposons un estimateur spline
du coefficient fonctionnel basé sur la minimisation d’un critere de type L' pénalisé (la pénalisation est primordiale
pour avoir existence et la convergence de I’estimateur), puis nous étudions le comportement asymptotique de
cet estimateur. Pour citer cet article : Hervé Cardot, Christophe Crambes, Pascal Sarda, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 336 (2003).

1. Introduction

Grace aux performances accrues des appareils de mesure et a 'augmentation des capacités de stockage
informatique, de nombreuses données sont collectées et sauvegardées sur des échelles temporelles ou des
grilles spatiales de plus en plus fines (courbes d’évolution de températures, courbes spectrométriques,
images satellites, ...). On est ainsi amené a traiter des données assimilables & des courbes ou plus
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généralement & des fonctions de variables continues (temps, espace). Ces observations sont appelées
données fonctionnelles dans la littérature [8].

Des modeles de régression pour variables explicatives fonctionnelles ont été proposés, notamment
lorsque la réponse est un scalaire : le modele linéaire est introduit dans [7] tandis qu'un modele fonction-
nel non paramétrique est étudié dans [3]. Ces modeles sont construits dans le but d’estimer la moyenne
conditionnelle. Cependant, dans certains cas, on s’intéresse plutot a I'estimation de quantiles condition-
nels, comme par exemple en agronomie (estimation de seuils de rendements), en médecine ou encore en
fiabilité (voir par exemple [6]). Cette note est consacrée a ’étude de ce probleme. Nous définissons dans
la partie 2 un modele linéaire de régression sur quantiles qui généralise au cadre fonctionnel le modele
proposé par Koenker et Bassett [5]. Nous proposons dans la partie 3 de construire un estimateur spline du
parametre fonctionnel du modele. Des propriétés asymptotiques, dont I’obtention d’une borne supérieure
pour la vitesse de convergence L? sont présentées dans la partie 4.

2. Modeéle linéaire de régression fonctionnelle sur quantiles

Soit (X, Y:)i=1,....n un échantillon de couples indépendants de variables aléatoires définis sur un méme
espace de probabilités, de méme loi que (X,Y"). La variable explicative X est & valeurs dans un sous-
espace fermé H de 1’espace fonctionnel L2([0,1]), I'espace des fonctions de carré intégrable sur intervalle
[0,1], et YV est la variable aléatoire réponse & valeurs dans R.

Soit « €]0,1[ fixé; en supposant que E|Y| < +o00, le quantile conditionnel d’ordre o de Y sachant
[X =z], z € H, est le réel g,(x) défini comme solution du probléeme de minimisation

minE(l, (Y — a)| X = x), (1)
a€R
ou E(.|X = z) désigne I'espérance conditionnellement & ’événement [X = z] et [, est la fonction définie
par lo(u) = |u] + (2a — 1)u (voir [5]).
Une généralisation directe du modele de Koenker et Bassett [5] consiste & supposer que g, est une
forme linéaire continue définie sur H, c’est-a-dire qu’elle s’écrit :

Go(X) = (T, X) = / o (1)X () d, (2)

la fonction ¥, appartenant & H et la notation (.,.) désignant le produit scalaire usuel de L?([0, 1]).

3. Construction d’un estimateur spline

L’estimateur défini ci-dessous repose sur une approximation du quantile conditionnel par une fonction
spline. Il faut donc choisir une subdivision de l'intervalle [0, 1] en k sous-intervalles, k = k,, € N*. Cette
subdivision définit £ — 1 noeuds intérieurs que nous supposons équirépartis dans la suite. Les fonctions
splines que nous considérons sont des polynémes de degré g par morceaux sur chaque sous-intervalle de
[0,1], et (¢ — 1) fois dérivables sur [0,1], ot ¢ € N. L’espace de ces fonctions est un espace vectoriel de
dimension k + ¢g. Une base de cet espace vectoriel est I’ensemble des fonctions B-splines, que I'on notera
Biq= "(Bi,..., Bt (voir [2]).

On estime alors W, par une combinaison linéaire des Bj, 1 <1 < k + ¢ : on est ramené a trouver un
vecteur 0 = t(91, v Okyq) € RF+4 tel que ¥, = tBk7q0 avec @ solution du probleme de minimisation



mn{ Zl (Bicab, X)) +p || ('Biqd)™ |2}, 3)
otl (‘B q0)™ est la dérivée d’ordre m de By 48, p est un parametre de pénalisation pour contrdler le
degré de “régularité” de l'estimateur cherché et ||| est la norme associée au produit scalaire de L?([0, 1]).
Nous avons programmé cet estimateur dans le logiciel Splus en utilisant un algorithme basé sur la
méthode des moindres carrés itérés repondérés (voir [6]). D’autres algorithmes assez courants dans la
littérature portant sur les estimateurs de type L' pourraient étre adaptés facilement & notre contexte.

4. Propriétés asymptotiques

Supposons que X soit du second ordre, ¢’est-a-dire que E (|| X [|*) < +oo. Pour alléger les notations, nous
supposons également dans cette partie que X est centrée (E(X) = 0). On peut alors définir opérateur
de covariance de X, opérateur I" de LQ([O 1]) dans lui-méme défini par T'h = E({(X, h) X ). Cet opérateur
induit une semi-norme définie par HhH2 (Th, h).

Afin d’établir le résultat de convergence pour I'estimateur \f/a, on suppose que les hypotheses suivantes
sont vérifiées.
(H) || X I Cy < 400, ps.

La fonction ¥, est supposée étre p’ fois dérivable et \I/,(f ) vérifie
(H.2) () -0 (s)| < Cilt— s, st € [0,1],

ou Cy > 0 et v € [0,1]. Dans la suite, on pose p = p’ 4+ v et on suppose que ¢ > p > m.

(H.3) Les valeurs propres de I' sont strictement positives.

(HA4) Pour x € H, la loi de Y conditionnellement & [X = z] admet une densité f{ continue et
strictement positive au quantile d’ordre a.

Théoréme 4.1 Sous les hypothéses (H.1) — (H.4) et si on suppose de plus qu’il existe 3,7~ €]0,1] tels
que kp ~ n? et p~nr=172 qlors
(i) U, existe sauf sur un ensemble dont la probabilité tend vers 0 lorsque n tend vers linfini,

- 1 k
i 2 n 2(m—
(“)E(H\I]a \I/a||2|X1,__,,Xn)_OP(kT+_+p+pkn( p))_

Eléments de démonstration :

La démonstration reprend certains arguments de la preuve du résultat établi par He et Shi [4].
Le point (i) du théoreme repose sur I'inversibilité de la matrice C, = C + pGy, C étant la matrice de
terme général + 37" (B;, X;)(B;, X;) et Gy la matrice de terme général g;; = (Bj(-m), Bl(m)) pour j,1 =
1,...k + q. Or, il existe (voir [1]) une constante ¢ telle que lim,_, o P ({w/)\min(ap) > cki}) =1, ce
qui entraine le point (i).

L’hypothese (H.2) implique qu'’il existe une fonction spline, notée ¥* = By 0", vérifiant
supye(o,1) 1WA (1) — Wa(t)| < Ca/kE (voir [2]). On obtient ainsi avec (H.1) : || U5 — U, [|5= Op (1/k2P). 11
reste donc a étudier le terme E (H U, — T2 Xy, ... ,Xn). Pour cela, remarquons que pour L > 0 et

(0n)nen une suite de réels positifs, on a :
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>P| inf Zfz >Zfz( VnCL/%6 — \/_01/20*)|X1,...,X ,

|6|>L5,
ou f; est définie par :

coL/2 a1 (| |*
fi(0) =1a |Yi = ("Brg | —£=—0+6" | . Xi)| +p||| 'Brq | —2=—0+6"
’ vn ’ Vn
Remarquons que minimiser > .., f;(6) revient & minimiser le critére (3). On montre alors qu’il existe
L = L. >0 tel que, pour §,, = (k,/p+np)'/?, on a :

inf Zfl >Zf1( VnCl/%6 — \/_01/20*)|X1,...,Xn S1—e

|6|>Ls,

en utilisant notamment la convexité de la fonction f;. On obtient finalement la relation

E (H@a _

ol ||.|ln est la version empirique de la semi-norme ||.||2, c’est-a-dire dans laquelle T' est remplacé par
Popérateur de covariance empirique. Le résultat (ii) s’obtient finalement en montrant I’équivalence des
deux normes sur un ensemble auquel appartient la solution du probleme de minimisation.

2+pH(‘Tf —\II*)(W)H2|X1 X =0p L_i_k_"_i_p_i_pk,z(m_p)
n o @ ety n k;%p np " ,

Notons que, sous les hypotheses du théoreme, si on prend k, ~ n'/#P*tD et v = 1/(4p + 1), on
obtient la vitesse de convergence || W, — W, [|3= Op (n~2/(+1)). Clest la méme vitesse que celle
obtenue par Cardot et. al. [1] pour I'estimateur spline de la moyenne conditionnelle dans le cas du modele
linéaire fonctionnel. Le probleme de 'optimalité de ces vitesses reste une question ouverte dans le cadre
des modeles linéaires fonctionnels. On peut remarquer qu’elles dépendent de maniere importante du
comportement de la plus petite valeur propre de C,. Nos travaux se poursuivent dans cette direction.
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