
HAL Id: inria-00071250
https://hal.inria.fr/inria-00071250

Submitted on 23 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Piecewise-linear Models of Genetic Regulatory
Networks: Equilibria and their Stability

Richard Casey, Hidde de Jong, Jean-Luc Gouzé

To cite this version:
Richard Casey, Hidde de Jong, Jean-Luc Gouzé. Piecewise-linear Models of Genetic Regulatory Net-
works: Equilibria and their Stability. [Research Report] RR-5353, INRIA. 2004. �inria-00071250�

brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by INRIA a CCSD electronic archive server

https://core.ac.uk/display/50453482?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1
https://hal.inria.fr/inria-00071250
https://hal.archives-ouvertes.fr


IS
S

N
 0

24
9-

63
99

   
   

 IS
R

N
 IN

R
IA

/R
R

--
53

53
--

F
R

+
E

N
G

appor t  
de  r ech er ch e 

Thème BIO

INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

Piecewise-linear Models of Genetic Regulatory
Networks: Equilibria and their Stability

Richard Casey — Hidde de Jong — Jean-Luc Gouzé

N° 5353

25 octobre 2004





Unité de recherche INRIA Sophia Antipolis
2004, route des Lucioles, BP 93, 06902 Sophia Antipolis Cedex (France)

Téléphone : +33 4 92 38 77 77 — Télécopie : +33 4 92 38 77 65

���������	�
�������������������������������� �"!#�����	$%���#&'��( )*���+$� �-,/.0�	$������213�	4
5768)*���9��:*�2���;� ���<$2=������#>3$��:?�����@$A,

BDCFEHGJI�KMLON8IAP9QSR�TVU�CWL2L%QXL%QZYA[]\%^
∗
T_YAQ`I�\a�b�c%EZde[]c%fSg

hjilk�m8n�o	prqtsvu`wyx{z|k�m8n9x�}l~���������~����ln9x
�J�r�H�{n�z|x���q+�Xq����������V�-p��

�����l�A���rz��ln+�|n9��iln�����iln��A�J�H ��H Zs¢¡S� �y��zr�S}l�rn�¡H£�£�¤�s¢ H¤3���H��nMx

¥�¦§9¨�©«ªl¬�¨��®°¯ ���|m8���±~�xrm�}���xrn9�²���3�l~�n9��n�³�~�x´n�µ¶��~��ln9���j·W�V�¸J�y~±¹]n��|n��Sz|~����ln9�����«z|~±�S��x9�«�S�r~��S~±�����±��w��y�ln
z|�eº�����x|x������Z»¼�H�l¹Am��H�-�½i���x�}An9n��¾x´il�«³��Xzr�?}An3³�n9�±�±µ¿xr�l~±zrnM�Àzr�?m3�l�yn����±~��l�*�Sn��ln�z|~��3�rn9���l���«z|���rw
�ln�z�³	���|Á`x9Â*���«³�n�Ã�n9�9�-z|iln��l~�x|���S�Szr~����l�S��x�Ã�n9��zr�S�¼Ä�n����¾~��liln��|n���z ~��¾zri�n��V�Åm8�y�yn9��x����H~�x´nMx¼xr��m8n
m��«z|iln�m��Hzr~����H����r�S}l�±n9m8x�~��X�ln�Ä��l~��l�*x´�S�±�yz|~±�S��x����ezri�n²xr�l� ¯ ����n9x�� ¯ �y~�x|���S�Sz|~±�`�l~Æz{wSÂ�h-���«Ã�n������Sm3n
z|iln9xrn+�y~±ÇD���l�±zr~�n9x�³�n���xrn�z|iln¼�H���l�r������iD� ¯2È ~���~±�l�A�«Ã]�y³�il~��|i*n�É`zrn9���lx	zriln+Ã�nM�@z|����Ä�n����Dz|�8�3�y~±¹An9�´µ
n9�Szr~��H�2~±��������x´~����ÊÂ�ËÌn3x{z|���yw*zriln3x´z|�H}�~±��~Æz{w?� ¯ n9���l~���~±}l�|~��À·F�9�H���±nM�Àx´~��l���l������nM���l~±��~�}l�r~��lm#x´n�z|x�¸jzri��«z
��~±n����²z|iln�xr�l� ¯ �S��nMx2� ¯ �y~�x|���S�Szr~�����~Æz{w�Â%ËZn��l�|�«Ã�njxrn�Ã�n����H��z|iln��S�rn9m8x2z|i��«z_��i��H������zrn��|~�Í�n_z|iln�x´z|�H}�~±��~Æz{w
� ¯ z|iln9xrn�x´~��l�S�l�����+n9���l~��±~�}l�|~��*�y~��|n9�@z|��w ¯ �r�Sm#zrilnDx{z��«z|n²z|�|����xr~Æz|~±�S�Z�����H�liÊ�Ê³�il~��|iÌ~�x¼�?�S���H��~Æz��«zr~�Ã�n
�|n��l�|n9xrn���z|�«z|~����À� ¯ z|iln8�yw`���Hm8~���x�� ¯ z|iln8x´wyx´zrn9m*Â¼ËÌn8�H��xr� ¯ ���|m �l���«z|n3��x{z|�r�S�l��n9�������«�{nM�@zr���rn²�S�
z|iln�x{z��H}l~���~Æz{w�� ¯ zri�n9xrn¼xr~±�l�S�l���H�jnM�S��~±��~±}��r~��lm
xrn�z|x9Â
ÎeÏ�Ð]ÑrÒ²Ó ©ÕÔ2§S �J~�n9��n�³�~�x´n�µ¶��~��ln9�H��xrwyx{z|n�m�x�� È ~���~±�l�A�«ÃÖxr�����yz|~±�S��x���x´z|��}l~±��~±z�wS����n���n�zr~��À�rn9���l���«z|���rw
�ln�z�³	���|Á`x

∗ ×ÙØÚ-×ÜÛZÚÊÝÕÞ@ßÕà�áÜÛ2âäãHà{å



���8��������� �9������� ���2����������� ���2�����²)	�¢�*� �
���-���²)	�v�*� �
��( )*���+$%��� �
(�������68)�� 4 �������X� �9� $� �����6�)*������:��2�0�	$
����)�� �½$��:?���9��$��

��� §��
� � �� ����xV�yz|~±��~�x´�S��xV�A�S�l�_m8�y���9�±~�x´n9�_�±nMxV���9xrn9�H�lÉ3�yn������������Hzr~����8���9����z|~����ln��l� ¯ ���|m8���±~�xrm3n
� }��Sx´n?��� �9�����«z|~±�S��x8�y~±¹ �9�rn9�Szr~�n�����n9x8�±~����M�H~��rnMx²���H�8m8������nM�H�yÉ½�_��! � º�����x|x3n�zD»¼�H�l¹Am��H�-Â � ����x
�yz|~±��~�x´�S��x��"� �H�l���r�y��iln����H��~±�����±��x´~����X�y~±¹ �9�rn9�Szr~�n�����n²�y�ln � È ~±��~��l�A�ÕÃ?�A���l������Ä���~±����n9x�xr�����yz|~±�S��x�xr�l�
��n9x�x´�l� ¯ ����n9x��ln²�y~�x|������zr~����l~±z#�*·F�±nMx�x´n9�l~±��x�¸@Â � �S��x$��z|���y~�����x��H������x�����x´z|��}l~��±~±z#�3�yn9x%�9���l~���~±}l�|n9x�xr~±�yµ
�S�l�±~�n���x�xr�l�¼��n9x¼x´�l� ¯ ����n9x9Â � ����x+�l�r�S�lÃ�����x��l����xr~±n9�l��x�z|i����S�rk9m8n9x9�½���l~J�An��|m3n�z´z|n��Sz��ln8���9�l�l~±�|n3���
x´z|��}l~±��~±z#����xrw`m3�lzr�Hz|~����ln � ���H�rzr~����y�e�y~��������Hm8m8n+�yn+zr���H��x´~±zr~����Ê���S��~Ê�rn9�l�#�Mx´n9�Szrn¼�����H��~±z|�Hzr~�Ã�n�m8n���z
��n9xjzr���H��xr~Æz|~±�S��x	�A��xrxr~�}l�±nMx	n9�Sz|�rn+��n9x��y~±¹ �9�rn9�Sz|x��y�Sm��H~��ln9x��yn¼�"� n9xr���S��n¼�yn9x&��z|�Hz|x9Â
'�Ó ¨9§ Ñ ¬)( � §° u`wyx{z|k�m8n9x3��~����9��~±�|n9x²�����3m8������n9���yÉ½�Vxr�����yzr~�����x8�yn È ~±��~��l�A�ÕÃ]��x{z��H}l~���~Æz����_���9xrn9�H�lÉ
�)���l~����ln9x



���������
	��
��������������
	������������
��� �"!#�%$'&�	)(  

* � �²$��� $�

+-,�. ¨9© Ó Ô �-¬�¨%/ Ó . 0

132 / Ï ¬ Ï�Ò /Ù§ Ï�Ñ (4/ . Ï ªy© '�Ó Ô Ï (Ù§ Ó�5�6*Ï . Ï ¨%/F¬ ��Ï87 � (Fªy¨ Ó © Ð:9eÏ ¨ Ò²Ó ©<;Ê§ =
¡yÂ?>A@��Sm8��~±��xj~±�e�Ji��Sx´n u`������n Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â B
¡yÂä¡ �����Sxrxr~��9�H�Êu`�S�±�lzr~�����x������ È �y�����½�2��~��Sz�x Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â C
¡yÂ   È ~���~±�l�A�«Ã*u`�����yz|~±�S��x��H��� È �y�9�H�-u`n�z�x?Â+Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+ÂD>9£

EGF�H �I/ (4/F¦-©J/Fª ª . ÔLKÊ¨9ªl¦M/ (4/Ù¨ Ð +�E
 lÂ?> ��n��S�l�������V���l~���~±}l�|~��lm
�2��~��Sz�x#Â¼Â+Â¼Â+Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+ÂD>�¤
 lÂä¡ u`~±�����l���H���V���l~��±~�}l�|~±�lm'��S~±��z|x������?u`n�z�x3Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+ÂD>�¤

0 6 ©ÕªONMPI/Ù¬�ª ( ��Ï N© Ï § Ï . ¨9ªy¨%/ Ó . ÓQ5 ¨<P ÏSR�Ð . ª �T/F¬�§ +VU
¤�Â?> u�z|�Hzrn9x��H���*h-���H��x´~±zr~�����xOÂ+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+ÂD>WB
¤�Âä¡ u�z|�Hzrn�h-���H��x´~±zr~����?º����H�li Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â ¡H£

XZY ©J/Ü¨ Ï ©W/Fª 5¿Ó ©[K½¨Mªl¦M/ (4/Ü¨ Ð"ÓQ5 K\/ . 7 ��(Ùªy© F]H �\/ (4/Ù¦©W/Fª 1^+
�yÂ?> hjiln��S�rn9m �S�eu�z|��}l~��±~±z�wZÂ¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â ¡�>
�yÂä¡�hjiln��S�rn9m �S�*p���x´z|�H}�~±��~Æz{w¾Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â ¡`_
�yÂ   u�zr�|���l�Sn��������H�{n9�@z|�l�|n+���eu�z��H}l~��±~±z{w Â+Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â¼Â+Â ¡aB

= R /Ù§M¬)�§M§%/ Ó . 1Qb

U ¥8¬<; . Ó`Ò ( Ï Ô 7 � Ï . ¨9§ E\+

ÚÚ
ß`cOd�e�d�e



¤ � �W(�&���& � �`	

� � �²$����?)��_$2��� �

º�~�Ã�n�� z|iln?��n���zr���H�j�r�S�±n�z|iln*�Sn��l�Sm8n��l���Mwyx3~±� z|ilne������zr�|���	� ¯ ��n����±�������3�l�|�y��nMxrxrn9x9�%zr� ¯ �l����w �l�yµ
�yn9�|x´z|������z|iln m8����n9���l������}��Sx´~�x ¯ ����z|iln ¯ �l����zr~����l~��l��� ¯ ��~�Ã�~��l�D�S�r���H�l~�x´m�x9�l³�n �ln�n9�?zr���yn�z|n��|m3~��ln
³�il~���i*��n��lnMxj�H�|n�n�Éy�l�|n9x|x´nM�½�`³�iln��?������³�i�n��|n�~±�?�����S�r���H�l~�x´m?�`�����Dz|�8³�i��«z�n�É`z|n��SzMÂVhjiln+�|n����lµ
���«z|~±�S��� ¯ �Sn��ln+n�Éy�l�rnMxrxr~������y�����l�|x�zri��r�S�l��i��ln�z{³��S�rÁyx	� ¯ �rn��S�l���«z|���rw8~��Szrn9�|�S�@z|~±�S��x	}An�z{³�n�n9�[@ ��® �
� ��® �-�l�|�Hz|n�~���x¼�H���¾x´m��H���Jm8�S�±nM���l��n9x9�x´��µ¿�9�H���±nM��� &���&������ � & � ��	 �J� �J���S��&���� �`�
	%( Â��?�Sx´z¼�ln�z�³	���|Á`x
� ¯ ~��Szrn9�rnMx{zj������xr~�x´z�� ¯ m�����w8~����y~�Ã�~��y�����]���Sm8�A���ln9�Sz|x�~��Szrn9�|�S�@z|~±�l��z|il�|���l�SiD����m8�l��n�É��A�Sxr~±zr~�Ã�n������
�ln9�S�«z|~�Ã�n ¯ n�n9�l}�����Á²���`����x��Sxr�+z|iln��rnMx´�l�±zr~��l��}An�i��ÕÃ`~±�S�l�V~�x��y~ÆÇD���l�Æz�zr���l���ln���x{z��H���½Â%hji�~�x�����m8�l��n�É`µ
~±z�w m8n9����x2zri��Hz9��~��8�S�l�y~±zr~����²zr�+�|n9��n��SzV�S�yÃ«������n9x2~��3n�É`�An9�r~�m8n��Sz��H�`zrnM�|i��l~����lnMx%~��?·F�A�Sx´z�¸��Sn��l�Sm8~��9x��
m��«z|iln�m��Hzr~����H��m3�l�yn����±~��l������������m8�l�yz��«z|~±�S���H��z|n9��il�l~��S��n9x³�~��±��}An�nMxrxrn���zr~��H��z|��z|iln��l���ln���x{z��H���y~��l�
� ¯ �Sn��ln�zr~����|n��������Hzr���|w3�ln�z�³	���|Á`x+·Fxrn�n�� ��S£S¡�� ¯ �����²�|n�Ã`~�n�³�¸�Â%hjiln+�l�|~±����~����H�]m8�y�yn9�±��~��l�8�|i������±n9�l��n9x
����m8n ¯ �|��m ~�������m8�l��n�z|n�Á`�l�«³���n9�y��n�� ¯ zri�n�}l~��y��iln�m8~������A�rn9�S�@z|~±�S��x_�l���yn9�r�l~��l�l~��l�3m3��x{zj�ln�z{³����|Áyx��
������zriln+�ynM�H�rzriD� ¯ �����H�Sz|~±z|�«z|~±Ã�n��l�Hz|� ¯ ���	Á`~��ln�z|~������H���Hm8n�z|n���xV�|n9���l~��rnM� ¯ ���j�yn�z|�H~���n9�Dm��«z|iln�m��«z|~Æµ
�9�H��m3�l�yn���x�Â������H��~Æz��«z|~±Ã�n�m8n�z|il�y�lx��ÕÃ�n9�|����m8n�}A�Hz|iD� ¯ zrilnMx´n��y~±ÇD���l�±zr~�n9x	���������rn�z|i���x�³�n9�±�±µ¿xr�l~±zrnM�
z|�3zriln¼m8�y�ln����±~��l���H���*x´~�m �l���«zr~����*� ¯ ��n9�ln�z|~����|n��S�l���Hzr�S�rw��ln�z{³����|Áyx�Â
® ������x|x�� ¯ �l~�n9��n9³�~�xrn�µ¿�±~��lnM�H�X·F�_�¸Dm8�y�yn���x9�j�S�r~���~������±��w �l�|���A�Sxrn9�°}�w"º�����x|x��H���"»¼�H�y¹]m��H�

�äº+» B« ��¿��~�x3³	n�����x´��~Æz|n9� z|�¾�������±~±z|�Hzr~�Ã�n?�H���H��w`xr~�x3�H��� i��Sx3}An9n��°³�~��ln���w ��xrn9� ~±�°m8�y�ln����±~��l�Ì�Sn�µ
�ln�zr~����|n��S�l���Hzr�S�rwÌ�ln�z�³��S�rÁyx9Â hji�n*�l�r�S�An��rzr~�n9x²� ¯ z|iln9xrn?�V�Om8�y�yn���x3i��ÕÃ�n�}An�n9� ³�n����±µ¿x´zr���l~±nM� ~±�
z|iln m��«z|iln�m��«z|~��9�H�}l~±�S�±�S��w��±~±zrn9�|�Hzr�l�|n���}�w ¯ �S��n�Éy��m8�l�±n3º����Sxrx������e�%��x´zrn��|���S�|Á��äº+� B����¿�½u`�l����xrxr~
�äu`�l���'C��¿�j�V����iSzrn &�� �J	 � �_�Xq]CH¤��¶���?nMx{z|� & � �J	 �ä�e��q]C��«}��¿��hjil�Sm8�Sx &�� �`	 � h�h�» C����¿���V�y³	���|��x
� �V�y³�£S£��¿��º����lÍ �e�����Öul�H�|~��äº¼uy£S¡��¶���H��� m8���|n?�|n9��n9�Szr��w ~��°zrilnÀi�w`}l�|~��Öxrwyx{z|n�m�x8��~Æz|n����«z|�l�rn?}`w
º�il��x´ie�����?h��m8��~±��� º¼h�£V>��¿� ® �±�l�������?o	n��±z|��� ® o	p + £V>��¿�������?o	n��±z|� & ���`	 � o È � + £�¤��¶Âjhjiln�Ã«���r~±µ��}l�±nMx�~±�Özri�nÀ�l~±nM��n9³�~�xrn�µ¿�±~��ln9���D�y~±¹An9�rn9�Szr~��H��n9�����Hzr~���� ·F�V�I@���¸�m8�y�ln���xD�H�|n*z|ilnX���S����n���zr���«z|~±�S��x
� ¯ �l�|�Hz|n�~���x�n9�����l�yn9� }�wÌzriln���n���n9x9�2³�il~���nDzri�n��y~±¹An9�rn9�Sz|~�����n9�����Hzr~�����x �ln9x|���|~±}An�z|iln��rn9���l���«z|���rw
~��Sz|n������@z|~±�S��x�~��Àzri�n²�ln�z�³	���|Á*}`w?m8n9����x�� ¯ x{z|n�� ¯ �����@zr~��S��x�Â�hjiln²��xrn²� ¯ x{z|n�� ¯ �l���@zr~�����x�~�x�m8�Hz|~Æµ
Ã«�HzrnM� }�w¼zri�njxr³�~±z|��iyµ¶��~�Á�n	}An�i��ÕÃ`~±�S�l�2� ¯ m8����w�� ¯ z|ilnj~±��zrn9�|�S�@zr~�����x~��²�Sn��ln�zr~����|n��������Hzr���|w��ln�z�³	���|Á`x
� ��� B8>��]�%z|�aCS¡��¿�]}l�yz�~±z+�y�`n9x���n9�S�*z|��xr��m8n�m��Hzriln9m8�Hzr~������2�y~ÆÇD���l�Æz|~�n9x�Â+hjiln Ã�nM�@zr�S��Ä�n9��� ¯ ����z|iln
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z|iln��V� x´wyx´zrn9m*Â
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×ÜØ2ÚÊ×ÜÛ



���������
	��
��������������
	������������
��� �"!#�%$'&�	)( �

Ã«���r~���}l�±n�i���x%��zri��rnMx´il�S��� ÃH�H���ln��H�|n ¯ n��|�|n9�¼z|�¼��x (�� �
� ��&��
� � $'��' �J�
�O( Â%p��8���l�l~Æz|~±�S� z|�+�������r~ ¯ w`~±����z|iln
�yn�Ä��l~±zr~����*� ¯ z|iln+Ã�n9�@z|���	Ä�n�����������~±z|x�x´�S�±�lzr~�����x	~±��zriln¼xr³�~±z|��il~±���8�y��m���~±��x9��zri�n+�_�\@�p	�H�l�l�|�S�S�|i
n9���H}l��n9x�zriln3�yn�Ä��l~±zr~����X�����e����m8�l�yz��«z|~±�S�e� ¯ ���±�n9���l~���~±}l�|~�� ¯ ����zriln3�V� x´wyx´zrn9m*�A~����������y~��l�Dz|il�Sxrn
z|i��«z���~±n¼~±�exr³�~Æz��|il~��l���l��m��H~���x9Â
�V���l~±��~�}l�r~��3� ¯ z|iln¼�V� x´wyx´zrn�m�x�z|i��«z��±~�n+~±�*�|n��S�l���Hzr�S�rw��y��m��H~���x+·Wx´��µ¿�9�H���±nM� � & � ��	 �`� & � ���
	���� ����� ¸

���rn�Á`�l�Õ³��¾zr�À}AnD�Sx´w`m8�yz|�Hz|~��9�H���±wZx´z|�H}��±nSÂ?u`n9Ã�n����H�_�H�yz|il����x¼i��MÃ�n��H��x´�Àx{z|���y~�n9�Ìz|iln�x´z|��}l~±��~±z�wZ� ¯
�An��|~��y�y~��e���|}l~Æz�xD~��7� �|n9x´zr�|~���zrnM� ¯ �S�rm;� ¯ zri�n9xrnX�_� xrw`x´z|n�m�x �äº+� B��l�j�V�y³�£�£��¿Â�q��"zrilnX��zriln9�
i������½��zrilnÀ��i��H������zrn��|~�Í9�«zr~���� � ¯ �Hz´z|�|�S�@zr�S�|x²~��Öxr³�~±z|��il~��l� �y��m���~±��xe·Wx´����iÖ�Sx8xr�Hµ������±��n9� (�� � � ��	 �J�
& � ���
	���� ����� ¸Ê~�x-���Sm3���±~����Hzrn9��}`w�z�³�� ¯ ���@z�x

�
zrilnVn9���l~���~±}l�|~��j���rn%���HzÊ~�xr�����«z|n9���A��~���z|xÊ�����+���rn%~��+�Sn��ln9�|���

xrn�zrµ¶Ã«���±��n9�½�������"zrilnÌ��xr���H�����l~����ln9�ln9x|x��l�|���An��rzr~�n9x ¯ �|��m;z|ilnZzriln��S�rwÖ� ¯ �S�|�y~������rw°�l~Æ¹]n��|n���zr~��H�
nM�S���«zr~�����x+�y�*�l��z��H�l�l��wez|��z|iln��V�I@�p�m8�y�yn���x9Â3hjiln�x´z|��}l~��±~±z�wX� ¯ n9���l~��±~�}l�|~�� ¯ �����V�"x´wyx´zrn�m�x+~�x
���¾~±m8�A�S�´z��H�Sz²x´�l}y�{n9��z ~�� i�w`}l�|~��¾xrw`x´zrn9m�x��H��� ���S�Szr�|���Jz|iln��S�rwSÂ?u`n�n�� ¯ �S��n�Él��m8�l�±nS�-zri�nD�rn9Ã`~±n9³
� ¯ @�n9�9�H�|�±� &�� �J	 � @�oj�V�£�£��¿Â @�n9xr�l~Æz|n¾x´�Sm8nX�|n9��n��Sz*³	���|Á°���Åz|iln¾x{z��H}l~��±~±z{wÖ� ¯ x´��~��l~±�l� m8�y�ln
xr�����yzr~�����x � S� C#�y�Sº+�_£V>���� � £H¤��¶���H���8x´�Sm3n������Sxrxr~����H�y���H�An���x � ��u ��B`�Suy� CH¤��¿��³�n ¯ ���l���3�±~±z´z|�±n�~±�3z|iln
��~Æz|n����«z|�l�rn�zri��Hz�³j��xj�l�����@z|~��9�H}l��n ¯ ����x´zr���yw`~±�l�Dx{z��H}l~��±~±z{wD� ¯ x´~��l���������jn9���l~��±~�}l�|~��3~±�*zril~�x������´z|~����l�����
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hjilnÀx{z|���yw � ¯ zrilnXx{z��H}l~��±~±z{w � ¯ n9���l~��±~�}l�|~��Ì~��"xr³�~Æz��|il~��l� �y��m���~±��xÀ·Fxr~±�����l���H��n9���l~���~±}l�|~��S¸ ¯ �S�

�V�"m8�y�yn���x¼� ¯ ��n��ln�zr~��8�rn9���l���«z|���rwe�ln�z�³	���|Á`x+~�x+zri�n ¯ �y����x+� ¯ z|il~�x¼�����An��MÂDhjiln��|n����rn3z{³��em��H~��
�����Sz|�r~�}l�yz|~±�S��x²³�n*���rn9xrn���z9Â È ~±��x´zr��w��_³�n*n�É`zrn9��� zriln?³����|Á¾� ¯ º����lÍ �*����� ul�H�|~ � º�uy£S¡����H��� �yn
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xrwyx{z|n�m�x �l�|���A��x´nM�Ì�S�r~��S~±�����±��wZ}�w º����Sxrx²����� »¼���y¹]m8��� � º+» BH ��¶Â¾hjiln�m8�y�yn9�	i���x zriln��Sn��ln9�|���
¯ �S�rm

ẋi = fi(x)− γixi, 1 ≤ i ≤ n,
·�>Õ¸

³�iln9�rn
x = (x1, . . . , xn)

t
~�x2�������yµ¿�ln����«zr~�Ã�n_Ã�nM�@zr�S�� ¯ �l�|�Hzrn9~±�²��������n��Sz|�|�Hzr~�����x9Â-hji�n��l�S�yµ¿�ln����«zr~�Ã�n

�������Szr~±zr~�n9x
fi(x)

�H���
γixi

�rn9�l�rnMx´n9�Sz+xrw`�SzrilnMx´~�x+�H���Z�yn9�������l�Hzr~����À�|�HzrnMx ¯ ���+n9����iX�l�|�Hz|n�~��
xi
�|n�µ

xr�An9�@z|~�Ã�n���w�Â%ËÌn������*³��r~±zrn�z|iln�x´wyx´zrn9m · >M¸	m8���|n+���Sm8�����@z|��w���x

ẋ = f(x)− γx,
·W¡�¸

³�iln9�rn
f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))

t
�H���

γ =
�l~����

(γ1, . . . , γn)
~�x²�À���S��x{z��H��z²�y~������S���H�Vm��«z|�r~±É½Â

hjiln+m8���|n���n���n����H�]�9��xrn�³�i�n��
γ = γ(x)

~�xjm8���|n�����m8�l��~��9�«z|n9���H����³�~��±�½���Hz�}An¼������x´~��yn��|n9��iln��|n�Â
hjiln ¯ �l���@z|~�����x

fi : R
n
+ → R+

�|n��l�|n9xrn��Sz�zriln²�yn9�An����yn9����n � ¯ z|iln �|�Hzrn�� ¯ xrw`�Szri�n9xr~�x�� ¯ �8���r��zrn�~��
n9�����y�ynM��}�w���n9�ln

i
�S��zriln���������n��Sz|�|�Hzr~�����x

x
� ¯ �l�|�Hzrn9~±�*~���z|iln���n9�±�¶ÂVhjiln�w������*}An+³��|~Æzrzrn9�?�Sx

fi(x) =
∑

i∈I

κilbil(x),
·W S¸

³�iln9�rn
κil > 0

~�xj� �|�Hzrn������|��m3n�zrn9�9�
bil : R

n
+ → {0, 1}

~�x	� }A�y����n9�H�lµ¶ÃH�«���lnM�8�|n��������Hzr~���� ¯ �l���@z|~����Ê�
�����

I
~�x��H�e~����yn�Éexrn�z9Â�hji�n��|n��S�l���Hzr~���� ¯ �l����zr~�����x

bil
�9�H�yz|�l�|n+z|iln²���S���y~±zr~�����x��l���yn���³�il~���i?z|iln

×ÜØ2ÚÊ×ÜÛ
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�l�|�Hz|n�~���n9�����y�ln9��}�w8��n9�ln
i
~�x	x´w`��zrilnMx´~�Í�nM���Hz	���|�Hzrn

κil
ÂJhjiln9xrn����S���y~±zr~�����x��H�|n�³��|~Æzrzrn9���y�«³�����x

����m }l~����«z|~±�S��xj� ¯ x´zrn�� ¯ �l����zr~�����x
s+, s− : K × R+ → {0, 1}

�l³�iln��|n

s+(xi, θi) =

{

1, xi > θi,

0, xi < θi,

�H���
s−(xi, θi) = 1− s+(xi, θi),

·F¤�¸

�����
K ⊆ R+

Â²��n��rn
xi
~�x+�*���Sm8�A���ln���z+� ¯ zri�n8��������n��Sz|�|�Hzr~����XÃ�n9��zr���

x
¯ �S��zriln8�l�|�Hzrn9~±��x��Ê�H���

z|iln������|��m8n�zrn9�|x
θi
���rn�zri��rnMx´il�S��� ��������n���zr���«zr~�����x�ÂÀhjiln���xrn�� ¯ x´���|i x´zrn9� ¯ �����@z|~±�S��x i���x }An�n��

m8�Hz|~±ÃH�«z|n9��}�w�zriln+��}�x´n9�rÃ«�Hzr~�����z|i��«zjzriln¼�S�@zr~�Ã`~Æz{w�� ¯ � �Sn��ln+��i��H�l�Sn9x�~��*�3xr³�~Æz��|ilµ¶��~±ÁSn�m����l�ln����«z
�*zril�|n9xril�����Ì���S����n9�Szr���«z|~±�S�Z� ¯ �*�|n��������Hzr�S�rwe�l�r��zrn9~±�ÊÂ�hjiln�m8�y�yn���·¶¡�¸�~�x¼�l~±nM��n9³�~�xrn�µ¿�±~��lnM�H��·W�V�¸
³�~±zri�zriln	�H}A�ÕÃSnV�yn�Ä��l~±zr~������ ¯ z|iln

fi
Â � ��zrnVz|i��«z-z|iln�x´z|n�� ¯ �l���@z|~±�S��x2�H�|nJ���Hz2�yn�Ä��ln9� ¯ �S�

xi = θi
�Hx´�

�ln9~Æz|iln����H�|n�z|iln��rn9���l���«z|~±�S� ¯ �l����zr~�����x9ÂVhjiln������|��m8n�zrn9�|x ¯ ����z|iln+�V�Zm8�y�yn��½�H�|n
{θji }, {γi}, {κil}

Â
hjiln¼n9�����Hzr~�����xjm8�y�yn�����~±�l�3z|iln¼n�Él�Hm8�l��n+�ln�z�³��S�rÁD~�� È ~������rn >¼������}An¼³��|~Æzrzrn��e�y�«³��?��x

ẋa = κa s
+(xb, θ

1
b ) s

−(xa, θ
2
a)− γa xa,

·¶��¸
ẋb = κb s

+(xa, θ
1
a) s

−(xb, θ
2
b )− γb xb.

·�_S¸

º�n9�ln � ~�xjn�Éy�l�rnMxrxrn9���Hz��3�|�Hzrn
κa
~ ¯ zriln����S����n9�Sz|�|�Hzr~����

xb
� ¯ �l�|�Hz|n�~��?o"~�x���}A�ÕÃ�n�z|iln+zril�|n9xril�S���

θ1b
�����¾z|iln?��������n���zr���«z|~±�S�

xa
� ¯ �l�|�Hz|n�~�� ® ~�x²}An9�±�«³ zri�n�z|il�rnMx´i������

θ2a
Â u`~±m8~������r��wS�J��n���n � ~�x

n�É`���rn9x|xrn9���«z	���|�Hzrn
κb
~ ¯ zriln����S����n9�Sz|�|�Hzr~����

xa
� ¯ �l�|�Hzrn9~±� ® ~�x���}A�ÕÃ�n�z|iln�z|il�|n9xril�����

θ1a
�H���3z|iln

��������n9�Sz|�|�Hzr~����
xb
� ¯ zriln����r��zrn�~���o°~�x�}An����«³°z|iln�zri��rn9xril�S���

θ2b
Â @�n��S�|�S�l�«z|~±�S�8� ¯ }A�Hzri��l�|�Hz|n�~���x_~�x

�Sxrxr�lm8n9��zr�3}An��l�|���A�S�´z|~±�S���H��zr� z|iln�~��j�Õ³�����������n��Sz|�|�Hzr~�����x9�`x´� zri��Hz	zriln�n�Éy�l�rnMxrxr~����D� ¯ zri�n���n���n9x
� �H��� � ~�x�m8�y�y�l���«z|n9�D}�w8zriln+�yn��S�|�S�l�«z|~������|�Hzrn9x

γaxa
�����

γbxb
�|n9xr�An9��zr~�Ã�n���w�Â2Ë"iln9���lnM��n9x|x|�H�|w��

z|iln ¯ �����±�«³�~��l�����H���Hm8n�z|n���Ã«���±��n9x�³�~±���%}An8��x|x´��m3nM�
� θ1a = 4

�
θ2a = 8

�
θ1b = 4

�
θ2b = 8

�
κa = 20

�
κb = 20

�
γa = 2

���H���
γb = 2

Â

����� ���	��
��������������
���������
�� �

hjiln��yw`���Hm8~���xj� ¯ z|iln¼�l~±nM��n9³�~�xrn�µ¿�±~��lnM�H��x´wyx´zrn�m0·W¡S¸	�����*}�n�x´zr���y~�n9�*~���zri�n
n
µ��y~±m8n9��x´~������H�½�li���xrn

xr������n
Ω = Ω1 × . . . × Ωn

�Ê³�i�n��rn8n9�S�|i
Ωi

~�x¼�yn�Ä���n9�Z}`w
Ωi = {xi ∈ R+ | 0 ≤ xi ≤ maxi}

�
¯ �S�	x´�Sm3n��A��x´~±zr~�Ã�n����H���Hm8n�zrn��

maxi
��³�~±zri

maxi > maxx∈Ω(fi(x)/γi)
Â ® ���r��zrn�~��Dn������y�yn9��}`w��

�Sn��lnV³�~±���S}AnV~���Ã��S�±Ã�nM��~����y~±¹]n��|n��Sz~��Sz|n������@z|~±�S��xÊ�Hz�y~±¹An9�rn9�Sz2���S����n9�Szr���«z|~±�S��z|il�|n9xril�����lx9�Mxr� ¯ �S�-n9����i
Ã«���r~���}l�±n

xi
³�n²��x|x´��m3n¼z|iln��|n �H�|n

pi
�����yn��|n9��zri��rnMx´il�S���lx

θ1i , . . . , θ
pi

i

Â�hjiln
(n − 1)

µ¿�l~±m8n���x´~��������
i`w��An9�r�l���H��n9x��yn�Ä��ln9�X}�w?zri�n9xrn zril�|n9xril�S���lx����H�rzr~±zr~����

Ω
~±��zr��i`w��An9�´µ¿�|n9�@z��H�l�������H���rn9��~�����x�³�n3�9�H���

$a��' �J�
�V( Â�u`�An9��~ÆÄA���H����w���?�y��m��H~��
D ⊂ Ω

~�x¼�yn�Ä��ln9�Zzr�?}AnD�?x´n�z
D = D1 × · · · × Dn

�-³�iln��|n

ÚÚ
ß`cOd�e�d�e
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nM����i*xrn�z
Di

� ¯ �S�
1 ≤ i ≤ n

�l~�x���~�Ã�n��*}�w��S�ln+� ¯ z|iln ¯ �������Õ³�~��l�8n9�����«z|~±�S��x

Di = {xi ∈ Ωi | 0 ≤ xi < θ1i },

Di = {xi ∈ Ωi | xi = θ1i },

Di = {xi ∈ Ωi | θ
1
i < xi < θ2i },

Di = {xi ∈ Ωi | xi = θ2i },ÂÂÂ
Di = {xi ∈ Ωi | xi = θpi

i },

Di = {xi ∈ Ωi | θ
pi

i < xi ≤ maxi}.

�-n�z
D
�ln��l��zrn	zriln�xrn�zJ� ¯ ���±�l�y��m��H~���x2~��

Ω
Â%hjiln	zr��z|�H�y���lm }An9�J� ¯ �y�Sm��H~���x2~±�

Ω
~�x ∏n

i=1(2pi+1)
Â

® �y�Sm��H~��
D ∈ D

~�x+���H����n9�X� � & � ��	 �`���`��� $a��' �J�
� ~ ¯ �l���ln3� ¯ z|iln3Ã«���r~��H}l��n9x
xi
i���x+�Dzril�|n9xril�S���

Ã«�����ln�~��
D
ÂJp��?������zr����x´z9�l�8�y��m��H~��

D ∈ D
~�x������±��n9�*� (�� �
� � &a�
� � $a��' �J�
� ~ ¯ �Hz���n9��x´z�����n+� ¯ zri�n

Ã«���r~���}l�±nMx�i���x���z|il�rnMx´il�S���ZÃ«�H���ln8~��
D
Â�hji�nD�����|�|n9xr�A�����y~��l��ÃH�H�|~���}l�±nMx

xi
�H�|n8�9�H���±nM� (�� �
� � &a�
� �

� �J��������	 & ( ~�� D Â È �S�j�����`Ã�n��l~�n�����n��`³�n��yn9�l�Hz|n�z|iln+x´n�z|x�� ¯ �rn9���l���«z|���|w3�H����x´³�~±z|��il~��l�3�y�Sm8��~±��x_}`w
Dr

�H���
Ds

�rnMx´�AnM�@zr~�Ã�n���wSÂ È �S�±���Õ³�~��l�8�?n9x´zr� & � �J	 � �e�	q]CS�H���¿�`³	n��ln�Ä��ln�z|iln��S�|�yn9��� ¯ �²xr³�~±z|��il~±���
�y�Sm��H~���z|�8}An+zriln¼����m }An���� ¯ xr³�~Æz��|i�~±�l��Ã«�H�|~��H}l��n9x	~±�*zri��«z��y��m���~±�ÊÂ
R*Ï�� . /Ü¨%/ Ó . +�� hjiln �`� $'&�� � ¯ �8�l��m��H~��

D ∈ D
~�xjz|iln����lm }An9�

k ∈ N
�
0 ≤ k ≤ n

n9�����H�½z|�8zriln
�`�lm }An���� ¯ xr³�~Æz��|i�~±�l��Ã«�H�|~��H}l��n9x	~±�

D
���yn9�l�Hz|n9�

order(D)
Â

p¿z�~�x�����xr�3��xrn ¯ �l�½z|���yn�Ä��ln+zri�n¼��������n��yz�� ¯ �8xr�l�l�A���rzr~��l�8i�w`�An��|�l���H�ln ¯ �����8�y�Sm��H~��ÊÂ
R*Ï�� . /Ü¨%/ Ó . 1�� È ��� n�Ã�n9�rwÌ�y��m���~±�

D ∈ Ds

� ¯ �S�|�yn9�
k ≥ 1

�%�ln�Ä��ln
supp(D) ⊂ Ω

zr�À}AnDzriln
(n−k)

µ��y~±m8n���x´~��������`i`w`�An��|�l�����lnj������z|�H~��l~��l�
D
Â2p ¯

D ∈ Dr

zriln9�3³	n��yn�Ä��ln
supp(D)

zr�+}An�n9�����H�
z|�
Ω
Â

È ���+n�Ã�n9�rwÀ�y�Sm��H~��
D
³�n������Ì�yn�Ä��ln3zriln8}A�S�l���l���rwe� ¯ @ ~��

supp(D)
z|�*}An3zri�n�x´n�z

∂D
� ¯ �H���

�A�S~±��z|x
x ∈ supp(D)

�Êxr����iÀz|i��«z¼n9����iX}����±�
B(x, ε)

³�~±zri¾��n���zr�|n
x
�H���X�����y~���x

ε > 0
~±��zrn���xrn9�@z�x

}A��zri
D
�H���

supp(D) \D
ÂVhjiln�� ¯ ����n9Ã�n��|w

D ∈ D
³�n������*�ln�Ä��ln+z|iln¼��x´n ¯ �l�-xrn�z�x

A(D) = {D′ ∈ D | D′ ⊆ ∂D},
�����

R(D) = {D′ ∈ Dr | D ⊆ ∂D′}.

hjiln�x´n�z
A(D) ⊂ D

������z|�H~���x	zriln��y�Sm8��~±��x	~���z|iln+}A�S�l���l���rwD� ¯
D
�l³�il~��|i?���rn+���±³j�Mwyxjxr³�~Æz��|il~��l�

�y�Sm��H~���x��Õ³�iln9�rnM��x
R(D) ⊂ Dr

~�x-zri�n	x´n�z� ¯ �|n����l���«z|���|w��y�Sm��H~���xÊzri��«z2i��ÕÃ�n
D
~���zriln9~±�2}A���l���l�H�|w�Â

h³����y��m���~±��x
D
�H���

D′
³�~��±�Ê}An�xr��~�� � �`�O�� � �O�`�8( ~ ¯

D ∈ A(D′)
���

D′ ∈ A(D)
Â

��Ï �¾ªl©<;�� ËÌn��9�H���H��x´�²�|i��H�����@z|n��|~±Í9n�n9Ã�n��|w8�y�Sm8��~��
D ∈ D

~����H�l��zriln9��m8���l�ln���zri��«z	³�~����A�l�|�ÕÃ�n
������Ã�n9�l~�n��Szj���«z|n��MÂJu`���l�A�Sxrn

D
i���x	�����yn��

k ≥ 1
ÂV�Ên�z

I
}An¼�²xr�l}�xrn�zj� ¯

k
n���n�m8n9�Sz|xj� ¯

{1, . . . , n}
Â

�-n�z
q : {1, . . . , n} → N

�
i 7→ qi

}An��*m��H�l�l~��l�*z|i��«z�~±���yn�Éyn9x�z|iln��y�Sm��H~���x�}`wez|iln8zril�|n9xril�����lx
�����Àxr�Hzr~�x{Ä�nMx

1 ≤ qi ≤ pi
~ ¯
i ∈ I

�]�����
0 ≤ qi ≤ pi

~ ¯
i 6∈ I

Â�hjiln��Àzriln3�y�Sm8��~±�
D
� ¯ �S�|�ln��

k
�

�yn�Ä��ln9�*}`w
(I, q)

�l~�x

D = {x ∈ Ω | xi = θqi

i

~ ¯
i ∈ I, θqi

i < xi < θqi+1
i

~ ¯
i 6∈ I},

·�BH¸

×ÜØ2ÚÊ×ÜÛ
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³�iln9�rn�³�n�i��MÃ�n¼zri�n ������Ã�n9�Sz|~±�S�*z|i��«z
θ0i = 0

�H���
θpi+1
i = maxi

�]�H���
θ0i ≤ xi

�����
xi ≤ θpi+1

i

�
~ ¯
i 6∈ I

��x´���Sx�z|�8~����������yn+z|iln¼}A���l����xj� ¯ zriln��y�Sm8��~±�
Ω
Â

p�� È ~����l�|n?¡�·F��¸�zrilnÀ¡«µ¿�y~�m8n���xr~������H�j�li���xrn?x´������n
Ω
¯ �S�3zriln?n�Éy��m8�l�±n�z{³���µ¶�Sn��ln���n�z{³����|Á ~�x

xril�«³��ÊÂ�hjiln��li��Sx´n�xr������n
Ω
~�x¼���H�rzr~±zr~�����n9�Z~±��zr�SC*�rn9���l���«z|���rwÀ�y��m���~±��x¼����� >%_?x´³�~±z|��il~��l�e�y��µ

m��H~���x9�	x´~�����n*zri�n?�l�|�Hz|n�~��°���S����n9�Sz|�|�Hzr~�����x3i��MÃ�n*z�³	�Zz|il�|n9xril�����lx3nM����iÊÂ È �S�8n�Él��m3���±nS�Vz|ilne�y��µ
m��H~��

D1 = {(xa, xb) ∈ Ω | 0 ≤ xa < θ1a, 0 ≤ xb < θ1b}
�_~�x8�Z�|n��������Hzr���|w¾�y��m���~±�Ê�_³�il~±��n

D2 = {(xa, xb) ∈ Ω | 0 ≤ xa < θ1a, xb = θ1b}
~�x��exr³�~Æz��|il~��l�À�l��m��H~��ÊÂ�hjilnD���l��wZxr³�~±z|��il~±���

Ã«���r~���}l�±n�~±�
D2
~�x
xb
��xr�

D2
~�xJ���y��m��H~��²� ¯ �S�|�yn9� >�Â2��n9�rn

supp(D2) = {(xa, xb) ∈ Ω | xb = θ1b}
�

¯ �S��n�Él�Hm8�l��n�Â

xb

D2 D7 D12 D17 D22

0

xa

max b

θ1a θ2a max a

D1

D3

D5

D6

D8 D13

D20

D18

D16D11 D21

D23

D15D10 D25

D4 D9 D14 D19θ2b

θ1b

D24

·F��¸

xb

0

xa

max b

θ2b

θ1b

θ1a θ2a max a

κb/γb

κa/γa

φ(D13)

D13

·F}�¸

È ~����l�|nD¡
�
·F�S¸¼�Ji��Sx´nDxr���S��n8}A�ÕÉ

Ω
¯ ���¼z|iln��V�"m3�l�yn��V~�� È ~������rn >�ÂZ·Ù}�¸ È �y�9�H�V�A��~��Sz

φ(D13)¯ �S��z|iln+�rn9���l���«z|���rw��y��m��H~��
D13 �

z|iln+Ã«�H�|~��H}l��n9x
xa
�����

xb
���S��Ã�n��|��n�z|�«³	�H���lx ¯ �y�����A�A�S~±��zjÃH�H���ln9x

κa/γa
�H���

κb/γb
�-�rnMx´�AnM�@zr~�Ã�n���wSÂ Ë"~Æz|iZz|iln8�����|��m3n�zrn9��Ã«�H���ln9x ¯ �|��m0u`nM�@zr~���� ¡y�½zri�n ¯ �y�����%�A��~��Sz

��~±nMxj~���z|iln��y�Sm8��~±�
D25

Â

��� � ��� 
�� � ��� 
�� ��������� ���	��� 
��
	�� � � 
�� � �	���� �

È ���8�H�`w¾�|n��S�l���Hzr�S�rwÌ�l��m��H~��
D ∈ Dr

�Vzriln ¯ �l���@zr~����
f(x)

~�x8������x´z|���Sz ¯ �S�8�H���
x ∈ D

�_�H��� ~Æz
¯ �S�±���Õ³�x	z|i��«z�zri�n+��~±nM��n�³�~�xrn�µ¿�±~��ln9����x´wyx´zrn�m0·W¡S¸	�9�H�*}An¼³��r~±z´z|n��?�Sx��3�±~��lnM�H��Ã�n9��zr���jÄ�n����

ẋ = fD − γx, x ∈ D
·���¸

³�iln9�rn
fD

~�x¼���S��x{z��H��z+~��
D
Â3��nMx{z|�r~��@z|n9�Àz|�

D
�½zri�~�x¼~�x¼�*�����Sxrxr~��9�H�2��~��ln9�H�¼�����y~±�����rwe�l~Æ¹]n��|n���zr~��H�

nM�S���«zr~����-Â ËÌnÀ��x|x´�lm8n�z|i��«z�zrilne���H���Hm8n�zrn���x
{θji }, {γi}, {κil}

�H�|n?�H���jÄlÉyn9�½Â È ��������w ~��l~Æz|~��H�
�������y~±zr~����

x(t0) ∈ D
�yzri�n¼�l�l~��S��n¼xr�����yz|~±�S��~�xj�S~±Ã�n9��}`w

x(t) = φ(D) + eγ(t0−t)(x(t0)− φ(D)),
·�C�¸

³�iln9�rn
φ(D)

x|�«z|~�x{Ä�nMx	zriln¼��~±��n9�H��xrwyx{z|n�m
γφ(D) = fD

Â�����n9�H�|��w
x(t)→ φ(D)

m8�����Hzr�S�l~����H����wD��x
t→∞

�l�l�Sz|~±�
x(t)

�|n9����ilnMx�zriln¼}A�S�l���l���rwD� ¯ z|iln¼�rn9���l���«z|���|w��y�Sm8��~±�
D
Â

ÚÚ
ß`cOd�e�d�e
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R*Ï�� . /Ü¨%/ Ó . E � º+~±Ã�n9�À���|n��������Hzr���|w��y�Sm��H~��
D ∈ Dr

��z|iln �A��~��Sz
φ(D) = γ−1fD ∈ Ω

~�x����H����n9�
z|iln � ��� �`	�%��J�
�Q� ¯ ���jz|iln����«³7~��

D
Â

º�n9�ln����H���±we³�n8m��HÁ�n²zri�n���x|x´�lm8�yz|~±�S�Àz|i��«z
φ(D) 6∈ supp(D′)

� ¯ �����H���
D′ ⊆ ∂D

� ¯ ���+��zriln9�r³�~�x´n
xr�����yzr~�����x_�����8z��HÁ�n�~±�yÄ��l~Æz|n�zr~�m8n�z|� �rnM����i�� ¯ �y�9�H���A��~��Sz�~���z|iln�}��S�l���l���rw3� ¯ zriln9~±�j�y��m��H~��ÊÂ%hji�~�x
~�x��¾x´�AnM��~��H������xrn*� ¯ �Ìm8���|n*��n9�ln����H����x|xr�lm8�yzr~����°³�n?m��HÁ�n?~±�Åu`n9��zr~����"¡yÂ  lÂ°p�� z|ilnen�Él�Hm8�l��n
�ln�z�³	���|ÁD� ¯JÈ ~±�S�l�rn >��l~Æz������*n9�Sx´~��±w�}An��|i�n9�|ÁSn9��z|i��«z ¯ ����zriln��rn��S�l���«z|���rwD�y�Sm8��~��

D13
�lzriln x{z��«z|n

nM�S���«zr~�����x	�|n9�y����n�zr�

ẋa = κa − γa xa,

ẋb = κb − γb xb.

��n�����n*z|iln ¯ �y�����j���S~��Sz�� ¯
D13

~�x
φ(D13) = (κa/γa, κb/γb)

�_³�il~���i ��~±nMx3�S�yz|xr~��ln
D13

�_~�� z|iln
�y�Sm��H~��

D25
~�� ¯ ����z9����x�x´i��Õ³��"~�� È ~±�S�l�|nX¡�·Ù}�¸�Â�hji���x�x´�S�±�lzr~�����xD~±�

D13
³�~±�������«³
z|�Õ³	���|��x

φ(D13) ∈ D25
�l��zr~��%z|iln�wÀ��n9�ÕÃ�n²zriln��y�Sm��H~��

D13
Â @�~Æ¹]n��|n���z¼�|n��S�l���Hzr�S�rw?�l��m��H~���x�³�~±���J��xr���H����w

i��ÕÃ�n��y~±¹]n��|n��Sz ¯ �y�����Ê�A��~��Sz�x�Â	p��e�Sn��ln9�|���W�����±�x´�S�±�lzr~�����x�~��À�8�|n��S�l���«zr�S�rw��y�Sm8��~±�
D
���«³tz|�Õ³	���|��x

z|iln ¯ �y�9�H�]�A�S~±��z
φ(D)

���Szr~��½zri�n�wDn9~Æz|iln����|n9�S�|i�~±z����j��n9�ÕÃ�n�zri�n¼�y�Sm8��~±�
D
ÂJË"i��«z�i��H�l�An���x	³�i�n��

��x´�S�±�lzr~����*��n9�ÕÃ�n9x��8�|n����l���Hzr���|wD�y��m���~±�
D
�H���*n���zrn���x��8xr³�~±z|��il~±���D�y��m��H~��*~��*z|iln¼}A�S�l���l���rwD� ¯

D � uy~±����n¼zri�n x´zrn9� ¯ �l���@z|~±�S��x����rn¼�l��z��yn�Ä��ln9�e³�iln��À��Ã«���r~��H}l��n xi z��HÁ�n9x�x´�Sm8n+zri��rnMx´il�S���?Ã«�H���ln
θqi

i

��zriln Ã�n9��zr�S��Ä�n����?~�x��l���yn�Ä��lnM�e���?zriln²xr³�~Æz��|il~��l���y�Sm��H~���x�Â�hjil~�x������?��n9���*z|�Dm8�Hzriln9m8�Hzr~������
�y~±ÇD���l�±zr~�n9x-~ ¯ z|�|�«�{n9��zr�S�r~�n9x½~±���l~Æ¹]n��|n���z-�|n��S�l���Hzr�S�rw��y�Sm8��~±��x����«³Ì~��Sz|��zriln�xr��m8nVxr³�~Æz��|il~��l���y�Sm8��~±�-Â
h�¼�rn9���l���H�|~�xrn�zriln��Hm }�~±�S�l~Æz{w ~��8il�«³ zr�����S�Sz|~±�`�ln�xr����i�x´�S�±�lzr~�����x9�H³	n���xrn��H���H�l�l�|�S�S�|i3���|~±�S~±�����±��w
�y�ln+z|� È ~±��~��l�A�ÕÃ]Â

����� � � ��� ��� ��� ������ � � �	��� 
�� 	�� � � 
�� ��� � �

p��Dxr³�~Æz��|i�~±�l� �y�Sm��H~���x���zriln��V�Àxrwyx´zrn�m'·¶¡�¸%~�xV�l��z��yn�Ä���n9�½�`x´~�����n�~��D��x´³�~±z|��il~��l� �y��m��H~��8� ¯ �S�|�yn9�
k ≥ 1

�
k
Ã«���r~��H}l��n9x_��x|x´��m3n��¼zril�|n9xril�����8ÃH�H���ln�ÂJuy��m8n�z|~±m8n9x_zriln�xr�����yzr~����D~±���¼�|n��S�l���«zr�S�rw²�l��m��H~��

�|n9�S�|ilnMx �Zxr³�~Æz��|il~��l�Ì�y�Sm��H~�� ¯ �|��m ³�il~��|i ~Æz������ }An?������zr~����lnM� ~��Szr�¾�X�����Sz|~±�S�l����x²�rn9���l���«z|���rw
�y�Sm��H~��°³�~±z|il���yz��y~±ÇD���l�±zr~�n9x �äu`�l� �aCy���_u ® º+£V> �¿Â u`���|iÅxr³�~±z|��il~±��� �y��m���~±��xDi��MÃ�ne}An9n��Å���H����n9�
�� �J�V( %��`� & �Q� � �J	
	�( �ä�e��q]C��H�y�H�_�Xq]C�¤��¿�HnSÂ ��Â-zriln�x´³�~±z|��il~��l�+�y�Sm��H~��

D6
~��²zrilnjn�Él�Hm8�l��n	�ln�z{³��S�rÁ]�

xril�«³��Ì~�� È ~����l�|n� �Â����«³�n�Ã�n9�9�-~ ¯ zriln�xr�����yzr~�����x¼~��Ìz{³��e�|n��S�l���Hzr�S�rwÀ�y�Sm��H~���x	���Õ³�zr�«³	�H���lx�z|iln
x|�Hm8n+x´³�~±z|��il~��l�8�y�Sm��H~��Ê��z|iln��*m��«z|iln�m��Hzr~����H�½�l~ÆÇD�����Æz|~±nMx������*�H�|~�xrn�Â È ���jn�Él��m3���±nS�y���S��xr~��yn9��z|iln
xr�����yzr~�����x_���r�|~�Ã�~��l� �«z

D14
¯ �r�Sm

D13
�H���

D15
~±� È ~����l�|n� lÂJuy���|i�xr³�~±z|��il~±���²�y�Sm8��~±��x_i��ÕÃ�n�}An�n��

�9�H���±nM� � 	 � ��	 � �J	
	�( ~±�*zri�n¼�±~±zrn9�|�Hzr�l�|n�Â
p��O�����yn��*z|�"�yn�Ä��ln¾zriln xr�����yzr~��S��x*�S�Oxr³�~±z|��il~��l�"�y��m���~±��x9��³	n¾��xrn �Ö���S��x{z|�r���@zr~����t�S�r~���~±µ

�����±��w?�l�|���A��x´nM�?}�w È ~±��~��l�A�ÕÃ�� È ~��"�#���J�����À�rnM��n���zr��we�H�l���±~�n9�ez|�*�V�°x´wyx´zrn�m�x�� ¯ z|il~�x ¯ ���|m �äº¼uy£S¡y�
���º+� + £H¤��¿Â¼hjiln È ~±��~��l�A�ÕÃÀ�H�l���r������ie~�x�m ����iX��xrn9�À~��Z������zr�|���-z|iln��S�rwS�A³�i�n��|n�z|iln8x´�S�±�yz|~±�S��x��S�xr³�~Æz��|i�~±�l���y��m���~±��xV�H�|n	Á`�l�«³��8��x (�	���$`�
� � ' �<$'& ( � �_u�C#�l��
�zrÁ�C�¡��¿�S�H��� zri�n��H�l���r������i ~�xV������x´~�x{z|n���z
³�~±zriezriln }An�i��ÕÃ`~±�S�l��� ¯ zriln²xr�����yzr~�����x�x´n9n��e~��e���lm8n��|~����H�xr~±m �����Hzr~����e� ¯ �V� x´wyx´zrn�m�x ·ÙnSÂ ��Â	��xr~��l�
�J���±n9� � x%m8n�zri��y�²���J�H���Hzri�n��%���lm8n9�r~������`~��Sz|n������«z|~±�S�²x|�|iln9m8nM¸@Â%hjilnjm8n�zril�y�3������xr~�x´z|x%� ¯ n�É`zrn����y~±�l�
z|iln�x´wyx´zrn9m ·���¸_z|���8�y~±¹]n��|n��Sz|~����Ê~±�����±��x´~����Ê�

ẋ ∈ H(x)
· >9£S¸
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xb

0

xa

max b

θ1a θ2a max a

θ2b

D1

θ1b

φ(D1)

φ(D11)

D6

D11

·F��¸

xb

0

xa

max b

θ1b

θ1a θ2a max a

θ2b

D15

D13

φ(D13)

φ(D15)

D14

·Ù}A¸
È ~����l�|n? 

�
o	n�i��ÕÃ`~±�S�3� ¯ zrilnÀx´wyx´zrn�m � ¯�È ~����l�|n >?�Hz�xr��m8n*� ¯ z|iln*z|il�rnMx´il�S����x�Â°hjilne�l��m��H~���x

D1, D6, D11, D13, D14
�H���

D15
�H�|n�x´il�«³��Ê�~±� ���l�y~±zr~����Ìz|�*z|iln ¯ �y�����J�A�S~±��z|x

φ(D1) = (0, 0)
�

φ(D11) = (0, κb/γb)
�
φ(D13) = (κa/γa, κb/γb)

�����
φ(D15) = (κa/γa, 0)

Â*·W�S¸�hjiln�x´�S�±�lzr~����
z|�|�«�{n9��zr�S�r~�n9x�~��

D11
������}An¼���S�Sz|~±�`�ln9��~±�

D1
�lx´�

D6
~�xj� zr���H��x´�����rn9�Sz	³	���±�¶�`³�iln9�rnM��x�~��¾·Ù}�¸��`z|iln

xr�����yzr~�����z|�|�«�{nM�@zr�S�r~�n9x_~±�
D13

�9�H�l���Hz�}An������Sz|~±�`�ln9�D~��
D15

ÂJhjiln�}An�i��ÕÃ`~±�S�_� ¯ zriln+x´wyx´zrn9m�~��
D14�9�H�l�l��z�}An¼�yn�zrn��|m8~±��n9�*³�~Æz|il���yz�� È ~��±~��l�A�«Ã�µ¶��~±Á�n¼���l�l�|�S����iÊÂ

³�iln9�rn
H : Ω→ 2R

n ~�x���x´n�z´µ¿Ã«�H���lnM� ¯ �l����zr~����ÊÂ_p ¯
D
~�x��3�|n��S�l���Hzr�S�rwD�y��m���~±�Ê�yz|iln��?³	n¼�ln�Ä��ln

Hxr~±m8�l��w���x
H(x) = {fD − γx},

· >'>Õ¸
¯ �S�

x ∈ D
ÂJp ¯

D
~�x��8xr³�~±z|��il~±�����y��m���~±�Ê� ¯ ���

x ∈ D
�l³�n¼�ln�Ä��ln

H(x)
�Sx

H(x) = co({fD
′

− γx | D′ ∈ R(D)}),
· >M¡�¸

³�iln9�rn¼³�n¼�|n9�9�H���
R(D) = {D′ ∈ Dr|D ⊆ ∂D′}

~�xjz|iln x´n�z�� ¯ ���±�Ê�|n��S�l���«zr�S�rw��y��m��H~���x�³�~Æz|i @ ~±�
z|iln�~���}A�������l�H�|w��A�����

co(X)
~�x�z|iln²���±��x´nM�e���S��Ã�n�É?i��l���2� ¯

X
Â È ����x´³�~±z|��il~��l���y��m���~±��x9�

H(x)
~�x

�Sn��ln����H����w�m �l�±zr~±µ¶Ã«�����ln9�*xr�3³	n¼�yn�Ä��ln�x´�S���yzr~�����xj� ¯ z|iln��y~±¹An9�rn9�Szr~��H�Ê~���������xr~±�S�?��x ¯ �������Õ³�x9Â
R*Ï�� . /Ü¨%/ Ó . 0 � ® ����}�x´�S�±�lzrn���w3���S�Sz|~±�`�l����x ¯ �l���@z|~±�S�

ξt(x0)
~�x_��xr�����yz|~±�S�8� ¯ ·�>9£�¸%���

[0, T ]
�
����&�&

(�&��V(�& ����� �
	�� %#%V� � ~ ¯ ξ0(x0) = x0
�����

ξ̇t ∈ H(ξt)
� ¯ �S���H��m3��x{z����±�

t ∈ [0, T ]
Â

p����yn9n9�½� ¯ ���	� xr�����yz|~±�S�
ξt
~���z|iln�x´n9��x´n�� ¯-È ~���~±�l�A�«Ã]��³�n�i��MÃSn�z|i��«z

ξ̇τ
~�x��l���yn�Ä��ln9���Hz_zri�n�~���x´z|���Sz

τ ∈ [0, T ]
³�iln��

ξt
�rnM����iln9x¼�S����n9�ÕÃ�n9x �?zril�|n9xril�����¾�l�����ln�ÂÀ��n9�rnM� ¯ zrn9��³	nD³�~��±����xr�����±��wZ�|n ¯ n���zr�

� x´�S�±�lzr~�����x²~�� zri�n?xrn���xrn�� ¯�È ~���~±�l�A�«Ã��*��x �´È ~��±~��l�A�«Ã xr�����yzr~�����x����S�8xr~±m8�l��w �Sx � x´�S�±�lzr~�����x���³�iln��
�y~�x|����x|x´~��l��x´�S�±�yz|~±�S��xj� ¯ z|iln��y~±¹An��|n���zr~��H�Ê~���������xr~±�S�

ẋ ∈ H(x)
Â

p¿z+~�x���xrn ¯ �l�%zr�?�yn�Ä��ln8����������n��yz¼�H�����±�S������x�zr��zri�n ¯ �y�����2�A��~��Sz�x+�yn�Ä���n9� ¯ ���+�rn9���l���«z|���|w*�y��µ
m��H~���x9�yn�É`z|n����ynM��z|���ynM�H�½³�~±zriexr³�~Æz��|i�~±�l�D�y��m���~±��x9Â
R*Ï�� . /Ü¨%/ Ó . X � �Ên�z

D ∈ D
}An+�²�y��m���~±�ÊÂ%p ¯

D
~�x	� �|n��S�l���Hzr�S�rw8�y��m��H~��Dzriln9��~Æz�x � ��� �`	 (�& �

Φ(D)~�xj�S~±Ã�n9��}`w
Φ(D) = {φ(D)},

·�>M S¸
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³�iln9�rn
φ(D)

~�x�zriln ¯ �y������A�S~±��z�� ¯
D ∈ Dr

�Sx�~�� @�n�Ä��l~±zr~����Ì lÂ�p ¯
D
~�x���x´³�~±z|��il~��l�*�y��m��H~��À� ¯

�S�|�yn9�
k
�y�H���

supp(D)
~�xVz|iln

(n− k)
µ¿�y~�m8n���xr~������H�Ai�w`�An��|�l���H�ln�xr�l�l�A���rzr~��l�

D
��zri�n���~±z|x � ��� �`	 (�&��

Φ(D)
~�x

Φ(D) = supp(D) ∩ co({φ(D′) | D′ ∈ R(D)}).
· >�¤�¸

��n�����n
Φ(D)

¯ ���
D ∈ Ds

~�x+z|ilnD������Ã�n�ÉXi`�l�±�_� ¯ zriln ¯ �y�����J�A��~��Sz�x
φ(D′)

� ¯ �H���JzrilnD�rn9���l���«z|���rw
�y�Sm��H~���x

D′
i��ÕÃ�~��l�

D
~��Ìzriln9~±��}A�S�l���l���rwS�-�Sx¼�yn�Ä��ln9� �H}A�ÕÃSn��Ê~��Sz|n���x´nM�@z|n9�Ì³�~Æz|iÌzriln�zril�|n9xril�S���

i`w��An9�r�l���H��n
supp(D)

�����Sz��H~��l~��l��zriln�xr³�~±z|��il~±���¼�y��m���~±�
D
Â%hji`��x

Φ(D)
�����3}An��¼x´~��l����n�z|���Ê��}l�yz

m8���|n���n9�ln����H����w²~�x	� ���±��x´nM�D�����`Ã�n�É�}A���l���ln9��x´n�zj�H���Diln9����n�~�x��|n ¯ n��|�rnM�3z|�3��x�� ¯ �y�����Axrn�zMÂVº����lÍ �
�����Xuy���r~2i��MÃ�n3x´il�«³��ez|i��«z+�����2xr�����yzr~��S��x�n�~±zriln9�+���|�Sx|x���xr³�~±z|��il~±�����y�Sm��H~��À~±��x{z��H�Sz��H�ln9����xr��w��A���
�|n�m��H~���~��*~±z�³�i�~±��n¼������Ã�n9�r�S~±����z|�Õ³j�H���lx

Φ(D)
�l~���zri�n¼�9��xrn�³�iln��

Φ(D)
~�x��3�A��~��Sz � º¼uy£�¡��¿ÂVhjiln

xr�����yzr~�����xjzri��Hz��rn9m��H~��?~±�À�Dx´³�~±z|��il~��l�D�y�Sm��H~��e�H�|n����H����n9�?xr�±~��y~��l�Dm3�l�yn9x9Â	hjilnMx´n x´��~��y~±����m8�y�ynMx
�9�H�*�y�����l�j~��

D
³�iln9�

Φ(D) 6= {}.
· >M��¸

È �l�´z|iln��M� ¯ ���
D ∈ Ds

�Ê~ ¯
Φ(D) 6= {}

�H���
Φ(D) ∩ D = {}

�½z|iln��¾���±�Vx´�S�±�lzr~�����x�³�~��±�Jn9Ã�n��Sz|���H����w
��n9�ÕÃ�n¼zriln²xr³�~Æz��|i�~±�l���y�Sm8��~±�-Âjp ¯

Φ(D) 6= {}
�H���

Φ(D) ∩D 6= {}
��z|iln��ez|iln��|n ���rn��A��~��Sz�x�~��

Dz|i��«z�}An�i��ÕÃ�n¼�±~�Á�n���xrn�z�� ¯ n9���l~���~±}��r~��lm
�A��~��Sz�x�~��*z|iln ������x|x´~������Êx´n���x´nSÂ 
����yn9��³�i��«z��������l~Æz|~±�S��x��
xrn�z

Φ(D)
³�~±zri

Φ(D) ∩D 6= {}
³�~��±�2}An²x{z��H}l��n�~��Xxr��m8n xrn���xrn�~�x�zriln3x´��}`�{nM�@z�� ¯ z|iln �|n�m���~±���ln��

� ¯ zriln¼�����An����ÕÂ
È ���²�exr³�~Æz��|il~��l�X�y��m���~±�

D
³�~±zri

Φ(D) 6= {}
�%�H����x´�S�±�lzr~�����x�������Ã�n9�r�Sn3zr�«³	�H���lx

Φ(D)
~±� �

�|n9x´zr�|~���zrnM��x´n9��xrn�ÂJhjiln¼�����`Ã�n��|��n9����n�~�xjm3�S�l�Hz|���l~���~±��zriln¼xrn���xrn�zri��«z ¯ �������±�Ê����m8�A����n��Sz�x
(ξt)i

� ¯
È ~��±~��l�A�«Ã*x´�S�±�yz|~±�S��x

ξt(x)
~��
D
��nM����i

(ξt)i
m8���l��zr����~��9�H���±w������`Ã�n��|��nMx�z|�Õ³	���|��x	zri�n��l�|�«�{nM�@z|~±�S�*� ¯

Φ(D)
�S�Sz|�

Ωi

ÂJhjil~�x_m3�S�l�Hz|���l~������S��Ã�n9�r�Sn�����nj���r�S�An��rz�w ~�x_x´��m3m����r~�Í�nM�²~��8z|iln ¯ �S�±���Õ³�~��l�¼��n�m8m��l�
³�il~���i*~�x�����xr�3�l�|�ÕÃ�n9��~���z|iln��H�l�An9���y~±É�� ¯ �yn H�S�l� &�� �`	 � ��Sº+� + £�¤��¶Â
��Ï � �¾ª 1���+ � �\�`��& � & � � � & � ��	 �J� �J��� $a��' �J�
� D ∈ Dr �

�`	
	V(��J	 �������`�V(
ξt
�
�
D
' �J� �J� �J�Q��� �J	4	���� �J���

� & � � & � ��� �`� $J( ��&�& � ��� �J	M( &�� Φ(D)
� �\�J� & � &���� (�� � � � &a�
� � $a��' �J�
� D ∈ Ds � (ξt)i

' �`���`���`�O��� �J	
	��
� �J� � &�� � & ( � ��� �`� $W( ��&8&���	 �W(�& $ �
�Q��&�� � �`	

πi(Φ(D)) = {φi ∈ Ωi | φ ∈ Φ(D)},
��&8&�%�� ����& �������`� ���

Φ(D)
�J�Q���

Ωi �
� �
(ξ0)i 6∈ πi(Φ(D))

�	� &�� ( &8�`	 $W( � �J� �J	
	 � ��'�%V�J��&��O��(
(ξt)i

� �

ξt � 1 ≤ i ≤ n
�

2 © ÓÊÓQ5  p ¯
D
~�x��²�rn9���l���«z|���|w8�y�Sm��H~��Dz|iln��

Φ(D) = {φ(D)}
�l�����Dz|iln¼x´�S�±�lzr~����

ξt
~��
D
~�xj��~�Ã�n��

}`wDz|iln ������x|xr~��9�H�Êx´�S�±�lzr~���� ·�C�¸@Â�p¿z�~�x�����n9��� ¯ �|��m ·�CS¸��lzri��«z ¯ ��������w
x0 ∈ D ∈ Dr

�
ξt(x0)→ φ(D)m8�����Hzr�S�l~����H����we�Sx

t → ∞
�-�l�Sz|~±�

ξt(x0)
�|n9�S�|ilnMx

∂D
Â3p ¯

D
~�x¼�*xr³�~±z|��il~±���?�y�Sm8��~±�Zzriln9�

Φ(D)~�x�x´n�z´µ¿Ã«�H���lnM�½Â ® x|x´�lm8nX~��l~Æz|~����±��w z|i��«z
(ξt)i < minπi(Φ(D))

���
[0, τ ]

��³�~±zri
τ ≥ 0

Â È �|��m
@�n�Ä��l~±z|~±�S�Ö�À~±z ¯ �S�±���Õ³�x z|i��«z

(ξt)i < φi(D
′) = fD

′

i /γi
¯ �S�8���±�

D′ ∈ R(D)
Â È �r�Sm · >M¡�¸@�Vzri�n

�y~±¹]n��|n��Sz|~����½~������±��xr~����*���
D ∈ Ds

~�x���~�Ã�n��*}�wDz|iln�x´n�z

H(ξt) = {
∑

D′∈R(D)

αD′(fD
′

− γ ξt) |
∑

D′∈R(D)

αD′ = 1, αD′ ≥ 0 }.
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u`~�����n
ξ̇t ∈ H(ξt))

�	³�n?i��ÕÃ�n�z|i��«z
(ξ̇t)i > 0

Â"hji���x
(ξt)i

m8���l��zr�S�l~��9�H���±w ������Ã�n9�r�Sn9x z|�Õ³	���|��x
πi(Φ(D))

³�il~��±n�~Æz��|n�m��H~���xj~��
D
Â�hjiln��9��xrn

(ξt)i > maxπi(Φ(D))
~�x��l�|�ÕÃ�n9��~��e��xr~±m8~����H��³j�MwSÂ

¤

hjiln¼x|�Hm8n+�l�r�y� ¯ �H��xr�3��~�Ã�n9x	zriln ¯ �������Õ³�~��l�8�����|���������rw�Â%o	w��8x´��~���iSz��H}l��xrn+� ¯ �l��z|�Hzr~����Ê�y³�n¼³�~±���
�yn9�l�Hz|n

Π(D)
zriln*xrm8���±��n9x´z3�����Sxrn9�¾i�w`�An9�r�|n9�@z��H�l�S�±n�~��

supp(D)
������z|��~±�l~��l�

Φ(D)
�%zri��Hz²~�x�zriln

i`w��An9�r�|n9��z|�H������n�zri�n¼�l�r�H�{nM�@zr~����*� ¯ ³�i�~���i*�S��zriln
i
µWz|i?�«Éyn+~�x

πi(Φ(D))
¯ �����H���

i
Â

Y Ó © Ó ( (Ùªl© Ð +���� 	4	8( �`	�������J�V(
ξt
�
�
D
� �`� � & � � & � ��� �`� $W( Π(D) �

� �
ξ0 6∈ Π(D)

�
Π(D)

� ( %V�W(��
��� � & 	 �
�
� � �`�����J�O� �

Y Ó © Ó ( (Ùªl© Ð 1 ��� �
Φ(D)

� ( ��%��J�
�Q�
�
�J	
	 ( �`	�������J�V(

ξt
�
�

D
� �J� � &�� � &�' �J� �J� �J�O��� �J	4	�� � ��� �J� $J(

Φ(D)
�

hjiln���}A�ÕÃ�n3��n�m8m��?�H���Ì�����|�������H�r~�n9x�³�~±���V}An8��xrn9�Ì~±� x´n9Ã�n����H�%�l�|�`� ¯ x����«z|n��¼~±�Ìzriln������An��MÂ8h�
¯ �S��~��±~±z|�Hzrn²�S�l���y~�x|����x|x´~����-�A³�n²m���Á�n²�DzrnM�|il��~��9�H�%�Sxrxr�lm8�yz|~±�S�À���Àzri�n ¯ �y�9�H�%xrn�z|x ¯ �������l�+x´wyx´zrn9m*Â
hjiln3�Sxrxr�lm8�yzr~��S�À�r�l��n9x����yz+xr��m8n m8���|n²�y~±Ç����l�±z¼����xrn9x�³�iln9�À���r�«Ã`~±�l���rnMx´���Æz�x��S�Xx{z��H}l~���~Æz{w?���«z|n��
~���z|iln¼���H�An9�9Â
¥�§9§����TN¨%/ Ó . + � �\�`� �J	4	M$'��' �J�
�O(

D ∈ D �
Φ(D) ∩ supp(D′) = {}, ∀D′ ⊆ ∂D.

· >%_�¸
p¿z2nMxrxrn���zr~��H���±w¼xr�Õwyx½z|i��«z ¯ �S�n9Ã�n��|w+�y��m��H~��

D
�«}A�Hz|i²x´³�~±z|��il~��l�������¼�|n��S�l���«zr�S�rw��9zri�n ¯ �y������xrn�z

Φ(D)�y�yn9x_�l��z	~±��zrn9�|xrn9��z_z|iln�xr�l�l�A�S�´z|~±�l� i`w��An9�r�������ln�� ¯ x´�Sm8n��y��m���~±�
D′
~��Dzri�n�}A���l���l�H�|w3� ¯

D
Â È ���

�|n��S�l���Hzr�S�rw¼�y�Sm��H~���x�� ® xrxr�lm8�yz|~±�S�[>j~�xJn9���l~�Ã«�H��n���z%zr��z|iln���x|x´�lm8�yz|~±�S� z|i��«z
φ(D) 6∈ supp(D′)

¯ �S�
���±�

D′ ⊆ ∂D
Â%p�� ¯ �S�@zM� ¯ ���j�rn9���l���«z|���rw��y��m��H~���x�zril~�x���x|x´�lm8�yz|~±�S��~�x�z|iln��Sn��ln9�r~������Sx´nS��}l�lzjzril~�xj~�x

�l��z�z|�r�ln ¯ ����xr³�~±z|��il~±�����y��m���~±��x9ÂjËÌn ³�~±����|n�zr���r�?zr���y~�xr����xrx�zriln²���S��xrn9���ln�����n9x�� ¯V® xrxr�lm8�yzr~����
>+~±�Àu`n9��zr~�����_lÂVhjiln ¯ �S�±���Õ³�~��l�8�����|���������rw8� ¯ zri�n¼�Sxrxr�lm8�yzr~����*³�~±���-�H��x´�3}An+��x´nM��~���z|iln ¯ �����±�«³�~±�����
�����D~�x	n9��xr~��±w��yn9�y����n9� ¯ �r�Sm�zri�n ¯ �S�@z�z|i��«z��H���]�y�Sm��H~���x

D
������zri�n�~��jxr�l�l�A���rz	���rn����H���H���±n9��zr� z|iln

�HÉ`nMx��y��~±Á�n+zriln¼i�w`�An9�r�|n9��z|�H�����l���H�	�rn9��~����
Π(D)

Â
Y Ó © Ó ( (Ùªl© Ð E � �\�`� �J	4	M$'��' �J�
�O(

D ∈ D �
Π(D) ∩ supp(D′) = {}, ∀D′ ⊆ ∂D.

· >WB�¸

� 5Å6�)��9����:*�%��� � ��� >3$��:?���9��$A,

hjiln ¯ �y�����]xrn�z|xj�y~�xr����xrxrn9����}A�ÕÃ�n����rn��l�HzM�`~����Sn��ln9�|���W�Szr�|�ln�n9���l~��±~�}l�|~�� ¯ ����z|iln+xrw`x´zrn9m �Sx	� ³�il�S�±nS�
}l�yz8�l���yn9�3��n��rz|�H~�� �������y~Æz|~±�S��x�z|iln�w �9�H� }An�ÂZp ¯

D ∈ Dr

~�x3�À�rn9���l���«z|���rwÌ�y��m���~±� zri�n��
Φ(D)~�x �exr~��l����n�z|��� �H���Ì~ ¯

Φ(D) ∈ D
�2~±z²~�x�Á`�l�«³��Ìz|i��«z

Φ(D)
~�x �?�|n��S�l���H�¼n9���l~���~±}l�|~��lm0�A�S~±��z ¯ ���

z|ilnXxrw`x´zrn9m;�H���°~�x���xrw`m3�lzr�Hz|~����H����w x´z|��}l�±nSÂ q��°z|ilnÀ��zriln���i��H���Ê�j~ ¯
D ∈ Ds

~�x�� xr³�~±z|��il~±���
�y�Sm��H~��*zri�n��

Φ(D)
~�x���n9�ln����H���±w��Dxrn�z������*zriln²x´~±zr���«zr~��S�?~�x�m8���|n����Sm8�l�±n�É½Â	p ¯

Φ(D) ∩D 6= {}����� ® x|x´��m3�lzr~���� >+i������lx��lzri�n��
Φ(D)

~�x���x´~��l�S�l������n9���l~���~±}l�|~��lm'x´n�z ¯ �S��zriln xrwyx{z|n�m'�H���*�l���yn��
��n��´z��H~��°���S���y~±zr~�����x8m��Mw }Anexril�Õ³�� zr�¾}Ane��xrw`m3�lzr�Hz|~��9�H����w x´z|��}l��n*~��Öx´�Sm8n?�H�l���r�S�l�r~��«z|n*x´n���x´nSÂ
hjilnMx´n¼��������n��yz�x��H�|n�n�É`������~±�lnM��m3�S�rn¼���Sm3���±n�zrn���w�~±�*zriln ¯ �S�±���«³�~±�l��xrn9�@z|~±�S��x9Â

ÚÚ
ß`cOd�e�d�e



>9¤ � �W(�&���& � �`	

����� � ����� ��
������ ��� ���
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��nM���H���zri��Hz�~±�Z�D�|n��S�l���Hzr�S�rw*�y��m���~±�
D ∈ Dr

�Azriln8�y~Æ¹]n��|n���zr~��H�2~���������xr~±�S�À�|n9�y����n9x�z|�Dz|iln²��~±�lnM�H�
xrwyx{z|n�m

ẋ = fD − γx,
³�~±zri

γ =
�y~��H�

(γ1, . . . , γn)
���8������x´z|���Sz��A�Sxr~±zr~�Ã�n¼�y~������S���H�]m��«z|�r~±É½ÂJhjiln¼xr�����yz|~±�S��x��H�|n���~�Ã�n��*}�w

x(t) = φ(D) + eγ(t0−t)(x(t0)− φ(D)),

³�iln9�rn
φ(D)

x|�«zr~�x´Ä�n9x
φ(D) = γ−1fD

ÂÌËZn�i��MÃ�n*x´n9n�� z|i��«z
φ(D) ∈ Ω

~�x z|iln ¯ �y�9�H�	�A��~��Sz3� ¯
z|iln ���«³ ~�� zriln?�|n��S�l���«zr�S�rw �y�Sm8��~±�

D
Â 
����ln�� ® xrxr�lm8�yzr~���� >S�_~ ¯

φ(D) 6∈ D
zri�n��Ö���±��x´�S���yµ

z|~±�S��x	���S��Ã�n9�r�Sn�m8���l��zr�S�l~��9�H���±w²z|�«³	�H���lx
φ(D)

�l�Sz|~��Azri�n�w���n9�ÕÃ�n�z|iln+�y��m��H~��
D
Â ® �Æz|n��|���«z|~±Ã�n9�±wS��~ ¯

φ(D) ∈ D
zriln9����x

t→∞
���±�Axr�����yzr~�����x_x{z��H�rzr~��l��~��

D
�����`Ã�n��|��njz|�Õ³j�H���lx

φ(D)
��³�i�~���iD~�xVzriln9���

x´z|��}l�±n�nM�S��~±��~±}��r~��lm'�A��~��Sz9Â�ËZn �rnM�����±�½z|iln ¯ �����±�«³�~±����n���n�m8n���z|���rw��rnMx´���ÆzM���S�r~���~����H����w��y�ln�zr��º�����x|x
�����*»¼�H�y¹]m��H� � º+» BH ��¶Â
� P Ï`Ó © Ï � E ��+ � �\&��

D
� &S� � & � ��	 �`���`��� $'��' �J�
� � �
��& � ��� �J	 %V�J�
�O�

φ(D)
� � �

φ(D) ∈ D
��&8&��

x = φ(D)
� ( �`� �W(���'�%����`����� �J	4	�� (�� �a� 	 & & �����
	���� ���
� ' %��`�
�O��� � ·¶¡�¸ �

��n�����n��H��w ¯ �y�����`�A�S~±��z|x%�±w`~��l��³�~±zri�~±�3zriln9~±�V�Sxrxr�y��~��«z|n9���rn9���l���«z|���rw¼�y�Sm8��~±�8�H�|n	���±³	�Õwyx2�Sx´w`m8�yzr��z´µ
~������±��w²x{z��H}l��n��S�����3³�n��|n ¯ n��Jz|�+zriln9m���x � & � ��	 �J�]& �����
	���� ���
� ' %V�J�
�Q��( ÂJhjiln9xrn��A��~��Sz�xJi��ÕÃ�n�����xr�+}An�n��
�9�H���±nM�e�rn9���l���H��x´z|�Hzr~������H�|w��A��~��Sz�x3·F��ul�Vx|¸�~±�Àz|iln²��~±zrn����«z|�l�|n � uyh�CS y�Ê�e��q]CS�����¿Â+p��Àzriln3n�Él�Hm8�l��n
�ln�z�³	���|Á8� ¯È ~����l�|n >��`~Æz����H��}An+xrn�n���zri��Hz ¯ ����z|iln��|n��������Hzr���|w3�l��m��H~��

D1
zri�n�m8�y�yn��]�|n9�y����n9x_zr�

ẋa = −γa xa,

ẋb = −γb xb.

��n�����n3z|iln ¯ �y�9�H�%�A�S~±��z+� ¯
D1

~�x
φ(D1) = (0, 0)

�Ê³�il~��|iÌ��~�n9x+~±��xr~��yn
D1 = {(xa, xb) ∈ Ω | 0 ≤

xa < θ1a, 0 ≤ xb < θ1b}
ÂV��n9����n

(0, 0)
~�xj�²�rn9���l���H��n9���l~���~±}l�|~��lm �A��~��Sz ¯ �S��z|iln�n�Él��m8�l�±n��ln�z{³����|Á]�

�����D~�xj��xrw�m8�yz|�Hz|~��9�H���±w8x´z|��}l��n�}�wDhjiln��S�rn9m  �Â >3·Fxrn�n È ~����l�|n�¤`¸@ÂJhjil~�x	x´z|��}l�±n��|n��S�l�����_n9���l~���~±}l�|~��lm
�A�S~±��z��|n��l�|n9xrn���z|xj�8x´z|�Hzrn+� ¯ zriln¼��n�z{³����|ÁD³�iln��|n+}A�Hz|i*��n9�ln � �H���*��n���n � ���rn+�H¹%Â

��� � � ������ ��
����� �������
	�� ����� � �	����� � 
�� 	 ��� � �

u`~�����n3�|n�����������n9���l~���~±}l�|~��lm �A�S~±��z|x+�H�|n ³�n����Jx{z|���y~�n9�X�����X�H�|n²�H��³	�Õwyx���xrw�m8�yz|�Hz|~��9�H���±w?x´z|��}l��n��]³�n
¯ �y����xD�S�"n9���l~��±~�}l�|~±�lm;�A�S~±��z|x�~±�7xr³�~Æz��|il~��l� �l��m��H~���x ¯ ���Dz|ilnX�rn9m��H~����yn���� ¯ z|ilnX���H�An9�9Â p��7�
xr³�~Æz��|i�~±�l�e�y�Sm��H~��

D ∈ Ds

�-�rnM���H���2z|i��«z x´�S�±�lzr~�����x¼�H�|n8�yn�Ä���n9�Ì}�wZ������x´~��yn��|~��l��z|ilnD�y~Æ¹]n��|n���zr~��H�
~���������xr~±�S�

H(x)
ÂOËÌnXx|�Mw z|i��«z�� �A��~��Sz

y ∈ Ω
~�x��H�ÖnM�S��~±��~±}��r~��lm �A�S~±��z ¯ ����z|ilnX�y~±¹]n��|n��Sz|~����

~���������xr~±�S�*~ ¯
0 ∈ H(y),

· >���¸
³�iln9�rn

H
~�x+����m8�l�yz|n9�Z��xr~±����zri�n È ~±��~��l�A�ÕÃZ������x´zr�|����zr~����Ì��x�~��Ö·�>Õ¡�¸@Â3p��Ì�Hzri�n��+³	�����lx��½zriln9�rn8~�x

�?xr�����yz|~±�S�Ì~±�Ìz|ilnDxrn���xrn8� ¯�È ~���~±�����«Ã]�
ξt
�2xr���|iÌzri��«z

ξt(y) = y
�
∀t > 0

ÂDËÌnD�����±�_xr���|i �*�A�S~±��z
� (��
� � ��	 �J� & � ���
	���� ���
� ' %V�J�
�O� �����Æz|il������i�z|iln�w�i��ÕÃ�n¼����xr�8}An�n9�e�����±��n9�?xr~±�l�S�l���H��x{z��«z|~±�S���H�|w��A�S~±��z|x
·¶uluy�Vx�¸2~��²zrilnj��~±zrn����«z|�l�|n � uyh�CS ��¿Â%º+~±Ã�n9�3�+x´³�~±z|��il~��l�+�l��m��H~��

D ∈ Ds

�H³�n��9�H�3��iln9��Á ¯ ���Vx´~��l�S�l�����
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xb

D2 D7 D12 D17 D22

0

xa

max b

θ1a θ2a max a

D1

D3

D5

D6

D8 D13

D20

D18

D16D11 D21

D23

D15D10 D25

D4 D9 D14 D19θ2b

θ1b

D24

·F��¸

xb

0

xa

max b

θ1b

θ1a θ2a max a

θ2b

·Ù}�¸
È ~����l�|n3¤

�
·W�S¸��Vi���xrn�xr������n3}A�ÕÉ

Ω
¯ ���¼zrilnD�V�Öm8�y�yn9�J~�� È ~����l�|n�>�x´il�«³�~��l�?�H���%z|ilnD�y��m���~±��x9Â

·F}�¸�u`Á�n�z��|iÅ� ¯ zrilnXÃ�n9��zr���DÄ�n���� ¯ ���Dz|ilnX�_� m8�y�yn9��~�� È ~±�S�l�rn >��j³�~±zri"zri�nÀ�����|��m8n�zrn9��ÃH�H���ln9x
¯ �|��m u`n9��zr~����Ì¡lÂ¼hjiln9�rn²~�x����|n��S�l������nM���l~±��~�}l�|~±�lm#�A�S~±��z+�Hz

(0, 0) ∈ D1
�H���Àzriln9�rn3���rn3x´~��l�S�l�����

nM�S��~±��~±}��r~��lm �A��~��Sz�xj~��
D7

�H���
D19

Â

nM�S��~±��~±}��r~��lm����S~±��z|xV}�w3����m8�l�yz|~��l�+zriln ¯ �y������x´n�z
Φ(D)

Â 
����yn9� ® x|xr�lm8�yzr~�����>S��~ ¯
Φ(D)∩D 6= {}z|iln�� ³�n*����� �yn9�l����n�z|i��«z

Φ(D) ⊆ D
�V~¶Â nSÂXz|i��«z

D
x{z|�r~��@z|��w¾�����Sz��H~���x �S� nM�����H��x ~Æz�x ¯ �y�����	xrn�z

·
Φ(D)

}An�~��l�²�����±��x´nM��x´n�z9��n9�������±~±z{w²�S�l��w²�l�����l��xV~ ¯
D
~�x��¼�A�S~±��z�¸�Â%p�� ¯ ���@zM�Szriln9�Dn�Ã�n9�rw

φ ∈ Φ(D)~�xV�¼x´~��l���l�����%nM�S��~±��~±}��r~��lm��A��~��SzV� ¯ z|iln��l~Æ¹]n��|n���zr~��H�l~���������xr~±�S�ÊÂ%hji��«zV~�x9� ¯ ���Vn9�S�|i
φ ∈ Φ(D)

��zriln9�rn
n�É`~�x´z|xj�²xr�����yzr~����

ξt
x´����i�zri��Hz

ξt(φ) = φ
�
∀t ≥ 0

ÂJ��n�����n
Φ(D)

~�x	�3xrn�zj� ¯ x´~��l�S�l������nM���l~±��~�}l�r~��lm
�A�S~±��z|x ¯ �S�jzri�n¼xrwyx´zrn�m?���H����³�n¼�rn ¯ n��jzr�Dx´����i?�

Φ(D)
�Sxj� (��
� � ��	 �`� & �����
	���� ���
� ' (�&�� Â

p��¾z|iln�n�Él�Hm8�l��nD�ln�z�³	���|ÁZ� ¯�È ~����l�|nS>��2~±z3�9�H� }An�x´n9n�� ¯ �|��m �H�l���±w`~��l�#@�n�Ä��l~±zr~���� �*z|�ez|iln
xr³�~Æz��|i�~±�l�Z�l��m��H~��

D19
z|i��«z²zri�nDz��H�|��n�z n9���l~��±~�}l�|~±��m

Φ(D19)
~�x²��~�Ã�n�� }�w

D19
~Æz�x´n9� ¯ ÂZp�� zril~�x

n�Éy��m8�l�±nS�
D19

i��Sx������yn��¼¡D~±�Ì�*¡«µ¿�y~�m8n���xr~±�S���H�2�li���xrn3xr������n
Ω
�Êxr�

D19
~�x+xr~±m8�l��wÀ���A��~��Sz¼�����

Φ(D19)
~�x��ex´~��l�S�±n�zr���-Â���n9����n

Φ(D19)
~�x �?xr~��l���l���H�¼nM�S��~±��~±}��r~��lm0�A��~��Sz²�H��� ¯ �|��m n�Éy��m8~±�l~��l�

z|ilnD���y�����V}An�i��ÕÃ`~±�S�l��� ¯ z|ilnDÃ�nM�@z|���¼Ä�n����¾~�� È ~±�S�l�rnD¤��2~Æz3�H�l�AnM�H��x�zr�À}An�x´z|�H}��±nD~±� xr��m8nDxrn���x´nSÂ
u`~�m8~±���H�|��w��

Φ(D7)
~�x���xr~±�l�S�l���H��n9���l~��±~�}l�|~±�lm
�A��~��Sz������ ¯ �r�Sm n�Él�Hm8~��l~±���3zriln��±�l���H�Ê}�n9i��ÕÃ�~������j� ¯

z|iln¼Ã�n9�@z|���jÄ�n����½�l~±z��H�l�AnM�H��x�zr�8}An��8x|���l�y��n�µ¿�±~�Á�n��A�S~±��z�������iln9����n¼�l��x´z|��}l�±nSÂ
hjiln ¯ �S�@z�zri��«z�n9���l~���~±}l�|~��²~��ex´³�~±z|��il~��l���y�Sm��H~���x����H�*}An�xrn�zrµ¶Ã«���±��n9�½�y~��?�S�l�y~±zr~�����z|�3z|iln¼�l���lµ

�l�l~����ln���n9x|x�� ¯ x´�S���yzr~�����x�zr���y~±¹]n��|n��Sz|~����~���������xr~±�S��x9���|n9���l~��rnMx�xr��m8n n�É`zrn9���yn9�X�yn�Ä���~Æz|~±�S��x�� ¯ x{z��«µ
}l~���~Æz{w�Â È ~��±~��l�A�«ÃZ��xrn9x¼z|ilnDzrn9�rm � & ��	<	��#(�������	?& zr�X�ln9x|���|~±}An��?nM���l~±��~�}l�|~±�lm �A��~��Sz zri��«z²~�x²x{z��H}l��n
~��Ìzri�nDxrn���xrn�� ¯ �ÊwS�H���l�l�«Ã ¯ ��� (���' & (��J	�������J� � ¯ zriln��y~±¹An��|n���zr~��H�_~±��������x´~���� � È ~��"�#���¶Â�hjiln�zrn��|m
(������ 	 & ~�x��|n9xrn��|Ã�n9� ¯ �S���Dx´zr�|���l�Sn������S����n9�yz�� ¯ x{z��H}l~���~Æz{w��A�H���?�ynMxr���r~�}An9x���n9���l~���~±}��r~��lm
�A�S~±��z�zri��«z
~�x¼x´z|�H}��±n8~±�ÌzrilnDx´n9��x´n8� ¯ �ÊwS���l�l�l�«Ã ¯ �S� & � & ����(��J	�������J� � ¯ z|ilnD�y~Æ¹]n��|n���zr~��H�J~������±��xr~����ÊÂ ® xrw�m8�yµ
z|�Hzr~������±��wex´z|��}l�±n3�����À³�n9��Á`�±we��xrw`m3�lzr�Hz|~��9�H���±wex{z��H}l��n3�����À}An8�yn�Ä���n9�Zx´~�m8~±���H�|��w�Â+hjilnMx´n3��������n��yz�x
� ¯ x´z|�H}��±n¼�H����³�n9��Á`�±w�x{z��H}l��n�nM�S��~±��~�}l�r~��lm �A�S~±��z|x��9�H��}An+n�É�z|n����ln9�����Hzr�l���H���±w�zr���yn�Ä���n¼x´z|�H}�~±��~Æz{w
¯ �S�8nM�S��~±��~±}��r~��lm x´n�z|x9ÂÖhjilnÀ�yn�Ä��l~±zr~�����x8}An����«³
�H�|n*m8�Hzr~�Ã«�HzrnM� }�w z|ilnex´z|�����l�H��� �yn�Ä���~Æz|~±�S��x8� ¯
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x´z|��}l~±��~±z�w ¯ ����n9���l~���~±}��r~��lm �A��~��Sz|x	��x ¯ ��������~�����~±��xr��i��H����u`m����±n � ��uQBÕ¤��¶�y�H���8z|iln ¯ ���|m �l���Hzr~������ ¯
�-wS�H�l�l�l�«Ã�x{z��H}l~���~Æz{w ¯ ����xrn�z�xj~��?o	i��«z|~��3�����?u`Í�n9��� � o�u�_8B��¶Â
R*Ï�� . /Ü¨%/ Ó . = � ® � n9���l~��±~�}l�|~±��m xrn�z

E
~�x (�������	?& ~ ¯ � ¯ �S�3���±�	�ln9~±�Si�}A���l�|il�`�l�lx

V
³�~±zri

E ⊆ V
�

z|iln��|n3n�Éy~�x´z|x
U
xr����iXz|i��«z

E ⊆ U ⊆ V
����� ¯ �S�¼���±�

x ∈ U
�-����� ¯ ��� & � & ��� x´�S�±�lzr~���� ξt � ¯ ·�>9£�¸³�~±zri

ξ0(x) = x
�

ξt(x) ∈ V, ∀t ≥ 0.
R*Ï�� . /Ü¨%/ Ó . U � ® �Ån9���l~���~±}l�|~��lm xrn�z

E
~�x � & ��	<	 � (�� �a� 	 & ~ ¯ � ¯ �S�����±���ln9~±�Si�}A�S�l�ri��`�y�lx

V
³�~Æz|i

E ⊆ V
�½z|iln��|n3n�Éy~�x{z�x

U
x´����iXz|i��«z

E ⊆ U ⊆ V
�H��� ¯ ���¼���±�

x ∈ U
�-�H��� ¯ �S� ( ��' & x´�S�±�yz|~±�S�

ξt� ¯ · >9£�¸�³�~Æz|i
ξ0(x) = x

�
ξt(x) ∈ V, ∀t ≥ 0.

R*Ï�� . /Ü¨%/ Ó .�� � ® �¾nM���l~±��~�}l�r~��lm xrn�z
E
~�x �J( ��' %Q� �J���� �`	
	��#(�� �a� 	 & ~ ¯ � ¯ �S� �H���V�ln9~±�Si�}A�S�l�ril�y�y�lx

V³�~±zri
E ⊆ V

�lzri�n��|n+n�Éy~�x´z|x
U
xr����i*zri��Hz

E ⊆ U ⊆ V
�H��� ¯ �����H���

x ∈ U
���H��� ¯ ��� & � &���� xr�����yzr~����

ξt
� ¯ · >9£S¸�³�~±zri

ξ0(x) = x
�

>�Â
ξt(x) ∈ V, ∀t ≥ 0

�H���
¡yÂ
limt→∞ ξt(x) ∈ E

R*Ï�� . /Ü¨%/ Ó . b � ® � n9���l~���~±}l�|~��lm xrn�z
E
~�x � & ��	W	�� �J(���'�%����`����� �J	
	 � (�������	?& ~ ¯ � ¯ ���%�H�����ln�~���i`}A���l�|il�`�y�lx

V
³�~Æz|i

E ⊆ V
�Hz|iln��|n�n�Éy~�x´z|x

U
xr���|i3zri��«z

E ⊆ U ⊆ V
����� ¯ �S�V�H���

x ∈ U
�S�H��� ¯ ��� (���' & xr�����yzr~����

ξt
� ¯ · >9£S¸�³�~±zri

ξ0(x) = x
�

>�Â
ξt(x) ∈ V, ∀t ≥ 0

�H���
¡yÂ
limt→∞ ξt(x) ∈ E

��Ï �¾ªl©<;Ê§
µ²��n9����n ¯ �����H�Ö��xrw`m8�yzr��zr~������±��w x´z|��}l��n?n9���l~��±~�}l�|~±��m x´n�z

E
�j�H�`w n9���l~���~±}l�|~��lm �A��~��Sz

y ∈ E
~�x

³�nM�HÁ`��wD�Sx´w`m8�yz|�Hzr~������±��wDx´z|��}l��n+~±�*zri�n��H}A�ÕÃSn+x´n9��x´nSÂ
µ	hjiln²�H}A�«Ã�n��yn�Ä��l~±z|~±�S��x����rn�����xr��Ã«�H��~�� ¯ ����~���ÃH�H�|~����Sz�xrn�z|x9Âjp��?zril~�x�³	�Õw���³�n²���H�À�yn�Ä��ln¼z|iln²x{z��«µ
}l~���~Æz{w�� ¯

Π(D)
Â

hjiln²�l���yµ¿�l�l~����ln��lnMxrx�� ¯ x´�S�±�lzr~�����x�zr�Dzri�n²�y~±¹]n��|n��Sz|~����~���������xr~±�S�À����xr�D��~�Ã�n9x��|~�x´n�zr�Dz{³����y~±¹An��|n���z
�l��zr~�����xj� ¯ ~±��x{z��H}l~��±~±z{w�Â
R*Ï�� . /Ü¨%/ Ó . +�� � ® �en9���l~��±~�}l�|~±��m
xrn�z

E
~�x � & ��	<	�� ���O(����a� 	 & ~ ¯ zriln9�rn¼n�Éy~�x{z�x��8�ln�~��Si�}A���l�|il�`�l�

V³�~±zri
E ⊆ V

��x´����i*zri��Hz ¯ �����H���½�ln9~±�Si�}A�����ril�y�y�lx
U
³�~Æz|i

E ⊆ U ⊆ V
�yzriln9�rn¼n�Éy~�x{z�xr��m8n

x ∈ U
�

xr��m8n
τ > 0

��x´���|i*zri��Hz ¯ �S� (���' & x´�S�±�lzr~����
ξt
� ¯ ·�>M£S¸@�l³�~±zri

ξ0(x) = x

ξτ (x) /∈ V.
R*Ï�� . /Ü¨%/ Ó . +Q+ � ® � n9���l~���~±}l�|~��lm x´n�z

E
~�x ���V(�� �a� 	 & ~ ¯ zriln9�rn�n�Éy~�x´z|x��?�ln9~±�Si�}A���l�|il�`�l�

V
³�~Æz|i

E ⊆ V
�lxr����i�zri��Hz ¯ �S���H���]�ln�~���i`}A���l�|il�`�y�lx

U
³�~±z|i

E ⊆ U ⊆ V
�`zriln9�rn�n�Éy~�x´z�x´�Sm8n

x ∈ U
�yxr��m8n

τ > 0
��xr����i�zri��«z ¯ ��� �`	
	 xr�����yz|~±�S��x

ξt
� ¯ ·�>9£�¸@�l³�~Æz|i

ξ0(x) = x

ξτ (x) /∈ V.
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��Ï �¾ªl©<;�� @�n�Ä��l~Æz|~�����x >9£3�H���#>a>�i��ÕÃ�n�}An9n�� ¯ �S�rm �l���«z|n9��x´�²zri��Hz � & ��	W	�� ���O(�������	 & ~�xjn9���l~�Ã«�H��n���z
z|� ���`� ( � �a� 	 & �%�H��� ���O(����a� 	 & ~�x�n9���l~�Ã«�H��n���z¼zr� � �J� � & ��	W	�� (�� �a� 	 & Â*��n�����n�~ ¯ �H�¾n9���l~��±~�}l�|~±��m0xrn�z
E
~�x�³�nM�HÁ`��wX�l��x´z|��}l��n��2~±z ¯ �S���±�«³�x+z|i��«z

E
~�x �l�Hz²x´z|��}l��n��2}l�yz²~±z m��ÕwZ}AnD³�nM�HÁ`��wZx´z|��}l�±nSÂ*p ¯ ���

nM�S��~±��~±}��r~��lm
x´n�z
E
~�x��l��x´z|��}l��n��l~Æz ¯ �S�±���Õ³�x

E
~�x��H��x´�8³�n9��Á���wD�l��x´z|��}l�±nSÂ

� ! �2���?=������ � &'�&���2���-���²$�+$2��� �v� � $2=���� ,D��� � �����

@�n�����l� &�� �J	 i��ÕÃ�n �yn�ÃSn������An9�e���y~�xr���rn�zrn��]�����H��~Æz��«z|~±Ã�n �ln9x|���|~±�yz|~±�S�e� ¯ zriln3�yw`���Hm8~���x�� ¯ zriln3�V�
xrwyx{z|n�m zri��Hz��l���yn9�r��~±nMx�z|iln¼�������±~±z|�Hzr~�Ã�n+x´~�m �l���«z|~±�S��� ¯ �Sn��ln�zr~����|n��S�l���Hzr�S�rw8�ln�z{³����|Áyx � ���º+� + £H¤��¿Âhjil~�x ¯ �S�rm �l���«z|~±�S��~±�`Ã�����Ã�n9xj�H����}�x´zr�����@z|~����D� ¯ z|iln+�yw`����m8~��9x�� ¯ z|iln¼x´wyx´zrn�m }�wDm3nM�H��x	� ¯ �3x{z��«z|n
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ẋ2 < 0
Â8uy~±m8~������r��w��½zriln3z|�|����x´~±zr~����

¯ �|��m
D2

z|�
D
~±� z|ilneuyh�º �H��� �J�|���A�Sxr~±zr~���� ¤�Â >�~�m3���±w

φ(D2)
�±~�n9x8xr��m8n�³�i�n��rn�~±� z|iln

i���� ¯ µ�xr������n��yn�Ä��lnM��}`w
{x ∈ R

2 | x2 > θq22 }
�`xr��n9Ã�n��|w3xr�����yzr~����

ξt = (x1(t), x2(t))
x´z|�H�rz|~±�l�

~��
D2

i���x
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z|���|n9����i

x2 = θq22
¯ �|��m

x2 = θq22 ± ε2
��xr~��l�

z|iln
ẋ2
nM�����«z|~±�S�Ê�]���������l���«zr~��l�

x1(t
±)
�½�����X�|il�y�Sxr~±�l�

ε1, ε2
x´�Dz|i��«z

(x1(t
±), x2(t

±)) ∈ V¯ �S�¼�H���%~��l~±zr~��H�V�������y~±zr~�����x�~±�
U
Âä¸ hji`��x ¯ ���¼xrm��H���%n9�l���l�Si

U
��H���Jxr�����yzr~�����x�x´z|���´z|~��l��~��

U���rn²�������|���Szrn9n9�?zr�*�|n9����i
D
·Ù~��XÄ��l~±zrn3zr~�m8n3}An9�9�H��xrn²� ¯�® xrxr�lm8�yzr~���� >Õ¸��H���À³�iln��Z~��

D
�

z|iln�w����rn+Á����Õ³���zr�D���S��Ã�n��|��n+��xrw`m3�lzr�Hz|~��9�H���±w�zr�
Φ(D)

�äº¼uy£�¡��¿Â
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D2

D7

D9

D1

D9

D7D1

D3D3

D8

UV

D2

D6

D4

D8

D4

D6

Φ(D)D

È ~����l�|n �
�
u`z|�«z|n�zr���H��xr~±zr~���� �����H�li ����� xrÁ�n�z��|i � ¯ �li���xrn��A���rzr���H~±z ¯ �S�3���Sx´n*¡e~�� zri�n��l�|�`� ¯ � ¯

hjiln9���|n�m
�yÂ?>�Â_q��l��w�z|�|����xr~Æz|~±�S��x ¯ �|��m
D′ ∈ R(D)

�H�|n+xril�Õ³��-Â

¡yÂ ® xrxr�lm8n+}A��zri
x1
�H���

x2
���rn¼x´³�~±z|��il~��l�8ÃH�H�|~���}l�±nMx��S�

D
ÂVhjiln9��z|iln��|n¼���rn ¯ ���l���rn9���l���«z|���rw

�y�Sm��H~���x�~��
R(D)

�����X³�n3i��MÃ�n²zriln�xr~Æz|���«z|~����Ìx´il�«³��Z~±� È ~������rn!�lÂ È �S��nM����iX�|n��S�l���«zr�S�rw
�y�Sm��H~��

D′ ∈ R(D) = {D1, D3, D7, D9}
��³�n �9�H�en�É`zrn9���*z|iln²�H�|���lm8n9�Sz|x���x´nM�?~��À���Sx´n >

��}A�ÕÃ�n�zr���yn9�y����n�zri��Hz
φ(Di)

·
i = 1, 3, 7, 9

¸���~�n�~��?�3xr�An9��~±Ä��+�������y���H��z9Â È �S�jn�Él�Hm8�l��n��`zriln
z|�|����x´~±zr~���� ¯ �r�Sm

D3
z|�

D
�H���Z�J�|���A��x´~±zr~����X¤�Â >3~�m3�l��~�n9x�zri��«z

φ(D3)
�±~�n9x+~±�Zz|iln������H�rzrn��rµ

xr������n3�yn�Ä��lnM�X}`w
{x ∈ Ω|x1 > θq11 , x2 < θq22 }

Â3hjil~�x+�����X}An�x´n9n��Ì�Sx ¯ �S�±���«³�x�Â²�Ên�z
D =

{x ∈ Ω | x1 = θq11 , x2 = θq22 }
�
D3 = {x ∈ Ω | θq1−11 < x1 < θq11 , θ

q2
2 < x2 < θq2+12 }

�
�����

D7 = {x ∈ Ω | θq11 < x1 < θq1+11 , θq2−12 < x2 < θq22 }
Â hjiln9�

D3
�H���

D7
�H�|n

�|n��S�l���Hzr�S�rw �y��m��H~���x���x3~��±����x´zr���«z|n9� ~�� È ~������rn ��Â°o	w i�w`�A�Hz|iln9xr~�x9�Vz|iln��|n*~�x��Xz|�|����x´~±zr~��S�
¯ �|��m

D3
zr�

D
~���z|iln uyh�º3��xr�3~±z ¯ �����±�«³�x ¯ �r�Sm �V�r�S�A�Sxr~Æz|~±�S��¤�Â?>�zri��«z

(d1 − d31)(φ
3
1 − d1) > 0, ∀d ∈ D,∀d3 ∈ D3,

·W¡H �¸
(d2 − d32)(φ

3
2 − d2) > 0, ∀d ∈ D,∀d3 ∈ D3,

·W¡«¤`¸
³�iln9�rn

φ3 = φ(D3)
ÂJuy~±����n

d2 < d32
�
∀d ∈ D, ∀d3 ∈ D3

�A·¶¡«¤�¸%~±m8�l��~±nMxJzri��HzVzriln ¯ �y�����l�A��~��Sz
φ(D3)

�±~�n9x�x´�Sm3n9³�iln��|n�~±��zriln+i��H� ¯ µ¿xr���S��n��yn�Ä��ln9��}�w
{x ∈ Ω | x2 < θq22 }

Â_u`~�m3~����H�|�±wS�yx´~�����n
d31 < d1

�
∀d ∈ D, ∀d3 ∈ D3

�½·¶¡H �¸V~�m8�l��~±nMx�zri��Hz	z|iln ¯ �l���H�]�A��~��Sz
φ(D3)

��~±nMxjx´�Sm3n9³�iln��|n�~±�
z|iln�i���� ¯ µ�xr������n��ln�Ä��lnM��}�w

{x ∈ Ω | x1 > θq11 }
ÂVhji���x9�Ê·W¡H �¸_�����Z·W¡«¤`¸Jz|���Sn�zri�n��	~�m3���±w�zri��«z

φ(D3) ∈ {x ∈ Ω | x1 > θq11 } ∩ {x ∈ Ω | x2 < θq22 },

�����¾n�Ã�n9�rwÌxr�����yz|~±�S�Ê�
ξt = (x1(t), x2(t))

�Jx{z��H�rzr~��l�e~��
D3

i��Sx¼z|iln��l�|���An��rz{w
ẋ1 > 0

�H���
ẋ2 < 0

ÂVh��Á`~±�l�3�3x´nM�@zr�S�
U3
~��
D3

z|i��«z�³�~±��� ¯ ���|m �����´zj� ¯ �²�ln�~���i`}A���l�|il�`�l�8� ¯
Φ(D)

�y���±�
xr�����yzr~�����x_x´z|���´z|~±����~��

U3
³�~����An�~±zriln9���|n9����i��S�ln�� ¯ zriln�xr³�~Æz��|i�~±�l�3�y��m���~±��x

D2
���
D6

�������
�y~��|n9�@z|�±w zr�

D
Â%hjiln�zr���H��xr~±zr~���� ¯ �r�Sm

D3
�H���

D1
zr�
D
~��3z|iln�uyh�ºt�rn9xr�l�±zV~±�Dx´��~��l~±�l�¼m8�y�ynMx

���±�S�l�
D2
�S³�~Æz|i ¯ �y�9�H��x´n�z

Φ(D2)
x´���|i3z|i��«z

Φ(D2) ⊆ {x ∈ Ω | x1 > θq11 }
ÂJhjil~�xV~�xJ}AnM���H��xrn

Φ(D2)
~�x+�yn�Ä��ln9�X��xr~��l�*�����S��Ã�n�ÉÀ����m }�~±���Hzr~����X� ¯

φ(D1)
�H���

φ(D3)
�½}A�Hz|iX� ¯ ³�il~��|iZ��~±n

~��Zz|iln��|n���~����
Φ(D2) ⊆ {x ∈ Ω | x1 > θq11 }

�iln�����n
Φ(D2)

³�~��±�_�H��xr�*�±~�n�~±�Ìzril~�x¼�|n���~����-Â
p¿z ¯ �S�±���«³�x�zri��Hz xr�����yzr~�����x�x{z��H�rzr~��l�?~±�

U3
z|i��«z��|n9�S�|i

D2
³�~����_x´��~��ynD�H�����l�

D2
�l��zr~��Vzriln9w

�|n9�S�|i
D
Â*u`~�m3~����H�|�±wS�xr�����yzr~�����x�x{z��H�rzr~��l�?~��

U3
z|i��«z �rn9�S�|i

D6
³�~��±��x´��~��ynD�H�����l�

D6
�l�Sz|~±�

z|iln�wD�rnM����i
D
Â ® �����±�S������x_�rn9��~�����x��9�H��}An+������x´zr�|���@z|n9�D~���zriln���zriln9�	�|n��������Hzr�S�rw8�y��m��H~���x9�

ÚÚ
ß`cOd�e�d�e
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{D1, D7, D9}
Â È �|��m zri�n9xrnjx´n9��zr�S�|x9�

{U1, U3, U7, U9}
�H~±�²zriln��y��m��H~���x

{D1, D3, D7, D9}
�

³�n��9�H�e������x{z|�r����z��8�ln�~��Si�}A���l�|il�`�l�
U
� ¯
Φ(D)

Â	º�~±Ã�n9�e�H��w���n�~���i�}A�S�l�|il�`�y�
V
� ¯
Φ(D)

�
³�n?����� ���S��x{z|�r���@z8xr���|i°�X�ln9~±�Si�}A�����ril�y�y�

U ⊂ V
Â È �r�Sm �-n�m8m��Ì¡yÂ?>��Jzriln?m3�S�l�Hz|���l~��

������Ã�n9�r�Sn�����n�� ¯ xr�����yz|~±�S��x m8n9�H��x�z|i��«z8���±�jxr�����yzr~�����x²x{z��H�rzr~��l�X~±� �Zx´m��H���	n��l�S�l��i
U
³�~±���

�|n�m��H~��?~��
V
Â�hjiln ��}A�ÕÃ�n¼�|n9�Sx´�S�l~��l��x´i��Õ³�x�zri��Hz��H���ÊzrilnMx´n²xr�����yzr~�����x�n�Ã�n9�Sz|���H���±w?���S��Ã�n��|��n

z|�
D
������iln9����n+zr�

Φ(D)
Â

hjil~�x�����m8�l��n�z|n9x	z|iln¼�l�|�`� ¯ � ¯ hjiln��S�rn9m
�yÂ?>�Â
¤

��Ï �¾ªl©<;�� hjiln¼�l�r�y� ¯ � ¯ hjiln9���|n�m
�yÂ?>+~�x�nMxrxrn��Sz|~��H���±w����?�H�l���±~����Hzr~����*� ¯ �V�r�S�A�Sxr~Æz|~±�S��¤�Â?>�·Ù�l���ln��
® xrxr�lm8�yzr~���� >M¸������e�Ên�m8m���¡yÂ?>�Â	ËÌn ��xrn �J�|���A�Sxr~±zr~����?¤�Â?>+zr���ln9�y����n�� ¯ �|��m
zriln n�Éy~�x{z|n�����n�� ¯ �
z|�|����x´~±zr~����-��zriln+�|n����«z|~±Ã�n��A�Sxr~Æz|~±�S��� ¯ zriln ¯ �y�9�H�]�A�S~±��z|x ¯ ���jn9�S�|i

D′ ∈ R(D)
�l������x´zr�|���@z��3xr�l~±z|��}l�±n

�ln9~±�Si�}A�����ril�y�y�e�H�|���l���
Φ(D)

�����?z|iln��Ì�H�l���±we�-n�m8m���¡lÂ >S�A���Àzriln3m8���l��zr�S�ln²���S��Ã�n��|��n9����n�� ¯
xr�����yzr~�����x ~±�

D′
z|�Õ³	���|��x

Φ(D′)
�%z|�Z�l�r�«Ã�nDzri��Hz

Φ(D)
~�x3��xrw`m3�lzr�Hz|~��9�H���±w¾x´z|��}l�±n*���9���S�|�y~��l�ezr�

@�n�Ä��l~±z|~±�S� ��Â ® xrxr�lm8�yz|~±�S�L>�n���x´�l�|n9x zri��Hz8�H���jx´�S�±�lzr~�����x²x´z|���´z|~±���X~±� z|iln��ln9~±�Si�}A�S�l�ril�y�y�¾³�~±���
�|n9�S�|i

D
~±�*Ä��l~±zrn+z|~±m8nS���H����~�x���xrn9��~�m8�l�±~���~±zr��w�³�iln��e�J�|���A�Sxr~±zr~�����¤�Â?>�~�x����l�l��~±nM�½Â

o	n����«³ ³�nDx{z��«z|n��H���Ì�l�r�«Ã�n²z|iln���n9�ln����H�%�|n9xr�l�±z¼~��
R
n
¯ ���

p
xr³�~Æz��|il~��l�eÃ«�H�|~��H}l��n9x9Â3ËZn��S~±Ã�n3z|iln

m��H~��*��~±��n9x��yz|iln��yn�z��H~���x�}An�~��l��xr~±m8~������	z|�3z|iln+z�³	���y~�m3n9��xr~±�S���H�Ê�9��xrn�Â
� P Ï`Ó © Ï � X�� 1���� ( (�� ' &

Ω ⊂ R
n
� �\&��

D ∈ Ds

� &T� (�� �
� � &a�
� � $a��' �J�
� ��� �`� $'&��
p > 1� �J�O� �J�
�Q�
� � � ( �
� � ��	?�J� & �����
	��������
� ' (�&��

Φ(D)
��&��J� ( �`��� (�� &�( � ( (�� ' %Q����J� � � � � � �`� �J	4	

D′ ∈
R(D) �

��&8&�� & � ( � �� �J�V(��
����J� � � ��'
D′

� �
D
�
�#��&8& (����`��& �� �J�O( �
����J� � � ��%�&

�
��&8&��

Φ(D)
� ( � & ��	<	 �

�J( ��' %Q� �J���� �`	
	�� (����a� 	 & �`��$
Π(D)

� ( �J(���'�%����`����� �J	
	 � (�������	?& �

2 © ÓÊÓQ5 
® x|x´�lm8n ³�~±zril�S�yz�����xrx�� ¯ �Sn��ln9�|���±~±z{wDz|i��«z

x1, . . . , xp
�H�|n+z|iln3x´³�~±z|��il~��l��Ã«�H�|~��H}l��n9x��S�

D
�H���

xp+1, . . . , xn
�H�|n��l�S�yµ¿xr³�~±z|��il~±����Â ® x|xr�lm8n�zri�n��*zri��Hz

D
~�x��yn�Ä��ln9�*}`w

D = {x ∈ Ω | x1 = θq11 , . . . , xp = θqp

p , θ
qp+1

p+1 < xp+1 < θ
qp+1+1
p+1 , . . . , θqn

n < xn < θqn+1
n }.

·¶¡��S¸

�-n�z
D′ ∈ R(D)

}AnD�*�����Sz|~±�S�l����x+�rn9���l���«z|���rwe�l��m��H~��ÊÂ8�Ên�z
i ∈ {1, . . . , p}

~����yn�ÉÌ�H�¾�H�|}l~±zr���H�|w
Ã«���r~���}l�±n¼zri��«z�~�x�xr³�~Æz��|i�~±�l��~±�

D
}l�lz��l��z�~��

D′
·Fxr~�����n

D′
~�x��D�|n��S�l���«zr�S�rw*�y��m��H~���¸�Â È �|��m
z|iln

i`w��A��zrilnMx´nMx	� ¯ zriln+zriln9���|n�m?�`zri�n��|n+n�Éy~�x´z�x�� z|�|����xr~Æz|~±�S� ¯ �r�Sm
D′
z|�

D
Â_u`~�����n

D′
~�x��3�rn9���l���«z|���rw

�y�Sm��H~��Ê�y³�n¼Á����Õ³
p = order(D) > order(D′) = 0,

·¶¡`_�¸
�����?zri��Hz

Φ(D′) 6= {}
Â�p�� ¯ �S�@z9�½xr~±����n

D′ ∈ Dr

�]³�n3���H�À³��|~±zrn
Φ(D′) = {φ(D′)}

Â���n�����n ¯ �|��m
�J�|���A��x´~±zr~����*¤�Â?>+���*zr���H��x´~±zr~�����x9�l�����*�l���yn�� ® x|x´�lm8�yz|~����T>�� ¯ �S��n9����i

i
³�~±zri

xi
x´³�~±z��|il~��l��~±�

D
�

³�n¼i��ÕÃ�n
(di − d′i)(φ

′
i − di) > 0, ∀d′ ∈ D′, ∀d ∈ D,

·¶¡aB�¸
³�iln9�rn

φ′ = φ(D′)
ÂV��n�����n+n9~Æz|iln���³�n+i��MÃ�n

0 ≤ d′i < di < φ′i, ∀d
′ ∈ D′, ∀d ∈ D,

·¶¡���¸
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³�il~���i*m8n9����x
φ(D′)

��~±nMx�xr��m8n�³�i�n��|n�~±�*zriln¼�|n��S~±�S�
{x ∈ Ω | xi > θqi

i }
�l�S�j³�n¼i��ÕÃ�n

0 ≤ φ′i < di < d′i, ∀d
′ ∈ D′, ∀d ∈ D,

·¶¡`C�¸
³�il~���iÖm8n9�H��x

Φ(D′)
�±~�n9x�x´�Sm3n9³�iln��|n?~±�°z|ilnÀ�rn9��~����

{x ∈ Ω | xi < θqi

i }
Â7p ¯ nM�S���«zr~���� ·W¡���¸

~�x zr�|�ln ¯ �S�3xr��m8n
D′ ∈ R(D)

�%z|iln�� n9Ã�n��|w¾x´�S�±�yz|~±�S�
ξt = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))

x{z��H�rzr~��l�À~��
D′
i���x�z|iln��l�|���An��rz{w

ẋi > 0
~��

D′
Â�u`~�m3~����H�|�±wS�ÊnM�����«z|~±�S�°·¶¡`CS¸�m3nM�H��x�z|i��«z ¯ �S�¼n�Ã�n9�rwXxr�����yzr~����

ξt = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))
x´z|���´z|~±���3~±�

D′
�l³�n+i��ÕÃ�n�z|iln¼�l�r�S�An��rz�w

ẋi < 0
~��
D′
ÂVhjil~�xj~�x	z|�r��n

¯ �S���H�`w
i
³�~Æz|i

xi
xr³�~Æz��|i�~±�l�e~±�

D′
�-zri`��x ¯ �S���H���Vxr³�~±z|��il~±���?Ã«���r~��H}l��n9x

x1, . . . , xp
ÂDp��¾�S�l�y~±zr~����Ê�

�SxDx´n9n��Ö~��Åhjiln9���|n�m;�lÂ >S�j�9��xrnT>S�j³�nX���H�Å�H��³	�Mwyx�}A���l���°z|ilnÀ�l�S�yµ¿xr³�~±z|��il~��l� ����m8�A�S�ln��Sz�x�� ¯
z|iln3xr�����yz|~±�S��x�}�we}A�������lx�� ¯ �����yn9�

e−γjt
³¼Â �9Â z9Â�zr~�m8n�� ¯ ����n9�S�|iX� ¯ zriln3�l�S�yµ¿xr³�~±z|��il~±����Ã«�H�|~��H}l��n9x

xp+1, . . . , xn
Â È �r�Sm��-n�m8m�� ¡yÂ?>��Hz|iln�x´�S�±�yz|~±�S��x

ξi
~��
D′ ∈ Dr

������Ã�n9�r�Snjm8���l��zr�S�l~��9�H���±w�z|�Õ³	���|��x
φ(D′)

Â%��n�����n��S�S~±Ã�n9���H��w²�ln�~���i`}A���l�|il�`�y�
V
� ¯
Φ(D)

�S³�n����H�8}A�S�l���3zriln�xr�����yz|~±�S��xJ}�w3��il�`�Sxr~��l�
���l�Hz|iln����ln�~���i`}A���l�|il�`�y�

U
������z|��~±�l~��l�

Φ(D)
��³�~Æz|i

U
x´m��H����n9�l���l�Si"xr����iÖzri��«z
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