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z{j	m���m]��v	wyxh�n�\��s � Â��³½�ÁAÄ����«��;?55;��·µlÈû~ È/su��v	�{mH� ¯ »[m��{m�	�{m]��m~Sz�m � z{j	mH��|\w}v�z{s}|\~°�\s}©\m~a´t�c|�v	�
x�w}�\|��{s®z{j	l su~�z�j	m��x���m(»�j	m]��m:½�¾ CTF�H F�� ¯ ½�ÁOCºF�H F%; � ��xh~ � ��C ; H ��µ�q�s}~��m 4 � E� su�³x#�	�{|h��m]��z�|\�
|\~cx���v	´���mlns}ln| � v	wum7|�¨�z�j	m [ ¯	� 
 §·��mlnsul�| � v�w}m |�¨�� Æ � §û��mlnsu�|�~��]xL©�m�¨¸v	~���z�su|�~�� ¯ xh~ � ��su~���m7z�j	m
��|�wuv�z{s}|\~7sy�2~	|hz�� Æ� §·��mlnsy��|�~Y�xL©�m³¨¸|���xh~t� � ¯ z�j	m(m]���{|���|h¨/�	��|���m]��z�su|�~ � 4 � E� Â � � Ä�� � � ��� � |SmC�2~	|hz
�|�~t©�m]���\m�z{|�²]m�{|n»�j	m~�½�ÁH��|tm]�[z{|#²m�{| ¯ »�j	sy��j�m����	wyxhsu~���z�j�m(lnx���~	s}z�v � m�|h¨/z�j	m(m]���{|��Cµ
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Approximated solution 

Exact solution 

.

−10

−22

−30

−14

2

−6

10

0 10

È/s}�\v	�{m��?*3��x&�t§·�	w}vY��xh�	�	�{|L��s}l#xhz�su|�~7|�¨/x�wus}~	mCxh��ÔSv�x � �{xhz�sy����|�~Sz{��|\wA����|\´	w}m]l2=¸ÉÊ��x�ln�	w}m�¨:>

Exact solution 

Approximated solution 

.

0
−1.0

−0.5

0.0

−1.0 1.0

È�su��v���m*��*Ê� ´Yx � ��j	|�sy��m�|h¨�z�mC��z�¨¸v	~Y�,z�su|�~Y�2¨¸|��2z{j	m � sy��z�xh~��m����|\´	w}m]l2=¸ÉÊ��x�ln�	w}m#�C�?>

Ø�Ø áWË�ñCï7Ì,ô



�]o � �W_d�i�W� �k�Ç���^�i�W�����k����	%"��W���
	¼�W��V��_d�I�^�k&����d��� r ���"�$W��
i�|���|�wu©�m(z{j	sy�¦����|\´	w}m]l ¯ s}z���v�� ��mC��z{|7�{m�	wyx��m*z�j�m*z�mC��z¨¸v	~���z�su|�~�� �54:´t��z{j	m �9s}�Y����j	s}z�²:¬�~	s}z�m

m]w}m]lnm~Sz{��»�s}z�j8��|\~���z{xh~Sz ( H ; ¯ �m~Sz�m]��m � xhz�z�j	m#�A|�su~Sz{��|h¨�z�j�m#��m]��v	wyxh����{s � Â��½�ÁAÄ �v����;�55;��Dµ
i2j�su�nsy�ns}wuwuv���z{�{xhz�m � su~ È/su��v	�{m��Vsu~°z�j	mH�x\��m�»�j	m]��mH½�¾ÃC2F�H F � ¯ ½�ÁTCÉF�H F ; � � ¯ ��C); H �Vxh~ �
( C ; H ;�µ

Exact solution

Approximated solution

0

−1.0

−0.5

 0.0

−1.0 1.0
.

È�su��v���m��%*Ê� �\|S| � ��j	|�sy��m|h¨/z�mC��z�¨¸v�~��,z{s}|\~��2¨¸|��2z{j	m � sy��z�xh~��m��	��|\´	wuml2= É3�	xhln�	wum#�]�?>
i2j	m(~�m��tz�z�»[|�m��	x�l���w}mC��xh�{msu~����	su��m � ´t�#z{j	|\��m(�	�{|��A|\��m � ´t�7�cµ�È�x�wu�|�~	m�su~�¦ © Ä���¨t��ª·µ�� ¢�� * $ Ì  ' �0�¥ m��|�~���s � m�;z{j	m��x\��m�»�j	m�{mI<�C ; ¯ � �EF ¯ JC �«��;?55;�� ¯ N C � F%5 ;�� ¯ 1 Â¸Á�5764Ä�C Áx�~ � D;Â¸ÁG5`6fÄ�CÀ��Á�6/µ/i2j�m�|\��z�sul#xhw	��j	|\su��m�su�/z{|¦z�xh«\mj6 G CEF¦»�j�m~	m]©�m�;ÁOf�F�xh~ � z�|�ln|&©�m�|�~�z�j	m

�{su��jSz³»�s}z�jWl#xh�tsul:v�l ���Amm � =#6 G C ;'>�»�j	m~�m©�m]�³Á-REF�µ¦È�|���xhwuw�¾�Hl� F%5`<M� ¯ z�j	m�©&xhwuv	m*¨¸v	~Y�,z�su|�~
sy��*

� Â ÁG5�¾�Ä!C�� Á�¾ s}¨;ÁOflF
Á�Â ;M���\Å � Ä�|�z�j	m]��»�sy��m�µ

¥ m#��j	|t|\��m�ÔSv�x � �{xhz�sy�(¬�~�s®z{m�m]w}m]lnm~Sz{� � * |h¨ Ò m]�{��sux�~ Æ � xh~ � �dsu���{��j	s}z�²�¬�~	s}z�mnmwumlnm~Sz�� �54�»�s}z�j
�|�~���z{x�~Sz ( H ;�µ ¥ m��{m�	�{m]��m~Sz{m � su~�È/su��v	�{mo:z{j	m��|�wuv�z{s}|\~7��su©�m]~7´t�#|�v���x�w}�\|��{s®z{j	l s}~�z�j	m(�]x���m
»�j�m�{m�<UC ; ¯ ½�¾�CEF�H F�� ¯ ½:Á+C�F�H F � ¯ ( C�; H ��xh~ � �¼C�; H  �µ�� ¢�� * $ Ì  � 0 ¥ mV�|�~���s � m�7z�j	mº�x\��m�»�j�m�{m�<{C ; ¯ � �{F ¯ J C¥����;�55;�� ¯ N C¥����;�55;�� ¯
1 Â ÁG5`6fÄpC�� ��Â ;�� J Á J Änx�~ � D;Â ÁG5764ÄÃC6/Â ;�� J Á J Ä�µÀi2j	m�|���z{s}l#xhw���j	|\su��m�su��z{|Wz�xh«�m+6 G C���;
»�j�m~	m]©�m�2ÁKflF#xh~ � 6 G C ;(»�j	m]~	m©\m�2Á��lF	µÊÈ	|\��xhwuw4¾ H|� F%57<¼� ¯ z{j	m(©&xhwuv	m¨¸v	~��,z{s}|\~�su��*

� Â¸Á�5�¾�Ä!CÀ� ��Â ;M� J Á J Ä�Â ;¼��� Å � Ä
¥ m#��j	|t|\��m�ÔSv�x � �{xhz�sy�(¬�~�s®z{m�m]w}m]lnm~Sz{� �+*�|h¨ Ò m]�{��sux�~ Æ � xh~ � �dsu���{��j	s}z�²�¬�~	s}z�mnmwumlnm~Sz�� � 4 »�s}z�j
�|�~���z{x�~Sz ( µ ¥ m7�{m�	�{m]��m~Sz{m � su~¹È/s}�\v	�{m���z{j	m���|\w}v�z{s}|\~c��su©�m]~c´t�º|�v	�nxhwu��|\��s}z�j	l su~cz�j�m��]x���m
»�j�m�{m�<UC ; ¯ ½�¾�CEF�H F�� ¯ ½:Á+C�F�H F � ¯ ( C ��x�~ � �¼C ; H ;�µ
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Exact solution

Approximated solution

−0.7

 0.1

1.1

−1.0 0 1.0

.

È/s}�\v	�{mo *��Êxhwuv	m¨¸v	~���z�su|�~Hxh~ � s}z{��l#xh�S§·�	wuv��2xh�	����|L��sulnxhz�su|�~�=¸É3�	xhln�	wum#���b>

Exact solution

Approximated solution

−2.0

−1.0

  0.0

1.0−1.0 0

.

È/s}�\v	�{m(�%*��Êxhwuv	m¨¸v	~���z�su|�~Hxh~ � s}z{��l#xh�S§·�	wuv��2xh�	����|L��sulnxhz�su|�~�=¸É3�	xhln�	wum#�C�?>

Ø�Ø áWË�ñCï7Ì,ô



�C� � �W_d�i�W� �k�Ç���^�i�W�����k����	%"��W���
	¼�W��V��_d�I�^�k&����d��� r ���"�$W��
� ��$&�2';����5����

¦ © x��]�	��ª � µ © x��]xhm]�]µ�Ä�x�~c|�~�m v���m��{��suwux�´ � ��l#x&�t§·�	w}vY�(z�|t|\w}´A|L�ºz�|V��|�wu©�m7msu«�|�~YxhwOmCÔSv�x&z{s}|\~��µÈû~ � _`$'YV�Z�V&^���:s^�p$7����"�� 8�$W_&�W�7"�$Z	E$W� � ����� � �������� s?���_Z�b� ����!���� �9������� �
	 ¯ �Ê�{x�j�x ¯
�h�\�	�\µSÉOwu��m©tsum�Cµ

¦ © x��]�\�bª � µ © x\�xhm]�]µ � ��_d�8�_ �V�W�4�i$W�����d����s^�������_`���Ç�����#"��V$W_d�i���4	%�VY��8_Z�W���X�z��� �
	k���� µ/�Êjdµ � µtz{j	m]��sy� ¯��~�s}©\m����s}z"���3xh�{su� ��È ¯ �h�\�\�	µ
¦ © xh�V¨ho�ª ª�µ © xh�{w}mC�µ � $W����4�i$W���+&?�Oa'� ��YV$W�V��� ��&?�d� ������^�8�i$^�%�O&�� ¤ �W�������o$^�������YV$ ��� µÀqt�	�{s}~���m�

�3m�{wyxh� ¯ �'¨�¨�o�µ
¦ © Ä���¨t�'ª �8µ © xh� � s[x�~ � È,µQÄ�x��	v	²]²|h§ �¦|�wy��m�z�z{x�µ�� 	��8�����W�MYV$W� �8_`$^�j�^�k&na�� ��YV$b�d���4y���$^����8�i$^�%��$7�¤ �^�z���«�o$^�������YV$ �����������������W�v������W�4�i$W�%� µ © su��«tj�x�����m]� ¯ �'¨�¨S��µ
¦ © ÄMÅÇÆ�¨\�WªÈ�µ © x���mwuw}s ¯ ª�µ Ä[|\j	m~ ¯ ª�µÊÓ�µ Å¦wy� � m� ¯ xh~ � Ó�§D�;µ Æ¦v�x � �{xhz]µ �kyW�kYV"�_`$^����e'�W�4�i$W�º�^�k&�������Z�^_d���8y C �^�E�W� s:���_`�p��$W_K&W� ��Y�_`��������aW��� �i���Vyb�d�����z� µ¹Ó\|�j	~ ¥ s}wum��� qt|�~Y� ¯ � m»2§

�Ê|��{« ¯ ��¨?¨\��µ
¦ © s}���S�bª ª�µ © su��«tj	| �/µ!r �W�4�8�iYV� � "��V$W_dy ¯ ©\|�wuv	lnm*����µ3�³l�m]��sy�x�~��Wx&z�j�ml#x&z{su�]xhw9qt|���sum�z�� ¯ ��¨\�S�tµ
¦ © Ót���bª i�µ4qfµ © wu�\z{jWxh~ � �8µAÈ�µfÓ\x�~	|&»�s}z�²�µ�� �d�d�i&W��^�8�i$^�|��"��Z$^_dy µ��;m�{�\x�l�|\~��Ê��mC��� ¯ Å³�t¨¸|\� �4¯

��¨t�h�	µ-Èû~\z{m�{~�x&z{s}|\~�xhw�qtm]��sum]��|�¨¦�H|�~�|�����xh��j��:su~a�Êv	�{m�x�~ � �³�	�	wus}m � �Wx&z�j�ml#x&z{su�]� ¯
�3|�wDµd�C�\��µ

¦�Ä2ª*�W¨^ª �(µ �*µ!Ä[v	~	su~	�\j�xhlnm�§�ª�{mm~9µ � ��� ����������� s:� ��_`� µ � v�l:´Am���]����s}~ �9m]��z�v	�{m ~	|�z�m]��su~
ÉO�|�~	|\l�sy���x�~ � ��x&z{j	ml#xhz�sy�xhw9q��t��z�m]l#�µ�qt����su~	��m]� �3m�{wux�� ¯ ��¨t�W¨�µ

¦�Ä2ª�Æ�¨��^ª ª�µ�Ä[|�j	m]~ ¯ q4µ;ª�x�v	´Ym]��z ¯ xh~ � Ó�§D�;µ�Æ¦v�x � ��x&zCµ ® m]��~�mwy� ¯ s}l#x���m]�:xh~ � �	�{|h��mC�,z{s}|\~��(su~
� su|�s � �]µ�Èû~ � _Z$�YV�V�V&W���:s^�z$A��8 ��� #0��� ��� ¯ É � su~S´�v	���\j ¯ � ®n¯ ��¨?¨��	µ:ÈûÉÊÉ�µ

¦�Ä2ª�Æ�ho�ª ª�µ�Ä[|�j	m]~ ¯ qfµ/ª�x�v	´Ym]��z ¯ xh~ � Ó�§D�;µ�Æ¦v�x � ��x&zCµ �³v�x�w}s}z��ºxh~ � ��m��x��{xhz�su|�~±z�j�m|��{ml su~
s � mln�A|hz�m]~Sz³��m]l�suln| � v	wum]�]µ r ���k�V�^_���� s?���_`�Ã�^�k&�� 	�	�� 2 ¯ �t�W¨%* ��¨S�! toS��� ¯ �h�\�hoYµ

¦ �Ó �QÄ2�h�Wª��8µ �¦v	´	�{msuw®§ûÓSx���|�z�su~ ¯ �Êµ �9m]��s}m]v	� ¯ x�~ � �(µ?Ä[�{|�sy��|hz]µ � "��V$W_d�i� &?�d�I�8_Z��������� �Ê&?�d�I�d�8_d�Y��4�_`�d��W� s ���_d� ������z$W_`&?$W��� �V�d�����I&������4_`��������� �Ês �V$^�G���8_d� ������ µÊª�x�v�z�j	sum��§ �³suw}wyxh��� ¯ �3xh�{sy� ¯ ��¨S�h��µ
¦ È�x�w
§t�'ª �8µAÈ�xhwy��|\~	m�µ�� ~tv	lnm�{su�]xhw9x��	�	�{|\x���j7z�|#z{j	m*su~�¬�~	s}z�m:j	|��{s}²]|�~��	�{|�´	wuml)|h¨ � m�z{m�{l�su~�§

sy��z{su�(�|�~Sz��{|�wfz{j	m|\���\µ � 	�	�� 2 � �W�#")2 � 	k�4����2 ¯ �L�%=��'>d*u�" f�]� ¯ �'¨�§t�tµ!Ä[|��{��su��m]~ � x:s}~ �j	�	k� 2
� �W�#")2 � 	��8��� 2 ¯ �h��* �	�]�# ����]o ¯ ��¨�¨���µ

¦ È;�����^ª ¥ µ Ò µ³È/w}m]l�su~	�Çx�~ �¶¥ µ¦�8µ³���ÉÊ~	m]x�~	m�\µ �6lnxh�t§D�	wuv���§D´Yx���m � x�w}�\|��{s®z{j	l�¨¸|���x
Ò x�lns}w}z�|\~�§·ÓSx��|�´	s}§ © m]w}wul#xh~�m]ÔSv�xhz�su|�~H|h¨3~	|\~	wus}~	mCxh�³¬�w®z{m�{s}~���µ �$�Z� � �2���$W� �8_Z$W� � 	���4����2 ¯ �?§�=Ã�?>d* ��§\�% ��t�]� ¯ ��������µ

¦ È3q�¨��^ª ¥ µ Ò µ[È/wumlns}~��cxh~ � Ò µ��8µ[qt|\~	m�Cµ ��$W� �8_Z$W�����V& � �^_&��$^aS	k_`$'YV�d�V�����K�^�k&va�� ��YV$b�d���4y��$W����4�i$W��� µOqt�	�{s}~	�\m� �3m]��wyxh� ¯ � m»2§&�Ê|��{« ¯ ��¨�¨\�	µ
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¦âª�������ª �8µ�ª|\~ � ��xh~�x�~ � �cµ	�Hs}~�|�v��4µ 	j_Z�Z	%"��d� � � �i$��i&?�d�z�������������7�W� �k�V�W�� µ;i2ÉjÄ�� � ÅÇÄ ¯
�3xh�{su� ¯ �h�\�	�\µ

¦ ® �K§?§Wª �:µ � µ ® |\w}|\«�|�w}z{��|&©�x�~ � ��µt�/µ	�Wx���w}|&©fµdi2j	mXÄ�xhvY��jS���	�{|�´	wuml ¨¸|\�Oz{j	m�j	|�ln|\��m~�m|�vY�© mwuw}l#x�~�mCÔ\vYx&z�su|�~9µ ��$Wa'�i��� � �W�#")2 � $�W� 2 ¯ ����=D��>�* �S�h�% ����\� ¯ �'¨�§?§	µ
¦ ® �K¨t�'ª �:µ � µ ® |\w}|\«�|\w®z���|&©axh~ � �:µ��;µ���x\��wu|&©fµ ��&����Ê	%$^�o�����Ã�^�k�W�«yb�V� �v�W��&��Z	?	k���iYV�W�4�i$W��� µ® wuvS»�m�����]x � µ	�Ov	´	wusu��j	m� ¯ ��¨?¨S��µ
¦ �9x�«����Wª �*µ �9x�«tj	|�v�x�µ � ����$W����4�i$W�|���� ��_d� �����&���	k_`$ ��� �����d��&���YV$W�����^�k&?��$Z	k�4�����W����& ���o��_d�������� �d�o�����I�^� s
���_`�������?�
	����� µÊ��xh�	�A|���z � m2�¦ÉO� ¯ �³~	su©�m����s®z���3x���sy� �ÊÈ ¯ �����\�	µ
¦ �dsu|?§S�bª �3§ �Êµ �9s}|\~��]µ 	¼���k��_`�W�«� ���V&p��$W����4�i$W����$7� ¤ �^�z���«�o$^�������YV$ ���!������^�8�i$^�%� µ3�Ês}z�l#xh~ ¯ ��¨?§\�	µ
¦ �9�Vq��	��ª ª�µ �Oµ �ds}z�©tsu~	|&© ¯ �:µ��/µA��x���wu|&© ¯ x�~ � ª�µ © µAqtj��	s}²\µ�È � m]l��A|hz{m~Sz�¨¸v	~Y�,z�su|�~Yxhw9x�~�xhwu����sy��*

xh~Hx�w}�\m´	��xhsy�³x��	�	�{|\x���j9µ � �W�#")2��X$W����� ¯ ��¨�=D��>�* �?¨��% ��h��¨ ¯ �����	�\µ
¦ ��x\���h�Wª �:µ �;µ���x\��wu|&©fµ�� ���#"%$'&���� � 	���_`�W��$W_d�i��������� µ3�Hsu� ¯ �H|\�{��|\v ¯ �'¨S�h�	µ9È���m]~���j�i��{x�~���wÃµf��¨?§S��µ
¦ ���ÉO���^ª ¥ µ4�8µf����ÉÊ~�m]xh~�m��µ Ä[|�~t©�m]���\m~��m�x�~ � m]���{|��³x�~�xhwu����sy�2¨¸|\�x �Wx&�t§D�Ow}v��¦��wu��|\��s}z�j	l�µÈû~ � _`$'Y 2����^�#" � � � ¯ ��xh�\m]���\��¨ho  A�\��¨�¨�µ^ÈûÉÊÉÊÉ ¯ �h�\����µ
¦ ���ÉO�	��ª ¥ µY�cµY���ÉÊ~	m]x�~	m�\µ[ÉO���{|��³�³~�xhwu����sy�2¨¸|\�³x#��x&�t§·�Êwuv�����wu��|\��s}z�j�l ¨¸|��x#È/s}����z�§AÅ¦� � m]�
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