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Extraction in the CIC

Abstract: We present here a mthoed allowing to extract, from any term of the CCI (of any
sort, a program in ocaml which is accepted by ocaml and with an efficient evaluation.

Key-words: type theory, extraction, Coq, ocaml
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1 Introduction

L’extraction [5] dans le systéme Coq [2] est un procédé automatique qui permet de trans-
former certains termes du calcul des constructions inductives (CCI) en un programme ocaml
[3]. En gros, pour extraire d’un terme un programme ocaml, on efface les sous-termes lo-
giques (ceux qui sont dans la sorte Prop), on garde ceux de la sorte Set (ceux qui ont un
contenu constructif), on oublie les dépendances de valeurs dans les types, les types inductifs
deviennent des types concrets de ocaml, les abstractions, les applications et les définitions
récursives sont gardées telles quelles. Le code ocaml obtenu est alors trés proche du terme
Coq dont il provient, surtout si ce dernier ne comporte pas de sous-termes logiques (i.e. des
preuves).

Malheureusement, ’extraction telle qu’elle est définie dans Coq ne permet pas de traiter
la sorte Type. Elle peut aussi échouer sur des termes de la sorte Set, les termes ocaml obtenus
n’étant pas typables dans le systéme de type de ocaml.

On présente ici une méthode permettant d’extraire de n’importe quel terme du CCI
(toutes sortes confondues) un programme ocaml acceptable par ocaml, et dont ’évaluation
est efficace. Elle est basée sur trois idées:

— La premiére idée est de ne pas traduire les types du CCI vers des types ocaml, mais
vers des termes ocaml. En effet, dans Coq, les types sont des objets du premier ordre,
il est donc nécessaire de les traduire vers des objets similaires de ocaml.

— La deuxiéme idée est de s’affranchir des types et du typage de ocaml en utilisant au
besoin la fonction Obj.magic qui permet de rendre un objet acceptable par n’importe
quelle fonction, ou, de maniére équivalente, de lui associer le type que ’on veut.

— La troisiéme idée, proposée par Christine Paulin (réunion CFC de juin 98): tous les
termes de la sorte Prop sont identifiés & une unique et nouvelle constante.

Le terme obtenu est alors évaluable par ocaml en un terme qui est celui qui aurait été

extrait de sa forme normale en Cogq.

La suite de cet article est organisée ainsi:

— on commence par présenter une méthode de traduction des termes du CCI dans une
structure de termes intermédiaire, qu’on illustre par un exemple simple.

— On montre ensuite comment les termes de cette structure intermédiaire se traduisent
naturellement en programmes ocaml, avec de nouveau un exemple.

— Puis on décrit une implémentation en Coq de la méthode d’extraction compléte, qu’on
teste sur deux exemples, un simple, et un autre ot I’extraction standard de Coq échoue.

— Enfin on conclue, et on mentionne quelques extensions et applications possibles du
travail présenté, par exemple & la compilation des termes du CCI ou & leur évaluation
rapide.
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4 Pottier

2 Extraction "abstraite"

2.1 Structure intermédiaire

Les termes du CCI sont traduits dans une structure de termes intermédiaire, appelée T,
qui n’est autre qu’un lambda-calcul avec constantes, récurseurs, constructeurs et pattern-
matching, donc trés proche de ocaml non typé.

Ces termes sont des formes suivantes (ou les termes t,t1,...,t, sont dans T):

— R(n): indice de De Bruijn, n est un entier non nul.

— L(t): abstraction, traduit un terme [z : u]t ou (z : u)t du CCIL.

— A(ft1,...,tn): application f(t1,...,t,) du CCL

— Cs(s): constante de nom s (par exemple les sortes Prop, Set, Type, mais aussi les

constantes et définitions du contexte).

— Rec(k,ty,...,tn): définitions mutuellement récursives de fonctions, désigne la kiéme fonc-

tion, correspond & la construction Fix du CCL

— Cli(syi,a1,a2): type inductif ou constructeur d’un type inductif, de nom s; son indice

est ¢ (numéro de constructeur ou rang dans une définition mutuellement récursive, a
partir de 0); ses arités sont a; (paramétres de type inductif inclus) et a, (paramétres
non inclus).

— Case(z,t,c1,...,cn): branchement par cas sur la valeur z de type inductif ¢ avec n

constructeurs.

11 est assez clair que les mécanismes de réduction du CCI (8, §, ¢) se traduisent de maniére
compatible sur les termes de 7 la forme normale de la traduction dans 7 d’un terme du
CCI est égale a la traduction de sa forme normale.

Il peut paraitre étrange de traduire les produits dépendants de Coq par des abstractions
(on aurait pu en effet ajouter une construction de produits & 7). La seule interférence qui
pourrait étre génante concerne la 3-réduction: quel sens donner & ’application d’un produit
a un terme, qui se traduit en une abstraction appliquée & un terme? Dans le CCI aucun: les
régles de typage interdisent & un tel terme (application d’un produit & un terme) d’étre bien
typé. Pourtant, un lieur est par nature fait pour étre réduit par instanciation de sa variable
liée. Alors, dans 7 on peut réduire les applications de produits dépendants du CCI, mais &
ses risques et périls.

Enfin, on remarquera qu’on ne parle plus de types dans 7. En effet, un terme de T
n’étant intéressant qu’a partir du moment ot il a été traduit d’un terme du CCI bien typé,
plus besoin de le typer de nouveau pour s’assurer de son bon comportement vis-a-vis des
calculs (4, 9, ¢).

En ocaml, on peut représenter 7 par le type _T suivante:
type _T =

R of int

| L of _T

| A of (_T array)

| Cs of string

INRIA



Extraction dans le CCI 5

| Rec of int*(_T array)
| Ci of string*int*int*int
| Case of _T * _T *(_T array)

2.2 Exemple
Par exemple, le terme plus de ’addition des entiers naturels a pour définition dans Coq:

Fix plus
{plus [n:nat] : nat->nat :=
[m:nat]Cases n of
0=>m
I (S p) => (S (plus p m))
end}

Traduit dans le type _T cela donne:

Rec
(o,
[IL
L
(Case
(R 2, Ci ("nat", 0, 0, 0),
[IR 1;

L (A [lci ("s", 2, 1, 1);
A[IR4; R1; R21JIDIDHDNID

2.3 Effondrement des termes logiques

Lors de la traduction CCI ->7T, tous les termes dont la sorte est Prop sont traduits vers
le terme Cs "Prop". L’idéal aurait été de les supprimer purement et simplement, comme
cela est fait dans ’extraction standard de Coq. Mais, en raison de la coercion Prop ->Type,
il n’est pas possible de supprimer un terme de Prop qui serait utilisé dans un contexte ot
il est vu dans Type. Supprimer ou non un terme logique dépend alors du contexte de son
utilisation. Devant la complexité de cette opération, on a choisi I’idée proposée par Christine
Paulin, qui consiste & identifier tous les termes de Prop.

Prenons par exemple le terme plusil, qui ajoute 1 & son argument, et dont le type
nat->{x:nat | (1t 0 x)}:

[n:nat] (exist nat [x:nat](1t 0 x) (S n) (le.n_S 0 n (le_0_n n)))

Dans _T, son extraction est:
L
(a
[ICi ("exist", 1, 4, 2);
Ci ("nat", 0, 0, 0);

RR n° 4026



6 Pottier
Cs "Prop";
A [lci ("s", 2, 1, 1); R 111;
Cs "Prop"|])
On voit que les termes [x:nat] (1t 0 x) et (le_n_S 0 n (le_0_n n)) ont été effondrés
en Cs "Prop".
3 Extraction en ocaml
La traduction des termes de T en ocaml est assez directe:
— les indices de De Bruijn sont transformés en variables, selon leur contexte de liaison
(les lieurs étant les constructeurs L, Rec).
— les abstractions sont traduites en formes (fun x ->t).
— une application A(f,t1,...,t,) est traduite en application curryfiée f 1 ... t,.
— une constante Cs(s) est traduite en un identificateur s et en définition globale let
s=def; ; lorsqu’elle en a une dans l’environnement courant de Cogq.
— les définitions récursives Rec(k,t1,...,tn) sont traduites en formes let rec f1 = ...
and f2 = ... and fn = ... in fk.
— les types inductifs et leurs constructeurs sont tous regroupés dans un type concret
global de ocaml dont ils deviennent les constructeurs (un exemple sera plus clair).
— les branchements Case(z,t,t1,...,t,) sont traduits en pattern matching match x with
3.1 Exemple
Prenons ’exemple de la fonction plus déddition sur les entiers naturels de Coq:
plus =
Fix plus

{plus [n:nat] : nat->nat :=

[m:nat]Cases n of
0=>m
| (8 p) => (5 (plus p m))
end}

Traduit dans T , ce terme done:

Rec
(0’
[IL

(L
(Case
(R 2,
Ci (nat, 0, 0, 0),
[IR 1;
L

INRIA



Extraction dans le CCI 7

(A
[lci (s, 2, 1, 1);
A
[IR 4; R 1;
R2[11IDIDNID

Enfin, le code ocaml produit & partir de ce terme de T est le suivant:
type tml = Type | Set | Prop

| Nat

| 0

| S of tml

I

let plus =
(let rec funrecl =

(fun x1 ->

(fun x2 ->
(match x1 with
| 0 -> x2
| S a2_1 -> (S (funrecl a2_1 x2))) ))

in funreci)

3

On voit qu’il y a deux parties dans ce code:

— la définition du type tml qui va regrouper les types inductifs mis en jeu dans la défini-
tion de plusi, i.e. nat!, ainsi que leurs constructeurs 0 et S. Les autres constructeurs
sont toujours présents et servent  représenter les autres objets de Coq (sortes).

— D’extraction de plus proprement dite, qui reste proche de ce qu’on aurait écrit a la
main en ocaml.

Dans cet exemple simple, le code ocaml produit ne pose pas de probléme de typage &
ocaml. Dans des exemples plus compliqués, ce code peut ne pas étre typable. Dans ce cas
la solution est d’encapsuler les termes qui ne sont pas des applications de constructeurs du
type tml par la fonction Obj.magic de ocaml, qui donne le type attendu par le contexte a
son argument. Malheureusement, comme on le verra sur des tests, le temps de calcul peut
étre plus que doublé par cette opération.

4 Implémentation, tests et comparaisons

4.1 Commande Coq

La méthode d’extraction présentée est implémentée sous la forme d’une commande que
I’on peut utiliser sous Coq. Pour cela il faut d’abord charger le module concerné:

Require FullExtraction.

1. les majuscules ont été ajoutées car les constructeurs des types de ocaml doivent en comporter une.

RR n° 4026
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puis utiliser la commande avec la syntaxe suivante:

Extract "<fichier>" [<identificateurl> <identificateur2> ... ].
Pour assurer que ocaml typera bien le code produit, ajouter I’argument exact:
Extract "<fichier>" [<identificateurl> <identificateur2> ... ] exact.

Le code complet est disponible & ’adresse Web suivante:
http://www-sop.inria.fr/lemme/Loic.Pottier/Coq/extraction.html.
Traitons maintenant deux exemples.

4.2 Division euclidienne

Dans la librairie de Coq est définie une division euclidienne sur les entiers, dont le théo-
réme principal est:
Theorem div2 : (b:nat) (gt b 0)->(a:nat)(diveucl a b).
Sachant que le prédicat diveucl est:
Inductive diveucl [a,b:nat] : Set
:= divex : (q,r:nat) (gt b r)->(a=(plus (mult q b) r))->(diveucl a b).
Le code ocaml extrait de div2 est le suivant, et se type bien par ocaml:
type tml = Type | Set | Prop
| Sumbool of tml*tml
| Left of tml*tml*tml
| Right of tml¥tml*tml
| Nat
| 0
| S of tml
| Diveucl of tml*tml
| Divex of tml*tml*tml*tml*tml*tml
let div2 =
(let rec funrecl =
(fun x1 ->
(fun x2 ->
(fun x3 ->
(match x3 with
| 0 -> (Divex(0,x1,0,0,Prop,Prop))
| s a2_1 ->
(match (funrecl x1 Prop a2_1) with
| Divex(a4_1,a4_2,a4_3,a4_4,a4_5,a4_6) ->
(match
((let rec funrec8 =
(fun x4 ->
(fun x5 ->
(match x4 with
| 0 -> (Left(Prop,Prop,Prop))
| S a9_1 ->

INRIA
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(match x5 with
| 0 -> (Right(Prop,Prop,Prop))
| S alt1i_1 >
(match (funrec8 a9_1 alil_1) with
| Left(al13_1,a13_2,a13_3) ->
(Left (Prop,Prop,Prop))
| Right(a13_1,a13_2,a13_3) ->
(Right (Prop,Prop,Prop)) ) ) ) ))
in funrec8) x1 (S a4_4)) with
| Left(ab_1,a5_2,a5_3) ->
(Divex((S a2_1),x1,(S a4_3),0,Prop,Prop))
| Right(a5_1,a5_2,a5_3) ->
(Divex((S a2_1),x1,a4_3,(S a4_4) ,Prop,Prop)) ) ) ) )))
in funrecil)
En utilisant ’extraction standard de Coq, on obtient:
type nat =
0
| S of nat

type sumbool =
Left_ren
| Right_ren

type diveucl =
Divex of nat * nat

let div2 =
let rec divl b = function
0 -> Divex (0, 0)
| Sn ->
(match divl b n with
Divex (q, r) ->
(match let rec inf_dec nO m =
match n0 with
0 -> Left_ren
| Sn> ->
(match m with
0 -> Right_ren
| Sm?> ->
(match inf_dec n’ m’ with
Left_ren -> Left_ren
| Right_ren -> Right_ren))
in inf_dec b (S r) with

RR n° 4026
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Left_ren -> Divex ((S q), 0)
| Right_ren -> Divex (q, (S r))))
in divi

Maintenant comparons les temps de calcul, dans le cas de la division euclidienne de 30000

par 31 (sur un portable DELL 350MHz sous Windows 98):
extraction standard de Coq 1,1s
extraction compléte sans Obj.magic | 1,3s
extraction compléte avec Obj.magic | 3 s

4.3 Lemme de Higman

Il s’agit d’une des contributions au systéme Coq: Higman.v[4]. L'extraction standard
échoue sur cet exemple:

Coq < Write Caml File "higman" [Higman].

The axiom False_rec is translated into an exception.
Error during interpretation of command:

Write Caml File "higman" [Higman].

Error: Constant Minbad does not correspond to an ML type

Notre méthode donne un code qui n’est pas typable par ML si on n’utilise pas I’encap-
sulation par la fonction Obj.magic. Sinon, comme prévu, le code produit (2572 lignes) est
typable par ocaml. La fonction principale est _Higman, elle prend en argument une suite de
mots (w;);en sur un alphabet & deux lettres, et rend deux indices i < j tels que w; est un
sous-mot de w;. On peut l'utiliser en ocaml comme le montre cet exemple:

#use "higman.ml";;
(* Une fonction d’impression partielle des termes de tml *)
let rec ptml t = match t with

| A_intro (_,i,j,_,_) -> "("~(ptml i)~","~(ptml j)~"™)"

| 0 -> Iloll

| (S Il) > "(S ""(ptml Il)"')"

| Emptyword -> "

| Cons (a,w)-> (ptml a)~(ptml w)

| AQ -> "O"

| Al > "qn
(* une suite aléatoire *)
let s2 an =

Random.init 1;

let 1 = Random.int (a+ (nat_to_int n)) in

let s = ref Emptyword in

for i=1 to 1 do

s:=Cons ((if (Random.int 2)=0 then A0 else A1),

's);

done;

!'s

INRIA
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(* Une fonction d’impression des suites *)
let ps s n =
let a=ref "\n" in
for i=0 to n do
a:=('a)""\n""(ptml (s (int_to_nat i)));
done;
print_string (!a)
(¥ les 5 premiers termes de (s2 10) *)
ps (s2 10) 5;;
10100001
00001
100001
0001
10100001
(* le calcul proprement dit *)

ptml (_Higman (s2 10));;
- : string = "((S 0),(s (S O)))"

Le dernier résultat indique que le mot d’indice 1 de la suite (00001) est un sous-mot du
mot d’indice 2 (100001). En effet.

5 Conclusion

On a montré comment on peut extraire un programme ocaml raisonnablement efficace et
parfaitement sir & partir de n’importe quel terme de Coq, en oubliant autant que possible les
parties logiques et donc non constructives de ce terme. La méthode proposée est implémentée
et conduit & des résultats qui nous semblent probants, sur des exemples de taille conséquente.

Bien str, il reste des améliorations & apporter. D’une part au code généré, qui peut
gagner en lisibilité, en concision, en efficacité, et en modularité. D’autre part a la méthode
elle-méme. En effet on peut sans doute mener une analyse plus poussée pour déterminer
en fonction du contexte si un argument logique d’une fonction peut étre éliminé plutot
qu’effondré. D’une maniére plus générale, sans doute peut-on utiliser des résultats comme
ceux de [6] pour extraire d’un terme fonctionnel uniquement les sous-termes nécessaires au
calcul de son résultat.

Une autre piste & explorer consisterait & utiliser ocaml comme compilateur de Coq, pour
effectuer des calculs dont le résultat est & priori simple (i.e. sans abstractions ni produits).
Dans ce cas on extrairait vers ocaml l'intégralité d’'un terme Coq, on évaluerait le code
ocaml produit et compilé, et on remonterait le résultat dans Coq (essentiellement si celui-
ci est constitué de constructeurs de types inductifs et de constantes opaques). Sans doute
améliorerait-on de maniére sensible Defficacité de certains calculs de forme normale dans Coq
en profitant du compilateur trés efficace de ocaml.
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12 Pottier

Enfin, notons que la structure intermédiaire 7 a été utilisée dans une expérience d’ex-
traction de Coq vers Java [7].

Note: ce travail a été réalisé principalement dans le cadre de ’action de recherche "Calcul
formel certifie" durant 1998 et 1999 [1].
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