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Résumé : Nous considérons le probléeme de l'estimation de transmissivités hydrauliques formulé
comme la minimisation au sens des moindres carrés d’une fonctionnelle évaluant ’écart entre les
hauteurs piézométriques effectivement mesurées et celles calculées par le modele pour un jeu de trans-
missivités donné. Dans cet article nous cherchons une paramétrisation optimale de la transmissivité
supposée constante par morceaux, ce qui revient a déterminer une partition du domaine telle que
la transmissivité est constante sur chaque partie de cette partition. Pour cela nous introduisons des
indicateurs de raffinement et de déraffinement de la paramétrisation et nous montrons comment les
utiliser.
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Refinement and coarsening of parameterization for the estimation
of hydraulic transmissivity

Abstract: We consider the problem of estimating hydraulic transmissivity as the least squares min-
imization of a function evaluating the misfit between measured piezometric heads and that calculated
with the model for a given transmissivity. In this paper we seek an optimal parameterization of the
hydraulic transmissivity assumed to be piecewise constant, which is equivalent to finding a partition
of the domain such that the transmissivity is constant on each part of the partition. For this purpose
we introduce indicators of refinement and coarsening of the parameterization and we show how to use
them.

Key-words: inverse problem, parameter estimation, parameterization, zonation, hydraulic transmis-
sivity
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1 Introduction

Dans de nombreuses applications physiques, se pose le probléme de l’estimation du coefficient

d’une équation parabolique. On considére le cas ou ce coefficient dépend de la variable d’espace,
comme c’est le cas des transmissivités hydrauliques en hydrogéologie. Ce coefficient peut varier de
fagon réguliére, mais dans de nombreux cas il peut aussi présenter de fortes discontinuités a I’'interface
entre deux formations géologiques différentes. Souvent on peut méme considérer que ces transmissivités
hydrauliques sont constantes dans certaines zones dont les frontiéres sont a déterminer.
L’estimation des transmissivités hydrauliques s’effectue par la résolution d’un probléme inverse dans
lequel les observations sont des mesures en certains points du domaine (puits). Ce probléme inverse
est posé comme un probléme de minimisation moindres carrés dans lequel on minimise la différence
entre les observations mesurées expérimentalement et celles calculées par le modéle pour un jeu de
parameétres. Une des difficultés essentielles provient de ce que le nombre des points de mesures est trés
réduit, en tous cas tout a fait insuffisant pour pouvoir espérer estimer une valeur de la transmissivité
par maille de calcul. Tl est donc nécessaire de choisir une paramétrisation des transmissivités qui puisse
tenir compte de la quantité de mesures disponibles. Si le nombre de parameétres est trop grand, alors le
probléme sera mal posé; s’il est trop petit alors le modele ne pourra pas rendre compte correctement
des mesures. On renvoie le lecteur & [7, 10] pour une revue des paramétrisations les plus utilisées en
hydrogéologie.

Ces derniéres années une nouvelle approche a été proposée : la paramétrisation multiéchelle [9, 5].
Le probléme d’estimation de parametres est résolu de facon itérative en itérant des échelles les plus
grossiéres vers les plus fines. Ce processus itératif est arrété lorsque le changement d’échelle ne per-
met plus de faire diminuer la fonction moindres carrés. Cette méthode a apporté des améliorations
importantes dans divers problémes d’estimation de parameétres [2, 3]. Cependant elle présente l'in-
convénient de conduire & des raffinements uniformes des parametres alors que seuls des raffinements
locaux seraient nécessaires.

La méthode que nous allons présenter ici et qui utilise des indicateurs de raffinement et de
déraffinement a pour objet de remédier au défaut de la méthode multiéchelle (raffinement uniforme)
tout en en conservant les avantages (ajustement du nombre de parameétres a la quantité de données
disponibles). L’idée est de passer de l'itération n & Pitération n 4+ 1 en ajoutant ou en enlevant un ou
plusieurs degrés de liberté qui sont sélectionnés suivant ces indicateurs de raffinement de fagon que
Poptimisation & l’itération n 4+ 1 produise une diminution importante de la fonction moindres carrés.
Une fois le gradient de cette fonction calculé (par la méthode de ’état adjoint), ces indicateurs s’ob-
tiennent par des calculs simples et peu coliteux. Une variante de cette méthode a déja été brievement
présentée dans [4].

Considérons I’équation

0P .

SE + div (T grad ®) = @ dans , (1)
ou Q est un ouvert de R’ ou R®, et ol la variable de temps ¢ appartient & lintervalle ]0,#;[. En
hydrogéologie cette équation modélise les écoulements d’eau dans une nappe captive. Ici T' représente
la transmissivité hydraulique du milieu poreux, S le coéfficient d’emmagasinement, ¢) un terme source,
et ® est la hauteur piézométrique.

A cette équation on associe des conditions aux limites et des conditions initiales

& =>;surI'p, (—T grad @) -n = gg sur [y,

®(0) = &( dans Q, @

ou n est la normale extérieure & 2 et ou ['p et I'y sont les parties du bord de 2 qui supportent des
conditions de Dirichlet et de Neumann respectivement. Sur I'p la hauteur piézométrique est donnée
et sur I'y on connait le débit d’eau.
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Ces équations sont discrétisées par la méthode des éléments finis mixtes-hybrides [6] qui est bien
adaptée aux problémes ou le coefficient 1T" varie beaucoup et de fagon discontinue.

2 Probleme inverse

La transmissivité hydraulique 7' et le coeflicient d’emmagasinement S ne sont pas mesurables
directement. Ils sont en général estimés en calant manuellement le modéle & des mesures de hau-
teurs piézométriques effectuées en différents puits. Dans la suite, pour simplifier la présentation de la
méthode, on s’intéressera seulement & ’estimation de 7" en supposant S connu.

Le calage du modele est effectué en minimisant une fonction moindres carrés J mesurant 1’écart
entre les hauteurs piézométriques @ZIJ mesurées aux points z; et aux temps ¢; et les quantités corres-
pondantes calculées avec la valeur courante de la transmissivité hydraulique:

1 m
=3 Z |® (), t:) — DT> (3)
1,J

Afin d’avoir un coiit de calcul dépendant le moins possible du nombre de transmissivités a estimer,
nous utiliserons les méthodes d’optimisation les plus efficaces dans le cas d’un grand nombre de pa-
rametres, soit celles utilisant le gradient de J. Ainsi nous utiliserons le programme M2QN1 basé sur
la méthode de quasi-Newton dite de BFGS [1]. Le calcul du gradient de J s’effectue par la méthode
de P’état adjoint. Nous rappelons ci-dessous ce calcul effectué formellement.

On introduit la fonctionnelle
150}
e((I>,<I>*;T):/S d* — /le (TVD)d /Q(D*
Q

et le Lagrangien
1 2, (Y
£@.05T) = 5 3 [B(aj )~ 85 + [ e(@,8°,7),
— 0
0

Toute solution ® de (1),(2) satisfait L(®,d*;T) = J(T'), quelque soit ®* et on a donc, toujours pour
tout ®*,

oJ oL 0® oL

o7~ 20 0¥ Dgp + 57(® 25 T).

. . , . .. oL <3
On choisit alors ®* tel qu’il satisfasse les équations adjointes — (@, ®*;T") = 0, c’est & dire

0P

0P* _ .
S 5 div (TV®*) = Z(q)(a:j,ti) — ®7";) dans Q,

@
®* =0sur 'p, (-7 grad ®*)-n =0 sur [y,
®(tf) = 0 dans €,
o1 t € x]0,t¢[. On en déduit alors ’expression du gradient
aJ oL a (U ty
D, ;T d, 0% T = — D,9%,T)) 6T = 0T VO*V drdt.
(@875 T) 67 = (@, 8% T) o7 = ([ e anyer = [7 ] :

Ainsi le gradient — s’exprime aisément en fonction de @, solution du probléme direct (1),(2), et de

®*, solution du probléme adjoint (4). Le coiit de son calcul est indépendant du nombre de paramétres
INRIA
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a estimer. Ce calcul est assuré par un programme fortran généré par Gradj, un générateur automatique
de codes développé sous le logiciel de calcul formel Maple [8].

Vu le grand nombre d’inconnues (une valeur de transmissivité hydraulique par maille de calcul),
Poptimisation de la fonction moindres carrés reste néanmoins cotliteuse et souvent n’aboutit méme
pas. L’idée alors est de réduire le nombre de parameétres de sorte qu’il soit cohérent avec la quantité
de données disponibles. La technique des indicateurs de raffinement et de déraffinement nous permet
de déterminer un nombre de parameétres convenable.

3 Raffinement et de déraffinement de paramétrisation

Dans la plupart des problemes d’estimation de coefficient dépendant de la variable d’espace dans

des équations aux dérivées partielles paraboliques, il est illusoire de vouloir estimer une valeur de ce
coefficient par maille du maillage de calcul 7;. En effet les données mesurées sont en quantité insuffi-
sante pour ce faire.
C’est pourquoi on est amené a introduire une partition Z, du domaine appelée partition de pa-
ramétrisation dont les parties de formes diverses correspondent a des zones ou le coefficient & estimer
est constant. Sur le plan pratique les bords des parties de Z, seront supportées par les arétes du
maillage de calcul 7, ou par les diagonales de ses éléments (voir figure 1(c)).

Les degrés de liberté du parametre transmissivité & estimer sont en nombre égal au nombre de
parties de cette partition, et, on I’espére, en nombre treés inférieur aux nombre de mailles de 7;,. Ainsi
chacune des paramétrisation de la transmissivité que I’on considere correspond a une partition Z, du
domaine de calcul sur lequel la transmissivité est constante par morceaux. La technique des indicateurs
de raffinement et de déraffinement va nous permettre de construire une telle partition avec un nombre
de parties aussi petit que possible.

3.1 Indicateurs de raffinement de paramétrisation

Etant donné une paramétrisation initiale, c’est & dire une partition de paramétrisation, les indica-
teurs de raffinement nous permettront de localiser des discontinuités de transmissivité qui pourraient
exister et qui n’ont pas encore été prises en considération avec cette partition, et de construire une
nouvelle partition de paramétrisation. Précisément, & chaque parametre ajouté a la paramétrisation
initiale, correspond un indicateur de raffinement.

Nous allons procédé sur un exemple. Notons (P;) le probléme ol on suppose que la transmissivité
hydraulique est constante dans tout le domaine (figure 1(b)). Nous avons alors un seul parameétre
a estimer et soit 7™ la solution du probléme de minimisation correspondant. Supposons maintenant
qu’on se place dans le cas de la figure 1(c), ou notre domaine est supposé formé de deux zones de
transmissivité différentes. Notons (Ps) le probléme associé a cette partition. La fonction moindres
carrés & minimiser est maintenant une fonction de deux variables, et soit (77,75) la solution du
probleme de minimisation associé. Introduisons la discontinuité B = 17 — T5. Si B est connu, la
recherche du parametre 7% = (T}, Ty) correspond & la minimisation de la fonction moindres carrés J
sous la contrainte 77 — T3 = B. On remarque alors que le probléme (P;) équivaut a ce probleme de
minimisation avec la contrainte B = 0.

RR n” 3623
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k
T
T
k
@ (b) (©
Maillage de calcul 7, Partition Z, associée Partition Z, associée
au probleme (Py) au probleme (Ps)

FiG. 1: Ezemple de raffinement de paramétrisation

D’une fagon générale, si on introduit n parametres supplémentaires, la contrainte 77" — T = B se

généralise en AT = B ou B est le vecteur discontinuité (o;;11),;., et A est la matrice n x (n +1)

1 -1 0 0
0 1 -1 .
A=10 0 1 -1

0o 0 . B |
A est une matrice de rang n — 1 dont la derniére colonne est 'opposé de la somme des colonnes

précédentes.

Pour résoudre le probléeme de minimisation sous contrainte: J(7™) = AnTli_nB J(T) on introduit le

Lagrangien défini par
L(T,\) =J(T)+ <X\, AT — B > (5)

ou A est un vecteur de dimension n. Alors T™ satisfait les conditions d’optimalité

oL

* o\ k) * Tyx _
S (7, X7) = VI(I7) + ATX =0, 6

A* est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte AT = B. En dérivant I’ équation (5) et en
tenant compte des équations (6), on obtient

oL aJ

—(T*,\")|B=o = =—=(T")|p=0 — \* = 0. 7

(T X0 = 5= (T") B0 (1)
Cette expression montre que |A*| modélise la variation de la valeur optimale de la fonction moindres
carrés qu’on obtient en raffinant la paramétrisation de la fagon proposée. Ce multiplicateur de La-
grange, ou indicateur de raffinement, peut étre déduit facilement & partir de la premiére équation (6).
Dans le cas de ’exemple considéré, I'indicateur du raffinement proposé sur la figure 1(c) est

G

M= *) — Y
6T1( 8T2( )

Ainsi sans résoudre le probléme (P,), le calcul de A* nous permet de dire si en introduisant une
courbe qui partage notre domaine en deux zones de transmissivités différentes, nous pouvons obtenir
une décroissance importante de la fonction moindres carrés. Dans toute la suite de ce travail, une telle
courbe sera appelée “coupe”.

INRIA
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@ (b) © (d)

Coupe verticae Coupe horizontale Coupe-damier Coupe oblique

F1G. 2: Quatre coupes élémentaires.

Un cas particulier est celui ou 'on cherche & déterminer si la transmissivité hydraulique peut étre
paramétrisée par quatre valeurs qu’elle prend sur une partition du domaine en quatre parties telles
que représentées dans la figure 3.

UA T>

T3 Ty

Fi1G. 3: Partition de paramétrisation composée de quatre parties carrées.

Les discontinuités entre les différentes zones de transmissivité s’écrivent:

o12=T—Ty, o94=Ty =Ty, o034="T3-Ty, o13=T1 —T5.

Ces équations ne représentent en fait que trois contraintes indépendantes et il faut imposer 1 3 —03 4 =
01,3 — 02,4. Réécrivons ces trois contraintes sous la forme

oy = (Tl + T3) - (T2 + T4):
on = (M +T)— (T3+1Ty), (8)
op = (TL+Ty)— (T, +T5).

1 -1 1 -1
La matrice A s’écrit donc A = | 1 1 —1 -1 |.La premiére équation (8) correspond & une coupe
1 -1 -1 1
verticale (17 = T3,Ty = Ty), la seconde & une coupe horizontale (77 = T, T3 = T4) et la troisieéme &
une coupe-damier (71 = Ty, Ty = T3).
RR n° 3623
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La premiére équation (6) qui permet de calculer le multiplicateur de Lagrange A associé au systéme
de contraintes (8) s’écrit

oJ
M+A+ A3 = —a—Tl(T*),
oJ
—Al + AQ - A3 — —a—D(T*),
Y 9)
A= —A3 = _B—Tg(T )s
oJ
—Al _— AQ + A3 = _B—H(T*)

Les composantes A1, A9 et A3 du vecteur multiplicateur de Lagrange sont les indicateurs de raffinement
qui correspondent respectivement aux coupes verticale, horizontale et au damier créé par le croisement
de ces coupes.

En pratique, a une itération n la valeur de la fonction moindres carrés nous indique si la pa-
ramétrisation & cette itération est satisfaisante. Si elle ne ’est pas, & partir du gradient de la fonction
moindres carrés déja calculé, nous déduisons des indicateurs de raffinement correspondant a différentes
formes et positions de coupes. Ces indicateurs nous montrent si parmi ces coupes il peut y avoir une
ou plusieurs qui vont donner une décroissance significative de la fonction moindres carrées. Ceci nous
permet de choisir le meilleur raffinement & utiliser a I'itération n + 1, soit celui qui correspond & des
indicateurs de raffinement dont les valeurs absolues sont relativement importantes.

3.2 Indicateurs de déraffinement de paramétrisation

Etant donnée une partition Z,, on étudie dans ce paragraphe I’éventualité ol cette partition est
trop fine et ol on souhaite donc réunir certaines de ses parties.

Reprenons ’exemple considéré précédemment (figure 1) et supposons qu’a une premiére étape on
a retenu la coupe de la figure 1(c) de sorte que la partition Z, soit formée par deux parties: une zone
intérieure et une autre extérieure. Notons 77 et T3 les valeurs optimales de la transmissivité obtenues
aprés minimisation de la fonction moindres carrés en considérant cette partition & deux zones. Pour
raffiner plus avant on étudie diverses coupes et on suppose que deux d’entre elles ont les indicateurs
de raffinement les plus importants. On retient donc ces deux coupes que 'on note C; et Cy (figure 4).

PRGN

T

Two selected cuts New parameterisation to study

F1G. 4: Quelques raffinements possibles pour la figure 1(c)

La partition obtenue & I’étape précédente étant alors divisée en plusieurs parties, la question
est maintenant: “doit-on retenir toute cette partition ou doit-on regrouper quelques sous-parties
intérieures avec la partie extérieure de la partition?”. Il nous faut étudier 'influence de la suppression

INRIA
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de la discontinuité de transmissivité entre une sous-partie intérieure et la partie extérieure de la parti-
tion, sur la valeur optimale de la fonction moindres carrés. Le probleme d’optimisation & deux zones,
dont la solution est T} et Ty, est équivalent & celui consistant & minimiser J(T}, T2, T}, Ty) sous les
contraintes

T -T, = T -Tj,
w-T = T T, (10)
T -Ty = T} —T;.

Ces contraintes s’écrivent sous la forme matricielle

T} 7 -1T3
100 -1 T2 T _ 7o
010 -1 5= o _
| | =T
0 01 —1 1 L2

Supprimer la partie de coupe séparant les deux zones de transmissivité T} et T, par exemple, revient
4 minimiser J(T11, T2, T3, Ty) sous les nouvelles contraintes

' -T, = 0,
T-T, = Ty - T3, (11)
T -Ty = Tf-T;.

Le vecteur multiplicateur de Lagrange A\ = (A}, A%, A] ;) associé au systeéme de contraintes (10)
vérifie '’équation (6) qui s’écrit

OJ i
_)‘%,2 = —aTl(TuTz)a
1
2, = STy m),
’ %le (12)
-2, = W(TfaT;)a
1
oJ
Mo+ X2, 4+ 0, = = (T7,T5).
12 tAT2 T AT 8T2( T T5)

Les A%,i = 1,2,3 sont alors les indicateurs de raffinement qui correspondent aux coupes associées
aux sous-parties de la zone intérieure. Connaissant le signe de la discontinuité 77" — 7% le long de ces
coupes, d’apres (7) le calcul des indicateurs de raffinement correspondant & ces coupes nous permet de
déterminer, suivant leurs signes et leurs valeurs, 'influence de ’aggrégation d’une sous-partie intérieure
avec la partie extérieure de la partition. Pour cette raison nous appelons ces indicateurs “indicateurs
de déraffinement”.

3.3 Algorithme

Les différents indicateurs que nous venons de définir peuvent étre utilisés comme dans I’algorithme
ci-dessous qui a été mis en ceuvre dans les expériences numériques.

1. Initialisation: choisir un maillage de paramétrisation Z,.

2. Pour k =1,2,... Faire jusqu’a convergence

3. Minimiser la fonction moindres carrés pour des transmissivités paramétrisées sur Z, en
calculant son gradient.

4. Pour chaque partie de Z, Faire

RR n° 3623
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10.

11.
12.
13.
14.

15.
16.

17.
18.

19.

20.

21.
22.

Calculer les indicateurs de raffinement qui correspondent & toutes les coupes verti-
cales et horizontales supportées par les arétes du maillage de calcul 7, & toutes les
coupes-damier qu’elles induisent, et & toutes les coupes obliques supportées par les
diagonales des éléments du maillage 7j,.

Fin de Pour

Calculer I,,4; la plus grande valeur absolue de tous les indicateurs de raffinement calculés.
Extraire les coupes dont les indicateurs correspondants sont de valeurs absolues supérieures
ou égales a 80% * Ipnqy (ce pourcentage peut étre ajusté).

Si dans une partie de Z, une ou plusieurs de ces coupes induisent une partition de cette
partie en plusieurs composantes connexes, Faire
Calculer les indicateurs qui correspondent aux parties de ces coupes associées a

chacune de ces composantes connexes.

Calculer 1,4, la plus grande valeur absolue de tous les indicateurs de raffinement
calculés. Extraire les coupes dont les indicateurs correspondants sont de valeurs
absolues supérieures ou égales & 80% * Ip,q5.

Fin de Si
Si ces coupes suggerent & P'utilisateur de nouvelles coupes, Faire
Calculer les indicateurs de raffinement correspondant & ces coupes.

Calculer I,,4; la plus grande valeur absolue de tous les indicateurs de raffinement
calculés. Extraire les coupes dont les indicateurs correspondants sont de valeurs
absolues supérieures ou égales & 80% * Ip,q5.

Fin de Si

Minimiser la fonction moindres carrés pour chacune des partitions associées aux coupes
extraites.

Retenir les coupes qui donnent la décroissance la plus forte de la fonction moindres carrés.
Si k > 1 ou si Z, contient plus d’une partie, et si par partie de Z, plusieurs coupes sont

retenues, alors cela signifie que la partie correspondante de Z, est divisée en plusieurs
sous-parties, il faut alors Faire

Calculer les indicateurs de déraffinement qui correspondent aux coupes associées a
ces sous-parties.

Retenir la partie de coupe qui correspond a l'indicateur de déraffinement de plus
grande valeur absolue.

Fin de Si

Mise a jour de Z,.

23. Fin de Pour

4 Etude numérique

Les expériences numériques que nous présentons ci-dessous portent sur quelques situations simples

qui nous ont permis de tester les techniques de raffinement et de déraffinement de paramétrisation
que nous avons présentées au paragraphe précédent. Il s’agit d’exemples synthétiques dans lesquels il
s’agit de retrouver deux ou trois valeurs de la transmissivité hydraulique et les zones dans lesquelles
elle prend ces valeurs.

INRIA
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Dans tous les exemples on a supposé que les fonctions @4, ¢; et &y définissant respectivement les
conditions sur le bord I'p et la condition initiale (2) sont nulles alors que le second membre @ de
I'équation (1) a été supposé constant en espace et en temps.

4.1 Cas d’une inclusion centrale

Le premier cas étudié est celui de deux zones dont I'une est incluse dans I’autre de maniére qu’elle
soit au centre du domaine (figure 5). Nous initialisons l'optimisation en supposant la transmissivité
constante dans tout le domaine (figure 6) et nous commengons par minimiser la fonction moindres
carrés avec cette paramétrisation.

Fi1a. 5: Transmissivité ezxacte, linconnue du F1a. 6: Transmissivité initiale
probléme inverse

3 7
>*
[ )
>*
,510 o o o o .
[ )
?
5 >
2r ®
>*
4
H@OX *
15 ®
?
3
>*
1t &
ARk
>*
()
05F 1 ax,
1 2 3 4 5 6 7
x: coin bas gauche, e: coin haut droit

0 10 20 30 40 50 60

o: coin haut gauche, *: coin bas droit
Fi1a. 7: Courbe de décroissance des indicateurs Fi1G. 8: Les 4 coupes-damier correspondant aux
de raffinement plus forts indicateurs

Sur la figure 7 on présente la valeur des indicateurs de raffinement en fonction des diverses coupes
(étape 5 de I'algorithme). Ces valeurs sont représentées comme une courbe continue. Les coupes qui
correspondent aux indicateurs les plus élevés (plateau initial de la courbe sur la figure 7) , sont des
coupes-damier proches des sommets du domaine de calcul (étape 7 de l’algorithme), voir figure 8.

On passe donc a 'étape 8 de l'algorithme (déraffinement): les indicateurs correspondant aux
quatre coupes-coin associées a chacune des quatre coupes-damier sont alors calculés. Quatre de ces
indicateurs sont plus forts que ceux des coupes-damier et leurs valeurs sont indiquées sur la figure 7
par les symboles x, o, o et *. Sur la figure 9 on a représenté les quatre coupes-coin correspondant a
ces indicateurs.
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11 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
x: coin bas gauche, e: coin haut droit

o: coin haut gauche, *: coin bas droit
F1Gc. 9: Les 4 coupes-coin correspondant aux Fig. 10: Partition retenue a4 la fin de la
plus forts indicateurs premiere itération

L’agrégation de ces quatre coupes-coin suggere (étape 12 de 1’algorithme) de considérer une coupe
rectangulaire au centre du domaine formée par des parties des coupes retenues a l'itération précédente
(voir figure 10). Le calcul de l'indicateur associé & cette coupe montre qu’il est le plus fort parmi ceux
qui ont été calculés (symbole O sur la figure 7). Nous retenons donc cette coupe.

Nous passons ensuite a la deuxiéme itération et nous commencons par minimiser J avec la pa-
ramétrisation correspondant a la partition calculée & l'itération précédente, puis nous reprenons pour
chacune des zones de transmissivité les mémes étapes que dans la premiere itération.

0.9

08f * 1 7

07} 1
06} 1
05f 1
04f 1 4

031 1

0.2r 1

0.1r 1

0 n n n .
0 5 10 15 20 25 30 l1 2 3 4 5 6 7

Fi1a. 11: Courbe de décroissance des indica- Fic. 12: Transmissivité calculée a la 2éme
teurs de raffinement et trois indicateurs de itération et coupes correspondant aur indica-
déraffinement (symbole *) teurs les plus forts

La valeur la plus élevée des indicateurs de raffinement calculés correspond a deux coupes (figure 12).
La partie au centre du domaine retenue a la premiere itération est alors partagée en trois parties, ce
qui nous amene & étudier les déraffinements possibles. Un calcul des trois indicateurs de déraffinement
(étape 19 de lalgorithme) dont les valeurs sont représentées sur la figure 11 (symbole %) montre que
seule la sous-partie centrale de la partie intérieure est & retenir (figure 13) car c’est celle qui correspond
a l'indicateur le plus élevé.

Dans une troisieme et derniére itération on calcule la transmissivité sur la partition trouvée a
Iitération précédente en minimisant la fonction moindres carrés. Lorsque le minimum est atteint,
cette fonction est nulle & la précision machine prés et nous avons retrouvé les transmissibilités exactes
(figure 14).
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1 1

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
Fic. 13: Partition retenue a la fin de la Fic. 14: Transmissivité optimale calculée a
deuziéme itération la 3éme itération et égale da la transmissivité

exacte cherchée

4.2 Cas d’une inclusion excentrée

Le deuxiéme cas que nous allons présenter est celui d’une inclusion dont la position n’est pas au
centre du domaine.

Fi1G. 15: La transmissivité exacte, l'inconnue du probléme inverse

La transmissivité est initialisée & une constante sur tout le domaine. Apreés avoir minimisé par
rapport a cette constante, on étudie les diverses coupes considérées & 1’étape 5 de ’algorithme et on
observe que trois coupes correspondent a des indicateurs de valeurs supérieures 3 80% de la valeur
maximale des indicateurs calculés (figure 16, symboles *, x,0). Ces coupes sont représentées sur la
figure 17. La figure 18 montre que par rapport & la valeur de la fonction moindres carrés obtenue a la
premiere itération, la coupe centrale donne une plus grande décroissance de cette fonction. C’est cette
coupe qu’on conserve pour l'itération suivante d’optimisation (figure 19).

A la deuxiéme itération, on commence par minimiser J avec la paramétrisation correspondant
a la partition calculée & l’itération précédente, puis on calcule les indicateurs de raffinement dans
chacune des deux zones de transmissivité. Deux coupes correspondent au plus fort indicateur, les
autres indicateurs étant inférieurs 4 80% de cette valeur maximale. La coupe retenue & la premiere
itération est partagée en trois parties, et des indicateurs de déraffinement correspondant & chacune de
ces parties sont calculés (symbole * sur la figure 20). Seule la partie du milieu est & retenir car elle
correspond & l'indicateur le plus fort (figure 21).
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F1G. 16: Courbe de décroissance des indicateurs F1G. 17: Coupes correspondant auz plus forts
de raffinement indicateurs
3.2

1.8
16 4
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3
12 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1 15 2 25 3 35 4
:0: valeur de J a I'itération précédente. 2
o,x,*: valeurs de J correspondant aux .
1 2 3 4 5 6 7
coupes de la figure 17.
F1c. 18: Décroissance de la fonction moindres F1G. 19: Coupe retenue a la premiére itération
carrés pour les coupes retenues
0.8
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0.7} 1 ,
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F1G. 20: Courbe de décroissance des indicateurs F1c. 21: Transmissivité calculée sur la partition
de raffinement et indicateurs de déraffinement trouvée a la 1ére itération et coupe retenue d la
* \ . 7 -
(symbole *) 2éme itération
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A la troisiéme itération, une fois la minimisation effectuée, un calcul d’indicateurs similaire & celui
des itérations précédentes, nous permet de conclure que deux coupes sont & tester (figures 22 et 23).
La coupe marquée par le symbole o donne la décroissance la plus importante de la fonction moindres
carrées; c’est donc celle qu’on va conserver (figures 24 et 25).

A la quatriéme itération on débute donc avec trois zones de transmissivité pour lesquelles on
minimise la fonction moindres carrés. Le calcul des indicateurs de raffinement dans chacune de ces
zones montre que six coupes correspondent 3 des indicateurs superieurs & 80% de I'indicateur de valeur
maximale (figures 26 et 27). Le calcul de la fonction moindres carrées pour les partitions incluant ces
coupes nous amenent a conserver celle qui produit la décroissance maximale de J (figure 28), ce qui
donne la partition représentée sur la figure 29.

Nous somme donc conduits & optimiser sur quatre zones de transmissivité. Le résultat de ’optimi-
sation donne la transmissivité représentée sur la figure 30 qui est la solution exacte. On constate que
dans ce cas les indicateurs de raffinement et de déraffinement n’ont pas réussi a retrouver la partition
exacte, mais ils ont trouvé une partition qui contient la partition exacte et qui nous a permis de
retrouver les parameétres exacts.

0.14 T T T T T

0.12

0.1

0.08

0 . . . .
0 10 20 30 40 50 60 11 2 3 4 5 6 7

F1a. 22: Courbe de décroissance des indicateurs Fic. 23: Transmissivité calculée sur la parti-
de raffinement tion obtenue d la 2éme itération et coupes cor-
respondant auz plus forts indicateurs

4.9

4.84

4.7

4.6

4.5

4.4

4.3

4.2

4.1 . . . 2
1 15 25 3

2
O: valeur de J a l'itération précédente.
o,*: valeurs de J correspondant aux 1 2 3 4 5 6 7
coupes de la figure 23.

Fic. 25: Partition retenue a la troisieme
Fi1aG. 24: Décroissance de la fonction moindres itération
carrés pour les coupes retenues
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F1a. 26: Courbe de décroissance des indicateurs Fia. 27: Transmissivité calculée sur la parti-
de raffinement tion obtenue d la 3éme itération et coupes cor-
respondant auz plus forts indicateurs
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Fi1a. 28: Valeurs de la fonction moindres carrés F1G. 29: Partition retenue a la quatriéme
a la troisiéme itération et pour les coupes rete- itération

nues au cours de la quatriéme itération

Fi1G. 30: La transmissivité optimale, solution du probléme inverse
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Une autre maniére de conduire l'algorithme a partir de la troisieme itération est de considérer
une nouvelle répartition des zones de transmissivité faisant intervenir la coupe retenue. En plus du
cas étudié précédement (figure 25), deux partitions , représentées sur la figure 31, peuvent aussi étre
étudiées. Le calcul du minimum de la fonction moindres carrés pour ces deux derniéres partitions
donnent une valeur plus élevée que celle obtenue & la deuxiéme itération (figure 32), mais la valeur
obtenue pour la partition de la figure 31(b) ne correspond pas & une augmentation trés importante.

En poursuivant I’optimisation & partir de cette derniére partition, nous avons calculé les indicateurs
de raffinement dans chacune des zones de transmissivité. Deux coupes sont alors retenues (figures 33
et 34). Le calcul du minimum de J pour des partitions contenant ces coupes montre que ce minimum
est trés petit dans le cas de la coupe du haut sur la figure 34. On obtient alors une partition a trois
parties, au lieu de quatre dans la variante précédente, sur laquelle on minimise J. La transmissivité
optimale obtenue est alors la solution du probléme inverse (figure 15).

7 7
6 T ot I 6
5 5
4 4
3 3
2 2
4 2 3 5 6 7 Y 2 3 4 5 6 7

(a) (b)

Fi1G. 31: Nouvelles répartitions possibles des zones de transmissivité

16

F1Gc. 32: Les valeurs de la fonction moindres
carrés calculées a la 2éme itération et pour les
partitions des figures 25 et 31
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F1G. 33: Décroissance des indicateurs de raffi- F1G. 34: Coupes correspondantes auz indica-
nement teurs les plus forts

Ainsi, comme le montre cet exemple, on constate que différentes mises en ceuvre, conduisant
toutes a la solution optimale, peuvent utiliser des partitions de cardinalités différentes. Dans ’exemple
considéré ces cardinalités sont faibles par rapport au nombre de mailles de calcul, mais elles ne sont
pas optimales.

4.3 Cas d’une inclusion en contact avec le bord du domaine

Le troisieme cas étudié est celui d’une inclusion en contact avec le bord du domaine (figure 35).

F1a. 35: La transmissivité exacte, l'inconnue du probléme inverse

Comme précédement, on a calculé d’abord les indicateurs de raffinement (figure 36). Trois coupes
correspondent & des indicateurs supérieurs & 80% de la valeur maximale des indicateurs calculés. En
considérant ces trois coupes (figure 37) une par une, le calcul de la fonction moindres carrés dans
chacun de ces cas (figure 38) montre que la coupe centrale est celle & retenir (figure 39).

A la deuxiéme itération le calcul des indicateurs de raffinement dans chacune des deux zones de
transmissivité (figure 40) nous conduit & tester 9 coupes correspondant aux plus forts indicateurs
(figure 41). Nous considérons ces coupes une par une et, pour chacune des partitions qu’elles créent,
nous calculons la transmissivité optimale et la fonction moindres carrés. Une d’entre elles, marquée
par le symbole * sur la figure 42 et produisant une partition & trois zones, conduit & une fonction
moindres carrés nulle (figure 42) et & la solution optimale (figure 43). De nouveau on constate que
dans ce cas la solution optimale est retrouvée sur une partition qui n’est pas optimale.
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F1G. 36: Courbe de décroissance des indicateurs
de raffinement

F1a. 38: Valeurs de la fonction moindres carrés
initiale et pour les partitions associées auzr 3
coupes de la fig. 87
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F1G. 40: Courbe de décroissance des indicateurs
de raffinement
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itération

]
45N
(o]
B ®

F1a. 41: Transmissivité calculée sur la partition
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el

Fi1G. 42: Valeurs de la fonction moindres carrés
calculée a la 2éme itération et pour les parti-
tions associées aur 9 coupes de la fig. 41

Fi1G. 43: La transmissivité optimale, solution du
probleme inverse

4.4 Cas du croisement de deux zones de transmissivités différentes

Considérons maintenant le cas ol deux zones de transmissivités différentes se croisent (figure 44).

Fi1G. 44: La transmissivité exacte, l'inconnue du probléme inverse

Le calcul des indicateurs de raffinement (figure 45) nous permet de conclure qu’il y a 11 coupes
a tester (figure 46). Toutes ces coupes sont des coupes-damier, ce qui montre encore I'importance de
Iintroduction d’un indicateur pour ces coupes. Nous avons calculé les indicateurs qui correspondent
aux coins qui composent chacune de ces coupes, mais aucun de ces indicateurs n’est assez fort pour
nous permettre un déraffinement. Nous avons ensuite optimisé la fonction moindres carrés pour chaque
partition associée aux coupes-damier et pour une de ces partitions la fonction moindres carrés obtenue
est nulle (figure 47). Elle nous permet donc d’obtenir la solution de notre probleme inverse (figure 48).
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F1G. 45: Courbe de décroissance des indicateurs F1G. 46: Coupes correspondant auz plus forts
de raffinement indicateurs

F1a. 47: Valeurs de la fonction moindres carrés
initiale et pour les partitions associées aux Fic. 48: La transmissivités calculée, solution
coupes de la fig. 46 du probléme inverse

4.5 Cas de trois zones de transmissivité en couronne

Pour terminer nous considérons le cas de trois zones de transmissivité disposées en couronne

(figure 49).

Fi1G. 49: La transmissivité exacte, l'inconnue du probléme inverse

RR n~° 3623



Hena ben Ameur, Guy Chavent, Jerome Jajfre

Nous procédons comme dans les cas précédents. A la premiére itération 4 coupes-damier ont été
retenues, puis, comme dans le cas de I'inclusion centrale (section 4.1), on a déraffiné et obtenu les 4
coupes-coin de la figure 51. Par aggrégation on a ensuite obtenu la partition de la figure 52. Les valeurs
des indicateurs de raffinement sont montrés sur la figure 50, le symbole O correspondant a ’indicateur
de la coupe définissant la partition retenue.

7
2m
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1.2 proex ., .
[ ]
1
[ ]
0.8 )
0.6} [ ]
2
0.4 °
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0.2 1 i 2 3 4 5 ® 7
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ e: coin haut gauche, o: coin haut droit
0 10 20 %0 40 50 00 o: coin bas gauche, O: coin bas droit

Fi1G. 50: Courbe de décroissance des indicateurs Fi1G. 51: Les 4 coupes-coin correspondant auz
de raffinement plus forts indicateurs

1 2 3 4 5 6 7

F1G. 52: Partition retenue 4 la fin de la 1ére itération

A la deuxiéme itération, le calcul des indicateurs de raffinement (figure 53) permet de retenir
deux coupes, découpant celle obtenue a l'itération précédente en plusieurs morceaux. Des indicateurs
de déraffinement sont alors calculés et la partition retenue & la fin de l'itération est montrée sur la
figure 54.

La troisitme itération est analogue a la seconde. On calcule les indicateurs de raffinement (fi-
gure 55), on en retient deux coupes, on déraffine et on obtient la partition de la figure 56.

La quatriéme itération est aussi semblable aux précédentes et elle réintroduit la coupe obtenue a
la premiére itération. La figure 57 montrent les valeurs des indicateurs de raffinement dont on déduit
les coupes représentées sur la figure 57. Aprés déraffinement et aggrégation on obtient la partition de
la figure 59 sur laquelle on calcule la transmissivité de la figure 60.
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Fi1a. 53: Courbe de décroissance des indicateurs F1a. 54: Transmissivité calculée sur la partition
de raffinement et indicateurs de déraffinement de la fig. 52 et coupe retenue a la 2éme itération
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F1G. 55: Courbe de décroissance des indicateurs F1G. 56: Transmissivité calculée sur la partition
de raffinement et indicateurs de déraffinement de la fig. 54 et partition retenue d la fin de la
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F1a. 57: Courbe de décroissance des indicateurs FiG. 58: Transmissivité calculée sur la partition
de raffinement de la fig. 56 et coupes correspondant auz plus

forts indicateurs
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FI1G. 59: Partition retenue a la fin de la qua- F1G. 60: La transmissivité calculée, solution du
triéme itération probléme inverse

En calculant la transmissivité hydraulique sur cette partition on obtient une faible valeur de la
fonction moindres carrés (10~%). En poursuivant la cinquiéme itération on calcule les indicateurs de

- , AJ
raffinement et on les trouve de 'ordre de 10~2. Utilisant la formule approchée \ ~ AT on ne peut

donc espérer qu’une variation du paramétre de ’ordre de 10™* alors que le parameétre varie entre 5 et
20. Nous estimons donc que l'optimisation est terminée.

Dans ce cas nous constatons donc que nous n’avons pas pu retrouver la partition exacte, mais nous
avons trouvé une partition qui en est proche.

4.6 Utilisation de I’indicateur de raffinement le plus fort

Dans ce qui précéde nous n’avons pas sélectionné la coupe correspondant a l'indicateur de raffi-
nement le plus fort, mais nous avons sélectionné les coupes dont I’indicateur de raffinement avait une
valeur au moins égale & 80% de la plus grande valeur absolue de tous les indicateurs de raffinement.
Ceci afin de conserver un peu de liberté de choix dans l’algorithme.

Une maniere différente de procéder consiste & construire directement la coupe correspondant au
plus fort indicateur. Rappelons d’abord qu’un indicateur de raffinement dans une partie de la partition
n’est autre que la somme des dérivées de la fonction moindres carrés par rapport a la valeur du
parametre dans chaque maille de calcul dont I'intersection avec la partie considérée est de mesure non
nulle. C’est pourquoi le plus fort indicateur est égal a la somme des dérivées positives, et la coupe qui
lui correspond sépare la zone ou les dérivées sont positives de celle ou elles sont négatives. C’est cette
fagon de procéder qui a été utilisée dans [4], et nous allons voir maintenant les résultats qu’elle donne
pour les cas que nous avons considérés dans la section précédente.

Dans le cas d’une inclusion centrale, le résultat de la premiére itération est le méme que celui trouvé
précédemment (figure 10), mais le calcul est plus rapide. A la deuxiéme itération nous calculons le
plus fort indicateur dans chacune des deux zones de la partition et nous les comparons pour retenir
les deux plus grands d’entre eux (ils sont égaux). Ce calcul nous ramene au cas de la figure 12. Nous
calculons alors les indicateurs de déraffinement et nous obtenons le résultat de la figure 13. On conclut
que pour ce premier cas cette deuxiéme méthode est plus rapide que celle utilisée précédemment.

Dans le cas d’une inclusion excentrée, a la premiére et deuxiéme itérations, nous retrouvons les
mémes résultats (figures 19, 21) que dans la section 4.2. A la troisitme itération les deux coupes
retrouvées dans chacune des zones, correspondent & deux indicateurs peu différents, et nous avons
alors & les tester toutes les deux (figure 61). Une décroissance plus importante de la fonction moindres
carrés est obtenue dans le cas ot on considére la coupe indexée par o. C’est donc cette coupe qu’il faut
retenir. A l'itération suivante deux coupes sont a tester (figure 62). Nous retenons la coupe indexée
par * parce qu’elle conduit & une décroissance plus importante de la fonction moindres carrés. A la
derniére itération, le calcul des plus forts indicateurs, puis celui d’indicateurs de déraffinement, nous
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amenent a une optimisation avec 4 zones de transmissivités différentes, ce qui est comparable au
résultat de la figure 29. Nous remarquons clairement que pour cet exemple, cette fagon de procéder
n’est pas meilleure que la précédente.

Pour ce qui concerne le cas du croisement de deux zones de transmissivités différentes, & la premiere
itération la partition trouvée est déja complexe (figure 63) et & la deuxiéme itération elle 1’est encore
plus (figure 64). Dans ce cas cette deuxiéme méthode ne meéne nulle part.
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Fi1a. 61: Cas d’une inclusion excentrée : trans- F1G. 62: Cas d’une inclusion excentrée : trans-
missivité calculée sur la partition trouvée a la missivité calculée sur la partition trouvée d la
2éme itération et coupes a tester Jéme itération et coupes a tester
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F1G. 64: Cas du croisement de 2 zones : trans-
Fi1a. 63: Cas du croisement de 2 zomes : parti- missivité calculée sur la partition de la fig. 63
tion obtenue a la 1ére itération et coupes a tester

En conclusion cette deuxiéme méthode n’apporte pas d’amélioration dés qu’on sort du cas le plus
simple, et ne permet pas de retrouver la solution quand la géométrie se complique.

5 Conclusion

Nous avons présenté une procédure de recherche de la transmissivité hydraulique dont la pa-
ramétrisation est construite pas & pas au cours des itérations. Ces transmissivités sont représentées
par des fonctions constantes par morceaux sur une partition du domaine qui est aussi une inconnue
du probléeme.

Un algorithme basé sur la construction d’indicateurs de raffinement et de déraffinement a été
présenté et testé avec succes sur quelques configurations simples. Les travaux suivants porteront sur
des tests plus réalistes.
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