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Optimal control of systems governed by the
wave equation : resolution of a test case using
a domain decomposition method
Abstract: A domain decomposition method is used to solve an optimal control

problem for the wave equation. The domain decomposition (one sub-domain
per mesh element) allows the easy use of the quadratic synthesis technique.
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DDM et Controle 3

1 Introduction

La technique classique pour la résolution de problémes de controle optimal
de systémes gouvernés par des équations d’évolution (voir [19]) repose sur la
reformulation en un systéme d’optimalité comprenant une équation pour I’état
direct (I’équation dans laquelle intervient le contrdle), une équation pour ’état
adjoint (nouvelle équation couplée a la précédente par I'intermédiaire du critere
a minimiser) et les conditions d’optimalités faisant intervenir le gradient du
critére (exprimé variationnellement & 1’aide de ’état adjoint).

Lorsqu’aucune contrainte n’est imposée sur le controle, ce dernier est direc-
tement donné en fonction de I’état adjoint par la condition d’optimalité. On
peut alors éliminer une inconnue, le controle, et une équation, les conditions
d’optimalité. On se ramene donc a la résolution d’un probleme couplé état
direct/état adjoint.

Une des difficultés principales pour la résolution numérique de tels pro-
blemes vient du caractere rétrograde en temps de 1’équation adjointe: nous
sommes en présence d’un probleme “au deux bouts”. Dans le cas ou le cri-
tere est quadratique (c’est le cas dans ce rapport), on peut utiliser soit un
algorithme de descente soit la technique du découplage, aussi appelée synthese
quadratique. Dans le premier cas, on est amené a calculer une suite de points
dans ’espace des parametres de controle avec pour chacun de ces points la réso-
lution de I’état direct puis de 1’état adjoint pour calculer le gradient du critere
qui donne une direction de descente. Dans le deuxieme cas, on remarque que
I’état adjoint peut pour tout temps s’exprimer comme une loi affine de 1’état
direct. On peut alors dériver une équation de type Riccati non linéaire pour
les coefficients de cette loi, dite de “feed-back”. Il ne reste plus qu’a résoudre
I’équation de Riccati et a réinjecter la loi de “feed back” dans I’équation de
I’état direct pour résoudre le probléme.

Dans le cas de problemes hyperboliques, la technique de synthese quadra-
tique peut poser des problémes théoriques et numériques [17]. Du point de
vue numérique, on est ramené a la résolution d’un systéeme d’équations non-
linéaires de grande taille (dans le cas d’un domaine spatial discretisé avec N
points, I’equation de Riccati portera sur N x (N + 1)/2 variables). Cette réso-
lution peut étre difficile ou cotiteuse.

RR n”° 3095



4 Jean-David Benamou

Les méthodes de décomposition de domaine consistent généralement apres
décomposition du domaine a ramener la résolution du probleme “global” a
la résolution de sous-problémes locaux posés chacun sur les sous-domaines de
cette décomposition.

L’utilisation d’une technique de ce type se justifie, soit au niveau informa-
tique pour l'utilisation d’ordinateurs paralleles afin de résoudre des problémes
de grande taille autrement inaccessibles, soit au niveau de la modélisation
lorsque la décomposition du domaine permet de réduire le caractere hétéro-
gene de la géométrie ou de la nature du milieu.

Ce papier se situe dans la continuation de [1] [7] [2] [3] [4] [6] [5] ou une
méthode de décomposition de domaine est proposée pour divers probléemes de
contréle optimal. Des travaux sur le méme sujet peuvent étre trouvés dans [9]
18] [8].

Nous renvoyons le lecteur interessé par les aspects théoriques de la méthode
au références ci dessus mentionnées. L’objectif de ce papier est de montrer sur
un cas test hyperbolique que la méthode de décomposition de domaine pro-
posée dans [4] [5] fonctionne correctement et permet en particulier d’utiliser
une technique de syntheése quadratique locale aux sous-domaines. La stratégie
adoptée consiste a considérer chaque élement fini de la discrétisation du pro-
bleme comme un sous-domaine.

Le papier est organisé comme suit : nous présentons le probleme test puis
la méthode de décomposition de domaine en section 2, 3 et 4. La discrétisation
et la stratégie de décomposition de domaine sont décrites en section 5 et 6.
Nous résumons en section 7 les différentes étapes de l’algorithme. Les résul-
tats numériques sont présentés en section 8. On passe rapidement en revue en
conclusion les applications et extensions possibles de la méthode. On commen-
tera en particulier la non-optimalité de la décomposition du domaine proposée
a la lumiere de ’expérience numérique présentée.

2 Le probleme test

Il s’agit d’un probléme bi-dimensionnel. Soit 2 =] — 1,1[x]| — 1,1], @ le
domaine en espace-temps |0, T[xQ, T fixé. Le bord de Q est divisé en quatre

INRIA



DDM et Controle 5

parties 'y, (X = N, E, W, S) correspondant au faces Nord, Est, Ouest, et Sud
du domaine. On note aussi Xx =]0,T[x[x.

Nous cherchons a résoudre le probleme

i J
u€L2(EI}vl§BL2(ES) (u, y(u))

ol la fonction cotit J est donnée par

J(u,y(u)) = %('y/Q ly(u)(t, 331,:132)|2d1:1d$2dt—l—a/E \u(t, 1)|*dz.dt) (1)

NUXg

avec « et y des parametres positifs et y(u) la solution de I’équation des ondes

(2w~ Ay(w) =0 dans Q.

2y(u)=u sur¥y UXg ,
{ y(u) =0 surXig U Xy ,
| ¥(w)(0,z1,22) = folz1, 22) ;%y(u)((),xl, z3) = fiz1,22) sur (L

(2)

Sous des conditions standard de régularité sur les conditions initiales, fy f1,

ce probleme d’observation distribuée et controle frontiere admet une solution
unique ([19] Chap. 4 section 7.3) donnée par la résolution du probléme couplé

( Zy—Ay=0 Zp-Ap=ry dans Q,
%y-i—épzo 2p=0 sur¥y UXg ,
§ y=0 p=0 suryw UXg, (3)
y(0, 21, 72) = fo(z1,72) %y(oaxl,@) = fi(z1,22) surQ,
| p(T,21,22) =0 %p(T, x1,22) =0 sur Q.

On a ici utilisé ’abscence de contraintes sur le controle qui est alors donné
- _1
par u = —_p.

Remarque 1: Il est possible, (comme dans [19] Chap. 4 section 5), de
trouver pour s €]0,7T[, une loi de ’feed back’

pls) = P(s)y(s) + 7(s) (4)

RR n° 3095



6 Jean-David Benamou

—

permettant de découpler les systeme (3) (5). Ici, § = (y, 2y) et 7 = (p, 2p).
On écrit I’équation de Riccati satisfaite par P(s) et I’équation hyperbolique
satisfaite par 7(s). On est alors en mesure de remplacer p dans 1’équation de
I’état direct et de résoudre directement le probleme. La difficulté est reportée
sur le calcul de la loi (4).

3 La méthode de décomposition de domaine

Nous ramenons, dans cette section, la résolution de (3) a la résolution d’une
suite de sous-problemes définis sur une décomposition de €.

Soit €, i = 1, m une décomposition sans recouvrement de € (i.e. Q = U;Q;
et ;N Q; = 0 pour ¢ # j). Notons Q; = ;x]0,T[, T'y; = 9, N T'x pour
(X = N, E, VV, S) Fij = OQZ ﬂan et Ew,i = Fw’iX]O,T[ pour (X = N, E, VV, S)
Yi; = I';jx]0,T[. Enfin v; désigne la normale extérieure au sous-domaine €2;.

L’algorithme consiste a résoudre de fagon itérative (le n est 'indice des
itérations) ,pour tout 7, les sous-problémes

(( Byt = Ayt =0 Zopit - Aprtt = gyt dans Q;,
Lyt Lt =0 2prtt=0 sur Yy U Y,
%y;ﬁl =0 p?“ =0 sur X g U Xy,

\ a%iyznﬂ + opitt = —%y? + B} sur Xy,
a%ipglﬂ — Byptt = _%P? — Byj sur Y,
yrt (0,21, m2) = fo(zi,22) 2P0, 21, 22) = fi(ze,z2) sur Q,

L P (T, 20, 0) = 0 Zpf (T 2, 25) = 0 sur €.

(5)
Les ingrédients essentiels de cette méthode sont les conditions au bord sur les
frontieres créées par les interfaces X;;. Ce sont les “conditions de transmissions”
entre sous-domaines. Leur second membre est donné par la résolution a 1’étape
précédente sur les sous-domaines voisins. Lorsque ’algorithme est stationnaire
ces conditions garantissent la continuité des traces des fonctions et des déri-
vées normales sur les interfaces. La concaténation des solutions locales est donc
bien la solution unique du probléeme global. Sur les aspects théoriques de la

INRIA



DDM et Controle 7

méthode nous renvoyons a [4] [5] ol est démontré en particulier la convergence.

Remarque 2: Il est possible de résoudre le probléeme direct, c’est a dire
I’équation des ondes sans controle, en modifiant tres simplement ’algorithme
(5). Il suffit pour cela de supprimer le controle 1 p1 de la condition au bord
sur Xy UXg. Il est possible dans ce cas et comme pour le probléeme de controle
optimal de montrer la convergence de 1’algorithme avec ou sans termes sources
additionnels. Cette remarque permet de transformer tres facilement 1’algo-
rithme et son implémentation en un solveur pour le probleme direct. Cela
sera utile dans la section numérique pour des comparaisons entre probleme de
controle, probleme direct et le calcul de différentes valeurs du critere.

4 Interprétation des sous-problemes et leur dé-
couplage
Posons A}, = (—a%jy?%—ﬂp?)hij et uf; = (—— —By})|s,;- Le systeme (5)

peut alors se reinterpréter comme le probleme de controle frontiere, observation
distribuée et frontiere

1
n+1(2 2 n+1 n |2
uEILI2l<gQ)2(/ [y da:dt—!—a/ |ul dadt—i—Z/ ul® + [y + pgy|“dodt)

(6)

avec y ! solution de
n+1 n+l __
W Yy = Ay =0 dans Q;,
a ,n+l __
Wi =Uu sur ;,
a9 ,n+l __
ayyZ =u+ Ajj sur Xij,

( (0,331,$2) = f0($1,$2) atyzn+1(0amlax2) = fl(xlaxZ) sur ;.

Cette interprétation en terme de controle optimal garantit en particulier que
chaque sous probléme (3) a une solution unique (y"™*, p"*1) définie par trans-
position dans L*(Q;) x L*(Q;) ([19] Chap 4 section 7). On peut montrer qu’on a
une régularité supplémentaire H' en espace. Il faut aussi remarquer que toute

hypothese de régularité sur la solution du probleme global et sur I'initialisation

RR n° 3095



8 Jean-David Benamou

de ’algorithme est potentiellement propageable au cours des itérations par les
conditions de transmissions.

Remarque 3: Comme pour le probleme global il est possible de décou-
pler ces sous-problémes par une loi de feed-back’ (notations comme dans la
remarque 1)

B (s) = PP (s)g (s) + 77 (s)

L’action de Dopérateur P*™'(s) sur h, P"*'(s)h, est défini comme la solu-
tion 7;***(s) du systéme (5) pour ¢ €]s,T[ avec f = 0, A}, = 0, pfy = 0 et
grti(s) = h comme conditions initiales. Les seconds membres des conditions
de transmission étant nuls P?H(s) est, en fait, indépendant de n, c’est a dire
du processus itératif. C’est la partie linéaire de la loi de ’feed back’. La partie
constante, 7! (s), est la solution p***(s) du systeme (5) pour ¢ €]s, T| avec
condition initiales 7"**(s) = 0 nulles.

Le calcul de I'opérateur P; (I'indice d’itération n’est plus nécessaire) n’est
donc a réaliser qu'une fois.

Nous réaliserons le calcul de la loi de feed back sur le probleme complete-
ment discrétisé en section 6.

5 La discrétisation et la décomposition du do-
maine

Nous utilisons en espace des éléments finis mixtes hybrides (non conformes)
et en temps un schéma saute-mouton. Ces choix correspondent a un schéma
discret stable classique pour 1’équation des ondes. Ils assurent que 1’algorithme
de décomposition de domaine discret converge.

Pour une description précise des élément finis mixtes hybrides. Nous ren-
voyons a [12] [15] [21] par exemple. On se contente ici de décrire rapidement
le schéma obtenu. Les indices bas 7, 7 indiquent la discrétisation spatiale sur
une grille réguliere [0, Nz, % [0, Nzy| d’éléments finis quadrilatéraux. On pose

h = Nm? —7 et on suppose que Nz; = Nz3. Les indices haut k représentent le

INRIA
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temps ko6t de la discrétisation temporelle. Les degré de liberté sur un élement
fini repéré par ses indices 7, j et au temps kdét sont alors

- yéfj,pﬁj: les valeurs moyennes de y(két,zy1,zs), p(két, z1,xq) sur 1'élé-
ment.

— Pour chacune des faces (X = N, E,W,S), Nord, Est, Ouest, Sud de
Iélement on a qyk ; i, qp’ ; ; et ty’ ; ;, tp’ ; ;, représentant respectivement
le flux de y(két, z1,xs), p(két, z1,29) & travers la face considérée et la
valeur moyenne de la trace de la méme fonction sur la méme face.

Cela nous fait donc neuf degrés de liberté pour I’état direct et idem pour 1’état
adjoint.

Pour simplifier les écritures, adoptons les notations vectorielles suivantes :
uly = i) ek = (W i) tuka,; = (ka0 tol;) (' dénote
la transposition). La discrétisation du probleme (3) peut alors s’écrire (sous
forme vectorielle) apreés condensation de masse (en espace) :

¢, k+1 k—1 k

%,] k _ 2 k \/
5 - > aquk,; =0, R%y)
(X=N.E,W,S)
1 k _ k k _
EquX’z’] —_— —UZJ +tuX,i7j, pou’f' (X —_— N, E,I/I/,S),
k _ k
PUwyij; = —AUEi-1,
k _ k
QUEi; = ~9Uwi-1,5
k _ k
U5, = —9UNj+1
k _ k
QUN; = —qUs45-15
< k 4k 7
tuyys g = MUE 1, (™)

tul; = tulyio
tuk = tuk .

Syi,7 Nyi,j+1
t’U/I]chZv] = tugaiaj_]-’

qug,i,o + (hétpg,i,m 0)" = (0,0),

1

quI]CV,z',sz + (hatp]f\f,i,wa 0)" = (0,0),

\ tu’IC/V,O,j = (Oﬂ O)I tullci‘,N:n,j = (0, O)I

RR n° 3095



10 Jean-David Benamou

La premiére équation représente les deux équations des ondes (directe et ad-
jointe). On a ensuite les équations de consistence entre les variable g représen-
tant le gradient de y et p, y et p eux-mémes et leurs traces (c’est une intégration
par partie). Puis viennent les relations de continuité sur les dérivées normales
et les traces d’éléments voisins entre eux. On a finalement les conditions aux
bords. Ces relations sont valables pour tout £ = 0..Nt et I'on doit ajouter les
conditions initiales et finales:

0 _ yd
W0 = folixh—1,jxh—1), BiZd = fiiwh—1,5%h 1),
t pZNj_pZNjH

piy =0, =0.
Une meilleure approximation (d’ordre 2 en temps) de %y(‘T‘St, .,.) est donnée
par

0 -1
Yij — Yisj

ot
5 :fl(i*h—1,j*h—1)+§Afo(i*h—1,j*h_1)-

On a utilisé ici un dévellopement limité en temps et 1’équation des ondes. La

. , d ,( Nt+ét
méme démarche pour approcher p(=5,.,.) donne encore 0.

Cette discrétisation spatiale est (grace a la condensation de masse) la méme
que le schéma classique & 5 points pour le Laplacien (il suffit d’éliminer les
degrés de liberté quy, tux). Nous ne comptons pas nous lancer dans une étude
de stabilité mais remarquons cependant que ce type de schéma est stable pour
I’équation des ondes “standard” avec une CFL de %

Nous conservons tout de méme le formalisme des éléments finis mixtes hy-
brides car, comme nous allons le voir, ils permettent de décrire facilement la
méthode de décomposition de domaine discrete.

Remarque 4: Ce systéme couplé (7) peut s’interpréter comme un pro-

bléme de contrdle optimal discret qui n’est autre que le probléme (1) (2) dis-
crétisé. Ceci s’explique par les propriétés d’'intégration par parties discretes de

INRIA
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notre discrétisation. Le critere discret s’écrit
Jdise = S S{ v T SN bk P+
o Zf\gol hf‘ulfv,i,ng 2 (8)
Oézzz'vz%l h|UIJCv,z',0 2}-
Les parameétres de controles: (ufy; yg,) et (uk; ys,) POUr i = 0.Nzy et k =

0..Nt, interviennent dans (7) qui est maintenant découplé. On “oublie” les
équations en p et on réécrit I’avant derniere ligne et la précédente:

E 1.k
{ 9Ysio = hus,z‘,m

k — pok :
QYN Nz, = huN,i,ng

C’est exactement la discrétisation du probleme (2).

Il faut maintenant choisir une décomposition du domaine discret. La stra-
tégie retenue est de considerer chaque element fini de la discrétisation spatiale
comme un sous-domaine. Ce choix conduit a un algorithme couteux en nombre
d’itération de la méthode mais permet :

— de résoudre facilement les sous-problémes par une méthode de synthese
quadratique.

— d’écrire la maquette d’'un code facilement et efficacement implémentable
sur un ordinateur massivement parallele de type SIMD.

Dans ce cas les interfaces entre sous-domaines sont constituée par les faces
N,E,W et S de chaque élement fini. Afin de manipuler plus facilement les
conditions au bord, définissons des matrices (2 x 2): Dx,;; et Jx,;, pour

RR n° 3095
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(X = N,E,W,S). Soit:

( 10
Dxij=\ g 1

a P’exception des bords

de ) (exterieurs):

1
DN,i,ng 0 )
10
S,Z,O = O 1
et
( 0 ﬂ
JXai:j = _/6 0

a ’exception des bords

de Q (exterieurs):

10
) JE,N.Z‘l,j - < 0 )

0
Jwoj = ( 1

JN,z',N:m =

Jsio = (
\

CCe —~No -
vogh_.\/p_\
N———

oo @ @

pour (X = N, E,W,S) et (i,7) € [0, Nz1| x [0, Nzo],

pour j € [0, Nxy,
pour j € [0, Nxy,
pour i € [0, Nz4],

pour i € [0, Nz4],

pour (X = N, E,W,S) et (i,7) € [0, Nz1] X [0, Nxs],

pour j € [0, Ny,
pour j € [0, Nxy,
pour i € [0, Nxy],

pour i € [0, Nz1].

INRIA



DDM et Controle 13

A T'aide de ces notations nous pouvons écrire les conditions de transmissions
discrétisées, n est I'indice d’itération et k£ € [0, Nt] I'indice de temps:

n+1,k n+l,k n,k n,k
Dy,ijquny; + hdnggtuy ;s = —Dsij1qugi ji1 + hdsigritugy i

(i,7) € [0, Nx1] x [0, Ny — 1], cond. de transm. S — N,

n+1,k n+l,k __ ) n,k o n,k
Dg,ijqug; i + hdsjtug; ;" = —Dnjij-1qupy; i—1 + hIngj1tuy; ;o

(1,7) € [0, Nx1] X [1, Nz, cond. de transm. N — S,

+1,k +1,k & &
Dpijquyy; +hJpitug,; ? = —Dwiy1jquyie; + hJwirntuyig
(i,7) € [0, Nxy — 1] x [0, Nz3|, cond. de transm. W — FE,

n+1,k n+1l,k __ n,k n,k
Dw,jquw,; + hdwigtuw,; = —Dri1qug,; 1 ; + hJpi-1tug,; 1

(1,7) € [1, Nxq] x [0, Nxy], cond. de transm. E — W,

n+1,k n+l,k
DN i N2 QUN ;i Ny + RIN i Nz tUN; Ny = 0

i € [0, Nz1], cond. au bord coté N,
k K

Ds,i0qussg" + hJstugg" =0

i € [0, Nz4], cond. au bord coté S,

DEaleyjqu%—f_]\]}fl,j + hJEaleyjtu%‘;i}fl,j = 0
j € [0, Nzy], cond. au bord coté F,
DW,O’]'QU%OI”;C + tho,jtuﬁ;ﬁ’f =0

tout j € [0, N3] cond. au bord coté W.

Afin d’obtenir une écriture synthétique et manipulable de 1’algorithme discret
nous allons dorénavant :

— omettre l'indice d’itération n, nous écrivons implicitement 1’étape n + 1
de l'algorithme.

— omettre les indices d’espace 1, j.

RR n° 3095



14 Jean-David Benamou

Nous avons déja pris en compte les conditions de transmissions et les conditions
aux bords dans (9). Il reste a écrire les équations:

k+1 k=1 _ o k
N 7 2l S quk = (0, k2t
(X=N,E,W,S) (10)
squ = —uF +tuk, pour (X = N, E,W,S),

et les conditions initiales et finales:

v —yii
vo=folixh=1,jxh—=1), “—g=b=fi(ixh=1,7xh—1), an

Nt+1 _ Nt
pNVt =0, p 6tp =0.

La démonstration de convergence est exactement la méme que dans le cas
continu (décrite dans [5] [4]). Les intégrations par parties discretes (en espace
et en temps) y remplacent leur homologues continues.

6 la résolution des sous-problemes par décou-
plage

L’opération de base de l'algorithme consiste donc a résoudre le probleme
aux deux bouts (9) (10) (11). Il est plus commode d’introduire (en particulier
pour programmer ’algorithme) un changement de variables
(qux,Tux) — (upx,umy) défini de la facon suivante:

up® = Dxquk + hJxtuk

(12)

umb, = —Dxqu¥ + hJxtu%.

On peut alors exprimer les qu x et les tux en fonction des upx et u et remplacer.
Tous calculs fait la résolution d’un sous-probleme s’écrit :

RN S W

6t2 o Auk = (fka gk)l’ (13)

avec

A=— % {(DX—i—%JX)‘lJX}—(OO).

h? (X=N,E,W,S) v 0

INRIA
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La matrice A a la structure suivante:

A:(zg).

On gardera cette notation ainsi que:

1 1 _
(f*, ¢") = 7z >, {(Dx+ EJX) Luph ). (14)
(X=N,E,W,S)

Nous aurons besoins des umy pour les conditions de transmissions (9). Ils
peuvent de méme s’exprimer en fonction des upx et u:

um’)“( = (DX(DX + %Jx)_IJX + Jx(DX + %Jx)_le)uk—

(15)
(Dx(Dx + 5Jx)™" = §Jx(Dx + §7x) ™ upk

Dans U'esprit de [19] Chap. 4.5 nous allons découpler le systéme (13). Réécrivons
d’abord ces équations comme un systeme du premier ordre. Pour cela on revient
a la notation y, p et on pose pour £k = 0..Nt — 1:

krh gkt — b
yp ° = et
ye =¥,
ph =k,
o1 k-1 .k
\ —aPo ? :pl 5t pl-

r

On reécrit alors (13) comme :

vl -y _ ki
&F =%
k+1 k-1 (17)
y 2 —y 2
e = ayf + bt + S,
pour £k =0.Nt—1et
k-1 k+1
P =0’ _ _cok_ kG
t ayO by a (18)
pkfl _pk k1
1 (% 1 _apo 2,

RR n° 3095
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pour k = Nt..1. Les conditions initiales pour (17) s’écrivent :

Y= folixh—1,5%xh—1), yl_%zfl(i*h—l,j*h—l)

et finales pour (18):
1
pém? =0, pf” = 0.
On peut maintenant reformuler ces systemes a ’aide des notations vectorielles:

R Y LS ARy
Y —(yo,y1 )7 p —(po 7p1):
. (19)

et des matrices

Cela donne:

{ Gl =T+ )N T+AgtF+ T+ T)'BpF+ (T + J)_lfk, (20)

PP =T+ AT +T)pF+ T+ A Cyk+ (T+ A) gk

La technique du découplage (ou syntheése quadratique) consiste a remarquer
que pour tout k il existe une relation affine entre 7% et /* que 1’on note

ﬁk — Pkg'k + Fk (21)

On peut alors a l'aide de (20) et des conditions finales pour (18) dériver les
équations d’évolution discretes pour les matrices P* et les vecteurs 7. Tout
calculs fait on trouve

Ph=t = (K5 NZ + AT+ TP+ T+ AT+ T) T+ A),

Kk = 81T — (T + AT + J)(P* + (T + A)~'C)(T + J)~'B)
(22)

INRIA



DDM et Controle 17

et

= () HEH A T D (@ T TP
) 1=

T+ATOT+T) '+ (T +A)'g).

Ces équations sont a intégrer pour k£ = Nt..1. Il faut y ajouter les conditions

finales:
PNt = ( 8 8 ) 7Vt = (0,0)".

Une fois les coefficients de la loi de “feed-back” (21) connus, on peut donc
résoudre directement la premiere équation de (20). On remplace §* et on
obtient :

Jr=A{T+ )T+ A+ (T +T)BP g

(Z+J)BrFt+(T+ j)flfkfl (24)

auquel il faut ajouter les conditions initiales donnée précédement pour les va-
riables .

Comme déja mentionné dans la remarque 3, les matrices P* ne dépendent
ni de f ¥ ni de g* et sont donc indépendantes du processus itératif. La résolu-
tion de (22) n’est a faire qu’une fois au début de l'algorithme. Nous sommes
ramené a chaque étape a intégrer (23) (24).

Remarque 4: Nous aurions également pu réaliser le découplage sur le
schéma semi-discrétisé (en espace). On obtient alors (comme dans [19] [17])
des équations continue en temps qui a leur tour doivent étre discrétisées. Cette
option ne débouche pas nécessairement sur notre schéma. Notre approche to-
talement discrete garantit un découplage “exact” du schéma completement
discret dont nous savons qu’il converge.

7 Description synthétique de ’algorithme

Nous replacons ici les résultats de la section précédentes dans le contexte
global de l'algorithme. Nous serons amené a réintegrer les indices d’itération

RR n° 3095



18 Jean-David Benamou

et d’espace aux notations. Avant de décrire complétement I’algorithme, il faut
définir un critere de convergence pour la méthode itérative. Pour cela a nous
définissons & chaque itération une norme L' d’une “erreur” :

N N. 1
err’" = 5t2 { Z ml E mz |upN KN umSzg+1|+
N N.
Z zlz o |upSz,] umNZj 1|+
N 1 N
Zi*ﬂz)l iy |upE 40,7 usz 1 _]|+

Nz Nw k,n
Z 1 ] ‘U’pEz] usz—l—l,] }

Cette quantité est une mesure du defaut de continuité des flux qu et des traces
tu a travers une interface. En effet si cette erreur est nulle, on a pour chaque
interface crée par la méthode de décomposition de domaine

(25)

upg = ump, Uupp = umg

ou D et G dénotent les sous-domaines respectivement a droite et a gauche de
l'interface. En utilisant (12), on montre que dans ce cas:

qug = —qup, tup = tug.

Autrement dit, lorsque err™ tends vers 0 la suite u™ générée par la méthode
de décomposition de domaine (9) (10) (11) tend vers la solution du probléme
global (7).

L’algorithme s’écrit :

— Résoudre, pour chaque sous-domaine, (22) (équation de Riccati locales).

— Initialiser tous les um%, ; (& 0 par exemple).

— Tant que err™ > € (e est une précision fixée) faire
l.n=n+1
2. appliquer les conditions de transmissions ;
' upNZ] = um$? 1y, (k,i,j) € [0,Nt] x [0, Nzy] x [0, Nz, — 1],
upSH = um’fv';]ll, (k,i,7) € [0, Nt] x [0, Nz1] X [1, Nxy],
upEZ] = umlévnz 11], (k,i,7) € [0, Nt] x [0, Nzy — 1] x [0, Nxs],

uplis ;= umyy s, (k,i,§) € [0, Nt x [1, Nay] x [0, Na). o0)
26
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3. appliquer les conditions de bords:

4

upNi nay = (0,0)'; (k,3) € [0, Nt] x [0, Nzy],
uplo = (0,0, (k,4) € [0, Nt] x [0, Na1],
uplia,; = (0,0), (k,5) € [0, Nt] x [0, Nzy),
L wplifhy; = (0,0, (k,j) € [0, Nt] x [0, Na,).

(27)

4. Pour chaque sous-domaine i, j et pour tout & calculer les ( f k gk
par l'intermédiaire de (14) (19).

5. Résoudre pour chaque sous-domaine i, j I’équation (23) qui donne
les (%) puis 1’équation (24) qui donne les (7*). La loi (21) donne
elle les (7).

k,n

6. On utilise maintenant (15) pour avoir tous les (umy"). On est alors
en mesure de calculer err™ (25) et éventuellement de revenir en 1.

8 Reésultats numériques

Nous avons résolu le probleme avec T' = 5, Nt = 50, Nx1 = Nzy = 10. Les
conditions initiales sont données par

fo(z1,22) = atang(cos(%xl)), fi(@1, x2) = (3 sin(lzy) * exp(sin(%xz)).

Afin de conserver 'adimensionnalité des équations discretes nous avons
choisi v = h?, B = % et a = h. Il est évidement possible de modifier ces
parametres. Il faut cependant savoir qu’ils ont un impact non négligeable sur
la vitesse de convergence de 'algorithme (nous n’avons pas étudié cet aspect
de la méthode).

I1 est possible pour ce genre de méthode de décomposition de domaine (voir
par exemple [11] sur I’équation de Helmholtz) d’améliorer sensiblement la vi-
tesse de convergence par une technique de sous-relaxation. Il arrive méme que
la méthode sans sous-relaxation ne converge pas. Dans [11], oul une analyse
de ce phénomeéne a été réalisée dans le cadre d’un algorithme du méme type

pour I’équation de Helmholtz, les valeurs propres de l'opérateur d’itération
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sont identifiées dans un cas simple et on montre qu’elles tendent vers 1 par
valeur inférieures. Des erreurs d’arrondis sont capables de nuire voire d’em-
pécher la convergence. La sous-relaxation permet de remédier a ce probleme.
Cette technique a été utilisée systématiquement dans [6] [7] [2] [3]. Elle donne
également de bons résultats ici. La sous-relaxation consiste a introduire un pa-
ramétre rel € [0,1] dans les conditions de transmissions. Le 2. de I’algorithme
devient :

( upﬁ/;] = rel umg?ﬁl + (1 — rel) up];}%l, (k,i,7) € [0, Nt] x [0, Nz1] x [0, Nzy — 1],
upgznj = rel umlfvfgl_l + (1 — rel) upg’,?,;l, (k,i,7) € [0, Nt] x [0, Nzq] x [1, Nz,
up%:‘] = rel um’ﬁ{,?ij,j + (1 — rel) up%%l, (k,i,7) € [0, Nt] x [0, Nz; — 1] x [0, Nz5],

\ up’f,[,"” =rel um’ﬁﬂfm + (1 —rel) up';jg,;l, (k,i,7) € [0, Nt] x [1, Nzq] x [0, Nx5].

La figure (1) représente 1’évolution de I’erreur err™ par rapport a n pour rel = 1
(algorithme non relaxé), et rel = 0.5. On obtient une solution satisfaisante un
nombre d’itération de 'ordre du millier. Ceci peut paraitre prohibitif. Il ne
faut toutefois pas oublier que les résolutions sur chaque sous-domaines sont
extréemement simples. Les communications entre sous-domaines etant locale,
cet algorithme est un bon candidat pour une machine parrallele de type SIMD.
Dans l'optique de I'utilisation d’autre machines, le choix de la taille des sous-
domaines avec un découpage plus grossier est évidement crucial. Il faudra alors
utiliser un solveur local et prendre en compte son coiit. Nous ne nous sommes
pas intéressé a ce probleme.

INRIA
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-10

_12 1 1 1 1 1 1 1
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

F1G. 1 - logl0(err™) en fonction de n. de haut en bas: rel =1,0.5.
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Nous allons maintenant représenter sur les mémes figures d’une part, la
solution de I'’equation des ondes pour le probléme contréle optimal, d’autre part
la solution de I’équation des ondes sans controle. Ce dernier probleme revient
a résoudre (2) avec u = 0. Il & été résolu avec exactement le méme algorithme.
Il suffit uniquement de remplacer i par 0 dans (5) (voir également la remarque
2). Chaque figure est un instantané correspondant a différent instants pris entre
0 et 5 secondes. Comme on s’y attend et conformément au critere la solution
controlée s’ammortit progressivement. On représente également la valeur du
controle aux instants correspondants.
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20 1
10 7 \ 0.5¢
/ \
\
\
0 /\’/ 0
\ /
\ L
-10 . // -0.5
N\ s,
N
-20 . : . -1 . . .
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Fi1G. 2 — Solution au temps t = 0s. A gauche: en haut solution controélée, en
bas le contréle sur les bords N et S (représentés par deux courbes, attention
aux echelles sur ces courbes, elles varient d’une figure a ’autre). A
droite : en haut solution non contrélée, en bas pas de contréole (0 sur les bords).
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10
5 10

0 " " " " " "
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Fi1G. 3 — Solution au temps t = 0.2s. A gauche : en haut solution controlée, en

bas le controle sur les bords. A droite : en haut solution non controlée, en bas
pas de contrdle (0 sur les bords).
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3 1

20 7 0.5

/ \
1t \
\
N 0
(0)3 \
\

4l AN 7 -0.5
_2 L n n _1 N N N

1 -05 0 0.5 1 1 -05 0 05 1

F1G. 4 — Solution au temps t = 0.4s. A gauche : en haut solution controlée, en
bas le controle sur les bords. A droite : en haut solution non controlée, en bas
pas de contrile (0 sur les bords).
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-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Fi1G. 5 — Solution au temps t = 0.6s. A gauche: en haut solution controlée, en

bas le controle sur les bords. A droite : en haut solution non controlée, en bas
pas de contrdle (0 sur les bords).
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2 2
0 0
-2 -2
10 10
5 10 5 10
5 5
00 00
4 : 1
7 TN
7 AN
4 \
27 / \ 0.5
/ \
/
N /
-2t Yo7 -0.5
_4 L L L _1 s L N
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

F1G. 6 — Solution au temps t = 0.8s. A gauche : en haut solution controlée, en
bas le controle sur les bords. A droite : en haut solution non controlée, en bas
pas de contrile (0 sur les bords).
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2 2
0 0
-2 -2
10 10
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5 5 5 5
00 00
4 1
s TN N
4 \
2 / N 0.5
4 \
0 )/ 0
/
\ /
-2t Yo7 -0.5
_4 L L L _1 L N N
-1 -0.5 0 0.5 1 ~1 -0.5 0 0.5 1

Fi1c. 7 — Solution au temps t = 1s. A gauche : en haut solution controélée, en
bas le contrile sur les bords N et S (représentés par deux courbes. A droite : en
haut solution non contrélée, en bas pas de contréle (0 sur les bords).
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2

0
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10
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4 1
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s N
\
2t / N 0.5}
\
/
0 / 0
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_2 N ~_ - d —0 5
_4 L L L _1 s L N

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Fi1G. 8 — Solution au temps t = 1.2s. A gauche : en haut solution controlée, en
bas le controle sur les bords. A droite : en haut solution non controlée, en bas
pas de contrile (0 sur les bords).
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10

10

-1 -0.5 0 0.5 1
F1G. 9 — Solution au temps t = 1.4s. A gauche : en haut solution controlée, en

bas le controéle sur les bords. A droite: en haut solution non controlée, en bas
pas de contrédle (0 sur les bords).
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-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Fi1G. 10 — Solution au temps t = 1.6s. A gauche: en haut solution controlée,

en bas le controle sur les bords. A droite: en haut solution non contrélée, en
bas pas de contrédle (0 sur les bords).
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10 10
5 10 5 10

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Fi1G. 11 — Solution au temps t = 1.8s. A gauche : en haut solution controlée,

en bas le controle sur les bords. A droite: en haut solution non contrélée, en
bas pas de contrédle (0 sur les bords).
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Fi1G. 12 — Solution au temps t = 2s. A gauche: en haut solution controlée, en
bas le contrile sur les bords N et S (représentés par deux courbes. A droite : en
haut solution non contrélée, en bas pas de contréle (0 sur les bords).
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-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Fi1G. 13 — Solution au temps t = 2.2s. A gauche : en haut solution controlée,
en bas le controle sur les bords. A droite: en haut solution non contrélée, en
bas pas de contrile (0 sur les bords).
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-4 . . n . . .
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Fi1G. 14 — Solution au temps t = 2.4s. A gauche : en haut solution controlée,
en bas le controle sur les bords. A droite: en haut solution non contrélée, en
bas pas de contrile (0 sur les bords).
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10 10
5 10 5 10

-1 -0.5 0 0.5 1

Fi1G. 15 — Solution au temps t = 2.6s. A gauche: en haut solution controlée,
en bas le controle sur les bords. A droite: en haut solution non contrélée, en
bas pas de contraile (0 sur les bords).
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10 10 10

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Fi1G. 16 — Solution au temps t = 2.8s. A gauche : en haut solution controlée,

en bas le controle sur les bords. A droite: en haut solution non contrélée, en
bas pas de contrile (0 sur les bords).
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-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Fi1G. 17 — Solution au temps t = 3s. A gauche : en haut solution controlée, en
bas le contrile sur les bords N et S (représentés par deux courbes. A droite : en
haut solution non contrélée, en bas pas de contréle (0 sur les bords).
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-0.4 e ' -1 ' ' '
-1 -0.5 0 0.5 1 ] -0.5 0 0.5 1

Fi1G. 18 — Solution au temps t = 3.2s. A gauche: en haut solution controlée,
en bas le controéle sur les bords. A droite: en haut solution non contrélée, en
bas pas de contrédle (0 sur les bords).
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Fi1Gc. 19 — Solution au temps t = 3.4s. A gauche: en haut solution controlée,

en bas le controle sur les bords. A droite: en haut solution non contrélée, en
bas pas de contrédle (0 sur les bords).
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-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Fi1G. 20 — Solution au temps t = 3.6s. A gauche: en haut solution controlée,

en bas le controle sur les bords. A droite: en haut solution non contrélée, en
bas pas de contrile (0 sur les bords).
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1 -05 0 0.5 1 1 -05 0 05 1

Fi1G. 21 — Solution au temps t = 3.8s. A gauche: en haut solution controlée,

en bas le controéle sur les bords. A droite: en haut solution non contrélée, en
bas pas de contrédle (0 sur les bords).
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-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
F1G. 22 — Solution au temps t = 4s. A gauche: en haut solution controlée, en

bas le contréle sur les bords N et S (représentés par deux courbes. A droite: en
haut solution non contrélée, en bas pas de contréle (0 sur les bords).
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F1G. 23 — Solution au temps t = 4.2s. A gauche: en haut solution controlée,
en bas le controle sur les bords. A droite: en haut solution non contrélée, en
bas pas de contrédle (0 sur les bords).
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Fi1G. 24 — Solution au temps t = 4.4s. A gauche: en haut solution contrilée,
en bas le controle sur les bords. A droite: en haut solution non contrélée, en
bas pas de controle (0 sur les bords).
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Fi1G. 25 — Solution au temps t = 4.6s. A gauche: en haut solution controlée,
en bas le controle sur les bords. A droite: en haut solution non contrélée, en
bas pas de contrédle (0 sur les bords).
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F1G. 26 — Solution au temps t = 4.8s. A gauche: en haut solution controlée,
en bas le controle sur les bords. A droite: en haut solution non contrélée, en
bas pas de contrédle (0 sur les bords).
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Fi1G. 27 — Solution au temps t = 5s. A gauche: en haut solution controlée, en
bas le controéle sur les bords. A droite: en haut solution non controlée, en bas
pas de contrédle (0 sur les bords).
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Soit uopt le controle optimal trouvé précédement. Nous avons calculé (figure
28) la valeur du criteére (8) (voir la remarque 4) pour quelques contrdles de la
forme uopt + m/10 x uopt pour m = —6..6. Cela correspond a tracer le critere
le long d’une coupe de direction uopt dans ’espace des parametres de controle.
On trouve bien une fonction convexe qui atteint son minimum pour m = 0,
c’est a dire pour le controle optimal. Comme pour le probléeme sans controle
précédent on utilise le méme algorithme en remplacant é par 0 dans (5). Les
termes sources sont pris en compte en modifiant (27). Létape 3. de 'algorithme
sécrit alors:

4

upﬁ}z’Nmz = ((1+ ) x uopth; ng,r 0), (k,4) € [0, Nt] x [0, Nay],
uplto = ((1+ 1) % uopth ; o, 0), (k,3) € [0, N1 x [0, Nz1],
wp e, = (0,0), (k,5) € [0, Nt] x [0, Nxy],

uplft; = (0,0), (k,j) € [0, Nt] x [0, Na).

\

uopt’)“(,i,j est le controle optimal discret trouvé précédement.
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F1c. 28 — Le critere discret pour différentes valeurs de m
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Nous nous sommes également intéressé aux matrice P* entrant dans la loi
(21) et solution de (22). Pour les sous-domaines intérieurs ces matrices sont
identiques. Nous avons representé, en fonction de k, sur la figure (29) les 4
éléments de la matrice P* solutions de (22). On rappelle que cette équation
est rétrograde. On observe tout d’abord que, contrairement a ce qui se passe
pour le probléme continu, les matrices P*¥ ne sont pas symmétriques. Ceci
s’explique par le choix (19) du découplage discret : le schéma saute-mouton en
temps la loi de “feed-back” traite deux instants décalés d’un demi pas de temps.

D’autre part les solutions se stabilisent tres vite. C’est ce qu’on observe
habituellement pour les problemes paraboliques pour lesquels la vitesse de
propagation est infinie. Nous avons une vitesse ¢ = 1 pour notre probleme
hyperbolique mais nos sous-domaines sont de taille h. Le parametre de vitesse
a prendre en compte pour les problemes locaux de controle (voir (6)) est donc
% ce qui peut expliquer cette stabilisation rapide des valeurs de P*.
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F1a. 29 — PF, représenté par des o’, PF, par des ’+°, P, par des ’z’, P¥, par
des ’*’, en fonction de k.
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9 Conclusion

L’application de ’algorithme & d’autres problemes de controle optimal est
possible. Mentionnons les points suivants:

-Le Laplacien peut étre remplacé par un opérateur du second ordre a coef-
ficients (suffisamment réguliers) variables. Les conditions de transmission ainsi
que 'énergie dépendent alors de ces coefficients "locaux’.

-1l est possible de traiter des systemes gouvernés par des équations para-
boliques.

-D’autres types d’observation et controle sont possibles.

-Les contraintes (linéaires) sur le controle peuvent étre prises en compte.
La preuve de convergence nécessite alors d’établir des estimations a I'aide des
conditions d’optimalité globales et locales.

Nous travaillons par ailleurs a I’application de cette méthode pour la contro-
labilité exacte de I’équation des ondes. La méthode HUM (voir [20] [13] [14] [15]
[16] [10]) repose sur la résolution ’implicite’ de deux équations des ondes cou-
plées définissant I'opérateur A. Il est possible, dans le méme esprit et toujours
a ’aide des conditions de transmissions couplées, de définir par décomposition
de domaine une suite de sous problemes de type HUM.

Enfin au vu de la figure (29) il peut sembler judicieux d’introduire par
analogie avec la décomposition du domaine en espace une décomposition du
domaine temporel. Il est possible, au moins formellement, de montrer la conver-
gence d’une telle méthode avec des conditions de transmissions couplées en
temps. Plus précisément, si I’on introduit un découpage ty < t; < ... < T, de
I'intervalle de temps considéré, on écrira pour conditions initiales et finales du
sous-probléme i posé sur |t;, ;1]

— 2yt () + PP () = Sy (t) + Py (t),
—Zpit () — oyt () = Syt () — v (t),
SUP T i) + PP (tin) = =5yl (tin) + PR (i),

)
%P?H(tiﬂ) — gt (i) = —%P?H(tiﬂ) — yP (i)
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