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Etude de I’algorithme du point proximal appliqué a la
minimisation d’une fonction quadratique

Résumé : L’algorithme du point proximal est étudié dans le cadre de la minimi-
sation d’une fonction quadratique. On montre qu’il permet d’obtenir la plus petite
valeur propre du hessien de la fonction et un vecteur propre associé. La vitesse de
convergence est analysée, on met en évidence un lien avec la méthode de la puis-

sance itérée. On illustre les résultats théoriques sur les vitesses de convergence par
des tests numériques.

Mots-clé : Proximal point algorithm
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1 Introduction

L’algorithme du point proximal (APP) a été introduit par Martinet en 1970 [6]
et d’'importants résultats ont été publiés par Rockafellar en 1976 [8]. Il s’agit d’un
algorithme général pour trouver un zéro d’un opérateur monotone maximal T comme
limite de la suite {2z} produite par I'itération

Thy1 = (I—I— ckT)_l(xk).

Le sous-différentiel d’une fonction f, convexe, propre, semi-continue inférieurement
est un opérateur monotone maximal. Pour minimiser une fonction en trouvant un
zéro de son sous-différentiel, on peut donc utiliser ’APP. On peut alors montrer que

skgs = Argmin {1(2) + 5 | — e |} (1)
z€R™ 2¢i,
Pour une fontion f quelconque, il n’est généralement pas possible de calculer le
minimum exact dans (1). Il n’est pas non plus souhaitable de réaliser ce calcul avec
une grande précision puisque seule la limite de {z} est interessante. C’est pourquoi
Rockafellar [8], Auslender [1] et Correa-Lemaréchal [3] ont étudié la convergence de
I’APP lorsque ce minimum est seulement calculé de maniere approchée.
Cependant un calcul exact est possible (au moins théoriquement) lorsque f est une
fonction polyédrique ou une fonction quadratique. C’est ce dernier cas que nous
étudions ici. Soit f une fonction quadratique définie sur R" de la forme

f(z) = 3z, @x) ~ (b,2), 2)

avec () symétrique, semi-définie positive.
Comme [ est différentiable, le sous-différentiel de f est réduit a son gradient et
I’algorithme du point proximal prend la forme

Th41 = (I—I— cka)_lxk
donc
Try1 + kVf(2pt1) = @,
c’est-a-dire
(g1 + Qg1 — b)) = zp,

soit

Thy1 = (I—I— CkQ)_l(Ckb—I— xk).

RR n"2610



4 Guillaume VIGE

Définition 1 Une suite {z;} converge linéairement vers z*, avec un tauzr «, s’il
existe a €]0, 1] tel que
_ *
lim sup Nopps =2 || _ (3)
h—too || 2k — 2" ||

La convergence est quadratique si et seulement si

| 2k — 2" ||

lim sup E

b too || Tk — 2%

< 400 (4)

Rockafellar a établi que si 77! est Lipschitz-continue en 0 (nous ne précisons pas
cette notion ici), 'APP converge linéairement [8, Théoreme 2]. Il a également mon-
tré, [9, Proposition 3] que lorsque 7" = 9f, T est Lipschitz-continue en 0 si et
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

e f a un minimum unique z*,

e JA >0, de > 0 tels que:
fz)> f(z*)+ M|z —a*||* Vatel que ||z —a*||[<e.

Cette hypothese est satisfaite pour une fonction quadratique dont le hessien @) est
défini positif avec 2* = Qb et A égal A la plus petite valeur propre de Q.

Si @ est seulement semi-défini positif et Argmin f # (J, un résultat de Luque [5,
Théoreme 2.1] entraine de nouveau la convergence linéaire de {z}.

2 Modification de ’APP pour le calcul d’éléments pro-
pres

Considérons maintenant I’APP dans lequel {ci } est une suite constante (quel que soit

k, cx=c). Alors il suffit d’inverser (I +c(@)) une seule fois au départ et I’évaluation de

I’application proximale se réduit & une multiplication par la matrice M = (I+¢Q)~!.

Pour une plus grande efficacité numérique, on peut remplacer U'inversion matricielle
par une factorisation (Cholesky, QR, ...).

Dans ’algorithme suivant, on introduit deux nouvelles suites {w;} et {71} obtenues
a partir de {zx}; b € R”™ a été défini en (2) et || . || désigne la norme euclidienne

dans R”.

Algorithme du Point Proximal (APP):
e Choisir 9 € R", poser M = (I + Q) tet k=0

INRIA



Prozimal-point algorithm for minimizing quadratic functlions 5

e A chaque itération faire:
Tpy1 = M(cb+ zy)
Yk+1 = Th4+1 — Tk

Whay = Yk+1
L= Yk
T s 2
st = | Mypta |2
| Yrt1 I]2

Incrémenter k. I

Comme on peut déja le remarquer, dans le cas ¢ = 1 et b = 0, ’APP n’est rien d’autre
que D'algorithme de la puissance itérée [4, 7], pour le calcul d’éléments propres.
Soit M une matrice symétrique réelle de dimension n, Ay,..., A, ses m valeurs
propres distinctes telles que | Ay |>| Ay [> ... >| A, |. Nous noterons E; I'espace
propre associé a A; et v; un vecteur propre non nul de F;.

La convergence linéaire de la méthode de la puissance itérée avec un taux égal a

| j\\—f | est un résultat classique d’analyse matricielle. Le lemme suivant montre que

Ao
A1

dans le cas d’une matrice symétrique, ce taux est ramené & (52)% si I'on utilise la

norme euclidienne.

— llzr4all2

Lemme 1 Soil zo non orthogonal ¢ Ey et x, = MF*xq; alors la suite & Toalls

converge vers | A1 |.
Si, de plus, xg n’est pas orthogonal a Fs, la convergence est linéaire avec un lauz

égal a (AQ/Al)Q.

Démonstration
Soit vy,...,v, une famille de vecteurs propres orthonormés tels que zg = f1v1 +
..+ Bmvm, alors

MFag = Bi3ko + .. 4 BuAE v,

Les vecteurs v; étant orthonormés, on a d’aprés Pythagore:
m
k 2 242k
| M¥ao 3= D BN (5)
=1

par hypothese 37 # 0, donc

| Mhe = g (1 v (2) (j—)k) .

=2

RR n"2610



6 Guillaume VIGE

] . ] 5,2 L
Si zg n’est pas orthogonal a Fj, alors Gy # 0. Soient w = (ﬁ—j) et 7, = (—2) ;

1
lorsque k tend vers 400, 7; tend vers 0 donc

| MEo |3~ BEAT(L + wr),

donc )
14+ w (%2) Ty 2o\ 2
62 ~ A2 1 ~ AQ 1 <_2) —1
k 1 14+ wr ! ( tw ( A Th |
d’ou

6~ M | (1+§((§—j)2—1) )
§i— | M |= O(z) = O ((’A\—j)?)k
|

Remarque 1 L’égalité (5) est die d’une part au fait que les vecteurs v; peuvent
étre choisis orthogonaux (car M est symélrique) et d’autre part a Uutilisation de la

et par conséquent

norme euclidienne.
Il s’avére que pour les autres normes usuelles (|| . ||1,] - || ), le tauz de convergence
des suites {61} et {7} ne vaut que | % | comme Uillustrent le test 2 et la figure 3.

Remarque 2 5% zg est orthogonal a FEy, on montre de la méme facon que le tauz
de convergence est égal d (M, /M\1)? ot i est le plus pelil indice i tel que xo n'est pas
orthogonal a F;.

Si zg est orthogonal a F; pour tout © > 2 alors xg est un vecleur propre associée a
A1, 6 =| A1 | donc Ualgorithme converge en une itération.

Théoréme 1 Soit [ une fonclion quadratique dont le hessien () esl semi-défini
positif, aq la plus petite valeur propre non nulle de @) et {zy} une suite de points
générés par UAPP avec pour tout k, ¢, = c¢. On suppose que xg n’est pas orthogonal
a ’espace propre associé a aq alors:

li !
1m = —
k—+4o0 Tk 1 + coq

INRIA



Prozimal-point algorithm for minimizing quadratic functlions 7

el

lim wg = vy,
k—4o0

ot vy est un vecteur propre associ€ d ay. Les suites {v;} et {wy} convergent linéaire-

14coq 2 14coq
1-|—COAP+1 1-|—COAP+J

ment avec un taux respectivement €gal a ( ot p est la multiplicité
de la valeur propre aq.

Si Argmin f # () alors {z}} converge linéairement vers x* = PrOjp gmin f To AvEC un

tauzx égal a 1+lca].
Démonstration
Sachant que yxy1 = k41 — 2k, on obtient immédiatement par différence
—1

Y1 = (I + Q)™ (i), (6)
ce qui n’est rien d’autre que la méthode de la puissance itérée avec la matrice
(I +cQ)~"
Soient aq, ..., a,, les valeurs propres de ) et F; 'espace propre associé a a;; alors F;

. 1 AN 1 s N
est aussi un espace propre de (I 4 ¢@Q)~ " associé a la valeur propre TFear D’apres le

théoreme de convergence de la méthode de la puissance itérée (voir par exemple [2,

Théoreme 6.4-1]), {wy} converge vers v; € F; avec un taux égal a l-ll-—lc—% et d’apres
D

14caq ) 2
1-|—COAP+1 -

1
14caq

le Lemme 1, {6} et {7} convergent vers avec un taux égal a (

Si Argmin f # () alors la convergence linéaire de {z;} vers z* € Argmin f découle
directement des résultats de Rockafellar [8, Théoreme 2]. Montrons que z* est la
projection de zg sur Argmin f.

Placons nous dorénavant dans une base F de vecteurs propres de ().

Argmin f = {z: Vf(z)=0}={z: a;’ =1},
donc a; = 0 implique b; = 0 puisque par hypothése Argmin f # (.

Dans la base F/, pour chaque composante z}_, de 1, l'itération (?7) devient

3 3
T = (cb; + x3,).
1+ co;
Si a; =0, on a alors $};+1 =zt = 2} donc z} = z}), c’est-a-dire
PTOjkerQ(-T* - .’Eo) = 0.

Comme z* € Argmin f, on a Argmin f = z* + ker ) et par conséquent z* est la
projection de zg sur Argmin f. I

RR n"2610



8 Guillaume VIGE

Remarque 3 On peut interpréter ce résultat géomélriquement en disant que la
trajectoire générée par I’APP est tangente en x* = lim x; a un vecteur propre associé
a la plus petite valeur propre non nulle de Q) (voir Figure 1).

Remarque 4 En posant b = 0 et ¢; constant, ’APP se réduit a une inversion (ou
une factorisation) de la matrice (14c@Q)) au départ, puis a un produit matrice-vecteur
a chaque itération.

Exemple:
3 2
. . 10 10 _ 1 _ 1 .7
Soit () la matrice | 1 1 ], ses valeurs propres sont a; = 75 et az = 5 associées
10 10

respectivement aux vecteurs propres v; = (—1,1) et vy = (1,1).

La Figure 1 représente les 30 premieres itérations de ’APP appliqué a la minimisa-
tion de la fonction f définie sur R? par f(z) = (2, Qa) avec g = (55,1) et c = 1.
Un vecteur colinéaire & vy a été dessiné en z* = (0,0) pour illustrer le fait que la
trajectoire devient tangente & v; au voisinage de z*.

Comme a7 est petit, la convergence est relativement lente puisque le taux est égal

10

a7

La remarque 4 permet de construire un algorithme proximal amélioré pour calculer
la plus petite valeur propre d’une matrice () symétrique, semi-définie positive ainsi
qu’un vecteur propre associé.

APPQ:
e Choisir 79 € R", poser Mg = (I +cQ) tet k=0

e A chaque itération faire:
Zwkﬁ—l = (Mk)Q

Tp41 = Mo

. Tht1
Wi TR E—
T @ ]
Sy = | MoZgpyq ||
11— — = 7
T kg |

Incrémenter k. I

INRIA
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0.5 T T T T T T T
04t i
03 | .

02+ .

0.1 | L L L L L L
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Figure 1: La trajectoire de ’APP est tangente au vecteur vy en z*

Remarque 5 Si Zg = zg, alors les suites {Z},{wr} et {Jx} générées par 'APPQ
sont des sous-suites respectives de {xz},{wr} et {7r} obtenues avec I’APP. Plus
précisément:

Ty = T ok wg = Wok ’:/k = Yok.

Théoréme 2 Sous les hypothéses du Théoréme 1, les suites {ir}, {71} et {wi}
generées par ’APP(Q) convergenl respectivement vers ™ = projye, g %o, ﬁ et vy
et la convergence est quadratique.

Démonstration
La convergence des suites {Z}, {71} et {wy} ainsi que leurs limites respectives sont
des conségences immédiates de la remarque 5 et du Théoréme 1.

RR n"2610



10 Guillaume VIGE

Comme cela est indiqué dans [4, Théoreme 2, p 594] pour 'algorithme de la puissance
itérée, non seulement les suites {z},{wx} et {71} convergent linéairement mais la
limite supérieure dans (3) est en fait une limite.

On peut donc écrire

N S | 1
1 = = 7
k—1>H-}l-oo ” T — T* H 7 14 cay ( )
donc
| zrir = 2™ I~y [ 2g =2 ]
En posant w =|| zg — z* ||, on obtient par récurrence

|2k = 2™ |~ wy",

et par conséquent
| k1 =" (=] wphs — 2 [l oy

et
- k E+1
| 3k — 2* ||~ (wy?)? = w?y?

de sorte que
R
| -2 [?  w
d’otli la convergence quadratique de Z.

Le méme raisonnement peut étre utilisé pour montrer la convergence quadratique
de Wy et Y. i

Remarque 6 On peut bien sur améliorer APPQ) en posant Tx41 = Mpy12y, de
- k k - k _ .
sorte que Tpy1 = ME +11Wg oo Moig = MZ +21\/[0 L2y ce qui permet de gagner

“asymptotiquement” une it€ration. La convergence reste donc quadratique.

Remarque 7 Comme dans la méthode de la puissance itérée, le Théoréme 2 resle
vrai si () n'est pas symétrique et si Q) est n’est pas semi-définie positive ({Z1} peut
ne pas converger et {yx} converge vers la plus petite des valeurs absolues des 1—|—1coz¢)'
Dans ce cas il est toutefois difficile de continuer a parler “d’algorithme proximal”.

INRIA



Prozimal-point algorithm for minimizing quadratic functions 11

3 Analyse de la complexité

1l est clair que ’APP et PAPPQ appliqués a la minimisation d’une fonction quadra-
tique n’ont d’intérét que parce qu’ils permettent également le calcul de la plus petite
valeur propre du hessien et d’un vecteur propre associé.

Comme nous ’avons vu dans le paragraphe précédent, les suites générées par ’APPQ
convergent beaucoup plus rapidement que les suites obtenues avec ’APP. Cepen-
dant, chaque itération de ’APPQ nécessite la multiplication de deux matrices tandis
qu’une itération de ’APP ne nécessite que la multiplication d’une matrice par un
vecteur.

Nous comparons ici le cotit des deux algorithmes en terme d’opérations élémentaires
sur les réels en fonction de n et de m, ou n est la dimension de () et m le nombre
de chiffres significatifs souhaités pour la valeur propre a;.

3.1 Cout de PAPP

Sil’on ne s’intéresse qu’au calcul de @y, on peut choisir b = 0 et I'itération de ’APP
est alors constituée des deux étapes:

Trpe1 = Moy

et

| 241 ||
Ye+1 =
[zl

donc elle nécessite un produit matrice-vecteur (n(2n — 1) opérations), le calcul de la
norme de 541 (2n — 1 opérations) et une division soit 2n* + n = O(n?) opérations
élémentaires.

D’apres (7), le gain de précision par itération est asymptotiquement constant. Autre-
ment dit, le nombre de chiffres significatifs de v est une fonction asymptotiquement
affine de k, par conséquent, le nombre d’itérations de ’APP nécessaires pour gagner
m chiffres significatifs vaut O(m). L’APP a donc un coiit égal & O(mn?).

3.2 Cout de ’APPQ

L’essentiel du cout d’une itération de PAPPQ est da & la multiplication matrice-
matrice soit environ 2n® opérations élémentaires.

La convergence quadratique correspond au doublement du nombre de chiffres signi-
ficatifs a chaque itération (asymptotiquement). A une constante pres, le nombre
d’itérations nécessaires pour gagner m chiffres significatifs vaut donc log(m)/log(2),

RR n"2610



12 Guillaume VIGE

soit O(log(m)).
Le colit de PAPPQ est donc O(n?log(m)).

3.3 Conclusion

Récapitulons les résultats précédents dans un tableau comparatif.

APP APPQ
Mk+1 = (]Wk)2
Tpp1 = Mpp7g

Formule de mise & jour | xx41 = Moz

Coiit d’une itération O(n?) O(n?)
Vitesse de convergence linéaire quadratique
Cott pour gagner m chiffres significatifs O(mn?) O(n>logm)

On constate que 'APPQ est d’autant meilleur (par rapport a ’APP) que n est petit
et que m est grand. Pour une précision m donnée, ’APPQ sera préférable lorsque
n3log m sera au plus de I'ordre de n?m c’est-a-dire lorsque n sera au plus de Iordre
de m/log m. En pratique, cet ordre de grandeur est impossible & déterminer a priori,
puisqu’il dépend notament du taux de convergence de ’APP et par conséquent des
valeurs propres de ().

4 Comparaison avec les méthodes classiques

Les descriptions précises des méthodes suivantes se trouvent dans la plupart des
ouvrages d’analyse matricielle et en particulier dans [2],[4] et [7].
4.1 Meéthode de la puissance itérée

Elle consiste & construire la suite 241 = Mz avec M = Q1 (puisqu’on cherche la
plus petite valeur propre de Q)

2
La suite 4 correspondante converge linéairement avec un taux égal a (aail) donc
Fa

2
meilleur que celui de ’APP: (ﬁi—l) .
P

4.2 Meéthode de la puissance inverse

On pose x4 = M1z out M = (Q — ¢l) et c est choisi aussi proche que possible
de la valeur propre recherchée.

INRIA
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En supposant 0 < ¢ < a; de sorte que M reste définie positive, la convergence de

2
vk est linéaire avec un taux égal & ( ) . Ce taux est d’autant meilleur que ¢

o —c
est proche de aq, mais M est d’autan‘éﬂi)llus mal conditionnée.

Le calcul de 541 qui nécessite 'inversion de M peut donc étre entaché d’une erreur
importante. Cependant, on montre, voir par exemple [7, p 65-67], que cette erreur
est presque entierement dans la direction du vecteur propre vy, de sorte que le

mauvais conditionnement n’empéche pas la convergence vers 1’élément propre.

4.3 L’itération inverse de Rayleigh

On choisit z541 = Mz, avec My = (Q — cxI)™! ol ¢, = <Q||fg—:”, H§—2|l> est appelé
coefficient de Rayleigh.

La convergence est cubique donc trés rapide et contrairement a la méthode de la
puissance inverse, elle ne nécessite pas la connaissance a priori d’une estimation de
aj. Par contre, la limite est une valeur propre quelconque (pas nécessairement la
plus petite) et de plus le coit peut étre important puisqu’il faut calculer & chaque
itération I'inverse de (€ — ci[).

5 Tests numériques

Les tests portent seulement sur les suites {y;} et {9x}, générées respectivement
par ’APP et PAPPQ, car leur comportement est caractéristique de chacun des
algorithmes.

5.1 Test 1

Les matrices testées sont de la forme Q = H'H + A\ ot H est une matrice carrée
aléatoire de dimension 100, I représente la matrice identité et A est un réel choisi
pour que les valeurs propres de () soient voisines. Ce test a été réalisé avec le logiciel
Matlab sur une station DEC alpha.

La Figure 2 représente v, — v* en fonction de k avec une échelle logarithmique.
On observe que la courbe admet une droite pour asymptote, ce qui est caractéristique
du comportement “asymptotiquement géométrique” de | vx — 7* |. En effet:

|7 =771~ d" 170 =7 |
implique
log [ 7k =" |~ log | 70 — 77 [ +klogq

RR n"2610



14 Guillaume VIGE

10712 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

Figure 2: v, — 7" en fonction de k.(Test 1)

5.2 Test 2

Dans ce test, les matrices sont du méme type qu’au test 1, mais de dimension 10. On
compare la convergence de 7y, pour différentes normes. La Figure 3 montre que dans
les trois cas, la courbe admet une droite pour asymptote mais on remarque que la
pente de 'asymptote est plus grande (en valeur absolue) pour la norme euclidienne
que pour les normes [y et [,,. Cela se traduit évidemment par une convergence plus
rapide (20 itérations au lieu de 34 et 37 pour une précision de 107%).

5.3 Test 3

Pour les matrices du test 1 et ’APPQ, la Figure 4 représente 7, — v* en fonction
de k avec une échelle logarithmique. Elle met en évidence le doublement du nombre
de chiffres significatifs a chaque itération (une neuviéme itération dépasserait la

INRIA



Prozimal-point algorithm for minimizing quadratic functlions 15

Figure 3: 7, — v* en fonction de k pour || . [|2, || . |l1 et || . [|oo (Test 2)

précision de la machine).

Le faible nombre d’itérations (8 au lieu de 267 pour I’APP) ne doit pas faire oublier
que le cotit d’une itération est ici beaucoup plus élevé. Le temps CPU nécessaire au
calcul de oy & 10712 prés, qui est & peu preés identique pour les deux algorithmes,
n’est pas significatif car dans les deux cas, c’est le cott de I'inversion matricielle du
départ qui domine.

5.4 Test 4

Soit ) la matrice de Hilbert d’ordre 9, c’est-a-dire la matrice dont les éléments sont
Qi = Zﬂ%l Les valeurs propres de () valent approximativement:

1.7, 3.2e-1, 3.1 e-2, 2.0 e-3, 8.7 e-5, 2.7 e-6, 5.4 e-8, 6.5 e-10, 3.
e-12

La Figure 5 représente la valeur de 7, — 7* produite par 'APPQ (avec une échelle
logarithmique) en fonction du nombre d’itérations k.

RR n"2610



16 Guillaume VIGE

Figure 4: 4 — v* en fonction de k. (Test 3)

On observe que 7 converge “par paliers”, chacun des paliers correspondant a une
valeur propre de @.

En fait la convergence est “en moyenne linéaire” sur les 30 premieres itérations et
elle ne devient véritablement quadratique qu’apres le dernier palier. De ce fait, le
nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une bonne approximation est important
malgré une bonne convergence théorique de I’algorithme.

6 Conclusion

Les résultats généraux sur les opérateurs maximaux monotones de Rockafellar [8]
et de Luque [5] ont été précisés dans le cadre de la minimisation d’une fonction
quadratique. Ce cas particulier nous a permis de donner le taux de convergence et de
caractériser la limite de la suite générée par ’APP. Une connexion entre ’algorithme
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Figure 5: 4, — 7* en fonction de k. (Test 4)

proximal et les méthodes classiques d’analyse spectrale a été établie. Enfin, un
algorithme proximal a convergence quadratique a été obtenu.
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