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Axiomatization of a \-Calculus

with Explicit Substitutions in Coq
Abstract: We present the axiomatization of the Aogy-calculus in the system Coq[7]. The principal result

axiomatized is the confluence of this calculus. Furthermore we propose a uniform encoding for many-sorted
rewriting systems, on which we study the local confluence.
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1 Introduction

Le A-calcul est la base théorique des langages de programmation fonctionnelle, sa principale regle est la regle

ICE
(Az.a)b — a{b/z}

ol a et b sont des termes et a{b/z} représente a ou toutes les occurrences libres de la variable z sont rem-
placées par b. L’opération de substitution, qui décrit le passage des parametres des fonctions, n’apparait
dans le A-calcul qu’au niveau du méta-langage. En pratique, cette opération n’est pas simple a effectuer car
on doit éviter les conflits de noms et faire attention a la portée des arguments des fonctions. De plus pour
des raisons d’efficacité, les substitutions sont souvent retardées et explicitement enregistrées. Pour combler
la distance entre le A-calcul et ses implémentations, il devient nécessaire de trouver des variantes fines du
A-calcul, qui puissent manipuler explicitement des substitutions.

Les Ao-calculs [1, 6, 10] (appelés aussi A-calculs avec substitutions explicites) sont des formalismes per-
mettant de rendre compte de maniere explicite du calcul de la substitution. Ils servent de cadre théorique &
la conception, & la compréhension et & la vérification des machines abstraites.

Dans les Ao-calculs, les substitutions ont une représentation syntaxique. Ainsi, si a est un terme et s une
substitution alors, a[s] représente le terme a sur lequel s doit étre effectuée. La regle de base des Ao-calculs
est la regle Beta, elle se contente de déclencher la substitution :

(Az.a)b — a[(b/z) - id]

[(b/z) - id] est une construction syntaxique dénotant la substitution qui remplace x par b sans affecter les
autres variables (- est appelé cons et id est la substitution identité). En simplifiant, on peut voir une substi-
tution comme une liste de couples ”terme substitué/variable”.

Les difficultés liées & la capture des variables ont conduit les auteurs des Ao-calculs a opter pour une
notation sans variables, c’est la notation de de Bruijn pour le A-calcul :

az=n|aa|la

ol n est un entier naturel. L’idée est que toute variable liée peut-étre codée par sa hauteur de liaison (le
nombre de A que l'on rencontre avant d’atteindre le A lieur), par exemple:

Az Ay.xy devient AA10

Dans les Ao-calculs, ces indices correspondent aussi a une position dans un environnement, la régle Beta
devenant alors:

(Aa)b — alb - id]

Bien entendu d’autres regles sont nécessaires pour gérer explicitement les substitutions. Ces regles sont
appelées régles de substitution. Elles devront en particulier étre capables de ”pousser” la substitution a
lintérieur de a. Ainsi, dans le cas de (Ac)[b - id], on doit éviter de remplacer les occurrences de 0 dans ¢
puisque celles-ci correspondent & des variables liées ; la solution est de décaler (shift) la substitution. De plus,
nous devons incrémenter (lift) tous les indices dans b afin d’éviter les captures.

Le Aoy-calcul (initialement appelé AEnv-calcul) défini par T.Hardin et J.-J.Lévy est un Ao-calcul par-
ticulier possédant la propriété de confluence. Dans cet article, nous décrivons le codage de cette preuve de
confluence dans le systeme d’aide a la démonstration Coq. L’avantage d’un codage dans un tel systéme est
la stireté : c’est la machine qui controle ’exactitude des preuves.
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4 A.Saibs

Seules les principales étapes de la preuve sont décrites dans ce papier. Pour plus de détails, le lecteur
pourra se référer au script complet disponible en ftp sur ftp.inria.fr.

A travers ce développement, nous proposons une démarche générale de codage dans Coq des systemes de
réécriture a une ou plusieurs sortes. Nous insistons par ailleurs sur la démonstration de la confluence locale
de o4 et montrons comment adapter cette preuve a un systeme de réécriture quelconque.

La premiére partie de cet article est consacrée & la description du systéeme Coq. Par contre nous supposons
une certaine familiarité avec la réécriture (voir [11]) et les Ao-calculs (voir [1, 6, 8, 9, 10]).

2 Utilisation du systeme Coq

Coq est une implémentation du Calcul des Constructions Inductives (CCI). C’est & la fois un langage de
programmation et un systeme d’aide a la démonstration. Il permet d’une part la spécification et la synthese
de programmes, et d’autre part, la représentation et la vérification de preuves mathématiques. CCI est le
résultat de 'extension du calcul des constructions par un mécanisme primitif de définitions inductives [17].

Le calcul des constructions est un A-calcul typé d’ordre supérieur congu par T.Coquand et G.Huet en
1985. Formellement, un A-calcul typé [2, 13] définit un langage de termes et de types, ainsi qu'un ensemble
de régles décrivant comment dériver des jugements de typage de la forme I' F M : a (qu’on lit “M est un
terme de type a dans le contexte I'”). On pourra se référer a [4] pour avoir une présentation détaillée des
regles d’inférence du calcul des constructions.

Dans ce calcul, les types sont aussi des termes ; leur grande puissance d’expression nous permet de définir
aussi bien des structures de données que des propositions logiques (via I'isomorphisme de Curry-Howard).

Le but de cette section n’est pas de présenter Coq dans tous ses détails. On se contentera d’en donner une
description suffisante pour la compréhension des fragments de code présents dans la suite. Une présentation
compléte du systéme Coq se trouve dans [7]. On pourra aussi, avec profit, consulter les articles décrivant des
développements réalisés dans Coq [3, 14, 15, 18, 19].

2.1 Les termes

Coq possede deux sortes de types: Prop et Set. Prop est le type des propositions logiques alors que Set est
le type des spécifications (ensembles). Du point de vue de lextraction de programmes, Set est le type des
propositions ayant un contenu constructif (qu’on retrouve dans le programme extrait). Les propositions sont
habitées par leurs preuves, i.e. si M est une proposition (M : Prop) alors les termes de type M sont des
preuves de M.

On distingue trois constructions principales dans la syntaxe des termes:

e (M N) est 'application du terme fonctionnel M & "argument N. L’application est associative a gauche:
(((M N1) N2) ... Nn) s’écrit aussi (M N1 N2 ... Nn).

e [x :NIM est Pabstraction de la variable x (de type N) dans le terme M. Le terme construit est un terme
fonctionnel (Az € N.M).
e (x:N)M a deux interprétations possibles.

Dans le cas d’une spécification, il s’agit d’un type dépendant (Ilz € N.M), i.e. le type d’une fonction
dont le type du résultat dépend de argument. La syntaxe N -> M pour le type des fonctions (N — M)
est une abréviation de (x :N)M lorsque x n’apparait pas dans M.

Dans le cas d’une proposition, (x : N)M correspond a la quantification universelle Vz € N.M. L’implication
logique N = M n’en est qu’une abréviation lorsque z n’apparait pas dans M. Sa syntaxe dans Coq

Inria
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est encore N -> M. L’implication est associative a droite: M1 -> M2 -> ... Mn -> N est équivalent &
M1 -> (M2 -> ... (Mn -> N))).

Une autre construction importante de Coq est le mécanisme des définitions inductives. La prochaine
section lui est consacrée.

Les autres connecteurs et quantificateurs, ainsi que 1’égalité sont définis dans le paquetage Prelude. Nous
en donnons la syntaxe :

e M /\ N est la conjonction des propositions M et N

e M \/ N est la disjonction des propositions M et N

e M <-> N: Msi et seulement si N

e “M est la négation de la proposition M

e False est la proposition absurde

e True est la proposition tautologie

o <M>Ex([x:MIN) :il existe x de type M tel que N

e <M>t = u est ’égalité de t et u de type M
Remarques.

1. Les abréviations sont utilisées en mathématiques pour augmenter la lisibilité de formules complexes.
Dans Coq, ce rdle est tenu par le mot clé Definition qui associe un nom & un terme. Ainsi par exemple,
(not A) n’est qu'une abréviation de A -> False:

Definition not [A:Prop] A -> False.
~A est une syntaxe équivalente & (not A) :
Syntax not "7_".

2. Les commentaires sont encadrés par (* et *).

2.2 Les définitions inductives

Comme la théorie sous-jacente aux définitions inductives [17] est quelque peu complexe, nous avons préféré
n’en donner qu’une présentation informelle. Cette présentation s’appuie sur de nombreux exemples dont la
majorité provient de [7].

2.2.1 Types de données

La syntaxe des définitions de types de données dans Coq est proche de celle des types concrets de CAML.
On définit un type inductif en donnant ses constructeurs avec leur type. Ainsi, I’ensemble des entiers est
inductivement défini par :

Inductive Set nat = 0 : nat | S : nat -> nat.

RR n 2345



6 A.Saibi

ce type inductif a pour nom nat et posséde deux constructeurs 0 (la constante zéro) de type nat et S (la
fonction successeur) de type nat -> nat.

Le principal avantage des types inductifs par rapport aux types concrets de CAML est que Coq associe
automatiquement & chaque type inductif un principe d’induction pour le type des propositions et un principe
de récursion pour le type des spécifications.

Les principes d’induction et de récursion pour nat sont :
(P:nat -> Prop) (P 0) -> ((y:nat)(P y) -> (P (S y))) -> (n:nat)(P n).
(P:nat -> Set)(P 0) -> ((y:nat)(P y) -> (P (S y))) -> (n:nat) (P n).

La différence entre les deux principes réside dans le type du prédicat P (nat -> Prop ou nat -> Set).

Le principe d’induction de nat signifie: pour prouver (P n) pour tout n, il suffit de prouver (P 0) et
prouver que (P y) implique (P (S y)) (pour tout y). Il s’agit d’un raisonnement par récurrence sur la struc-
ture des entiers. Un raisonnement analogue est possible pour tout ensemble construit de maniere inductive.

On peut aussi définir le type des booléens. Sa définition dans Prelude est :
Inductive Set bool = true : bool | false : bool.

Son principe d’induction :
(P:bool -> Prop) (P true) -> (P false) -> (b:bool) (P b).

dit que tout élément de type bool est soit true soit false.

La définition de types polymorphes est aussi possible, ainsi:
Inductive Set list [A:Set] = nil : (list A) | cons : A -> (list A) -> (list A).

est une définition qui associe & chaque ensemble A le type (1ist A) des listes d’éléments de type A.

Remarque. Ce mécanisme ne permet pas la définition d’ensembles mutuellement récursifs.

2.2.2 Prédicats inductifs

Toujours grace aux définitions inductives, on peut définir des prédicats sur les objets qu’on manipule (dans
un style proche de celui de Prolog). Ainsi la propriété “n est pair” se traduit dans Coq par (even n) ou
even est le prédicat sur les entiers défini comme suit :

Inductive Definition even : nat -> Prop
= even_0 : (even 0)
| even_S : (n:nat)(even n) -> (even (S(S n))).

Cette définition donne le nom even au plus petit (condition de minimalité) prédicat sur les entiers
vérifiant les deux clauses even_0 et even_S. Ces deux clauses ne sont que la traduction dans le langage Coq
des axiomes mathématiques :

0 est parr
{ Vn.n pair = (S (S n)) pair

La condition de minimalité est exprimée dans le systeme par un axiome appelé principe d’induction. Le
principe fourni pour even est :

Inria
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(P:nat -> Prop)

(P 0O ->
((n:nat) (even n) -> (P n) -> (P (S (S n)))) ->
(n:nat) (even n) -> (P n)

Il nous assure que even est contenu dans tout prédicat P vérifiant les clauses even_0 et even_S. Un principe
analogue est associé a chaque définition inductive.

L’utilisation des définitions inductives ne se limite pas au codage de prédicats unaires. Elles peuvent
aussi représenter des relations. Prenons ’exemple de la relation ternaire Plus, (Plus n m p) représente
[43 ”

p=n+m’:

Inductive Definition Plus : nat -> nat -> nat -> Prop
= Plus_0 : (m:nat)(Plus 0 m m)
| Plus_S : (n,m,p:nat)(Plus n m p) -> (Plus (S n) m (S p)).

Le dernier exemple de cette section est la définition de la relation <. Elle comporte deux axiomes :

Vn.n<n
Vn,m.n <m=n<(Sm)

Son codage dans Coq est le suivant :

Induction Definition le [n:nat] : nat -> Prop
= le 0 : (le n n)
| le_S : (m:nat)(lenm) -> (len (Sm).

D’autres relations sur les entiers s’en déduisent. Ainsi 1t représente < :
Definition 1t [n,m:nat] (le (S n) m).

et gt est la traduction de >:

Definition gt [n,m:nat] (1t m n).

Remarques.

1. La syntaxe Inductive Set n’est qu’un cas particulier de Inductive Definition. La définition des
entiers (nat) qu’on a précédemment donnée est équivalente a:

Inductive Definition nat : Set = 0 : nat | S : nat -> nat.

2. L’utilisateur n’a pas a utiliser explicitement les principes d’induction des définitions inductives. Leur
utilisation se fait a travers des tactiques dites d’élimination (qu’on verra plus loin).

3. Méme les connecteurs logiques sont définis de maniere inductive. Nous prenons ’exemple de la disjonc-
tion (A\/B n’est qu’une abréviation de (or A B)):

Inductive Definition or [A,B:Prop] : Prop
= or_introl : A -> (or A B)

| or_intror : B -> (or A B).

4. Nous donnons quelques précisions sur I’égalité dans Coq. Nous avons déja vu que sa syntaxe était <A>t
= u ou A est de type Set. Elle est en fait définie par eq:

RR n 2345



8 A.Saibi

Inductive Definition eq [A:Set;x:A] : A -> Prop
= refl_equal : <A>x = Xx.

C’est la plus petite relation binaire réflexive dans A. Son principe d’induction est :
(A:Set) (x:A) (P:A -> Prop) (P x) -> (a:A)(<A>x = a) -> (P a)

11 signifie: si x et a sont égaux alors pour tout prédicat P sur A, (P x) = (P a). Il s’agit donc d’une
égalité au sens de Leibniz.

5. Le mécanisme des définitions inductives, bien que tres puissant, souffre de quelques restrictions con-
cernant le type des constructeurs (voir [17, 3, 19]).

2.3 Les définitions récursives

A chaque définition inductive I correspond un récurseur Ry. Il définit une fonction par récurrence structurelle
sur les termes de type I. R4, par exemple, est défini par :

{ Rnat(c7x7 f7 0)
Rnat(c7 z, f7 (S n))

X
(f 7 Rnat(C, 2, f,m))

ou:

- C est un type,

- x est de type C,

- et f est une fonction de type nat — C — C.

Ry0t(C,z, f,m) est alors de type C. 1l est représenté dans Coq par (< C > Match n with z f).

Match nous permet d’écrire des fonctions récursives par filtrage sur des termes inductivement définis.
Considérons 'exemple de plus:

Definition plus = [n,m:nat](<nat>Match n with
(x 0 %) m
(x (S p) *) [p,plus_p_m:nat] (S plus_p_m)).

On reconnait derriere cette définition (dont la syntaxe est d’un abord assez difficile), les équations suiv-

antes:
{ (plus 0 m) = m
(plus (Sn) m) = (S (plus n m))

D’une maniere générale, si t est un terme inductif de type I, alors (< C > Match t with fi ... fp) est
une fonction de type I — C, ol f; correspond au traitement du °™¢ constructeur de I. Il implémente le
récurseur associé a I.

2.4 Le développement de preuves dans Coq

L’utilisateur a le choix entre plusieurs syntaxes pour formuler I’énoncé & prouver. En voici quelques-unes:

Theorem < nom_du_théoreme > : < énoncé > .
Lemma < nom_du_lemme > : < énoncé > .
Remark < nom_de_la_remarque > : < énoncé > .

Cet énoncé est alors appelé but initial. D’une maniere générale, un but est la donnée d’une formule a
prouver sous certaines hypotheses. Celles-ci forment le contexte local d’hypothéses du but. Dans le cas d’un

Inria



Aziomatisation d’un A-Calcul avec Substitutions FExplicites dans Coq 9

but initial, le contexte local d’hypotheses est vide.

Le développement d’une preuve se fait de maniere interactive, par I'usage de commandes appelées tac-
tiques. L’application d’une tactique a un but peut soit le résoudre, soit le transformer en de nouveaux buts
(chacun avec son contexte local d’hypothéses). Le systeme affiche, & chaque étape, les buts restant & prouver.
La preuve s’acheéve lorsqu’aucun but ne subsiste.

11 existe des tactiques d’introduction (Intro ...), de résolution (Apply, Assumption, Split, Left, Right,
Exists ...), d’élimination (Elim ...) et de conversion (Simpl, Unfold ...):

Intro: appliquée & un but de la forme (x :N)M (ou N -> M), introduit I’hypothese x : N (resp. N) dans
le contexte local et transforme le but en M.

Apply: réduit le but & prouver en d’autres plus élémentaires par ’application d’un axiome ou un
théoréeme déja prouvé.

Assumption. cherche dans le contexte local une hypothese identique au but courant.
Split: transforme le but N /\ M en les deux buts N et M.

Left: transforme le but N \/ Men N.

Right: transforme le but N \/ Men M.

Exists u: transforme le but <M>Ex ([x :MIN) en N{u/x} (i.e. N dans lequel toutes les occurrences libres
de x sont remplacées par u), u étant un terme de type M.

Elim H: permet de faire des preuves par induction. Cette tactique applique le principe d’élimination
associé a la définition inductive de H au but courant. H doit correspondre & un terme inductivement
défini (exemples: H :nat ou H : (even x)).

Simpl: applique tous les schémas de récursion présents dans le but.

Unfold nom: remplace dans le but les occurrences de nom par sa définition.

Nous allons maintenant voir ’effet de toutes ces tactiques sur un exemple concret. L’exemple est tiré du
paquetage Arith. On veut prouver :

Vn,m,p,gn<m&p<q=>n+p<m+gq

On suppose avoir déja prouvé le résultat suivant :

Vn,m,ppn<m=>p+n<p+m

dont I’énoncé dans Coq est :

Lemma le_reg_l : (n,m,p:nat)(le n m) -> (le (plus p n) (plus p m)).

On commence par énoncer la formule qu’on veut prouver :

Lemma le_plus_plus :

(n,m,p,q:nat) (le n m) => (le p q) -> (le (plus n p) (plus m q)).

On présente, a chaque étape, la tactique utilisée suivie d’'un commentaire.

Goal. La preuve commence.

RR n 2345



10 A.Saibi

e Intros n m p q H HO. Intros itére la tactique Intro. Le contexte local, initialement vide, contient

maintenant 6 hypotheses.

1 subgoal
(le (plus n p) (plus m q))

HO : (e p @
(le n m)
: nat
: nat
: nat
: nat

B BEWO.LO @

e Elim H. Application du principe d’induction associé & le.

2 subgoals
(le (plus n p) (plus n q))

HO : (le p q)
H: (le n m
q : nat

P : nat

m : nat

n : nat

subgoal 2 is:
(mO:nat)
(le n m0) —>

(le (plus n p) (plus m0 q)) -> (le (plus n p) (plus (S m0) q))

e Apply lereg 1. D’apres le lemme le_reg_1, pour prouver n + p < n + g, il suffit de prouver p < q.

2 subgoals
(le p q)
HO : (le p q)
H: (le n m
q : nat
P : nat
m : nat
n : nat
subgoal 2 is:
(mO:nat)
(le n m0) —>

(le (plus n p) (plus m0 q)) -> (le (plus n p) (plus (S m0) q))

e Assumption. Le but est vrai par hypothese.

1 subgoal
(m0:nat)
(1e n m0) ->
(le (plus n p) (plus m0 q)) -> (le (plus n p) (plus (S m0) q))

Inria



Aziomatisation d’un A-Calcul avec Substitutions FExplicites dans Coq 11

HO : (lep q)
: (le n m)

: nat

: nat

: nat

¢ nat

B BW .o @

e Intros mO H1 H2.

1 subgoal
(le (plus n p) (plus (S m0) q))

H2 : (le (plus n p) (plus mO q))
H1 : (le n m0)

m0 : nat

HO : (le p q)
H: (le n m
q : nat

P : nat

m : nat

n : nat

e Simpl. Applique le schéma de récursion (S m0) + g = (S (m0 + q)).

1 subgoal
(le (plus n p) (S (plus mO q)))

H2 : (le (plus n p) (plus mO0 q))
H1i : (le n m0)

mO : nat

HO : (le p q)

H: (le n m
q : nat

P : nat

m : nat

n : nat

e Apply le_S. le_S est une clause dans la définition (inductive) de le. Elle stipule que: Vn,m.n < m =
n < (S m).

1 subgoal
(le (plus n p) (plus mO q))

H2 : (le (plus n p) (plus mO0 q))
H1 : (1le n mO)

m0 : nat

HO : (le p @)

H: (le n m)

q : nat

RR n 2345



12 A.Saibi

P : nat
m : nat
n : nat

e Assumption.
Goal proved!

e Save. On sauve la preuve dans le systéme pour pouvoir I'utiliser dans d’autres développements de
preuves.

le_plus_plus is defined

3 Les relations dans Coq

Les relations modélisant des processus de calcul sont appelées relations de réduction. a R b, souvent noté

a2 b, se lit “a se réduit en b”, et b est dit réduit de a.

Soit A un ensemble quelconque. Nous donnons dans cette section quelques propriétés fondamentales des
relations binaires R sur A. Nous verrons aussi leur codage dans Cogq.

3.1 Définitions générales

Commencons tout d’abord par déclarer A et R. R est défini par sa fonction caractéristique, i.e. la fonction
qui prend deux éléments de A et décide si le second est un réduit du premier.

Variable A : Set.
Variable R : A -> A -> Prop.

Nous aurons souvent besoin des définitions de base suivantes:

e la composition de relations Ry Re = {(z,y) | 3z 2 Ry z & z Ry y} se traduit dans Coq par (comp_rel
A R1 R2):

Inductive Definition comp_rel [R1,R2:A -> A -> Prop] : A -> A -> Prop
= comp_2rel : (x,y,z:A)(R1 xy) -> (R2 y z) -> (comp_rel R1 R2 x z).

N.B. La paramétrisation de cette notion, comme des suivantes, relativement & I’ensemble A est assurée
automatiquement par le mécanisme des sections[7].

e Ry C Ry, ou C dénote l'inclusion de relations, est codé en (inclus A R1 R2):

Definition inclus [A:Set][R1,R2:A -> A -> Prop]
(x,y:A)(R1 x y) -> (R2 x y).

e RT est la cldture transitive de R, elle est définie dans Coq par (rel_plus A R):
Inductive Definition rel_plus [R:A -> A -> Prop] : A -> A -> Prop

= relplus_1istep : (x,y:A)(R x y) -> (rel_plus R x y)
| relplus_transl : (x,y,z:A)(R x y) -> (rel_plus R y z) -> (rel_plus R x z).

Inria
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e R* est la cloture réflexive transitive de R, elle est définie dans Coq par (star A R):

Inductive Definition star [R:A -> A -> Prop] : A -> A -> Prop

= star_refl : (x:A)(star R x x)
| star_transl : (x,y,z:A)(Rx y) -> (star Ry z) -> (star R x 2z).

R* est définie comme étant la plus petite relation vérifiant :

. A (star_refl) % (star_transl)

star_transi est un cas particulier de la transitivité, suffisant toutefois pour prouver que (star A R)
est transitive:

Lemma star_trans: (A:Set) (R:A->A->Prop) (x,y,z:A)
(star AR x y)->(star ARy z)->(star A R x 2).

3.2 La confluence

Une des propriétés fondamentales des relations est la confluence. Elle exprime une propriété de déterminisme
du calcul vis-a-vis du chemin de réduction suivi. Nous suivons [11] pour le codage de cette propriété dans
Coq.

Soit z € A. La relation binaire R sur A est:

e confluente en z, si pour tout vy, z, si x R* y, et x R* z, il existe u tel que y R* u, et z R* u.

Definition confluence_en [x:A] (y,z:A)(star AR x y) -> (star AR x z) ->
<A>Ex([u:A] (star AR y u) /\ (star AR z u)).

e localement confluente en z, si pour tout y, z, si x Ry, et x R z, il existe u tel que y R* u, et z R* .

Definition local_confluence_en [x:A] (y,z:A)(Rxy) -> (R x z) =>
<A>Ex([u:A] (star ARy u) /\ (star AR z uw)).

e fortement confluente en x, si pour tout y, z, si x Ry, et © R z, il existe u tel que y Ru, et z R u.

Definition strong_confluence_en [x:A] (y,z:A)(Rxy) -> (R x z) ->
<A>Ex([u:A]l Ry u) /\ (R zu)).

Ces propriétés s’expriment par les diagrammes suivants, oll un trait plein indique une hypothese (“si

...”) et un trait pointillé une conclusion (“il existe ...”):
R* R R
r—>Z r——>Z r———>z
R*l c R R| oL R R| CF R
v v v
Y - >u Y - >u Yy - >u
R* R* R

Une relation binaire est confluente (resp. localement confluente, fortement confluente) si elle ’est en tout
point de A:
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Definition confluence (x:A) (confluence_en x).
Definition local_confluence (x:A) (local_confluence_en Xx).

Definition strong_confluence (x:A) (strong_confluence_en x).

3.3 La ncethérianité

Une autre propriété importante des relations est la nethérianité. Elle nous garantit la terminaison des calculs
quelle que soit la stratégie de réduction adoptée. Une relation R est ncethérienne s’il n’existe pas de suite
infinie de la forme ag R a; R .... Il s’avere assez difficile de donner une version constructive de cette notion.
La traduction que nous en donnons est due & Huet [12]. Elle nécessite l'introduction de plusieurs notions
intermédiaires.

Un sous-ensemble de A est défini par sa fonction caractéristique:
Definition a_set A -> Prop.

Nous définissons I'inclusion C 4 sur ces sous-ensembles par :
Definition sub [Y,Z:a_set] (x:A)(Y x) -> (Z x).

On dit qu’un sous-ensemble est universel s’il contient tous les éléments de A :
Definition universal [Y:a_set] (x:4) (Y x).

(R x) représente I’ensemble des réduits de z par R, R, = {y € A| z R y}. L’adjoint d’un sous-ensemble
Y est alors {x € A| R, C4 Y}

Definition adjoint : a_set -> a_set = [Y:a_set][x:A] (sub (R x) Y).

Y est héréditaire s’il contient son adjoint :
Definition hereditary [Y:a_set] (sub (adjoint Y) Y).

On dit alors que R est ncethériennne si tout sous-ensemble héréditaire est universel :
Definition noetherian (Y:a_set) (hereditary Y) -> (universal Y).

On peut ainsi prouver dans le systéme le principe de récurrence ncethérienne. C’est ce principe qui est,
comme on le verra plus loin, & la base des preuves du lemme de Newman et du lemme de Yokouchi.

Lemma noetherian_induction: (A:Set)
(R:A -> A -> Prop)
(noetherian A R) ->
(x:4)
(P:A -> Prop)
((y:A)((z:A)(rel_plus ARy z) -> (P 2)) => (Py)) ->
(P x).

qu’on lit:

Si R est ncethérienne et si P est un prédicat sur A tel que:

Inria
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Vye A.(Vz€ A.yR" z = P(z)) = P(y)
Alors, Vz € A. P(z).

Remarquez que noetherian_induction est un lemme prouvable, et non pas un axiome supplémentaire.
Autrement dit, R noethérienne implique logiquement que la récurrence ncethérienne est valide.

Une autre définition possible pour la ncethérianité est : R est ncethérienne si et seulement si R~! est bien
fondée, ott R™! est la relation symétrique de R (a R™'b < bRa).

Definition symmetric [a,b:A] (R b a).

Une relation binaire R sur A est bien fondée si toute partie A’ non vide de A contient un élément
ao minimal dans A, i.e. tel que —(a Rag) pour tout a € A. Elle est définie dans Coq grice a la notion
d’accessibilité :

Inductive Definition Acc [A:Set][R:A -> A -> Prop] : A -> Prop
= Acc_intro : (x:A)((y:A)(R y x) -> (Acc A R y)) -> (Acc AR x).

R est bien fondée si tous les éléments de A lui sont accessibles:
Definition well_founded [A:Set][R:A -> A -> Prop] (a:A)(Acc AR a).
On définit alors la noethérianité par:

Definition noetherian’ [A:Set][R:A -> A -> Prop]
(well_founded A (symmetric A R)).

L’équivalence des deux définitions de la ncethérianité a été prouvée dans le systeme Coq par Gérard
Huet :

Lemma equivalence_noetherian_noetherian’
[A:Set][R:A -> A -> Prop]
(noetherian A R) <-> (noetherian’ A R).

Le résultat (noetherian A R) -> (noetherian’ A R) ne doit pas nous étonner car la définition de
noetherian peut s’écrire:

(P:A => Prop) ((y:A)((z:A)(Ry z) -> (P 2)) -> (P x)) -> (x:A)(P x)

en remplacant dans la définition de noetherian toutes les constantes qui y apparaissent par leur définition
(successivement universal, hereditary, adjoint, sub et a_set). Or cette formule n’est autre que le principe
de récurrence bien fondée pour R~!.

4 Codage de la réécriture dans Coq

Dans cette section, nous proposons un codage général pour les systémes de réécriture de termes du premier
ordre. Les définitions inductives utilisées sont écrites dans une pseudo-syntaxe Coq.

Notation. Pour éviter I'utilisation de points de suspension, nous utilisons la notation vectorielle suivante :

-

t dénote la séquence de termes t; ...t,,

-,

(Z:A) dénote (z1: A1)...(zn : Ay).
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4.1 Algebre

Une signature est définie par la donnée d’un ensemble fini {s1,...,5,} de sortes et d’un ensemble fini %
d’opérateurs (ou constructeurs). Chaque opérateur C est muni d’une arité (type) 8§ — -+ —> s/ (m > 1),
ol les s’ sont des sortes (1 < j < m). On dit alors que C est de sorte s/,. On dira aussi que C est une

j
constante lorsque m = 1. L’algebre (initiale) des termes de sorte s; est (inductivement) définie par:

e si C est une constante de sorte s;, alors C € s;

o si C est un opérateur d’arité s;; — --- —s;, — s; et sit; € s;; (1 <5 <m),
alors (C ty...ty) € s;

Par exemple, (C; C2 Cs) est un terme de 1’algébre — en supposant qu’il soit bien typé. On peut voir
ce terme comme une instance du terme (C; Cs a) ou encore (Cy b a), i.e. un terme contenant des variables
universellement quantifiées (a, b, ...).

Si M est un terme, on notera ’ensemble de ses variables par var(M).

Notons que les définitions des différentes sortes s; sont mutuellement récursives. Or, on ne dispose pas
aujourd’hui d’un tel mécanisme dans Coq. Il est toutefois possible de simuler ce mécanisme a 1’aide des types
dépendants. On va coder l'algebre de termes par une définition inductive ALG de type W — Set ou W est
un type inductif & n constantes:

Inductive Set W =Wy : W|...|W, : W.

Chaque clause CC; de ALG correspond a un opérateur C; de X. Son type s;7 — -+ — 8;,m, est

traduit en (ALG W, 1) — -+ — (ALG W, ., ).

Inductive Definition ALG : W — Set

= CC]_ M (ALG W]_’]_) —> s — (ALG Wl,m1)
|cc;  : (ALG W,;) — --- — (ALG W; ;)
|cc, : (ALGW,,;) — -+ — (ALG W, ).

Dans la définition ci-dessus, (ALG W;) représente s; :

Definition s1 (ALG Wy).

Definition s, (ALG W,,).

4.2 Systéme de réécriture

Un systeme de réécriture de termes du premier ordre est la donnée d’une signature et d’un ensemble R de
couples de termes (a;, 3;) tels que var(B;) C var(a;) et oll a; n’est pas une variable. De plus «; et 3; doivent
étre de méme sorte.

On code ce systéme de réécriture par une définition inductive de type (w : W)(ALG w) — (ALG w) —
Prop, olt w sert & indiquer la sorte des arguments:
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Inductive Definition systemR: (w: W)(ALG w) — (ALG w) — Prop

=rule; : Vd; € 81.(systemR w; a1 f1)
| rule; : V@, € §;.(systemR w; a; 3;)
|rule,, : Vam, € 8pn.(systemR w,, &y Bm)-

Chaque regle (o, B;) est représentée par une clause rule;, ou les quantifications portent sur les variables de
var(a;). w; € {Wq,...W,} indique la sorte de la régle.

4.3 Relation de réécriture

Nous considérons maintenant la relation engendrée par le systéme R (notée i») On la construit en rajoutant
les regles de congruence (passage au contexte):

a; 25 b= (Cay-rai-an) — (Cay-bi--ap)

ot C est un opérateur (qui ne soit pas une constante). Dans Coq, ces régles correspondent aux clauses dont
les noms commencent par R_context._.

La forme générale d’une clause R_context_C; ; est la suivante:
R_context C;; : Va; € 5;.Vb;; € s;;.

(relR Wi,5 Qg5 bi,j) = (relR w; (Cz ;1 ...055 .. .ai,mi) (Cz a;1q .. -bi,j .. .ai,mi))

avec:
-1<i<r,r étant le nombre d’opérateurs de X
- 1< j <my, m; étant le nombre d’argument de C; (dont l'arité est s;1 — - -+ 8;.m;, — i)
-onas;; =(ALG w; ;) et s; = (ALG w;)

on a ainsi (X7_;m;) clauses R_context._. :

Inductive Definition relR: (w: W)(ALG w) — (ALG w) — Prop

= rule : VYw € WV¥a,b € (ALG w). (systemR w a b) = (relR w a b)
| R_context_C1 1 : Vd; € 51.Yb11 € 511

(relR wi,1 Q1,1 bl,l) = (relR w1 (Cl arta ... al,ml) (C1 bl,l .. al,ml))

| Rcontext Cy .+ Vi, € 8,.Ybrm, € Sr.m,.-

(relR Wy m, @rm, brm,) = (relRw, (Cr ar1...0rm,) (Cr ara...brm,.)).
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Remarques.

1. Le type de relR est (w : W)(ALG w) — (ALG w) — Prop. Il ne s’agit manifestement pas d’une
relation puisque le type des relations est A => A => Prop ou A:Set. En fait, rel R correspond a autant
de relations qu’il y a de sortes: (ALG w;) — (ALG w;) — Prop est la relation sur les termes de
sorte s;.

2. Formellement, la relation £, engendrée par un systeme de réécriture est la plus petite relation stable
par substitution et compatible avec les opérateurs de ¥. On peut aussi définir cette relation de maniere
axiomatique par :

(a) pour toute substitution 6 et pour toute regle (a, 3), on a 6(a) N 0(B)
(b) pour tout C € X, a; i»bi =>(Car--a;--ay) A, (Cay---bi--an)

Une substitution 6 est un homomorphisme qui associe des termes & des variables. 6(«) est alors le
résultat de la substitution des variables contenues dans «, disons v;, par leur image 6(v;).

Le deuxieme point est reporté tel quel dans la définition de rel R. Quant au premier, au lieu de quantifier
sur les substitutions 6, on quantifie sur les variables elles-mémes. Toute régle (a, 8) du systeme R est
codée dans systemR par une clause rule; :

Vi € §.(systemR w o 3)

ol w sert & indiquer la sorte de la régle, @ = var(a) et §sont des sortes. Or dans Coq, si on sait prouver
Vd € 5.P, on peut en déduire une preuve de P{t/@} (avec t € 5) grace & la regle d’élimination du V:

Va € A.P
Pft/a}

ol {t/a} est 'opération de substitution de la variable a par un terme ¢.

(te A)

En prenant (systemR w a ) & la place de P, on voit bien qu’on pourra prouver:
(systemR w a{t/@} p{t/a})

qui n’est rien d’autre que (systemR w 6(a) 6(B)), 6 étant la substitution {¢/d}.

Ainsi on n’a pas & coder la notion de substitution puisqu’elle nous est gracieusement fournie par le
systeéme.

5 Axiomatisation du Aoj-calcul: Syntaxe et Regles

Le Aoy-calcul est un systéme de réécriture de termes. Il posséde deux sortes (les termes et les substitutions
explicites) inductivement définies par:

Termes a:=nl|aalla|a[s]| X;
Substitutions Explicites s:=1id|T|a-s|sos|(s)]|z:

Les termes et les substitutions explicites sont appelés Aoy-termes. L’application est une opération binaire
notée par juxtaposition (aa). L’opération o dans s o s dénote la composition des substitutions explicites.
Quant aux symboles 1 et 1, ils sont respectivement appelés shift et lift. X; et x; sont des métavariables, il
ne faut pas confondre métavariables et variables: une métavariable est un élément de I'algebre, alors qu’une
variable est un nom représentant un terme quelconque de I’algebre.
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Dans tous les Ao-calculs, et en particulier dans le Aoy-calcul, les indices de de Bruijn utilisés sont tou-
jours strictement positifs. Cependant ce choix n’est pas primordial et rien dans la théorie ne nous empéche de
commencer & compter a partir de 0. Dans notre codage, on a choisi de prendre n € N pour pouvoir bénéficier
de 'axiomatisation de N déja disponible dans Coq. Si on avait pris n € N*, on aurait été obligé d’indiquer a
chaque utilisation de n que n > 0.

Les définitions des termes et substitutions explicites sont mutuellement récursives. Pour les coder, on va
utiliser le mécanisme décrit en 4.

Inductive Set wsort = ws : wsort | wt : wsort.

Inductive Definition TS : wsort -> Set

meta_X : nat -> (TS wt)
meta_x : nat -> (TS ws).

= var : nat -> (TS wt)
| app : (TS wt) -> (TS wt) -> (TS wt)
| lambda : (TS wt) -> (TS wt)
| env : (TS wt) -> (TS ws) -> (TS wt)
| id : (TS ws)
| shift : (TS ws)
| coms : (TS wt) -> (TS ws) -> (TS ws)
| comp : (TS ws) -> (TS ws) -> (TS ws)
| 1ift : (TS ws) -> (TS ws)
[
[

(TS wt) et (TS ws) correspondent alors respectivement aux termes et aux substitutions explicites :

Definition terms (TS wt).

Definition sub_explicits (TS ws).

Le Aoy-calcul est défini par les régles de la figure 1.

Dans Coq, nous avons choisi de représenter chaque régle par une définition inductive. Nous gardons ainsi
la possibilité de former des sous-systemes du Aogy-calcul en vue de les étudier. Comme exemple, nous donnons
le codage des trois premieres regles:

Inductive Definition reg_beta : (b:wsort) (TS b) -> (TS b) -> Prop
= regl_beta : (a,b:terms)
(reg_beta wt (app (lambda a) b) (env a (cons b id))).

Inductive Definition reg_app : (b:wsort) (TS b) -> (TS b) -> Prop
= regl_app : (a,b:terms) (s:sub_explicits)
(reg_app wt (env (app a b) s) (app (env a s) (env b s))).

Inductive Definition reg_lambda : (b:wsort) (TS b) -> (TS b) -> Prop
= regl_lambda : (a:terms)(s:sub_explicits)

(reg_lambda wt (env (lambda a) s) (lambda (env a (lift s)))).

Le sous-systeme contenant toutes les regles sauf Beta est appelé o4. Il s’agit du systéme qui implémente
I'opération de substitution :
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(Beta)
(App)
(Lambda)
(Clos)
(VarShift1)
(VarShift2)
(FVarCons)
(FVarLift1)
(FVarLift2)
(RVarCons)
(RVarLift1)
(RVarLift2)
(AssEnv)
(MapEnv)
(ShiftCons)
(ShiftLift1)
(ShiftLift2)
(Lift1)
(Lift2)
(LiftEnv)
(IdL)

(IdR)
(Liftld)

(14)

(Aa)b
(ab)[s]
(Aa)[s]

(afs])[¢]

n(f]

n[f o s]

Ola - 8]
o[f(s)]
o[fi(s) o]
n+ifa - g
n+1[f(s)]
n+1[{}(s) o ¢]

e

alb - id]
(als) (Bls)
Aalfs)
afsot]

n+1

n+1[s]

0

o[t]

n[s]

n[so1]
afso(1o%)
so(tou)
alt] - (sot)
sof
so(fot)
fi(so1)
MNsot)ou
a-(sot)
td

a

Figure 1 : Le systeme de réécriture Aoy
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Inductive Definition systemSL : (b:wsort) (TS b) -> (TS b) -> Prop

regle_app
regle_lambda
regle_clos
regle_varshiftil
regle_varshift2
regle_fvarcons
regle_fvarliftil
regle_fvarlift2
regle_rvarcons
regle_rvarliftil
regle_rvarlift2
regle_assenv
regle_mapenv
regle_shiftcons

regle_shiftliftl :

regle_shiftlift2 :

regle_lift1l
regle_l1ift2
regle_liftenv
regle_idl
regle_idr
regle_liftid
regle_id

(a,b
(a,b
(a,b
(a,b
(a,b

(a,b
(a,b
(a,b
(a,b
(a,b

:terms) (reg_app wt a b) -> (systemSL wt a b)
:terms) (reg_lambda wt a b) -> (systemSL wt a b)
:terms) (reg_clos wt a b) -> (systemSL wt a b)
:terms) (reg_varshiftl wt a b) -> (systemSL wt a b)
:terms) (reg_varshift2 wt a b) -> (systemSL wt a b)
(a,b:
:terms) (reg_fvarliftl wt a b) -> (systemSL wt a b)
:terms) (reg_fvarlift2 wt a b) -> (systemSL wt a b)
:terms) (reg_rvarcons wt a b) -> (systemSL wt a b)
:terms) (reg_rvarliftl wt a b) -> (systemSL wt a b)
:terms) (reg_rvarlift2 wt a b) -> (systemSL wt a b)
(s,t:
(s,t:
(s,t:
(s,t:

terms) (reg_fvarcons wt a b) -> (systemSL wt a b)

sub_explicits) (reg_assenv ws s t) -> (systemSL ws s t)
sub_explicits) (reg_mapenv ws s t) -> (systemSL ws s t)
sub_explicits) (reg_shiftcons ws s t) -> (systemSL ws s t)
sub_explicits) (reg_shiftliftl ws s t) —->

(systemSL ws s t)

(s,t:

sub_explicits) (reg_shiftlift2 ws s t) ->

(systemSL ws s t)

(s,t:
(s,t:
(s,t:
(s,t:
(s,t:
(s,t:
:terms) (reg_id wt a b) -> (systemSL wt a b).

(a,b

sub_explicits) (reg_liftl ws s t) -> (systemSL ws s t)
sub_explicits) (reg_lift2 ws s t) -> (systemSL ws s t)
sub_explicits) (reg_liftenv ws s t) -> (systemSL ws s t)
sub_explicits) (reg_idl ws s t) -> (systemSL ws s t)
sub_explicits) (reg_idr ws s t) -> (systemSL ws s t)
sub_explicits) (reg_liftid ws s t) -> (systemSL ws s t)

Nous définissons enfin le systéme Aoy :

Inductive Definition systemLSL : (b:wsort) (TS b) -> (TS b) -> Prop
betal : (M,N:terms)(reg_beta wt M N) -> (systemLSL wt M N)
SL1  : (b:wsort)(M,N:(TS b)) (systemSL b M N) -> (systemLSL b M N).

Inductive Definition relSL :

Nous considérons maintenant la relation engendrée par o. (relSL b M N) signifie M N , b (de type
wsort) indiquant la sorte (termes ou substitutions explicites) des arguments.

SL_one_regle
SL_context_app_1

SL_context_app_r

SL_context_lambda :

SL_context_env_t

SL_context_env_s

SL_context_cons_t :

SL_context_cons_s :
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(b:wsort) (TS b) -> (TS b) -> Prop

(b:wsort) (M,N: (TS b)) (systemSL b M N) -> (relSL b M N)
(a,a’,b:terms) (relSL wt a a’) ->

(relSL wt (app a b) (app a’ b))

(a,b,b’:terms) (relSL wt b b’) ->

(relSL wt (app a b) (app a b’))

(a,a’:terms) (relSL wt a a’) —>

(relSL wt (lambda a) (lambda a’))

(a,a’:terms) (s:sub_explicits) (relSL wt a a’) ->
(relSL wt (env a s) (env a’ s))

(a:terms) (s,s’:sub_explicits) (relSL ws s s’) ->
(relSL wt (env a s) (env a s’))

(a,a’:terms) (s:sub_explicits) (relSL wt a a’) ->
(relSL ws (cons a s) (cons a’ s))

(a:terms) (s,s’:sub_explicits)(relSL ws s s’) ->
(relSL ws (cons a s) (cons a s’))
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| SL_context_comp_l : (s,s’,t:sub_explicits) (relSL ws s s’) ->
(relSL ws (comp s t) (comp s’ t))

| SL_context_comp_r : (s,t,t’:sub_explicits) (relSL ws t t’) ->
(relSL ws (comp s t) (comp s t’))

| SL_context_lift : (s,s’:sub_explicits)(relSL ws s s’) ->
(relSL ws (1ift s) (lift s’)).

De méme pour la relation engendrée par Aoy, elle est traduite par relLSL:

Inductive Definition relLSL : (b:wsort) (TS b) -> (TS b) -> Prop
= LSL_one_regle : (b:wsort) (M,N: (TS b)) (systemLSL b M N) -> (rellLSL b M N)
| LSL_context_app_1l : (a,a’,b:terms) (rellSL wt a a’) ->
(rellSL wt (app a b) (app a’ b))
| LSL_context_app_r : (a,b,b’:terms) (relLSL wt b b’) ->
(rellSL wt (app a b) (app a b’))
| LSL_context_lambda : (a,a’:terms) (rellLSL wt a a’) ->
(rellSL wt (lambda a) (lambda a’))

| LSL_context_env_t : (a,a’:terms)(s:sub_explicits) (rellLSL wt a a’) ->
(rellSL wt (env a s) (env a’ s))
| LSL_context_env_s : (a:terms)(s,s’:sub_explicits) (rellSL ws s s’) ->

(rellSL wt (env a s) (env a s’))

| LSL_context_cons_t : (a,a’:terms) (s:sub_explicits) (rellLSL wt a a’) ->
(rellSL ws (cons a s) (coms a’ s))

| LSL_context_cons_s : (a:terms)(s,s’:sub_explicits) (rellLSL ws s s’) ->
(rellSL ws (cons a s) (cons a s’))

| LSL_context_comp_1l : (s,s’,t:sub_explicits) (rellSL ws s s’) ->
(rellSL ws (comp s t) (comp s’ t))

| LSL_context_comp_r : (s,t,t’:sub_explicits) (rellSL ws t t’) ->
(rellSL ws (comp s t) (comp s t’))

| LSL_context_lift : (s,s’:sub_explicits)(rellSL ws s s’) ->
(rellLSL ws (1ift s) (1ift s’)).

Pour des raisons de commodité, nous donnons des noms a o§ et Aof, respectivement :

Definition relSLstar [b:wsort] (star (TS b) (relSL b)).

Definition rellLSLstar [b:wsort] (star (TS b) (relLSL b)).

6 o, est noethérien

. So o R /. . . -
Pour montrer qu’une relation (de réécriture) — est ncethérienne, il suffit de trouver une relation ncethérienne
> sur ’ensemble des termes telle que:

a>-b st a Ep
Etablissons ce résultat dans Coq:

Lemma noether_inclus : (A:Set)(R,R’:A -> A -> Prop)
(noetherian A R) ->
(x,y:DHOR xy) > Rxy)) >
(noetherian A R’).
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Pour le systeme o4, on utilise un ordre lexicographique avec deux composantes polynomiales :
a>b ssi (Pi(a),Pa(a)) =iz (P1(b), P2(b))

ou P; et P, sont deux polynémes définis par:

Pl(n) = 2n+1 Pg(n) =1
Pl(ab)ZPl(a)+P1(b) Pg(ab)ZPz a)+P2(b)+1
Pi(Xa)) = Pi(a) +2 Py(Aa) = 2 % Py(a)

Py(afs]) = Py(a) x Py(s) Py(als]) = Py(a) * (1 + Py(s))
Pi(a-s)= Pi(a)+ Pi(s) Py(a-s) = Py(a)+ Py(s) +1
Pi(1) =2 P(1) =1

Pl(SOt =P1(S)*P1(t) PQ(SOt =P2 S)*(1+P2(t))
Pi(fi(s)) = Pa(s) Py(fi(s)) = 4 Pa(s)

Pl(Xi =2 PQ(Xi):]_

Pl(.’L'z') =2 PQ(.Ti) =1

Quant a >, il correspond a ’ordre lexicographique sur les couples d’entiers naturels:

ny >m;
(nlanQ) > lex (ml,mZ) 581 ou
ny =my; & ng > my

Les opérations arithmétiques usuelles ainsi que leurs propriétés sont déja définies dans Coq, dans le
paquetage Arith. On le charge grace a la commande Require Arith.

La définition de P; et P» dans Coq est la suivante:

Definition P1 : (b:wsort) (TS b) -> nat =
[b:wsort] [U: (TS b)] (<[b:wsort]lnat>Match U with
(*x var *) [n:nat] (power2 (S n))
(*x app *) [a:terms] [Pla:nat] [b:terms] [P1b:nat] (plus Pla P1b)
(*x lambda *) [a:terms][Pla:nat] (plus Pla (S(S 0)))
(*x env *) [a:terms] [Pla:nat] [s:sub_explicits] [P1s:nat] (mult Pla Pis)
(x id *) (s (s 0))
(* shift *) (S (S 0))
(*x cons *) [a:terms] [Pla:nat][s:sub_explicits] [P1s:nat] (plus Pla Pis)
(*x comp *) [s:sub_explicits] [P1s:nat] [t:sub_explicits] [P1t:nat]
(mult Pils P1t)
(x 1ift =) [s:sub_explicits] [P1s:nat]Pis
(x X *) [i:nat] (S(S 0))
(x x %) [i:nat] (S(S D)) ).

Definition P2 : (b:wsort) (TS b) -> nat =
[b:wsort] [U: (TS b)] (<[b:wsortlnat>Match U with
(* var *) [n:nat] (S 0)
(x app *) [a:terms] [P2a:nat] [b:terms] [P2b:nat] (S (plus P2a P2b))
(*x lambda *) [a:terms][P2a:nat] (mult (S(S 0)) P2a)
(*x env *) [a:terms] [P2a:nat] [s:sub_explicits] [P2s:nat] (mult P2a (S P2s))
(* id *) (s 0
(* shift *x) (S 0)
(*x cons *) [a:terms] [P2a:nat] [s:sub_explicits] [P2s:nat] (S (plus P2a P2s))
(* comp *) [s:sub_explicits] [P2s:nat] [t:sub_explicits] [P2t:nat]
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(mult P2s (S P2t))
(x 1ift *) [s:sub_explicits] [P2s:nat] (mult (S(S(S(S 0)))) P2s)
(x X =*) [i:nat] (S 0)
(x x %) [i:nat] (S 0) ).

L’ordre > est traduit dans Coq par [b :wsort] (lexfg (TS b) (P1 b) (P2 b)).Sachant que gt représente
I’ordre supérieur sur les entiers, on code lexfg par:

Definition lexfg [A:Set][f,g:A -> nat][a,b:A]
(gt (£ a) (£ b)) \/
(<nat>(f a) = (f b) /\ (gt (g a) (g b))).

Il nous faut alors prouver que > est une relation ncethérienne :
Lemma lexfg_notherian : (A:Set) (f,g:A-A -> Prop)(noetherian A (lexfg A f g)).
Et que o4 est contenu dans >:

Lemma lexfg_relSL : (b:wsort) (M,N:(TS b)) (relSL b M N) ->
(lexfg (TS b) (P1 b) (P2 b) M N).

Le lemme lexfg relSL se prouve par récurrence sur (relSL b M N). On est ainsi amené & prouver que:

1. a > (3 pour toute regle (e, 8) de oy.

2. a; > b; entraine (C ay---a;---ay) »= (Cay---b;---ay,), ol C est un opérateur (qui ne soit pas une
constante).
On est alors en mesure de prouver que o4 est ncethérien en appliquant le lemme noether_inclus:

Theorem relSL_noetherian : (b:wsort) (noetherian (TS b) (relSL b)).

7 o, est localement confluent

7.1 Présentation du probléme

Posons le but a prouver :

Theorem conf_local_SL : (b:wsort)(local_confluence (TS b) (relSL b)).
Explicitons ce but en revenant a la définition de local_confluence:

(z: (TS b)) (relSL b x z) ->
<(TS b)>Ex([u: (TS b)] (relSLstar b y u) /\ (relSLstar b z u)).

(relSL b x y)
(TS b)
(TS b)
. wsort

o X< om

Puis éliminons (relSL b x y) (avec la tactique Elim H), nous obtenons ainsi un but pour chaque clause
dans relSL. Considérons, par exemple, le but relatif a la regle Id:
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<(TS wt)>Ex([u: (TS wt)]
(relSLstar wt a u) /\ (relSLstar wt M u))

H2 : (relSL wt (env a id) M)
M : (TS wt)
a : terms

L’idée maintenant est de trouver pour quelles “formes” de M, I’hypothese H2 est “vraie” i.e. quels sont les
réduits possibles de a[id] (dans la syntaxe de Coq: (env a id)) par la relation oy. Ceci revient (en partie)
a chercher toutes les regles qui produisent des paires critiques avec Id. Il faudra faire le méme raisonnement
pour chaque regle de .

7.2 Vérification du théoréme de Knuth-Bendix

Rappelons brievement la définition de paire critique[11, 16]. On dit que deux régles (a, 8) et (¢, 8') déter-
minent une paire critique (P, Q) s’il existe un sous-terme ~ (qui ne soit pas une variable) de a unifiable avec
o, i.e. tel que 8(y) = 0(a’) ol 0 est une substitution. La paire critique correspond aux deux manieres de
réduire l'instance 6(a): P = 0(03) et Q = 6(a){0(8')/6(~)} (ce terme représente 8() dans lequel on a réécrit

0(v) en 6(8')).

Coq ne permet pas dans sa version actuelle de déterminer automatiquement ces paires critiques, on doit
donc le faire & la main (ou en utilisant le systéme KB de I'INRIA).

Formulons notre probléeme de confluence locale dans un cadre plus général : Soit R un systeme de réécri-
ture & plusieurs sortes, on cherche pour chaque regle 7 = (a, 3) a résoudre le but :

R* R*
Ju. 8 —u AN M-—>u

Avec une syntaxe mathématique usuelle, cela donnerait : “chercher pour chaque régle (a, 3) et pour toute
substitution 7, un terme u tel que:
7(B) Buve ME
sachant que M est un terme quelconque vérifiant 7(a) B, M”. L'introduction de 7 correspond au fait que
les variables de a sont toutes libres.

On va commencer par déduire de ’hypotheése H des conditions sur M et @ (= var(a)), i.e. chercher tous
les réduits possibles des instances de a. On distingue trois cas:

Cas 1. 7(«) est réduit en 7(8) en utilisant la regle (a, 8), i.e. M = .

Cas 2. 7(«) est réduit avec une regle (ay, 8;). (a, B8) et (a;,3;) déterminent alors une paire critique (P;, @;)
avec une substitution 6;.
M =Q;

En regroupant tous les cas de paires critiques dans une disjonction et en rajoutant les contraintes

concernant @, on obtient :
n

(\/(3&_(/\ a; = 0i(a;)) AN M = Q;))
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Les égalités a; = 6;(a;) représentent la substitution 6, et les El sont les nouvelles variables introduites
par 6;.

Cas 3. C’est la k®™® occurrence de la variable a;, notée a*, qu’on réécrit :
K R

M=

J

ou ozf = a{cj/af}, i.e. @ olt la k™ occurrence de a; a été substituée par une nouvelle variable c;.

En considérant le cas de toutes les occurrences de toutes les variables, on aboutit a:
n
k
\/ dej.a; —>c] /\(\/ M = a7)))
En résumé, on doit prouver pour chaque régle r = (a, 8) un lemme case_R_r (R est le nom du systéme

de réécriture), de la forme (écrit dans une pseudo-syntaxe Coq) :

Ya.VM.
« &, M =

(M =p)Vv

(V@b \ a5 = 8i(a)) A M = Qi) v

<z

i=1 j=1
n Pj
\/ dcj.a; _’CJ /\(\/ M:O‘?)))
7=1 k=1

Nous allons maintenant vérifier le théoréeme de Knuth-Bendix[11, 16]: une relation de réécriture £, est
localement confluente si et seulement si pour toute paire critique (Q1,@2), il existe u tel que @1 B u et

Q2 B, . On dit que la paire converge.

En appliquant le lemme case_R_r au but Br, on se retrouve avec trois types de buts:

Eiu.,@i»u/\ ﬂi»u

Bl s ——————————————————————————
Ju 91(,3)211 A Ql—*>u
B2 s s ———————————————————————
R* &
Ju. B —u A af —u
B3 ., &

Il nous reste donc & résoudre ces buts. On constate qu’on peut résoudre de maniere mécanique les buts
B1 et B3 et non B2:
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Cas de B1 Il suffit de prendre u = £.

Cas de B2 C’est le cas correspondant aux paires critiques. En effet 6,(3) n’est rien d’autre que P;. Il faut
étudier la convergence des paires critiques du systeme R.

Cas de B3 u = {c;/a;} (8 ou toutes les occurrences de a; sont substituées par ¢;) convient car:

R* s
e 3 — u, en réduisant toutes les occurrences (par passage au contexte) de aj en c;.

.
e af = u, en commengant par réduire toutes les occurrences de a; en c; puis en appliquant la

regle (a, B).

Optimisation. La construction du but B2 n’est pas immédiate. En effet § est transformé en 6,(8) par
utilisation des égalités a; = 6,;(a;). Coq peut faire ces substitutions & notre place en changeant I’énoncé de
case_R_r de telle facon a tenir compte du contexte (représenté ici par le prédicat P):

VPVNa.
(Pap) =
(Vb1.(P 81(a1) - .. 01(az) Q1)) =

(ng.(P Hm(al) ce em(an) Qm)) =

(Ver.aq B> (Pda})=
(Vey.aq L= (Paof)) =
(Ven.an NP (Pdal))=

(Ven.an L= (Pdab)) =
VM e Aa 5 M= (PadM)
Remarque. Un objectif futur est d’automatiser complétement la preuve de confluence locale, i.e. concevoir
une tactique (appelons la TacKB) telle que:
Theorem confluence_local_R : (w:W)(local_confluence (ALG w) (relR w)).
TacKB.
Goal proved!
Pour cela trois problémes restent a résoudre:
1. Déterminer les paires critiques pour énoncer les lemmes case_R_r,
2. Générer la preuve des lemmes case_R_r,

3. Prouver la convergence des paires critiques (buts B2).
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Les étapes 1 et 3 sont facilement résolubles. Il suffit d’utiliser un algorithme de Knuth-Bendix (tel que le
systéme KB de 'INRIA) pour la détermination et la vérification de convergence des paires critiques. Il est
alors facile de reporter ces informations dans Coq.

La preuve a la main des lemmes case_R_r dans le cas de o4 est principalement basée sur I’inversion du
prédicat relSL. Pour engendrer automatiquement la preuve des lemmes case_R_r dans le cas général, il faut
disposer d’une tactique d’inversion[5]. Dans notre cas, cette tactique servirait & inverser rel R, c’est-a-dire &
engendrer une définition récursive relR_env et a prouver la propriété suivante :

Yw.Va,b.(relR w a b) & (relR_inv w a b)

7.3 oy est localement confluent

On va utiliser la méthode qu’on vient de décrire pour prouver la confluence locale de 0. Remarquons que
o4 est linéaire gauche (dans chaque régle (v, §), les variables ont une occurrence unique dans a: p; = 1); la
taille des lemmes case_SL_r (SL pour o4 et r indique un nom de régle) s’en trouve ainsi réduite.
Etudions, par exemple, le lemme associé a Id (case_SL_Id):
alid] =% a

On vérifie que les regles App, Lambda et Clos sont les seules & produire des paires critiques avec Id:

e (a1bh)[id] Ay (a1[id])(b1[7d]), avec 8(a) = a1b;.

o (Xay)[id] "5 Maq[f(id)]), avec 6(a) = (A ay).

e (ay[s])[d] s oy [soid]; avec 8(a) = aq]s].

On en déduit directement le lemme case_SL_Id, écrit dans une pseudo-syntaxe Coq:

VP € terms — terms — Prop.Va € terms.
(Paa)=
(Vai, b1 € terms.(P (a1b1) ((a1[id])(b1[2d])))) =
(Va1 € terms.(P (A a1) AMa[fi(id)]))) =
(Vay € terms.Vs € sub_explicits.(P (a1[s]) (a1[s 0 id]))) =
(Vd' € terms.a —> a' = (P a (d'[id]))) =
VM € terms.alid] —» M = (P a M)
Et dans Coq:

(P:terms -> terms -> Prop) (a:terms)
(xId *x) (P aa) ->
(xApp  *) ((al,bl:terms) (P (app al bl) (app (env al id) (env bl id)))) —->
(*Lambda*) ((al:terms) (P (lambda al) (lambda (env al (lift id))))) ->
(*Clos *) ((al:terms) (s:sub_explicits) (P (env al s) (env al (comp s id)))) ->
((a’:terms) (relSL wt a a’) -> (P a (env a’ id))) ->
(M:terms) (relSL wt (env a id) M) -> (P a M).

On sait résoudre les sous-buts relatifs aux paires critiques car on vérifie que toutes les paires convergent :
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e pour App, a1by 2, a1 by et (aq[id])(by1[id]) 2 a0 (b1[id]) 24, a1by
e pour Lambda, (X ay) o, (A a1) et Aar[f1(2d)]) Lk A(aq[id]) LR (May)

*

e pour Clos, a1[s] a4 [s] et a1[s o id] LK o, [s]

L’application de ce procédé pour toutes les regles nous permet de conclure & la confluence locale de oy
(car toutes les paires critiques convergent).

8 oy est confluent

Pour prouver la confluence de o4, on va utiliser le lemme de Newman. Dans la section suivante, nous donnons
la preuve mathématique dont s’inspire notre preuve dans Coq. Cette preuve est tirée de [11].

8.1 Lemme de Newman

,
Enoncé. Une relation ncethérienne est confluente si elle est localement confluente.

C’est un résultat intéressant, puisque la confluence locale est une propriété nettement plus facile a prouver
que la confluence.

Theorem Newman : (A:Set)(R:A -> A -> Prop)
(noetherian A R) —>
(local_confluence A R) -> (confluence A R).

Preuve. Soit R une relation définie sur un ensemble A. Supposons que R est ncethérienne et localement
confluente et montrons qu’elle est confluente.
La preuve dans Coq se fait par récurrence ncethérienne avec la propriété:

Pz)=Vy,z€ A zR* y&zR* z=>Juec A (yR*u& z R* u)
On distingue deux cas:
1. Si z =y (resp. z = z), alors prendre u = z (resp. u = y).

2. Sinon, on construit le diagramme suivant (Ind indique I’utilisation d’une hypothése de récurrence):

R R*

T 21 z

R CL R* Ind R*

U1 U U9
R* R*
R* Ind R*
Y u
R*
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8.2 o4 est confluent

On va maintenant montrer comment utiliser le lemme de Newman dans Coq pour prouver la confluence de
o4- On veut montrer:

Theorem confluence_SL : (b:wsort) (confluence (TS b) (relSL b)).

e Goal. La preuve commence.

e Intro b.

(confluence (TS b) (relSL b))

b : wsort

e Apply Newman. On utilise le lemme de Newman, le systeme nous demande alors de prouver que relSL
est neethérien et localement confluent.

2 subgoals
(noetherian (TS b) (relSL b))

b : wsort
subgoal 2 is:
(local_confluence (TS b) (relSL b))

e Apply relSL noetherian. On sait que relSL est ncethérien.

1 subgoal
(local_confluence (TS b) (relSL b))

e Apply conf_local SL. On sait que relSL est localement confluent.

Goal proved!

9 Lemme de Yokouchi

Le lemme de Yokouchi [20] est le point clé de la preuve de confluence du Aoy-calcul. On va en donner un
énoncé tiré de [6] et expliquer sa preuve dans Coq en utilisant des diagrammes.

Une autre preuve de la confluence du Aoy-calcul est décrite dans [8], elle est basée sur un autre résultat :
la méthode d’interprétation.

Enoncé. Soient R et S deux relations définies sur un méme ensemble A. Si les conditions suivantes sont
vérifiées :

1. R est noethérienne
2. R est confluente

3. S est fortement confluente
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4. le diagramme ci-dessous commute :

Alors R*SR* est fortement confluente.
L’énoncé équivalent dans Coq est :
Variable A : Set.
Variable R,S : A -> A -> Prop.
Hypothesis C : (confluence A R).
Hypothesis N : (noetherian A R).
Hypothesis SC : (strong_confluence A S).
Definition Rstar_S_Rstar (comp_rel A (star A R) (comp_rel A S (star A R))).

Hypothesis commutl : (x,y,z:A)(Rx z) -> (S xy) —>
<A>Ex([u:A] (star A R y u) /\ (Rstar_S_Rstar z u)).

Theorem Yokouchi : (strong_confluence A Rstar_S_Rstar).

Preuve. On commence par généraliser le diagramme D :

Soit dans Coq:

Lemma commut : (x,y,z:A)(star AR x z) -> (Sxy) ->
<A>Ex([u:A] (star A R y u)/\(Rstar_S_Rstar z u)).

Nous procédons par récurrence noethérienne en prenant :
(Pz)=Vy,z€ Az R*2&zSy=Jue A (yR*u& 2z R*SR*u)
On a alors deux cas:

1. Si x = z alors prendre u = y.
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2. Sinon, on construit le diagramme :

R R*
T 21 z
R* C
29 —> uy
R*
S D S Ind
Yo —> U2
R*
R* C
Yy U1 u
R* R*

R*

R*SR*

R*

Pour prouver la confluence forte de R*SR*, on proceéde aussi par récurrence ncethérienne mais cette

fois-ci avec:

Pz)=Vy,z€ A .z R*"SR*y& 2 R*SR*z = Ju € A.(yR*SR*u & z R*SR* u)

On étudie la longueur de la dérivation du premier R* dans x R*SR* y:

1. Si la longueur de la dérivation n’est pas nulle, i.e. x RR*SR* y, alors:

R* S R*
x 21 P)
R C R* D' R C
(1 Uy U2
R* R*SR* R*
R*SR* Ind
Y
R*SR*

2. Si z SR* y, alors on utilise le méme raisonnement pour z R*SR* z :

(a) x RR*SR* z, le symétrique du diagramme précédent convient.

(b) zSR* z:

R*

R*SR*

Inria



Aziomatisation d’un A-Calcul avec Substitutions Fxplicites dans Coq 33

S R*

x 21 z

S CF S D' R*SR*

U1 Uy U2

S R*
R* D' R C R*

us u

R*SR* R*

10 Définition de Betd|

On appelle Betal| la parallélisation de la régle Beta. Elle est définie par les régles d’inférence suivantes :

Betal| Betal|
—

n — n id id
Betal|| ,
_a — a -
Betal| Betal|
da — Ad 1 ="

Betal|| , Betal| , Beta| , Betal|| ,
a—a b —b a —a 8§ — s
Beta Beta
ab —»” a't’ a-s —»” a -s
Betal|| Beta|| , Beta|| , Betal|| ,,
a — a s — S s — 8§ t — t
Beta Beta
als] ——ﬁaqﬁ] sot 2l g1 o

Betal| Betal| Betal|
a —d b —'b s — 8
Betal| . Betal|
(Aa)b —" a/[b" - id] M(s) — (s
Betal| Betal|

Elle se traduit directement dans Coq par:

Inductive Definition beta_par : (b:wsort) (TS b) -> (TS b) -> Prop

= var_bpar
| id_bpar
| shift_bpar
| app_bpar

| lambda_bpar :

| env_bpar
| beta_bpar

| cons_bpar

RR n 2345

(n:nat) (beta_par wt (var n)(var n))

(beta_par ws id id)

(beta_par ws shift shift)

(M,N,M’ ,N’:terms) (beta_par wt M M’) -> (beta_par wt N N’) ->
(beta_par wt (app M N) (app M’ N’))

(M,M’ :terms) (beta_par wt M M’) ->

(beta_par wt (lambda M) (lambda M’))

(M,M’ :terms) (s,s’ :sub_explicits) (beta_par wt M M’) ->
(beta_par ws s s’) -> (beta_par wt (env M s) (env M’ s’))
(M,N,M’ ,N’:terms) (beta_par wt M M’) -> (beta_par wt N N’) ->
(beta_par wt (app (lambda M) N) (env M’ (cons N’ id)))

(M,M’ :terms) (s,s’ :sub_explicits) (beta_par wt M M’) ->
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(beta_par ws s s’) -> (beta_par ws (cons M s) (cons M’ s’))

| 1lift_bpar : (s,s’:sub_explicits)(beta_par ws s s’) ->
(beta_par ws (lift s) (lift s’))

| comp_bpar : (s,s’,t,t’:sub_explicits)(beta_par ws s s’) -> (beta_par ws t t’) ->
(beta_par ws (comp s t) (comp s’ t’))

| metaX_bpar : (n:nat)(beta_par wt (meta_X n) (meta_X n))

| metax_bpar : (n:nat)(beta_par ws (meta_x n)(meta_x n)).

Remarque. Dans la définition de Beta|| de [10], les regles:

Betal|

Betal| Betal| Betal|
n —mn T —1 Xi — X, T; — T

id 29l a

Bet "
sont remplacées au profit d’une seule regle: M et M (pour tout Aoy-terme M). Ces deux définitions sont
bien entendu équivalentes. Toutefois du point de vue du codage dans Coq, la premieére est plus intéressante
pour deux raisons :

e la deuxiéme définition introduit des paires critiques inutiles.

e la premiere définition conduit & des preuves plus élégantes car elle nous donne directement les cas de
base d’un raisonnement par récurrence, alors que dans le cas de la deuxieme définition, ceux-ci ne sont
obtenus qu’au prix d’une nouvelle récurrence sur la structure de M.

11 Application du Lemme de Yokouchi & oy et Betal|

Dans cette section, on veut prouver que UT*TBetaHU* est fortement confluent. Pour cela, on va utiliser le
lemme de Yokouchi sur les relations o4 et Beta||. Les deux premiéres conditions du lemme, en l'occurrence
la neethérianité et la confluence de o, ont déja été vérifiées.

1l s’agit donc maintenant de prouver la confluence forte de Beta|| et la commutation du diagramme D.
Ces deux preuves se font selon le méme principe que la preuve de confluence locale de .

Pour prouver la confluence forte de Betal|:
Theorem sconf_betapar : (b:wsort) (strong_confluence (TS b) (beta_par b)).

on étudie ses paires critiques, i.e. on cherche & déterminer quelles régles de Beta| sont applicables pour
chaque membre gauche des régles de Beta||. On ne trouve qu’une seule paire critique:

Beta||

a — a

Ao Bl ngr g Betally a Bl gy Betally
(a)b 2240 (a ) (a)b 2 ' - id)

La preuve se fait par récurrence sur (beta_par b x y) avec le but suivant :

(z: (TS b)) (beta_par b x z) ->
(<(TS b)>Ex([u: (TS b)] (beta_par b y u) /\ (beta_par b z u)))

(beta_par b x y)
(TS b)
(TS b)
. wsort

o XM <9
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Seul le sous-but relatif a la paire critique pose probleme:
<(TS wt)>Ex([u: (TS wt)]
(beta_par wt (app (lambda a’) b’) u)
/\ (beta_par wt (env a’’ (coms b’’ id)) u))

H16 : (beta_par wt b’’ b0)

H15 : (beta_par wt b’ b0)

b0 : (TS wt)

H13 : (beta_par wt a’’ a0)

H12 : (beta_par wt a’ a0)

a0 : (TS wt)

H9 : (beta_par wt a a’)

a’ : terms

H7 : (beta_par wt b b’’)

H6 : (beta_par wt a a’’)

b’’ : terms

a’’ : terms

a : terms

H2 : (beta_par wt b b’)

b’ : terms

b : term

Betal| . ,, Betal| N , Betal|

on cherche u tel que: (Aa')b' — wet a”'[b"-id] — wu, sachant que par hypothése de récurrence: a’ — ay,

" Betal|
a' — ay

Beta Beta
, b etall bo et b Fetall bo. On vérifie que ag[bo - 7d] convient :

Beta ., Betal| .
b// _}” b(] zd _)” ’lvd

a/ Bﬂ” a/() bl Bej}” bO a// Bej}” b” . Zd Bej)” bO . Zd
(')’ 24 o b - id] a"[" - id) 224 aglbo - id]

Attaquons-nous maintenant a la vérification de la quatriéme condition de Yokouchi:

o
r——>2z
Beta”l D :UFBetaHUT’;
v
Y s >u
*
I

En appelant slstar bp_slstar la traduction de UFB@taHO‘?T dans Coq:

Definition slstar_bp_slstar [b:wsort]
(comp_rel (TS b) (relSLstar b) (comp_rel (TS b) (beta_par b) (relSLstar b))).

I’énoncé & démontrer s’écrit :

Theorem commutation : (b:wsort) (x,y,z:(TS b))

RR n 2345

(relsL b x z) —->
(beta_par b x y) ->
<(TS b)>Ex([u: (TS b)] (relSlLstar b y u) /\ (slstar_bp_slstar b z u)).
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. . . . o R
La preuve se fait par récurrence sur la réduction x — z. Pour chaque membre gauche des regles de o4, on

o1

cherche les régles de Beta|| qui lui sont applicables. Etudions le cas de la regle App ((ab)[s] — (a[s])(b[s])).

Deux regles de Beta|| sont applicables & (ab)[s]:

Betal| Betal| Betal|

Betal|

1. (ab)[s] — (a'V)[s'] aveca — d', b — b et s — s'. On prend u = (d'[s'])(V'[$]), en effet

(@8[] 222 u et (a[s])(0]s]) 29 w

Betal| Betal|
—

2. ((Aa1)b)[s]
effet :

(al[b" - id])[s'], avec ay — a, b Betell ot 5 24 o On prend u = af[b'[s'] - §], en

Betal| Clos LiftEnv
N

o ((Man)[s)(Bls]) "5 (Maafs))(bls]) =" (ai s D [s"] - id] <5 af (") o (V'[s'] - id

a\ [p'[s'] - (s' 0 id)] 125 u et,

o (ay [t id))[s'] <% a8 - id) o ') IS af [5'] - (id 0 8")] <% u.

12 Le Aoj-calcul est confluent

Le lemme de Yokouchi nous a permis de prouver que zf?‘rBetaHU;‘T est fortement confluent. Ce résultat n’est
en fait qu’un jalon dans la preuve de confluence du Aoy-calcul. Celle-ci est obtenue en utilisant le critere de

confluence suivant :

Enoncé. Soient R et S deux relations sur un méme ensemble A. Si S est confluent et R C S C R*, Alors

R est aussi confluent.

Preuve. La confluence (voir 3.2) d’une relation quelconque R ne dépend que du comportement de sa cloture
réflexive transitive R*. Or de I’hypothese R C S C R*, on déduit que R* = S* (i.e. R* C §* et S* C R*).

Donc R est confluent si et seulement si S est confluent.

La traduction de ce résultat dans Coq est la suivante:

Lemma inclus_conf : (A:Set) (R,S:A -> A -> Prop)
(inclus A R S) —>
(inclus A S (star A R)) —>
(confluence A S) ->
(confluence A R).

La confluence du Aoy-calcul est obtenue en trouvant une relation confluente S telle que:
Aoy € S C Aoy
Le candidat pour jouer le role de S n’est autre que o Betallo}. En effet o} Beta||of est confluent:
Goal (b:wsort) (confluence (TS b) (slstar_bp_slstar b)).
car la confluence forte implique la confluence :

Lemma strong_conf_conf : (A:Set)(R:A -> A -> Prop)
(strong_confluence A R) -> (confluence A R).

Il ne nous reste plus qu’a vérifier que Aoy C U?rBetaHU;‘T :
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Lemma relLSL_inclus_slbpsl :
(b:wsort) (inclus (TS b) (rellLSL b) (slstar_bp_slstar b)).

et que o} Betallo} C Aoy :

Lemma slbpsl_inclus_rellSLstar :
(b:wsort) (inclus (TS b) (slstar_bp_slstar b) (rellLSLstar b)).

On est alors capable de prouver la confluence du Aoq-calcul:
Theorem confluence_LSL: (b:wsort)(confluence (TS b) (rellLSL b)).

une fois vérifies toutes les conditions du lemme inclus_conf.

13 Conclusions

La preuve que nous venons de décrire a nécessité six mois de travail dont une partie consacrée a l’apprentissage
de Coq. Le script de la preuve (plus de 250000 octets) est vérifié en 20’ sur une Sparcl0.

Ce travail nous a permis de développer une bibliotheque de résultats “classiques” portant sur les relations
(notamment Newman, inclus_conf, noether_inclus, Yokouchi et strong_conf_conf). Nous avons tenu
a faire ce développement dans le cadre le plus général possible, en utilisant systématiquement le polymor-
phisme sur les ensembles et les relations. Cette bibliothéque pourra ainsi étre utilisée dans les développements
futurs portant sur les relations ou la réécriture.

On remarque le mélange harmonieux entre des raisonnements abstraits et des raisonnements par récur-
rence, notamment dans les preuves du lemme de Newman et du lemme de Yokouchi. Une autre remarque est
la quasi absence de codage : la plupart des notions mathématiques utilisés sont codées de maniére naturelle
dans Coq.

Une perspective intéressante & ce travail est de prouver (dans Coq) que le Aoy-calcul simule le A-calcul,
i.e. une B-réduction correspond a une étape de Beta suivie d’une normalisation par o4. Cette preuve utilis-
erait le codage du A-calcul décrit dans [15].
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