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Abstract

Schonhage has shown that approximating complex roots of a complex polynomial has polynomial
complexity. We describe several optimizations of his algorithm making it efficiently implementable
in computer algebra. Tests show that the program, written in MAPLE, routinely solve polynomials
of degree 100 and behaves well even on i}l conditionned polynomials.

Algorithmique du Théoréme
Fondamental de 1’Algébre

Résumé

Schénhage a montré que le calcul des racines complexes d’un polynéme complexe a une
complexité polynomiale. Ce rapport décrit plusieurs optimisations de son algorithme le rendant
implémentable efficacement en calcul formel. Des tests montrent que le programme, écrit en
MAPLE, traite de maniére routinére des polynémes de degré 100 et a un bon comportement
meéme vis a vis de polyndmes mal conditionnés.
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Introduction

La plupart (sinon tous) des logiciels de calcul formel possédent une commande de recherche des racines
d’un polynéme. Sur MAPLE V par exemple, l'utilisateur qui veut les racines complexes du polynéme P =
X%~ X 41 n’aqu'a taper !

> fso;ve(X‘Gfx+1;X,complex);
1l verra rapidement apparaitre & I’écran la liste des racines :

~ .9454023333 + .6118366938 I, - ,.9454023333 - .6118366938 I,
.1547351445 + 1.038380754 I, .1547351445 -~ 1.038380754 I,
.7906671888 - .3005069203 I, .7906671888 + 3005069203 I

~ Encouragés par ce résultat, on lance un nouveay test. Les polynomes a racines multiples étant mal condi-
tionnés, curieux de-savoir comment, réagira MAPLE V, on calcule : ’

> ‘p:=expand((X-1.)"4%(X"2+X+1));

6 -5 4 3 2
p:=X -3. X +3.X ~2. X +3.X -3.X+1.

puis on lance :
> fsolVe(p,x,complex);

MAPLE V vous répond

Error, (in fsolve/polyquad)
unable to find solution, probably not enough precision

MAPLE V nous dit qu’il n'a pas assez de précision. Un premier probléme apparait donc. D’autres tests sur
le méme polynéme montrent que méme en augmentant indéfiniment la valeur de Digits, (qui sur MAPLE V
représente le nombre de chiffres avec lequel sont effectuées les opérations; Digits=10 par défaut) MAPLE V
renvoie toujours le méme message d’erreur. Ne soyons quand méme pas pessimistes. Sur beaucoup d’autres
polynémes, la fonction fsolve de MAPLE V trouve les racines ! (il apparait quand méme que lorsque le
polynome est de degré trop élevé — variable selon lg type de polynome — la fonction fsolve échoue). Ce
message d’erreur est en fait dii & une erreur de programmation de 1’algorithme de recherche des racines,
qui ici est ’algorithme de Traub et Jenkins [9]. ‘Bi*uho Salvy a programmé correctement cet algorithme en
MAPLE V, mais si sa version tourne bien sur cet exemple, elle est trés gourmande en mémoire et sur certains
polynomes de degré a peine 25, 56 Méga-octets de mémoire ne suffisent pas (voir la section 13).
Voyons maintenant ce qu’il se passe aveg MATHEMATICA :

1Une série de tests beaucoup i)lus complétye fait I'objet de la section 13.



In(1]:= p:=Expand[(X-1.) 4*(X"2+X+1)]

In[2]:= NRoots[p==0,X]

Out[2]= X == -0.5 - 0.866025 I || X == -0.56 + 0, 866025 Il X==0,999889 ||
> X ==1. || X ==1.00006 || X == 1,00008

Les racines sont cette fois ci déterminées, avec néanmoins une imprécision assez importante sur la racine 1
d’ordre 4. Ceci est toutefois compréhensible, les racines multiples étant trés sensibles aux perturbations (voir
la section 12). Sur d’autres exemples méme pathologiques, MATHEMATICA trouve les racines. Par contre,
MATHEMATICA renvoie parfois des résultats surprenants. Par exemple, sur le polynéme

In[3]:= p :=Expand[(X~10-1)%((X-1)"10-10"(~20))]
dont les racines sont les exp(2ikr/10) et les 1 + exp(2;’k7r/10)/ 100, si on fait
In[4]:= NRoots[p==0,X, 100]

(3. on lui demande 100 chiffres de précision sur le résultat) MATHEMATICA renvoie parmi sa liste de racines
les 4 suivantes : .

1.003090169943749474241022934171828190589 | |

> X ==

> X == 1.003090169943749474241022934171828190689 | |
> X == 1. 0080901699437494742410229341718281905886 I
> X == 1. ooaogo1e99437494742410229341718281905883 H]

Ces racines sont purement réelles et ne cortespondent pasa , des racines de p dont toutes (sauf 1,0.99 et 1. 01)
ont des parties 1mag1na1res non nulles. De plus, elles sont doubles et p n’a que des racines simples. Méme si
on sait que des racines proches sont trés sensibles aux perturbations, une telle imprécision sur les racines a de
quoi laisser perplexe 'utilisateur qui aurait pu espérer obtenir une bonne pnécisxon en demandant 100 chiffres
au départ. Au moins, MATHEMATICA pourrait-il renvoyer avec chague racme une borne d’erreur sur celle-ci
pour éviter de tromper utilisateur. MAPLE V ne fait d’ ailleurp pas mieyx puisque méme avec Digits=500,
il renvoie un message d’erreur. Notons que !’ algorithme utilisé pay MATHEMATIOA est aussi celui de Traub
et Jenkins.

Citons également le logiciel PARI qui pour trouver les racines utilise une méthode de Newton améliorée,
et qui est mis en échec pour des polynémes assez faciles.

La nécessité de 'implantation d’un programme de recherche de racines qui évite ces problémes se fait
donc sentir. La méthode que je me propose de mettre en place répond & cette attente 2, Un polynéme P
de degré n > 1 et un paramétre de précision s étant entrés, le programme détermine dans tous les cas n
complexes vy, ..., v, tels que

|P—B(X —v1): (X —vn)| < 107°| P
(ol B désigne le coefficient dominant de P et |P)| la. somme des modules des coefficients de P). En option, il
renvoie également avec chaque racine une borne d’erreur sur cette derniére.

Cette méthode repose essentiellement sur un algorithme dii & Schonhage [20]. Néanmoins, 1’algorithme
de Schonhage est surtout un résultat théorique et il s’agissait de le rendre apphcable dans la pratique. Les
sections 1 & 12 exposent de fagon détaillée sa méthode et les optimisations que j’en ai faites. Enfin, la section
13 compare cette méthode avec celles déja existantes sur plusieurs familles de polynémes.

Sauf mention explicite, tous les polynémes considérés dans la Suipe sont & coefficients complexes.

2Elle donne des résultats tout A fait satisfaisants sur les exemples cités plus haut.



Chapitre 1
Présentation générale

Pendant plusieurs siecles, le probléme de la détermination des racines d’un polynéme a surtout été étudié en
termes de formules. C’est au début du XVI*™¢ siecle que Cardan donna les formules pour }e troisieme degré
puis Ferrari pour le quatriéme. Pendant plus de 250 ans, les mathématiciens ont en vain tenté de trouver des
formules analogues pour le degré 5. Ce n’est qu’au début du XIX*™¢ siécle, qu’Abel et Galois démontrérent
I’impossibilité de résoudre par radicaux les équations de degré supeneur ou égal a 5. On savait pourtant que
tout polynéme & coeflicients complexes de degré n a exactement n racines.

C’est le théoréme fondamental de 1’algébre, dont les premiéres démonstrations constructivistes n’appa-
rurent qu’un siécle plus tard et, avec elles, 1’élaboration d’ algont.hmes

Actuellement, il existe plumeurs algorithmes approchant les racines d’un polyndéme. Cependant, il n’en
existe pas un vraiment meilleur que les autres : chacun a ses propres avantages et inconvénients. Plusieurs
critéres peuvent les caractériser (cf. (8] vol.1, §6.9) :

1. La convergence globale : Plusieurs algorithmes n’assurent la convergence que si on leur donne
une approximation initiale zo suffisamment proche d’un zéro du polynéme (c’est le cas par exemple
de la méthode de Newton). Ces algorithmes sont dits localement convergents ; d’autres algorithmes
n’imposent pas de conditions de ce type : ils sont globalement convergents.

2. La convergence inconditionnelle : Certains algorithmes n’assurent la détermination de zéros de
polynémes que sous certaines conditions (par exemple, tous les zéros sont simples, ou ont des modules
différents). Ils sont convergents conditionnellement. Ceux qui convergent (localement ou globalement)
pour tous les polyndmes sont dits convergenis inconditiopnellement.

3. Le temps d’exécution .

L’algorithme de Schonhage [20], sur lequel est fondé la méthode de recherche des racines que nous
présentons, est un algorithme convergeant globalement et inconditionnellement. 11 était intéressant de tester
sa mise en ceuvre pour deux raisons :

~ Son temps d’exécution asymptotique est intéressant.

~ Tous les algorithmes mis en ceuvre jusqu’a présent échouent lorsque le degré du polynéme est trop
élevé (variant de 25 & 100 selon P’algorithme et le polynéme).
1.1 Position du probléme
Notation On définit lanorme |-|.SiP=ag+a1 X +-:-+a, X", on pose :

|P| = |ao| + |ay| + - - - + |an],



Si tant d’algorithmes échouent, c’est que la recherche des racines d’un polynéme est un probléme extrémement
mal conditionné. Le théoréme de perturbation qui suit confirme ce fait.

Théoréme (Ostrowski) Soient P et Q deux polynémes unitaires de degré n > 0, avec
Q=(X=v) (X —vp). Alors si € = |P — Q|, on peut numéroter les racines u; de P telles que

Vi, Ju;i — v < 4pet/™, ou p = sup{1, [u;|}.

Autrement dit, les racines d’un polynéme bougent en €'/ lorsque ses coefficients bougent en € (un exemple
facile ol le phénomene se produit est le cas de P = X" —¢ et Q = X™). Ce résultat est en fait tres pessimiste
dans le cas général. De maniére intuitive, lorsqu’un polynéme est perturbé a ¢ prés, une racine u d’ordre P
(i.e. p racines du polynéme sont proches de u, les autres sont éloignées de u) se déplace avec une erreur de
Pordre de €l/7. : :

Ce théoréme justifie le choix fait par Schonhage. Un polynéme P unitaire de degré n > 1 et un entier
s > 0 étant donnés, son algorithme détermine n nombres complexes uy, ..., u, tels que :

1P = (X =) (X = up)] <27 (L.1)

en un temps d’exécution
O [(n®log n + sn?) log(ns) log(log(ns))] . (1.2)
C’est donc au sens de (1.1) que 1'algorithme donne des approximations des racines de P. En généralisant le
théoréme donné plus haut, on peut alors donner a posteriori pour chaque racine trouvée une borne d’erreur
proche de I'imprécision réelle (voir le chapitre 12). Quant & (1.2), ce résultat est surtout théorique. Il est
obtenu en utilisant des méthodes de FFT pour le calcul de produit et de division de polyndmes, et la constante
devant (1.2) est énorme. Dans la pratique, ¢’est surtout le fait que les racines soient trouvées dans tous les
cas qui est intéressant. Notons que la borne (1.2) a été améliorée par Victor Pan [16] mais son algorithme

est désastreux dans la pratique.

1.2 Principe de la méthode de Schénhage

Soit P un polynéme i coefficients complexes de degré n > 1, u,,...,u, ses racines. L’idée est non pas de
calculer directement une racine de P (comme le font en général les autres méthodes), mais de factoriser P
en deux polynémes : P = FG. En réitérant ainsi le procédé sur F' et G, on saura écrire P comme produit
de facteurs du premier degré. L’algorithme détermiine d’abord un cercle T’ contenant une partie des racines

de P (voir figure 1a), par exemple u;,us,...,ur avec 1 <k<n.

(r) ka1

Up—_1 JUn

+

Figure la. Les racines de P et le cercle de séparation.

Par intégration le long de ce cercle (appelé cercle de séparation), on peut ensuite déterminer le polynéme
unitaire dont les racines sont uy, u, ..., uz. On a en effet :

' P'(2)
Vp, SP =ui+ul 4+ 4ol = - —mz”dz (1.3)



d’ott les coefficients de F(2z) = (z—uy) - - -(z—uy ) par les formules de Newton. Si G est le quotient de la division
euclidienne de P par F, on a donc factorisé P en un produit de deux facteurs. Ceci dit, ’approximation
numérique de (1.3) par discrétisation de I' sera plus ou moins précise selon le choix de T'. On sent bien que
s’ll se trouve prés de T' une racine de P, le calcul numérique de (1.3) sera mauvais. Dans cette optique, le
cercle de séparation I' sera choisi de sorte que les racines de P s’en éloignent le plus possible.

Nous présentons maintenant briévement chacune des étapes de I’algorithme décrites plus haut.

1.3 Recherche du cercle de séparation

Notation Si P est un polynéme complexe de degré n > 0, on note ri(P),---,r,(P) les modules de ses
racines rangés dans 'ordre croissant.

On veut trouver un cercle de séparation pour P, c’est & dire un cercle contenant une partie non vide de ses
racines et ne les contenant pas toutes. Si A = log(rn(P)/r1(P)) > 0, il existe j tel que log(r;4+1(P)/r;(P)) >
A/(n —1). On a alors trouvé un candidat pour notre cercle de séparation : le cercle de centre 0 de rayon
VTi "Tj+1- Ceci n’est malheureusement possible que si A # 0; de toutes fagons, méme si A # 0 il se peut
que A soit faible et alors notre cercle de séparation n’est pas intéressant puisqu’il est trop prés des racines.
Nous allons pallier ce probléme en changeant d’origine.

1.3.1 Recherche du centre du cercle de séparation

On se raméne d’abord au cas ou le barycentre des racines de P est longme (pour cela, si P = X" +
An-1X""1 4 ..., considérer P(X — an_1/n)). On se raméne ensuite au cas ol le plus grand des rayons des
racines de P est égal & 1 (voir le paragraphe suivant pour le calcul de rn(P)) Le dessin suivant montre
alors que si vg = 2,v1 = 2i,vp = —2,v3 = —2i, alors il existe j tel que A; = log(r,(P; )/r1(F;)) > 0.30
(ot Pj = P(X + v; )) En calculant A; pour j = 0...3, puis en choisissant j maximisant A;, on s’est ainsi
ramené au cas ot A > 0.30.

v = 2
o (Pj) o > r1(Fj)
Point critique
u = 141
2
i —2!J1 =
()
tvg = —21

Figure 1b. Les centres v; pour obtenir ’écartement A = log(r,/r;) > 0.30.

1.3.2 Recherche du rayon du cercle de séparation

Il nous faut savoir calculer les modules r;(P) des racines de P. Comme A = log(r, /r1) n’est pas trop petit,
on saura ensuite trouver un cercle de séparation dont les racines ne soient pas trop proches. Ceci est permis
grace a la méthode de Graeffe dont nous rappelons les grandes lignes.

L’idée est que les racines du polynéme Q défini par Q(X?) = P(X)P(—X) sont les carrés des racines de
P. On note  =Graeffe(P). On pose Py = P puis Py =Graeffe(Pn_1), de sorte que r¢(Pp) = ri(P)?", et



done, sim(P) < --- < r,,(P), en notant P, = a™ X 4 “S;"-l,)an_l + -

(m) 2"
im_|=%=1 (P)
lim = ri(P).

m—co aﬁm)

L’utilisation directe de ce procédé est difficile pour deux raisons :

e La convergence n'est assurée que si ry < --- < ry,. Par ailleurs, méme si cette derniére condition est
réalisée, la convergence peut étre trés lente (c’est le cas si pour un k, r¢41/r; est proche de 1).

e Les coefficients de P, divergent trés rapidement en module.

Schénhage contourne ces difficultés en utilisant une approche modifiée du probleme.

1.4 Calcul d’un facteur i partir du cercle de séparation

Quitte & effectuer des transformations simples, on peut supposer que le cercle de séparation est le cercle
unité. Sa recherche nous permet méme de connaitre le nombre k des racines se trouvant 3 l'intérieur du
cercle et un paramétre § > 0 tel qu’aucune des racines de P ne se trouve dans la couronne {e~% < |2| < e’}.
Les coefficients du polynéme F dont les racines se trouvent a I'intérieur du cercle de séparation sont donnés
par calcul de (1.3) suivi des formules de Newton. On approxime les valeurs S, de (1.3) pour 1 < p < k par
discrétisation du cercle unité en N points réguliérement répartis. On montre qu’aprés calculs, I’approximation
Fy de F vérifie .
‘ - |Fe-F|< |F|knc"6(N'k). e -

C’est cette majoration qui permet de déterminer la valeur de N qu’il faut choisir pour étre siir que Fy
est déterminé avec suffisamment de précision. Seulement ce calcul peut devenir trés coliteux si ’on désire
avoir une bonne précision sur Fy. L’algorithme de Schonhage s’en sort comme suit. Il détermine d’abord par
cette méthode une approximation Fy de F suffisamment bonne puis il lance une méthode dite de Newton-
Schénhage qui permet d’obtenir rapidement & partir de Fy une bonne approximation de F'.

1.4.1 La méthode de Newton-Schonhage

Hypothéses. P = FG oil les racines de F sont a l'intérieur du cercle unité, celles de G en dehors. On
connait une approximation Fy, de F', une approximation Gy de G (déterminée par division euclidienne de P

par Fp).
Probléme.. On veut trouver deux termes correcteurs f et g tels que Fy = Fo+ f et G; = Go+g approchent
F et G mieux que Fp et Gg. .

On a F1Gy = (Fo + f)(Go +9) = FoGo + fGo + gFy + fg. Le terme fg étant du second ordre, si on
choisit f et g tels que

P — FyGy f .!I
P = FoGo- yoF, = L=foGo_ S 9 a4
0Go+ fGo+ 9Fo FoGo F0+Gu (1.4)

on aura |P — F1G1| = |fg| < |f|- |g], donc du second ordre. Fy et Gy sont premiers entre eux et f et g dans
(1.4) sont donc uniques. On peut les déterminer par exemple grace a I’algorithme d’Euclide. Sans rentrer
dans les détails, disons que le probléme est que cette méthode est peu stable numériquement et Schonhage
procéde autrement a partir d’une représentation intégrale de f, conséquence du théoréme des résidus.



1.4.2 Description compléte de la factorisation a partir du cercle de séparation

On se demande maintenant avec quelle précision on doit calculer Fy pour assurer une convergence rapide
de la méthode de Newton-Schonhage. On montre que le nombre de points N pris sur le cercle unité pour
approximer Fy doit vérifier :

N>k+ —;— (105(100) + log(k3(n — k)*/%n) + - log('y) + log (Il) + 3log(lF| - IGI))

ol y=5-§ |dt/P(t)] et pt = inf);j=1 |P(z)]. Le calcul de v et p est réglé par approximations numériques.
11 faut donner une majoration de |F|- |G]. Schénhage utilise la majoration |F| |G} < 2™|P|, donnée par
Mignotte dans [14). En fait, on peut donner une inégalité beaucoup plus fine qui est :

|F|v|G|<2""2\/(_2—)_[P12. oi Pl = Z("‘n'—)

1/2

]

Cette inégalité est une conséquence d’un résultat démontré dans [2].

Cette étape d’intégration numgrique est la plus coiitense de ’algorithme de Schonhage. Son coit est
déja considérablement diminué en utilisant une FFT partielle. Il est également important de diminuer le plus
possible la valeur de N. Celle donnée plus haut améliore déja celle donnée par Schénhage lui-méme dans [20].
On peut encore I’améliorer en augmentant la valeur de 6, ce qul est rendu possible par une transformation
homographique préalable : z — (z - a)/(az - l)



Chapitre 2
Quelques résultats mathématiques

Cette section met en place le décor v‘r‘nathématiqué dont nous aurons besoin pour traiter correctement 1’étude
de Palgorithme de Schénhage. Les définitions étant lues, elle peut étre sautée en premiére lecture.

2.1 Définitions

2.1.1 Normes -
C[X] désigne ’espace vectoriel des polynémés a édp_ﬂicients dans C.

Définition 1 SiP=ap+a) X +---+a, X" € C[X], on définil les narmes suivantes (1z| désigne le module
du nombre compleze z) :
. 1
[Pl = lao| + lar| + -+ lanl, 1Pl = (lao|® + las > + -+ -+ |an]?) /%, |Plg = sup{|P(2)], |2| =1} et

1/2

[Pl = é'(%

La norme []; a été introduite par Bombieri [1}, et elle permettra, comme nous allons le voir, de raffiner les
majorations de Schonhage de maniére non négligeable. :
Nous nous servirons des inégalités suivantes. '

Proposition 1 Soit P € C[X] de degré n. On.a

1Pl <|Ple < |PIS Vn+1-|IP, (2.1)
|P] < 2*/?[P], (2.2)

et, si Q € C[X] :
IPQIs < |Plv-|Qlv et [PQ|<I|P| QI (2.3)

Preuve
L’inégalité || P|| < [P|y se montre grice a la formule de Parseval (voir par exemple [7]). Les inégalités (2.2) et

|P] < /n"+1-||P| sont des conséquences de I'inégalité de Schwarz.

Remarque : La relation (2.3) de sous-multiplicativité n’est pas satisfaite pour la norme || |l. Elle l’est par
contre pour la norme [.]; (cf. [2] prop.5), mais nous ne 'utiliserons pas. :
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2.1.2 Mesure de Mahler d’un polynéme

La mesure d’un polyndme introduite par Mahler [13] nous permettra d’améliorer les bornes données’ par
Schénhage.

Définition 2 Soit P(X) = B(X — uy)---(X — u,) € C[X] un polynéme non constant. On appelle mesure
de Mahler de P la valeur notée M(P) = |B| [T}, max(1, |u;]).

De cette définition découle facilement la propriété suivante :
Proposition 2 Soient P et Q € C[X]. Alors : '
M(PQ) = M(P)M(Q). (2.4)
Enfin, la formule de Jensen [7] nous sera utile pour évaluer la mesure d’un polynéme :

Théoréme 1 (Formule de Jensen) Si P est un polynéme non constant & coefficients complezes, alors

1 Ll ) " 1
log(M(P)) = o /o g 17 (<)) d6. (2.5)

Preuve ,
On peut supposer P unitaire. Ecrivons P(X)= (X —w):+-(X - un). Il suffit de montrer

I L
1 i0 _Jo si |ug] <1,
vE, oo A log [e*® — ua| da..{ log [us| sinon, (2.6)

Supposons dans un premier temps que Jux] # 1. La valeur de (2,6) est la limite, lorsque N tend vers Dinfini, de la
somme de Riemann :

N-1 .
1 2ijx N
w E log Ie - '“‘l .
=0
Cette expression n’est autre que
I = 1
2 2ijn /N _ _ . —alN
Nlog IIo(e uk) —Nlogll u,,l.
J=

Des relations
0 si Jux| < 1

. 1 N _
Nh-lonoo Nbg ll T Uk l - { log Jux| sijux] > 1

on en déduit (2.6).

Si |uk| = 1, il suffit dans (2.6) de faire tendre |ux| vers 1 par valeurs inférieures et d’appliquer le théoréme de
convergence dominée, O

Remarque. Une autre égalité remarquable satisfaite par la mesure de Mahler est la suivante (voir [12]).
Celle-ci est la conséquence, A partir de (2.5), d’un théoréme de Szego [6) :

M(P) = inf {||PQl}, Q € C[X], @ unitaire}

2.1.3 Polynéme réciproque

Définition 3 Soit P=ag+a; X +---+a, X" un polynéme de degré n. On appelle polynéme réciproque de
P le polynéme noté :

P*X)=X"P (%—) =ag X" +a; X" 1 4. ‘apn1 X + ap.

11



L’intérét du polynéme réciproque réside principalement dans le résultat suivant :
Proposition 3 Les racines du polynéme réciproque ‘P* sont les inverses des racines de P.
D’autres résultats immédiats nous seront utiles.
Proposition 4 Soit P un polynéme & coefficients complezes. Alors
|[Pl=1P*|,  |IPl=|IP*| et |Ply=|P*g, (2.7)
et si le terme constant de P est non nul et P non constant

M(P) = M(P¥). | (2.8)

2.2 Inégalités et normes
Nous nous intéresserons principalement a la norme | |. Un premier résultat est le suivant,
Théoréme 2 Soit P un polynéme 4 coefficients complezes, O" a:
|P| < 2"M(P) (2.9)
M(P)<|Plw<IP] - | (2.10)

Preuve o
Ecrivons P(X) = (X —uy)--- (X —un). De (2.3), on tire ; |P| < [B] (1 + |ua])- -+ (1 + |un|). Il suffit alors d’écrire
que V&, (1 + |uk]) < 2 max(1, |ux|), d’oit (2.9). (2.10) découle immédiatement de la formule de Jensen (2.5). O

Remarque : 1 existe une version plus forte de (2.10) qui est M(P) < ||P|| (inégalité de Landau; voir [>14]).
Nous n’en aurons pas besoin, mais elle exprime déja que dans la pratique, M(P) est souvent bien plus faible
que |P|.
Théoréme 3 Soit P un polynome compleze de degré n, produit des polynémes Py, Py, ..., Ps. Alors

|Pil - Pyl -+ |Pe] < 2" M(P), (2.11)

et donc

|Ps] - [Pa] -+ |Pe| < 27| P). (2.12)
Preuve ,

D’apres (2.9), Vi, | Pi| < 298P M(P;), donc |Py||Py| - - - | Pe] < 2" M(P)M(Py)-- - M(Py), d’ot1 (2.11) car d’aprés
(2.4) M(P1)--- M(Px) = M(Py--- Px) = M(P). (2:12) est alors une conséquence de (2.10). O

Une autre inégalité beaucoup plus fine que (2.12) et souvent plus fine (jue (2.11) est la suivante :

Théoréme 4 Soit P un polynéme compleze, produit des polynémes F et G. Alors

|F|- |G| < 2"/2‘ / ( : ) [Pla, ol n =deg(P)et k= deg(F). (2.13)
Preuve ’

La norme []; vérifie I'inégalité suivante !

[FL[G): < ( ' )[P]:

1Nous ne montrerons pas ce résultat qui sortirait trop du cadre de ce rapport; la norme [.]; est en effet étroitement liée aux
polynémes & plusieurs variables et elle y apparait beaucoup plus naturellement. Une démonstration est donnée dans [2] th.1 —

voir aussi [1] —. -
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d’ott le résultat grace i la majoration (2.2) appliquée respectivement a F et & G.

Remarques

o Dans son algorithme, Schonhage utilise la borne (2.12). Nous utiliserons plutét les bornes (2.11) ou
(2.13), beaucoup plus fines. Citons enfin les inégalités (cf. [2])

n -1/2 B
( [n/2] ) M(P) < [P} £ 2V/°M(P)

qui permettent de comparer les bornes données par []o et par la mesure (a ce sujet, des comparaisons
intéressantes font ’objet de [22] p.53).

e Donnons également une autre inégalité du méme type satisfaite par la norme |P|y (démontrée ré-
cemment par Boyd (3)) |[Fly - |Gly < 6*|Ply (ot P = FG et deg(P) = n), ot § ~ 1.792.
" L’amélioration apportée par cette derniére inégalité par rapport i (2.12) est peu intéressante dans
notre contexte. De plus, cette majoration est souvent moins fine que (2.13).

2.3 Inégalités sur les modules des racines

Notation 1 Soit P un polynéme compleze de deyre n. On note ri(P) < r9(P) < - - < ra(P) les modules
des racines de P dans Uordre croissani. Lorsqu’il n’y aura aucune ambzgmte, on notera r; = ri(P).
On appelle le rayon des racines de P le réel r,(P).

La proposition suivante est une conséquence immédiate de ’expression des coefficients de P comme fonctions
symeétriques de ses racines :

Proposition 5 Soit P(X)=ag+ a1 X + -+ -+ a, X" un polynome compleze de degré n. Alors :
an—k n k )
cnzkl o .

po B (k)r" (2.14)

Vk,

et donc |P| < |a,|(1+ rq)".

Dans [8], on trouve toute une série d’inégalités sur les rayons des racines d’un polynéme. En particulier :
Théoréme 5 Soit P=ap+a1 X + -+ 8,1 X"~ 1 4+ a, X" un polynéme compleze de degré n > 0. Alors :

apn-m

ra(P)<2p, ol p= max
an

1<m<n

(2.15)

Preuve .

Par définition de pon a:¥m, p™ 2 lag—m/an| ie |a,,..,,.|p"""‘ < laa] p™.

Par conséquent, si r :=2p, on a :
Jaol+aslr+ - +lan_slr™? = ao]+2arlp+- 42" anos o™ < (1424 +2"7") |anle” < 2"[an|p” = [an|r".
Ceci étant, soit z un complexe de module > r. Comme

P(Z) > lan] - (:ai:'l‘ oot |a|,..|1|) > lan| — (Iaol o 'anr-ll)

on en déduit que P(z) # 0, et ceci Vz, [z] > r, d’otl le théoréme.O

Le résultat qui suit est une des piéces maitresses de la méthode de Schonhage. Il nous permettra de
calculer les r;(P) par une méthode dérivée de la méthode de Graeffe.
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Théoreme 6 Soit P=as+a; X +---+ Ap_1 X" 4 an X" un polynéme compleze de degré n > 0. Soit un
entierm, 1 <m <n tel que 3¢ >0,9>0 tels que :

VE>1,  lam-il < cg® [am]

Alors
rm(P)<(n—m+ 1)(c+ 1)g.

Pour prouver ce théoréme, nous aurons besoin du résultat suivant, dont on trouvera une démonstration
dans [8] (th. 6.4n).

Théoréme 7 Soit P = ag+a1X 4+ + a1 X"~! +a, X" un polyndme compleze de degré n > 0. Soit un
entierm, 1 <m < n. Alors, sip= rm(P) : ‘

m n n—1 - n—m+1 m—
ol < (2 Ytaot+ (A 23 Yl (TP Ym0

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 6.

Preuve du théoréme 6
Posons 13 aussi : p = rm(P). Avec ce que I’on vient de voir, les hypothéses du théoréme donnent (avec z = ¢/p) :

n—m+1 n—m-+2 n m
15( 1 ~)cz+( 9 )cz_2+‘--+(m)cz (2.17)

Si p < g c’est terminé. Sinon z < 1 et donc (2.17) entraine :

. P . nvm+l/c + 1 ) - . )
14+c< W dong z g ek T - e L (c+1)(n-m4+1), (2.18)

d’oll le résultat.0

2.4 Une conséquence de la formule de Cauchy

Lors des majorations que nous effectuerons, nous aurons besoin du résultat suivant.

Théoréme 8 Soient deur polyndmes F et G € C[X] tels que F, de degré k, a toutes ses racines de module
<1 et G a toute ses racines de module > 1. F et G n’ont donc aucune racine commune. On peut écrire, st

K est un polynome
3 p,q € C[X], tels que : i<-—=£+-5’—4::)}’{:;9G.;.q}7‘_
' ’ FG F G

Si de plus deg(p) < k, on a (T désignant le cercle unité)

p(z) = == ff K@)  F(z) = F(O) 4 | (2.19)

D= hFO@ 2t
Preuve
Nous allons en fait montrer . ) F() F(t)
_ 1 p(t CE(z) - t
) = 2ir J. F(¢) z—t dt (2.20)
ce qui entrainera (2.19) puisque t — ¢(2)/G(z2) - [F(z) - F(1)}/(z = t) n’a aucun péle dans le disque unité. L’égalité
(2.20) s’écrit aussi .
_ 1 [p@t) dt _ 1 [ pt) '
p(2) = F(z): 32 ){ F@) it mmfz-i (2.21)
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Nous allons montrer (2,21) pour |z| > 1. Les deux termes de (2.20) étant polynomiaux, cela prouvém le résultat pour
tout complexe z. Pour [z} > 1, t = p(2)/(2 — 1) est analytique dans le disque unité et le second terme du membre
droit de (2.21) est nul. On se raméne donc & montrer, pour {z| > 11

pa) L {50t
F(z) ~ 2ix JLF(t) z-t

(2.22)

En effectuant une décomposition en éléments simples, on se raméne & montrer (2.22) dans le cas ot :

pX) 1
F(X) ~ (X - )’

avec Jul<l et a>1.

11 suffit alors de remarquer que :

11 1 11 _l[1+(t—u)+.]
(t=u)* z—=t (—u)* jz—u 1_.(";“.) T {t-u) {(z-u) " (z—w)2 "

3=y
et donc que le résidu de Papplication ¢ ~— 1/(t — u)®/(z — t) se trouvant dans le disque unité est 1/(z — u)* d’oit

(2.22).
On vient donc de montrer (2.19). Cette relation peut étre lue en termes de coefficients, ce qui donne (2.23).0

On obtient immédiatement le corollaire suivant (remarquer que rien n’est supposé sur le degré de gq) :

Corollaire 1 Soient F ¢t G deuz polynimes tels que F,de degré k, a toutes ses racines de module < 1 et G
a toutes ses racines de module > 1. Si pour des polynémes p el K avec deg(p) < k on a

PG & K [mod F),

alors

bl <7 IK|-[F| <7 K] -k-|F]  ohvy= ]g |t/ (FO)G))I. (2.23)

Remarque : Si deg(q) < n — k = deg(G) et si ¢F = K [mod G}, on obtient en prenant les polynémes
réciproques une inégalité analogue : |g] < v - [K]|-(n ~ k) - |G].
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Chapitre 3

Recherche du cercle de séparation

On veut trouver un cercle contenant une partie non vide des racines du polynéme P (mais ne les contenant
pas toutes) et tel que ses racines ne s’en approchent pus trop : c’est le cercle de séparation (voir la section
1.3). Pour cela, nous nous servirons du calcul des modules des. racines de P. Ceci est permis grice 4 la
méthode de Graeffe et quelques variantes données par Schaénhage.

3.1 La méthode de Graeffe

Soit P = ap + @1X + --- + an X" un polynéme de degré n > 0. En accord avec 2.3 notation 1, notons.
Uy, Uz,..., U, lcs racines de P telles que ry < r3 £ -+ < 1y (avec r; = |u;|). On désire approcher numérique-
ment les . L’idée de base est que les racines du polynome Py de degré n défini par

P(X?) = P(X)P(~X) = (-1)"a}(X? = u})- - - (X? — u})
sont les carrés des racines de P. On note Py =Graeffe(P); par récurrence, on. peut. ainsi définir une suite

de polynémes (P,,,) par P, =Graeffe(Pn-1). Les racines de P sont alors les (u.)2 En notant P,(X) =
a§™ + a('")X + - +af™ X", on voit que :
at™ gm
Vk,1<k<n: nok = (-1)* E (wiy w5, )2,

) ,
n 1<ig<ix<n

doncsiry <rg < .- < 1y,

("I)
( ) ~ [tpkgr - un[? (m — o0)
et donc
o™
VE,1<k <n, Jim a'(‘,;; = Juk| = re(P).
: k

L’utilisation directe de ce procédé est difficile. En effet :

e La convergence n’est assurée que si r; < r; < -+ < r,. On ne peut donc rien dire si pour un k,
Tk = ri41 (en particulier si P a des racines doubles).

¢ Par ailleurs, mémesir; < --- < ry, il se peut que la convergence soit trés lente (c’est le cas par exemple
si 3k tel que rx43/r) est proche de 1).

o De plus, les coefficients des P,, divergent rapidement en module.
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Arnold Schonhage utilise une approche modifiée du probléeme : son idée est de ne pas chercher a calculer
tous les rr en méme temps, mais de se focaliser sur un rx. Il propose plusieurs variantes, et chacune va nous
Servir.

1. La premiére (cf. 3.1.1) nous donne, R > 0 étant fixé, un entier k tel que, approximativement (ce terme
prendra tout son sens un peu plus tard) : rp < R < mpyy

2. La deuxiéme (cf. 3.1.2) nous donne, un entier k étant fixé, une approximation de rj.

‘3. Enfin la troisiéme (cf. 3.1.3) permet de calculer ry, le module des racines de P, par une méthode
beaucoup plus rapide que celle donnée par 3.1.2. '

3.1.1 Premiére variahté de la méthode de Graeffe

Soit P un polynéme complexe, Fixons R > 0 et > 0 (avec 7 petit). Cette premiére variante va nous donner
un entier k tel que . o
ri(P)e”" < R< rpqa(P)e” - . (3.1)
(avec, par convention, ro = 0 et rp4; = 00). Remarquons déja qu'’il peut y avoir plusieurs valeurs de k
répondant i la question. Par homothétie (changer P(X) en P(RX)), on se raméne immédiatement au cas
oun R=1. ,

Commengons par donner une vague idée de ’algorithme. Ecrivons Pp ;= P = ap + a1 X + - - - + an X".
Prenons k tel que : '

lag] = sup |a;|.
0Lién

Alors, d’aprés le théoréeme 6 appliqué & Py et & son polynéme réciproque Py avec ¢ = ¢ = 1, on obtient :

1
re<2n et rp41 2> T
On aura donc trouvé U'entier k si e > 2n, i.e. 7 > log(2n). Une telle valeur de 7 semble étre déraisonnable-
ment grande, mais I’astuce est que par itérations de Graeffe, la valeur de 7 sera géométriquement augmentée
de sorte qu’au bout d’un nombre fini d’itérations, la valeur log(2n) sera dépassée.
Pour résoudre le probléme (3.1), on va donc effectuer des itérations de Graeffe. Comme on I’a déja dit, les
coefficients des polynémes ainsi obtenus divergent rapidement en module, et il sera donc nécessaire d’arrondir
les polynémes obtenus. Nous aurons besoin du résultat de perturbation suivant.

Théoréme 9 Soit 7 > 0, soit P un polynome compleze de degré n > 0, et P une approzimation de P telle

que :
o 1 T n

1P~ Pl < gt (arre) 1P
Alors si ) . i

r(P)e”" <1< rpqa(P)e’,
on a

r&(P) e~87/7 <1< rpga(P) 877,

Preuve

8r/7 —81-/7_

Montrons par exemple 1 < rx41(P) €®”/7. Pour cela, raisonnons par P’absurde et supposons ri41(P) < e
Considérons la famille continue de polynémes : :
H=P+t(P-P), o0<t<1

Sie=1/2%""1.(r/e")", on $Vt,]P ~ Hi| < |P - P| < €|P|. L’application t + rx41(H.) est continue (!) et varie de
e (P)Y<e T =p & rk41(P) 2 €77 = ¢. On en déduit que pour tout r dans [p, g, il existe un ¢ tel que H: a
une racine z de module |z| = r, .dong '

Vr €[p,q),3z,J2z] =7 tel que |P(2)| = |P(z) - He(z)| < |P - He| < €| P|.
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Ceci entraine, si P(z) = f(z —w1)-:-(z —un):

r—r
elPa>|ﬂ|H|z-u,|>|P|H(' ")>| 'H(1+,, )
=1 =1
ot p; = min{1,r;}, et par conséquent :
n . : )
[Iir-sil<2’e, vrelpa (3.2)
Jul : ’ .

Par une propriété bien connue du n**™* polynéme de Tchébichev (cf. [19], VI n. 63), on peut trouver r € [p, q] tel
que le membre de gauche dans (3.2) est plus grand que (g — p)" 2""2" Deplus g—p=e~"—e™*/" > r/8.¢~%7/7,

donc
(EG—M’/'I) 21—2» < 2"6, ‘
absurde de par la valeur de .0

'Donnons maintenant ’algorithme de recherche de k pour résoudre le probléme (3.1). (On s’est ramené,
rappelons le, 4 R = 1).

Algorithme 1 1. On pose Po=P ef 1o 5= 7/8 - 7. Soit
1 70 n
) €0 = 96n-1 (88"’/7) *
On arrondit Py i eg|Pol prés, donnant ainsi un polynéme‘ﬁo tcAl"que |Po — f’ol < eo!Pél.

2. On calcule ezactement P, =Graeffe(Py). On pose 1y = 7/4 - 7.

On arrondit P, d €;|P,| prés, donnant ainsi un polynéme Py tel que |Py — Py < | Py

8. Soit

4. De maniére générale, on calcule P, =Graeffe(Pm-1). On pose T = T/4 - Tm—1 = (7/4)™ - 7/8 .7, on

arrondit Py, & €| Pl prés, ot .
1 Tm \"
€m = 926n—1 (681',.../7) :

5. On s’arréte au rang m dés que

N\ 7
Tm = (Z) 57 > log(2n).

6. SiPn=ap+a1 X+ -+ 6,X", on prend k tel que

jarl = max il

7. L’entier k ainsi déterminé répond au probléme (.9.1 ).

Etude de P’algorithme 1 :
Le choix de k (derniére étape) entraine, d’aprés le théoreme 6 (appliqué a P, puis 3 son polynéme
réciproque P2 avecc=g=1) que

re(Pn)<2n<e™ et rppi(Bn)> 51; >e”’m,
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et donc, d’aprés le théoréeme 9, de par le choix de ¢,

r(Pm) < eBTmlT re41(Pm) > e~87m/7

Comme P,, =Graeffe(P,_1), les racines de P, sont les carrés des racines de Py,., de sorte que
Tk(Pm-l) < edTmlT = Tm-1 gy 7’k+1(Pm-1) > e~/ 7 e~ Tm=1,

et tonjours d’aprés le théoréme de perturbation 9

87 /7 871 /7

rE(Pm-1) <€ et reg1(Pn-1) >e

Par récurrence on obtient done
re(Po) <87 =¢" et rpg(Po) > e BT =77,

ce qui prouve que k répond au probléme posé,
Remarques :

o Cette variante de la méthode de Graeffe permet de déterminer le rayon d’un cercle de centre 0 éloigné
des racines. Elle est beaucoup plus éconamique que la méthode de Graeffe décrite en introduction de
la section 3; cette derniére impliquerait ep effet de garder & chaque itération nne précision ¢,, telle que
log(em) = O(2™), ce qui devient trés vite prohibitif (on a ici log(em) = O(nlog(1/7)) = O(nlog(n))
car dans notre algorithme, on aura 1/7 = O(n)).

~ e Dans son algorithme, Schénhage obtient les méme majorations sauf ‘qu’a chaque fois, la constante
7/4 (ou 4/7) est remplacée par 8/2 (ou 2/3) (et en plus ¢ = 1/2%—Y(1;e=7)" au lieu de notre ¢).
Expérimentalement, le temps d’exécution est 1égérement inférieur avec la constante 7/4.

3.1.2 Deuxiéme variante de la méthode de Graeffe

On se donne un polynéme complexe P = ag+a3; X +- - -+a, X". Soit un entier k, 1 < k < n, et un parametre
d’errenr 7 > 0. Cette deuxiéme variante va nous donner R > 0 tel que

Re™ " < r(P) < ReT (3.3)

(il sera supposé que rx(P) # 0, ce qui sera le cas dans I’algorithme). Commengons par donner l'idée générale
de cette variante. On définit P(X) = P(pX) = Go+ @ X + ---+ @ X", oll p est déterminé de sorte que

J<k—-1 et 2>k telsqueld|=iay] et Vj,1<ji<n, la|<lal (3.4)
En appliquant le théoréme 6 (3 P puis P*, avec c = ¢ = 1), on a donc :

5% < r(P) < ru(P) < ra(P) < 2n.

p, h et | peuvent étre déterminé a partir des sommets de I’enveloppe convexe supérieure des points du
diagramme de Newton (voir figure 2). '
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log(Ja; )

0~r/+' T < k< b n J

Figure 2. Les traits en gras joignent les sommets de l'f:nveloppe convexe supérienre des points log |a,|.
Il fant déterminer p de sorte que la droite tracée en trait fin devienne horizontale.

Le réel R = p répondra ‘done au probléeme (3. 3) sie” > 2n,1.e, 7 > log(2n). Cette valeyr de 7 peut paraitre
grande, mais par itérations de Graeffe, elle est & chaque pas doublee de sorte qu’au bout ’un moment, la
valeur log(2n) sera dépassée,

Rentrons dans les détails; comme dans la premiére variante, nous aurons besoin d’un résultat de pertur-
bation (la prenve est sensiblement identigque a celle du théorgme précédent),

Théoréeme 10 Soit T > 0, soit P un polynime de degré n > 0 et P une approzimation de P telle que

1 1

JP PI < %o (2 )n 2211—-}

syl =)

Alors
.1 S .
si o < re(P)<2n, ona ri(P)-e7" <rp(P) < rp(P)-e".
Passons maintenant & algorithme proprement djt :

Algorithme 2 1. On pose Py = P et on détermine py de sorte que I.’(,(X) = Po(poX) vérifie les condi-
tions de (3.4).
2. Sout
_ 1 1
- (2n)" 91

On arrondit By ¢ clﬁ()l preés, donnent ginsi un polynome Py tel que [15(, - 13“| < (If’(,l.

s =TT

3. On calcule ezactement Py =Gruoeffe(Py). On détermine ensuite p de sorte que Pi(X) = Pi(pX)
vérifie les conditions de (3.4).

4. On arrondit Py & EIPI' prés, donnant ainsi un polynome Py tel que |}31 - ﬁll < c|ﬁ1|.

5. De maniére générale, on calcule P, _Graeﬁe(P -1), puis on délermine pn,, de sorte que Pm(X) =
Prnpm X) vérifie (3.4). On prend ensuite P,,, arrondi de P, a cIPmI preés.

6. On s’arréte au rang m dés que
(2n)2 " < e™/2,
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7. Le réel
l 1/4 m
R=po-p"% py/* plf?

répond alors au probléme (3.3).

Etude de P’algorithme 2 : :
On a déja : re(Po) = po - r&(FPa), et donc, d’apres le théoréme 10, vu le choix de ¢ :

Po - rk(}s(,) et < r£(Po) < po -rk(P(,) LeT/4
Comme P, =Graeﬂ'e(130), onarg(P) = 1',,(?30)2 de sorte que :
po - rk(P1)1/2 .e~T/4 < Tk(P()) < po- Tk(P1)1/2 . eT/4
Or, de méme que pour P, : |
pr-1ri(P1)-e Tt < ri(P) < py ri(Py) - e7/*

d’olt on tire : X
po-py* re(PV? T4 < r(P)) < po - gl - ru(By) - €TIAHTIS,

En procédant par récurrence, on obtient ainsi
o T (B P T < () < o plfT ra(B 3 A A1

C’est a dire, si R = pg - pl/2 p,l,.lzm :

R.-ri(Ba)Y?" - em1? < ri(Po) < R-rip(Pn)V/2™ . €712,

Comme 1/2n < r¢(P) < 2n, on en déduit, étant donnée la valeur de m (cf étape 6), que R répond au
probléme (3.3).
Remarques

o Ici, contrairement & I’algorithme précédent, la méme précision ¢ est utilisée & chaque itération.

o Pour les mémes raisons que dans 3.1.1, cette variante est beaucoup plus économique que la méthode
de Graeffe usuelle : c’est le fait de borner r£(Pm) & chaque itération qui permet d’utiliser une précision
€ raisonnable.

e La précision ¢ est ici beaucoup plus faible que dans la méthode précédente; cette variante est donc
relativement coiiteuse et on veillera dans I’algorithme & s’en servir le moins possible (voir 3.2.2).

3.1.3 Troisiéme variante : calcul du module des racines de P

On aura souvent besoin d’une valeur approchée de r,(P) (i.e le plus grand des modules des racines de
P). Dans ce cas particulier, il existe une méthode beaucoup plus économique que la précédente que nous
décrivons maintenant.
Commencgons par esquisser le principe de ’algorithme. Soit 7 > 0 un parameétre d’erreur. On veut trouver
R > 0 tel que :
R-e"<r(P)<R-€” (3.5)

Partant de P, on détermine p > 0 et 8 tels que le polynéme ﬁ(X ) = B - P(pX) soit unitaire et vérifie, si
on note @; ses coefficients : ’

Vj,1<j<n, |a,-|5(;.') et 3h,1<h<n,tel que : |a,.|=(2) (3.6)
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Comme dans 3.1.2; p et h peuvent étre déterminés a partir du diagramme de Newton des points log(|a; |/(;‘)))
“D’aprés la proposition 5 et le théoréme 5, on a alors . '

1 < ra(P) < 2n,

et donc R := p répondra & la question si 7 > log(2n). Si tel n’est pas le cas, on effectue des itérations de

Graeffe jusqu’a ce que la valeur log(2n) soit dépassée.
On ne voit pas encore I’avantage de cette méthode. Il réside en fait dans le résultat de perturbation qui
suit et qui nous permettra de coder les polynémes avec moins de chiffres significatifs que dans les variantes

précédentes.

Théoréme 11 Soit T > 0, soit P un polynéme unitaire de degré n > 0, et soit P une approzimation de P,
unitaire de degré n telle que '

|P=Pl<(1-eT).

Alors, sirg(P)> 1, 0on a

J —

ra(P)e™" < r(P) < ro(P)e”.

Preuve N R N
Supposons par exemple rn(P) > rn(P). Soit z une racine de P telle que |z| = rn(P) > 1. Alors

|P(z)] = [P(2) — PG)| <|o™P - Pl <ra(P)" - (1= e7T)"
et

|P(2)| > H(Izl = 15(P)) 2 (rn(P) = ra(P)",

d’oti on déduit le résultat.0

Passons maintenant a la description précise de ’algorithme. Ici, contrairement & la variante précédente,
la précision utilisée change & chaque itération.

Algorithme 3 1. Partant de Po = P, on calcule po et fo tels que le polynéme Po(X) = Bo - Po(poX)
vérifie (3.6). .

2. Soit 7o = 7/6 et g = (1 — e~™)". On arrondit Py & €o prés, donnant ainsi un polynéme Py tel que
|Po - P()I < €g.

3. On calcule exactement Py(X) =Graejfe(130), puis on détermine py et By tel que le polynéme ﬁl(X) =
B - Pi(p1 X) vérifie (3.6).

4. Soitr; =3/2- o eteg=(1—e™" )*. On arrondit }31 d €; pres, donnant ainsi un polynéme ﬁl tel que

’.131 —ﬁll S €.

5. De maniére générale, au rang m, on calcule Pn(X) =Graeﬂ'e(ﬁ -1), puis pm €t B tel que le polynome
Pr(X) = Bm - Pm(pm X) vérifie (3.6). On pose Ty = 3/2 - Ty et

em=(1—e""T)",

~

puis on arrondit P, d €y, prés, donnant ainsi Pp,.

6. On s’arréte au rang m lorsque :
(2n)>"" < e™/3
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7. Le réel
/2 1/4 m
R=po-p" o/ p}l?
répond alors au probléme (3.5).
Etude de I’algorithme 3
De la méme maniére que dans 3.1.2, on montre, si R = py -pi/z’ - -p},./z :

R-ro(Pp)?" e Tomm/2==Tm/2" ¢ n(P)< R- Tn(ﬁm)llzm ceTetT /2T 27

Or :
T Tm _ T 3/2 3/2)™ 27
To+2+---+2m——6-(1+2+ + om <3
donc, d’aprés le choix de m (cf. étape 6), R vérifie (3.5).
Remarques

e Sik > 1, B, au signe prés, est égal & (1/p;)" (en effet, si k > 1, P est unitaire au signe prés).

o Schonhage, dans son algorithme, utilise une méme précision €x = ¢ = (1 — e~"/*)* a chaque étape.
Expérimentalement, il s’avére que la méthode décrite ici (avec un ¢ qui varie) est plus rapide (d’un
facteur 2/3 environ). Cela n’était pas le cas dans la variante précédente.

3.2 Recherche du cercle de séparation

On sait maintenant calculer le module des racines du polynéme P = B(X — u1)---(X — ug). On veut
déterminer un cercle de séparation, c’est & dire un cercle contenant une partie non vide des racines (notées
uy,...,ug avec k > 0) et ne les contenant pas toutes (donc k < n). On veut aussi (voir 1.3) que ce cercle
(de centre ¢ de rayon R > 0) soit loin des racines, autrement dit qu’il existe une couronne {z € C,Re~® <
|z — ¢] < Re’} ne contenant aucune des racines, avec § > 0 pas trop petit (voir figure 3).

Figure 3

Une possibilité serait par exemple la suivante :

On calcule le module de toutes les racines du polynéme : ry < r3 < --+ < rp,, puis on choisit & tel que
rk+1/7k soit maximal. Le cercle de centre 0 de rayon R = /TgTr41 convient alors, avec § = 1/2-log(rk+1/7%).
Mais il se pourrait que les r; soient tous égaux, ol qu'ils soient proches; § serait alors trés faible (voire nul
1), ce qui n’est pas intéressant. Pour déterminer le cercle de séparation, on va donc procéder autrement.
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3.2.1 Recherche du centre du cercle de séparation

Soit P un polynéme de degré n > 0. On cherche le centre d’un cercle de séparation pour P; celui ci devra
étre déterminé de sorte que A = log(r,/r1) ne soit pas trop petit.

Algorithme 4 1. On commence par effectuer une translation de sorte que l’origine soit le barycentre des

racines de P (i.e. on considére P [X — —“""}),
: nap

2. Sile coefficient constant du polynéme oblenu est nul, on a trouvé un facteur; sinon R, le plus grand des
modules des racines de ce polynéme est non nul. On le calcule grice & lalgorithme 3 avec une erreur
relative de 0.02. En considérant le polynome P(RX), on se raméne ainsi @ un polynéme dont le rayon
des racines est 1 a 0.02 prés.

3. On pose vg = 2, vy = 2i, v3 = =2, v3 = =2i. Pour i = 0...3, on calcule le polynome Q;('X) =
P(X + v;). On cherche ensuite le plus grand des rayons de ses racines rn(Q;) et le plus petit r1(Q;)
grice & Ualgorithme 8 (r1(Q;) = 1/rn(Q7)). On choisit alors i tel que rn(Q;)/r1(Q;) soit mazimal.
(On peut montrer que Ji tel que log(rn(Qi)/r1(Q:)) > 0.30, voir figure 4).

1)1=2i

ra(Q5) r1(Q;)
Point critique

u=a%§g

v = —2 0 1T w=2

(T

+V3 = —2i

Figure 4. Les centres v; € {2, 21, —2, —2i} pour obtenir ’écartement A = log(rn/r1) > 0.30 .

4. Le centre est alors translaté en v; : En considérant le polynome P(X + v;), on se raméne au cas ot ce
centre est l'origine. '

3.2.2 Recherche du rayon du cercle de séparation
On s’est ramené au cas oit A = log(r,/r1) > 0.30. De la relation Y77 log (r—;'ﬂ) = A, on tire

Tk41 A 0.30
3Jk, IOg(r;,)>n—1>n—1'

Comme on ’a déja dit, on pourrait alors calculer tous les ry et choisir & tel que log(rg41/rk) soit maximal
(le rayon du cercle serait alors R = /fy -rr41 avec § = %log(rk_,_l/rk) > 0.15/(n — 1)). Ceci est faisable
lorsque n est faible, mais devient trop coliteux lorsque n augmente.

Une autre solution serait alors de procéder par dichotomie : partant de : = 1,5 = n, on maximise a

chaque fois ’un des termes :

1 Tk 1 Tj _ i+j
k—ilog('ri>’ j-—klog(rk)' avec k = | 5
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puis on remplace i ou j par k selon que le second ou le premier terme est maximal. On ne calcule ainsi plus
que Oflog,(n)] (au lien de O(n)) modules de racines (en utilisant I’algorithme 2).

En fait, Palgorithme 2 est plus coiiteux que I’algorithme 1, et on va procéder autrement en utilisant ce
dernier. De plus, a chaque étape de factorisation P = F - (3, on aimerait bien avoir deg(F) ~ deg(G) (pour
minimaliser le nombre de factorisations a effectuer). Le fait est que, souvent, les modules des racines r. sont
concentrés lorsque k ~ n/2. Les méthodes décrites précédemment, méneraient donc i des valeurs de k se
trouvant vers I'une des extrémités k = 1 ou k = n, ce qui n’est pas satisfaisant. Il faut. donc trouver un
compromis; en d’autres termes, pour avoir k suffisamment loin des extrémités k& = 1, k = n, on est prét
a sacrifier la valeur de § en en admettant une plus faible (pas trop quand méme). Beaucoup d’algorithmes
respectant cette idée pourraient étre construits. En voici un, différent de celui de Schonhage et qui dans la
pratique est assez satisfaisant.

Commencons par donner une idée de l'algorithme. Grace 3 Palgorithme 1, on va, en procédant par
dichotomie, déterminer des suites :

(ip)’ (jp): (mp)’ (MP)

satisfaisant aux conditions initiales

w=0, jo=n, mg=r(P), My=ra(P),

telles que
Vp, ri,(P)<my, <M, <r;(P)

et

, . Jp— 4
Vo, (Jp+1 = ipp1) < £ 2 k.
Ainsi, au bout de p < [log,(n)] itérations, on a i, = j, et donc aucun des modules ri(P) ne se trouve dans
Pintervalle Jm,,, Mp[. Le rayon R = /m, - M, convient alors avec § = 1/2 . log(M,/m,) et k = i,. Cette
valeur de é sera souvent moindre que la valeur 1/2 - log(r41/rx). En conséquence, on détermine ensuite Tk
et rey1 grace a Palgorithme 2, puis on prend :

1
R = /Tt Tkt1, 6= -élog(r“'l).

Tk

Disons également que les inégalités données plus haut ne seront pas strictes dans le sens ou elles dépendront
d’un parameétre d’erreur judicieusement choist.

Algorithfne 5 1. On commence par calculer m := 1y et M := r, a@ A/(10n) prés (grice @ algorithme
3). On pose i=0 et j=n.

2. On pose p = vVm - M. Grice a l'algorithme 1 appliqué & p avec une erreur r = A/10, on détermine
un entier k tel que .
Te(P)e™" <p < reqa(Pe’.

Stk<n/boun/2<k<4n/5 on fait M :=p et j:=k, sinon on faitm :=p et i:=k.

3. Les ttérations suivantes sont analogues sauf que le choiz de p essatera de satisfaire le discours tenu
plus haut :

On part de i, j, m et M qui par construction satisfont (4 un terme d’erreur prés)
ri(P)<m< M <rj(P).

On choisit un p dans Uintervalle |m, M[ (voir étape sutvante) puis on détermine grdace ¢ l’algorithme
1 un entier k tel que :

re(P)e™” < p<reqre’,  avec T = 11—0 - (Ti—z) log(rj /rs).

25



Si(k—1) < (j—k) (i.es'ily a moins de modules de racines dans Uintervalle Jm, ol que dans 1p, M[)
alors on prend _ :
M :=p, j:=k, etonlaisse m et {inchangés;
st au contraire (k — i) > (j — k), alors on prend

m:=p, 1:=k, etonlaisse M et jinchangés;

St maintenant (k —i) = (j — k), on se raméne au premicr cas sik > n/2, au second sinon (ceci encore
pour essayer de se rapprocher du milieu de Uéchelle).

4. Choiz de p. On calcule un terme de poids :

I log(d; + 1)
e log(d. +1) )’

ot d; := min{i,n — j} (distance intérieure du couple (i, §) an bord de Véchelle), d. := min{j,n — i}
(distance extérieure de (i,7) au bord de Uéchelle) et « est un paramétre que lon peul prendre par
exemple égal @ 1. (Le terme de poids k est choisi de telle sorte qu’il soil important lorsque 'on est prés
du bord de léchelle et faible lorsque l’on se trouve vers son milien). Si j < n/2 on choisit alors

pi=(m- Ml"'")l/(“x) )

sinon 1/(24)
K
p = (m'*" . M) .
. On s’arréte lorsque i = j. On pose alors k := i puis on calcule, grice a lalgorithme 2, rp(P) et
re+1(P). On prend alors le rayon R = \/ry -Tk41 avec § = 1/2-log(re41/7k)-

Remarque : C’est & partir de cette valeur de § que Schonhage calcule le polynome F dont les racines sont
dans le cercle de séparation. En fait, en effectuant une transformation sur le polynéme, on va voir (cf. section
9) qu’on peut améliorer la valeur de 8 (d’un facteur variant de 2'a 4). :

Nl
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Chapitre 4

Factorisation initiale a partir du
cercle de séparation

Nous avons trouvé un cercle de séparation I' pour le polynéme complexe P de degré n > 0. Quitte a effectuer
un changement de repére, on peut supposer que ce cercle de séparation est le cercle unité. Par ailleurs, la
recherche de I’ nous a fourni un réel § > 0 tel qu’aucune des racines de P ne se trouve dans la couronne
{z € C,e~?® < |z| < €*}. Conformément aux notations précédentes, nous noterons u;, ..., u; les racines de
P se trouvant dans le cercle de séparation, ug41,. .., un celles se trouvant en dehors (voir figure 3).

Le probléme que I’on se pose est le suivant : on note F = (X — u;)---(X — u;) le polynéme unitaire
dont les racines se trouvent dans le cercle de séparation, G = f(X — ug41) - - - (X — u,) 'autre facteur de P
dont les racines se trouvent en dehors du cercle, de sorte que P = F - G. € > 0 étant donné, on veut calculer
numériquement une approximation Fy de F telle que :

IF()—FISE.

Ceci sera effectué a partir des approximations numériques (par discrétisation du cercle unité) des intégrales de
Cauchy (1.3) et des formules de Newton. Le premier résultat qui suit nous éclaire déja quant a la majoration
d’erreur que I’on a sur I’approximation numérique.

Théoréme 12 Avec les hypothéses précédentes, si N€ N, N > k et si

Vm, Wm = 7\’- Jz—: mw ', ou w= e2ir/N, (41)
alors :
. ne—8(N-m)
Vm,l S m S k, IWm+1 - sml S _i——_e:W’ _ (42)
ot ) P(z)
z
Vm, sm=u'1"+---+ui"=2T7r 4 P(z)z"‘dz. (4.3)
Preuve
La dernijére relation est une conséquence immédiate du théoréme des résidus et de I’écriture :
P'(z) = 1
) = 2; — (4.4)
J=

Pour montrer (4.2), écrivons le développement de P'/P en série de Laurent au voisinage du cercle unité :

P'(z) _ i
7)—(—;-)-—2612 .

JEL

27



D’aprés (4.4), si sm est défini par (4.3) et si on note
' 1 \" 1\™
Ym e N, Sm = +...+(.__) )
Uk41 Up

c;=—Sj41 8ig>0 et cji=8.j_1 sij<O. (4.5)

on a

On obtient, en remplagant dans la série de Laurent

Vpr WP = ZC—P'ijr
J€Z

et compte tenu de (4.5)
Vm,1 <m<k, (W41 — sm| < Z|31N+m| + Z'SJN—M'
j=1- i=1
Les hypothéses sur les modules des racines de P entrainent que

[sm]| < ke™*™ et |Sm| < (n —k)e™*™

et donc
ke—6(N+m) + (u — k)e-J(N—m)

Vm,1<m<k, [Wing1 — sm| < TN ,

d’ol le théoréme.D

Nous savons donc calculer des approximations Wy,+1 des sp,,. L’identité bien connue :

[e o]
F*(2) = exp (— Z s—mz'")
m=1 m
(ot F* est le polynéme réciproque de F'), donne, si F(z) = z¥ 4+ 25~ 4 ... 4 44, les formules de Newton :
1
pm=—;(Sl?’m—l+“’+5m—l¢l+sm) (1<m<k).
Nous allons donc calculer successivement les ¢y par :

. 1 . .
Pm = —;’:(W%Pm-l +  + Wit + Wint) (1<m<k), (4.6)

ce qui nous donnera une approximation Fy = 2¥ + %1251 4 ... 4+ $p_12 + @1 de F.
~ On se fixe ¢ > 0. On veut savoir jusqu’a quel point les W, 4, doivent approximer s,, pour avoir, aprés
calcul de (4.6) |Fy — F| < €. Ceci repose sur le théoréme suivant.

Théoréme 13 Si Fo = 25 4+ ¢125 "1 4 ... 4 G 12+ @1 est calculé & partir des relations (4.6), alors :

2 k
#o= i< iFl- (1p1+ 204 4 108), ' (7)
ol L .
D= Z',,‘, m — Wing1)2™. (4.8)
m=1 .
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Preuve
Rappelons Pidentité :

(4.9)

gt
Sh
NS

N—

F*(z) = exp (-—

Posons :
* W +1 s Syn
A(z) = exp —ZTZ - Z —" .
m=1 m=k+1
Les premiers termes du développement de A(z) correspondent aux coefficients de Fy, et, comme A(z) = F*(z).
exp(D(z)), on peut écrire
D 2 - D k
|Fo — F*| < |F°| (|D|+%+‘--+ %) )

d’ol le résultat.O

Les majorations (4.2) entrainent
. —5(N—E)

k-n-e
Vue la grande taille de N (c’est le cas dans la pratique), on peut légitimement approximer 1 — e’V a 1. |D|
est également faible, de sorte qu’également, on peut lire la majoration (4.7) comme : |Fy — F| < |F|-|D|. En
couplant ces résultats, on tombe sur :

|Fo— F|<|F|-k-n-e¥N-F) (4.10)
C’est cette majoration qui nous permettra de donner une valeur de N pour laquelle on soit sir qu’aprés
calculs |Fo — F| < e.
Remarques :

¢ La majoration (4.10), comme on l’avait pressenti, exprime le fait que plus & est petit (i.e. plus les
racines de P sont proches du cercle de séparation), plus il faudra considérer un grand nombre N de
points sur le cercle I' pour avoir, aprés les calculs précédents, une bonne approximation Fy de F. Le
choix de T' est donc important pour minimiser le coiit des calculs.

o C’est cette étape qui est coiiteuse dans I’algorithme de Schénhage (surtout lorsque n est grand). Une

FFT (transformée de Fourier rapide) partielle permet de réduire le coiit du calcul des relations (4.1)
(cf. [20] et [11]). '
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Chapitre 5
L’algorithme d’itération de Newton

Les calculs précédents permettent, ¢ > 0 étant donné, de calculer une approximation Fy de F telle que
|Fo — F| < €. Ces calculs sont coiiteux, surtout lorsque ¢ est petit! Pour cette raison, Schonhage, a partir
d’une approximation Fo de F suffisamment bonne (calculée par la méthode précédente), implémente un
algorithme d’itération de Newton qui lui permet de déterminer rapidement une bonne approximation de
F. Ce n’est pas a proprement parler une véritable méthode de Newton, au sens usuel en mathématiques;
algorithme est totalement différent. Nous allons d’abord présenter cet algorithme d’itération de Newton, puis
étudier la précision avec laquelle il faut calculer I’approximation initiale Fy de F par la méthode précédente
pour assurer la convergence de cet algorithme.

5.1 Principe de la méthode de Newton-Schonhage

Commencons par donner une idée de I’algorithme d’itération de Newton.

Hypothéses: P = F-G ol F est unitaire, les racines de F sont toutes dans le cercle unité, celles de G en
dehors (remarquer qu’alors M(G) = M(P)). On dispose d’une approximation Fo de F et Go de G (Go est
obtenu par division euclidienne de P par Fp). On suppose que ces approximations sont telles que les racines
de F, restent encore dans le cercle unité, celles de Go en dehors du cercle unité.

Probléme : On veut déterminer f et g tels que les polynémes Fy + f et Go + g soient de meilleures
approximations de F' et G que Fo et Go. Il s’agit donc pour nous de minimiser |P — (Fo + f) - (Go + g)|.
Ecrivons

P —(Fo+ f)(Go+9) = P — FoGo — fGo — gFo — fg.

'Le terme fg étant du second ordre, on va chercher f et g tels que :
P — FoGo = fGo + gFo,

ce qui s’écrit encore :

P—FGo _f | ¢

FoGo ~ Fo  Go

On verra par la suite comment trouver f et g. Supposons que I’on sache les déterminer. On a alors :
[P = (Fo+ f)(Go+9)l = |fgl < |fl-lgl-
Or, d’aprés le corollaire du théoréme 8, si v = § |dz/FoGo(z)|, on a :
| |fI < |P— FoGol -7 -k - |Fol.
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De méme, en considérant les polynémes réciproques (voir la remarque du corollaire utilisé) :
lol < 1P = FoGal -7 (n = ) - |Gol. |
Finalement, si €9 = |P — FoGo| et €; = |P — (Fo + f)(Go + 9)| :
€1 < €57 k(n—k)-|Fol-|Gol.

En vue d’une convergence rapide de 'algorithme d’itération de Newton, on aimerait avoir €; < €}%, ce qui
sera réalisé st : )
€ <

= ¥R = B (RlG)? -1
Si Fy est une approximation suffisante de F' telle que la borne (5.1) soit réalisée, on sera alors assuré d’une
convergence rapide de la méthode de Newton-Schonhage. La relation P — FyGy = P — FoG = G(F -
Fy) [mod Fo] s’écrit aussi (P — FoGo)Gao = GGo(F — Fo) [mod Fy] et donc, toujours d’aprés le fameux

corollaire :

|P — FoGol < |G| - |Gol - v - k - |Fo| - |F = Fo|. (5.2)
Si les approximations initiales Fy et Gy sont suffisamment bonnes, on peut légitimement écrire |Fy| ~ | F| et
|Gol 2 |G|, de sorte que, en remplagant (5.2) dans (5.1), on voit que pour réaliser (5.1) il faut
1
78 -k (n - k)2 - (IFIIG])* - IGI
Pour que cette derniére relation soit vérifiée, on utilise alors les majorations de |F||G| données dans la
section 2.2.

|Fo — F| <

(5.3)

Remarques :

o Il reste encore & donner des approximations de v et M(P). Ces problémes seront traités plus tard.

e En fait, les majorations données ici ne seront pas reprises telle quelles; nous verrons qu’en s’y prenant
autrement, on peut obtenir une borne plus fine que (5.3). Un autre probléme est que f et g ne seront
pas déterminés exactement.

5.2 Le polynéme auxiliaire H

Dans le paragraphe précédent, un probléme avait été laissé en suspens : celui de la détermination des termes
correcteurs f et g. Rappelons que sous les hypothéses précédentes, on veut trouver f et g tels que :

_ P—FGo _f ¢
P —FyGo = fGo+ gFo < FoCa = Fo+Go'

Un moyen de faire serait d’utiliser I’algorithme d’Euclide. Schonhage écarte cette hypothése, estimant & juste

titre que I’approche numérique serait peu fiable et demanderait un temps d’exécution important. Il contourne

la difficulté en introduisant un polynéme auxiliaire H tel que HGo = 1 [mod Fy) et deg(H) < k. f est alors

donné par f = HP [mod Fy] et g pris tel que Go + g est le quotient de la division euclidienne de P par
Fo+ f.

H se retrouve dans la décomposition partielle en éléments simples :

1 _H + L

FoGo ~ Fy ' Go

Comment calculer H ? La aussi, on pourrait trouver H en utilisant ’algorithme d’Euclide. Pour les raisons

évoquées plus haut, on ne procédera pas comme cela; on utilisera plutét la représentation intégrale donnée

par le théoréme 8
: 1. 1 Fo(z) bt Fo(t)
= — . 4

H(z) = 57 }é R0 =t (5-4)

(avec deg(L) < n —k).
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5.2.1 Détermination initiale du polynéme auxiliaire

On va donc utiliser la relation (5.4) pour calculer numériquement une approximation Hg de H. Si
Fo=XF+ o X4+ pe1 X + gx,

on obtient, en insérant les coefficients dans (5.4) :

k-1 k
H = Z < z qp;,__w;_m_.l) Xm, (55)

m=0 \i=14m
ol

' Vm 0<m<k—1 v, ——l-f-Ldt 5.6
o= ' ™7 2w Jp (FoGo)(t) (5.6)

Les v,, seront approximées par les quantités :

1 &=
- — pJ - - 2ix [N

Ve v "Z:% (FoGo)(wJ)w ) avece NeN'etw=ce¢ . 5.7

Arrétons nous ici pour faire la remarque suivante (que Schonhage ne semble pas avoir faite) : Lors du calcul
de ’approximation F de F', on avait & évaluer les quantités :

N-1 ]
-1 (W) mj

Il fallait donc évaluer les }/P(wj ), ce qui ressemble fortement a 1 /(FoGo)(w’). L’idée est donc d’utiliser
les approximations 1/P(w’) de 1/(FaGo)(w’), déja calculées, pour approcher les vy,. On veut alors savoir
jusqu’a quel point ’approximation Hy de H ainsi calculée sera bonne. La réponse est donnée par le théoréme

suivant :
Théoréme 14 Avec Fo = X* + o1 X1 4 -+ pp1 X + @k, si

N-1

1 wPi .
Vp, 1<p<k, Up=—= Z —  avecw = e¥™/N, (5-8)
. N j=0 P((JJ)
et st
k-1 k ,
Ho=)_ ( > ga,,_,U,-,,.) xm, (5.9)
m=0 \l=14m
alors :

|Ho — H| < k|Fo| - [ 2(1+ 66/2)" e-sv-yz o [P —:oGol ] ,

ot y=1/2x-§.|dt/P(t)] et p=inf = |P(2)]

Preuve

Posons

Hi(z) = %;ﬁ Fl(-t—)%‘v-‘l(‘—) dt. (5.10)

k—1 k ' -
Hy = Z ( Sok-—l“l—m—l) xm, ' (5.11)

m=0 i=14m

Comme pour H, on a la relation :
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1 .
Vm, UBen = Ef F(_‘t; dt. (5.12)

Ecrivons le développement de Laurent de 1/P dans la couronne {e~% < |z| < e’} :
d;t.
P(t Z 4

En remplagant dans la série, on a :

Up = E d—p4;N,
J€EL
et donc, comme up =d_p_; :

Umt1 = wml = 1) wmesn] < Z lumein| + Z |um—snl- S (513)

Jj#0
Le lemme 1 (voir plus loin) nous dit que :
el = +6/2 1£0]]
sl 'tl =1, lP(C t)l Z (1 +66/2)n)
ce qui entraine, par intégration le long des cercles |z| = eX%/2 ;
dt
<1 §/2\n —|p|6/2
I“P' - ( +e ) P(t)
En remplacant dans (5.13), on obtient donc :
—é(m+N)/2 ~8(N—m)/2
§/2\n € e
Ym,0<m<k-1, |Umr = vm| < (1 +€7%) - 5. (l—e—mlz + l—e—mlz)

6N sera grand, de sorte que légitimement, cette majoration entraine :
Vm0Sm<k—1,  |Unit—tm| S2(1 +€*2)" . q. e~ 5N=m2, 4 (5.14)

La convolution (5.9) pouvant amplifier les erreurs |Um+1 — um| par un facteur 3 E,>l+m ler—i| £ k|Fo| au plus,

on voit alors que :
|Hy — Ho| < 2k|Fy] - (1 + e"”) cy - SN2

Ceci étant, on a facilement :
|Hy — H| < |P - FoGol - v - kIFoI,

(ot on a utilisé Papproximation  infj;|=y |FoGo(t)| = inf};j=y |P(t)| = p) d’ol le résultat.0

Lemme 1 Si P est un polynéme compleze de degré n > 0 n’ayant aucune racine dans la couronne {e~% <
|z} < €°}, alors

_ +6/2 _IP@)
VZ,IZI—I, I ( Z)I— (l+eﬁ/2)"
Preuve ,
Montrons par exemple le résultat sur le cercle jz| = e~%/2. Soient %1,..., %, les racines de P numérotées telles
que :
lua) €+ < Jusl < €78 < 2 < Jupga| < -+ < Jual.
Le fait que :

P'(z) _ - 1
P(z) ~ ; z—u;

33



entraine :

—8/2 P'(2) n
P L N
Fixons z, |z| = 1. Si ¥(t) =log(|P(t- z)|), on a donc
’ _ P’(t . Z) n
WOl=|5a7y | S i=es

d’oll par intégration :

‘ P(z) || _ ¥(1) s/2

log P(e"qu) ‘ = |log (11)(6_.5/2) <1467,

d’oit le lemme.O

5.2.2 Raffinement du calcul du polynéme auxiliaire

Comme lors du calcul de I’approximation de F, on ne va pas directement calculer ’approximation finale Hy, de
H par la méthode précédente (ce serait trop coiiteux). Si ’approximation initiale Hy de H est suffisamment
bonne, on saura par un algorithme d’itérations raffiner autant qu’on le voudra cette approximation. Plus

précisément :
Hypothéses : Supposons calculé Hy (a ’aide de la méthode précédente) tel que :

€0 = |Go||H — Ho| < 1. (5.15)
Probléme : Soit € > 0. On veut trouver H de degré < k tel que :
HGy=1- D [mod F], (avec D un polynéme) et|D] < e.
Nous allons déterminer une suite (Hi) de polynémes approximants qui converge trés vite vers H.

Algorithme 6 1. On calcule le produit HyGg puis on délermine (par division euclidienne) l'unique po-
lynome Dy de degré < k tel que HoGo = 1 — Do [mod Fg.

2. On calcule le produit Hy = Ho(1+ Dy).
3. On détermine lunique polynémé Hy de degré < k tel que Hy = H, [mod Fy].

4. De maniére générale, H,, élant connu, on détermine D,, de degré < k tel que

HnGo = 1 — Dy, [mod Fy). On détermine ensuite Hypyy de degré < k tel qgue Hnyy = Hp(1 +
Dp,) [mod Fy).

5. On s’arréte au rang m dés que |Dm| < €.

Etude de la convergence de Palgorithme.
Posons D = (H — Ho)Go. On a HyGo = 1 — D [mod Fy], donc Dy = D [mod Fo]. On en déduit :

H1Go = HoGo(1 + Do) = HoGo(1 + D) = (1 — D)(1+ D) =1 — D? [mod Fy),

donc
Dy = D? [mod Fy).

De maniére générale, on pourrait montrer que :

D = D*" [mod Fy).
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En multipliant par Gy et en appliquant le corollaire du théoréme 8 (deg(Dm) < k), on a, avec les notations
précédentes : .

|Dm| < k-7 - |Fol - [GoD*"|,

donc : _
|Dn| < k-5 - |Fol - |Gol - €5 (5.16)

Comme €¢ < 1, la convergence est assurée.

Remarque :

e On peut montrer que chaque calcul, au rang m, peut étre effectué avec une précision variable ¢, ~

|Denf? /{ k7| Fol - |Gol)-
e Schénhage utilise lui, & chaque itération, la majoration
|Den| < k-7 - |Fol - 1Gol - |Dm-1*.
Cette majoration prise telle quelle au rang m est moins bonne que (5.16) : pour assurer la convergence
(par exemple |Dy,| < |Dm—1|'®), elle impose que

1
Dy, - .
|Dim-1] < K212 - |Fol? - |Go]?

Cette inégalité doit donc étre vérifiée dés la premiére itération. Ceci impose un calcul de ’approximation
initiale Hy beaucoup plus fin que le notre, entrainant ainsi des calculs plus coiiteux.
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Chapitre 6

Description compléte de la |
factorisation a partir du cercle de

séparation

Dans les deux sections précédentes, nous avons donné les bases d’une méthode permettant de calculer une
factorisation de P & partir du cercle de séparation. Il nous reste & combiner ces techniques pour construire
proprement un algorithme qui saura nous factoriser P avec une précision arbitraire fixée a I’avance. Résumons

la situation.

- Hypothéses : P est un polynéme a coefficients complexes de degré n > 0. La recherche d’un cercle de
séparation T' (on peut supposer que I' est le cercle unité, quitte a effectuer une transformation affine) nous
adonné k €N,0< k < n et § >0 tels que les racines de P peuvent s’écrire uy, ..., un avec :

lur] € - < Juel S e™° <€ < upga] < - < ual.

Probléme : Si F = (X —u1)--(X —w) et G = (X — Ug41) - (X — u,) tels que P = FG, on veut,
¢ > 0 étant donné, trouver deux approximations F et G de F et G telles que :

|P — FG| < €| P|.

Remarquons que ces hypothéses entrainent 1’égalité des mesures : M (G) = M(P). Quitte a diviser P par |P|,
on peut supposer |P| = 1. Enfin, quitte & considérer les polynémes réciproques, on peut supposer k < n—k.

o La premiére étape (cf. 6.1) consiste a déterminer, grace aux méthodes de la section 4, une dpproximation
“assez grossiére” Fy de F. Par division euclidienne de P par Fo, on détermine une approximation Gy de
G. En méme temps est déterminé, grace aux techniques de la section 5.2.1, une approximation initiale

Hp de H (f. 6.2).

e La factorisation sera ensuite raffinée (cf. 6.3) par la méthode de Newton-Schénhage dont les bases sont

décrites dans la section précédente.

6.1 Factorisation initiale

Pour assurer la convergence de 1’algorithme de Newton-Schonhage, nous allons voir qu’il suffit de déterminer
une approximation de Fy de F telle que :

. B
1Fo = FI < {05 k2(n — K72 7577 - (1 1GDPIG - e
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ot p=inf,=1 [P(2)], et 7= 2= $p |dt/P(t)|. (Le calcul de p et 7 sera discuté ultérieurement). Nous ne
connaissons pas a priori les valeurs de |F| et |G|, mais les résultats de la section 2.2 nous permettront d’en
donner des majorations.

Algorithme 7 (Calcul de Fy et Go) 1. Si

o = min (2"/2 ( Z ) [P]2,2"M(P))

(voir section 2.1.1 pour la définition de [Pz, 2.1.2 pour celle de M(P); le calcul de M(P) sera discuté
plus tard), on choisit un entier N tel que :

N>k+ % (log 100 + log(k*(n — k)*/%n) + glog'y + log (%) +3log a) .

2 Siw=e¥"/N on calcule ensuite :

N-1 ; ’
_1 PlW) i
W”'—I_V_JZ_% Pty 2<m<k+1)

puis on calcule successivement les p; par :

1
$0m=-'"';(W2$0m—1+"‘+ Wm¢1+Wm+l) (IS mSk)

En vue de (6.1), tout ces calculs peuvent étre menés avec une précision

u?

~ 100k%(n — k)?/27572 a3’

€0

3. Fo=XF4 o1 X514 ... 4o vérifie alors (6.1). On détermine ensuite Go par division euclidienne de
P par Fy.

Le fait que cet algorithme nous donne bien la majoration (6.1) provient de I’étude effectuée a la section 4 et
de la majoration |F| - |G| < a (voir 2.2, théorémes 3 et 4). '

Par la suite, nous aurons besoin d’avoir des majorations de |P — FoGo| et de |Go — G|. Ces derniéres sont
données par le lemme qui suit :

Lemme 2 Si Fy vérifie (6.1) et si Go est déterminé par division euclidienne de P par Fy alors :

|P — FoGo| < 100 - k(n — k)all; 2 F|- |G| (6.2)
et
|G = Gol < 100 - (n — k),:/z A F] (6.3)
Preuve .

On a P - FoGo = P - FoG [mod Fp), donc G(P ~ FoGo) = G?|F — Fy| [mod Fo). Nous voulons appliquer le
corollaire du théoréme 8. Pour cela, il faut que tous les zéros de Fp soient de module < 1. Ceci est le cas car

_ als P@ S 1

m

silz]=1, |F(z)—Fo(z)| <|F - Fol< iGi
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(d’aprés (6.1)) et d’aprés le théoréme de Rouché. Comme de plus deg(P — FoGo) < k, nous pouvons appliquer le
corollaire du th.8 qui nous donne (6.2) (on a utilisé les approximations fr‘ |[dt/(FoG)(t)] ~ v et | Fo| ~ | F|, légitimes
puisque 'on a (6.1)). Maintenant, on a Fo(G — Go) = P — FoGo [mod G] et toujours d’aprés le corollaire (et sa
remarque !}, on obtient (6.3).

Remarques :

e Outre approximation-|Fo| ~ |F| déja utilisée, (6.3) nous montre que I’approximation |Gy| =~ IGI est
. également valable.

" e On a vu dans la démonstration du lemme que Fj avait toutes ses racines de module < 1. (6.3) entraine :

Vz,lzl =1, [|G(2) = Go(2)] £ |G - Go| < ﬁ < |G(2)]

et d’aprésvle théoréme de Rouché, G a toutes ses racines de module > 1. Pour Fy comme pour Gy, on
pourra donc en toute quiétude appliquer le corollaire du théoréme 8.

6.2 Détermination initiale d’'une approximation du polynéme
auxiliaire H

Rappelons, pour assurer la convergence de algorithme de 5.2.2, que Hy doit étre déterminé tel que ¢y =
|Go) - |H — Ho] < 1. Pour que la convergence soit assez rapide au début, on va calculer Hy de sorte que

€ < 1/100.
Algorithme 8 Calcul de Hy

1. Si comme précédemment
a = min (2"/2 ( : ) [P]2,2"M(P)) )

on choisit un entier N’ tel que

N >k+ % (log(200) + nlog(1 + €%/2) + log(k) + log(7) + log(a)) .

2. On calcule ensuite Hy par les formules données dans le théoréme 14, avec w = e%*/N'  En vue de la
borne |Go| - [P — Po| < 1/100, ces calculs pourront étre effectués avec une précision

~Hr
200 -k -a

€

3. Hp ainsi déterminé vérifie |Go| - |H — Ho| < 1/100

On a bien, aprés calculs, |Go| - |H — Hg| < 1/100 d’aprés le théoréme 14 et la majoration (6.2).

Remarque.

e Dans la pratique, N (voir 'algorithme précédent) et N’ sont proches. Les deux algorithmes peuvent
alors étre effectués avec le plus grand des deux entiers; ainsi, lors du calcul des formules (5.8), les
valeurs de 1/P(w’), déja calculées lors de ’algorithme précédent, peuvent étre reprises telles quelles

1cl.
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6.3 L’algorithme de Newton-Schonhage

Tous les parameétres précédents avaient été choisis pbur assurer la convergence de |’algorithme qui suit :
Hypothéses : On connait Fy vérifiant (6.1),Go vérifiant (6.2) et Hy vérifiant |Go| - |H — Ho| < 1/100.
Probléme : € > 0 étant donné, on veut trouver F et G tels que

|P - FG| < €|P|.

Algorithme 9 1. On évalue ¢g = |P— FyGy|. Grice a lalgorithme de raffinement du caleul du polynéme
H, on détermine Hy tel que

GoHy =1—- D [mod Fy, avec |D| < eq.

2. On calcule Punique polynéme fo de degré < k tel que
f() = H1P = Hl(P - F()Go) [mod F()]

3. On pose Fy = Fo+ fo. On détermine G, par division euclidienne de P par F).
4. On recommence, en partant cette fois de Fy, Gy, Hy et e = |P — F1G,].
3. On s’arréte au rang m lorsque |P — F,Gp,| < €| P|.

Etude de la convergence de Palgorithme :

Les majorations d’erreurs que nous allons effectuer sont différentes selon que I’on effectue la premiére ou
les étapes suivantes (et c’est celad qui nous permet d’utiliser des paramétres moins couteux que ceux donnés
par Schonhage, en particulier les majorations (6.6) et (6.7), plus fines que celles données par Schonhage a la
premiére étape).

¢ Premiére étape : Si go = G1 — Go, de sorte que G1 = Go + go, on a déterminé go tel que :

(P - FoGo) ~ foGo = goFo + R, avec deg(R) < k (6.4)

On en déduit donc
&1 = |P ~ F1Gy| < |R| + | fol - |90]- (6.5)

Donnons maintenant une majoration de fo. Le fait que
foGo = (H1Go)P = (1 — D)(P — FoG) = G(F — Fo)(1 — D) [mod Fo}
entraine, d’apres le corollaire du théoréme 8 :
|fol < ky|Fol |G| - IF = Fo| - (1 +|D|) = kv|Fol - |G| - |F = Fol. (6.6)
De maniére similaire, (6.4) donne R = —DP [mod Fp], et donc
| RGo = —D(P — FoG)Go = —DG(F — Fo)Go [mod Fo),

ce qui donne, grice au méme corollaire : ]

| [R| < kv|Fol - |D|- |G| - |Go| - |F — Fo| < kv|FoleolG| - |Go| - |F — Fo. (6.7)

Reste 4 majorer |go|. (6.4) entraine
goFo =P FoGo [mod Go],

et donc, tonjours grace au corollaire du théoréme 8 (et sa remarque) :
lgol < (n = k)7|Gol - |P — FoGo| = (n — k)7|Gleo.
En combinant toutes ces majorationé, on a grice a (6.5) :

€1 < k9|F[-|GI*(1 + (n — k)7)eo| F — Fol.
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(Les approximations |Fo| = |F| et |Go| ~ |G| ont été utilisées.)
Avec (6.1) et la majoration de €o donnée par (6.2), ceci donne :

2
. [
1 < 5000k2(n — k)2y2 (| F] - [GI)?

(6.8)

Ce n’est pas fini ! Il nous reste a vérifier que H, est bien adapté & F1,G1, i.e que H1G) =1~ D' [mod Fy] avec
|D’| < 1/100 (ceci pour assurer la convergence de Palgorithme de raffinement de Hy pour ’étape suivante).
Rappelons que H; avait été déterminé tel que

HiGo+QF, =1-D, avec Q un polynéme et |D| < €.
Ceci entraine H;Go =1 — D [mod Fo) et par application du corollaire du théoréme 8 :
|H1] < kv(1+ |D])|Fol = kv|F|.
De méme, de @QFo =1 — D [mod Go}, on tire
QI < (» — k)¥IGI.

11 reste alors i remarquer que si D' = D — Higo — Qfo, on a H;G1 = 1~ D’ [mod Fy], et que les majorations
précédentes entrainent :
' ID'l < ID| +|Hil - lgol +1Q1 - 1 fol
72u p
100(n = K172 T T00k(n = k)12 3[F]- 1G]’
Les remarques du type 1/y < p < 1 et |F|-|G| > |P| = 1 montrent alors que |D’| < 1/100.
e Etapes suivantes : (par exemple pour le calcul de F; = Fi + f1 et Gz = G1+¢1.) On ne peut pas s’y prendre-de

la méme maniére puisque ’on ne connait pas a priori de majoration sympathique de |F — F3}. On va donc tout
majorer en fonction de €1 = |P — F1G;|. Comme précédemment, si R désigne le reste de la division euclidienne

de P par Fy, onr a la majoration

<€+

€& =|P— F2Go| <RI+ |fi] - |ou].

Pour majorer fi, la méthode est légérement différente. On écrit, si H2Gy =1 — D [mod Fi] (avec |D| < €1) :
f1G1 = (P — F1G1)(1 — D) [mod Fo), ce qui entraine, en appliquant le fameux corollaire :

|£1] < kv|Filea(1+|D]) 2 kv|Fles.
Pour R, de RG; = —D(P — F,G1)G1 [mod Fi] on tire :
IRl < kvei| A - |Gal.
La majoration de |g1| est identique & celle de |go} :
lg1] < (n — B)7(Gles.
En combinant tout ces résuitats, en utilisant (6.8), on montre que :
€ < c¢1,'5,

Enfin, par des méthodes strictement analogues aux précédentes, on montre également que H est un bon
candidat pour Ditération suivante. '

e L’algorithme de Newton-Schonhage converge donc.O
Remarques :
¢ Typiquement, 2 ou 3 itérations de Newton suffiront pour obtenir la factorisation précise désirée.

e En toute rigueur, il faudrait également vérifier que comme pour F et G, les racines de F) sont de
module < 1, celles de G; de module > 1. Les mémes méthodes que celles utilisées pour Fy et Gy

confirment ce fait. :
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Chapitre 7

Calcul approché de p, v et M(P)

Dans la section précédente, les parameétres utilisés sont exprimés (entre autres) en fonction de

. 1 dt
p= lzl'rl:fllP(Z)l, 7= 27}} 'P_(t')'

et M(P), la mesure de Mahler de P (voir 2.1.2). (On rappelle que T' désigne le cercle unité.) Il nous faut
donc donner des valeurs approchées de ces valeurs. Le principe de la méthode sera de calculer la valeur de
P en des points régulierement répartis sur le cercle unité, sous les hypothéses décrites au début de la section
précédente. Pour majorer I’erreur, nous aurons besoin d’un résultat qui fait ’objet du paragraphe ci dessous.

7.1 Un lemme utile

Lemme 3 Soient e et ¢'® deuz nombres complezes sur le cercle unité. Alors, si P est un polynéme de
- degré n > 0 n’ayant aucune racine dans la couronne {¢=% < |z| < €}, on a :

P(e'f0) ne’
log | ——==1| < |0 — 60| —.
i P(ei®) || = | ol )
Preuve
Les hypothéses sur P entrainent (si k désigne le nombre de racines de P dans le disque unité)
P'(z) k n—k _ née
vz ol =1, P(z)|— l—-e‘"6+e5—1 ST'

Si 9(t) = log(| P(¢™)], on a donc :

, P'(e“) ne’
wons| | < 2
d’ol par intégration
P || _ |\ (#(6) ne
llog P(eia) - log ( 1[1(0) S Ia 00' 3 ’

d’ou le lemme.O

7.2 Calcul approché de p = inf|,-; |P(z)|

Il nous faut en fait avoir une minoration de . Les hypothéses sur P entrainent, si 3 est le coefficient dominant
de P :
#2181 =)o — 1)m . (7.1)
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Cependant, cette minoration est souvent trés pessimiste. Il est donc intéressant de calculer une valeur appro-
chée o de p. La quantité décisive dans les paramétres est log(x), et dans cette optique, nous allons calculer
un po de sorte que |log(sa/u)| < 1. La méthode & adopter est contenue dans le théoréme suivant :

Théoréme 15 Soit un entier N tel que N > wne’ /6. Alors si

Mo = ian . |P(w)], (on w = 27/,

()]

Une minoration de u est donc donnée en considérant py/e.

on a:’

Preuve _ _
La compacité de I' = {z, |z| = 1} entraine 'existence de zp = e tel que |P(e'®)] = p. Or il existe k,
0 <k <N -1, tel que |2xk/N — 6| < n/N. D’aprés le lemme 2, on a donc :

k
0 < log (!"_“l) < log '}f((::en))

d’ott le résultat vue la minoration vérifiée par N.O

ne‘

X
N &5’

<

Remarque : En vue de la minoration (7.1), les calculs de P(w®) pourront étre menés avec une précision

e~ |B]6"|P].

7.3 Calcul approché de v = 3 f |dt/P(t)|

L’idée est toute simple. Avec la valeur précédente de N, on calcule une valeur approchée v, de -y donnée par
N-1 ‘
1 1
=R & Fhl

Les mémes techniques que celles utilisées précédemment montrent que I’on a [log (70/v)| < 1. Une majoration
de 7 est donc obtenue en considérant 7, - e.

7.4 Calcul approché de M(P)

On cherche a donner une majoration de la mesure de Mahler de P, M(P). On utilise pour cela la formule de
Jensen (c.f 2.1.2). Avec les parameétres déja utilisés précédemment, on calcule ainsi une approximation My

de M(P) par la relation :
N-1
1
. My = exp (N kgo loglP(w")l) .

On peut montrer, de maniére analogue & ce qui a déja été fait précédemment, que |log (Mo/M(P))] < 1. Une
majoration de M(P) est donc obtenue en considérant My - e.

Remarques.

e La méme valeur N est utilisée pour chacune des trois étapes de calcul de u,y et M(P). Les valeurs
P(w*) (calculées une seule fois) sont donc utilisées pour ces trois calculs.

‘o Comme dans le calcul de 4, on peut utiliser dans les calculs de v et M(P) une précision € ~ |3|6"|P|.
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Chapitre 8

Homothéties et translations

Dans les algorithmes précédents, (et en particulier lors de la recherche du cercle de séparation), nous avions
a effectuer sur le polynome P des transformations homothétiques (P(X) — P(pX)) et des translations
(P(X) = P(X +¢)). Lors de ces opérations, il faut prendre garde & la propagation des erreurs. Pour étudier
ce probléme, introduisons les notations suivantes :

¥n € N*, on note G, [X] = {P € C[X], deg(P) < n};
Vp > 0, on note H, 'opérateur :
H, : Co[X] = CalX]  P(X) = P(pX);
enfin, V¢ € C, on note T, ’opérateur :
T, : Co[X] = Ca[X] P(X)— P(X +c).
Les normes de ces opérateurs sur C,[X] sont les suivantes :

WHIl= ~ sup  |H,(P)|=sup{l,p"}
|PI<1,PeCalX]
et
WTelll= ~ sup |Te(P)| = (1+]e])".
|P|<1,PeCa[X]
Examinons maintenant en détail la maniére de calculer ces opérations lors de la recherche du cercle de
séparation (cette section peut étre sautée en premiére lecture).
On se donne un polynéme P = Py de degré n > 1 et ¢y > 0. On veut trouver deux facteurs approximatifs
Fy et Gy de P tels que :
'P() - F()G()' < €!P|

Algorithme 10 1. Si le coefficient constant de P est inférieur en module d €|P|, on a trouvé une facto-
risation de P avec Fy = X et Go = (P — P(0))/X.

2. Si ce n’est pas le cas, on commence par calculer avec une erreur relative de 0.05 la valeur du rayon des

racines de P : R ~ rp(P).

3. St R < 1.9, on se rend a létape 4; sinon R > 1.9. On calcule alors avec une erreur relative de 0.05
le rayon des racines du polynéme réciproque P* : R' ~ r,(P*) = 1/ry(P). Si R' < 1.9, on se rend a
P’étape { en partant celie fois du polynéme réciproque P*. Sinon, c’est que R' > 1.9. Donc :

’ 1.05 '

R
T](P) < -—E— <055<18< m < ru(P).

;. -
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10.

11.

A = log(rn/r1) est suffisamment grand. On va donc choisir Dorigine comme centre du cercle de sé-
paration. Le rayon p du cercle est déterminé grice d Ualgorithme 5. On calcule alors le polynome
Pi(X) = Po(pX) = H,(Py), de sorte que le cercle de séparation est le cercle unité. On embraye sur
les algorithmes donnés & la section 6 qui nous donnent une factorisation Py ~ F1G. Il suffit alors de
prendre Fy = Hy,(F1) et Go = Hy,(G1). Compte tenu de la norme de Uopérateur Hyyp, la factorisa-
tion & partir des algorithmes de la section précédente devra éire effectuée de sorte que

€| Py

P, - F1G,} < ;1| Py}, avec €; = —————sup{l, p"}.
|P1 = F1G1| < e1] P L= (Rl p{1,,"}

Enfin, les calculs de Fy et Go & partir de Fy et Gy pourront élre menés avec une précision :

» P
e ~ crf%aﬁ sup{1,1/p"}.

Pour cette étape et les suivantes, on est en présence d’un polynéme Py dont le module des racines vérifie
ra(Po) < 1.05+ R < 2. On calcule ensuite P1(X) = Po(4X) = Ha(Po) de sorte que ro(Py) < 0.5. Ce

calcul peut étre mené avec une précision €| = e4".

Le barycentre b des racines de Py vérifie donc |b] < 0.5. On calcule alors Py(X) = Pi(X +b) = Tu(Pr).
On a |||T3]l = (1 +[b])", les calculs peuvent donc étre effectués avec une précision ey ~ €|Pl/|1P1]- (1 +

|8)"-

Si le terme constant de P est en module inférieur @ €|Py|/(1 + |b])", alors on a trouvé une fac-
torisation de P; avec Fy = X et Gy = (P2 — P2(0))/X. On calcule alors Fo = Hy4(T-s(F2)) et
Go = Hyy4(T-5(G3)). Ces derniers calcils peuvent élre menés avec une précision € ~ ¢/(1 + [b])".
Sinon :

On calcule le rayon des racines de Py i 0.01 prés en erreur relative : r =~ ro(P2), puis on calcule
Ps(X) = 1/r*Py(rX) = 1/r"H,(P2). Une étude technique montre que ces calculs peuvent éire menés
avec une précision €5 ~ €|P|/|P;|/2".

Sivg = 2,v; = 24,v3 = =2 et v3 = —2i, on calcule, pour tout j, 0 < j < 3, le rapport r,[P3(X +
v;))/r1[Ps(X + vj)] (od le calcul des rayons est effectué grace d Palgorithme 2 avec une erreur relative
de 0.05), puis on choisit j tel que ce rapport soit mazimum. Nous avons ainsi déterminé le centre v; du
cercle de séparation. On calcule alors Py(X) = Ps(X + vj) = T,;(P3). Les calculs peuvent éire menés
avec une précision €y ~ €| P}/|Pa|/(3(1 + |b])".

On recherche le rayon Ry du cercle de séparation grice & Ualgorithme 5. On calcule ensuite Ps =
Hr,(Ps) (avec une précision €y ~ ¢|P|/|Pal/(3Ro(1 + [b]))"). Ainsi transformé, le cercle de séparation
devient le cercle unité.

Si j > n/2 on considére le polynéme réciproque Pg (pour avoir moins de points dans le cercle unilé
qu’en dehors). Grice auz algorithmes décrits dans la section 6, on calcule ensuile deuz polynomes Fs

et Gy tels que |Ps — F5Gs| < €| Ps), avec

PO L
| Ps37(1 + [b])"

Il ne nous reste plus qu’d remonter, en traitant ld aussi convenablement les problémes de précision.

On calcule Fy = Hyyg,(Fs) et G4 = Hyyp,(Gs), (0t les calculs sont menés avec une précision €4 ~

|P1/(1Fsl - 1Gs| - 3™(1 + [b])"). :

"On calcule F3 = T—y;(Fy) et Gz = T_uj(G4) (avec ici une précision €3 ~ |P|/(|F4| - 1G4l - 3"(1 + [b])™).
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13. On calcule Fy = erl/,(Fa) el Gy = r"'jHl/,(G;;) (ici, la précision utilisée dans les calculs est
€2 ~ |PI/(|Fs| - |Ga| - (1 + [b])™).) '

14, On calcule Fy = T_y(Fy) et Gy = T-4(G2) (ici, € ~ |P|/(|F2| - |G2|- (1 + |b])").)
15. On calcule enfin Fy = Hyy4(F1) et Go =.H1/4(G1) (précision utilisée : €, ~ |P|/(|F1] - |Gil)-)
16. On a alors |P — FyGo| < €| P|.

Le fait que I’on a bien la majoration voulue résulte d’une étude pénible sur les amplifications d’erreurs
dues aux opérateurs H et T
Remarque :

o Les opérations d’homothéties et de translation sont coiiteuses. Il est donc trés intéressant (voire in-

dispensable lorsque le degré du polynéme est élevé) de mettre le polynéme sous sa forme de Horner,
avant de lui appliquer 'un des opérateurs H ou T.

o L’étape 8 également est coiiteuse. Il n’est en fait pas toujours nécessaire de calculer tous les rapports
ro/r1; si pour un vj, ce rapport est plus grand qu’une certaine valeur (par exemple 2), alors A =
log(r,/r1) n’est pas trop petit et on peut directement passer a I’étape suivante sans calculer les autres

rapports.

e Nous verrons a la section suivante un algorithme qui s’insére entre les étapes 9 et 10, et qui aura pour
effet de diminuer le coiit de ’étape 10.
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Chapitre 9

Une transformation homographique
sympathique

Le probléme est le suivant : le cercle de séparation I' étant déterminé et ramené au cercle unité, peut-on
effectuer sur le polynéme P une transformation qui écarte les racines du cercle 7 Une possibilité serait de
considérer le polynéme P, =Graeffe(P) dont les racines sont les carrés des racines de P. Le probleme est que
I’on ne sait pas correctement déterminer 1’opérateur inverse de Graeffe. Cette méthode est donc inutilisable.
Il se trouve que dans le cas oit le centre du cercle de séparation est déterminé par 1’algorithme 4 (i.e si dans
Palgorithme precedent 4 Pétape 3, on a r,(P) < 2 ou r1(P) > 1/2), on peut utiliser une transformation
homographique qui écarte les racines de I' (on sait déterminer I'inverse d’un tel opérateur). Ainsi, une
amélioration non négligeable est donnée a la méthode que Schonhage décrit dans [20].
Hypothéses :

Le centre du cercle de séparation est déterminé grace a 1’algorithme 4. Dans P’étape 3 de cet algorithme,
on a choisi un centre v € {2, 2¢, -2, —2i}, par exemple v = —2. Al étape 4, ce centre est translaté en 0. On
est ainsi en présence d’un polynéme P dont toutes les racines se trouvent dans le disque |z—2| <1, donc

dans le secteur
i0 b1 ™
S:{pe, p>0et——<0<-—6}.

Le rayon R du cercle est ensuite déterminé grace a I’algorithme 5. Aprés la transformation homothétique qui
rameéne ce rayon égal & 1, les racines se trouvent toujours dans le secteur S. Finalement, la distribution des

racines u; de P est typiquement représentée par la figure suivante :

Figure 5. La position des racines apres les algorithmes 4 et 5
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Probléme :
On veut trouver une transformation homographique

z—a
avec 0<a <1

Z —

az—1

telle que le polynéme transformé Q(X) = P[(X —a)/(aX —1)] ait ses racines plus loin du cercle de séparation
que P. La démarche a suivre est déja partiellement donnée dans le résultat suivant, :

Proposition 6 Soit P un polynome de degré n > 0, ayant toules ses racines dans le secteur
; ) ™ T
S:{pe'a, p>0et ——§0<-—}
6 -6
et tel que ses racines uy, ..., u, peuvent élre numérotées telles que :
luil, ..., luel < €78 < €® < |ugqa|, ..., lual avec § > 0.

Si Q est le polynome défini par :

n X—a
Q(X)_.(aX—l)P(aX_I), avec 0<a<l,

alors :
1. les racines de Q sont les v; = (u; — a)/(au; — 1).
2. Pour 1< i<k, les v; sont d lintérieur du cercle unité, pour k +1 < i < n a lextérieur.

3. Si de plus 8§ > 0 est petil, elles vérifient (avec a = 1//3 ~0.577) :

val, ..., el < €72 + 0(6%) < €?* + 0(6?) < |vk41),- - -, |vnl.
Preuve
On a )
Qv) =0 < P("“‘):O PEIG Al RGP il
av —1 av—1 an; — 1

d’oil la partie (1) de la proposition. Ceci étant, soit z = re'® € C. Si T(z) = (2 —a)/(az — 1), on trouve, aprés calculs :

—a?)(s? — —a?)r? —
IT() ~1= ¢ |az2f.1|2 = = a2(1'12 - 2a)£c0501-§)- 1 (6-1)

Cette égalité, compte tenu de (1), prouve la partie (2) de la proposition. Montrons maintenant (3). Soit vi = T'(u:)
une racine de Q. Comme u; € S, on peut écrire u; = re*® avec —x/6 < § < x/6 Or cos 8 > \/3/2 et par conséquent

a®r® —2acosfr +1 < a’r* = V3ar +1.
Compte tenu de (9.1), on a donc, sia =1/V3 :

2/3

231 +1 (@ -1). (9.2)

ol =1 =|T(u)f* ~12

Supposons k +1 < i < n, de sorte que r = |u;] > e’. Si § est petit, une petite étude montre que le terme de droite
de (9.2) est plus grand que ce méme terme ou r est remplacé par e’. Donc, si § est petit :

2(e?% - 1)
2

i -1> —r
l”l €20 —3ef 4+ 3

loil > \/1+ 46 + O(62) = 1 + 26 + O(6*) = €** + O(8*).

On montrerait de méme que si 1 <i <k, |v;| < e”% + 0(8%).0

= 46 + 0(8?),

d’ou

Remarques :
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e Dans la pratique, c’est le cas § petit qui est préocuppant. Cette transformation homographique z —
(z — a)/(az — 1) double donc la valeur de § au moins (elle peut méme jusqu’a la quadrupler si les
racines proches du cercle I' sont aussi proches de I’axe réel). Elle présente de plus I’avantage d’étaler
les racines en argument (voir la figure 6). Ainsi, dans le parameétre N de ’algorithme 7, non seulement
§ est augmenté, mais en plus les paramétres v et [P]; sont diminués, 4 augmenté (c.f étape 1 de

Palgorithme 7).

e Pourquoi avoir choisi @ = 1/1/3 ? C’est tout simplement parce que c’est le paramétre qui donne les
meilleures bornes dans la proposition.

o Si le centre v = v; déterminé lors de I’algorithme 4 n’est plus v = —2, la transformation A utiliser
devient :
2 =2 avec a = ——
az—1' V3’

(Attention; si de plus, dans Palgorithme 10, a I’étape 10, on considére le polynéme réciproque P*| il
faut en plus changer a en a.)

Les racines u; de P avant la transformation homographique

+up

Les racines du polynéme transformé Q : v; = (u; — a)/(au; — 1) avec a = 1/V3. -
Figure 6.
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Ceci étant, avec les hypothéses décrites précédemment, on veut trouver deux facteurs F et G tels que
|P - FG| < €|P]|. (9.3)

On veut donc savoir avec quelle précision on doit effectuer la factorisation sur le polynéme transformé
P = Q pour avoir (9.3) aprés transformation inverse. Toutes ces questions trouvent une réponse dans le
résultat suivant et son corollaire : ’

Proposition 7 Soit K un polynéme de C,[X] (avec n'>0) el a, 0 < a < 1. On définit le polynome K de
degré < n par :

~ n [ X—a
R(X) = (aX - )"K (aX—l)'
Alors :
1. La norme de Uopérateur H : Co[X] — Co[X] K — K est ||[H]|| = (1 + a)".

2. On a lidentité :

1- 92)"K(X) =K= (aX = 1)"K (:g{"_“l) :

Preuve
SiK=a +a1 X+ ---4a,X", ona

KE(X)=ao(aX - 1)"+a:i(X —a)(aX = 1)"' + ... 4 an_1(X —a)" "} (aX = 1) + aa(X —a)",

n
1K <D IX - aflaX —1]"~|a;] = (1 + a)"| K],
j=0
donc |||H||| < (1 +a)™. Le cas d’un monéme montre qu’il y a égalité, d’oit la partie 1 de la proposition. Ceci étant,

posons T(X) = (X — a)/(aX —1). Calculons K :
K = (aX = )" [(aT(X) - )" K[T(T(X))]].
Le relations T(T(X)) = X et (X —1)(aT(X) — 1) = (1 — a?) entrainent donc la partie 2 de la proposition.O

Corollaire 2 Soit P un polynome de degré n > 0 et a, 0 < a < 1. On considére le polynome P défini par

P(X) = (aX —1)"P ( :;’_“1) .

Alors, si on trouve deuz polynémes F et G de degré k et n — k tels que :

|P~- FG| <,
avec R .
aX-1\*"~/X-a aX-1\"""~/X-a
F(X)_(l-a2) F(aX—l) et G(X)_(l-az) G(aX—l)
on a
(1 +a)
|P—FG|<-(1_—a2)n-
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Preuve . 3
Posons K = (P — FG)/(1 — a®)". Ainsi, on a K = P — FG, donc, toujours grice a la proposition précédente : ‘

|P - FG|=|K| < (1+a)"|K| < %%

d’ou le résultat.0

Sous les hypothéses décrites au début de cette section, on est donc en mesure de donner un algorithme
qui s’insére entre les étapes 9 et 10 de I’algorithme de la section précédente et qui écarte les racines du cercle
de séparation. € étant donné on veut trouver F et G tels que |P — FG| < ¢|P|.

Algorithme 11 1. Sia= 1/v/3, on calcule le polynéme

B(X) = (aX —1)"P ( :;__“1) .

Ce calcul peut étre mené avec une précision ¢ ~ ¢(1 — a?)* /(1 + a)?".

2. On connait k (le nombre de racines de P se trouvant dans le cercle unité). D’aprés la proposition,
le nombre de racines de P se trouvant dans le cercle unité est encore égal 4 k. On calcule rk(IS) et
re41(P) grice d algorithme 2, puis R = /Tiris1 et § = log(re41/7k)/2 (voir la remarque qui suit
pour la précision avec laquelle on veut ri et ri41). On change alors P en P(RX) (il est clair que
R ~ 1; ce dernier calcul peut étre effectué avec une précision de lordre de €, ot € est donné plus

bas).
3. Grice auz algorithmes décrits dans la section 6, on détermine deuz polynémes F et G tels que
|P - FG| < e P),
avec

_ €(1-a*)"|P|
(1+a)y|P|
4. On calcule ensuite Fy = F(X/R) et Go = G(X/R), puis

FX)= oy _laz)k (aX — 1)*Fy (-——a’;”_“l)

€0

et

_ 1 n—k A X—-a
| G(X) = (l_az)n_k(aX—l) Go (aX—1>'
Ces calculs peuvent étre menés avec une précision
L _dPla ey
© R GL- (L + e

5. Ainsi déterminés, F et G vérifient |P — FG| < €|P|.

Remarques :

e Si le centre du cercle trouvé lors de I’algorithme 4 n’est plus v = —2, la transformation homographique
utilisée est différente (voir les remarques précédentes).

e Cet algorithme est & mettre en ceuvre aprés I’algorithme 5. L’étape 5 de ce dernier devient alors inutile;
elle est remplacée ici par I’étape 2. A ce sujet, lors de cette étape, le calcul de rg et rpy; devra étre
effectué avec une incertitude relative de 2log(M/m)/10, o M et m sont les variables qui entrent en
jeu dans I’algorithme 5. é sera alors déterminé a 20% prés. En toute rigueur, il faut donc ensuite utiliser
la minoration 0.86 de 6 au lieu de 6 lui méme.
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Chapitre 10

Factorisation complete

On sait maintenant, ¢ > 0 étant donné, déterminer deux facteurs approximatifs F' et G de P, avec deg(F') > 1
et deg(G) > 1, tels que |P — FG| < €|P|. Rappelons que notre but est de factoriser P en un produit de
facteurs du premier degré. Il faut donc effectuer des factorisations successives. Le probleme que I’on se pose
est le suivant : Etant donné un polynéme complexe P de degré n > 2 et € > 0, avec quelle précision doit-on
effectuer les factorisations successives (en deux facteurs) pour avoir, en fin de compte

|P—L1L2“'Ln| < €|P|

ott L1, ..., L, sont des polynomes de degré 1 7 Schonhage résout ce probléme en procédant comme suit. On
veut qu’a chaque factorisation en k facteurs Py,..., P on ait
k

|P— Py - Pi| < ;;e|Pl. (10.1)

Supposons donc (10.1) vérifié avec k < n, de sorte que I'un des P; est de degré > 1, par exemple m =
deg(P,) > 1. On va ensuite factoriser P; en deux facteurs F et G tels que :

|P, — FG| < ex|P1).

Ceci entrainera :

k
IP—- FGPz.PkI < ;€|Pl+€k|P1| . |P1Pk|
On veut que ce dernier terme soit inférieur a (k + 1)/n - €| P|, ce qui sera vérifié si

¢ 1P|

€ < ——m———
ESRIP 1P Pl

Comme d’aprés le théoréme 4, on a :

pi1p Al <2 (8 ) (PR <P

€ =

ceci sera donc vérifié si

£
n 2"[P]2‘

Résumons :
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Si chaque factorisation en deux facteurs & partir du cercle de séparation est effectuée avec une précision
absolue de

e _|P|
n 20 [P]z ’
alors on aura en fin de compte trouvé n facteurs du premiers degré Ly, ..., L, tels que :

|P— Ly Lo| < €|P].

Remarques :

o Une autre solution serait, & chaque étape de factorisation, de choisir

€ 1P|

G = -
n|Py|-|Py--- P

Cependant le calcul du produit P; - - - P n’est pas nécéssaire dans les autres parties de I’algorithme, et
il est un peu coiiteux. On peut alors prendre :
€ 1P|
E= = .
n Py |Py|-- | Pyl

€

L’avantage de notre choix est qu’il permet d’utiliser une fois pour toute un méme ¢, sans se préoccuper
des | P;|.

¢ On aurait également pu utiliser la majoration
|Py] - |Pz--- Pe| < 2" M(P).

Le probléme est que la mesure de P, M(P), est longue & évaluer.
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Chapitre 11

Un algorithme rapide pour les bas
degrés

Si la méthode de Schénhage est asymptotiquement rapide, elle n’en n’est pas moins trés lente lorsque 1’on
cherche les racines de polynémes de degré faible (par rapport & des méthodes plus classiques comme la
méthode de Newton, ou plus évoluée comme la méthode de Traub et Jenkins). Il est donc intéressant de
disposer d’un algorithme rapide qui trouve les racines de polynémes de bas degré, lorsque le polynéme n’est
pas trop mal conditionné; qu’importe si celui-ci échoue pour certains polynémes pathologiques, puisqu’il
suffit alors d’embrayer sur I’algorithme de Schonhage. En voici un qui repose essentiellement sur la méthode
de Newton :

Lorsque le degré du polynome est égal & 2, il suffit pour trouver ses racines de calculer les formules
correspondantes.

Sinon nous allons procéder a l'aide de la méthode de Newton. Soit P = ao + a1 X +--- + a, X" un
polynéme de degré n > 2.

Lorsque le polynéme P est un polynéme obtenu aprés des factorisations successives grace au cercle de
séparation, ses racines seront souvent proches les unes des autres. Il est donc intéressant de les regrouper

Gn—-1

autour de Dorigine, en ramenant le barycentre des racines a 0 (considérer P(X — 3*%)).

Le probléme majeur est de déterminer une valeur initiale zg pour commencer les itérations de Newton.

o Une premiére méthode est de calculer grace & I’algorithme 3 le plus grand des modules R des racines de
P (4 0.05 prés par exemple), puis de changer P en P(RX), se ramenant ainsi au cas ol la plus grande
des racines est sur le cercle unité. On calcule ensuite la valeur de P en plusieurs points du cercle unité
(par exemple on calcule les P(exp(ikw/n)), 0 < k < 2n — 1) puis on choisit zo minimisant ces valeurs.

e Cependant, si cette premitre maniére de faire donne de bons résultats dans la pratique, le calcul de
R est relativement long. Dans des cas simples (par exemple pour un degré < 15), on peut procéder
autrement pour trouver zo : la valeur de zo sera moins bonne que la précédente mais sera trouvée plus
rapidement. L’idée, classique, est d’utiliser la majoration du plus grand des modules de P donnée par
I’'unique racine positive de 1’équation :

|an|R" = Ian—lan_l +---+ |01|R+ Iaol.

(on peut montrer que (2!/* —1)R < rp(P) < R, voir [8]). On considére ensuite un point pris au hasard
sur le cercle de rayon R, par exemple zq = Re’.

A partir de zg, on effectue ensuite des itérations de Newton :

_ P(zn)
Zn4l = 2p — 'P—,G—i'
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Si zy est proche d’une racine, on sait que (2, ) converge trés vite (quadratiquement). Cependant, surtout lors
des premiers pas d’itération, la suite (z,) peut se mettre & diverger. On controle alors le processus comme

suit :
e Si P/(2,) = 0 (et P(z,) # 0), on perturbe un tout petit peu z,.

o Si|P(2zn41)| est supérieur & |P(2,)|/a, ot « est une constante > 1 (par exemple «w= 1.1) on considére
un nouveau point z,4; défini par !
g = Zn + Zn41
2 b
puis on recommence jusqu’a ce que |P(z,41)| < |P(2s)|/@ (Un cas typique de la situation est représenté
par la figure 7).

/;"+1 \:/ Zn
ZntZat
2

Figure 7. Un cas ol |P(zn41)] > |P(2n)|/a.

Si au bout d’un nombre déterminé d’opérations de ce type (par exemple 5 itérations), on n’a toujours
pas la minoration escomptée, on recherche z,4; en résolvant ’équation P(z,41) = 0 non plus 4 ’ordre 1
(c’est la méthode de Newton), mais & I’ordre 2; on recherche si I’'une des deux racines z de

' (z=2n) L0
P(2p) + (z = zp)P'(za) + —2——P (za) =0
vérifie |P(2p41)| < [P(zn)|/a. Si c’est le cas, nous avons notre candidat pour 2,4, sinon la méthode
de Newton est considérée comme divergente et on lance la méthode de Schonhage.

On s’arréte lorsque Von a effectué trop d’itérations (par exemple 40) ou lorsque la valeur du polynéme
initial P en 2z, est inférieure en module & ¢|P| (ol ¢ est tel que ’on veut |P — FG| < €¢[P|). Si F = X — z,
et G est la division euclidienne de P par F, on a alors facilement P — FG = P(z,), donc

|P — FG| < €|P|.

Remarques.

o Cette méthode donne dans la pratique de bons résultats lorsque le polynéme est de bas degré et pas
trop mal conditionné.

1Cette méthode est celle utilisée par Cohen dans PARI.
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e Lorsque le polynéme est a coefficients réels, il est intéressant, & la fin de la méthode de Newton, de
tester la valeur de la partie imaginaire de z,. Si celle-ci est faible, on teste alors si sa partie réelle est
une racine satisfaisante de P (avec le test déja utilisé plus haut). Si c’est le cas, on remplace alors la
racine trouvée par sa partie réelle. Sinon, on teste si son conjugué 7, est tel que la division euclidienne
G de P par F = X? — (2, + £)X + zn 2, vérifie le désormais classique |P — FG| < ¢|P|. Si c’est le
cas, tant mieux (F et G sont des facteurs satisfaisants), sinon on itére encore une fois par Newton. Si
les tests précédents échouent encore (c’est rarissime !) on lance Schonhage.

L’avantage de chercher des facteurs réels 4 un polynéme P réel est double. L’utilisateur sera certaine-
ment satisfait de savoir qu’une racine est purement réelle ou de voir que ses racines sont conjuguées.

_ De plus, on gagne en facteur temps puisque les polynomes déflatés étant eux aussi réels, les calculs sur
ces polyndmes seront plus rapides que s’ils étaient a coefficients complexes.
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Chapitre 12

Etude de la précision obtenue sur les
racines

Certes, un polynéme complexe P de degré n > 0 étant donné, I’algorithme sait, Ve > 0, trouver n complexes
v,...,v, tels que :
|P—=B(X —v1)-- (X —va)| < €|P|.

Un utilisateur sera certainement intéressé de savoir & quel point les v; approximent les racines de P. Un
premier résultat & ce sujet est dii & Ostrowski :
Théoréme 16 Soit un polynime P unitaire de degré n > 0 el n complezes vy, ..., v, tels que

[P=(X=v)-- (X —-vp)|<e.

Alors on peut écrire

P=(X—u) (X —un)

avec

Vi,  (1-4p¥/e)lui —vi| <4pife, ol p=sup{l,|ul,--,val}.

Preuve : :
L’argument utilisé ressemble i celui de la démonstration du théoréme 9. Soit v une racine de P = (X —v1)--- (X —

v,). Considérons la famille continue de polynémes H, = tP+(1 —1)P, t €[0,1]. v est racine de Ho = P; un argument
de “continuité des racines” des H: en fonction de t € [0, 1] montre qu’il existe un chemin continu ¢ — 2z, tel que z9 = 0
et Vt, v+ z: est racine de H; (en particulier, u = v 4 z; est racine de H, = P). Donc

vee[0,1], |P(v+ z)| =|Hi(v+ z) + (P = P)(v+ z)| = t|(P — P)(v + z)|
< (sup{1, v + z|})" [P = P| < (sup{1, |v] + |=|})" . (12.1)

Or, on a aussi : .
vt e[o,1], [P(v+ z)| = H Jvi—v—z| > H”z,l - v —wi]].
[ ]

En combinant ce dernier résultat avec (12.1), on obtient :

veelo,1,  J]Nzel—lo—vill < (sup{1, o] +|ze]})" .
Lorsque t parcourt [0,1], la continuité de ¢ ~— z; entraine que |z¢] prend (au moins) toutes les valeurs entre 0 et
" |z1| = |u — v|, donc

Vr € [0, |u — o[}, H |r = v = vi]] < (sup{1, Iv|+ D e< (p+1)"
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D’aprés une propriété bien connue des polynomes de Tchébichev, il existe un r dans [0, ]u — v]] tel que le terme de
gauche soit plus grand que |u — »]" /22"~ On en déduit donc :

Ju — o}

g < (p+Iu = o))"

«’on le résultat puisque u est une racine de P.0

Remarques.

o L’erreur sur les racines est donc de 'ordre de {/e. Le cas évident des polynémes P = X" et P = X" —¢
montre qu’il en est bien ainsi. (D’autres cas de polynémes mal conditionnés seront, traités plus tard. Les
polynémes de Tchébichev dont la propriété mini-max nous a servi sont, également. des cas pathologiques
intéressants ). '

» Cependant, dans le cas général, la borne donnée par le théoréme est tres pessimiste. On peut en fait
donner a posteriori une majoration d’erreur sur les racines beaucoup plus fine que celle du théoréme. Ce
type de probléme est traité par exemple dans [18]. Schonhage fait une analyse beaucoup plus fine de la
situation grace & I'introduction des polynémes de Tchébichev. Nous suivrons son idée. Grossierement,,
si v; est une racine d’ordre m (au sens oit m racines sont. proches de v; et les autres éloignées), on a
une majoration d’erreur de l'ordre de %/e. Plus précisément, voyons comment. donner un algorithme
permettant de donner une majoration plus fine que celle du théoréme.

Nous sommes toujours sous les hypothéses du théoréme. Reprenons la démonstration du théoréme. On avait
montré (v désigne 1'une des racines v; trouvée par ’algorithme, u une racine du polynéme de départ P) :

¥re [0, ]u—v|], H fr— v — v|| < (sup{1, |v| + r}) re
i
En fait, 3i tel que v = ﬁ;, par exemple v = vy, et ceci s’écrit :
Vr € [0, ju—v]], rﬁ”v—v.-l—rl < (sup{l,|v]+r})". (12.2)
i=2
Supposons que les v; soient numérotés de telle sorte que les d; = v — v;| soient rangés dans 'ordre croissant :
d3<d3 <. < dn.

Une premiére borne sur |u — v| est donnée par :

4sup{l, jv]} /e
T1-4¢k

lu—v|< e =

Soit my, 2 < my < n choisi tel que

oo

dp, < - < dmi+1.

‘Alors d’aprés (12.2) :
my n
Vr € [0, |u— v, rH[d;—rI H (di — e1) < (sup{1,|v]+ €1})" e
1=2 t=m,; 41
Comme précédemment, le terme ], |d; — r] est plus grand que |u~ p|™:1~1 /22™1=3. on obtient finalement :

22—3/m|p;l/ml

n 1/m, ™
( II (d.-—el))

f=my +1

€, ol p; = sup{l,|v|+ ¢ }.

lu—vl<er=
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On peut bien siir recommencer ’opération en partant cette fois de la majoration |u — v] < €. Si

5
dmg S —€2 < (1m2+1!

4
on a:
22—3/"13/)’2‘/"'2
lu—v|<e3z= - Ty Y ol py = sup{l, |v| + €2},
Il @-e)
f=ma+1
et on peut ainsi réitérer ’opération pour obtenir des majorations e, €4, -+ de |u — v| de plus en plus fines.

(Dans la pratique, on se limitera a un nombre fixé d’itérations déterminé & I’avance. Une autre possibilité
est de s’arréter lorsque le rapport €;/ex41 devient plus faible qu’une valeur fixée, par exemple 2).
Remarque :

e Un moyen de faire, également, serait de calculer les valeurs de P aux points v;. Le probléme est que
si le polyndme P n’est pas déterminé exactement (par exemple si P n’est pas a coefficients dans Z),
cette méthode est trompeuse ! En procédant ainsi, on évalue les erreurs par rapport aux racines du
polynéme entré P. Le polynéme P étant un arrondi du véritable polynéme P, les résultats donnés ne
sont pas ceux que l’on veut ! La méthode que nous avons décrite est donc, de ce point de vue, bien
meilleure. Elle donne de plus dans la pratique des résultats tout i fait satisfaisants.
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Chapitre 13

Une série de tests

Pour évaluer les performances de la méthode de Schonhage par rapport & des méthodes déja existantes,
nous présentons une série de tests sur plusieurs familles de polynémes. La méthode décrite dans les sec-
tions précédente a été programmée en MAPLE V. Le programme correspondant est comparé a trois autres
programmes :

1. La fonction fsolve de MAPLE V. (Implantation boguée de la méthode de Traub et Jenkins, voir [9],
pour les polynémes a coefficients complexes).

2. La fonction fsolve/traubjen. (Implantation non boguée, par Bruno Salvy, de la méthode de Traub et
Jenkins, en MAPLE V).

3. La fonction NRoots de MATHEMATICA. (Utilisant également, ’algorithme de Traub et Jehkins).
La comparaison est effectuée sur trois parameétres :

e La précision obtenue sur les racines

e Le temps d’exécution (donné en temps équivalent sur une méme machine).

¢ La taille mémoire utilisée (pour les polynémes de haut degré)

La fonction NRoots utilise du C compilé alors que les autres programmes tournent en interprété en MAPLE
V. Ceci explique (en partie peut-étre) le gain de temps considérable obtenu avec NRoots.

13.1 Des polynéomes mal conditionnés

Dans [10], Traub et Jenkins donnent toute une série de polynémes mal conditionnés. Nous effectuerons dans

cette sous partie des tests analogues aux leurs 1.

13.1.1 Les polyndmes a racines proches ou multiples

La section 11 nous a montré que les racines proches ou multiples étaient trés sensibles aux perturbations.
Voyons ce que cela donne dans la pratique.

s (v ) (-8) (= 2) 60-3)

Précision demandée : 10 chiffres

1 Les polyndmes tests donnés par Traub et Jenkins présentent la particularité d’avoir des racines décimales. Il m’a paru plus
représentatif de prendre des racines non rationnelles et parfois transcendantes, mais déterminées exactement (comme 7, e ...)
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Méthode Aracines Temps d’exécution
Schonhage 10~° 45s
fsolve 1010 15s
fsolve/traubjen | 0.2 x 10~3 128
NRoots 10-6 0.1s

Chacun des quatre programmes détermine donc les racines correctement. Remarquons ici le temps im-
portant mis par la méthode de Schonhage par rapport aux autres. C’est normal puisque sur les bas degrés
(méme si la méthode de Newton est utilisée), la méthode de Schonhage n’est pas concurrentielle.

Autre remarque : A part la fonction fsolve de MAPLE V, les programmes renvoient dans la liste deux
racines 4 partie imaginaire non nulle (celles proches de v/2/10). Les programmies sont donc dans ce cas ci

incapables de distinguer si une racine est réelle ou non.
Enfin, la fonction NRoots renvoie les racines avec 6 chiffres mgnlﬁcatlfs et c’est pour cette raison que l'on

ne peut pas s’attendre & avoir sur les racines données une précision supérieure a 6 chiffres.

(e 5) (r-8) (-8 (- 8)

Précision demandée : 10 chiffres

Méthode Aracines Temps d’exécution
Schonhage 0.5x10°° 18. s

fsolve non trouvées (message d’erreur au bout de 3.3 s)
fsolve/traubjen | 0.2 x 10! 5.6s

NRoots 10-3 0.07s

Lorsque ’on augmente la précision du calcul, une curieuse réaction de NRoots sur MATHEMATICA apparait :
Avec 100 chiffres de précision, NRoots boucle indéfiniment et est donc incapable de déterminer les racines
avec une trop grande précision.

Enfin fsolve est incapable de déterminer les racines méme lorsque I’on augmente indéfiniment la valeur
de Digits (Digits=500 par exemple).

Un phénomeéne amusant apparait lorsque I’on change 1’ordre des puissances du polynéme P; :
1 2e.3
V(X =P (X

[
=(X - — —_——
Ps=( 10 )(X 10

Précision demandée : 10 chiffres

Meéthode Aracines Temps d’exécution
Schonhage 10~° 16. s
fsolve 0.4 x 104 7.5s.
fsolve/traubjen | 0.5 x 1072 11.s
NRoots 10-% 0.07s

Cette fois ci, la fonction fsolve de MAPLE V renvoie les racines. Remarquons également qu’a part la
méthode de Schonhage, la précision sur les racines est meilleure. Ceci s’explique par le fait que dans la
méthode de Traub et Jenkins, on commence par trouver les racines de plus petit module. Ainsi, la perte de
précision par déflation a peu de conséquences puisque les racines de grand module sont d’ordre de multiplicité

inférieur a celles de petit module.
Py = (X — 1)(X — 1.001)(X — 0.998)(X — 1.00002)(X — 0.99999)

La forme développée de P; s’écrit avec 17 décimales. Nous effectuerons donc le calcul avec 20 décimales.
Précision demandée : 20 chiffres
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Méthode Aracines Temps d’exécution
Schonhage 0.5x 1073 18. s

fsolve Non trouvées (message d’erreur au bout de 0.5 s)
fsolve/traubjen 101 1.450 s

NRoots 2 x 107° 0.5 s.

Une remarque intéressante qui n’apparait pas dans le tableau est que NRoots trouve la liste

{X==0.998 || X == Il X == Il X == I X == 1.001}.

Autrement dit, 1 est vu comme une racine triple ! Le polynéme donné par Traub et Jenkins tendait ce piége.
Certains programmes, ayant des problémes avec les racines proches, considérent que celles-ci sont multiples
ce qui facilite leur tache. NRoots fait partie de ceux-ci. Méme en augmentant indéfiniment la précision (
jusqu’a 500 chiffres), la réponse donnée par MATHEMATICA est la méme. Par contre, MATHEMATICA trouve
les racines correctement (pour une grande précision) lorsqu’on lui entre le polynéme sous forme fractionnaire.
Enfin, la fonction fsolve de MAPLE V échoue quelle que soit la précision entrée au départ.

13.1.2 Les polyndmes a zéros d’ordre de grandeur différents

Lorsque les zéros d’un polynéme sont d’un ordre de grandeur différents, I’imprécision sur I'une des racines
(par exemple sur la plus grande) entraine par déflation des imprécisions beaucoup plus grandes sur les petites
racines.

Ps= (X—I(%) (X—lio)(X—e)(X—e+i-1%—6-) (X—e—i%)(X—lOe)(X—lOOe)

Précision demandée : 30 chiffres (L’imprécision sur la ‘racine presque triple‘ e étant de I’ordre de 10~*/3
si s est la précision demandée, on prend s = 30 pour avoir 10 chiffres de précision sur cette racine)

Un fait étonnant est & signaler :

Méthode Aracines Temps d’exécution
Schénhage 0.5 x 10-1° 14.s .

fsolve 10-28 6s
fsolve/traubjen 10-17 25s

NRoots 0.5 x 10~% 0.45s

La fonction fsolve de MAPLE V ne parvient plus & déterminer les

racines lorsque Digits> 33. Par ailleurs, la fonction NRoots ne trouve ici que des racines purement réelles
(d’oti 'imprécision 0.5 x 10~%). Elle ne parvient i déterminer la partie imaginaire des racines que lorsque la
précision demandée est supérieure a 44.

Jusqu’a maintenant, la fonction NRoots semble (la méthode de Schonhage mise & part) donner des
résultats pas trop inquiétants en un temps trés court. En perturbant (beaucoup !) le polynéme P, la
fonction NRoots s’en sort bien plus mal :

Pﬁ = P5 - 100
Précision demandée : 30 chiffres
Méthode Aracines Temps d’exécution
Schonhage 0.5 x 10-30 6.s
fsolve 10-30 3.s
fsolve/traubjen 10-28 3.8
NRoots 0.12 1.s

Le polynéme posséde 2 racines non réelles qui sont, 2 10~% prés :

2.6546 + .1181 I,

2.6546 -

.1181 I.
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Au lieu de celles ci, NRoots renvoie :
X == 2.6546944316807 || X == 2.6546944316807 ||

Autrement dit, NRoots renvoie la partie réelle de ces racines! L’utilisateur est alors trompé sur deux plans :
il croit n’avoir que des racines réelles et une racine double. Méme en lui demandant d’effectuer la calcul avec

500 chiffres significatifs, NRoots renvoie toujours la méme chose.

Pr=[(X +¢)° = 10"] [(X + 7)® —1071°]

Ce polynéme a de grandes racines autour de —e et de.petites racines autour de —. De plus, la régularité
de la position de ses racines est un argument a son comportement mal conditionné.

Précision demandée : 16 chiffres

Méthode Aracines Temps d’exécution
Schonhage 10— 23. s

fsolve Non trouvées (message d’erreur au bout de 5. s)
fsolve/traubjen | 10~° ] 5.8

NRoots Erreur machine

NRoots sur MATHEMATICA plante la session (sur IBM RS 6000 et DecStation). Au moins devrait-elle
renvoyer un message d’erreur... Un fait étonnant est que lorsque les racines sont demandées avec 20 chiffres

de précision, NRoots renvoie une réponse correcte.
Autre fait bizarre, la fonction fsolve de MAPLE V parvient & déterminer les racines lorsque Digits# 16.

13.2 Des familles de polynémes classiques

Les polynomes envisagés précédemment sont trés particuliers et ont été choisis pour leur mauvais compor-
tement vis-a-vis de la recherche des racines. Un utilisateur aura en général peu a rechercher les racines de
ce type de polynomes. Il est donc intéressant de comparer ’efficacité des différents programmes vis a vis
de polynémes plus “banals”, par exemple sur des familles classiques de polynémes (polynémes de Bernoulli,

Laguerre ...).

13.2.1 Une famille de polynémes orthogonaux : les polynémes de Laguerre

Les polynémes orthogonaux (vis a vis d’une mesure sur R) ont leur racines toutes réelles et simples. Il
est donc clair que pour ce type de polynémes, on pourrait mettre en ceuvre un programme beaucoup plus
performant de recherche des racines. Il est quand méme intéressant de voir ce que donne la méthode de
Schénhage (et celle de Traub et Jenkins) sur de tels polynémes.

L’exemple choisi de polynémes orthogonaux est celui des polynémes de Laguerre (L,,). Ces polynémes
sont a priori peu sympathiques puisqu’ils possédent de grandes et de petites racines. (Par exemple les racines
de Lo s’étalent de 0.047... 4 104.157...). Pour mémoire, rappelons que les polynémes de Laguerre sont

orthogonaux au sens suivant :
Vn,m >0, /0 L)L (t)e—tdt = ™.
Les racines de L,, sont donc toutes sur R*. On obtient une forme explicite des L, sous la forme
Ln(X)zzn:tQi< n )X"

On voit que le coefficient dominant de L,, est tout petit. Pour obtenir des résultats raisonnables, nous
calculerons les racines de L,, avec une précision (en nombre de chiffres) au moins égale i n.
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. Schoénhage fsolve fsolve/traubjen NRoots

Polynéme | Précision Ay ] tps | Ay | tps | Ar | tps | A, T tps
Ls 10 107" | 0.8 2-107° | o5 [ 2.-107° 0.7” 107> | 0.03”
Lo 10 10°1° 1 13 10°°F 2° 10~ 3> 10~7 [ 0.07
Lao 20 10~ 2’ 1018 10” 10~%° 16” 1077 ] 1.7
Lo 30 10-° [ 11°30” 10~ % 45”7 10712 117 107 gl
Lso 40 10°1 | 23207 10-39 | 6’507 10~%2 1'40” 10°2 [ 12°

Figure 8. Tableau de tests effectués sur les polynomes de Laguerre.
La colonne précision indique le nombre de chiffres demandés pour le calcul.
A, représente P’erreur maximale sur les racines données par I’algorithme.
Enfin, les colonnes tps indiquent le temps de calcul.

Remarques.
o Tous les programmes renvoient des racines purement réelles (sur les polynomes testés).

e En fait, les trois programmes mis en concurrence avec celui implantant la méthode de Schonhage
posseédent une procédure de recherche de racines réelles; le test est donc fortement faussé car on ne
compare pas des programmes de recherche de racines complexes.

o Ici, I’algorithme de Schonhage est trés lent. Les racines des polyndmes de Laguerre sont éparses et il y
a toujours peu de racines (souvent une ou deux) dans le cercle de séparation (cf. section 3). Il faut donc
effectuer beaucoup d’itérations avant d’obtenir la factorisation compléte du polynéme. Cette faiblesse
de ’algorithme de Schénhage est mentionnée par Schonhage lui méme dans [21] (p. 142).

13.2.2 Polynémes de Bernoulli

Les polynémes B, (X) de Bernoulli ont leur fonction génératrice égale a :
tet * tn
et ~1 = Z()Bn(z)"ﬁ.

n=

La formule :;3 (%) Bx(X) = nX"~! permet par récurrence de calculer les B, (X). La famille des polynémes
de Bernoulli n’étant pas orthogonale, les racines de B,(X) ne sont a priori pas toutes situées sur 1’axe réel.
Des calculs de racines montrent qu’il en est bien ainsi.

4 -

“+

- .

Figure 9. Les racines du polynéme Byo(X)
Les racines des autres polynoémes de Bernoulli ont une localisation du méme type.
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La relation bien connue B, (1 — X) = (—1)" B,(X) montre que les racines de B, sont symétriques par
rapport a ’axe vertical =z = %, résultat concordant avec la figure 9. (Une étude approfondie de la localisation
des racines des polynémes de Bernoulli est possible et peut se trouver dans [5].)

Voyons maintenant comment se comportent nos programmes de résolution des racines face & ces poly-

nomes :

Schonhage fsolve fsolve/traubjen NRoots
Polynéme | Précision Ar [ tps | Ar | tps || A, | tps | Ar ] tps
Bs 100 J10777] 09” 1077 7035” [[2-10°] 0.8 107° ] 0.01”
Bio 10 1077 | 717 10777 ] 1.4 1077 4” 10=° | 0.07”
B2o 20 1079 1 107" | 20" 1077 30” 107 1.7
Bao 30 10°9 [ 510" || 10727 | 1°20” 1 20° 10077 ] 4.5
Bio 40 10~ [ 10°40” || 107 | 315" / >45 [ 10737 | ¢9°
Bso 50 10~°° 43’ 10°% | 6’307 / / 1077 ] 171

Figure 10. Tableau de tests effectués sur les polynémes de Bernoulli

Remarques.

o Il apparait clairement ici que la fonction fsolve/traubjen est mise en échec. Elle met plus de vingt
minutes 4 renvoyer une liste de racines pour le polynéme de Bernoulli de degré 30, et de plus les
racines renvoyées sont totalement fausses (imprécision de 1). Pour le degré 40, les racines ne sont
toujours pas trouvées au bout de 45 minutes et de toutes facons, méme avec suffisamment de temps
on s’attend a ce que le résultat soit faux. Le test n’a pas été effectué pour le degré 50.

e Comme dans le test précédent sur les polyndmes de Laguerre, la curieuse répartition des racines des
B, (X) fait que algorithme de Schénhage effectue a chaque itération une factorisation P = FG@G
déséquilibrée (en d’autres termes, il ne se trouve que peu de racines dans le cercle de séparation). Il
lui faut donc effectuer beaucoup de factorisations avant d’obtenir les racines, d’oll le temps important

mis par ’algorithme.

13.3 Tests sur les polynomes de Curtz

Ces polynémes ont été introduit par Paul Curtz dans [4] et sont définis par la récurrence

Ps)=1, Pue)=zY (q_+l)1q Pael) + 00

q=0
Ces relations donnent une formule explicite pour la série génératrice des P,(z)

o . log(1 + z)
P(z,z):= ZP,,(::)Z = A= slogi5 7))

n=0

On peut, grace i cette formule déduire de nombreuses propriétés sur les polynémes P, [15]. Notamment, une
étude asymptotique des coeflicients de 2" de la série génératrice des P,(z) est rendu possible par sa forme
explicite, et permet de montrer que, pour n grand, les racines de P, s’accumulent réguliérement autour de

" la courbe limite 1

Z =

log(1 + &%)

La figure 11 confirme le bien fondé de cette assertion. Notons également que les P, n’ont pas de racine réelle

si n est pair et une unique racine réelle si n est impair, résultat démontré en appendice et qui permet de
confirmer (partiellement bien siir) la validité des valeurs numériques obtenues.

avec 0 €]—m, +n[
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Figure 11. Les racines de Pjo1(z) et la courbe limite des racines.

Ces polynémes fournissent donc une famille de tests intéressante puisque 1’on a déja une idée de la forme
du résultat. De plus, ces polynémes possédent une curieuse propriété de platitude (& I’intérieur de la courbe
limite des racines) et & ce titre, ils possédent un mauvais conditionnement. De fait, nous allons voir que
les programmes déja existants (fsolve, fsolve/traubjen et NRoots) échouent lorsque le degré du polynéme de
Curtz devient trop élevé.

' Schonhage fsolve fsolve/traubjen NRoots
Polynéme | Précision Ar | tps T A [ tps | A, T tps [ A, T tps
P; 10 1079 715> J10°Tog” J2-107°F 1” 2-10° | 0.01”
P 10 10~1° 5” 107° | 3.5” 10~ 5.5» 107° 0.02”
Pao 20 102 [ 130" |{ 10-2° | 307 10~ 1T 47 10-1° 2"
Py 30 107 6’ 10~°7 | 2°20” / / 1074 4.5”
Py 40 - 107 | 20° / / / / 10~ 10”
Pso 50 1070 | 40’ / / / / / > 1h.
Pso 60 10~° | 1h08’ / / / / / /
Pro 70 10- | 3h / / / ] ] ]
Pso 80 10°° | 9h / / / / / /
Pioy 40 1077 | 24h / / / / / /

Figure 12. Tableau de tests effectués sur les polynémes de Curtz

Remarques.

¢ Lors de la recherche des racines de Psq, fsolve/traubjen provoque au bout d’une dizaine de minutes un
arrét de la session pour manque de mémoire (test effectué avec 56 Mo). Ce phénoméne se produit déja
lors de la recherche des racines de Psj.

¢ La fonction fsolve a quant & elle un curieux comportement. Elle parvient & déterminer les racines de
P3g et de P33, mais pas celles de P29 ou de Ps; (et ce quelle que soit la précision demandée). Les
polynémes de Curtz de degré impair seraient donc plus mal conditionnés que ceux de degré pair (7)
Toujours est-il que pour n > 36, fsolve est incapable de donner des racines de P,.

e Au bout d’une heure de calcul, la fonction NRoots ne parvient pas & déterminer les racines de Ps
lorsqu’on lui demande 50 chiffres de précision (d’autres tests montrent qu’elle n’y parvient pas non
plus si on lui demande plus de 17 chiffres). Elle y parvient cependant lorsque le nombre de chiffres
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demandés est égal & 16, mais comme on 8’y attend, 'imprécision sur les racines est énorme (de ’ordre

de 0.3).

e Lorsque le degré du polynéme est élevé, la mémoire utilisée par I'algorithme de Schonhage est grande

(40 Mo pour Pyqy).

13.4 Polynémes issus de ’étude de ’ensemble de Mandelbrot

Nous sommes en possession d’un programme efficace, amusons nous ! Rappelons que ’ensemble de Mandel-
brot [17] est I’ensemble des points ¢ du plan complexes tels que la suite définie par

2
20 =0, Zny1 =c+ 2z,

ne diverge pas en module vers l'infini. En fait, cet ensemble est lié de trés prés aux cycles de I'itération
Zn41 = ¢+ z2. On se propose ici de déterminer les cycles d’ordre k& > 0 (ou d’ordre divisant k), autrement
dit on veut trouver les points ¢ tels que dans la suite z,4; = ¢+ 22, on ait z; = zg = 0. On s’apergoit que
de tels points ¢ sont les racines du polynéme P;(X), ou la suite P,(X) est définie par :

P()(X) =0, Pn+1(X) =X+Pn(X)2.
Tous les polynémes P,(X) s’annulent en 0. Si on pose P (X) = XQn(X), les Qn(X) vérifient la récurrence :
Qo=0, Quu(X)=1+XQu(X)"

Les racines des @ donnent donc les points ¢ de I’ensemble de Mandelbrot, autres que 0, engendrant un cycle
d’ordre k. On retrouve également ces polynémes @, lors de I’étude des arbres binaires.

Le degré de Q, est 2" — 1. Pour n = 1,...,5, tous les programmes testés précédemment trouvent les
racines de Q,. Pour n = 6, seuls 'algorithme de Schonhage et NRoots déterminent les racines. Pour n =7,
on a deg(Q,) = 127 et la fonction NRoots est mise en échec : la zone des racines se trouvant prés de la valeur
—2 (voir figure 13) est identifiée & une racine multiple d’ordre 22 en —2. Seul I’algorithme de Schonhage
donne des résultats satisfaisants (les racines ont été déterminées en 11 heures & 10~*° prés). Un bon nombre
des racines s’accumulent apparemment le long de la frontiére de ’ensemble de Mandelbrot comme on peut

le voir sur la figure 13.
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Figure 13. Les racines du polynéme Q7 déterminées par l’a]goritﬁlne de Schénhage
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Conclusion

Les optimisations que nous avons faites de la méthode de Schonhage ont permis par rapport  ’algorithme
initial de gagner un facteur temps de I’ordre de 10. En fait, c’est essentiellement sur ’intégration numé-
rique autour du cercle de séparation que le gain est le plus important. D’autres optimisations sont 4 mon
avis possibles, en particulier sur la recherche du cercle de séparation et permettraient de gagner encore
considérablement.

Néanmoins, nous disposons maintenant d’un programme infaillible de recherche des racines d’un polynéme
(ce qui n’avait encore jamais été réalisé). Certes, le temps d’exécution est encore un peu élevé par rapport
aux autres algorithmes. Une implantation soignée en C utilisant des bibliothéques de calcul sur grands entiers
permettraient de le rendre tout a fait utilisable.

La garantie des erreurs données par I’algorithme sur les racines autorise I'introduction de moyens numé-
riques dans le calcul formel. Cette idée est nouvelle et permettrait parfois de diminuer considérablement le
coiit de certaines opérations formelles (comme par exemple la comparaison du module de deux racines de
polynémes a coefficients entiers, opération trés lourde 4 réaliser avec des moyens formels seuls).
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Appendice

Les polyndmes de Curtz

Dans la section 13.3, nous avons recherché ies racines des poiynémes de Curtz, définis par la récurrence

(G0
n+1’

Po(a) = 1, Pu(z)-zz( P oa(e) + 2

q—O
Ces relations donnent une formule explicite pour la série génératrice des P,(z)

‘_ > n_ log(1 + z)
P(z2) = Z Po(z)e" = z(1—zlog(l+2))"

n=0

Comme il a été brievement dit a la section 13.3, on a le résultat suivant.

Théoréme 17 Les polynomes de Curtz P,(z) n’ont aucune racine réelle lorsque n est pair. Ils possédent
une unique racine réelle lorsque n est impair, qui de plus est positive.

Notre propos est de démontrer ce théoréme. Une autre approche de la démonstration fait I’objet de [15].
Les singularités de P(z,z) considérée comme fonction de z sont en

z2o=-1 et z1=z1(:c)=el/"'—1.

Ces singularités dictent le comportement des coefficients [2"]P(z, z) (notation qui signifie : coefficient de z"
dans P(z,z)),i.e des P,(z). Plus précisément, si on intégre le long d’un contour de Hankel qui a la forme de
celui de la figure 14, un calcul de résidus de P’intégrale de Cauchy donne :

e _ log(1 + 2) dz
Pal=) - :::2z1(:|:)"+2 Zzwf P2 2 "+1 - 2z1r 1 —zlog(l+ 2) 2"+2° ()

En effet, les seuls résidus a prendre en compte se trouvent en z = 0 (d’otr le terme P,(z)) et en z = z,(z)
(d’ott le terme —e'/* /(z22,(z)"*?)).
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21(2)

Figure 14. Le contour de Hankel utilisé dans P’analyse des polynémes P,(z)

Ceci étant, on fait tendre le rayon du cercle extérieur R vers l'infini, puis ’on rapproche infinitésimalement
les deux bord voisins de I’axe réel négatif. La comparaison des deux déterminations du logarithme fournit alors
une représentation intégrale qui précise (.1). Aprés avoir effectué le changement de variable supplémentaire
z — —z, on obtient la représentation intégrale exacte

1/z 1 +eo o1 dz
e
P, = —_——_—— - (=1)" . 2
n(2) z? z(z)n+? +(=1) /1 (1 — zlog(z — 1))? + z2x2 zn+2 (2)

Lorsque n est pair, la représentation (.2) a tout ses termes strictement positifs et donc Vz, P,(z) > 0,
d’ou la premiére partie du théoréme.

Lorsque n est tmpair, c’est plus délicat. Si z < 0, la représentation (.2) a ses deux termes strictement
négatifs, et donc P,(z) < 0. Si =z > 0, la méme représentation entraine :

Vz > A= — Pn(-*)Z;l;—/ __dz_=i[1___._1_]>o_
1

= log2’ 2g2n+2 - g2 (n+1)x?

Le théoréme sera donc montré si on prouve que P, croit strictement sur P'intervalle }0, A[. Par dérivation de
(-2) par rapport 3 z, on trouve, aprés arrangements

e = s et + [ (o )

ol D = (1—zlog(z —1))? + z2x2. Le premier terme est la dérivée d’une fonction croissante, donc positif. Il
reste a montrer que I’intégrale est positive pour z €]0, A[. Un peu de chirurgie régle le probléme. On remarque
déja que D’intégrale est supérieure a

1 (z - l)log(z -1) dz
/ e (3)

T ant2’

puis on décompose cette derniére en deux morceaux
+00 2 +oc0
1 1 2
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L’intégrande est positive pour z € B! ,‘2], donc

/ 3/2 /3/2 d[l]logz dz
_/ 2 s/4 dz2°D° 4 2n+2

z 3 1_2,;_3(3)“/ jﬂéd" 3= (3) (5~ 5e7m)-

Apres calcul de ce dernier terme, on trouve donc

JEYC T——C
y SN\3/ 1T 94+ 72/ log4)(9 + 72/log4)’
Majorons maintenant la partie négative de I'intégrale de 2 a I'infini de I’intégrande de (:3):

® 2log(z — 1) dz *® 1 dz
/2 D2 n+? s 2_’/2 D2 ntl”

On découpe la derniére intégrale de 2 & s(z) puis de s(z) a l'infini, oi s(z) =1+¢'/?* De 2 4 s(z), comme

D>1/4,0ona
) 1 dx /“’) dz _ 16

a DZn#l = T pgn

Par ailleurs, comme D > z27?

/""Ldz</°"’ldz_l 1
s(z) D? 2°H1 = [,y pimd ot T it ns(z)n

Comme on le vérifie facilement, zs(z) > 1/2, donc ce dernier terme est majoré par

16 162
wins(z)"—4 = win2n’

Finalement, on obtient que la partie négative de I’intégrale (.3) de 2 i I'infini est majorée en valeur absolue
par c3/(n2"), ot ,
c3 =2 (16 + lf-i_)

Un calcul numérique montre que ¢; > 5.107% et ¢ < 38, et comme on a montré que

Voo, A, Ple)>er(2) — e
z ])1 nz_l 3 c2n2"1

on vérifie facilement que ceci est positif pour n > 29. Les cas restant de n sont réglés a la main en utilisant
les séquences de Sturm. D’ott notre théoréme.
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