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Résumé

Nous présentons un algorithme distribué et asynchrone de construction
d’Arbre Couvrant et d’élection de leader non pré-déterminé par le réseau.
Dans la littérature de 'algorithmique distribuée, le probléme de I’élection d’un
leader est souvent lié au probléme de la construction d’un Arbre Couvrant sur
le réseau. Usuellement, le processus élu est la racine de I’Arbre Couvrant et est
d’identité maximum (ou minimum). L’élection se rameéne alors a une recherche
d’extremum sur le réseau. Dans cet article, ’algorithme construisant un Arbre
Couvrant est tel que la racine (I’élu) est dynamique lors de la construction. De
plus, une fois I'arbre construit, la racine de ’arbre est associée a une identité
quelconque. Cet algorithme a la propriété d’étre générique, c’est a dire qu’il
est aisément modifiable pour s’adapter a différentes hypotheses.

L’étude expérimentale confirme que cette méthode nécessite moins de
messages que celle qui consisterait & procéder a une élection une fois 'AC
construit. Les résultats des comparaisons expérimentales de trois algorithmes
d’AC sont donnés en annexe.

Abstract

We present an asynchronous distributed algorithm which elects any of the
nodes and construct a Spanning Tree.

One of the most important problems in the field of distributed research is
the construction of control structures on the whole communication network.
The Spanning Tree is one of these structures and the root of the tree is often
used as the leader process.

Generally the elected node is the one with the greatest (or the smallest)
identity. In this paper, the elected node is dynamic during the construction of
the Spanning Tree. Moreover, when the Spanning Tree is completed, any of
the node is elected. Another advantage of our algorithm lies in the fact that
it is generic. Indeed, it can be easily adapted to different hypothesis.

The experimental study confirms that this method leads to a better algo-
rithm in the number of messages than the one which consists in processing an
election after the Spanning Tree construction. The results of the experimental
comparisons of three ST algorithms are given in annex.

Mots clés : algorithmes distribués, élection, arbres couvrants.

Franck Butelle est chercheur doctorant au sein de ’Action PARADIS a PINRIA Rocquencourt.
Ivan Lavallée est professcur a Paris VIII (St Denis) et conseiller scientifique 4 PINRIA pour
PAction PARADIS.



1 Introduction

Un secteur désormais actif de la recherche s’intéresse de pres aux algorithmes
distribués. Ces algorithmes sont, par définition, des algorithmes destinés a fonction-
ner en milieu distribué. Ces environnements, peuvent étre caractérisés par un graphe
G = (V,E), ou V est I'’ensemble des sommets représentants les processus séquentiels
et E est I’ensemble des arétes représentant les liens de communication entre ces
processus. Dans cet article, nous ne considérons que des réseaux de processus sans
mémoire globale et sans horloge globale. Les processus travaillent en parallele et de
facon asynchrone. On parle alors d’algorithme “message-driven” car toute action
d’un processus est conditionnée par la réception d’un ou plusieurs messages.

Avec de tels réseaux, les principaux travaux effectués ont eu comme but d’établir,
avec quelques hypothéses supplémentaires (par exemple connaissance de la topologie
du graphe, du nombre de sommets etc...), des structures de contréle sur la totalité
des processus, brisant ainsi la symétrie d’origine.

Apres ’établissement de ces structures, chaque processus acquiert des connais-
sances supplémentaires sur le réseau, connaissances liés a la structure de controle éta-
blie. C’est a dire que chaque processus distingue certains de ses voisins comme étant
privilégiés. Les structures généralement utilisées sont ’anneau virtuel ou I’Arbre
Couvrant voir (1, 5, 9, 10, 11].

L’Arbre Couvrant permet la résolution de plusieurs problémes en algorithmique
distribuée tels 'exclusion mutuelle [12] ou la synchronisation ; il est lié aussi aux
problemes de calculs distribués de base tels la recherche d’extremum, etc...

Dans 'algorithme de Gallager, Humblet et Spira [5] (amélioré du point de vue
de la complexité temporelle par Awerbuch [1]), qui sert souvent de référence, il
n'y a pas immédiatement élection d’un leader et les poids des arétes doivent étre
tous différents, mais il construit un Arbre Couvrant de poids minimal (on peut
toutefois omettre la contrainte de poids différents en assurant des identificateurs
différents, cela nécessite cependant 2|E| messages supplémentaires). Pour les autres
auteurs {9, 10, 11}, les algorithmes de recherche d’Arbre Couvrant fournissent en
méme temps un leader (racine de l’arbre). Cette élection est en fait réalisée par
la recherche d’un maximum (ou d’un minimum) suivant la relation d’ordre totale
sur les entiers affectés aux identités des processus. Ainsi, le leader est parfaitement
déterminé, avant méme le début de I'algorithme, comme conséquence de I’hypothése
sur l'unicité des identificateurs.

Dans notre algorithme, en plus de I'obtention d’un Arbre Couvrant, nous effec-
tuons une élection d’un processus dont on ne peut, a priori, prévoir 'identificateur.
Il s’agit 1a d’une étape importante dans la recherche d’un algorithme élaborant une
structure de contréle réellement résistante aux pannes. En effet, si I’élu est prévi-
sible, il peut &tre la cible d’actions extérieures et, si c’est toujours le méme, sa charge
de fonctionnement est plus importante donc sa probabilité de tomber en panne est
alors aussi plus importante.

Notre travail s’appuie sur celui de Lavallée & Lavault. Nous présenterons donc
de maniére informelle ’algorithme d’Arbre Couvrant et d’élection d’extremum de
[9]. Nous montrerons ensuite comment nous avons fait évoluer ’algorithme afin
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de permettre une élection non-prédéterminée et un plus petit nombre de messages
échangés.

La comparaison de différents algorithmes distribués asynchrones d’Arbre Cou-
vrant a été effectuée a Paide d’un simulateur fonctionnant en paralléle asynchrone
sur une Sequent Balance 8000 (disposant de 10 processeurs). Les résultats des ex-
périmentations sur différents réseaux sont donnés en annexe avec la description de
notre algorithme en PASC (variante non bloquante de CSP - voir {8]).

2 Hypotheses

Classiquement, nous supposerons assurées les conditions suivantes :

e Les communications sont asynchrones non bloquantes - Chaque processus dis-
pose d'un tampon borné. (Il est possible d’utiliser un réseau de communication
synchrone a condition de pouvoir executer plusieurs processus par nceud - voir

[4])-

e Les liaisons sont bidirectionnelles - les messages peuvent se croiser sur une
ligne.

o Il n’y a ni perte, ni duplication, ni modification de message (fonctionnement
non byzantin).

e Les délais de transmission sont finis (mais non bornés).

e Si des messages arrivent simultanément, ils sont pris en compte séquentiel-
lement.

e Il n’y a pas de panne de processus.

e Il n'y a pas de déséquencement des messages - les messages ne peuvent se
doubler sur la ligne ; c’est la discipline FIFO “First In, First Out” (on peut
toujours se ramener a ce cas par l'ajout d’estampilles, voir [7]).

e Les seules connaissances accessibles pour un processus sont son identité et les
portes d’Entrée/Sortie (distinctes) qui ménent vers ses voisins.

e Toutes les identités des processus sont distinctes.

e Le graphe représentant le réseau des processus est connexe.

3 Algorithmes

3.1 Données

Chaque processus connait son identité 7, et gére deux tableaux Actif et Candidat
indicés par les numéros des portes vers ses voisins (par la suite, pour simplifier
Pécriture de I'algorithme, nous ne distinguerons plus identité d’un voisin et numéro
de porte : un processus y est un voisin immédiat de z ssi il appartient & I'ensemble
VOISINS de z).



3.2 Reésultat

Chaque processus connait 'identité de ses fils et de son pére (si ils existent) dans
une arborescence couvrante dont 'orientation est induite par la relation pere-fils.

3.3 Messages et variables des algorithmes

3.3.1 Messages échangés

Les messages échangés sont de type < tdentité, mot_clé, booléen, booléen >, ou
identité est l'identité de la composante émettant le message (maximum des identités
des processus de la composante) ;

mot_clé est un élément de I’ensemble {conn, ok, nok, cousin,nrac, maj,

fin}.
Les messages possibles sont :
< _, fin,_,_> : Message de terminaison propagé a tous deés que la fin de ’algo-

rithme a été détectée.
< a,conn,c,d > : Tentative de connexion vers un voisin n'appartenant pas, a
priori, & la méme composante.

< a,ok,_,_ > : Réponse a un < d',conn,_ > tel que a' < a (“je t’accepte
comme fils”).

< ., nok,_,_> : Réponse a un < a’,conn,_ > tel que a' > a (demande rejetée).

< _,cousin,_,_ > : Réponse & un < d’,conn,_ > tel que a’ = a (“nous appar-
tenons a la méme composante”).

< a,nrac,.,. > : Message de changement d’identité de ccmposante (nouvel-
le = a).

< _,maj,c,d > : Message de mise a jour des tableaux Actif et Candidat pro-
pagé de fils en pere a la condition qu’il y ait modification des variables locales libre
et ouvert.

< _,merge,c,d > : Message de mise a jour des tableaux Act:f et Candidat
propagé inconditionnellement jusqu’a la racine du fragment.

3.3.2 Les variables req, libre, ouvert et les tableaux Actif et Candidat

On définit pour tout processus z et pour tout voisin y de z, les propriétés sui-
vantes :

o y est candidat pour z ssi y appartient a priori a un autre fragment d’identité
supérieure ou bien si y est un fils de z et y est ouvert.

o x est ouvert ssi il existe au moins un voisin qui soit candidat pour z.

e y est actif pour z ssi y appartient a priori & un autre fragment ou bien si y est
un fils de z et y est libre.

e  est libre ssi il existe au moins un voisin qui soit actif pour «

Aux propriétés “étre actif pour” et “étre candidat pour” sont associées respecti-
vement deux tableaux de booléens : Actif[ | et Candidat| ].

Aux propriétés “étre libre” et “étre ouvert” sont associées respectivement deux
variables booléennes : libre et ouvert.
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Si on note Var, la variable Var du processus y (voisin de ) telle que I’on
a pu la déduire d’apres les messages échangés, il est important de remarquer que
Vary = a ne signifie pas Var = a au méme instant pour le processus y. En effet,
notre hypothése d’asynchronisme implique qu’il n’y a aucun moyen, dans le cas
général, de s’assurer qu’une variable ait effectivement une valeur donnée a un instant
donné.

Si = ne dispose d’aucune information sur un voisin y (c’est & dire qu’aucun
message n’a été émis de y vers z) z le considére par défaut comme actif et candidat.

La variable req, du processus x, contient la valeur VRAI ssi un message conn
a été émis de z vers un voisin y (cette variable n’a donc de sens que pour la racine
du fragment qui seule possede le privilege d’envoyer ces messages) et que la réponse
n’a pas encore été regue. Il faut remarquer que le fait d’attendre une réponse a
une demande de connexion n’empéche pas d’accepter (ou de refuser) des demandes
d’autres voisins (y compris de y car deux messages peuvent se croiser sur une ligne).

3.4 Description de 'algorithme de Lavallée - Lavault

Nous avons adapté la description de I’algorithme de [9], sans rien changer a
I'essentiel, dans le but de simplifier I’amélioration que nous proposons.

3.4.1 Démarrage de Palgorithme

Pour lancer I'algorithme, un ou plusieurs noeuds s’éveillent spontanément (pas
forcément en méme temps) et envoient & un de leurs voisins un message conn
exprimant une demande de fusion.

Un nceud non éveillé qui regoit un message s’éveille alors spontanément, initialise
ses variables et peut, de fagon non déterministe, soit envoyer un message conn, soit
lire le message regu. Il est possible d’améliorer ’algorithme de fagon assez consi-
dérable si on considére qu'en cas de réveil par message, un nceud se “fusionne”
spontanément a ’émetteur.

3.4.2 Regles de fonctionnement

e Seule la racine du fragment peux envoyer un message conn vers un candidat.

e Lorsque l'on a émis un message conn on attend la réponse avant d’en envoyer
un autre.

¢ On accepte un message conn ssi l'identité du fragment porté par le message
est strictement inférieure a la sienne.

® On met a jour les tableaux Actif{] et Candidat|] quand nécessaire.

o On arréte (Terminaison) si pour une racine, il n’y a plus de voisins (y compris
les fils) qui soit actif.



3.4.3 Réception d’un message conn

1. Soit l'identité du fragment de 'émetteur (portée par le message) est inférieure
a l'identité du fragment du receveur et alors il y a fusion. Pour réaliser cette
fusion, le receveur répond par un message ok au processus émetteur et dé-
sormais le considére comme un fils non-candidat (tant qu’il n’a pas recu le
message merge).

2. Soit l'identité des fragments sont identiques, alors les deux nceuds appartien-
nent au méme fragment. Dés lors, le receveur ne considere plus ce voisin comme
actif et par conséquent plus comme candidat. De plus, il lui renvoie un message
cousin.

3. Soit I'identité du fragment de I'’émetteur est supérieure, alors la connexion est
rejetée. Le receveur renvoie un message nok et considére ce voisin comme can-
didat (méme s'il ne I’était plus). Il ne peut pas le considérer d’emblée comme
pére car cela reviendrait a autoriser des demandes de connexion par d’autres
noeuds que la racine du fragment et donc contredirait les régles précédentes.

Dans tous les cas, si la modification des tableaux Actif[ | et Candidat| ] entraine
une modification de libre et/ou ouvert, le receveur doit signaler cette modification
par un message maj vers son pere.

3.4.4 Réception d’un message ok

1. Soit ce message provient d’un fils y et alors le receveur doit effectuer les actions
suivantes :

(a) Propager le message ok vers son pére,
(b) Considérer son pére comme un fils,
(c) Affecter a la variable pere l'identité y.

C’est a dire que, suite a la remontée du message ok vers la racine du fragment
absorbé, le sens fils-pére sur cette branche est inversé (path reversal).

2. Soit ce message provient d’un voisin non-fils qui devient alors le pere du rece-
veur. De méme que dans le premier cas, il doit propager le message vers son
ancien pere qu'il considérera désormais comme un fils.

Si le receveur n’avait pas de pére, alors il était racine du fragment et doit main-
tenant diffuser la nouvelle identité de fragment vers ses fils par le message nrac.
Il doit ensuite envoyer un message merge vers son nouveau pere (I’émetteur) pour
que celui-ci puisse éventuellement le considérer a nouveau comme candidat.

Dans les cas précédents, il y a mise a jour des tableaux Actif[ | et Candidat| |
puisqu'un pere n'est ni actif ni candidat. Le nouveau fils est lui considéré comme
seulement actif (jusqu’a I’éventuelle modification apportée par merge).

Enfin, le receveur du message ok prend pour identité de fragment celle que le
message véhicule.



3.4.5 Réception d’un message nok

1. Si le message provient d’un fils et si le receveur n’a pas de voisin (ou fils)

. candidat alors le message doit étre répercuté vers son pére. Dans le cas ou le

receveur a au moins un candidat, il peut renvoyer un message conn vers ce
candidat.

2. Soit le message provient d'un voisin non-fils et alors le receveur ne doit plus
considérer I’émetteur comme candidat. Ensuite il se comporte ccmme dans le
cas précédent.

Si le receveur n’a pas de pere, c’est qu'il est racine du fragment et donc qu'il
peut alors affecter reg & FAUX et ainsi s’autoriser a émettre un nouveau message
conn vers un candidat. Dans le cas particulier ol il n’a pas de candidat, il ne peut
qu’attendre un message de type maj ou merge pour changer d’état.

Dans les cas précédents, la mise a jour du tableau Candidat| ] suit la remontée
vers la racine du message nok (un des paramétres du message étant la variable
ouvert.

3.4.6 Réception d’un message cousin

1. Soit le message provient d’un fils et dans ce cas il se comporte comme pour
message nok. C'est a dire que si le receveur n’a plus de candidat il propage
le message cousin vers son pére, sinon il renvoie un message conn vers un
candidat.

2. Soit le message provient d’un voisin non-fils et alors le receveur doit considérer
I’émetteur comme non-actif et non-candidat. Le receveur, comme précédem-
ment, doit aussi propager le message vers son pere dans le cas ou il n’a plus
de candidat.

Dans tous les cas, il y a mise & jour des tableaux Actif| ] et Candidat|] et, si
il y a modification des variables libres et/ou ouvert, cette mise & jour est propagée
vers le pere avec le message maj.

3.4.7 Réception d’'un message merge

Ce message ne peut venir que d'un fils et apporte comime information I’état des
variables libre et ouvert de I’émetteur. Le receveur doit donc prendre en compte ces
valeurs pour modifier en conséquence ses tableaux Actif[] et Candidet|]. Ces mo-
difications entrainent éventuellement une évolution de ses variables libre et ouvert.
Les (nouvelles) valeurs de ces variables sont enfin transmises par un message merge
vers le pére du receveur pour propager la mise a jour.

3.4.8 Réception d’un message maj

Ce message se comporte de la méme fagon que le message merge 4 la différence
qu’il n’est propagé vers le pére du receveur que si la modification des tableaux
Actif[] et Candidat|] entraine une modification des variables libre et/ou ouvert.
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3.4.9 Réception d’un message nrac

Ce message ne peut venir que du peére du receveur. Ce dernier prend comme
identité de fragment la valeur véhiculée par le message et propage le message a ses

fils.

3.4.10 Emission et réception d’un message end

Ce message est un message de terminaison. Il est émis par la racine (du dernier
fragment restant) lorsqu’elle n’a plus de voisins (y compris ses fils) actif, c’est a dire
que la variable libre a la valeur FAUX. Par conséquent, Ce message peut étre la
conséquence de tout message susceptible de modifier le tableau Actif|].

Le receveur d’un message end doit d’abord le propager vers ses fils puis s’arréter.

3.5 Un nouvel algorithme

Dans lalgorithme précédent, il y a en fait deux nceuds particuliers : la racine
(fixe) du fragment et le nceud muni du privilege d’émission du message conn. Ici, ces
deux nceuds sont confondus en un seul. Ainsi, le nceud muni du privilége est la racine
et I'identité du fragment n'est pas nécessairement celle de la racine. Par conséquent,
notre algorithme présente un certain nombre de différences avec le précédent, a
savoir :

¢ Plus de mise a jour inconditionnelle,

e Des racines de fragment dynamiques.

Pour ce faire nous n’utiliserons plus le message merge et nous ajouterons le
message < _, jeton,c,d > : défini comme le message de passage du privilege “étre
racine du fragment”.

3.5.1 Emission et réception d’un message jeton

Le message jeton ne peut étre émis que par la racine du fragment. Il est émis,
lorsqu’il n’y a plus de voisins non-fils candidat, vers un fils y candidat. Apres avoir
émis ce message le noeud n’est plus racine du fragment : il a désormais y comme
pere. Le receveur du message considere donc qu'’il est désormais racine du fragment
et son ancien peére (qui lui a émis le message) devient un fils. Il y a donc inversion
du sens fils-pere sur I'aréte sur laquelle a circulé le message. Cette inversion donne
lieu & une modification des tableaux Actif[ ] et Candidat| ] et est véhiculée dans
les parametres du message. Le receveur du message jeton considérera donc son
nouveau fils suivant ses parametres.

Les conséquences de cette modification sont multiples ; d’'une part les messages
conn, nok, ok et cousin ne circulent plus que sur les arétes sortantes du fragment
et, d’autre part, la racine n’est plus fixe. De plus, le message merge n’a plus lieu
d’exister puisque le message ok arrive nécessairement sur la racine du fragment.
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3.6 Etude de ’algorithme modifié

Lemme 1 Les fragments construits par l'algorithme sont des arbres (il n’y a pas de
génération de cycles).

— T\ : mesg. conn

: fragment

"""""""" : arete sortante

arefuse ¢,
sa<bcce= b accepte a,
c accepte b.

Figure 1 : exemple de fusions

Preuve : Les identités des processus induisent un ordre total sur les fragments
car 'ensemble des identités des fragments est un sous-ensemble de ’ensemble des
identités des processus. La regle d’acceptation (ok) d’un message conn induit une
structure de demi-treillis fini. Le graphe d’un tel demi-treillis est sans cycle (voir
(2, 3] et I’exemple de la figure 1 : il n’y a pas de circuit de créé car a refuse la
demande de connexion provenant de c). a

Lemme 2 Dans un fragment donné, il y a toujours un unique processus privilégié
(qui est la racine du fragment) ou bien il n’y en a aucun et un message jeton est
en cours de transmission sur une aréte appartenant a ce fragment.

Preuve : Par récurrence sur le nombre p de nceuds dans le fragment ; pour
p = 1 la proposition est vérifiée car au départ tout processus est privilégié.

Si la proposition est vraie pour tout ¢ < p alors la proposition est vraie pour
p+k (k < p). En effet, supposons que le fragment F' de taille p envoie un conn via
son processus privilégié ¢ vers le processus j appartenant au fragment F de taille
k ct que idcomp; < tdcomp;. j renvoie alors ok qui provoque sur F' une mise &
jour d’identité et une perte de privilege. Comme il y a toujours un privilége dans le
fragment F' le fragment formé posséde toujours un et un seul privilege ou bien ce
meéme privilege est en transit pendant la construction via le message jeton. a

Lemme 3 Pour toute aréte (x,y) sortante d’un fragment, s’il n’y a plus de mes-
sage en transit sur l'aréte et si, en x, Candidatly] est égal @ FAUX, alors, en v,
Candidat([z] contient VRAL



Preuve : Directement d’apres la gestion des tableaux Actif et Candidat : sur
Varéte (z,y), lors de la réception de cousin ou ok, I'aréte n’est plus une aréte
sortante. Sur réception de conn, soit il y a acceptation (ok) et I’aréte devient une
aréte interne, soit il y a rejet (nok) et = n’est plus candidat pour y et inversement
y devient candidat pour z. 0

Lemme 4 Pour toute aréte sortante (z,y), Si, en z, Candidat|y] contient la valeur
VRAI alors, Actif(y] contient la valeur VRAL

Preuve : Evident d’apres les définitions. a

Lemme 5 Si pour le neeud racine d’un fragment, la valeur de la variable libre est
FAUX et si il n’y a plus de message conn ou jeton en transit, alors l’algorithme
est terminé et la réciproque est vraie.

Preuve : Par définition, si libre contient FAUX cela signifie qu'il n'y a pas
d’aréte sortante, donc, que le fragment considéré est le seul restant (le graphe étant
supposé connexe) et de ce fait, que I’on a construit un Arbre Couvrant. (S’il n’y a
plus de message conn en transit alors la variable req contient FAUX ; Siil y a un
message jeton en transit alors il n'y a pas de nceud privilégié dans le fragment).

La réciproque est évidente. m]

Lemme 6 Si Actif(y] est VRAI pour un processus z, alors au bout d’un temps fini
Actifly] devient FAUX (et ne redevient jamais VRAI).

Preuve : Supposons qu’il existe donc une aréte (x,y) et que y soit actif pour z ;
remarquons que d’apres le lemme 1, il n’y a pas de circuit de créé, par conséquent
aucun message ne peut circuler dans une boucle. Supposons que y soit candidat pour
z (sinon d’aprés le lemme 3, en y, Candidat|z] contient la valeur VRAI).

a) Si = est la racine de son fragment, il pourra envoyer un message conn vers
y. Si la réponse est nok, alors = devient candidat pour y tandis que y n’est plus
candidat pour z, si la réponse est < ok > alors = n’est plus racine du fragment.
Enfin, si la réponse est cousin, alors Actif|y] est affecté & FAUX (et il n’y a aucun
moyen de changer cette valeur).

b) Si z n’est pas la racine de son fragment, alors, son pere est ouvert et le pére
de son pére, ainsi de suite jusqu’a la racine du fragment. Puisqu’il n’y a pas de cycle
et que d’apres le lemme 5 'algorithme ne peut pas étre terminé, le nceud z sera donc
examiné au bout d’un temps fini. C’est a dire qu’au bout d’un temps fini le nceud z
deviendra a son tour racine de son fragment... a

Théoréme I Si le réseau est conneze lalgorithme termine et construit un Arbre
Couvrant.

Preuve : Conséquence des lemmes précédents : lorsque le processus racine de
I’Arbre Couvrant a ses variable libre et reg a FAUX (il n’y a plus de message en
transit), il envoie alors vers ses fils (qui le propagent) le message fin puis s'arréte.
Si le réseau n’est pas connexe alors ’algorithme construit un Arbre Couvrant sur
chaque composante connexe. O
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3.7 Complexité
3.7.1 Les mesures de complexité

La complexité d’un calcul dans un systéme distribué est évaluée selon deux pa-
rametres : les communications et le temps. La complexité en communications de
l’algorithme est mesurée par le nombre de messages échangés, dans le pire des cas,
durant une exécution de ’algorithme. Dans notre cas, un message contient au plus,
O([1g(maz(I))]) bits' (ol I est 'ensemble des identificateurs)

La complexité en temps est mesurée comme étant le nombre maxiraum d’unités
de temps écoulées depuis le début de 'algorithme en considérant un observateur
global extérieur.

Le nombre de bits par message étant borné, nous ne considérerons que la com-
plexité en nombre de messages de 1'algorithme (puisqu’il est facile d’en déduire la
complexité en nombre de bits).

Pour l'analyse concernant le temps, nous supposerons qu’il existe une borne
maximum sur le délai de transmission d'un message qui est au plus une unité de
temps d’une horloge globale. Cette supposition est uniquement utilisée pour I’ana-
lyse des performances de ’algorithme et ne peut étre utilisée pour prouver sa validité.
Supposons de plus que lorsqu’un processus regoit plusieurs messages en méme temps
(de voisins différents), il traite ces messages dans 'ordre de la relation d’ordre stricte
sur les 1dentités des processus émetteurs. Ceci casse le non-déterminisme implicite
associé au fonctionnement asynchrone, et ainsi, nous pouvons considérer, dans la
mesure ou 'on ne cherche que des mesures de complexité, que 'algorithme est un
algorithme asynchrone, message-driven, s'exécutant dans un systéme distribué syn-
chrone.

Avec cette hypotheése et dans le but de simplifier I’analyse, nous pouvons alors
introduire la notion de phases virtuelles. Une phase peui étre considérée comme
I'équivalent d’un cycle d’horloge (globale). Durant chaque phase de I’algorithme, les
neceuds du réseau peuvent (éventuellement) recevoir des messages, exécuter un calcul
local et envoyer des messages qui seront requs au début de la phase suivante. Par
exemple, un certain nombre d’opérations de base, telle la comparaison entre deux
identités, peuvent étre effectués durant une phase.

3.7.2 Nombre de Phases et Complexité temporelle de I’algorithme

Contrairement a [5], on ne peut pas supposer ici un accroissement équilibré des
fragments durant une phase de ’algorithme, cela nous conduit 3 introduire la notion
d’étape.

Définition 1 Une étape de l'algorithme est définie comme le processus de fusion
complet de deuz fragments dans le processus général de fusion mis en cuvre pour
trouver un Arbre Couvrant.

1On notera par lg(z) la fonction logarithme & base 2
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Il faut noter que ’algorithme est supposé étre message-driven. Comme définit
ci-dessus, une étape peut étre considérée comme une phase globale de ’algorithme
et peut nécessiter plusieurs cycles d’horloge.

Toute étape de 1'algorithme contient alors au plus un nombre donné de phases,
c’est & dire qu’elle contient un nombre donné de messages. Calculons d’abord le
nombre maximum d’étapes nécessaires a l’algorithme.

Lemme 7 Soit L une fonction dérivable définie sur |0, +oo|.

(i) la propriété L(xy) = L(z) + L(y) (z,y > 0) est vraie ssi L est la fonction
logarithme logz. Si L(2) = 1, L est la fonction logarithmique de base 2 (notée lgz
(z > 0)).

(1) La propriété L(zy) < L(z) + L(y) + A (z,y > 0, A > 0) est vraie ssi L
est une fonction pseudo-logarithmique L(z) telle que L(z) < Clogz < L(z) + A,
pour des constantes C > 0 et A > 0. Si L(2) = 1, L est telle que L(z) = O(lgz)
(C >0, z>0).

Preuve : (i) est la propriété caractéristique de la fonction logarithmique.
Lorsque log(2) = 1, cette fonction est la fonction logarithmique de base 2.

(77) est une propriété qui est valide pour toute fonction L(z) définie comme
ci-dessus et telle que L(z) < Clogz < L{(z)+A (A 20, C >0, z > 0), et
réciproquement. La preuve de (i) est similaire a celle de (7). Quand log(2) = 1,
log = est la fonction logarithmique de base 2 et L(z) = ©(logz) (z > 0). O

Lemme 8 Le nombre mazimum d’étapes (de fusion) S(n) nécessaires d l’algorithme
pour trouver un Arbre Couvrant sur un réseau de taille n est S(n) = O(lgn).

Preuve : La preuve se fait par induction sur n.

Nous savons (lemme 7 (%)) qu’une fonction pseudo-logarithmique est la seule
fonction dérivable définie pour z,y > 0 telle que la propriété L(zy) < L(z)+ L(y) +
A (z,y >0, A > 0) soit valide.

Soit S(n;) le nombre maximum d’étapes de fusion nécessaires a l’algorithme
pour construire un fragment F;,, (i.e. un fragment de taille n,) et S(n,) le nombre
maximum d’étapes de fusion pour construire F,, (i.e. un fragment de taille n,). S
est de plus une fonction croissante.

Considérons S(n;) et S(nz) (n; > 2, n, > 2), et deux entiers, p; et p,, tels que
2<p <net2<p<n,.

L’hypothese d’induction est donnée par I'inégalité suivante :

(Vny,ng entiers > 2) S(ny X ny) < S(n1) + S(nz) + a (a > 0). (1)

Pour n; et n, égaux a 2 on a:

S(2 x 2) = S(4) = S(2) + 5(2) + 1
Etape de I'induction :
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En supposant que (1) s’applique pour S([n;/pi] X [n2/p2]), nous montrons
quelle s’applique aussi pour n; X ng, avec n; = p* et ny = pk (k> 1).
S étant une fonction croissante nous avons :

(V2 < p1 < n1)(V2 < pp < na)
S(l-nl X nz/(Pl X Pzﬂ)

< S([ni/p1] X [n2/p2])
< S([n1/p1]) + S([n2/p2]) + <,

1.e.

(VP1)(Vp2) S([n1 x n2/(p1 X p2)1) < S(ny) + S(n2) + (2)

Maintenant, considérons le produit cartésien de deux graphes G, = (V;, Ey)
et Go = (V3, E»), telles qu'il est défini dans {2]. Si |Vi| = n, et |Va| = n,, alors
Gy x G, = (V, E) est tel que |V| = n; X ny, et alors,

(Vp1 X p2 < ¢ < min(ny,n3)) (36 > S(q)) S(ny X n2) < S([ny X nafq]) + 8. (3)

Dong, de (2) et (3),

S(ny x n2) < S([ny x n2/(p1 X p2)]) + a + B,

qui conduit au résultat :

S(ny x nz) < S(ny) + S(n2) + A (A >0),

st n, et ny sont des puissances de p, et p, respectivement. Donc, S(n) est une fonction
pseudo-logarithmique de la forme S(n) = 9(lgn). 0

On peut remarquer que le point clé de la preuve est le fait que pour tout entier
g < n, il existe une constante 3 > S(g), telle que 'inéquation de récurrence S(n) <
S([n/q]) + B s’applique. Quels que soient les entiers g et n, ceci reflete la force de la
propriété de Sollin qui, associée aux regles de combinaison, assure un petit nombre
total d’étapes de fusion. '

Quand ¢ = 2, ayant S(2) = 1, I'inéquation de récurrence mene i ’équation de
récurrence S(n) = S(n/2)+p3, qui a comme solution S(n) = lg(n). Ce cas correspond
a une croissance équilibrée des fragments.

Si 3 était de l'ordre de n, la preuve échouerait et le nombre d’étapes serait d’an
moins Q(nlg(n)).

Maintenant calculons le nombre de phases de ’algorithme.

Théoréme II Le nombre mazimum de phases de l’algorithme nécessaire pour trou-
ver un Arbre Couvrant dans des réseauz quelconques de taille n est ©(lgn).
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Preuve : Toute étape de 'algorithme contient au plus un nombre donné de
phases, c’est a dire au plus un nombre donné de messages.

Plus précisément, chaque étape de fusion implique un certain nombre de phases.
Toute phase de I’algorithme correspond a un événement d’émission-réception d’'un
ou plusieurs messages de base.

e Toute émission réception de message jeton est une phase de ’algorithme,

e Toute émission-réception de message conn est une phase de ’algorithme,

e Toute émission-réception de messages ok, nok, cousin est une phase de
l’algorithme,

e Toute émission-réception de messages nrac, maj est une phase de ’algo-
rithme,

o Toute émission-réception de message fin correspond i la derniére phase de
lalgorithme.

Le tout conduit & 7 phases de I'algorithme pour une fusion (correspondant aux
7 messages de base) plus une derniére phase pour compléter la construction de
P’Arbre Couvrant. Par conséquent, le nombre maximal de phases de aigorithme est

de O(8lgn). 0

Théoréme III Quels que soient les hypothéses sur le réseau, la complexité tempo-
relle de l’algorithme est au plus de O(Dlgn) ot D est le diamétre du graphe.

Preuve : Comme la plupart des algorithmes d’Arbre Couvrant, cet algorithme a
comme opération de base la comparaison. Chaque opération de base prend alors une
unité de temps. La construction d’un Arbre Couvrant dans un réseau quelconque de
taille n nécessite au plus n comparaisons par phase. De plus, le délai maximum de
propagation d’un message dans une phase est plus grand que le nombre maximum
d’opérations de base calculés dans la méme phase.

Si tous les processus s’éveillent en méme temps, au plus 7D unité de temps de
délai sont nécessaires dans le pire des cas (ceci vient des 7 messages possibles), ol
D est le diameétre du graphe G sur lequel s’étend le réseau. L’algorithme s’exécute
donc en O(Dlgn) unités de temps.

Il faut remarquer que D = O(n) dans le pire des cas, donc la complexité tempo-
relle dans le pire des cas est de O(nlgn) O

3.8 Nombre de messages

Soit G = (V, E) le graphe correspondant au réseau de processus, et soient n et e
définis comme suit :

V| =n > 2 (nombre de noeuds) et |E| = e > 1 (nombre d’arétes).

Soit Npot_ci¢ le nombre total de messages portant le mot-clé mot_cle ayant
circulé dans le réseau pour obtenir la terminaison de I’algorithme.

On a:

Nfin = n—1; (4)
Nok = n-— 17 (5)
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Nco'u.ain - € — (n - 1)) o (6)
Ncon‘n = Nok + Nnok + Ncouain; (7)

-1
05 Nnok Sn_('nT_): (8)

Pour les équations (4), (5) et (6) ; n — 1 vient du nombre d’arétes de I’Arbre
Couvrant. Plus précisément I’équation (6) provient du fait qu’une aréte sur laquelle
un message cousin a circulé n’est plus considérée dans le reste de I'algorithme et
est exclue pour la construction de I’Arbre Couvrant.

L’équation (7) est construite sur la remarque suivante : & tout message conn,
Valgorithme répond par un des trois messages suivants : cousin, ok ou nok. De
plus ces derniers messages ne sont émis que sur réception d’un message conn.

L’équation (8) contient un pire des cas ; le maximum étant atteint pour un
graphe complet dont les messages sont ordonnés précisément de la fagon suivante
(I'algorithme étant message-driven on peut caractériser son exécution par une suite
de messages) :

( no 3
B R | n-1 ™% g
conn nok
n—-1 — n-2 n—2 n—1
qui entraine J $  puis,
2 conn 1 1 nok 9
conn
= 2 | 2 % 1
n 3 n-2 n—-2 2% 5,
3 conn 1 qui entraine ) lﬂi 3 etc...
2 conn 3 3 -ik—) 2
jusqu’a
conn nok
n — 1 ui entraine 1= n
n—1 28 n d n 5 oa-1

d’ou la borne maximum de I’équation (8). La borne minimale est atteinte par
exemple pour un réseau en arbre dans lequel le pére est toujours d’identité supérieure
au maximum des fils et ol tous les processus, sauf la racine, s’éveillent en émettant
leur message conn vers leur pere.

Les messages nrac, sur le méme exemple, sont au nombre de (n — 1)(n — 2)/2.

3.9 Remarques et améliorations

Tout d’abord, I'exemple pris pour montrer I'existence de la borne supérieure
du nombre de messages nok a été déroulé de fagon synchrone (ce qui n’est pas
une limitation car une exécution synchrone est toujours un cas particulier d’une
exécution asynchrone mais c’est déja un cas de figure peu probable) et ensuite ’ordre
de circulation des messages est fortement lié & 'obtention du pire des cas. On peut
calculer la probabilité que survienne un tel cas en considérant qu'il faut, pour chaque
processus d’identité 7, qu’il choisisse comme candidat (3 une connexion) un voisin
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d’identité inférieure. Il y en a ¢ — 1. Par conséquent, la premiere phase du pire des cas

a comme probabilité (—n%(l;)lj qui, par la formule de Stirling, équivauvt a @

qui est inférieur a Z%-:—_lﬁ De méme, une phase p suivante peut étre majorée par 3’%
Il n’est pas nécessaire de calculer plus avant pour constater que la probabilité
totale d’obtenir une complexité en nombre de messages en O(n?) est trés faible et
devient proche de 0 quand n grandit.
En fait, deux idées d’implémentation leévent en partie le probléme (le rendent
encore plus improbable) :

e lcre idée : Gérer plus finement le tableau Candidat concernant les voisins
n’appartenant pas au fragment.

L’idée est la suivante : au lieu de deux valeurs possibles pour toute entrée 2
du tableau Candidat gérer trois valeurs : 0, 1 et 2 ; les valeurs 1 et 2 étant
toujours associés a la valeur de vérité VRAL La valeur 2 signifiant pour la
procédure SELECT que le candidat 7 est prioritaire. Ces candidats sont ceux
auxquels on répond par le message nok a une demande de connexion.

o 2éme idée : Toujours du fait du non-déterminisme de I’algorithme, un message
jeton peut étre émis de z vers j puis étre ré-émis de j vers ¢ et ceci de fagon
finie mais non bornée. Il est bien évident que d'un peint de vue pratique cette
derniere remarque n’est pas réaliste.

L’idée est, la encore, de gérer plus finement le tablean Candidat concernant les
voisins fils dans le fragment. De méme que précédemment, on divise la valeur
VRALI en deux sous-valeurs 1 et 2, 2 signifiant pour la procédure SELECT

“non encore visité”.

A priori, avec ces deux modifications, on risque de perdre le caracterz aléatoire de
I’élection. En fait expérimentalement, en simulation, I’élection est toujours aléatoire
donc a fortiori sur un vrai réseau cette propriété serait conservée. Nous obtenons
alors les résultats suivants :

N
2N log, Nsur I'anneau alterné

Nnok
Nmaj + Njeto'n. + Nnrac
Nmaj + Njeton + Nnrac

N MR

3N log, Nsur la grille-torique

On peut démontrer que ’élection n’est pas équiprobable, c’est & dire que pour
un réseau donné la probabilité d’étre élu n’est pas la méme pour tous les processus
mais, tous ont une probabilité non nulle d’étre élu.

Pour le calcul du nombre de messages nous avons toujours :

Ntotal = Ncmm + Nok + Nnok + Nmaj + Nnrac + Njeton + Nf:'n
2e+n—1+ 2Nnok + Nmaj + Nnrac + Njeton

16



Al

<5

Les 2e sont nécessaires a tout algorithme de construction d’A.C. ; ils correspon-
dent aux messages (externes aux fragments) de demande/réponse de connexion qui
doivent circuler sur toutes les arétes. On pourra donc comparer des algorithmes sur
le nombre de messages internes aux fragments.

Théoréme IV Notre algorithme nécessite, dans le pire des cas, 2e + O(n?) mes-
sages..

Preuve : 1l suffit de prendre comme réseau une chaine sur laquelle les sites sont
rangés par identité croissante. Supposons que les demandes de connexion initiales
solent lancées systématiquement vers un site d’identité supérieure. Supposons aussi
que les messages ok émis en réponse arrivent dans ’ordre suivant : le message en
provenance du site 2 en 1, puis 3 en 2 etc. (puisqu'ils sont d’identité tous distincts
ont peut les renommer au besoin pour l’analyse de 1 & n).

Alors les messages nrac seront émis de 2 vers 1, puis de 3 vers 2 propagé vers
1 ctc. Au total L"—"%("—'—z) messages nrac.

Pour les autres messages internes aux fragments, on peut trouver des compor-
tements similaires sur des cas particuliers bien choisis. En tout, ajoutés aux 2e

messages externes, on obtient 2e + O(n?).
a

3.10 Comparaison avec d’autres algorithmes

Notre algorithme est expérimentalement toujours meilleur que celui de Lavallée
& Lavault et est meilleur que celui de Gallager & al. dés que le nombre d’arétes
devient important (supérieur & 2n — voir annexes).

L’intérét de notre algorithme réside aussi dans son adaptabilité ; en effet, si ’on
apporte des hypothéses supplémentaires aux connaissances communes sur le réseau,
il est aisé de modifier 'algorithme pour les prendre en compte.

Par exemple, certains auteurs supposent le nombre de nceuds N connu (en fait,
il suffit qu’un seul connaisse V). La modification a apporter est la suivante : gérer
le nombre de nceuds dans chaque fragment construit et stopper 'algorithme dés que
le nombre de nceuds du fragment est égal & IV (au départ ce nombre est égal & 1,
puis & chaque fusion un message maj est lancé vers la racine du nouveau fragment
avec le nombre de nceuds du fragment fusionné - nombre géré par la racine - ’arrét
de Palgorithme suppose alors qu'il peut encore y avoir des messages en transit mais
que I'on peut ignorer sans probléme). Le fait de s’arréter sans attendre toutes les
réponses permet alors une plus grande efficacité au niveau du nombre moyen de
messages.

Pour d’autres auteurs, un sous-ensemble non vide de k processus sont initialisés
et tous les autres sont passifs. L’élu est alors un des k initiateurs. La modification
correspondante pour notre algorithme conduit aux considérations suivantes : préciser
si l’on s’éveille spontanément ou sur réception de message (dans notre cas forcément
un message conn). Dans ce dernier cas, accepter 'émetteur du message comme
pere et prendre son identité de fragment (répondre ok méme si son identité est
inférieure). L'élu en fin d’algorithme est alors pour nous toujours quelconque.
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On peut remarquer qu’aucune de ces hypothéses supplémentaires ne permet
d’améliorer le nombre de messages émis dans le cas de [’algorithme de Gallager
& al. Eu fait, la deuxiéme hypothése est méme totalement incompatible avec cet
algorithme : il est nécessaire pour son bon fonctionnement que tous les processus
s’éveillent au bout d’un temps fini.
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4 Annexes

4.1 Notations

Pour décrire 'algorithme, nous allons utiliser les notations suivantes :

V : ou logique,
A et logique,
*[Q] : itére @ jusqu’a ce que STOP soit invoqué (c.f. C.S.P. de Hoare [6]).

[P1 > Q1w P2 - Q2w..u Pn — Qn] : commande gardée (c.f C.S.P. de Hoare
[6]), si Pi est VRAI alors Q1 est exécutée ; si Pi et Pj (i # j) sont VRAI en
méme temps alors Q7 ou bien Q7 est exécutée.

Pz!! < mesg > : émission non bloquante d’un message vers le processus d’identité
x (voisin immédiat).

Py?? < mesg > : réception d’un message. Si le tampon d’entrée (commun & tous
les ports d’entrée) contient au moins un message, le premier arrivé (Stratégie
FIFO) est dépilé et les champs variables de mesg sont affectés. Dans le cas
ol le tampon est vide, la commande renvoie la valeur booléenne FAUX. Apres
I'exécution, y est égal a I'identité du processus émetteur.

On admettra, pour simplifier I’écriture de l’algorithme, qu’il n’y a pas de message
émis si 'on tente d’interpréter Pyp!! < mesg >.
Ces deux derniéres commandes sont les variantes non bloquantes des commandes

C.S.P., voir [8].

4.2 Procédures et fonctions

INIT /* Initialisation des variables */
pere := NIL; fils := §; idcomp := 1; req := FAUX;
Vk € VOISINS, Candidat[k] :=VRAI, Actif[k] :=VRAI

UPDT(y,¢,0) : /* Mise & jour des tableaux Actif et Candidat */
Candidatly] := o; Actif[y] := ¢,
libre := Vievorsins Actif[k];
ouvert := VkEVOISINS CandZdat[k],

SELECT() : /* Sélectionne un voisin par balayage des possibilités */
F := {k € VOISINS t.q. Candidat[k]}; ~
[F— fils #0 - F := F — fils;]
Mevorsinsk € F —Retourner(k);]
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4.3 L’algorithme

PROC i ::
INIT,
*[(pred = NIL) A =req A ouvert) —
z := SELECT();
[z € fils —
pred := z; fils := fils — {z}; UPDT(z,FAUX,FAUX);
P!t < _ jeton,libre, ouvert >;
]
x ¢ fils - P! < idcomp, conn, _, _ >;req := VRAI
]
.
(pred =NIL) A ~reg A -libre) — Vk € fils, P! < _, fin,_,_ >;STOP.
.
P,7? <id,mcl, €,0 >—
[mcl = fin — Vk € fils, P! < _, fin,_,_>;STOP.
[ ]
mcl = conn —
[id < idcomp —
P! < idcomp, ok, _, - >; fils := fils U {y}; Candidat[y] :=VRAI,
[~ouvert — P! < _,maj,libre, VRAI>;]
ouvert := \/, Candidat|k];
.
id = idcomp —
P! < _ cousin,_,_>; Actif[y] :=FAUX,
[libre # V, Actif[k] = Pped!! < -, maj,FAUX,FAUX>;]
UPDT(y,FAUX,FAUX);
n
td > idcomp —
P! < _,mok, _, - >; Candidat|y] :=VRAI,
[~ouvert — P,..4!! < _,maj,libre, VRAI>;]
ouvert :=VRAI;

]

» B

mcl = ok —
req :=FAUX, idcomp := id; pred := y;
UPDT(y,FAUX,FAUX); Vk € fils, P! < idcomp, nrac, _, - >;
[~ouvert — Ppe!! < _,maj,libre, ouvert >;]

[ ]

mcl = nok —
[y ¢ fils — Candidatly] :=FAUX; ouvert := V, Candidat[k];]
req :=FAUX;,

[

mecl = cousin - UPDT(y,FAUX ,FAUX); req :=FAUX;
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oy

n
mcl = nrac — idcomp := id;Vk € fils, B!! < id,nrac,_,_ >;
.
mcl = maj —
[pred # y —
Actif[y] := ¢£; Candidat[y] = o;
[(ouvert # V, Candidat[k]) v (libre # V Actif[k]) —
UPDT(y, ¢, 0);
P, < _,maj,libre, ouvert >;]
]
"
mel = jeton — pred :=NIL; fils := fils U {y}; UPDT(y,¥,0);
]

Anneau alterne

Grille-torique

Figure 2 : Deux des réseaux utilisés

4.4 Remarques

o Pour toutes les courbes qui suivent, chaque point représente la moyenne du
nombre de messages pour 10 exécutions simulés sur une Sequent Balance 8000. Les
réseaux aléatoires utilisés sont connexes et tels que les degrés minimum et maximum
de chaque nceud sont fixés. Pour les courbes concernant les réseaux en grille-torique,
I’échelle des abscisses (nombre de nceuds) a été choisie de sorte que les grilles résul-
tantes aient environ (& 1 preés) le méme nombre de nceuds en hauteur qu’en largeur.

e Tous les algorithmes requitrent 2e messages au moins (il est prcuvé que 'on
ne peut faire mieux que ces 2e - ils correspondent en effet aux messages essentiels -
externes aux fragments - : demande/réponse). Les algorithmes ne se distinguent en
fait que sur un facteur multiplicatif de N log, N (Palgorithme de Gallager & al. est
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donné pour un maximum de 2¢ 4+ 5N log, N). C’est pourquoi le nombre de messages
représenté sur chaque courbe ne prend pas en compte ces 2e.

o Les trés bons résultats de I'algorithme de Gallager & al. pour 'anneau alterné et
la grille-torique, sont dus surtout a une trées grande séquentialisation de I'exécution,
conséquence de 'introduction de niveaux. En effet, il n’y a que des fragments de
taille similaire qui peuvent fusionner entre eux. De plus, sur la grille-torique non-
permutée, les poids des arétes pour ’algorithme de Gallager & al. étant déterminés
par les identités des extrémités, 'arbre construit est forcément un arbre de plus
courts chemins ce qui entraine un faible nombre de messages internes aux fragments.

o Les écarts types sur le nombre de messages de 1'algorithme de Lavallée & La-
vault sont trés importants et varient suivant la taille du réseau (ils sont souvent
supérieurs & 10% du nombre de messages). Les écart-types sur le nombre de mes-
sages de notre algorithme sont aussi trés importants mais restent inférieurs a 10%.
Ces deux dernieres remarques mettent en évidence le c6té non-déterministe de ces
algorithmes.

e L’anneau alterné et la grille-torique (voir figure 2) out été choisis d’une part
pour la régularité de leur degré (respectivement 2 et 4) et d'autres part, ils s’averent
étre un pire cas (dans le sens du facteur sur le Nlog, N) pour les algorithmes de
Lavallée & Roucairol [10], Lavallée & Lavault [9] ainsi que pour notre algorithme.

4.5 Courbes
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Abstract

This special issue is devoted to the synchronous approach to reac-
tive and real-time programming. This introductory paper presents and
discusses the application fields and the principles of synchronous pro-
gramming. The major concern of the synchronous approach is to base
synchronous programming languages on mathematical models. This
makes it possible to handle compilation, logical correctness proofs, and
verifications of real-tirme programs in a formal way, leading to a clean
and precise methodology for design and programming.

1 Introduction: Real-Time and Reactive Systems

It is commonly accepted to call real-time a program or system that receives
external interrupts or read sensors connected to the physical world and out-
puts commands to it. Real-time programming is an essential industrial
activity whose importance keeps increasing. Factories, plants, transporta-
tion systems, cars, and a wide variety of everydays objects are or will be
computer controlled.

However, there is still little agreement about what the precise definition
of a real-time system should be. Here, we propose to call reactive a system
that maintains a permanent interaction with its environment! and to reserve

!The notion of a reactive system was first introduced in [14, 23}.



the word real-time for reactive systems that are in addition subjet to exter-
nally defined timing constraints. The broad class of reactive applications
therefore contains all real-time applications as well as non-real-time appli-
cations such as classical communication protocols, man-machine interfaces,
etc.

Safety is a crucial concern for reactive and real-time programs. In this
area, a simple bug can have extreme consequences. Logical correctness is the
respect of the input/output specification; it is essential in all cases. Tempo-
ral correctness is a further requirement of real-time applications: a logically
correct real-time program can fail to adequately control its environment if jts
outputs are not produced on time. Notice that the expressions “timing con-
straints” and “on time” should not be taken too literally, since constraints
are not necessarily expressed in terms of physical time; for example, “stop
in less than 30 meter” is a timing constraint expressed by a distance.

Historically, reactive and real-time applications mostly evolved from the
use of analog machines and relay circuits to the use of microprocessors and
computers. They did not benefit from the recent progress in programming
technology as much as did other fields. Although strongly technically re-
lated, the various application fields are treated by different groups of people
having their own methods and vocabulary, and little relation has been es-
tablished between them. The programming tools are still often low-level and
specific. Forinstance, one uses calls to specific operating systems to monitor
the communications between modules written in standard languages such as
assembly or C, and one writes non-portable programs designed to drive very
specific hardware units. )

The present situation must change rapidly. Modern applications will
require strong interactions between application fields that used to be sepa-
rated, and specific vocabularies or tools must be unified whenever possible
to keep large systems tractable. Low-level programming techniques will not
remain acceptable for large safety-critical programs, since they make behav-
ior understanding and analysis almost impracticable. As in all other fields of
computing, hardware independence will be forced by the fact that software
has a much longer lifetime than hardware. Finally, it will be necessary and
sometimes even required to formally verify the correctness of programs at
least with respect to their crucial safety properties. All these new require-
ments call for rigorous concepts and programming tools and for the use of
automatic verification systems.

The goal of this special issue is to present the synchronous approach to
reactive and real-time systems, as well as the associated software tools and



verification techniques. The synchronous approach is based on a relatively
small variety of concepts and methods based on deep, elegant, but simple
mathematical principles. Roughly, the main idea is to first consider ideal
systems that produce their outputs synchronously with their inputs. Such
synchronous systems compose very well and turn out to be easier to describe
and analyze that asynchronous ones. Furthermore, sophisticated algorithms
can take advantage of the synchrony hypothesis to produce highly efficient
code. Of course, the object codes are not really synchronous, but they are
often of predictable behavior unlike fully asynchronous code (predictability
is a key to correctly deal with speed issues of actual implementation; we
shall not study this point here, referring to the specific papers). Automatic
algorithms can adapt the resulting code to distributed architectures.

The synchronous programming concept was first introduced for software
in {14, 15, 16, 17], but one must say that it bears many similarities with
classical hardware concepts: in a clocked digital circuit, communication be-
tween subcomponents behaves as fully synchronous provided the clock is not
too fast. Clock speed is predictable and all CAD tools can actually report
to which clock speed a precise circuit can work.

Before presenting synchronous programming, we shall review the area of
real-time systems and the presently prevalent programming tools

2 Reactive and Real-Time Systems: Examples
and Main Issues

It is not our purpose to be exhaustive, but we feel it is necessary to analyse

some examples of how diverse reactive and real-time systems can be. We

shall first present the main application areas. We shall then present two case

studies in more detail. Finally, we shall mention the main issues in reactive
and real-time system development.

2.1 Application Areas

We list the applications areas in increasing order of complexity:

¢ Pure task sequencers are typically encountered in command boards,
man-machine interfaces, or more generally Computer Integrated Man-
ufacturing (CIM). They deal with sequence of tasks such as

PUT_OBJECT_ON_BELT; BELT_IN_MOTION;



DETECT_OBJECT; GRASP_OBJECT

Several elementary sequences may occur in parallel and cooperate for
instance via shared events (PUT_.OBJECT.ON_BELT can refer to events
shared by a robot and by a belt). Task sequencers can be objects of
high combinatorial complexity, so that the main issue here is to provide
a formal method to convert a specification, i.e. a description that is
easily understandable, into an efficient implementation, for instance
the transition table of an automaton.

Communication protocols are encountered in various kinds of net-
works, and in particular in real-time local-area networks. Similar com-
ments may be drawn as for tasks sequencers, in particular as far as
combinatorial complexity is concerned.

Low level signal processing of which sensor data processing and sig-
nal processing in digital communication systems are typical instances.
Digital filtering is here the basic item. At first sight, it can be consid-
ered as the direct adaptation of analog fitering to digital computing
techniques. But the rapidly growing use of adaptive filtering makes
digital signal processing evolve towards a computationally intensive
real-time activity. The main issue is to achieve high throughput, so
that it is desirable to handle both algorithm and architecture within
the same framework.

Industrial process control involves regulators that are supervised
viainternally or externally generated interruptions and sequential tasks.
The main challenge is to provide a tool that is flexible enough to sup-
port an easy specification, and powerful enough to guarantee that the
actual implementation meets the specification.

Complex signal processing systems such as radar and sonar in-
volve preprocessing of signals, followed by drastic data-compression via
detection-and-labelling, and then by logically complex data-processing
modules (data fusion, decision handling, ...). This resuits in computa-
tionally intensive real-time systems where many events are generated
and further combined to fire new computations. The same remarks
hold as for process control. The issue of speed becomes much more
important.



o Complex Control-and-Monitoring systems govern aircraft and
transportation systems as well as hazardous industrial plants. They
can involve thousands of sensors, hundreds of actuators, and dozens of
interconnected computer systems. Data can be processed in numer-
ous operating modes, for example for maintenance or safety purposes.
Heuristics of high combinatorial complexity typically may compose up
to 907 of the application software code. Highly distributed target ar-
chitectures must be considered. The safety constraints are obviously

critical.

e Finally, C3-systems (Command-Control-Communicate) or even C°J-
systems (‘I' for “Intelligent™) are encountered in military systems, in
air traffic control systems, and also in large ground transportation
systems. A further difficulty here is the highly distributed nature of the
architecture supporting the real-time system: subsystems are moving,
so that communication links cannot be considered as time-invariant.

2.2 A First Case Study: Automobile Control

Transportation systems involve numerous reactive systems, some of which
bear severe real-time constraints. Les us take an automobile as an example.

There are or will be specific controllers for fuel injection, brakes, sus-
pension, direction, etc. Each of those involves reactive programs that do
numerical computations and have numerous functioning states, in particu-
lar because of hardware failure handling.

In the future, all these controllers will not stay independent of each
other. They will have to be linked together for global coordination, for
instance, to make cars lean inwards in curves. Coordination can be per-
formed in two ways: either by distributing information from each controller
to the other ones, thus making each of them much more complex, or by
building a centralized controller that is itself a complex reactive system. In
both approaches, there will be no easy solution and the safety problems will
greatly increase. Linking the controllers together will be done by local area
networks, involving themselves fast protocols which are non-trivial reactive
programs.

At the user end, panels and man-machine interfaces will be computer-
ized. Again, this will involve numerous reactive programs. Furthermore,
one of the essential functions in car automation will be failure detection and
reporting. This difficult area is often under-estimated: the messages to the



user or reparer should be simple and should not involve dozen of individual
failures. This will require a clever mixture of reactive programming, signal
processing, and heuristics.

Similar situations of course appear in almost all transportation systems.
For automobiles, there is a rather strong additional constraint: the price of
hardware should as small as possible, which means that programs are also
sub ject to severe size constraints.

2.3 A Second Case Study: Speech Recognition Systems

Speech recognition systems are do not bear hard real-time constraints : the
time response between the input (spoken language) and the output (text on
screen or input to some other system) may be only loosely constrained. Nev-
ertheless, the continuous speech signal must be processed on-line to avoid
unbounded buffering. Hence continuous speech recognition is a good pro-
totype of application where high-speed numerical preprocessing as well as
complex symbolic postprocessing is required. Similar examples are found in
data communication, pattern recognition, military systems, process moni-
toring and troubleshooting systems. We describe here briefly the speech-to-
phoneme recognition system developed at IRISA [7]. Its overall organization
is shown in the figure 1. The originality of this system lies in its use of a
segmentation of the continuous speech signal prior to any recognition. The
automaton supervises the segmentation; it fires small modules to compute
cepstra, a representation of the spectral characteristics of the signal, asso-
ciated with detecied segments as well as some acoustic/phonetic cues. All
these modules are numerically oriented. Finally, high level processing is per-
formed following a technique close to Hidden-Markov Model (HMM) meth-
ods [22] : maximum likelihood decoding based on a stochastic automaton.
This is again a numerically as well as logically oriented module.

To illustrate further how signal processing algorithms may give rise to
reactive systems, let us give additional details on the segmentation module.
The outcome of this processing is shown in the figure 2. The segmentation
procedure is mainly numerically oriented and is performed on-line. Detec-
tion of change occurs with a bounded delay, so that the speech signal must
be reprocessed from the estimated change time. Furthermore, some local
backward processing of the speech signal is also needed. Hence, while this is
still a real-time processing of speech signal, its timing is far from being triv-
ial. Therefore, writing a real-time oriented programming of this processing
in C or FORTRAN is a tedious and error-prone task.
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Figure 1: A speech-to-phoneme recognition system

To summarize, this example is a good prototype of a complex real-time
signal processing application. It may be compared to radar systems for
example.

2.4 Reactive and Real-time Systems — Major Issues

Most reactive and real-time systems naturally decompose into communi-
cating concurrent components. The programming architecture must follow
this decomposition. Hence, all aspects related to concurrency are impor-
tant: communication, synchronisation, organisation of the computational
flow. We shall refer to these aspects as qualitative ones. The timing con-
straints imposed on real-time systems also impose to consider quantitative
aspects mostly related to the speed of computations. Here are the major
issues related to these aspects:

e Use modular and formal techniques to specify, implement,
and verify programs. The specification-inplementation cycle is a
major issue in the software life cycle. Modular programming is nec-
essary to reflect the conceptual architecture into the programs them-
selves. Relying on a discipline of programming based on manual trans-
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Figure 2: The segmentation module.
imposed on the signal (top line). Subsequent lines show the behaviour of
several auxiliary quantities (the divergence tests) that are computed on-line
to perform the segmentation. As a byproduct of the processing, the auxiliary
labels “v” and “nv" indicate voiced and unvoiced segments respectively.

The detected segments are super-



lations from specification to implementation is known not to guarantee
enough safety. One should therefore provide modular tools that for-
mally and inherently guarantee the equivalence preserving throughout
the specification — implementation process and give access to formal
verification techniques. Notice that these tools must perform non-
trivial transformations, since there is usually no perfect match between
the functional architecture and the target computer architecture.

Encompass within a single framework all reactive aspects, i.e.
communication, synchronisation, logic, computational flow. Having
to deal with several frameworks can break the coherence of the global
chain. This constraint may be somewhat relaxed if the interface be-
tween frameworks is very cleanly defined and permits useful reasoning.

Deal with distributed target architectures. The need for dis-
tributed architecture can come either from performance requirements
or from geographical constraints within the application.

Preserve determinism whenever possible. A system is said to be
deterministic if a given sequence of inputs always produces the same
sequence of outputs. Any sensible functional description of the kind of
real-time system we discussed {information processing, control, C3, ...)
should be obviously deterministic in this sense : there is no reason the
engineer should want its procedure to behave in some unpredictable
manner. Furthermore, even when the implementation of a complex
system is globally non-deterministic, most parts of it are individually
deterministic. Since deterministic programs are much simple to an-
alyze and debug that non-deterministic ones, tools should not force
non-determinism unless specifically required to. There are obviously
subtle trade-offs between determinism and concurrency when imple-
mentation issues are considered.

Consider issues of speed. In all cases, the executable codes should
be efficient and avoid overheads due to unnecessary run-time communi-
cations. Execution times should be predictable whenever possible. For
real-time systems, if object code efficiency is not enough to guarantee
the respect of timing constraints, timing issues should be incorporated
in the model.



3 Real-Time Programming: the State of the Art

We review the techniques classically used for real-time according to the
above issues (see [9] for a more complete presentation):

e Connecting classical programs by making them communicate using OS
primitives. This is the most common way of doing things. There is
presently a lot of experience of using this technique, but its drawbacks
are rather numerous and severe. There is no single object to study,
but a set of more or less loosely connected programs. Understanding,
debugging, and maintaining applications is hard. For the same reason,
there is little room for clean automatic program behavior analysis, and
therefore no way of formally guaranteeing safety properties. Last, op-
erating systems are generally somewhat non-deterministic, unless they
are reduced to trivial sequencers, which in turn makes programming
harder.

e Using finite-states machine, also called finite automata. These ob jects
have numerous advantages: they are deterministic, efficient, they can
be automatically analyzed by numerous available verification systems.
However, they have a severe drawback: they do not directly support
hierarchical design and concurrency. A small change to a specification
can provoke a complete transformation of an automaton. When they
are put into cooperation, separately small and pretty automata can
yield a big ugly one. As soon as they are large, automata become
impossible to understand for human beings.

e Using Petri Nets or Petri-Net based formalisms such as the GRAFCET
(24, 11]. Such formalisms are commonly used for comparatively small
applications. They naturally support concurrency, but they lack mod-
ular structure and often lack determinism. They do not scale up well
to big applications.

e Using classical Concurrent Programming Languages such as ADA [6] or
OCCAM [13). These languages take concurrency as a primary concern
and support modularity. They permit their user to see a single pro-
gram for a concurrent application. However, they are essentially asyn-
chronous and non-deterministic: although a communication is seen as
a synchronization between two processes, the time taken between the
possibility of a communication and its actual achievement can be ar-
bitrary and is unpredictable. When several communications can take
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place, their actual order is also unpredictable. For all these reasons,
such languages are hardly adequate for real-time programming. Fi-
nally, automatic program verification is often not feasible since asyn-
chrony makes the programs state spaces explode. See {9] for more
details.

4 The Synchronous Approach to Reactive and
Real-Time Systems Specification, Design, and
Implementation.

We now turn to the synchronous approach and show that it reconciles all
aspects discussed in the previous sections: it makes deterministic hierarchi-
cal concurrent specification and programming possible, it leads to efficient
and controllable object code, and it makes it possible to use automatic ver-
ification tools by avoiding or at least reducing the state space explosion
problem.

The basic idea is very simple: we consider idea! reactive systems that
produce their output synchronously with their input, their reaction taking
no observable time. This is akin to the instantaneous interaction hypothesis
of Newtonian mechanics or standard electricity, an hypothesis which is well-
known to make life simple and to be valid in most practical cases. The
main simplification lies in the fact that sets of ideal system compose very
well into other ideal systems. In the synchronous model, a system can
be decomposed into concurrent subcomponents at will without affecting its
observable behavior even w.r.t. timing issues.

To illustrate the synchrony hypothesis, we shall start from two extreme
examples. First, we discuss the case of sequential tasks. Then, we discuss
the case of regulators in process control or adaptive filtering in signal pro-
cessing. Based on the first example we introduce the synchronous model
as an idealization of reactive systems where internal actions and commu-
nications are instantaneous. Based on the second example, we introduce
the synchronous model as dealing with system of interconnected dynamical
equations (the block-diagrams of signal processing or control sciences), or,
equivalently, as a description of the traces. Then we show how both points of
view may be interchanged or mixed together, leading to an idealized picture
of general real-time systems.

Note that it ist not our purpose to be formal in this introductory paper.
We simply present an intuitive picture of the synchronous style of mod-
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elling we want to promote. Information on related formal models and their
properties can be found in the subsequent papers and references therein.

4.1 A First Example: Clicking on a Mouse

We consider a mouse handler that has two inputs:
e CLICK : a push-button,
e TICK : a clock signal.

A first CLICK fires the GO module that watches for the elapsed time to decide
whether a SINGLE, or a DOUBLE CLICK has been received (on the diagram
of the figure 3 the maximum elapsed time is 4). The end of the enabling
period where the CLICKs are watched for is indicated by the signal RELAX.

Obvious modularity considerations lead to consider this small system as
the composition of two communicating subsystems, namely:

¢ a module GO that is fired by the first click and delivers RELAX at the
end of the enabling period,

e a module SIMPLE_MOUSE that outputs signals SINGLE, or DOUBLE ac-
cording to the above specification when it receives RELAX.

Both modules and their resuiting communication we call MOUSE are shown
in the modular state transition diagram of the figure 3. This figure shoud be
read as follows. Each of the two modules contains a state transition diagram ;
transitions are labelled with words that list the events which must occur
simultaneously with the considered transition. When two different words
are assigned to a transition, then any one of them may cause the transition
to occur. The two modules share RELAX as a common event, which means
that each time one module executes a transition involving RELAX, then the
other one must execute simultaneously some transition involving the same
event. This presentation roughly follows the STATECHARTS style [3]. Such
a specification of this toy system can be intuitively accepted by the reader.
This diagram, however, should be interpreted according to the following
rules :

1. Changes of state in each of the modules should be considered as syn-
chronous {or simultaneous) with the reception of the mentioned input

signals.
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TICK CLICK

START? TICK?

START?.TICK?

TICK? .RELAX!

SIMPLE MOUSE

CLICK?.RELAX?.DOUBLE!
RELAX?.SINGLE! CLICK?

CLICK? .START!

RELAX? .DOUBLE!
CLICK?.RELAX?.DOUBLE!

SINGLE DOUBLE

SINGLE DOUBLE

Figure 3: The modules GO, SIMPLE_MOUSE, and their communication MOUSE.
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2. The emission of output signals in each of the modules should be con-
sidered as synchronous (or simultaneous) with the associated change
of state.

3. The communications follow the principle of “instantaneous broadcast”
of the signals emitted by the modules, which means that their reception
is synchronous (or simultaneous) with their emission.

4. The output behaviour of MOUSE is entirely fixed whenever the global
interleaving of the two input signals TICK, CLICK is given by the en-
vironment.

To summarize the three first points, internal actions and communications
are instantaneous. As a byproduct, outputs are synchronous with inputs as
requested above. The fourth point follows and implies that determinism is
preserved by synchronous concurrent composition.

An example of a global interleaving is given in the following chronogram,
where signals written on the same column are simultaneous and events are
ordered from left to right:

CLICK

TICK
CLICK

Tchl ' TICK

TICK, TICK lrlcx

This chronogram must be understood as a discrete event one. Only the
global ordering makes sense, the interval between successive events does
not need to be constant with respect to some externally given notion of
absolute time. Actually, no physical notion of time is referred to in the mouse
specification, although in practice the TICK input will often be generated by
actual quartz clocks.

The synchronous model does not specify how an input chronogram is
generated by the environment. This relies on the actual implementation of
the mouse as an electronic device, using simple sensors and A/D converters.
Then providing a global input interleaving can depend on some compari-
son of the actual instants of arrival of physical signals actually bound to
continuous time,

The mouse example reveals a fundamental feature of our approach to
real-time programming: thanks to the above idealization of synchrony, the
reactive part of our system is made implementation independent, and only
a relatively very small part -building the global interleaving- is implemen-
tation dependent and bound to physical time. Most programming difficul-
ties actually arise in the reactive part in actual reactive problems. Later
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on, we shall see that powerful formal reasoning can be performed on the
implementation-independent part, while some formal reasoning can be still
also performed on the implementation-dependent depending on the cases.?

We must recognize that we left aside the issue of computation speed in
this discussion, since we assumed an infinitely fast machine was at hand. But
it turns out that this is too dogmatic an interpretation of the synchronous
model and that we can be more flexible. As an illustration, consider again
the chronogram above augmented with the outputs corresponding to each
input:

TICK | TICK | TICK | TICK TICK | TICK
' ' CLICK ‘ ' CLICK ' l '
START
RELAX
DOUBLE

Now, assume the mouse system has been actually implemented in some
environment subject to physical continuous “real” time, and that the real
time unit is plotted on the horizontal axis. A realistic picture is to consider
that the separating vertical lines are elastic ones, i.e. that they may be
redrawn as oblique curves, provided that causality be preserved (outputs
must follow inputs). This is exactly what is done when considering clock
cycles in digital circuits. In some cases, we can even make slots overlap to
perform pipelining. Taking into account physical time consumption at the
implementation level amounts to reason about such a flexibility.

Altogether,we hope to have convinced the reader that there are two dis-
tinct issues: implementation-independent logical synchronization and quali-
tative timing on the one hand and implementation-dependent physical time
consumption on the other hand. We further discuss this point in the section
5. It should be remembered that our synchronous model deals only with
qualitative timing and synchronization and not physical time consumption.
Our claim is that one should stay within the ideal synchronous model as
much as possible and consider actual timing dependencies only when needed
and where needed.

{or instance, we may prove here that any global interleaving is a possible input to this
system.
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u

Figure 4: A second order filter

4.2 A Second Example: Digital Filtering

The signal flow graph of a “second order digital filter” in the classical direct
form [21] is shown in the figure 4. At the nodes of this graph, incoming
signals are added and their result is broadcast along the outgoing branches.
The labels z~1 and a;,b; on the arcs denote a shift register and a multipli-
cation by the mentioned constant gain respectively. Accordingly, the signal
flow graph of the figure 4 is a coding of the following formula:

Wn = Un+01Wn_) + Q2Wn_2
Yn bown + bywa_y + bown_2

where n denotes the time index. A little algebra yields equivalently :
Yn = G1¥n-1 + @2¥n-2 + botin + brtin_y + boun_2

We can read this mathematical expression as describing a machine which
performs the specified filtering according to the principles I, 2, and 3 of syn-
chronicity we have introduced while discussing the mouse. This is certainly
a well-accepted idealization of a digital filter.

A slightly more subtle example is the signal flow graph of figure 5, which
represents a two-port filter derived from the preceding one. It corresponds
to the formula

Yn = G1Yn-1 + Q2Yn—2 + boun + b1ta_1 + b2un_2+ vn (1)

where v is a second input signal. Two input ports are needed at the interface,
as in the MOUSE example, and principle 4 applies here. But, what is new here
is that not every global interleaving is allowed for the two input signals u, v:
to each sample of u must correspond a unique sample of v.
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Figure 5: A two-port filter

Now, interconnecting digital filters is usually specified by linking graphs,
or equivalently by writing systems of equations. For instance, the filter of
the figure 5 may be redrawn in a modular way as shown in the figure 6. But
this corresponds to replacing the (dynamical or recurrent) equation (1) by
a system of equations in the usual mathematical sense :

Zn = Q1Yn-1 + QYn_2 + botun + biun—y + baun_2
Yn Zn + Un

where common names denote the same signal.

4.3 Towards the Synchronous Modelling Approach

The mouse example was naturally described using state transition dia-
grams. The digital filter example was naturally described in the mathe-
- matical framework of systems of recurrent equations. Formal models corre-
sponding to these different frameworks can be shown equivalent. We find it
illustrative to perform the following exercise on these two examples : criss-
cross the models, i.e. describe the digital filter via a state transition diagram
and the mouse via a system of recurrent equations.

A state transition diagram for the digital filter. To simplify our
presentation, we shall replace the filter (1) by the simpler one

Yn = Q1 Yn-1 + Q2Yn-2 + Up (2)
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u O—»—
second
order
filter
\ i,

Figure 6: A two port filter: modular specification
Introduce the vector signal
Yn-1
and rewrite (2) in the “state space” form
_ a; az Uy

[1 O]Xn (3)

Yn

One time step of the system (3) would be written as follows in a standard
sequential programming language :

X o= [1 ‘:;]x+[ ] ()

y::[lO] (5)

This program is of the form (4);(5), i.e. it is composed of two instructions
separated by the PascalL-like sequencer “;”. Denote by a the action per-
formed by this program. Then the state transition diagram corresponding
to the system (3) is shown in the figure 7. In this diagram, the state just
counts the occurrences of the input signal. The task is in fact entirely sum-
marized by the a label of the action (4);(5) which corresponds to a single
iteration of the recurrent equation.

18



Figure 7: State transition diagram of the filter

A system of recurrent equations for the mouse. To simplify our
discussion, we shall only consider the SIMPLE_MOUSE. We shall term an event
the occurrence of at least one of the input signals CLICK and RELAX. Events
will be indexed using the integers N = {1,2,3,...}. Then, we denote the
subsequences of events where CLICK and RELAX are respectively received
by C = {¢1,Cs,...,Cm,...} and R = {Ry,R2,...,Rs,...}. This simple
mouse can be specified by the following system of equations, where the
running index n denotes the current event:

N = CUR (6)

Xn = ifn€eR, then0

else min{2, X,_; + 1} (7)
Mpr, = if Ry € C, then min{2,Xg, _1 + 1}

else Xpg, ) (8)

if Ry € C, then Xg,_; #0 (9)

o Equation (6) specifies that events consist of the occurrence of at least
one of the inputs CLICK, RELAX.

¢ X denotes the internal state of the counter. Equation (7) expresses
that X is reset to 0 whenever RELAX is received and incremented when.
ever CLICK is received but not RELAX. Note that the specification (6) is
used for (7) to be correct: since, according to (6), the index n of events
is incremented only if at least one input signal has been delivered, the
“else™ in equation (7) means n ¢ R and thus n € C.

e The integer Mg, , whose possible values are 1,2 is the output. Equa-
tion (8) specifies that the output M has the same index as R; the value
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carried by M is either the previous value of the state (when RELAX is
received alone), or the previous value of the state incremented by one
(when both CLICK, RELAX are received).

¢ Finally, equation (9) asserts that RELAX cannot occur when the counter
is in its initial state 0.

Hence we should call this a Multiple Clocked Recurrent System, since differ-
ent time indices are used here. Obviously, handling more than 3 different
indices in such a pedestrian way becomes untractable. The model (6,7,8,9)
also reveals clearly that the two subsequences C;,Cj,... and Ry, R,,... are
used. But knowing these consists precisely in knowing the global interleav-
ing of the two input signals : this is precisely point 4 of the principles of
synchronicity. Again, no physical notion of time is used here. Finally the
model (6,7,8,9) consists of describing relations between various signals rather
than constructing a machine whose behaviour represents that of the desired
mouse. In particular, equation (9) specifies a constraint on the input signal
RELAX.

4.4 Summary of the Synchronous Model

The discussion above illustrates that two different in style but equivalent
forms of synchronous modelling may be used. Both specify an ideal real-
time machine with the following features:

1. output is synchronous with input, internal actions are instantaneous,
communications are performed via tnstantaneous broadcasting,

2. the global interleaving of the external communications may be partially
chosen by the environment and is essential in analysing the behaviour
of the system.

The two styles are:

State based formalisms. In the mouse example, we used state transi-
tion diagrams where arrows were labelled by communication actions. The
Statecharts generalize this kind of presentation. The CSML and ESTEREL
formalisms have a fairly similar but more implicit notion of state based on
control positions in an imperative program. All these formalisms will be pre-
sented in this special issue. The corresponding formal models are discussed
in the papers above or in the references therein.
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Multiple Clocked Recurrent Systems (MCRS). They are a way to
describe the legal traces of a system and are generalizations of the usual
models of dynamical systems used in digital signal processing or control.
This generalization is needed to handle different timings and their relations,
which naturally arise in complex real-time applications. The languages Lus-
TRE and SIGNAL, [4, 5] presented in this special issue section mainly rely
on this style of modelling; proper references to corresponding formal models
can be found in these articles.

State-based formalisms are easy and natural to use in problems where
control flow is prevalent, for example for systems that often jump between
many distincts functioning modes (man-machine interfaces, protocols, con-
trol panels, etc.). Writing concurrent components is easy at a syntactic level,
but defining the behaviour of a concurrent composition is not easy: broad-
casting signals has the effect that concurrent components constrain each
other in a non-trivial way at each reaction. The overall behavior is given
by a fixpoint of a set of constraints, generally computed using formal se-
mantics given in Plotkin’s Structural Operational Semantics inference-rules
based style. Roughly speaking, SOS are the convenient framework to handle
state-based formalisms in a modular style, just as if they were systems of
equations.

MRCS are clearly well-adapted to problems where data flow is prevalent,
signal processing being an obvious example. The composition of MRCS is
very easy to define since they are standard mathematical equation systems.
Conversely, MRCS are weak where state-based approaches are strong, that
is when the complexity is in functioning mode changes. Then the user must
handle explicit control variables to record the current mode, not an easy
task.

It is shown in [8, 12] that both styles allow to describe the reactive
aspects of all real-time system. In practice, each style tends to be weak
where the other one is strong. Since we do not know yet how to combine
both styles in a common formalism nor whether this makes sense, we need
to use both in real applications, depending on the style of individual parts.
There is some present work not reported in this special issue to make both
styles as compatible as possible, for example at the object code level.

4.5 Solving Communication Equations

Be it in the state-based approach or in the MCRS approach, communication
equations may have:
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e no solution : the constraints contradict each other, or cycles of
causality may exist that cannot be solved using finite algorithms. Such
contradictions or deadlocks may involve the whole system, or only a
subsystem of it.

¢ infinitely many solutions : the timing of the various signals is not
completely determined by the given inputs, we get nondeterminism,

¢ a single solution which is also an input-output map : our program
is deterministic, and is thus a suitable candidate for proper execution.

All languages presented in this special issue have specific algorithms to check
these properties. In particular determinism can be checked and guaranteed,
an important feature as we have discussed before.

4.6 Program Verification

In most reactive or real-time applications, it is important to be able to for-
mally verify program properties: liveness os safety properties, respect of
total or partial specifications. There are various available software tools to
perform such verifications for the formalisms described in this special issue.
Some use model checkers to compare the infinite sequence of events of a
given program with a list of specified properties that are stated using a dif-
ferent formalism, see for instance [1, 3] where temporal logic is used for this
purpose, and also [2]. Some other tools provide the user with abstractions
of the program, i.e. with reduced programs that behave as the original one
but involve only a (small) subset of signals, see {2, 4] for such an approach.
Finally, in MCRS formalisms such as SIGNAL [5] and LUSTRE [4], constraints
or properties can be specified just as further dynamical equations that must
be implied by the given system. Then there is no deep distinction between
program and safety properties and the standard program compilers can act
as verifiers. '

5 Synchronous Models Versus Asynchronous Sys-
tems

Actual machines for which the ideal synchronous model is realistic do exist.
For instance, strongly synchronized hardware or VLSI architectures are such
that internal actions and communications occur within a clock cycle, that
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is within a “tick” in our sense. The only difference is that outputs are given
to the environment at the end of the cycle and not synchronously with the
inputs. Since the cycle time is very short, say 100 nanoseconds, this is the
best approximation we can get. The language CSML [1] or the hardware
implementation of ESTEREL and LUSTRE {10] implement this point of view.

However, most of the machines used to support the applications we listed
in the section 1 should be certainly considered as asynchronous in any rea-
sonable sense. Furthermore, real-time systems are often implemented on
distributed architecture, that is on sets of processors connected by asyn-
chronous means. Synchronous models as introduced before can hardly be
considered as realistic for such target architectures.

In this section, we discuss implementation issues when asynchronism
must be considered. We first consider the case of the digital filter and
exhibit different realistic implementations for which we can prove equiva-
lence with the original specification. Then, we consider a simple example of
token-based architecture as an instance of asynchronous machine and show
how reasoning on its synchronisation may be performed via considering an
associated synchronous model.

5.1 Implementing the Digital Filter

An infinitely fast machine implementing equation (3) is certainly a correct
implementation of the digital filter of figure 7, but it is obviously an unre-
alistic one. We shall discuss two relevant alternatives.

A purely sequential implementation can be derived from the signal
flow graph of the figure 5 in the following classical way. First consider the
associated dependency graph obtained by cutting the branches labelled with
a delay z~' as shown in the figure 8. We get an acyclic directed graph.
Peeling this graph by removing first the input nodes and then subsequent
ones yields a sequential execution scheme of each single time step of the
system. This is depicted in figure 9.

A data-flow (asynchronous) execution can be simply derived by in-
terpreting each node and branch in the graph of the figure 5 according to
the data-flow mechanism shown in the figure 10. What is important here is
that we know before ezecution that this token mechanism will be nonblocking
and with bounded files. This property is well-known; it is already used to
guarantee well-behaved executions for simple data—flow machines, see [19].

23



Figure 8: The dependency graph corresponding to figure 5

Figure 9: Peeling the graph of the figure 8.
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Figure 10: Data-flow mechanisms for the graph of the figure §

Note that similar arguments can be used to justify asynchronous executions
3 la Petri net of this filter.

Thuis ability to validate asynchronous ezecutions of our synchronous ideal
machines generalizes to the fully general reactive systems we can model with
our approach. It is bevond the scope of this paper to formally justify this
claim in a general fashion. We just present a simple example and show how
to associate a synchronous model with a “generalized” data-flow machine
[20] to validate it.

5.2 Validating Asynchronous Machines with Synchronous
Models

The figure 11 depicts the data-fiow actors introduced in {20].> Let us con-
centrate on the SELECT operator, and consider the run depicted in the figure
12. We construct a global “time indexing” of the tokens which is be con-
sistent in the following sense: the tokens that are consumed or produced in
a given fimng must have the same time indezr. By inspecting the run of the

3they were in fact inspired by the primitive operators of the Si;Nat. synchronous language
we present in this special issue.
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Figure 11: The data-flow actors introduced in [20].
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Figure 12: A run of SELECT
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or, better:

Figure 13: A consistent time indexing of the tokens.

figure 12, one easily checks that the time indexing shown in the figure 13
is consistent in the above sense. Let us collect the tokens with the same
label into successive slots. We get a global interleaving of the four signals
involved in this actor as shown below:

T input: || Ty

F input: 3

boolean: || true | false

output: | T F

What we hane derived here is a synchronous model associated with the data-
flow actor. Generally speaking, given a data-flow graph built with the above
primitive actors, we can automatically build a synchronous model as an
interconnection of synchronous subsystems associated with each actor. Then
any of the formal verification methods presented in this special issue can be
applied to the obtained synchronous model. It turns out that correctness of
this synchronous model* guarantees a satisfactory execution of the original
data-flow graph for any input data sequence.

5.3 The Synchronous Approach to Asynchronous Imple-
mentations

Let us summarize the preceding discussions by the following facts:

1. when feasible, strictly synchronous executions of synchronous systems

are certainly valid (cf. VLSI and hardware),

2. verification and proofs of correct synchronisation and logic are avail-
able in the synchronous approach to real-time programming,

“cf. the remark at the very end of the section 4.
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3. a sequential execution scheme can be derived at compile time for any
synchronous system,

4. the idealized strict synchronicity hypothesis can be relaxed to yield
fully asynchronous executions of synchronous systems that are guar-
anteed correct,

5. the formal verification tools based on the synchronous approach pro-
vide a way to validate asynchronous executions.

Since both purely sequential (eg. Von Neumann) and purely asynchronous
execution schemes cam be associated with synchronous systems, it is easy to
believe that mized sequential/asynchronous execution schemes can be de-
rived as well. To conclude, using the synchronous and asynchronous frame-
works in the above suggested way yields a much cleaner treatment of the
specification — implementation process. Again, we should point out that is.
sues of physical time consumption are not considered here as such; however,
we think that our approach facilitates their proper handling. This special
issue reports various experiments along this line.

6 Possible Impact of the Synchronous Approach
on the Activity of Real-Time Programming

The techniques we presented here are clearly novel. This has some conse-
quences we discuss now,

The synchronous formalisms are based on very advanced and powerful con-
cepts and have clean mathematical semantics. This is clearly a big progress
compared to previous tools. However, two questions are still largely open:
that of user interfaces and that of programming methodology.

Consider first user-interfaces. Some formalisms are purely graphical
(Statecharts), some are purely textual (CsML, ESTEREL), and others can
use both graphical and textual presentations indifferently (SIGNAL, Lus-
TRE). Speaking first of graphical interfaces, STATECHARTS are state-oriented
while the the block-diagram interface of SIGNAL is data-flow oriented. None
of these two choices covers the whole area of reactive and real-time systems:
state-oriented diagrams are poor for signal processing and block-diagrams
are poor for state machines. When using textual formalisms, one often
needs to draw pictures to explain program architectures, but there is yet
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no clear way to make these drawings formal rather than simply explana-
tory. Therefore, while the principles of the synchronous approach have a
wide applicability, this is hardly the case for the particular user interfaces
available so far. The development of rich and well-targeted user interfaces
for synchronous languages must be a techical priority.

Les us now turn to methodology. At least in the area of real-time systems
area, most potential users have a process-oriented background® rather than
a computer science oriented one. Furthermore, most of them are used to a
particular way of thinking, say for example to state-based reasoning rather
than to equation manipulation. Since the synchronous approach yields new
design and programming styles, one should develop methodologies that make
these styles easy to master. Such methodologies do not really exist yet and
their development will take some time. They should of course be based on
elaborate software development environments and on fancy user-interfaces.

Tools that are considered as user-friendly in a particular application domain
do exist: we can cite for example the GRAFCET. However, their associated
formalisms definitely lack precise semantics. While this can be accepted in
simple situations, it becomes unacceptable when safety is critical. There
might actually be a reasonable way to make a smooth transition from exist-
ing tools to really rigorous ones: to build programming environments exter-
nally based on existing formalisms but internally based on the synchronous
approach and on rigorous semantics.

Finally, it is important to note that synchronous languages are not com-
pletely bound to nondeterminism. Some of the synchronous languages per-
fectly well accept nondeterministic programs as modules, although they
refuse to produce deterministic code out of them. Nondeterministic modules
can be useful to model the environment or the controlled physical process
This might be the basis for a design methodology of real-time software based
on a joint handling of the application and of a model of the physical process.
Such an approach is standard in control systems design; it is interesting to
note that it might become valid for real-time programming as well.

Sthey are typically chemical, mechanical, aircraft, control engineers, etc...
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7 Conclusion

We have first discussed the major issues in the area of reactive and real-time
programming, insisting particularly on safety constraints. We have then
informally presented the new synchronous programming approach. Based
on simple examples, we have discussed two orthogonal synchronous styles
and their semantics: a state-based style and a data-flow based style. Each
style applies to a particular class of problems; complex applications will
certainly require the cooperation of both. We have briefly discussed how to
verify program properties and how to make asynchronous implementations
look like synchronous ones.

The other articles of this special issues will present the existing specific
synchronous formalisms and the associated software tools for program sim-
ulation, compiling, and verification. They will support our general claim
that synchronous programming opens a new path towards powerful, rigor-
ous, and usable methodologies for reactive and real-time programming.
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