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Minimisation de la somme des retards
pour les problemes d'ordonnancement a
une machine

Minimizing Total Tardiness
for the One-Machine Scheduling Problem

CHU Chengbin (*) & PORTMANN Marie-Claude (**)

Ré ..

Dans cet article, nous démontrons un théoréme qui présente une condition suffisante
d'optimalité locale pour le probléme d'ordonnancement du type n/i/rj/ZT;. Cette condition nous

permet de définir un nouveau sous-ensemble dominant de solutions pour ce probléeme qui est
NP-difficile. Nous utilisons les résultats obtenus pour construire un algorithme approché
polynémial et donnons une majoration de l'erreur commise par cet algorithme dans le pire des cas.
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Abstract;

In this paper, we provide a theorem giving a sufficient condition for local optimality for the
n/1/r;/ZT;-type scheduling problem. This condition permits us to define a new dominant subset of

schedules for this NP-hard problem. We propose a new efficient heuristic based on the theorem and
provide an upper bound for the error made by the heuristic in the worst case.
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1. Introduction

Dans cet article, nous considérons le probleme d'ordonnancement
déterministe du type n/1/ry/3T;, oi n est le nombre de taches, r; est la date d'arrivée
de la tache i, T; est le retard correspondant a la tache i pour une solution donnée. Le
probleme consiste & trouver un ensemble de dates de début d'exécution t; (ou de fin
d'exécution c;) pour chaque tiche i afin de minimiser la somme des retards.

Le critére s'écrit donc:

Min() max(tj+p;-d;,0))=Min(’) max(c;-d;,0))

i=l i=1
ot p; est le temps nécessaire pour réaliser la tache i et d; le délai non impératif de la
tache i.

Les problemes d'ordonnancement avec minimisation de la somme des
retards sont combinatoires. Méme dans le cas d'une seule machine, le probleme est
NP-difficile quand les dates d'arrivée des taches ne sont pas identiques ([4]).

Dans ce paragraphe, nous rappelons les résultats connus pour le cas ou les
dates d'arrivée sont identiques. Il existe des algorithmes polynémiaux optimaux
pour des cas trés particuliers, par exemple la régle EDD (Earliest Due Date) donne
une solution optimale quand toutes les tiches ont la méme durée ([1], [2] et [3]), mais
dans le cas général, la complexité du probléme reste un probléme ouvert ([4]). On
trouve plusieurs algorithmes exacts ou approchés dans la littérature ([1]):
I'algorithme de Wilkerson-Irwin, construit a partir de conditions d'optimalité
locale, est polyndmial mais, comme les théorémes de dominance correspondants ne
couvrent pas tous les cas possibles, il ne donne pas toujours la solution optimale.
L'algorithme hybride de Srinivasan ([1], [6]) conduit a4 une solution optimale. Il
consiste a4 ordonnancer les tiches en deux phases: dans la premiére, on obtient un
ordre a respecter pour une partie des tdches de la séquence en utilisant des
propriétés de dominance; dans la deuxiéme phase on compléte la séquence en
utilisant la programmation dynamique. Cette deuxiéme phase est combinatoire.

Dans cet article, nous démontrons une condition suffisante d'optimalité
locale pour le probléme d'ordonnancement du type n/1/r;/ET; et proposons une
nouvelle heuristique efficace construite & partir de cette condition.

La section 2 présente le théoréme. La section 3 propose l'heuristique.
La section 4 discute de la complexité de 1'heuristique et propose une majoration de
I'erreur pouvant étre commise dans le pire des cas.
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2. Condition suffisante d'optimalité locale

Nous nous intéressons ici & deux tdches consécutives i et j dans un
ordonnancement donné et nous cherchons a quelle condition placer i avant j
minimise la somme des retards de ces deux taches (). Le probléme consiste a placer
de maniére optimale i et j & partir de l'instant A olt la machine est libérée par les
taches qui précedent.

En notant T;;(A) (respectivement T i(A)) la somme des retards des taches i
et j en placant, au plus to6t a partir de l'instant A, i avant j (resp. j avant i), on
cherche a quelle condition l'on a T;;(A) < Tj(A).

Nous allons montrer que la condition cherchée est obtenue grice a une
nouvelle regle de priorité de chaque tache face aux délais que nous appelons PRIOR.

Définition 1: _
On définit la fonction "priorité face aux délais” PRIOR(i,A) **) pour la

tache i commengant au plus tot a l'instant A par
PRIOR@,A)=max(A,r;) + max[max(A,r))+p;, d;]

Théoréeme 1:

Nous considérons le probléme partiel d'ordonnancement de deux tachesi et
j sur une machine disponible a partir de l'instant A.

Si nous avons PRIOR(i,A) < PRIOR(j,A) alors placer i avant j minimise la
somme des retards des deux tachesi et j.

C'est-a-dire:
PRIOR,A) < PRIOR(,4) = T;j;(A) < Tji(A)

Démonstration:

En notant Ry=max(A,ry) le début d'exécution au plus tot de la tache k, alors

la définition de PRIOR(k,A) devient:
PRIOR(k,A)=Rx+max(Ry+px,di)

et celle de T;;(A) (que nous noterons pour simplifier Tjjlorsqu'il n'y a pas

d'ambiguité) devient:
Tjj=max(R;+p;-d;,0)+max[max(R;+p;,R;)+pj-d;,0]

™) Dans cette recherche, on ne prend pas en compte les conséquences de I'échange de i et de j sur les
rf*tards éventuels des tiaches qui les suivent.
(**) Une étude analytique de la fonction PRIOR est fournie en annexe.



que 1'on peut réécrire:
T;;=max(R;+p;,dj)+max[max(R;+p;+p;j,R;+p;j),djl-(d;+d;)
ce qui donne en utilisant l'associativité de l'opération "max":
Tjj=max(Ri+p;,dj)+max[R;+p;+pjmax(R;+p;,d;)]-(d;+d;)
puis: Tj=max[R;+max(R;+p;,d;j)+p;+pjmax(R;+p;,d;)+max(R;+p;,d;]-(di+d;)
=max[PRIOR(i,A)+pi+pj,max(Ri+pi,di)+max(Rj+pj,dj)]-(di+dj)
De maniére symétrique, on obtiendrait:

'I‘j-=max[PRIOR(j,A)+pi+pj,max(Ri+pi,di)+max(Rj+pj,dj)]-(di+dj)

En posant:
Pij=pi+pj,
Qij=max(Ri+pi,di)+max(Rj+pj,dj)
et Dij=di+dj
ces trois expressions sont symétriques eniet en j et on a:
Tij=maX(PRIOR(i,A)+Pij,Qij)-Dij 1)
et Tji=max(PRIOR(j,A)+P;;,Qj;)-Dj; 2)

d'od  PRIOR(,A)<PRIOR(,A) = Ty<Tj;
QED.

La condition que nous venons de démontrer est une condition suffisante
d'optimalité locale. Il est possible de montrer que cette condition est également
nécessaire lorsque des conditions que nous allons préciser sont réunies.

Pour démontrer cette réciproque, nous allons introduire la notion de "délai
corrigé" et montrer que l'ensemble des solutions optimales pour les délais corrigés
est analogue a l'ensemble des solutions optimales pour les délais originaux, ce qui
nous conduit & affirmer que toutes les méthodes d'ordonnancement qui cherchent a
minimiser la somme des retards pourraient n'utiliser que les délais corrigés.

Définition 2:
On définit la notion de "délai corrigé” d,c de la tache i par
dic =max(rij+p;,d;) 3
Cette quantité est le maximum entre le délai et l'instant de fin de fabrication

au plus tot.

Lemme 1:
Si l'on considére un probléme P de minimisation de la somme des retards et le

probléme P’ obtenu en remplagant les délais dj par les délais corrigés d.lc , alors les

problémes P et P' sont équivalents.



Démonstration:

On note T'; le retard calculé avec d: de la tache i, et T' la somme des retards

calculés avec les "délais corrigés”. On démontre ce lemme en distinguant les deux
seuls cas possibles selon que le retard de toute tache i est inévitable ou non.

1) cas ol rj+pi2d;
3) = d.f =ri+pj 4)

ti2riet (4) = ti+pi2ri+pi=dic >d;

D'ou Ti-T'i=max(t§+pi-di,0)-max(ti+pi-dic ,0)$ti+pi-di-(ti+pi-di° )=d].c -d;

2) cas ou ri+pi<d;
(3) = di=d;

D'ou Ti-T'i=max(ti+pi-di,0)-max(ti+pi-df,0)=0=dic-di

Dans tous les cas, on a:
T;-T'j=d;-d;

) n n n 2 .
= T-T=YT: YT; =Y (T-T) =Z(d;’-di) ~CONSTANTE
i=1

i=1 i=1 i=1
Q.E.D.

Théoréme 2:

Nous considérons le probléme partiel d'ordonnancement de deux taches i et
j sur une machine disponible a partir de l'instant A.

Si nous travaillons avec des "délais corrigés" et si nous avons T;i(A) > 0

alors:
T ;(A) < Tj,i(A) = PRIOR(,A) < PRIOR(,A)

Démonstration:

Comme nous travaillons sur des délais corrigés nous avons:
4
vk, di2rg+pk (5)

Et nous allons montrer que:
PRIOR(,A) > PRIOR(,A) = Tjj(A) > Tji(A) ou Tj;(A) = Tji(A) =0



Pour cela, nous considérons a nouveau les formules (1) et (2) :
Tj=max(PRIOR(,A)+Py;,Qy)-Dj; >

et Tji=max(PRIOR(,A)+Pj;,Qy)-Dj; 2

et nous constatons qu'il faut considérer plusieurs cas en raison de la présence du

maximum.

a) PRIORG,A+P;; > Q;

Alors on a:
PRIOR@,A) > PRIORG,A) = PRIOR(i,A)+Pij > max ( PRIOR(j,A)+Pij , Qij )

= max ( PRIOR(,A)+P;;, Q;; ) > max ( PRIORG,A)+Py; , Q;5)
= max ( PRIOR(i,A)+Pij ’ QlJ )- Dij > max ( PRIOR(j,A)+Pij ’ QIJ ) - Dij
= Ty > Tji

b) PRIOR(G,A)+P;; < Q;
En combinant avec PRIOR(,A) > PRIOR(j,A) on obtient:
Tij=Tji= Qjj - Dyj
et on voudrait alors montrer que Q;; = Dj;.
PRIOR(,A) > PRIOR(j,A) = PRIOR(,A)+Py; > PRIOR(,A)+P;;
et PRIOR(,A)+Py; < Qij = Q; 2 PRIOR(i,A)+Pij > PRIORG,A)+Pij
En développant ces derniéres égalités, elles s'écrivent:
max(Ri+pi,dic)+max(Rj+pj,djc) > Ri+max(Ri+pi,dic)+Pij > Rj+max(Rj+pj,dj°)+Pij

De la premiére inégalité on déduit:
max(Rj+pj,d; ) 2 Ri+Pjj = Ri+ pj +pj C

Des deux termes extrémes on déduit:
maX(Ri+pi,dic) > Rj+Pjj = Rj+ pj +pj ™

On étudie les différents cas possibles.

b1) Rj+p; 2 Ri+pi+pj
On a dans ce cas R;+pj+pi 2 Ri+pi +pj+pi > Ri+pi
De ces inégalités et de (7) on déduit que:
C

d; > Ri+pi 8)
Avec l'inéquation du cas bl) on obtient:

Rj 2 Ri+ pi

= 1j > A (car sinon on aurait: Rj = max(r;,A) = A < max(ri,A) =Rj < Ri+ pj)
D'ot  rj=Rjet avec (5) on obtient:

Cc



De (8) et (9) en revenant a la définition de Qj; et de Dj; on obtient:
Qij=max(Ri+pi,dic)+max(Rj+pj,d;)=d1.c+d;=Dij

b2) Rj+pj < Ri+pi+pj
Avec (6), on retrouve la formule (9) du cas bl):
C

et on étudie les deux sous-cas issus de (7):

b2.1) R;+pi 2 Rj+pi+p;j
Ce cas est symétrique au cas bl) en échangeant les indices i et j (car (6) et (7) ainsi
que les autres éléments de la démonstration sont symétriques en i et j).
b2.2) Ri+pi < Rj+pi+pj
Avec (7), on retrouve la formule (8) du cas bl):
df 2 Ri+pi
Et (8) et (9) nous donne alors Q;; = Dy; .
Q.E.D.

Nous utilisons maintenant le théoréme d'optimalité locale pour définir un
nouveau sous-ensemble dominant de solutions pour le critére somme des retards.

Définition 3:
Considérons un ordonnancement actif O (*) pour un probléeme du type
n/1/r;/3T;. ‘

Etant données i et j deux tiches consécutives (j suivant i), on pose:
A=c) (ou k est la tache précédant immédiatement i)

ou
A=-e= (si k n'existe pas, c'est-a-dire que i est la premieére tache de la séquence).

Si pour tout couple (i,j) de tiches consécutives on a:
max(ri,A)<max(rj,A)

ou PRIOR(,A)<PRIOR(,A)
alors on dit que l'ordonnancement O est p-actif.

Le théoréme 1 nous permet d'obtenir le corollaire suivant:

(*) Un ordonnancement est actif si, pour avancer une tache quelconque, on est obligé de reporter le
début d'une autre.



Corollaire 1:
Dans le cas du probleme a une machine, le sous-ensemble des

ordonnancements p-actifs est dominant pour le critére "somme des retards”.
Démonstration:

La démonstration est faite par "échange de paires consécutives".
Supposons qu'il existe une solution optimale O pour un probléme donné, et
que O ne soit pas p-actif. Alors il existe dans O au moins une paire de tiches

consécutives qui ne vérifient aucune des deux conditions de la définition de
p-activité. Soit iy et j; une telle paire de taches, alors j; a une plus petite priorité face

aux délais que i; et ou bien j; arrive avant i1 ou bien les deux taches sont disponibles
a l'instant A. Aussi selon le théoréme 1, mettre j; avant i; n'augmente ni la somme

des retards des deux tiches, ni la somme des retards des tiches suivantes car la fin
des deux taches n'est pas retardée. On construit une suite finie (*)
d'ordonnancements en échangeant la premieére paire de taches consécutives qui ne
vérifie pas la p-activité dans l'ordonnancement précédent et l'on arréte lorsque
toutes les paires consécutives vérifient la p-activité. On obtient un ordonnancement
O' p-actif dont la somme des retards est au plus aussi grande que celle de O.

Q.E.D.

Remarque:
Si les tdches arrivent en méme temps (par exemple a l'instant 0), la
condition suffisante d'optimalité locale conduisant a mettre i avant j devient:
max(A+p;,d;)<max(A+p;,d;)
C'est bien la condition suffisante proposée par Smith([5]).

3. Une nouvelle heuristique

D'aprés le corollaire 1, on peut se contenter de considérer les
ordonnancements p-actifs. Nous proposons une heuristique polynémiale qui
construit une séquence p-active en appliquant le théoréme 1. Elle est plus générale
que l'algorithme de Wilkerson-Irwin, puisqu'elle admet des dates d'arrivée
différentes.

Voici la démarche de 1'algorithme:

*) Parce que I'ensemble d'ordonnancements est fini et que l'on ne considére jamais deux fois le
méme.

-



(INITIALISATION)
1° W:=l'ensemble des indices de toutes les taches & ordonnancer
:={1,2,3,...,n};
2° Initialiser le temps a la premiére arrivée de taches:
t:=MIN(r;);
ieW

(ORDONNANCEMENT PROPREMENT DIT)
3° Tantque Wz @ faire
(Choix et placement définitif d'une tache 'prioritaire')
1) Obtenir I'ensemble des tiches les plus "prioritaires":

W1 o= {k/keW et PRIOR(k,t)=MIN(PRIOR,t)) }
- jew

2) Choisir dans W1 une tache 1 qui (placée en premier)
se terminerait le plus tot ™ :

F(,t)=MIN(F(k,t));
keW1

3) Placer ] a l'instant définitif:
t;:=max(t,r));

4) Eliminer la tache placée:
W:=W-{l};
(Insertion éventuelle des taches qui pourraient étre placées
avant la tache l sans la retarder)
Initialisation de la ph ‘insertion
5) Rechercher les taches qui peuvent
étre placée avant | sans la retarder:

AV:=(j/je W et F(,t)<ty};

6) Initialiser le temps pour la phase d'insertion:
t':=t;
(Insertion proprement dite)
7) Tant que AV=0 faire
7.1) Trouver le sous-ensemble de tiches de 1'ensemble AV
qui peuvent étre exécutées au plus tot:
W2:= {i/ie AV et max(t',ri)=MINmax(t',rj) }
jeAV

(*) On définit la fonction F(,A), "date de fin de la tdche i si on la place au plus tot & partir de
l'instant A", par F(i,A)=max(A,r))+pi
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7.2) Choisir dans W2 une tiche i parmi les plus "prioritaires":
PRIOR(,t") = MIN(PRIOR(,t"));
jew2
7.3) Placer i a l'instant définitif:
ti:=max(t',rj);
7.4) Faire progresser le temps:
t=ti+pj;

7.5) Eliminer la tache placée:
AV:=AV-{i} et W:=W-{i};

7.6) Corriger AV en conséquence:
AV:=AV-{j/je AV et F(,t")>t)};

fintantque;

8) Faire progresser le temps:
t:=t)+py;

fintantque.

Nous pouvons démontrer le théoréme suivant qui caractérise une partie
intéressante du fonctionnement de 1'heuristique.

Théoréeme 3:

Aucune des tiches insérées par la phase d'insertion n'est en retard.
Démonstration:

Le théoreme est évident s'il n'y a aucune tache a insérer au cours de la
phase d'insertion. Nous supposons donc qu'il en existe au moins une. La phase
d'insertion de l'algorithme génére alors un sous-ordonnancement Q comme celui
illustré dans la Fig. 1.

t \/_—’/ tache 1 placée

R . N - la plus prioritaire
taches insérées aores A qp - ‘Lp se terminer au plus tot
placement de la tache 1 L

¥g. 1 Sous-rdonnancement Q



n

Pour toute tache i de Q (i#l), i a une "priorité face aux délais" plus faible que 1:
max(t,rj)+max[max(t,rj)+pj,djl>max(t,r))+max[max(t,r;)+pi1,dil 10)
Par ailleurs ti+pisti et max(t,n)=t] ) entrainent:
max(t,rj)<ti<t}=max(t,r]) .
et en combinant avec (10) on obtient:
di>max[max(t,r))+p1,dil>ti+pi=ci.

i n'est donc pas en retard.
Q.E.D.

4. Complexité de l'algorithme et majoration de l'erreur
(dans le cas des durées égales)

Théoreme 4:
L'algorithme décrit dans la section 3 est polynémial et sa complexité est en
O(n2).

Démonstration:

L'algorithme décrit est un algorithme glouton: & chaque itération il place
définitivement au moins une tiche. Le nombre d'itérations nécessaires pour aboutir
a un ordonnancement complet est au plus aussi grand que le nombre n de taches, et
a chaque itération il explore au plus n fois les tdches non encore placées. La
complexité de l'algorithme est de l'ordre du nombre de tdches au carré. C'est donc
un algorithme polynémial en O(n2).

Q.E.D.

Théoreme 5:

On considére le probléme d'ordonnancement de n taches sur une machine.
Dans le cas ou les durées sont égales a D **) | si O est un ordonnancement issu de
I'algorithme introduit dans la section 3 et dont la somme des retards par rapport
aux délais est égale a T, et si T désigne la somme des retards d'une solution

minimale, on a:

2
AT=T-T*S(2—T€;H-D

Démonstration:

La démonstration se déroule en quatre parties.

(*) En effet, si Q est non vide, 1 doit arriver strictement apres t et toute tache i de Q est insérable
devant la tache L
(**) On suppose que D ne divise pas le PGCD (Plus Grand Commun Diviseur) des dates d'arrivée T,

car dans ce cas le probléme est facilement résolu par un algorithme polynémial.
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Dans la premidre partie, on démontre des lemmes qui serviront dans la
démonstration du théoréme; dans la seconde partie, on analyse des caractéristiques
de l'ordonnancement obtenu avec 'heuristique; dans la troisiéme, on cherche une
fonction de majoration par rapport a des parametres; dans la quatriéme partie, on
maximise cette fonction en choisissant des parameétres.

Premiére Partie:
Pour mieux expliquer les lemmes suivants, on introduit de nouvelles

notations. On note T(P,0) la somme des retards donnée par un ordonnancement O
*
pour un probléeme P, T;(P,0) le retard de la tache i du probléme P dans O et Op un

ordonnancement optimal pour le probléme P.

Lemme 2:

Considérons un probleme P et un probléme P' construit a partir du
probleme P, en conservant toutes les données du probleme P & l'exception des délais
qui sont choisis supérieurs ou égaux a ceux de P:

Vi, d'j2d;
alors on a:

% *

T(®',0p)<T(P,0p)

Démonstration du lemme 2:

Les problémes P et P' ont le méme ensemble de solutions réalisables. Tout
ordonnancement réalisable O a une somme des retards pour P' inférieure ou égale
a celle obtenue pour P ( T(P',0)<T(P,0) ), car si l'on augmente le délai d'une tache,

% * *
son retard ne peut que diminuer. On en déduit que: T(P,0p)>T(P',05)2T(P',0p.).
Q.E.D.
Lemme 3:

Etant donné un probléme P et un ordonnancement réalisable O pour P, nous
construisons un probléme P' en conservant les dates d'arrivée et les durées des
taches de P et en choisissant des délais pour les tiaches qui vérifient:

Vi, ieE, d'j=d; 11
et Vi, ieE, d'j<d; 12)
ot E={i/cj<d;}: c'est 'ensemble des tiches strictement en avance dans O.

Alors on a:
T(P,0)-T(P,0 p)<T(P',0)-T(P',0p.)

W
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Démonstration du lemme_ 3:

. n n
T(P,0)-T(P',0)=3 max(t;+p;-d;,0)- 3 max(t;+p;-d’;,0)

i=1l i=1

=¥ [t;+pi-d-(ti+pi-d'1+ D0
ieE icE
=Z(d'i- di)"' z(d'i'di)
icE icE
=¥ d's-dy) as3)

i=1

Par ailleurs, on a:
* %
T(P",0p)2T(P",0p) 14)

* % N n
et T(P',0p)-T(P,0p)=Y max(t*;+p;-d';,0)-¥ max(t*+p;-d;,0)
i=1 i=1

=i[max(t*i+pi,d'i)-d'i]-z [max(t*i+pi,di)- d1]

=1 i=l
=i[max(t*i+pi,d'i)-max(t*i+pi,di)]+i(di-d'i) (15)
et (1) et 12) = d'islgli =max(t*;+p;,d’}))<max(t*;+p;,d;) " 16)
(13), (15) et (16) = T(P',Op)-T(P,0p)<Y (d;-d)=T(P',0)-T(P,0) an
En con}kbinant (1:1) et (17), on a: a . .
T(P',0p)-T(P,0p)<T(P',0)-T(P,0)=T(P,0)-T(P,0p)<T(F",0)-T(P",0p.)

Q.E.D.

Corollaire 2:

Etant donné un probléme P et un ordonnancement réalisable O pour P, nous
construisons un probléme P' en conservant les dates d'arrivée et les durées des
taches de P, et en choisissant les délais des taches de la maniére suivante:

vi, ieE, d'i24;
et vi, ieE, d'i<d
ou E=f{i/c;<d;} I'ensemble des taches strictement en avance dans O, alors on a:

T(P,0)-T(P,0)<T(P',0)-T(P,0p.)
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Construisons un probléeme P" en conservant les dates d'arrivée et les durées
des taches du probléeme P et en choisissant les délais de la maniére suivante:

vi, ieE, d"=d;
et Vi, i2E, d"i=d'iSdi

Alors, d'apres le lemme 3, on a:

* *
T(P,O)-T(P,OP)ST(P",O)-T(P",OP..) (18)
Par ailleurs, on a: T(P",0)=T(P',0) a9
et, d'aprés le lemme 2, on a encore:
¥ *
T(P',0p)<T(P",0p) (20)

En combinant (18), (19) et (20), on a donc:
¥ *
T(P,O)-T(P,OP)ST(P',O)-T(P',OP.)

Q.E.D.
Deuxieme Partie:

Le lemme 1 montre que, pour un ordonnancement quelconque, 1'écart entre la
somme des retards pour cet ordonnancement et la somme des retards pour la
solution optimale est le méme que l'on travaille avec les délais initiaux ou avec les

délais corrigés. Aussi rtir d'ici ] 'a la fin l'article, n ravaillon

Si dans O il y a au moins un intervalle de temps inutilisé de longueur
supérieure ou égale a D, on peut toujours décomposer O en sous-ordonnancements
indépendants les uns des autres, chaque sous-ordonnancement ne contenant que
des intervalles de longueur strictement inférieure a D. En effet, O étant actif, toutes
les taches placées derriére un intervalle de longueur supérieure ou égale & D ne
sont pas encore disponibles au début de cet intervalle. Le fait que la machine aurait
pu &tre libérée plus tdt grace 4 un ordonnancement différent des taches qui
précédent n'a donc aucune influence sur les décisions ultérieures.

On ne s'intéresse donc qu'au cas ol O ne laisse la machine inutilisée que
pendant des intervalles de temps de longueur strictement inférieure a D, sachant
que lorsqu'il y a plusieurs sous-ordonnancements indépendants, l'erreur totale est
la somme des erreurs commises pour chacun d'entre eux.
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On simplifie la description en choisissant l'origine de l'axe du temps de telle

sorte que:

n
Min(r;j)=0
i=1
et on suppose que les tiches sont renumérotées dans l'ordre de leur rang dans O.

O est constitué de m (m=>1) sous-séquences contigués, telles que devant chaque
sous-séquence k il y a un intervalle de temps inutilisé de longueur Ay avec

0<Ak<D  Vk>1
{OSAk<D pour k=1
aussi, on a:
(]
ti=(i-1 D+ zAk
k=1
ol1 o; est le numéro de la sous-séquence a laquelle appartient la tache i.

Considérons maintenant les caractéristiques de 1'ordonnancement construit

par notre heuristique.

On décide de noter & I'ensemble des taches placées en raison de leur plus
grande priorité et &' l'ensemble des taches insérées lors des phases d'insertion (voir

Fig.2).

tache appartenant ad

tache appartenant a §'

e eteteia !
P AR RS

Fig.2 Ordonnancement obtenu avec 1'heuristique
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Nous démontrons a présent une formule qui signifie que dans
l'crdonnancement fourni par l'heuristique: si une tache j suit une tache i qui est
strictement en avance, alors j ne serait pas en retard en terminant a l'instant de fin
de la tache i. Pour cela, on considere les cas ou la tache i est dans & puis dans §":

Vi,j, ied et j>i, on a PRIOR(,t;)<PRIOR(,t;), ce qui implique selon les deux

cas possibles a) et b):
a) t;2r; = max(c;,dj)zmax(c;,d;)
b) ti<rj = dj>ci
et Vi,j, ied' et j>i, la regle d'insertion implique selon les deux cas possibles a) et b):
a) tiZI‘j = deCi
b) ti<r; = dj>¢

on a donc:
Vij, j>i, sidj>c; alors dj2¢; (21)

Nous cherchons maintenant une formule minorant le délai de toute tiche

numérotée i.

Soit hi la premieére tiche de la sous-séquence k, alors:
Vi, O’ho_i=0'i, ho»i+1>i2ho-i20i (22)
Vi, 1<i<n-1, 6;<0j,1<0;+1

Pour tout i, on a encore (car on travaille sur les délais corrigés: d;>r;+D)

4 O'i Gi

si i=h°-i, ri=t;=(@-1 )D+2Ak = diZI'i+D=h°-iD+ZAk
k=1 k=1

G;

< sirry = d2r+D2ry, +D=hsD+Y Ay

i i k=1

sii>hg, o

L si ri<rp_, di>dh°i_>_hciD+ Y Ak ™)
! k=1

c'est-a-dire une formule de minoration du délai de la iéme tache:

G
Vi, di2h0.iD + zAk (23)
k=1

™) Dans ce cas, on a:
P - 3 - . - . - .
RIOR(hGi’thoi Aci)<PRIOR(1’th6i Ag) = rhci+dhoi<max(rl’thci Ao-i)+ma1~:[max(r,,thci Aci)+D,d1]

et par ailleurs, maX(Ti:tho_‘Aoik"hG.
1 1

Il y a obligatoirement: di>dhc
i
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Troisiéme Partie:

: m
Si B désigne la somme de tous les intervalles, c'est-a-dire: B=2Ak, et si q est

_ k=1
" le quotient de la division entiére de B par D, nous notons A la valeur de q augmentée
de 1, on a:
(A-1)D<B<AD

ou A est un entier strictement positif. Il est évident que A<m, car sinon, il y aurait au
moins un intervalle de temps de longueur supérieure ou égale a D.

Nous cherchons une majoration de l'erreur commise en fonction de A.

Soit P' le probléme obtenu a partir du probléme P en conservant les dates
d'arrivée et les durées des tadches mais en choisissant les délais de la manieére

suivante:
Vi, d'i=di+min(i,7L)D-§Ak (d';2d;) (24)
k=1

alors le lemme 2 nous permet de déduire que:
| T(P',0)<T* | (25)
, On construit un nouvel ordonnancement O' (Fig.3.2) en décalant vers la droite
chaque tache i de O de la durée min(i,?L)D-EAk. Ceci conduit a mettre A intervalles

k=1

de longueur D devant les A premieres taches, les taches restantes étant alors toutes

consécutives.

On a pour tout i:
T;(P',0")=max(c';-d';,0)=max[(min(i,A)+i)D-d';,0]

(o

=max([min(i,\)+{]D-{min(i,\)D-3 Ay +d;1,0)
k=1
O;
=max(iD+2Ak-di,0)
k=1
=T
et on a donc:
TP',0)=T (26)
avec (25) et (26) on a donc:
*
T-T*<T(P',0")-T(P',0p.) 27

E 3
Il suffit maintenant de majorer T(P',O')-T(P’,OP.).

19
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Soit E'=fi/c';<d';}u{0}=(0,e1,e9,...,€,}, ol e; est le numéro de la t-ieéme tache

strictement en avance par rapport a son délai dans O' pour le probleme P'.
Soit 1;=card{l/0<Isi et le E'} le nombre de tiches strictement en avance situées
avant la tache i+l dans O'. Alors er, est la tiche strictement en avance la plus

proche dei et on a:

i i2e7. 2T, Te =T
Vi, eg41>12€42T), "e,:i i 28
Vi, 1<i<n-1, 1;<13,1 <13+l

Par convention, on pose: eg=0.

On a:
Vi, ieE' = d';>c

O
= di+min(i,7L)D-ZAk>[min(i,7\.)+i]D
k=1
G,

= di>iD+2Ak=ci
k=1
En particulier:
Vi, €€ E = deti>ceTi (29)

On déduit de (28), (29) et (21):
Ce
Ti
Vi, dj2ee_=e; D+ Ay
i k=1
formule que l'on utilise pour minorer (24):

S;
vi, dj =di+min(i,K)D-ZAk
k=1
Geti G,
Ze‘ciD'*' ZAk-f-min(i,?L)D-zAk
k=1 k=1

S;
=e;D+min(iA)D- Y Ay (30)
k=oe1.+1

Par ailleurs (23) et (24) impliquent:
0;
d'i=di+min(i,l)D-ZAk
k=1

O; g;
2hg.D+Y Ap+min(i,)D- Y Ak
k=1 k=1
=[hs +min(i,\)ID (31)

»

»
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Avec (80) et (31) on a donc:

S;
d'zmax(hsD,e;D- ) Ag)+min(i,A)D
‘ k=’cet'+1 '

Nous cherchons maintenant a simplifier cette minoration en distinguant deux cas:

Oj
1) Oe, =Ci = er2hg et Y Ay=0
i

= d'iZ[e¢i+min(i,?»)]D

S
2) Ce, <Oi =ey<hg et Y A>0
k=oe1i+1

S;
=eD- Y Ax<hgD
k=0'e1i+l

= d'iZ[hGi+min(i,7L)]D

Dans tous les cas, on a:
Vi, d'i2[max(hg,eq)+min(i,A)]D (32)

On construit alors un probleme P" a partir du probléme P' en conservant les
dates d'arrivée et les durées des tiches et en modifiant les délais de la maniere
suivante:

Vi, ieE, d"i=+°°>d'i
et Vi, ieE, d"i=[max(hci,eti)+min(i,k)]D (<d'; d'apres (32) )

Alors en utilisant le corollaire 2 et (27), on obtient:
*

T-T*ST(P',O')-T(P',O;.)ST(P",O')-T(P",OP..) (33)

Pour P", on peut facilement construire un ordonnancement minimal QO"m
(non réalisable, voir Fig.3.3) en plagant les taches n'appartenant pas a E' dans
l'ordre de leur numérotation, les unes derriére les autres, sans laisser 1a machine
inoccupée, et en placant les tiches de E' immédiatement derriére dans n'importe
quel ordre puisqu'elles ne sont jamais en retard.

En fait, cet ordonnancement O"™ vérifie I'ordre EDD (Earliest Due Date), parce que:
Vij, ieE', je E', j>i: ,
min(j,A)2min(i,\) | (34)

et (22)et(28) = e ey, et h<,j_>_h(,i '

= max(hcj,etj)Zmax(hoi,eTi) (35)



Avec (34) et (35), on a:
Vij, ieE', je E', j>i,
max(hoj,erj)+min(i,X)Zmax(hci,eti)+min(i,7») = d";2d";

a
o
=}
=
<
(2]
5—-4
<t D<
™ o o
b= ™ =
Q Q
: :
§ n< e o
~ s =
g &
a
S 5 o
= i = ~
i o o
— N
o™ o
o B P o o 5
- = e« M

Fig.3.3 Ordonnancement 0'}m avec q

L]
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Cet ordonnancement a une somme des retards inférieure ou égale a celle de

I'ordonnancement optimal du probléme P", car on sait que EDD est optimal pour le
probleme du type n/1/pi=1,rj=0/ZT; ce qui permet de déduire:

T(P",O"m)ST(P",O;") = T(P",O')—T(P",O;..)ST(P",O')-T(P",O"m) (36)

Pour finir on majore T(P",0")-T(P",0"m):
Vi, ¢'j=li+min(A,i)]D
. |0 siieE
Ti(P",09=) ¢-d";=[i-max(h, e )ID si i¢ E'

et Vi, ieE' ¢"| =li-y]D

On a donc:
OsiieE'

vi, Ty(P",0™m) ={max(c";n-d"i,0)=max[i-'l:i-min(k,i)-max(hc,i,eti),O]D siigE'

on a:
Vi, ig E', T;(P",0")-Ty(P",0"m) ={i-max(hci,eti)-max[i-'ri-min(i,?»)-max(hci,eti),0]}D

=-max[-t;-min(i,A),max(hg ,e.)-11D
=min[1:i+min(i,l),i-max(hoi,eti)]D
=min['ti+min(i,?\.),-max(hc,i-i,eti-i)]D
=min[‘ci+min(i,l),min(i-hci,i-eTi)]D
=min[min(i+1i,?»+ri),min(i-hci,i-eTi)]D
=min(i+1;,A+1;,i-hg,i-e,)D
=min(A+1,i-hg,i-e)D @ (37
et vi, i€ E', Ty(P",0)-Tj(P",0"™)=0=min(A+1;,i-hs ,i-e; )D 2 (38)
De (37) et (38) on déduit:

n
T(P",0")-T(P",0"™)= Y [T;(P",0")-T;(P",0"m)]
i=1

n
=) min(\+1;i-hg i-ec)D

i=1
n
Il reste donc a chercher la borne supérieure de Zmin(?»ﬂi,i-hoi,i-eri)D.
i=1

(1) En fait, on a toujours 1;20, i'hciSi et i-er.<i, on a donc: min(i-hoi,i-eti)siﬂi

(2) Pour tout ic E', eq.=i, A+1;2A>0 et i2h;, on a done: min(h+1,i-hg, i-er )D=0



Quatriéme Partie:

A

On doit résoudre le probleme de maximisation suivant:
n

Mamem(Xﬂi,l-hci,1-e1i) ‘
i=1

sous les contraintes:
r
h61=o'1=1 , Op=MZ2A, T,=0

Vi, Op =0j, Te, =T
1 1

Vi, hg 41 >i2hg,20;, eq.41>12€.27;

Vi, 1<i<n-1, 6;<0;,150;+1, 1;<t;,1<T;+1

Ce probléme a une solution unique qui est:
Vi, i€, 0j=hg, =i

) viish, oi=hg=h

Vi, 1S, Tj=e;, =1

Vi, >, Tj=er,=®

Avec (33) et (36) on a donc: . 5
T-T*<T(P',0)-T(P",0p.)
<T(P",0)-T(P",05.)
<T(P",0")-T(P",0"m)
=_§i[Ti(P"’O')'Ti(P"»O"m)]

n
=) min(A+1;,i-hgi-er)D
i=1

max(\,®) n
< Y0+ Y min(A+w,i-A,i-0)D
i=1

izmax(},m)+1

n
= Y min(\+,i-Ai-0)D

i=zmax(A,0)+1

n
Y min[A+0,i-max(,0)]D
i=max(A,0)+1
n-max(A,»)
= Y min(A+0,i)D
i=1



n-max(A,®)
b = Y min[max(A,0)+min(A,0),i]D
i=1
Pour faciliter le calcul, on pose:
¥ nl=min(A,0) et n2=max(A,w)

Alors on a:

15n1<n2<n
n-n2
et T-T*< Y min(nl1+n2,i)D
=1
Et on doit chercher la valeur maximale de la fonction
n-n2 '
fn1,n2)= ) min(nl+n2,i)
i=1

en examinant les deux cas suivants.

A) n-n2<nl+n2

Alors:
n-n2
) (n-n2+1).(n-n2)
h fnl,n2)= 21' 1= 5
1 1=

On a en outre: n-2n2<nl<n2 = n221;3-l ,

' (n-g+1).(n-3)
d'ou f{nl ,n2)< 5
2n2+3n
)
(2n+1)2
<76
B) n-n2>nl1+n2
Alors:

nl+n2 n-n2
flnl,n2)= Y i+ Y (nl+n2)
i=1 i=nl+n2+1
_(nl +n2)'(; 1+n2+1 )+[n-(n1 +2n2)].(n1+n2)
(n1+n2).(2n+1-n1-3n2)
= 2
(4n1+4n2).[2(2n+1)-2n1-6n2]
= 16
[(2n+1+4nl1-n2)- (2n+1-3n1-5n2)1.[(2n+1+n1-n2) + (2n+1-3n1-5n2)]
= 16
[2n+14+n1-n2]2 - [2n+1-3n1-5n2]2 <[2n+1 +n1-n2]2
- 16 = 16

g (2n+1)2
<16




Dans tous les cas, on a:

2
T-T* < fin1,n2)D < %—QD

Q.E.D.

5. Conclusion

Nous avons défini un nouvel ensemble d'ordonnancements et prouvé qu'il
contient au moins une solution optimale, ce qui nous permet de travailler sur un
sous-ensemble plus restreint.

Au lieu de l'explorer (au moins implicitement) nous avons proposé de
construire, de maniére polynémiale de "bons" ordonnancements de cet ensemble.

Un majorant de l'erreur commise dans le pire des cas a été calculé dans un
cas particulier.

Les résultats ont été obtenus pour le probléme d'ordonnancement a une
machine n/1/ry 3T;. Il nous parait intéressant de chercher & étendre les notions

définies ici au cas général a plusieurs machines (n/m/r;/ 3¥T;). Dans ce cas, il est

nécessaire d'introduire des délais par opération, et comme ces délais sont plus ou
moins arbitraires, nous perdons la propriété de dominance des ensembles
d'ordonnancements construits. Nous effectuons actuellement nos recherches dans
ce sens et cela nous incite 4 chercher a intégrer un indicateur d'urgence généralisé
comme régle de choix dans un systéme expert.

A4

D
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6. Annexe: étude analytique de la fonction PRIOR

Par définition, la fonction PRIOR est donnée par la formule:

PRIOR@,A)=max(A,r;) + max[max(A,r;)+p;, d;]

En étudiant les différents cas possibles et en supposant que 1'on travaille
sur les délais corrigés (di=rj+pi), on obtient immédiatement que:

ri+d;j si A<rj

PRIOR(,A)=4 A+d; si ri<A<d;-p;
2A+pj si dj-piA

C'est une fonction non décroissante, continue et linéaire par morceaux
(voir Fig. 4.1). Elle est constante tant que la tache i n'est pas arrivée. Elle croit a la
méme vitesse que A tant que la tiche planifiée au plus tot n'est pas en retard et son
ordonnée a l'origine est dj. Aussi, si on compare sa priorité avec celle d'une autre
tache disponible et non en retard en commengant a l'instant A, c'est la tache de plus
petit délai corrigé qui est la plus prioritaire. Elle croit & une vitesse double de A
lorsque la tache planifiée au plus tot est en retard et son ordonnée a l'origine est p;.
Aussi, si on compare sa priorité avec celle d'une autre tache qui serait aussi en
retard en commengant en A, c'est la tiche de plus petite durée qui est la plus
prioritaire.

On peut considérer que cette régle de priorité est une régle souple qui
lorsque l'on compare deux taches a placer consécutivement sur une machine, passe.
de la régle FIFO (First In First Out) quand une des deux taches n'est pas encore sur
le point d'arriver, a la régle EDD (Earliest Due Date) quand aucune des deux tiches
n'est en retard, puis a la régle SPT (Shortest Processing Time) lorsque les deux
taches sont en retard. Les cas transitoires (par exemple, l'une en retard et pas
I'autre) sont traités également puisque PRIOR(G,A)SPRIOR(,A) = Ty JAT; i(A).
Les instants ou la priorité change peuvent étre obtenus analytiquement dans
chacun des cas possibles comme le montrent les figures 4.2, 4.3 et 4.4.

Toutes les figures ont été réalisées en supposant arbitrairement que la
tache d'indice i est la tache ayant le plus petit délai (dj<d;).
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La figure 4.2. correspond au cas oit ri+di<rj+d; (ou encore dj-dj2rj-rj, c'est-
a-dire que l'écart entre les délais est supérieur a I'écart entre les dates d'arrivées en v
inversant les taches et quelle que soit la tache qui arrive la premiére). Dans ce cas,
la tache de plus petit délai est toujours prioritaire si c'est également la tiche de plus
petite durée (pi<p;) ; sinon la tiche de plus petit délai est la plus prioritaire jusqu'a
I'instant dj-p; (& partir duquel les deux tdches seront en retard), puis celle de plus

petite durée devient la plus prioritaire.

V' §

2di-pi

ri+di
di e ,u"
’t L)}
‘I
1"‘
:"’
’|" f 'l "
’l" '|" ""I' ((:iasd> . .
/- dj-dizri-j
pi / o 7 D A di<dj
+4- Pi-'i:'" Sou=za =4
- + —> P | —
ri di-pi di A ri di-pi di A
Fig. 4.1. Fig. 4.2.

Les figures 4.3. et 4.4. correspondent au cas ou rj+d;2rj+d; (ou encore dj-dj<rj-
rj, c'est-a-dire que 1'écart entre les délais est inférieur a 1'écart entre les dates
d'arrivées en inversant les taches). Dans ces deux cas, c'est obligatoirement la tache
de plus grand délai qui arrive la premiére.
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La figure 4.3. correspond au sous cas ou ri+dj<2dj-p;. Alors, la tache qui
arrive le plus tot est la plus prioritaire jusqu'a I'instant rj+d;-d; (c'est-a-dire la date
d'arrivée de celle de plus petit délai diminuée de 1'écart entre les délais). Puis la
tache de plus petit délai devient la plus prioritaire et le reste si c'est aussi la tiche de
plus courte durée. Sinon, c'est 'autre tdche de plus courte durée qui redevient
prioritaire a partir de l'instant dj-p; comme dans le cas de la figure 4.2.

La figure 4.4. correspond au sous cas ou ri+d;>2dj-p;. Alors, la tache qui -

rj+d;-p;
arrive le plus tot est la plus prioritaire jusqu'a l'instantl—zl-m-. Puis c'est la tache

de plus petit délai qui a également dans ce cas la plus petite durée qui devient la plus
prioritaire et qui le reste.
4

Cette étude analytique montre bien que si l'on s'intéresse a 1'évolution de la
priorité de deux taches consécutives au cours du temps avec pour objectif de
minimiser la somme des retards alors la fonction PRIOR donne d'abord la priorité a
la tache qui arrive la premiére (FIFO), puis donne la priorité a celle de plus petit
délai (EDD) et enfin, lorsque les deux tiches sont en retard, elle donne la priorité a
celle de plus petite durée (SPT).
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