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CALCUL DE GEODESIQUES PAR
UNE METHODE DE PROJECTION

Programme 7

R MRy

4P

FETs

R s g Ty

s

Christine DUFLOS
Pascal MEHEUT
Jean-Christophe WEILL

R Y

e

Octobre 1988

*RR .

Ry




Calcul de géodésiques
par une méthode de projection

Christine Duflos, Pascal Méheut, Jean-Christophe Weill
(ENS Cachan, 61 av du Pdt Wilson 94230 Cachan)

Résumé :

Une méthode de projection est introduite pour le calcul de géodésiques sur une
variété donnée et appliquée au cas du tore. La motivation de cette étude est l'introduction
récente par Y. Brenier d’'une méthode similaire pour le calcul des écoulements de fluides
parfaits incompressibles.

A projection method to compute geodesics

Abstract :

A projection method is introduced to compute geodesics on a given manifold and
applied to the particular case of the torus. This study is motivated by the recent
introduction by Y. Brenier of a related scheme for the computation of inviscid
incompressible flows.
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Ce rapport est le résultat d'une recherche menée a 'TNRIA au printemps 1988 sous
1a direction de Y. Brenier pour calculer les géodésiques sur une variété donnée.
L'objectif ultime de ce type de méthode est la résolution des équations des fluides
parfaits incompressibles. 1l est connu, en effet, au moins depuis Arnold, que ce
probléme est équivalent a la recherche des courbes géodésiques sur la variété (de
dimension infinie) des difféomorphismes conservant les volumes, pour la métrique
associée 2 I'énergie cinétique (ou plus généralement a 1'action) [Arnold].

Cette approche des fluides parfaits a été utilisée dans [Brenier] pour définir une
méthode numérique ayant les deux aspects suivants :

i) Un schéma semi-discret en temps pour le calcul des géodésiques sur la variété
des difféomorphismes conservant les volumes.

ii) Une discrétisation de cette variété i 'aide de matrices de permutations.

Seul le premier aspect est ici considéré. Le schéma semi-discret s'applique a
n'importe quelle variété S. Connaissant les positions successives d'une particule se
déplagant sur S suivant une géodésique, a savoir X, X, ,..., X, ), on extrapole les

deux derniers points pour définir X .1 =2 X - X .1+ Ce nouveau point se
retrouve 2 priori hors de la variété S. On effectue ensuite la projection orthogonale

de in 41 sur S pour obtenir la nouvelle position X . ;.

Dans la mesure o la métrique sur S est induite par la norme hilbertienne de
l'espace ambiant, cette méthode numérique "de projection” est consistante a l'ordre
un. :

L'objectif du présent travail est :

1) de définir une méthode du méme type, mais d'ordre deux;
2) de l'appliquer au calcul des géodésiques sur une variété simple : le tore en
dimension trois ("chambre a air").

Dans la premitre partie, on définit un schéma stable d'ordre deux pour I'équation
modele X" = -A X (ol A est positif); ce schéma a la propriété d'étre completement
décentré a gauche.

Dans la seconde partie, 4 partir du schéma décentré, on définit une méthode de
projection pour le calcul des géodésiques et on vérifie sa consistance a l'ordre
deux.

Enfin dans la troisi¢me partie, on considére la cas du tore et on effectue des
comparaisons avec des méthodes plus classiques (en particulier le schéma de
Runge-Kutta d'ordre 4 appliqué aux équations explicites des géod€siques que I'on
connait dans le cas du tore sous une forme simple), ainsi qu'avec la méthode de
projection d'ordre un.



X'"= kAX. (ou Aest posmve)

1. Calcul des différences finies 3 gauche pour x" au second ordre,

Soit x(t) une fonction au moins C 3 » fyun réel, At un pas.

On suppose connues les valeurs x —x(t0+n At).

On se propose de déterminer la valeur de la dérivée seconde en t0+ (n+1) At,
clestadirex }q au second ordre pres en fonction de X, 5, X, 1> Xy X4 1
Le développement en série de Taylor a l'ordre 2 donne

=x(t + (n) At)=x (t + (n+1) At - At)

" At "
=Xp+1 -8t Gpap)’ +5 2 (Xn+1) % *n+1) +0(atY)
y . 2A [ 2A2 " 8A3 " OA4
Xp 1= ~ 2 A (Rp )+ 2 A0 (xp )" - G AT ()" + O(AL)

Xp2=%n41 - 3B Ky ) +3 At (Xn+1)"' A (xp4p)" + O(AL Y

On recherche o, B, 7, O tels que .
ax o+ Bx, g YR+ X =AC (g )" + OA)

On obtient le systeme

a+B+y+d =0
3a0+2P+y =0
9a+4P+y =2
2700+8B+y=0

La solution est unique et vaut : (@ =-1,p=4,7y=-5,6=2)
Nous obtenons donc

-xn_2+4x -5xn+2xn+1

n-1

At?

= (x,," + O(AP)

D'oli I'idée d'une méthode pour résoudre numériquement les équations
différentielles du type x" =- A x (A positive)

Connaissant X Xp» X, 0N résoud alors

-xn_2+4x -5xn+2xn+1

_ n-1
n+1 ™~ At

ce qui donne des solutions i l'ordre 2 pres



2. Consistance de 1a méthode.
Prenons y une fonction vérifiant V n, y(n At) =x,.

Onadonc:

¥((n-2) AY +4 y((n-1) AD) -5 y(n Ap+ 2 y((n+1) AY _ (y((n+1) At)
A2 .

d'ou
y'((n+1) A+ O(A) = -A y((n+1) At) d'apres 1.
d'olt
y'+Ay=0(r)
La méthode est donc consistante car y vérifie y" + A y =0 a 'ordre 2.

3. Stabilité.

Ona
Xpp+t4X, 1-5%, +2%,41 =-aAt2xn+1 oua>0

On sait alors que la méthode est stable si les racines du polynéme

144Z2-5722+273=-aA2Z3

sont de modules strictement inférieurs 2 1 si a > 0.

Onposea=aAt220

Etudier la stabilité revient a étudier le module des racines du polynéme
P (2)=-1+4Z-52*+27°+aZ?=(Z-1?2Z-D+aZ
Etudions rapidement PO(Z) =(Z- 1?QZ-1)

P(')(Z)=(Z-1)(4Z-2+2Z-2)=(Z-1)(62-4)



Le graphe de P, est le suivant :

-~

|

-] =g=

Revenons 2 1'étude de Pa' Ona:
P2)=P2)+aZ>  o>0

On distingue 3 cas

-2<0
a Z* <0 donc P (Z) <Py(Z) <0

- 0<Z<

) —

Pa(Z) =P(2) +a 73 or Py(Z) et o 73 sont croissantes sur [0, %:'

donc Pa(Z) est croissante sur [0, %]
Pa(O) =-1
p.dspd>0

o3> Py5) 2

donc 3! Zoc € :|O, %—[ tel que Pa(za) =0

- Z2

DI —

P(Z)20etaZ’>0=>P(2)>0



Donc P (Z) possede une'unique racine réelle Z, comprise entre 0 et-fl-

Le graphe de P(Z) a donc I'allure suivante :

[§
?

P« po

| I —— : >
12 1

Ainsi pour & > 0, P, posséde une unique racine réelle de module <5

Intéressons nous maintenant aux racines complexes
P esta coefficients réels donc ses racines complexes sont conjuguées.
Onlesnoteuet u.

Les relations entre coefficients de Pa et racines donnent :

- - terme constant -(-1) 1
Za uu= - 3 = =
coefficient en x o+2 o+2
1
dott Z,, ui?=
a o+2
donc Z_, = 1

O (o +2) ll?



1 ]
OnaP.(Z.)=0; remplagons Z, par ————= alors on obtient
o%o) plagons Co P (o0 + 2) lul?

@ + o) () -4 2 +0) (uP’ +5lP-1=0

Ainsi lu® est une racine réelle strictement positive du polyndme
Fu)=Q2+0)?x* - 42+ 0)x*+5x%-1

On étudie donc F, pour avoir le module de ses racines.

Ona : Fy(=(x-1)@x- D +a(@+4)x-4ax’

Posons : Ga(x) =oa(x+4) © -4 o x?

Ona Gy =3a(a+4)x -8ax
=x(3a(a+4)x-8a)

d'ou le tableau de variation de Goc

x |- 3 (0 +4) «+4) + oo
G (x) ¥ - + +
G () o +
) 0
On en déduit le tableau suivant :
X - o0 4
(@ +4) 1 T
[
G x) ] 0 + +
(x-1)(2x-1)° - - 0 +
F ) - +




Donc les racines réelles du polyndome Foc sont dans [ . l[
- (a+4)

Ainsi lul? < 1, lul étant le module des racines complexes de Pa’

Ainsi toutes les racines de P, (o> 0) sont de modules inférieurs a 1.
La méthode proposée est donc stable



1l de géodésiques par une mé
1. Présentation du probléme.
Soit S une variété définie par S = { X € R4/H(X) =0} ot H est une

application donnée régulitre de RY dans RY , d' < d telle que DH(X) soit en tout
point de S une matrice rectangulaire de rang d'.

On recherche la trajectoire d'un point matériel assujetti a se déplacer sur la
surface S en étant soumis & aucune force extérieure.

Soit t — X(t) la trajectoire de c€ point. On a V' t, H(X(1)) = 0.

Le principe de moindre action nous dit donc que X(t) minimise localement
1'énergie cinétique, c'est a dire :

\v4 tyt suffisament procheson a :
Pout toute courbe Y vérifiant H(Y) =0, Y(to) = X(to) et Y(tl) = X(t,)

Y. Y.
ﬁo IX1I2 dt < f‘o Iy dt

Posons alors Y(t) = X(t) + 8X(t).

Faisons un développement limité de H(Y) =0:

HX(t)) + 8X(t)) = H(X) + Grad H(X) . dX(t) + O(ISX ()I1%)

orHX) =0

doncVte [to, t1], Vv 86X ona Grad H(X(t)) . 6X(t) =0 al'ordre 1. (1)

On a par hypothese :

tl . tl . . t1 .
LO Y (o) dt=ft0 IX(t) + SXOI? dt > fto X2 de ,V8X

t

t
ftol IX(t) + SX(OI2 dt = ftol X2 +2 8X . X dt au premier ordre en 8X

t
don V 8X, -J;Ol 28X.X dt20
et si I'on change 8X en -8X alors 8X est changé en -8X.

t
. . 1 VA, .
on en tire la relation Jto 28X .X dt=0 au premier ordre en 8X.

D'ol, en intégrant par parties

N RS .
[8X . X]tl - ft 18X .Xdt=0 au premier ordre en 8X.
0o V0

10



Or SX(tO) = 8X(tl) =0
t .
Donc on aﬁl 20X .Xdt=0 VX au premier ordre en 8X.
0 .
DouVte [t,t], V85X, 8X(®). X =0 (2) au premier ordre en 8X.

Nous obtenons deux relations (1) et (2)

83X .X =0

Vie [t VOX oo i HX®) . XM =0

} au premier ordre en 8X.
Ainsi V t, X(t) € tKer(Grad H(X(1))) = Im[Grad H(X(t))]t

On en déduit que 3 A(t) /

X(t) = Mt) Grad H(X(t)) (A) oli A(t) est un vecteur delRY

Nous avons donc que la trajectoire décrite par le point soumis a la moindre
action vérifie (1) et HX) = 0.

2. Equivalence du probléme avec la recherche de géodés_igues sur une surface deR>.

Définition : Une géodésique I" d'une surface (S) de R3 est une courbe tracée sur
S telle qu'en tout point son plan osculateur contienne la normale a la courbe.

Ce qui se traduit par : si I' : t — X(t) alors on a

{ (1) HX(®)) =0
I R
) I1X,X, VHX®) =0

pour tout paramétrage t — X(t) admissible.

a) Soit une courbe vérifiant le syst¢me suivant :

HX(®) =0
I : { .. -
X=Mt) VHEX(®) ouAr:R >R

On vérifie immédiatement que II = L.

11



Nous pouvons encore déduire de II :

en dérivant HX(t)) = 0 on obtient X .Grad HX(®) =0
d'od comme X(t) = A(t) Grad H(X(1)), X . X = 0 donc IIXII? = constante > 0

Donc les courbes vérifiant (IT) sont des géodésiques parcourues de telle fagon
que

IXHI2 = constante.

b) Soit maintenant une géodésique I' et un paramétrage de I' tel que X2 = k
> 0 (par exemple t = abscisse curviligne de la courbe)

]

de H(X(t)) = 0 on tire en dérivant que X(t) .grad HX(1)) =0
de IX(D)IIZ =k on tire X(1) . X(t) =0

Le paramétrage étant admissible on a X#0= X et Grad H(X(t)) sont

perpendiculaires 2 X, et comme X, X, Grad H(X(t)) sont dans un méme plan, on
a X et Grad H(X(t)) colinéaires.

Donc I et son paramétrage t vérifient (II).

On a donc montré que le probléme physique revient a chercher les géodésiques

avec un paramétrage tels que IX(D)I? =k > 0.

3. Résolution numérique du probléme.
a) Schéma de projection

Soit S une surface telle que taut point de 1'espace posséde une projection
orthogonale unique sur S.

.. -
On adapte le schéma de I A 1'équation différentielle X = A(t) VH(X) dela
manigre suivante :

Connaissant Xn, X vy Xo ol Xn =~ X(n At), on calcule

n-1°

X1/ X((@+) A)=0 &

2 in+1 -Xpot+4 X, 1-5X, =0 (celarevient a poser A =0dansle
schéma du I) '

puis X, 1= Il 1 (in +pPou IT, est la projection orthogonale de X sur la
variété S.

12



b) Consistance de la méthode.

Soient les points XO, ey Xn, calculés a partir du schéma ci dessus avec le

pas At.
“Soit Y une fonction C 3 telle que Y(n At) =X, on a alors :

X o1 =5 (Y(@-2)A)-4Y((-1) A) +5Y(n ) et X ) =TT Rpyp)
d'ot

: ~ -
3ty g telque Xp g -X0q =Wy VEX )
d'ol
Y({(n+1)At) = Ho+1 _V?Y((n + DAY +%(Y((n “DAY)-4Y((n-1)A) +5
Y(n At))
d'ou
-Y((n-2)At) + 4 Y((n-1)At) - 5 Y(nAt) + 2 Y((n+1)At) =2 Ho+1 ?Y((n+1)At)

or d'apreésle I, on a:

S Y(n-2)A)+4Y(n-1DA)-5Y(nA)+2Y((n+1) At)_
At? -

Y"((n + 1) At) + O(A®)
dod

20,012
A”;’ 19y + 1) Ay
t

Y"((n + 1) At) + o (A®) =

2
——@ tel que

dob 3hy g =—

-
Y+ DAY= g VY((n+1) A1) +0(AD)

Le schéma de projection est donc consistant pour le calcul des géodésiques.

13



¢) Démarrage de 1a méthode.

On suppose connus X et X, Sachant que pour appliquer le schéma, il faut
connaitre X, et X, on cherche a en obtenir une approximation au méme ordre.

1) Calculde X,
On veut appliquer le schéma de projection donc on calculeX1 au second ordre 2
partir de X, et XO.

En développant en série de Taylor a I'ordre 2, on a :

. AP
X, =X, + At X, +=-A(0) Grad H(X) + O(Ar)

H(X,) =0

' 2
d'od H(X, + At X, + ATt-x(()) Grad H(X,) + O(A?)) = 0

d'on, en faisant un développement limité a l'ordre 2

Onpose V =AtX + ét— AQ) V H(Xo) +0(AP)

V2 X,
5—(V.V).+ o(IvViIPy =0

H(X) + V(X)) V +

d'ou
t

A (AtX,)
HX,) + V(X)) (At X, + S-A(0) VHX) +—

(AP)

VZH(X)) (AtX) =0

or H(X,)) = 0 et en dérivant _V_}H(XO) X, =0
d'ol
A 2, A2 o o2 :
—-M0) v HXIP + 5 (Xt VPHX) K + O(Ar) =0

{ X! VPHX) X

d'odt M(0) = -
: -
IV HX)I?

14



V) G
tonk - ST ED T

_)
IV HXI?

On connait donc X, X, et X,
d'ot, en effectuant des développement en série de Taylor :

. A2 AP 3) 4
X0= Xl-AtX1+ wa Xl -—6-X1 + O(AtY)
. . .. A[2 3)
X, = X, - At X +=-X7 +0@r)
X, = X, - &t X2 +0@a?)

On recherche donc X, en fonction de X, X, et X, et X, clest a dire &, B, Y, 8
telsque

o aX +BAX +yAE X +8X
X, =— 0 — 2 L0
At
d'ol
. 6X,-6X -6AtX,-2A%X
X, =——— 3 0 2+ 0(AP)

d'ol le démarrage :

On calcule 5(1 tel que X, =0, c'est 2 dire

X, tel que 6 X, - 6 X, - 6 AtX, -2 AC X =0 dob
% ox 4o X, +A0 K
Xl— 0+ t 0+'3— 0
X, =T,X)

2) Calculde X,

On connait Xo’ Xo et X1

On recherche X2 en fonction de X, XO, X, etX,.
En développant en série de Taylor, on obtient

X, = X, -2 AtX, +2 A2 X, - 5 A8 X + 0(af)

15



X, = X,- 2 At X +2 A2 XS +0(4P)

0
A . AP

: e
X, = X,- &X,+ —X,- =X, +00@d)

On recherche donc o, B, 7, d tels que :

=ocX0+[3At)'(0+yX1+8X2

" +0(Ad)

d'od
X, =3 [ux +6AtX, -16 X +5X]+O(At2)
d'od le calcul de X, / X, =0 clest a dire
X,/5%,=16X,-6 At X -11X,

etde X, =TI (X,)

Les calculs de X, etde X, étant réalisés, on poursuit la méthode avec le schéma
de projection décrit en a).

16



II Calcul dodési
1. Equations du tore.

Nous considérerons le tore engendré par la rotation autour de l'axe des Z du

cercle
appartenant au plan Oyz, centré en (0, 1, 0) et de rayon 1.
AZ
{ >
1 2 Y

1
Son équation implicite est Z + ((x2 +y3)2- 2)2 =1
On en déduit une équation parametrée :

ona0<lzl<1donc

{ z=sinu
: 1
(x2+y2)2-2=cosu

z-smu
~

{ (x* +y2)2 2+cosu
z=sinu
o X +y2
(2+cosu)2

z=sinu
=(cosu+ 2)sinv
x (cosu +2) cos v

=

17



Les paramétres u et v étant définis comme suit :

! W/

2.E ions différentiell Esiqu
X un point du tore, HX) =0
(cosu+2)cosv

(cosu+2)sinv
sin u

X

On recherche les géodésiques sous la forme

(cos u(t) + 2) cos v(t)
(cos u(t) + 2) sin v(t)
sin u(t)

t—= X =

ol t est un paramétrage admissible (par exemple 'abscisse curviligne dela
géodésique).

On sait que si X(t) décrit une géodésique, alors on a avec un parameétrage bien
choisi )

X(t) = A(t) Grad H(X(t)) ce qui équivaut 3 X A Grad H(X) =0
Exprimons Grad H(X) puis X

Grad HX) =K (%Zé A %i—(-) (ot K constante réelle) '

On vérifie que
-cosucosv(cosu+2)

Grad HX) =K l -cos usinv (cosu+ 2)
-(cosu+2)sinu

18



De méme le calcul montre que

-sinv(cosu+2)v"-cosvsinuu"
-(cosucosv (u'2 +v2) -cosv vZ+2sinusinvu'v')

X=| (cosu+2)cosvv"-sinusinvu"-cosusinv (u?+v?
2sinvvZ-2cosvsinuu'v'

cosuu" - sinu u?

Remarque ; Ces 2 deux calculs ont étés effectués sur IBM pCc® grice au logicie
de :

calcul symbolique MUMATH®.

Rappelons que nous cherchons a expliciter : X A Grad HX) =0
Ceci nous donne 3 équations mais 2 d'entre elles sont équivalentes.
Ainsi apres simplifications, nous obtenons :

XAGrad HX) =0 &

v 28inu
{V “Traost V=0 D

u" +sinu (cosu+2) vZ =0 (2)
Nous allons maintenant rechercher une forme intégrale de ces équations.

Pour (1

multplions (1) par (2 + cos u)2 (Qui est toujours non nul). On obtient :
(2+cosu)2v" -2+cosu)sinuu'v'=0

d'on, en remarquant que ((2 + cos u)z)' =-2 (2 + cos u) sin u u' on tire que

(2 +cos u)2 v' =k, ol k est une constante réelle.
Pour (2) :

Nous allons montrer que si u' # 0, alors (2) <> u? +v% (cosu +2)>=h, h
constante réelle.

2+ v2 (cosu+2P’=h

ul
S2uu"4+2v v (cosu +2)% - 2 sin u (cos u +2) vZu'=0

2sinu
2 1 " + vl + 2
& 2u'u (cosu+2) 3 cosu

(en utilisant (1) pour remplacer v')
< u' (u"+sinu(cosu+2) v'2) =0
o @)siu'#0

u'v'-2sinu_(cosu+2)v'2u'=0

19



Doncsiu'#0

(1) o {(2+cosu)2 '=k |
() u2+v2(cosu+22=h>0 :

Etudions le casouu'=0.
Les équations (1) et (2) deviennent :
DHev'=0
(2) & sinu (cosu+2)v'2=0<=>sinuv'2=00arV u, (cosu+2)#0

siv' = 0 alors comme u' = 0, v et u sont des constantes et la courbe se réduit & un
seul point. :

Sinononasinu=0alorscosu=loucosu=-1
v'=0=>v=at+b

3cos(at+Db)

sicos u =1 alors X(t) = (3) sin (at+b) , il s'agit du grand cercle du tore.

cos(at+b)

sicos u = -1 alors X(t) = (S)in (at+b) , il s'agit du petit cercle du tore.

Donc le cas u' = 0 donne deux géodésiques : le grand et le petit cercle du tore.

Revenonsaucasouu'#0

-sinvv'(cosu+2)-sinuu'cosv
cosvv'(cosu+2)-sinuu'sinv
cosuu'

Nous avons X =

alors IXNIZ = (cos u + 2)% v + u'? = h, on retrouve que le paramétrage de la

4
géodésique est tel que IOM!% = constante, comme nous l'avons vu en I1.2.

A titre indicatif, le systtme différentiel vérifi€ par les géodésiques en
coordonnées cartésiennes est

HX)=0
Xy -x'y=k ot h et k sont les mémes constantes que précédemment
x2+y2+z2=h
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3. Calculs nécessaires 3 la mise en oeuvre du schéma de projection décrit en
1.3,

Remargque : pour toute la suite, on prend h = 1

a)
2 X 2 %
— =P +y2-2)
x>+ y*P
1
Grad H 2! 1((x2+y2)5_2)
o2 +y?P
2z
(3.4Y 4xy o)
3 3
x2+yH2 (P +yz
D2H = 2
4xy3 5. 4x - 0
®K+yh7 KE+y

\ o 0 ',

IGrad HIZ = 4 et apres calcul et simplifications, on obtient :

.. . . ' n2
D2H(X,X)=tXD2HX=2-ﬂu3L)
x2 +y22

X X vooon2
dotry =XEXX) 1) 20X xy)
Grad HIl o2+ y25

b) Projection sur ce tore : [T,

2x
1
%+ y?
X
Soit le point X | ¥ , définissons M 2y
z 1
%+ y?)
0
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L(X)
M,
' Z=0
- - ~
d'od O] (X) = OM + =
_.)
IMXII
X L
— @ +y2-2)
2+ y*R 3
Ona MX 1 dotr IMXII = (22 + ((x2 + yl)% - 2)2)
—L (2 +y2-2)
2+ y22
z

X

- 1
IMXII (x% + y2)2

y

et donc [T (X) - 1
IMXIH (x2 + y2)2

yA

-
IIMXII

ceci n'étant pas définit si 2+ y2 =0 car alors la projection n'est pas unique.
c) Résultats sur les géodésiques (types de géodésiques suivant k)
siu'#0ona:

(2+cosu)2 "=k (1)
uZ+vZ (cosu+2=1 (2)

On peut supposer k 2 0 (car en changeant le signe de k on ne fait que changer le
sens de parcours de la géodésique)
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On a alors :

2
2 = —=1(2) (en exprimant v' 2 partir du 1 et en substituant dans
(cosu + 2) , _
2)
2
donc 1 - k u?

(cosu + 2)2 -

dout 0<k<(cosu+2)<3et kSiItlf(COS u(t) +2) =cos u(t, +2)

Onacos u(to) +2= irtlf (cos u(t) +2) = u'(ty) sin u(ty) = 0

deux cas se présentent :
2

—_—=1
| (cos u(to) +2)
d'ot k = cos u(to) +2< irtlf (cos u(t) + 2)

1. Soit u'(tO) =0 alors (2') devient

t réalise donc bien un minimum et de plusonaque k = i{lf (cos u(t) +2)
doul<k<3

2. soit sinu(t)) =0

Soit
a) cos u(to) =-1, on a alors que k < 1 c'est bien un minimum.

b) cos u(to) =1, donc cos u(to) + 2 = 3, cela ne peut pas étre un minimum mais
c'est un maximum
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En résumé ;

Pour1<k<3ona

itnf (cosu+2)=k
S{.lp (cosu(t)+2)=3
L
Or nous savons que (x2 + y?2 = cos u + 2

1
douk < (x2 + y2)2 < 3 ce qui délimite une région sur le tore.

Exemple :
(Les parties visibles sont en trait gras, les parties cachées en trait fin)

. .~-\\:~\\,\,‘.1 VIV P27 rim,.

Pourk<1
2
w2=1.—X = (1)
(cosu +2)
(cosu+2) (cosu +2)
sik < 1 alors

4 k k
vu, (1 '(cosu+2));'&0et (1 +(cosu+2))>0

donc V t, u'(t) # 0 et comme u' continue on en déduit que u' est de signe
constant.
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Supposons que u soit bornée.

Alors, comme u' de signe constant, u est bornée et monotone donc admet une
limite lorsque t tend vers +o° notée u.

Donc comme u' de signe constantona lim u'=0.
t—+00

En utilisant (1), on a par continuité et passage a la limite : k% = cos (u1 + 2)2

Or ceci est impossible car k < 1 donc u est non bornée donc la géodésique
s'enroule sur le tore.

Exemple :

adMNN S

. . .
.....
.....
. .
.........

si k = 1, alors en supposant que 1'on n'est pas sur le petit cercle

si cos u=-1 alors u' =0 et d'apres le théoréme d'unicité€ de Cauchy-Lipschitz et
III 2) on est sur le petit cercle.

Donc V t,on acos u #-1.
Doncd'aprés (1) Vit,u' #0.
En utilisant le méme raisonnement que ci avant,ona

lim u'=0etdonc lim cosu=-1
t—+o0 t—>+00

Donc la géodésique admet le petit cercle pour asymptote.
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4. Résultats numériques sur les géodésiques du tore.

a) Le grand cercle. (k=3)

..'~-'.\'.\'.‘-\-\'.\:‘ !
AR

{
3 cos T
L'équation de cette courbe est X 3gnt 52 période est donc 6 T ~ 18,84955
0
Nous alons étudier la période des courbes obtenues par notre méthode de

résolution en fonction du pas de temps, en la comparant avec les résultats de la
méme méthode, mais a 'ordre 1 seulement.

Remarque : Tous les calculs ont étés effectués avec un Macintosh®, en utilisant
la librarie SANE (Standard Apple Numeric Environnement) qui est conforme
aux standards IEEE 754 et 854. Elle offre une précision d'environ 18 chiffres
décimaux.

pas ordre 2 ordre 1
1 18 38
0,5 18,5 28,5
“ 0,1 18,7 20,8
0,05 18,75 19,8
It 0,01 18,83 19,04
|| 0,002 18,846 18,888

On constate que la précision de la méthode 4 l'ordre 2 est excellente puisque la
différence entre la valeur théorique et la valeur calculée est toujours de l'ordre de

grandeur du pas de temps, ce qui correspond a l'incertitude sur le point & prendre
pour clore une période.
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A linverse, la méme méthode au premier ordre donne des résultats médiocres
car le schéma de projection entraine une erreur systématique qui fait que les
points sont de plus-en plus proches.

Ainsi la période croit avec le nombre de tours pour la méthode d'ordre 1, alors
qu'elle reste remarquablement stable avec la méthode d'ordre 2 comme le

démontre le tableau suivant, obtenu pour At = 0,05

1 3 4 S5 6 |
ordre 1{ 19,8 21,8 23,8 25,75 27,715 29,74“
[ ordre2] 18,75 18,9 18,85 18,85 18,85 | 18,85

b) Comparaison

On va maintenant comparer cette méthode avec la méthode de Runge-Kutta &
l'ordre 4 que I'on applique 2 la forme intégrale des équations différentielles
déterminées au I11.2.

2
Pour cela on s'intéresse 2 la géodésique passant par le point (1) et admettant en ce

0
point le vecteur dérivé (1) . (k=2)

On la trace d'abord en utilisant le schéma de projection a l'ordre 2
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On constate que la méthode de Runge-Kutta (désormais noté RK4) est plus
précise que le schéma de projection a pas égal mais elle est €également au moins 4
fois plus lente.

En fait on constate sur cet exemple que le schéma de projection tolére mal les pas
élevés.

En revanche, dés que le pas est suffisament petit, la précision et la stabilité
deviennent excellentes et on obtient des courbes identiques.
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On vérifie ceci en étudiant les variations de la norme du vecteur dérivé.
Théoriquement, elle est constante et vaut 1 dans nos exemples. En fait lors du
tracé du grand cercle, on constate qu'elle décroit d'une valeur constante a chaque
étape de Ia méthode. Le tableau ci dessous montre 1'évolution de cette valeur avec
le pas. C

pas 1 0.1 0.01 0.01 0.001

AlOMI ' .12101°) .12 104 |~ 10718

La décroissance est rapide puisque en puissance £™ par rapport 2 celle du pas.
On arrive ainsi donc trés vite a la limite de la précision de la machine, rejoignant
en précision RK4 qui est 2 cette limite quelque soit le pas, mais sans que l'erreur
soit systématique.

Ainsi pour un pas de 10 avec RK4, AIK)_K/I'II est presque toujours proche de 1020
mais est exceptionnellement du méme ordre de grandeur que 1.

11 est 2 noter AllOM'll n'est pas ainsi stable pour toutes les géodésiques. Si son
ordre de grandeur varie peu pour des pas inférieurs a 1, en revanche son signe
change dans le cas de courbes moins particuli¢res que le grand cercle.

Sur le tore suivant, on n'a pas tracé les parties cachées, mais on a représenté en

. . . N =2, .
trait gras les portions de géodésiques ot AlIOM'll > 0 et en trait fin les autres. (pas
=210?

1
\

1

4
’

On constate que le signe est directement 1i€ a la région du tore parcourue et est
donc bien li€ a une erreur systématique.
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Remarque ; Dans les cas €tudiés ci avant, pour un pas suffisament faible & 0.1), les
deux méthodes donnent graphiquement exactement les mémes résultats (ceci a été
vérifié en superposant les courbes i 1'aide d'un logiciel graphique). Afin de mettre en
évidence graphiquement la plus grande précision de RK4, on a tracé ci dessous une
géodésique critique (k=1) qui admet théoriquement pour asymptote le petit cercle. (cf
I 3)c.)

(pas =2 102

schéma de projection Runge-Kutta

~ v iior . T T B A )
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ncl

La méthode de projection, méme si elle est inférieure en précision a la méthode
de Runge-Kutta 4 l'ordre 4 est tout de méme trés intéressante. En effet, sa
précision est tout 2 fait suffisante dans la plupart des cas étudiés ici, a I'exception
peut-tre de la géodésique critiqué ot il faudrait diminuer le pas. Elle est simple &
mettre en oeuvre, rapide et sa précision croit vite avec le pas. En fait elle est
intéressante pour des pas faibles, puisque alors ses erreurs systématiques
deviennent plus faible que la précision de la machine et donc négligeables. Alors
elle est encore utilisable grice 2 sa vitesse tandis que RK4 devient inacceptable.

Enfin, il faut noter que cette supériorité en vitesse s'affirmerait sans doute sur une
surface quelconque car les équations différentielles des géodésiques
deviendraient plus complexes (ol méme inexprimables) ce qui pénaliserait RK4,
alors que la méthode considérée ici n'a besoin que de la projection sur la surface.
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