archives-ouvertes

Acceleration de la convergence dans le calcul des
ecoulements de fluides visqueux
C. Begue, Marie-Odile Bristeau, Roland Glowinski, B. Mantel, Jacques
Périaux, G. Roge

» To cite this version:

C. Begue, Marie-Odile Bristeau, Roland Glowinski, B. Mantel, Jacques Périaux, et al.. Acceleration
de la convergence dans le calcul des ecoulements de fluides visqueux. [Rapport de recherche] RR-0861,

INRIA. 1988. inria-00075693

HAL Id: inria-00075693
https://hal.inria.fr /inria-00075693
Submitted on 24 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.inria.fr/inria-00075693
https://hal.archives-ouvertes.fr

fefiecherche
natique.

L
- - R R-08 \ R DR

Rapports de Recherche

N° 861

ACCELERATION DE LA
CONVERGENCE DANS LE
CALCUL DES ECOULEMENTS DE

FLUIDES VISQUEUX |

Catherine BEGUE
Marie-QOdile BRISTEAU
Roland GLOWINSKI
Bertrand MANTEL
Jacques PERTIAUX
Gilbert ROGE

JUIN 1988
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DES ECOULEMENTS DE FLUIDES VISQUEUX
(I). Cas incompressible et cas compressible non
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compressible cases.
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Résumé :

L'utilisation des méthodes de décomposition d'opérateurs, appliquées
a4 la simulation numérique des é&coulements de fluides visqueux (compressibles
et incompressibles) conduit & la résolution de problémes linéaires du type
Stokes et de systémes elliptiques non linéaires. Ces problémes mettent en jeu
un grand nombre de variables et de ce fait exigent des méthodes de résolution
particuliérement efficaces.

Dans ce rapport, on analyse la résolution des sous-problémes de
Stokes par des méthodes itératives comprenant une &tape de préconditionnement
par un opérateur de bord bien choisi. La résolution des sous-problémes non
linéaires (de type conservatif) est obtenue par 1'intermédiaire d'une méthode
itérative généralisant 1l'algorithme GMRES de Brown et Saad (cf.[1]).

Des résultats numériques obtenus & partir de la simulation numérique
d'écoulements autour et dans des entrées d'air et autour d'arriére corps,

illustrent les possibilités de ces méthodes.

Abstract :

Operator splitting techniques applied to the numerical simulation
of unsteady compressible and incompressible viscous flows lead to the solu~ ::
tions of linear sub problems of Stokes type and of nonlinear elliptic systems.
These problems involve a quite large number of variables requiring efficient

solution algorithms.
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In this paper we discuss the solution of the Stokes subproblems
by iterative techniques involving a preconditioning step by a suitable
boundary operator. The solution of the nonlinear advection subproblems is
achieved through an iterative method generalizing the well known GMRES
algorithm.

Numerical results obéerved from the simulation of flows around
and inside air-intakes and around rear-bodies, illustrate the possibilities

of the above methods.

0

DPAPIEH RECUPERE ET RECYCLE



l. Introduction et orientation

La simulation numérique des &coulements de fluides visqueux, en
2 et 3 dimensions, mod&lisés par les équations de Navier-Stokes peut étre
obtenue par des méthodes de décomposition d'opérateurs telles que celles

décrites dans les références [2], [3]. Les sous-problémes qui en résultent

sont eux-mémes assez compliquéds ce qui implique que leur résolution numérique

demande 1'utilisation de méthodes (en général itératives) tré&s performantes.

L'objectif de ce rapport est de décrire certaines méthodes itératives
récentes pour résoudre les €quations de NaVier—Stokesvcompressibles et incompres-
sibles via des méthodes de décomposition d'opérateurs. 2

2. Les équations de Navier-Stokes pour les &coulements de fluides visqueux

On considére d'abord le cas particulier (important) d'écoulements
autour de profils. Avec les notations de la figure 2.1., les &coulements

n
A~

Uoo (
; Figure 2.1.

isothermes, visqueux, incompressibles sont modélisés par les equat1ons aux
dérivées partielles ci-dessous

du
2.1) g -vvu (w.Vu + Vp =0 dans @,
(2.2) Viu = 0 dans Q (condition d'incompressibilité),

\
avec u = {ui}§=l (N=2,3 en pratique) la vitesse de 1'écoulement, p la pression

V un coefficient de viscosité, et



N aui N
(u.Vu = {Z u, —;—'}
j= j

II,JJi='l
}

Il faut ajouter a (2.1}, (2.2) des conditions aux limites s pour simplifier

1'exposé,on ne considérera que des conditions de Dirichlet, i.e.

(2.3) u=g surT (= 3Q)
(avec r &n dl' = 0). Poﬁr 1'implémentation de conditions aux limites plus
compliquées, cf. e;g.'[2]\¢t [3]. Pour le probléme d'évolution (2.1), (2.2),

il convient d'ajouter une §€ndition initiale, soit
(2.4) u(x,0) = u (x).

Pour les édcoulements compressikles, on utilisera le modéle (non conservatif)

A

ci-dessous : \
(2.5) 20 4 V. (ou) = 0
ot.  ~T VS ’
By 1 2 1
(2.6) CI v P(u.V)u + (y-1) \V oT =g [Vu+3V(.wl,
2.7 o & puvr+ (-yo T f¥7.u == Prerowl,

ol la pression est donnée J r la 101>Tes gaz parfaits

(2.8) p = (y-1) pT,

et ol P, u, T sont, respecftivement, en \variables réduites, la densité, la

vitesse et la température, avec (si N=2)
|

‘ ou,/ 2 du, 2 3du! 3du du du, 2

4 "1 2 i 2 1 2

2. = — - - — —_—
(2.9) F(YB) 3 [(Bx )+ (3X2) 3x1\ BXZJ * (3X2 * axl)

) ] \
Dans (2.6),/(2.7), Re,‘?x et Y sont le nombre de Reynolds, le nombre de
Prandlt, et le rapport des chaleurs spéeifiques, respectivement (y = 1,4

pour l'air).



Avec T = comme dans la figure 2.1 et

(2.10) r_ {x|x e Ty sUgem, < 0},
(2.11) r, = {x]x e I »U e 2 0} ,

on impose sur la frontiére amont T_
(212)  w=y, ,P=1,T=—l—
y(y-1)M

puis des conditions, soit de Neumann, soit "naturelles" sur la frontiére aval, et
(2.13) =0 et T=1,(1 +LLyd
sur T_,

Dans (2.10), (2.13), u., T, M désignent la vitesse, la température et le

Mach pour 1'écoulement uniforme correspondant (celui qui prévaut loin de PB),

Finalement, il faut ajouter aux é&quations (2.5)~(2.8) les conditions initiales

suivantes

(2.14) p(x,0) = Py (x), ulx,0) = u (x), T(x,0) = TO(X)-
I1 apparait que l'utilisation de la nouvelle variable
(2.15) o = Log p

conduit @ une meilleure stabilité des schémas numériques. Avec cette nouvelle

variable, les équations de Navier-Stokes deviennent

(2.16) gg*Y-B +u.Vo = 0,

Q
(=

R
(2.17) 5% + (B'Y)B + (y-1)(TVo + Y T) = E——(V u +‘% Y(Y'E))

(2.18)

SB[
Ll ]

VT + (y-1)TV.u = E?LY T + F(Tu))



Ces deux derniéres équations peuvent &galement s'écrire

du

(2.19) -3% - uyzg + BY° -y(o,g,T) = 0,
2.20) = - T - x(0,u,T) = O,
avec :
(a) S : une valeur moyenne de 1l'inverse de la densité (6=1 est une
valeur possible).

(b) v=1/Re, u=+v: , m=yw$ /Pr,

- L=l 1
(C) B —(Y-I)TB .Y ( 2 + b.2)’

100
(@ Y(o,u,T) = =(y-1) [VT + (T-Ty)Vol )
-(u.Vu + vle (V u +'— Y(Y w) - 6V u]

(e) X(@u,T) = ~(y-DTW.u- u.¥ T + Le™-6)v°r

+V e—oF(VE).

3. Discrétisation en temps par décomposition d'opérateurs’

Par utilisation de discrétisations en temps basées sur des décompo-
sitions d'opérateurs, il est possible de découpler (comme montré emn, e.g. £21,
[3]) les différents opérateurs intervenant dans les modéles ci-dessus. Dans
le cas incompressible, on obtiendrait par exemple le schéma ci-dessous (de

type Peaceman~Rachford) oii At (>0) est le pas de discrétisation en espace :

(3.1) wWo=u ,
puie pour n > 0, on eazcuze {_‘n+1/2 n+1/2} et Un+1 par

/ n+l/2 n
== Y2 2 L S R R nu® dans 0,

At /2
(3.2) 2 V™2 20 dams 0,

n+l/2 - §n+1/2 sur T ,

e




n+l un+1 /2

-
-

2
4

2 n+l +( n+1ZV)un+1 VZ n+l/2 an+1/2 dans ,

(3.3) At/2 )

n+l _ n+lsur T,

1y
|
09

respectivement.

On remarque que les problémes (3.2) sont lindaires et sont trés voisins des

problémes de Stokes stationnaires ; quant aux problémes de diffusion-convection (3.3),
ce sont des systémes élliptiques non linéaires. On trouvera dans [2]1,[3] des

méthodes de décomposition d'opérateurs plus sophistiquées.

Dans le cas compressible, on obtiendrait la variante ci-dessous du

schéma de Peaceman-Rachford (3.1)-(3.3)
On suppose que 6 €] 0,1/2[ et que

(3.4) °=0 =tnp,u’=u, 1=

u
(3.5) { = - a2 vA™0 4 gue™0 o R, e 1) + by VAl

I =T _ ap y2nt0 x(o",u”, T+ b V ™
BAt h

0n+1—9_0n+6 n+l-6 _ n+1-8 n+0
u Vo = -V,

-~

g
e

(1-20)At
n+l-6 - n+6
S - u
(1-20) At
(3.6) uvz un+6 8 Y 0n+6

-~

? n+l1-6 (o n+1-0 n+l-6 _n+l-6

w »u »T ) =

buV

Tn+1—6_ Tn+6

— b VZTn+1—9 _ X(cn+1-6’un+1—6’Tn+l-6) -

(1-26) At

ﬂvz Tn+6 ,



n+l +1-0

- o +V.un+1 = _un+1-6.VUn+1-e’

At - - -
.+l n+l-6
b - _ v2un+1 + BV n+l _ w(on+1-6’un+1-9, Tn+l-9) +
(3.7) BAt - - - ~

b V2un+1 6 ’
n+l _n+l1-6
T - T - am v2Tn+1 - X(on+1-e,un+1-e’Tn+1-e) + b7 VZTn+1-6 ,

8At - - -

avec 0 <a,b<1l, atb=1 et

(3.8) a = (1-20)/(1-8), b = 6/(1-6).

Le schéma ci-dessus est un 6O-schéma trés proche de ceux utilisés dans le cas

incompressible et décrit dans [3] .

4. Accélération de la convergence pour les sous—-problémes de Stokes

4.1. Le cas_incompressible

Les sous-problémes (3.2) sont des cas particuliers du probléme de

Stokes généralisé

ou - Vv qu + Vp = £ dans

4.1) V.u = 0 dans Q ,
u=g sur .
q
5 £e g s
Le problame (4.1), une fois discrétisé de fagon approprife.conduit 3 un systéme
2

linéaire qui peut &tre résolu par des méthodes directes classiques telles que
la méthode de Gauss ; cependant pour les problémes de grande taille, ce qui

est le cas des écoulements tri-dimensionnels, l'absence de symétrie de la matri-
ce du systéme lindaire, et le fait qu'elle n'est pas définie (ou semi dé&finie)
positive rendent la résolution assez coliteuse. En conséquence, on va utiliser
des techniques itératives qui profitent de la structure de probléme de
point-selle de (4.1) ; de telles méthodes sont décrites dans e.g. 23,031 .

Dans ce rapport, on va présenter une méthode de gradient conjugué pour résoudre



(4.1) dans laquelle, 1‘inconnue=prin¢ipale est la trace de la pression p sur T.
Cette méthode est basée sur la décomposition d'Helmholtz du probléme de Stokes
(4.1) et utilise comme préconditionneur un opérateur de bord tr&s facile i

implémenter.

Soit A la trace sur T de la pression p ; il est classique (cf.

e.g. £2],[43 ) que X est solution de 1'équation
(4.2) AX=28g,

o A est un opérateur de bord défini comme suit :

(4..3)1 Yz P, = 0 dans Q, P, = W sur r,

@3, ow, - W = -V dans 0, u, = 0 surr,
(4-3)3 *Yzmu = Y.gu dans Q , wﬁ =0 sur I,
(4.3),  Au =—§§EJT .

avec B défini par

(4.4), y2p0 =V.f dans Q, p = 0 sur T,

(L.L)Z w - vgzgo =f - Ypo daﬁs Q, u =g surT,
(4.4)3 —Yzwo = Y.gc dans Q, wo =0 sur T,

(b.4), B = "2‘:21"

L'opérateur A n'est pas connu’ explicitetient en. général 3 on péut. cependant
démontrer que A est symétrique et semi-défini positif (¢f. fﬁjgfﬁj.péur cés

propriétés).



Afin de résoudre (4.1), via (4.2), on peut utiliser un algorithme de gradient

conjugué préconditionné par 1l'opérateur S défini par

(4.5) s =31
ol

a /a 29,
(4.6) B =y TS R “an'r’
avec

2 0,

- —H dx = 0

4.7 v ¢u 0 dans Q, " U sur T, J ¢u x
Q

(4.8) Yzeu = 0 dans Q, Gu = M gsur T.

Une Analyse de Fourier effectuée sur le demi-espace (cf. [5],[6]) montre que
1'opérateur S défini par (4.5)-(4.8) est quasi-optimal en tant qu'opérateur
de préconditionnement.

L'algorithme de gradient conjugué correspondant, pour résoudFe (4.1), via

(4.2), est donné par

Etape 0 : Initialisation

(4.9) 2°  est domné.
On résout alors

(4.10) VpY = V.f dansQ, p°= A swr T,

b.11) o’ - W = £ - p° dans @ , U

(4.12) -VY° = v.u® dans @, V° = 0 sur T.

et on définit

(o}

(4.13) = -2

on r



Le préconditionnement est obtenu en résolvant

' o
(4.14)1 V2¢° =0 dans Q , %%—: rsur P;J ¢°ar = o,
r
(4.14), v?6° = 0 dans @ , 6° = r° sur T,
et on pose
o _ Q40 g o, , 26°
(4.15) g% =S¢ |+ AVf; 2w b |,

(4.16) w° go.

n n

. n n n n n n+l
Puts, pour n 20, avec A , p, u , Y , ¥ , g , w connus, on calcule A,

n+l n+l n+l n+l n+l n+l .
s, u , ¥ T, T , 8 , W comme sutt

Etape 1 : Descente

(4.17) Vzﬁn =0 dans Q, p* = w" sur T,
(4.18)  oa” - WA = - Vp" dans @, 3" = 0 eur T,
4.19)  -v? " = V.5 dans @, T = 0 sur T,
AJ rngndf
(4.20)  p = - —4&
n 3 n
[ S wdT
I-. 1l
On déFini n+l n+l n+l n+l n+l
n défintt alors X, p ,u , Y et r par
0 R A L
4.22) P =pt -0 BT,
.23 o T,
+]
(4.28) Y= W7 - P,

-n
(4.25)y Loy, S
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Etape 2 : Construction de la nouvelle direction de descente

On résout
2 —n+l 3™ am n+l
(4.26) Ve ¢ = 0 dans Q, e =r sur T, J ¢ dr = 0,
r
(4.27) v2 3™ - 0 dans Q, g+l o ol T,
et on définit gn+1 par
=n+l
n+l o  gn+l o _n+l ae“’_’_
(4.28) g =3 ¢ |I,+4/:r + 4 lr
On calcule alors
J rn+1 gn+1 dr
_'T
4.29) vy = - ,
J r gn dar )
r
(4.30) wn'*l = gn+1 Y, W

On fatt alors n = n+l et on va en (4.17),

Les sous-problémes (3.5) et (3.7) sont des cas particuliers de la

famille ci-dessous de systémes d'Bquations aux dérivées partielles lindaires
(4.31) og  + Y'B =g dans Q,
(4.32) ou - auyzg + BYO = £ dans Q,

2

(4.33) oT - amV°T = h dans Q,

avec les conditions aux limites :

du
(4.34) u=0sur o, us=uy, surl,, au-gﬁ - Bon =10 sur F; .
- oT +
.(4.35) T = TB sur FB’ T=7T, surT_, an 0 sur T,

dans (4.31)-(4.33), o est un paramétre positif.



- 11 -

La résolution du probléme elliptique (4.33), (4.35) est tout & fait
classique et ne sera donc pas considérée dans ce rapport ; copcernant plus
particuliérement (4.31), (4.32), (4.34), on remarque que ce systéme elliptique
peut &tre vu comme une généralisation du probléme de Stokes (4.1) ; en fait,
on rencontre des équations du méme type dans la résolution des dquations de
‘Saint-Venant (shallow water equations) (cf. [7] et les références correspon-
dantes). La méthodologie déveioppée au n® 4.1 pour le cas incompressible peut
étre généralisée ici ; on va donc considérer de fagon plus détaillée la réso-
lution du probléme (4.31), (4.32), (4.34) par des méthodes, directes ou itéra-
tives, basées sur la décomposition (de type Helmholtz) ci-dessous, le but de
cette méthode étant de ramener la résolution du probléme ci~dessus & celle d'un
nombre fini de problémes de type Poisson couplés a la résolution d'une équation
1ntégrale‘sﬁr I'(= PB u P; ] F;). Prenant la divergence des deux membres de

1'équation (4.32), on obtient :

(4.36) “Y-B —‘au A(Y.B)-+6Ac = Y.g H

d'autre part, il résulte de (4.31) que

(4.37)  Vau=g-ao.

D'oli, par combinaison de (4.36), (4.37),
2

(4.38) 0“0 - (B + cap)bc = og - Y.g - aplg .

A 1'équation elliptique (4.38), on adjoint la condition aux limites (de type
Dirichlet)

(4.39) o=2A surT.

Si A est connue, on déduit o , via (4.38), puis u via (4.32), (4.34) 3 on

va ajuster A de telle fagon que (4.31) soit satisfaite, Pour cela, il est com-
mode d'introduire Y splution de

(4.40)  o?y - MY = a0 + Vou - g,

(4.41) YP=0 sur T
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avec [ =B + cal. On démontrerait aisément que la fonction Y vérifie

1'équation bzharmonique
: 2 2 '
(4.42) a’Y - (¢ + cap)&y + aapgz Ay =0

si on peut montrer que P = 0, alors 1'équation (4.31) sera satisfaite.
Une condition suffisante est, bien entendu, de choisir A de telle fagon

que
(4.43) %% =0 surl .

Montrons que cela est possible ; on introduit pour cela l'opérateur lindaire

A défini comme suit :

La fonction A é&tant définie sur T, on résout les problémes elliptiques

suivants :

azc - Ao, = 0 dans Q

A A

(4.44)

Oy = A sur T,

Qu, - ay Au, = -BVo, dans
(4.45) Uy, = 9 sur PB U Pw

du +
ay 8~ - BEOA =0 sur T,
/0121; - A, = a0+ V.u dang
A T A ~TXA ?

(4.46)

wk =0 sur T,

et on définit 1'opérateur A par

'wa

Ton

(4.47) AN =

Montrons que A est un opérateur symétrique et défini positif ; il résulte en
effet de (4.44), (4.46) (et de la formule de Green) que
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= &
<A11,A2> =T J 0,0, dx
(4.49) 1Y)

1 .

BT J low,.u, * au Vu). Tu,]dx,
Y

ol 05 Yy (resp. Gys u2) sont les solutions de (4.44), (4.45) correspondant
a Al (resp. A,). Au vu de (4.49), il est évident que A est symétrique ; de
méme, combinant (4.49) et (4.44), (4.45),on montre facilement que A est

défini positif.

Appliquons les résultats ci-dessus & la résolution du probléme
(4.31), (4.32), (4.34) ; on introduit pour cela 0,5 Yy et wo' respectivement

solutions de

uzoo -tbo =og - V.f - au Ag dans Q,
(4,50)

c =0 sur r,

(o)

au - ap Ago =f - BY,OO dans
(4.51) u, = 9 sur FB, u, =y, sur T,

o _ ur T

an 28 o ?

azw - T Awo =ag + V.u - g dans Q
(4.52)

Par soustraction et comparaison entre (4.31), (4.32), (4.34), et (4.50)~(4.52),
on montrerait alsément que la trace A de o sur [ vérifie 1'équation

(pseudo-différentielle)

oy

(o}

(4.53) AN = T

r
Une premidre possibilité pour résoudre (4.53) est d'utiliser une méthode quasi-
directe au sens de [2, chapitre 7] et [4] ; cela nécessitera la construction

(coliteuse en dimension 3) de l'opérateur A. Pour remédier a cet inconvénient,



- 14 -

on peut généraliser 1'approche du n° 4.1 (cas incompressible) au cas compres-
sible en cours de discussion ; pour cela, on peut 13 aussi utiliser 1'Analyse
de Fourier pour résoudre exactement (4.31), (4.32), (4.34) quand { est un
demi~-espace avec TB = T . De méme, 1'algorithme de gradient conjugué (4.9)-
(4.30) peut &tre généralisé au probléme ci-dessus, on utilisera alors comme

opérateur de préconditionnement 1'opérateur S défini par

(4.54) S =B,
1 aez
(4.55) Bz=c¢z| +22+Z_3_H_l
T r

avec

2 2 a¢z
(4.56) o ¢z - v ¢z = 0 dans R, i sur T

2 2
(4.57) o Gz - v ez = 0 dans Q, ez =z sur T,

"

o 1 L Jaap yq1/2
(4.58) c ZLa+ uau)(l + z )] 1},

(4.59) C B + aqap .

Le paramdtre c apparait de fagon naturelle lors de l'Analyse de Fourier de

1'opérateur A (cf. Appendice 1 et [8]).

5. Résolution des problémes non linéaires par des algorithmes du type GMRES

5.1, Généralités

Parmi les diverses méthodes numériques qui peuvent &tre utilisées
pour la résolution des problémes non linéaires de grande dimension, nous men-
tionnerons les méthodes de moindres carrés non lindaires dans la mesure ol ces
méthodes ont &té appliquées avec succ@s - couplées a des algorithmes de gradient
conjugué - 3 la résolution de problémes compliqués provenant de la mécanique
des fluides (cf. e.g. [2], [31, [9] pour ces applications).

Un des inconvénients majeurs des méthodes ci-dessus est qu'elles exigent une

connaissance précise du gradient de la fonction coit  ce qui, pour certains
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problémes est une opération coliteuse en elle-méme (cela semble &tre le cas
par exemple pour les équations de Navier-Stokes compressibles).

Plus récemment divers chercheurs ontintroduit des variantes des méthodes ci-~
dessus qui n'exigent pas la connaissance exacte du gradient.Parmi ces méthodes,
GMRES (cf. [1] ) a montré des possibilités intéressantes pour les problémes
non lindaires (cf. [101,[11] pour la théorie et les applications de GMRES en
Mécanique des Fluides). Dans le paragraphe suivant, on va décrire dans le
contexte des espaces de Hilbert abstraits, une généralisation de GMRES dont
les variantes en dimension finie peuvent s'interpréter comme des versions
préconditionnées de l'algorithme original. En fait, ces méthodes ont déja
été appliquées aux &quations d'Euler compressibles (cf. e.g. [11],[12]).

5.2. L'algorithme GMRES pour les problémes non linéaires

L'application des méthodes de décomposition d'opérateurs aux équations
de Navier-Stokes conduit & la ré&solution de systémes d'équations aux dérivées
partielles non linéaires, qui eux-mémes se raménent 3 des systémes non linéaires
en dimension finie une fois qu'ils ont &té approchés par des méthodes d'é&léments
finis, de différences finies ou par des méthodes spectrales. Tous ces problémes
rentrent dans le cadre général suivant :

Soit V un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire (.,.) et ;
la norme associe ||.|| . On note par V' 1'espace dual de V, par <.,.> 1la
forme bilinéaire de la dualité entre V' et V et finalement par S 1l'opérateur

de dualité entre V et V', i.e. 1'isomorphisme de V sur V' vérifiant :

<Sv,w> = (v,w), Ww,welV,

]

<Sv,w> <Sw,v> , ¥,w € V,

<£,57lg> = (f,8), ¥f,g eV'.
Tiw

Avec F un opérateur (éventuellement non linéaire) de V sur V' on considére le

probléme

(5.1) ~ F(u) = 0.
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Description de GMRES pour la ré&solution de (5:.1) :

(5.2) u° ¢ V, domné ;

n . . . . n+l L .
alors, pour n 2 0, u é&tant connu, on détermine u comme sutt ;

(5.3) ] = sTlr@®
n n n
(5.4) Wl = r1/ ”r]_” .
Puts pour j = 2,...,k, on caleule r? et w? par
-1 j-1
(5.5) rT =8 DFNwT ) - L b, , W,
j j-1 i=1 ij~1 "i

5.6 n_ n n :
(s.6)  wi=x} /|1l

dans (5.5), DF(u";w) est défini soit par
(5.7, DF(u";w) = F'(u™).w

(ol F'(u™) est la différentielle de F en un),SOit,si le calcul de F'(u™) est

trop colteux, par

F(u™+e w) -F(u™)

(5.7)2 DF(u™;w) =

€ . -
: RS A W BT
avec €(> 0) - suffisamment petit ; on définit alors b?z par
oo n, n n - (e lppe.n, Ny N
(5.8) bik <DF (u ’WQ)’ wi> ( (S "DF(u ’WZ)’wi))
Ensuite, on résout
! Trouver En = {a?}§=l € iRk, tel que,
(5.9) b = {bj};(:l e RX, on ait
n k n k
IFQ™ + = a% WD, s |IF®+ T b, WD
oy J 30 =1 1 37"
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et on obtient u" par
+1 k n :
(5.10) Wt =W T oa W, g

On fait ensuite n = n+l et on va en (5.3).

Dans l'algorithme (5.2)-(5.10), k est la dimension de 1'espace dit
de Kriylov.

Remarque 5.1. : On montrerait facilement que

(5.11) w?,wz) =0, ¥ls 2,j <k, j # 2

Remarque 5.2. : Pour calculer DF(un;w), on peut utiliser au lieu de (5.7)2,

1'approximation (au second ordre) de F'(un).w définie par

F(u"+e w)-F(u"-¢ w)
2¢

(5.12) DF(u™;w) =

Ye choix de la valeur de ¢ dans (5.7)2 ou (5.12) peut s'effectuer

automatiquement par contrdle de la variation de DF(u®,w) (cf. e.g. [13]).

Remarqqe 5.3. : La norme ”.||* dans (5.9), satisfait les relations ci-dessous

.13 gl = [Is7e] , v e v,

(5.14) el , = <, sles 1/2, ¥ e V'

en pratique, on utilise (5.13) pour évaluer les diverses normes H.ll* inter- .
dans (5.9).

Remarque 5.4. : Dans le but d'évaluer a” via la résolution de (5.9), il suffir

(en général) d'approcher - au voisinage de b = 0 - la fonctionnelle

(5.15); b > [[FG" +
J

L e

b, wo
p d wﬁ”'*

par la fonctionnelle quadratique définie par

k
2
(5.15, b > [[F@™ + j§1 b, DF(un;W?)ﬂ|*
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Minimiser la fonctionnelle (5.15)2 équivaut 3 résoudre un systéme linéaire
dont la matrice k x k est symétrique et définie positive (cette approche
équivaut a prendre pour a” le premier itéré de la méthode de Newton appliquée

d la résolution de (5.9) et initialisée par b = 0).

5.3. Application 3a la simulation d'écoulements visqueux

On se limite au cas incompressible dont le formalisme est beaucoup
plus simple. Il résulte du n° 3 que les méthodes de décomposition d'opérateurs

conduisent & la résolution de problémes elliptiques non lindaires tels que

"ou - v V2u + (u.V)u = £ dans 9

(5.16)
u=g surl .

~

Le probléme (5.16) admet la formulatiom variationnelle

u € Vg (={YIY € HI(Q)N, v=g sur rh,
(5.17) ]
a J u.v dx + Vv J Y u. Y v dx + J (E'V)E'V dx = J f.v dx, Vv e Vo
9] Q Q Q
ot v = u (@

En fait, le probléme (5.16), (5.17) est un cas particulier de
(5.1) ; pour le résoudre par 1l'algorithme GMRES, on va considérer Vg comme

un sous-espace de HI(Q)N, cet espace &tant muni du produit scalaire

{v,u} > «a [ vow dx + v [ W.% dx ,

5T j v

9] Y]

et de la norme
@ [ lelax v [ foylZat/?
{2 Q

Une fois que ce choix a été fait, appliquer l'algorithme (5.2)-(5.10) est

évident et on obtientalors la méthode itérative ci-dessous :
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Etape 0 : Initialisation

(5.18) u® ¢ Vg est donné ;

~

n

. . n+l .
pour n 2 0, u étant connu, on obtient u comme suit :

Etape 1 : Construction de 1l'espace de Krylov

Résoudre
o J r?.v dx + v J v r?. Vv dx = o J un.g dx + v j VEn°YY dx
9} Q Q 9]
(5.19) + J (Bn.y)gn.y dx - J fvde, WeV ;
Q Q
f? € Vo’

puis poser

(5.200 W1 =11/ (o j =2 %ax + v j veD ey t/2
Q Q

Alors, pour j = 2,...,k, on calcule r? et w? via la résolution de

( o J r?.v dx + v J Vr?.Vv dx = <DF(u?;WP ),v>
| ~3°~ ~n e ~3’~3-172<

%3-1°7 2Z5-12Y z

- f
(5.21) < -a J st vdx - v j Vs .V dx, ¥v ¢ V0 3
Q

<DF(Bn;Y)’Y> = Q J w.v dx + v J YY'YY dx
Y] f
(5.22) + J (. Vw.y dx + J w.V) u".v dx,
f 9}
et aussi
j-l
(5.23) 5?-1 = I by yg ,



- 20 -

avec

n

(5.24) b12

= <DF(u™;wp),w;>)
et en posant

(5.25) W=D/ (o J Ir?lzdx +V I !erIde)l/Z .
<3 A3 ~3 o

Etape 2 : Calcul de un+1 par minimisation dans 1l'espace dé Krylov

On résout dans R* e probléme de minimisation (de type moindres carrés

non linéaires)

Trouver a® ={a?}§;1 tel que
(5.26)

. n, _ . k
j (@) =3 (b), ¥b ¢ R,

(5.21) 3 (®) =3 J lyl? ax + 3 JIYzlz dx,
Q Q

avec y (= yU(b)) la solution du systéme elliptique

oy - Wy = au(b) - Wau(b) + (W(B).V)u"(b) - £ dans Q

(5.28)
y=0 surl ,
n n k n
(5.29) u(b)=u + Ib, w .
~ o~ ~ =1 j 3
]
On a finalement .
: n+l n k n n
(5.30) u =u + I a, W, . 0
~ ~ j=1 J 43

On fait n = n+l et on va en (5.19).

Remarque 5.5. : Le probléme (5.26) est conceptuellement tré&s voisin des formu-

lations par moindres carrés des équations de Navier-Stokes considérées en [2] ,

L3] ; on peut donc les résoudre par gradient conjugué, comme dans les références

-
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ci-dessus. Cependant, en vue de réduire la complexité des algorithmes ci-dessus
on tiendra compte d'abord de la Remarque 5.4 et on calculera gn par une itéra-
tion de la méthode de Newton partant de P = 9. Des essais numériques ont validé
le bien fondé de cette approche ; en fait les performances de GMRES sont amélio-

rées si on utilise une stratégie de "back-tracking" au sens de [1, n° 3] . a

L'extension de la méthodologie ci-dessus au cas compressible est
a peu prés immédiate ; il ré&sulte du n°® 2 (et de [3]) que le systéme 3 résoudre

est donné par

. o0 +u. Vo =g ,

(5.31) ou - by Au - W(G,E,T)=

P e
-

oaT - bmw AT - X(O,B,T) h,
avec des conditions aux limites appropriées.Dans (5.31), a est un paramétre
positif et g,g,h sont des fonctions données. Dans ce contexte, on utilise 1'al-
gorithme GMRES du n°5.2 en prenant pour opérateur de préconditionnement 1'opérateur
elliptique associée @ la norme produit

{¢,g,6} + {a J ¢2dx + 0 A J dex + bu AI IYYEde

1/2 a8>0,0<b<1,

+aB J 62dx + b B J lge]zdx }
Q Q

(cf. [3] pour plus de détails).

6. Essais numériques

6.1. Cas incompressible

Dans ce numéro, on considére la résolution du probléme de Stokes par
la m&thode décrite au n° 4.1. L'approximation des équations de Navier-Stokes
est faite par les méthodes d'éléments finis décritesen[2] , [3] ; on a donc
utilisébdes approximations de la pression continues et'affines par morceaux,
et une approximation semblable pour la vitesse sur la grille plus fine définie
en joignant les points milieux des cOtés des triangles de la grille de pression

(cf. Figure 6.1 et [2] , [3]pour plus de détails). i



Figure 6.1.
<Zfin de vérifier 1'efficacité de 1'algorithme (4.9)-(4.30), on a considéré des
écoulements visqueux incompressibles autour et i 1'intérieur de 1'entrée d'air
bi-dimensionnelle des Figures 6.2(a), 6.2(b), 6.2(c) ol les grilles de pression
utilisées pour les calculs sont visualis€es. Sur les Figures 6.3(a) et (b)
on a montré pour l'algorithme (4.9)-(4.30) (en fait pour un analogue discret

o

de cet algorithme) la variation de la quantité

el
€ = 2 Log H—GTFLLLEL
g
L2

en fonction du nombre d'itérations (Fig. 6.3(a)), et aussi le temps C.P.U.
(Fig. 6.3(b)) pour les trois discrétisations ci-dessus. On a aussi comparé

les performances de l'algorithme (4.9)-(4.30) (graphes 1', 2', 3') avec celles
de 1l'algorithme standard (graphes 1, 2, 3) pour lequel on a S = I (cet algori-
thme est décrit dans e.g. [2], [4] ). La méthodologie ci-dessus est &videmment
applicable aux &quations de Navier-Stokes via les méthodes de décomposition
d'opérateurs décrites au n® 3. Les Figures 6.4(a) et 6.4(b) montrent 3 t = 1
(pour 1/At ~ @ = 10) et pour Re = 1 (graphes 1 et 1') et Re = 200 (graphes

2 et 2') l'accélération de la convergence, mesurée en nombre d'itérations

(Fig. 6.4(a)) et en temps C.P.U. (Figure 6.4(b)). On remarque que l'efficacité
du préconditionnent {4.6) augmente avec Re/At ce qui est une propriété intéres-
ite en vie des Ecoulements 3 grand nombre de Reynolds, pour lesquels on doit
prendre At assez petit pour suivre avec précision 1'&volution des phénoménes

instationnaires.
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6.2. Cas _compressible

On présente, dans ce paragraphe, les résultats obtenus pour la
simulation numérique d'&coulements visqueux compressibles dans et autour
d'entréesd'air, puis autour d'un arridre corps.

Dans un premier temps, on présente les performances associées i 1'algorithme
itératif introduit au n® 4.2.
L'approximation utilisée est du type suivant :

(i) P,-bulle (cf. 3, § 5.13) pour la description du champ de
vitesse.

(ii) P1 pour la description de la densité et de la température.

Les figures 6.5(a), (b) décrivent respectivement la décroissance du résidu

en fonction du nombre d'itérations, et du temps CPU ; les maillages utilisés
pour ces simulations sont ceux du cas incompressible décrit au n°® 6.1. On
observe un comportement identique & celui du cas incompressible.

Sur les Figures 6.6(a) et 6.6(b), on observe, 13 encore, que les vitesses de
convergence augmentent avec le rapport Re/At (dans les essais numériques, le
solveur de Stokes généralisé est combiné cette fois i des solveurs non linéaires
via une discrétisation en temps par - 6-schéma (cf. § 3)).

I1 est intéressant d'observer (cf. Figure 6.7) l'accroissement trés important

du cofit de calcul en fonction du nombre de noeuds frontidre lorsque 1'on utilise
une méthode quasi directe de résolution des problémes de Stokes généralisé au
sens de[(3. n°® 12) ].

Les expériences numériques assocides au cas compressible nous ont é&galement
servies de bancs d'essais pour les comparaisons entre les méthodes de moindres
carrés/gradients conjugués (cf. [3]1 ) et les algorithmes de type GMRES précondi-
tionnés par différents opérateurs (cf. n° 5.2).

- Au vu  des Figures 6.8(a) et (b), (gradient conjugué) et 6.9(a) et (b) (GMRES),
1'algorithme GMRES apparalt nettement plus performant en itérations et temps de
calcul (un.facteur = 3) ; ces essais numériques correspondent i des &coulements
de fluide visqueux compressible autour de 1'arridre corps de la Figure 6.10.

Sur la Figure 6.11, on a représenté les courbes de convergence de 1'algorithme
GMRES mesurée en temps CPU, pour différents types de préconditionneurs et de
solveurs associés (Rel : Relaxation, VDV : factorisation de Choleski incompléte

au sens de Van der Vorst, Diag : préconditionnement diagonal).
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Par ailleurs, nous avons comparé (cf. Fig. 6.12), les performances des solveurs
de Stokes généralisés basés sur un préconditionnement soit par opérateur de bord
(cf. n® 6.1)soit par opérateur de Neumann opérant sur la densité dans un-algo-
rithme d'Uzawa (cf. [14] ). La Figure 6.12 met en &vidence un phénoméne de
"starting up' important qui en premiére analyse nous parait &tre 1ié i la
fabrication du second membre (Y.f) dans la relation (4.50) lors de 1'initiali-
sation de 1'algorithme de gradient conjugué. (Ces calculs correspondent égale-
ment 3 l'approximation de type Pl—bulle/P1 ; cf. ci-dessus).

Dans le cas de 1'arriére corps 3D de la Figure 6.10, on a représenté, dans un
plan méridien, 3 t = 9.5, la distribution respective du nombre de Mach, de la
densité, de la pression, du module du tourbillon. Le calcul a &té effectué

avec une approximation P -bulle/Pl, utilisant un 0-schéma, l'algorithme GMRES

1
et un solveur de Stokes généralisé de type Uzawa, préconditionné par 1l'opérateur

de Neumann discret (cf.(3., n° 4)) étendu au cas compressible cf. [14]).

Conclusion

Dans 1'état actuel de nos investigations, la présente &tude fait
apparaitre qu'au plan industriel, une stratégie performante pour la simulation
numérique des écoulements visqueux compressibles est obtenue en combinant :

i) des discrétisations en temps par 6-schéma,
1—bu11e/P1,

iii) des solveurs non linéaires de type GMRES

ii) des discrétisations en espace de type P

iv) des solveurs de Stokes généralisés de type Uzawa/gradient conjugué
préconditionné par des opérateurs de Neumann discrets,
v) 1'utilisation de formulations conservatives pour la simulation

numérique 3 des Mach et des Reynolds élevés.

I1 nous apparait que des accelérations substantielles de convergence
s'ajoutant aux précédentes seront obtenues par l'utilisapion systématique de
solveurs multigrilles pour certaines phases de préconditionnement. Les points
ci-dessus seront repris et analysés sur la base d'essais complémentaires dans
[14] et [15] . Les applications en cours et envisagées concernent les avions

civils et militaires et certaines phases du vol de véhicules hypersoniques.
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et solveurs pour GMRES.

Comparaison de différents préconditionneurs

Figure 6.12.

Comparaison de différents solveurs

préconditionnés. Re =

100000.
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Calcul 3D autour d'un arridre corps.
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Appendice

Détermination par Analyse de Fourier d'un opérateur de préconditionnement

pour les problémes de Stokes généralisés associés aux écoulements visqueux

compressibles

1. Motivation

Le but de cet appendice est la justification des formules données
au paragraphe 4.2 3 propos des problémes de Stokes généralisés intervenant
dans les écoulements visqueux compressibles (pour le cas incompressible,

cf. [8] , donnée é&galement en annexe).

2. Le probléme de Stokes généralisé

I1 résulte du paragraphe 4.2 que le probléme de Stokes généralisé

+

est défini par

(2.1) oo + V.u = g dans Q
(2.2) ou - ap Vzg + B Vo = f dans Q,

_ du .
(2.3) u=0 sur PB’ u=u, sur T, au 3% - Bno =0swrT .

Dans cet appendice, on se limitera & des conditions de Dirichlet ; on peut alors
montrer (cf. n® 4.2) que la trace A de 0 sur [ est solution d'un probléme

de bord associé a l'opérateur A défini comme suit :

2 2

o OA - T Y UA =0 dans Q ,
(2.5)

OA = A sur T

2

au, - ay v uy = -8 Yo dans %,
(2.6)

u, =0 sur T,
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azwA -z YZWA = aol + Y'BA dans
2.7

wA =0surl,

oY
(2.8) A\ = - Fn_)\"
T

avec
(2.9) T =8+ qay .

3. Détermination de A lorsque ! est un demi-espace

L'opérateur A est un opérateur de convolution 3 pour trouver son

symbole, on va chercher 3 calculer

2imsx
e

A 2

dans le cas particulier od

(2.10) Q=f&|x= {xl,xz}e ]Rz, x, >0, x, e R} .

1 2

I1 faut donc résoudre d'abord

(2.11)

e21ﬂsx2

g = sur T

d'od (par séparation des variables) :

(2.12) g = e—wxl eZiﬂsxz

2

(2.13) o = 2‘— + 4t g2,
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La résolution de (2.6) avec 0 défini par (2.12) conduit &

(2.14)1 u = {ul,uz}

~

avec

(2.14)2 u, = -:':—C [t e-xxl)eZi‘rrsxz

?

r - —-—
(2.14)3 BZ = - 2iTs a’_ (e wxy e XXI) eZiTTst ,
avec
' 2 _o 2 2
(2.15) X* =gyt 417 s

On résout ensuite (2.7) avec 0 et u définis par (2.12), (2.14), d'od

(2. 16) lp = - —a%c-(wx - 4'"282) (e"xxl - e'wx]_)eZiﬂSX2 )

a’B

On a alors

A eZiTTsxz - - _3_12| - 9y I _
on'T Bxl x1=0 -
(2.17)
2
%1- + 61!282(-2{—- + %)
eZiﬂsxz

(w+x) (wy + Anzsz)

On a donc pour le symbole de A :

o 22,1 o
aln + 417" ( T + C)

(2.18) &(s) = >
(w+y) (wy + 41°s°)

On va chercher S = B-1 tel que le symbole cA(s) de B vérifie

2
(2.19) 4 —(%:—c—?- =EB (s)
On ajuste alors d et ¢ de telle fagon que

(2.20)  1lim & (s) B(s) = le A& (s) B(s) ,
s+ 0 —>+00

Is
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d'oil

(2.21) d = 4
o, 1
T " au

et

(2.22) c = 7%{%[(1+ B—a% 1+ /-921‘-)]1/2 -1} .

L'opérateur S = B'l sera un préconditionneur d'autant meilleur que
(2.23) Jﬁ(s) cB(s) est proche de 1, ¥s e R .

Les Figures 2.1 et 2.2 montrent pour des valeurs typiques des paramétres les
variations du produit dg(s) éB(s) en fonction de lsl . Au vu de ces courbes
on peut espérer une bonne vitesse de convergence puisque 1l'algorithme du

gradient conjugué préconditionné par S = B-l devrait avoir un coefficient de

contraction de 1l'ordre de

VvAB -1

(2.24) Coef = ——
VGAB + 1

oli V,p est la valeur maximale dans les courbes ci-dessus. Par exemple, si
Vap = 2 (resp. 1.5) le coefficient ci-dessus vaut 1/6 (resp. 0.101 ...), ce
qui est remarquable.

La réalisation effective de B est décrite au paragraphe 4.2 et est donnée

par les formules (4.54)-(4.58).



- 37 -

FMIN 1.00 FMAX  1.31

F1s1Bs)

f.U0 6.60 0.80 1.00 1,20

0.20

@

—

IS R R R P I 0 I B P

46. 80.120.160.200.248.280.320.360 .60 410 .N80, S

Figure 2.1.
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