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ALGORITHMIQUE COMBINATOIRE SUR ORDINATEURS PARALLELES

PARALLEL COMPUTERS AND COMBINATORIAL ALGORITHM

Ivan LAVALLEE

Résumé

Dans ce travail, nous étudions I'impact du parallélisme sur la conception
d'algorithme dans le domaine combinatoire, et ce en traitant deux exemples. Le premier
exemple est I’élaboration d’un algorithme paralléle pour extraire un arbre couvrant
minimal dans un trés grand graphe. Ce probléme est bien connu pour étre aisément
calculable (i.e. dans @ ), et notre propos était de voir ce que le parallélisme peut
apporter dans un tel cas.

Le deuxiéme exemple est la parallélisation des méthodes de recherche arborescente,
méthodes qui sont essentiellement utilisées lorsqu'on veut résoudre des problémes
difficilement calculables (ie. J2@ complets). h

Nous discutons I'étude et montrons quelques liens existants entre algorithmes
paralléles et séquentiels en montrant comment on peut déduire un nouvel algorithme
séquentiel 4 partir d’'une remarque sur des “anomalies" dans I’énumération implicite
paralléle. On termine en essayant de faire émerger des idées permettant de concevoir
des algorithmes spécifiques du parallélisme.

Abstract

In this work we study why and wherefore we must use parallel computers in
computation of combinatorial algorithms. We have chosen to show how this purpose can
be achieved with two examples. The first one is the design of a parallel algorithm
which builts a Minimum Spanning Tree on a very large graph. This problem is known
as a tractable one and our purpose is to see how it is possible to obtain better
performances in parallel environment than in sequential environment.

The second example that we discuss is a general way in implicit ennumeration area,
it is the Branch and Bound. The problems which are solved by this method are
untractable problems.

We show how these problems are stated in parallel terms and what are the new ideas
which consecutively arise.
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ALGORITHMIQUE COMBINATOIRE SUR ORDINATEURS PARALLELES

Les super-ordinateurs- ont, pour DPessentiel, été congus et utilisés jusqu’ici pour résoudre des
problémes numériques. A tel point qu'on a pu appeler ces machines des "souffleries numériques”.
La capacité de traitement de ces machines est telle qu'on a gagné plusieurs ordres de magnitude
dans le nombre d'opérations traitées par seconde. On peut maintenant aborder des problémes de
simulation auxquelles on n'aurait osé songer il y a seulement dix ans,

Cependant, la taille des problémes numériques traités est sans commune mesure avec les tailles que
peuvent atteindre certains problemes combinatoires,

Nous avons donc testé I'utilisation de telles machines pour résoudre des problémes combinatoires. Le
but étant non seulement d'apprécier le gain de performance obtenu lors du passage de séquentiel en
paralléle d'un programme donné, mais surtout d’essayer de réfléchir sur la question de
I'algorithmique paralléle proprement dite.

En effet, les grandes questions qui se posent tournent autour du probléeme de la définition du
terme algorithme en environnement paralléle, ainsi que des performances des dits algorithmes,

Ainsi, il existe une idée largement répandue qui s'exprime comme suit :

si un calcul est réalisable en un temps t avec un processeur, et en un temps t’ avec q processeurs,
alors on a toujours :

<q

e

Cette idée est fausse comme nous le verrons par la suite. De méme, 'augmentation du nombre de
processeurs peut, dans certains cas conduire a un eff ondrement des performances, c’est a dire ici, a
avoir t" > t', t" étant le temps obtenu pour le méme calcul avec G+ processeurs,

De méme, il convient, lors du calcul des performances attendues d’un algorithme, de bien prendre
en compte les particularités induites par P'architecture de machine considérée (voir [LAV1)).

Dans ce qui suit, nous avons étudié I"algorithmique de deux problemes dont nous avons ensuite
programmé la résolution sur un CRAY-XMP4 (pour d'autres problémes de combinatoire traités en
paralléle, on peut aussi consulter [COR] et [FRA]).

Les deux problemes étudiés sont :

- la recherche d’un arbre couvrant de poids minimal dans un tres grand graphe (MS.T)
- énumération implicite (B & B).

Le premier de ces deux problémes, bien connu, ressortit 4 Ia théorie des graphes et a 1g recherche
opérationnelle, c’est un probléme de nature polynomiale - déterministe.

i=n:y énumération implicite, il s'agit plutot d’une msthode générale de résolution pour une classe
de problémes non polynomiaux - déterministes comme par exemple, le probleme du voyageur de
vommerce, le probleme des tournées, la programmation linéaire en variables binaires, I'affectation

cusil it e atell,



1. ARBRE COUVRANT MINIMAL

Le probleme de la détection d’un arbre couvrant de poids minimum dans un graphe valué est un
probléme trés important, & la fois en recherche opérationnelle et en informatique.

Du point de vue de la recherche opérationnelle I'intérat du probléme, outre bien entendu le fait
qu'il est un probléme réel (c’est 1a I'objet premier de la Recherche Opérationnelle), réside en la
fagon de le résoudre et les algorithmes ainsi engendrés. Ce type d'algorithme est dit "glouton” et le
substrat théorique est 1ié a la théorie des matroides [BER] [FOU).

Avec une approche séquentielle il existe deux grandes familles d'algorithmes pour résoudre ce
probléme, I'une est basée sur un algorithme di a Sollin (voir [SOL]), P'autre sur la théorie des
matroides et les travaux de Kruskal, [KRU]. L'algorithme de Sollin repose implicitement sur une
propriété locale que nous mettons en évidence car elle permet de construire des algorithmes
paralléles et des algorithmes distribueés.

La famille des algorithmes basés sur cette propriété locale comprend outre I'algorithme de Sollin,
essentiellement les algorithmes de Prim (voir [PRI]).

L'autre famille est fondée sur les travaux de K ruskal [KRU] et s'appuie d’abord sur un traitement
global des arétes du graphe initial ; cette famille d'algorithmes repose sur les concepts de la théorie
des matroides [BER], [FOU].

Du point de vue informatique, I'intérét du probléme provient du fait que la structure d’arbre est
une topologie efficace pour les problemes qui se posent dans ies réseaux d’ordinateurs. En ef fet, la
structure "en arbre” infére quil existe une chaine et une seule d’un point 4 un autre du réseau. Si
on particularise 'un des noeuds du réseau (on P'appelle alors "racine") on possede une structure de
contréle de tous les noeuds du réseau i partir de cette racine. Si outre le fait d’avoir bati une
topologie d'arbre sur le réseau on peut s'assurer de Ia minimalité (2 nombre de messages constant}
de la somme des coiits unitaires de transition d'une aréte, alors la structure de contréle ainsi induite
est optimale, 2 nombre de messages constant.

Pour le traitement informatique de ce probléme, il y a alors deux facons de procéder :

a) On calcule la topologie d’arbre couvrant minimum & partir d*un site unique (calcul centralisa}
doté d’une machine multiprocesseur type MIMD.

b) On utilise la structure en réseau pour implémenter ur algorithme distribué basé sur la gestion
des communications entre les processeurs,

Dans le premier cas, la construction de Palgorithme parailzle va dépendre de la structure de I
machine paralléle, en particulier du mode de partage de la mémoire, du mode de partage de:
ressources en général (séquence exclusive).

Dans le second cas, la structure d'un algorithme distribué sera conditionnse par la logique
inhérente aux communications entre les dif férents processeurs du résean considéré. Communisations
avec rendez-vous, sans rendez-vous, avec ou sans "boite aux leitres", etc...

Pour ce qui nous concerne ici, nous allons nous intéresser au premier cas (pour le distribué, voi;
[LA,RO]).

1. Position du probléme :

Mettons tout d’aobrd en évidence la propriété utilisée pour construire ces algorithmes.
L.1. Notations et définitions.

Considérons un graphe non orienté, valué défini comme suis

G = (X,U,P)
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ol X est I'ensemble des sommets du graphe

U est 'ensemble des arétes du graphe *

P est une fonction de valuation de U dansIN .
L'application P induit un préodre sur U.

. v ul,uzeU;P(ul)aP(uz)}:(ul' Zuz}
A - Arbre couvrant G
On dira qu'un arbre couvre G si tous les sommets de G sont sommets de I'arbre. On rappelle qu'un
arbre couvrant G = (X,U) est une composante connexe de n-1 arétes (| X |= n) et aussi qu'un arbre
est sans cycle.
Notons A = (X,W) un arbre couvrant G ou :
wWcu

B - Poids d’un arbre
Etant donné un arbre A = (X,W), on appellera poids de I'arbre A et on notera IP(A) :

P(A)= T p(x,y).
(x,y)eW

1.2, L'algorithme de Sollin et Prim [BER], [FAU], [PRI].

Nous rappelons I'algorithme de Sollin tel qu’il est exposé dans [FAU], p.73, c'est a dire dans le cas
séquentiel,
a)  Distinguer les arétes de méme poids initial

b) A chaque étape de I'algorithme, choisir un sommet en dehors de ceux qui ont déja été retenus
dans la construction, et relier par I'aréte de poids le plus faible, ce sommet 4 1’un des sommets
auquel il est adjacent, I'aréte ainsi sélectionnée et ses extrémités sont dits alors "retenus".

c)  Lorsque I’ensemble des sommets a été utilisé entiérement (i.e. tous les sommets sont retenus) :
- ou bien le résultat obtenu est un arbre, le probléme est alors résolu
- ou bien on n'a encore que plusieurs sous-arbres qu'on considérera chacun comme I'un des
sommets d’'un multigraphe, les arétes de ce multigraphe étant toutes les arétes susceptibles
de connecter deux a deux ces sous arbres ; on itére alors I'algorithme sur ce multigraphe,
1.3. Une propriété locale
Pour un graphe G = (X,U,P), connexe, on peut énoncer le théoréme suivant :
Théoréme

Pour tout sommet x, soit X tel que :

p(x,X) = Min  [p(x,y)],
y € I(x)

il existe un arbre de poids minimal, couvrant le graphe G, et contenant l'aréte (x,X). (G étant
Supposé connexe),

En effet, supposons qu’il existe un arbre couvrant G ; Al = (X, Wl} avec (x.x) ¢ Wl : Al étant
connexe, il existe un sommet t tel que (x,t) € Wl ; de plus ;

p(x,t) 2 p(x,X)
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Dans A, il existe une chaine et une seule entre x et X, soit (9, (Vsen )y (@), (@, X) cette chaine.
Or p(x,7) = p(x,x). Par conséquent, si on supprime I'aréte (x,7) de A, on disconnecte Al en deux
composantes connexes sans cycle : I'une C 1 contenant x, I'autre C2 contenant x,

Par ajout de (x,X), on reconnecte C, et C , formant ainsi un nouvel arbre A2 = (X’WZ)' Puisqu’on

passe de Wl a W2 en substituant a l’laréte X,7), Paréte (x,x), il vient :

P(A)) 2 P(A,)

2. PRINCIPE  D'UN ALGORITHME PARALLELE POUR  MULTIPROCESSEURS
ASYNCHRONE [LAV1]}

Pour construire un tel algorithme, on utilise la propriété locale énoncée précédemment. On peut
énoncer la procédure générale suivante qui permet de bétir les algorithmes que nous décrivons.

1) En tout sommet x € X (de fagon asynchrone) associer x € X tel que p(x,x) = Min [(x,¥)],
sans former de cycle yel'(x)

2)  Construire le multigraphe G = (-)._(,ﬁ) associé aux sous arbres.-)

3) Si|X| =1 Fin (L'arbre minimal est alors constitué de I’ensemble des n-1 arétes retenues
en 1)
Sinon _
recommencer avec G := G,

2.1. Convergence de la méthode

A chaque "itération", G est constructible puisque G est connexe, d'autre part, le nombre de

sommets (fini par hypothése) de G diminue d'au moins une unité a chaque fois.
De plus, en vertu du théoreme du paragraphe L3, I'arbre ainsi trouvé est de poids minimal.
2.2. Les problémes informatiques a résoudre

Le principal probleme a résoudre est celui des conflits entre processus dans le cas ou il y a égalite
de poids sur certaines arétes. Par exemple, considérons le graphe de 1a figure suivante :

Figure 1

*) G est un multigraphe dont les sommeta sont les sous-arbres de G et les arétes, Iss arétes de G dont les deux
extrémités n'appartiennent P8 & un méme sous-arbre.



En appliquant la régle de sélection le processus associé au sommet A sélectionnera par exemple
l'aréte [A,B], celui associé a4 B Iaréte [B,C], et celui associé 4 C, l'aréte [C,A]. Ainsi on
constituerait un cycle, ce qui est interdit.

Pour éviter ceci, il faut que lorsque deux processus A et B sont entrés en communication (ie
'aréte [A,B] est introduite dans P'arbre), ni A, ni B, ni les ressources systéme nécessaires a leur
communication, ne soient accessibles 4 un autre processus.

On peut schématiser comme suit le fonctionnement logique d’un processus :

1 - Identification

C'est une séquence du processus qui identifie le sommet du graphe initial auquel il faut connecter
le processus (c’est 3 dire la composante connexe sans cycle - éventuellement réduite &4 un sommet -
a laquelle est associé le processus en question)

2 - Sélection - Connexion

C'est une séquence qui sélectionne le processus qui gére le sommet précédemment identifié et qui
connecte les processus entre eux. (Cest dans cette phase que se pose le probleme du cyclage
sus-mentionné, on utilisera alors la notion de "séquence exclusive").

3 - "Phagocytage", mise 4 jour

Lorsque le processus A entre en communication avec le processus B, A s'approprie toute
I'information liée a B, relie les composantes connexes sans cycle associées respectivement 4 A et B,
par I'aréte qui a été sélectionnée en phase 1 et qui a servi a identifier le sommet géré par B.

Le processus A remet 2 jour les informations et variables globales affectées par ces modifications.

4 - Arrét du processus, remise & disposition du systéme

Le processus B n'ayant plus aucun rdle a Jjouer peut s'arréter. Les ressources systéme affectées au
processus B (par exemple, un processeur) peuvent alors étre remises a la disposition du systéme
pour d'autres taches.

On pourrait craindre un autre type de probléeme lié a la’simultanéité d’action des processus. Ainsi
A voulant entrer en communication avec B, B avec A et ceci simultanément. En fait, comme on
s'est placé dans le cas asynchrone, on peut considérer que ce probléme ne se pose pas. Dans le ¢as
synchrone, il suffit alors de créer une relation d’ordre strict (une numérotation par exemple) sur
les processus, et en cas de conflit, priorité est donnée au processus d'ordre supérieur.

2.3. Les moyens & mettre en ocuvre

On suppose qu'il y a un processus attaché 3 chaque sommet du graphe au départ soit, pour ur
graphe d'ordre n, n processus.

De plus, la gestion des variables globales et les communications entre processus se font par
'intermédiaire d’'une mémoire centrale partageable. Les cellules de cetia mémoice sont accessibles
en lecture simuitanément sans conflit. La mémoire centrale est accessible ox écriture, mais de fagon
univoque.

Comme évoqué dans la phase 2, il y a des conflits a régler entre ies processus pour éviter le
cyclage, ceci s'obtient en interdisant pour certaines séquences de programme, le partage des
ressources systémes nécessaires a I'exécution de la dite séquence.

On considére donc ici qu'on dispose du point de vue logiciel, de la possibilité de rendre une
séquence d’instructions exclusive (voir [RIC], [CAR]).



On entend par séquence exclusive, une séquence d’instructions appartenant a un processus telle que

lorsque cette séquence est commencée,

“toutes les ressources (que ce soient des variables, des

tableaux, ou des processeurs) susceptibles d’&tre utilisées par le processus actif au sein de cette
séquence, soit attachées, durant toute ’exécution de la séquence (mais seulement de la séquence) au
processus concerné de fagon exclusive.

Afin de distinguer les variables locales propres 4 chaque processus,
tout identificateur de variable par un couple <N,C> ou N est le n°

on conviendra de représenter
du processus et C le nom de la

variable (C pouvant étre un tableau).

Par ailleurs, les variables globales
plusieurs processus,

(i.e. stockées en mémoire centrale partageable),
seront désignées par un couple de la forme < 0,C >.

partageables par

La notation <N,.> sera équivalente a <N,N>, c'est le numéro (I’identif icateur) du processus.

2.4. Signification des différentes variables locales

< N,COMPT >

< N,DISP >
DISP = 0
DISP = 1

DISP = 2

< 0,POINT >

¥

< N,ARBR >
A v

I

< N,LIST >

est un compteur qui contient le nombre d’arétes du sous-arbre géré
par le processus N.

est une variable d’état du procesus N. ‘
signifie que le processus N est entiérement disponible,

signifie que le processus est non-disponible, mais qu’il peut le
redevenir (il est en communication avec un autre processus). Le
- diagramme d’états d'un processus est donc le suivant : _

g fir———(@r)

signifie que le processus N n’est plus disponible et ne le sera plus
jamais, 2 sa prochaine activation le processus N se "suicidera” pour le
probléme en cours.

est un tableau situé en zone globale de mémoire, Le tableau POINT
permet de savoir quel processeur gére quel sommet {POINT T(I) = P}
« {le processeur P gére le sommet I 4

POINT est accessible en lecture simultanément par plusieurs
processus ; mais il n’est accessible en écriture que de fagon exclusive.

est le symbole de début ou de fin d’une séquence exclusive.
est le tableau du sous-arbre géré par le processeur N.

sont les opérateurs logiques "et" et "ou". '

est I'opérateur de concaténation.

est un tableau propre au processeur N, il contient pour LIST(T) le
numéro du sommet géré par N tel que < NNMAT(T) > donne Ja
valuation de l'aréte d’extrémité LIST(T) (dans N) et T (ailleurs,
donné par <0,POINT(T)>).

2.5. La spécification de I'algorithme

(1) Tantque <N,COMPT > # M - |

/* On vérifie qu'on n'a pas déja trouvé un arbre

FAIRE :

(2) <N, T> «
/* Testle

*/

<N, T>: (< N,MAT(T) > = MIN(< N,MAT >))
nom du sommet relié¢ par une aréte de poids minimal au sous-arbre géré par N */



-7 -

(3) #(<N,DISP>=0A < POINT(T),DISP > = 0) v (< N,DISP > = 2)
/* on exécute la séquence exclusive si et seulement si cette expression logique est vraie, c'est
une commande gardée */

FAIRE

SI < N,DISP > # 2 ALORS < N,DSIP > — | ; < POINT(T),DISP > « |

<N,Q > « < 0,POINT(T) > v

< 0,POINT(T) > «~<N,. >

/* Le processus dont le numéro est dans POINT(T) devient alors "esclave" du processus N
lequel a alors accés a ses variables locales */

FSI
/* On donne la valeur | aux variables d’états des processus qui sont en communication et on
remet A jour le tableau POINT dans lequel on écrit, et ce uniquement 4 travers cette séquence
exclusive, on a auparavant sauvegardé le numéro du processus avec: lequel on communique
dans la variable locale < N,Q > */

FIN FAIRE
#

(4) SI<N,DISP> =2 then STOP FSI
(5) < N,COMPT > «~ < N,COMPT > + < Q,COMPT > + | ;

(6) <N,ARBR> — <N.ARBR> | <Q,ARBR> | {<N,LIST(T)>, <N, T>) ; ,
/* On remet a jour le compteur d’arétes du processus, puis le tableau qui contient les dites
arétes (tableau ARBR). Les deux processus étant en communication, on considére que chacun
d'entre eux a accés aux variables locales de I'autre */

(7) PROCEDURE A ;
/* voir ci-apres */

—. /* Le processus Q ayant été "phagocyte”, il est
(8) <QDISP> 2 : mis en "état terminal” */
(9) <N,DISP > « 0 : /* retour a I’état de disponibilité du processus N */
" FIN FAIRE
(10) STOP

§
2.6. Fonctionnement de Ia commande gardée de la séquence exclusive

Aprés avoir dans Pinstruction 2 identifié le scmmet T candidat a ia concaténation, il faut
sélectionner le processus gérant T et entrer en communication avec lui. Ce processus est identifiable
par POINT(T).

La communication entre les deux processus n'est possible que s'ils sont disponibies tous les deux,
d'oir Ja condition premigre de 1a commande gardée

[<NDISP>=0 A <POINT(T),DISP > = 01 ...

Par ailleurs si on se contente de cette garde, il risque d'y avoir blocage si < NUDISP » = 2, puisque
lorsqu'un processus entre dans P'état < N 'DISP > = 2, il 0’y a jamais retour 3 rr svar zntérieur.

D'autre part, un processus n’est mis dans I’état < I,DISP > = 2 que par un autre processvs et cet état
peut apparaitre a n’importe quel autre moment que pendant P'exécution de la séguence exclusive,

Donc a I'intérieur de cette séquence, on va tester cet état, et si < N,DISP = = 2, on passe P'exécution
de la séquence exclusive et ce n'est qu'aprés qu'on pourra prendre la décision afférente 3
<N,DISP> = 2. Par conséquent, il faut autoriser un processus N a entrer dans sa séquence
exclusive lorsque < N,DISP > = 2 d’ol la commande gardée compléte :



[(< N:DISPER 0 & POINI(TDIERISE 0} \0f« NDISPER 2)] 2)]

De prusilia,ldgifyuecde: lésséquéqcmmhxs&»e;heutfquemedleeﬁiamaimétsaiéeumim
la commandeneit vaniesaor, sir<siN; DISPISP=>2 ¢ [lecile seraqriugp
mettpatm attente:indéfihiginie,

¥ £ hkecsdtdmiskr@mde:
famasnymaiesaet, let firogessuasdssen

2.7.2 Fonttionsiementude: ldeproceduieiAe A

La progéduie vAe permetude transféreiétoutenllinftrmation: kiselain progassussds phagbeyte par Ny e,
de decaloulerilies Ippidsrides daréteséidontivuneu ex tréritén i(et (aneuseuke)iedt dwrhdy douscasbrg b
nousebleménticformiésnst, deuzetel | 6s ish tesiont mémelaxt miténéxtenne; na, gardartlleedontde hgsoi
est n¥imimaimal.

PROCEDERETAE A
DEBWTUT
I eIk~
TANZTIQUBUE Mz M
FAIRERE :
SI (% O POINTEI)$1=N=obil <10 PORTISI3Q) Q)
AL@RSIRS
< NsMAFB@) ¥ 3+ 00- 00 |
< 0 POINT(DH 3= N-- 1+
SINONGH :
SI (2 NxMARTA)IXT) GTGE Q:MANIA)SY) »>)
FARERFE :
< NsMABE)T$T - <-QMARTEATED) >
< NSEISTE - < Qs LISTIHIA) >
fsi fsi
fsi fsi
FINPROE .
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-arrive un moment ou le nombre de sommets pendants dans I'arboresc

Ainsi, dans le cas le plus défavorable, (diamétre du graphe égal a deux) il se peut qu'il n'y ait
qu'un seul processus actif a chaque étape, par conséquent l'algorithme se déroule selon une
procédure purement séquentielle. Il s’ensuit qu'il faut n-1 étapes (n-1 unités de temps) pour
trouver le résultat. La complexité (en temps) de I'algorithme s'exprime en O(n-1). Par contre dans
le cas général, A chaque étape, chaque sommet se connecte i un autre, et, si on fait abstraction
des temps de calcul de chaque processus pris individuellement (voir remarque), la complexité (en
temps) s'exprime alors en 0( [logzn] - Si on note « la complexité de I'algorithme, on a donc :

0([log,n7) < @ < 0(n-1)

Remarque

Dans le cas de machine MIMD, cette hypothése de justifie par le fait qu'il y a recouvrement
entre le temps de calcul de certains processus pris  individuellement, et le temps de
communication entre d’autres processus. De plus, le temps de calcul d'un processus n'est pas du
méme ordre de grandeur que celui des communications entre processus.

3. La programmation de cet algorithme
Le probléme posé par la programmation de cet algorithme tient aux spécificités de la machine
sur laquelle il doit étre implémentsé.

Ici, le programme est destiné a un CRAY-XMP4, ou a2 un CRAY 2.

Les n processus doivent donc se partager ici quatre processeurs et la gestion du parallélisme doit
étre assurée par le programmeur a travers les primitives disponibles dans le FORTRAN-CRAY.

On trouvera I'étude et la réalisation de cette programmation dans [FIL].

2. LENUMERATION IMPLICITE

Dans nombre de problémes fortement combinatoires, c’est a dire ceux dans lesquels le nombre de
solutions réalisables devient vite prohibitif, il s'agit d’éviter ’énumération exhaustive des
solutions réalisables.

Pour ce faire, on a mis au point des méthodes d’énumeration implicite qui permettent d’évaluer si
un ensemble de solutions est susceptible de contenir, ou non, une solution optimale. Il en est ainsi
par exemple dans le probléme de la minimisation des fonctions bocléennes ou dans cetui de Ia
recherche d'un circuit hamiltonien de valeur minimale, ou, plus généralement dans la
programmation linéaire en nombres entiers,

Les algorithmes d'énumeration implicite basés sur le principe des procédures arborescentes
(PS.ES., PS.E.P) sont les plus utilisées pour trouver des solutions optimales dans les problémes
combinatoires a forte complexité (problémes dits N.P. complets).

Il en est ainsi des problémes tels que P'ordonnancement des tiches. len proeblémes dis 3=
"voyageur de commerce" ou "des tournées”, des problémes d*affectation avadratique, ainsi que,
plus généralement de la programmation mathématique en Nombres Entiers.

Si ces procédures permettent en général de limiter ’énumération, il savére malgré tout qu'il
snce Y'inumération des
solutions devient si grand que Pexploration de ces différents sonumets ra i nn jemps de caloud
prohibitif. Ce caractére prohibitif du temps de calcul est en partie di & !'aspect séquentiz} de
'exploration. Un ordinateur séquentiel ne peut explorer qu'un seul sommet 4 la fois. Sur de telles
machines, les problémes de taille réelle ne peuvent souvent &ires résclus exactement a cause des
dépassements de capacité mémoire (pour stocker le contexte de chacue sommet pendant), ou, le
plus souvent & cause des dépassements du temps de caicul imparti qui provoquent P'arrér du
calcul avant 'obtention d’une solution optimale.




La parallélisation de I’énumération implicite est donc une fagon naturelle d'accélérer Iz
recherche d'une solution optimale. Toutefois, cette parallélisation fait apparaitre des phénoméneg
nouveaux inconnus en séquentiel. .

Ces phénoménes sont pour I'essentiel les suivants:

- On peut &tre confronté 4 une dégradation des performances lorsque I'on augmente le nombre
de processus. Et méme, dans certains cas, on peut avoir des performances plus mauvaises en
paralléle qu'en séquentiel si on ne prend pas garde.

- Suivant le compromis qu'on est amené a faire entre la distribution du travail aux processus, et
le découpage de 'arborescence des solutions sous-traitée aux processus, on est amené 3 s’intéresser
a la gestion des files d’attente des processus, de fagon 4 ce qu’elles ne croissent pas indéf iniment,
et au nombre de messages circulant sur le réseau d’interconnexion (ceci dans le cas distribué).

1. Le probléme i résoudre.

Le probléme combinatoire & résoudre est caractérisable de la fagon suivante :
min F(x),x € §
ou, S est un ensemble contenant Pensemble dss solutions réalisables, et on,
/:S—R*
est une fonction de cout; F(x) sera appelée valeur de la solution x.
De telles méthodes ont été généralisées et discutées par nombre d’auteurs [LAW], [MIT]; nous
avons choisi ici de présenter brievement le principe de ces méthodes (PSEP et PSES en f rangais,

Branch and Bound dans la littérature anglo américaine) comme dans [ROY].

Les procédures de recherche arborescente procédent par énumération implicite des solutions du
probléme.

Elles sont construites sur trois notions clés :

- Un principe de séparation propre 4 tout noeud de l'arbre d’énumération associé qui sépare
Pensembie des solutions réalisables en une f: amille de sous-ensembles disjoints. :

- Une berne inférieure: on associe a chaque sous-ensemble formé lors d'une séparaticn, une
borne inférieure de 1a valeur de /, en résolvant par exemple, un sous probléme relaxé associé.

- Une régle de sélection d’un sommet pendant de I'arborescence candidat a une nou velle
séparation, cette régle permet de se diriger dans I'arbre et de sélectionner les sous-ensembles
de solutions sur lesquels il faut continuer a travailler,

Examinons plus en détail ces notions :

1.1. Principe de séparation.

L’ensemble des solutions réalisables est successivement divisé en sous ensembles don: les cardinais

sont de plus en plus petits (I'ensemble des solutions est évidemment discrev et finiy, de tetie (agon

qu'il devient alors possible de résoudre le probléme, ou du moins de déterminer 5i! conriant, mu
non, potentiellement une solution optimale,

Le principe de séparation doit vérif ier trois conditions:

> La réunion de tous les sous-ensembles obtenus par séparation est identigue a Pensemble
séparé.

2. Le nombre de séparations nécessaires pour atteindre une solution Ve
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3. Lorsqu'un sous-ensemble de solutions ne peut plus étre séparé, il est possible alors de
déterminer si:

- cet ensemble ne contient plus de solution réalisable, ou s'il est susceptible de contenir une
solution meilleure que celle déja connue;

- cet ensemble contient une solution réalisable; elle devient alors la meilleure trouvée.

Un tel sous-ensemble est appelé noeud terminal (ou feuille) par référence a I'arborescence. Ce
noeud ne peut plus étre séparé; le sous probléme correspondant est abandonné.

1.2. Le principe d’évaluation.

Aprés avoir séparé un ensemble de solutions en sous-ensembles, il est nécessaire de calculer une
borne inférieure des solutions pour chaque sous-ensemble formé.

Ainsi, on définit la fonction "valuation"

v:P(V) - R* (U €V, V ensemble de solutions)
telle que :
- Si S est un sous ensemble de solutions, alors ¥(S) < min f(x).

(xeS)
~ Si S est réduit 4 une seule solution réalisable, alors S = {x} et »(S) = f(x).

Une telle procédure peut étre illustrée par une arborescence, dont chaque noeud correspond & un
sous-ensemble de solutions, les successeurs d'un noeud correspondant aux sous-ensembles créés
lors de la séparation (voir figure 1)) .

Figure 3

1.3. Stratégies de recherche

Ceest la régle de sélection qui permet de savoir sur quel ensemble continuer a travailler, cest &
dire comment pratiquer la séparation, ou, le cas échéant, I'abandon pur ot simple du sommet
considéré.

En général, on utilise différentes régles afin de réduire la taille finale de I'ensemble des
solutions réalisables.

24.1. En profondeur d"abord

© 5 noeud suivant qu'on examine est 'un des successeurs direct du noeud courant {on dit que c'est
rur oo 7)), Cette stratégie a I'avantage de limiter la taille de Pespace meémoire nécessaiie a sa
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mise en oeuvre, et elle permet de trouver rapidement une solution réalisable. L’avantage procuré
par le fait de trouver rapidement une solution réalisable est dii 2 deux choses :

i) La valeur de cette solution réalisable fournit une borne maximale des valeurs d'une solution ;
d'ou par la suite la possibilité d’éliminer des branches de 'arbre, c’est 4 dire encore de
limiter Pénumération. on procéde ainsi 2 un encadrement de la valeur optimale quj se
resserre au fur et 4 mesure qu'on exhibe des solutions réalisables d'une part, qu'on fait
croitre la borne inférieure de Ia valeur prise par la fonction d’évaluation d’autre part.

ii) au cas ou le temps de calcul deviendrait prohibitif et qu’il faudrait alors arréter le calcul, on
posséderait au moins une solution réalisable.

1.3.2. En largeur d’abord

La régle associée est alors de continuer la séparation sur le noeud correspondant a la meilleure
borne inférieure trouvée (c’est a dire a celle de valeur maximale). Cette stratégie est comme dans
la littérature anglo-saxonne sous le terme Branch and Bound (B&B).

1.3.3. Stratégie mixte

Il s'agit d’une combinaison des deux stratégies précédentes. Cette fagon de faire s'apparente d’une
certaine maniére 4 la procédure dite alpha/béta, telle qu'elle est pratiquée en intelligence
artificielle.

1.4. La polychotomie

Supposons connues pour chaque noeud de I'arbre d’énumération les propriétés caractéristiques
d'une solution réalisable ou d’une solution non réalisable obtenue par relaxation de certaines des
contraintes du probléme initial..

Pour simplifier, explicitons le mode de séparation du noeud racine SO‘ ensemble des sclutions
réalisables du probléme.

Admettons que la solution réalisable doive avoir les propriétés PI Py, . )P, . Pouri=1,2 ., k,
S. note I'ensemble des solutions qui ont la propriété Pi’ Si I’ensem%le complémentaire de Si (par
rapport a So).

Une séparation de SO est une partition en k + 1 sous-ensembles avec :
£

T, =§,,T =SzﬂSl,T3=S3ﬂS:,nS

1 ) A} 1
Tk=Sank_! n...nSl, Tk+l =Sk+l r\Skr\...ﬁSl , avec:
i=k+1 '

: Ti=so et Ti\_’:Si

i=]

En fait, seuls les noeuds successeurs, 'I'l y o ’Tk doivent étre créés ainsi que doir étre caicuiée une
borne inférieure des solutions afférentés.

Figure 4

un niveau de I'arbre d’énumération polychotomigue.
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Le noeud Tk+ est un noeud terminal, il correspond 4 une solution réalisable ayant les propriétés
PI’PZ ""’Pk 3 J n’est pas nécessaire de créer un tel noeud.

Il est évident que la partition dépend de I'ordre dans lequel on a indexé les propriétés Pl s ’Pk'

Dans le principe de séparation dichotomique, chaque noeud n’est successivement séparé qu'en
deux autres noeuds a chaque niveau de Parbre.

Ainsi, avec une stratégie "en profondeur d’abord", I'arbre dichotomique correspondant aux
séparations de la figure | serait celui de la figure 5.

Figure 5

k niveaux de I'arbre d’énumération dichotomique
2. Stratégies de parallélisation

Il y a au moins deux fagons d’aborder le probléeme de la parallélisation d’une méthode
d’exploration arborescente:

2.1. En minimisant '’énumération.

On veut éviter toute énumeération inutile de sommets de I'arborescence. Clest 4 dire gu'on veut.
d'une part éviter la redondance, et d'autre part éviter de continuer a séparer des sommets qui ne
peuvent conduire a des solutions optimales.

Ces deux cas peuvent se produire si

i) La fa;;dn d'affecter un sommet a séparer a un processus n'est pas univoque (risque alors de
redondance comme dans [DE,HU]).

ii) Un processus continue d’énumérer des sommets pour lesquels la valeur prise par la fonction
d’évaluation est moins bonne que celle trouvée dans une autre branche de Parbre. par un
autre processus.

Donc, pour éviter ces deux écueils, il faut;

a) Une maniére univoque d’affecter un processus @ un sommet de I'arbre d'énumsration.

b) Un moyen de mettre & jour, chaque fois qu'elle change, la meilleure borne possible pour tous
les processus.

2.2. En minimisant les communications.

On veut alors limiter les communications entre processus afin de ne pas trop charger le réseau de
communications du systéme. :



=14 -

Le temps de communication entre deux processus est en général plus long que le temps nécessaire
4 une étape élémentaire de calcul d'un processus. Dans le cas o il en est ainsi, on peut étre tenté
de penser qu'en réduisant les communications entre les processus, on réduit le temps global de
calcul. Ce raisonnement toutefois, ne tiens pas compte de "P’explosion" combinatoire du probleme,
En effet, des processus non communicants entre eux vont énumérer beaucoup. Le gain de temps
lié aux communications économisées sera vite compensé par le nombre de sommets de
PParborescence, inutilement énuméreés.

On va donc, contrairement 4 [DE,HU] et [MOH.], s'attacher 4 élaborer des algorithmes les moins
énumératifs possible.

L’avantage de la séparation polychotomique sur la séparation dichotomique tient au fait qu'on a
une information plus précise (bornes plus f ines) en chaque noeéud pour choisir celui qui doit étre
séparé a I’étape suivante, .

De plus, si on utilise une dichotomie, le nombre de sommets créés pour I'arborescence, pour le
méme nombre de sommets pendants, est plus important et par conséquent, le nombre de messages
émis est beaucoup plus grand que dans le cas d'une polychotomie.

La polychotomie permet une gestion dynamique; a chaque étape la valeur de k dépend des
propriétés de la solution réalisable connue. En [ROU}, il a été montré que I'utilisation de tels
scénarios de branchement est trés efficace dans beaucoup de problémes combinatoires classiques
tels que le probléme du voyageur de commerce [BEL], la programmation linéaire en nombres
entiers ou en variables bivalentes [GAR], le probléme de I'affectation quadratique. De plus, la
polychotomie est particuliérement bien adaptée pour le parallélisme asynchrone.

3. Anomalies dans la parallélisation des méthodes arborescentes [LA,SA]

Dans un algorithme séquentiel d’une procédure SEP, chaque itération consiste a appliquer le
principe de séparation sur le sommet pendant de meilleure évaluation. Si I’on dispose de plusieurs
processeurs, on pourra alors, 4 chaque itération, examiner en paraiiéle plusieurs sommets de
I'arborescence.

A priori pour un probléeme, le fait d’augmenter le nombre de processeurs devrait conduire a une
diminution du nombre d'itérations. Ce résultat est souvent vérifié, mais on construit facilement
des contre-exemples. Ainsi il est possible de trouver des problemes tels que, le passage d'un
nombre n, de processeurs 2 un nombre n s'accompagne d'un accroissement du nombre

d'itérations. Il suffit pour cela de considérer le probléme représenté par I'arborescence suivante :

avec j=n

l+n



- 15 -

Considérons par exemple le cas ot n 1= 4e et n, = 5. L’arborescence est alors la suivante :

La solution optimale correspond au sommet terminal T.

Supposons que I'on dispose de 4 processeurs. A chaque itération, 4 sommets au plus pourront &tre
examinés, choisis dans I'ordre de leur évaluation. La construction de l'arborescence se fait selon les

étapes suivantes : (On fait une hypothése implicite de fonctionnement synchrone, en traitant
I'arborescence niveau par niveau).

lére itération

Examen du sommet A

2éme itération

Examen des sommets B, C, D, E
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3¢me itération

4&éme itération

Examen des sommets K, L, M, N

On obtient donc la solution optimale au bout de 4 itérations. Supposons mainiznant que P'on dispose
de 5 processeurs. La procédure se déroule alors de la maniére suivante :

lére itération

Examen du sommet A

-
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2&me itération

Examen des sommets B, C, D, E, F

3éme itération

Examen des sommets H, I, K, L, M

4éme itération

Examen du sommet G
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Examen du sommet N

I1 a fallu exécuter une itération supplémentaire alors que ’on disposait d'un processeur de plus, On
met ainsi en évidence une instance pour laquelle ’accroissement du nombre de processeurs n'entraine

pas une diminution du nombre d’itérations, mais au contraire une augmentation de celui-ci.

4. Sur-accélérations

Inversement, on peut mettre en évidence des anomalies favorables 4 la parallélisation. En effet, on

pourrait s'attendre 4 ce que le nombre d’itérations diminue, dans le meilleur des cas,
proportionnellement a I'accroissement du nombre de processeurs, soit :

I(nl) n, 5

€ —

I(nz) B n,

Toutefois on peut mettre en évidence des instances de calcul pour lesquelles cette relation n’est pas
vérifiée. Considérons par exemple 'arborescence suivante des solutions d’un probiéme.




- 19 -

Supposons qu'on adopte comme stratégie de recherche un calage 4 gauche" tout le temps,
indépendamment du nombre de processus disponibles.

Alors sur un tel probléeme, ce qu’il est convenu d’appeler la "thése élargie sur le parallélisme" est
prise en défaut.

Plagons nous A chaque fois dans le cas le plus défavorable comme il est d'usage en analyse de
complexité ; c'est-a-dire ici, supposons que la solution cherchée soit au sommet P.

La stratégie de parcours de P'arborescence employée sera ici un back track a gauche.
Nous allons estimer les accélérations obtenues avec 2, 3 4 et 5 processeurs.

Avec un processeur, le nombre d’itérations est

t]=1012+106+103+10+2,

avec deux processeurs,

t2=106+103+10+2,

avec trois processeurs,

t3=103+10+2,

avec quatre processeurs,

t4=10+2,

et avec cinqu processeurs,

t5 = 2.
Ce qui induit des accélérations bien supérieures i ce que laisse prévoir I'inégalité de la premiére
page. Ici, ona:

t 1 012

pour deux processeurs " >> 2,
2 106 T
tl 1 012

pour trois processeurs L — >> 3,
t 3
3 10
t 12
1 10

pour quatre processeurs — >> 4
t
4 10
t 12

et enfin avec cinq processeurs L ~ 10 >> 5
ts ~ 2

ce qui est en contradiction flagrante avec I'inégalité pré-citée.

5. Retour au calcul séquentiel

Examinons la contradiction évoquée ci-dessus. En fait cette contradiction a été mise en évidence
pour des instances particuliéres d'un probiéme donné. La question se pose alors de savoir s’il n'existe
pas un algorithme séquentiel dont les performances soient telles que I'accélération engendrée par le
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passage au parallélisme soit toujours inférieure ou égale au nombre de processeurs utilisés ep
paralléle. Cest-a-dire qu'avec q processeurs on ait toujours :

t, t, nombre d'itérations avec 1 processeur
— < e
tq 9 t nombre d’itérations avec q processeurs.

On peut effectivement construire un tel algorithme séquentiel en introduisant la notion de
processeurs. »

On crée cinq processus, chacun d’entre eux étant associé a I'un des sommets de premier niveau de
Parbre.

Séquentiellement, on exécute un pas de calcul du premier processus, puis a étape suivante un pas de
calcul du deuxiéme processus, ainsi de suite jusqu'au cinquiéme. De cette fagon, on aura
séquentiellement "simulé" le parallélisme et le nombre de pas de calcul effectués par un processus
sera le méme en séquentiel et en paralléle. :

t
Compte non tenu des pertes de temps calcul inhérentes a la machine, I'inégalité tl < q sera kien
vérifiée. q

6. Conclusion

Nous avons vu comment d’un algorithme séquentiel, par simple généralisation, on pouvait déduire
un algorithme paralléle. La mise en évidence d™anomalies” et de sur-accélérations nous a conduir 3
construire un nouvel algorithme pour le cas séquentiel qui est en fait une simulation du parallélisme
par une machine séquentielle,

On peut se demander si avec les possibilités du parallélisme on ne peut pas trouver des algorithmes
qui soient spécifiques. Auparavant, il nous faut faire une remarque sur I’étude faite aux §. 3, 4 et 5.
En effet, dans ces paragraphes, afin de visualiser des instances de calcul, nous avons fait ure
hypothése implicite de synchronicité des calculs. En fait, il faut raisonner en termes asynchrenes.
Dans un tel cas, I'algorithme décrit au §. 5 perd de sa pertinence en ce qui concerne la réflexion sur
les coefficients d’accélération.

Dans une machine parallele, le fait de considérer que les différents processeurs fonctionnent de
fagon asynchrone renvoie, pour le modéle théorique afférent au non-déterminisme, et 4 un madile
théorique d'algorithme paralléle (sur ce sujet, voir [LAV4]ou [LA,LAY). g

Par conséquent, construire des algorithmes spécifiques au parallélisme asynchrone passé par la priss
en compte de ce non-déterminisme. Par exemple, on peut lancer un certain nombre de processus Gors
une recherche du type "en largeur d’abord”, et d’autres dans une recherche "en profondsur d'abord",
et ceci simultanément.

Mais 1a encore, méme si I'aspect asynchrone interdit une simulation séquentielle pratiqus de toutc:
les instances possibles de calcul (2 cause de la combiratoire qQui en résulte), on est encore d'uns
certaine fagon dans une vision généralisée d'un algorithme séquentiel.

Une voie de recherche intéressante serait certainement de concevoir un algorithme paratlele ¢
lequel les processus adopteraient un comportement "intelligent®, choisissant en fonction de régles une
recherche en profondeur ou en largeur,

Une autre voie de recherche théorique certainement prometteuse serait aussi de raisonner en termies
d’algorithmes non-déterministes et d’utiliser le parallélisme pour ce faire.

Note : Nous avons congu un algorithme paralléle de recherche arborescente pour le probleme -
I’affectation quadratique. On en trouvera la spécification et Pimplémentation sur CRAY- XMP4
dans {LA,VE].
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