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RESUME

1

Ce rapport effectue une synthése des diverses approches possibles concer-
nant la commande des robots redondants rigides. Une premiere partie est
consacrée a une présentation générale du probléme incluant un tour d'horizon
de la littérature. La dmw'bmo partie propose, dans un cadre dynamique, une
approche globale de la redondance, par augmentation de la dimension des vari-
ables de la tache, et 1'on montre que ceci est équivalent A effectuer un certain
choix d'inverse généralisée. La derniére partie présente une application a
I'évitement d'obstacles par utilisation de capteurs de proximité, et donne
plusieurs résultats de simulation. :

REDUNDANCY CONTROI. AND OBSTACIF AVOTDANCE
Bernard ESPIAU |

ABSTRACT

This research report realizes a synthesis of the possible approaches for
controlling rigid redundant robots. The first part is devoted to a general presen-
tation of the problem, including an overview of the works reported through the
literature. The second part proposes, from a dynamic viewpoint, a global method
for redundancy resolution, by increasing the dimension of the taskspace. This is )
shown to be equivalent to a part ticular choice of a generalized inverse. The last
one presents an application to an obstacle avoidance: task by using optical prox-
imity sensors, and gives some s1mu1at10n results .
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D'OBSTACLES

Bernard ESPIAU

IRISA/INRIA
Campus de Beaulieu
3048 RENNLS CEDEX
FRANCE

INTRODUCTION o .

~ Ce rapport se propose d'eflectuer une synthése des diverses approches pos-
sibles concernant la cornmande des systémes redondants, et présente une appli-
cation A 'évitement d'obstacles avec capteurs de proximité. Une premiére par-
tie est consacrée & une présentation générale du probléme, en se placant
d'emblée dans un cadre dynamique complet, contrairement & 1'usage répandu
dans la littérature. La deuxidme partie propose une approche globale de la-
redondance par augmentation de la dimension des variables de tache. La
troisiéme partie est consacrée A la prise en compte de capteurs dans le cas de
I'évitement d'obstacles

1. POSITION DU PROBLEME

"1.1. Redondance et régularité

Nous considérons ici un robot rigide & . degrés de liberté @;. Soit un
espace vectoriel définissant les taches, de dimension M (nous verrons plus loin
que M peut étre supérieur & 6).Le Jacobien J est la matrice d'une application
linéaire de R dans R™, de rang p (dimension de 'image de J). Les propriétés
de I' application J caractérisent les classes de problémes, selon le tableau ci-

dessous:
L]
1
LYAPPLICATION T INJECTIVE NON INJECTIVE
?i?;gh:—i:?“ws =) J est de rang plein

€]

H
@ ta t4zhe instantandée 23t réalisable
Image (J) = A®

W

p s P =n(n
systéne séguliar systine redondant
d4e rang plein

®

@a t4che instantande n'est pas réalisable
. (a

NON

SGRIICTIVE f =iz rang non plein
systice . systime
surdéterminé singuliar
TABLEAU 1
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J étant une fonction de ¢, & M et M donnés, il existe un risque de sauter
de n'importe quelle situation 1,2 ou 3 2 la situation 4 : c’est le passage par une
singularité. Ces singularités peuvent d'ailleurs €tre intrinséques (par exemple
celles provenant de la géornétrie du manipulateur vis & vis de la tache &
réaliser), ou parfois externes { cas d'une représentation des rotations par angles
d'Buler). Seuls les systémes de classe 2 permcticnt parfois d'éviter cctic por-
turbation du fonctionnement, par exploitation de la redondance comme nous le
verrons par la suite. ‘ :

D'un point de vue de l'utilisateurs, les taches & effectuer peuvent étre
classées en trois catégories:

1- Les taches prioritaires , auxquelles on impose, lorsque cela est possible,
d'étre totalement réalisables, dans le sens suivant: soit :!:.,.(t) la trajectoire
temporelle désirée d'un vecteur représentant cette tache; soit

’ z=f.(q) (1)

la relation entre les variables articulaires et les variables réelles correspon-
dant A la tache. On cherchera alors & maintenir petit et, si possible suivant
les types de commande, A faire tendre vers zéro :&; =%, —Z, par exemple
avec une dynamique donnée sur chaque composante. Nous noterons par la
suite J le Jacobien associ¢ & cette tache.

2- Les taches mon priorituires , sur lesquelles on pourra accepler une
erreur non nulle, ¢’'esl A dire en pralique une solulion de compromis. Elies
sont notées yr(t) et correspondent & l'évolution souhaitée des variables
réelles :

y=fy(q) (2)

3- Les taches supplémentaires , c'est & dire que ['on ne peut réaliser qu'en
utilisant explicitement la redondance. Nous les caractériserons par la
minimisation d"une fonction scalaire positive P, en général fonction de ¢ ,
mais parfois aussi selon les approches d’autres variables telles qouq.

Souvent, les tAches de type 2 et 3 peuvent etre regroupées en une seule, la
mesure du compromis sur les tdches 2 pouvant également s'exprimer a 'aide
d'une fonction & minimiser. Soit done:

c=gJAe, +\°p (3)

la fonction de cout regroupant !'ensemble des taches non prioritaires, &
minimiser & chaque instant ou sur un horizon donné. A est une matrice
symétrique définie positive, et &, est l'erreur ¥, —g (g ).

Hormis les techniques de détermination hors ligne optimales ou évitant des
obstacles modélisés, que nous ne considérerons pas ici, toutes les approches
existantes ressortent de ce schéma. Cependant, le point de vue de la commande
n'est que peu fréquemment abordé: la plupart des auteurs considérent en effet
le probléme comme réglé dés qu'ils ont trouvé une solution inverse au systéme
#=J,q, dim J, = mn. Or, il est bien évident que la prise en compte des
redondances doit s'inscrire dans un schéma complet de commande. Dans ce
rapport, nous chercherons donc en particulier & analyser de ce point de vue les
approches possibles.
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1.2. Introduction aux schémas de commande avec inverses généralisées.

1.2.1. Cas général.

Considérons tout d'abord un systéme de classe 1. Soit I'équation dynamique
en espace articulaire :

[=M(q) g + N(q.9) ©
ou M, dim (n M) est la matrice d'inertie, et N, dim (n,1), regroupe 1'ensemble
des termes de gravité, de frottements, de forces centrifuge et de Coriolis. For-
mellement, on peut rassembler la plupart des commandes dans l'expression:

T=(q)u, +N(g.9) (5)

N A

[' étant le vecteur des couples articulaires de commande, M et N les modéles
choisis par l'utilisateur pour M et N , et U, est l'accélération de commande.
Au sens de l'automaticien, une cecmmande consiste A fixer une dynamigue,
généralement linéaire, sur une variable ou une grandeur d'erreur. Lorsque le
systéme est de classe 1, c'est A dire carré et régulier, les deux types classiques
de commandes consislenl & fixer la dyndrmque désirée , soil dans l'espace des
. ¢ ,soit dans celui de la tache.

1.2.1.1. Dynamique lineaire enq
Dans ce cas, nous avons la forme générale:
Ug="1p i (q _QT)_K (q _q'r)"'qr )
ou §g, (t).4,(£)g,(f)] est 1a trajectoire de référence en g & suivre. Classique-
ment, g, =0, ct @, =g, , =g, Silatéchc cst paramétrée par (1), on a alors

généralement:
q.=f "H=z,)

— 114 (7)
=J; Hq)zy
Si le modéle est parfait, 1'évolution est alors linéaire en q: .
7=1q (9)

Lorsque seule une consigne, Z,, est imposée, une commande appelée
“cinématique” est parfois utilisée:

de =Jz-1(x —z,) . (B)

1.2.1.2. Dynamique linéaire dans I'espace de la tiche
Ce sont les schémas de la forme: v

} o _ddy
Ug=dz Yq) (uy—dzq) : Jp= dt (10)

qui conduisent & 1'évolution:

X=U,

(11)
ou %, a par exemple la forme :
uy=—K, e —K, ¢+, (12)

€ ¢tant l'écart entre la trajéctoire réelle et la trajectoire de référence. Par
- exemple, si, & nouveau, la trajectoire est représentée en x, alors :

&5
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REMARQUF, : lorsque la tache comporte position et orientation dun repére,
il faut paramétrer les rotations pour obtenir la dynamigque linéaire ci-
dessus. Un choiz mnon paramétrigue ([11],[28]) présente cependant
l'avantage de ne pas introduire de singularités artificielles, mais la dynam-
ique n'est alors généralement gque localement linéaire .

1.2.1.3. Commande en espace opérationnel

Nous la mentionnons pour mémoire, car, dans le cas régulier et avec une
modélisation exacte elle se raméne au schéma général.

Considérons tout d'ahord le cag ol les seules forces evtérieures evercéegs

Fops sont exprimées dans l'espace de la tdche; alors, le modéle dynamique
"opérationnel” ([20]) s'écrit:

F=M'u,+N'+F (13)
ol
M'=(JzM"IJ:ET)—1 (14)
(matrice d’inertie opérationnelle),
et

N'=J7TN-M'J,q (15)

Sachanl P=J3TF. il esl immédial de voir qu'en l'absence de forces exlérieures
ce schéma est équivalent & celui du paragraphe 1.2.1.1. Lorsque Fg. est non
nul, I'évolution est alors:

=, .'"(M')_lFezt (18)

La tache spécifiée en T devient ainsi non prioritaire, puisque perturbée par
Fopt. Considérer Fopy comme une force d'attraction vers le but dérivant d'un
potentiel élastique est alors purement artificiel, car, pour obtenir la stabilité
asymptotique, il faut rajouter un terme d'amortissement en T, par exemple
dans U, . La trajectoire obtenue en T n'est cependant ni découplée ni linéaire
du fait de M’ Par ailleurs, la tache peut également etre perturbée par d'autres
termes Fj issus d'autres espaces, par exemple ceux des variables
"opérationnelles” associées & chaque corps du robot, sur lesquels s’exercent les
F. . Eny associant les jacobiens Ji, I'évolution en z devient :

-;f:ux'*'(M')-lFezt+JzM—1§Jng (17)

Toutes ces approches sont compatibles en choisissant des jeux d'écritures con-
venables, par exemple pour %, . Le schéma général (5) et (10) se prétant mieux
a l'analyse du point de vue des trajectoires, nous préférons nous y tenir dans la
suite.

Les propriétés de toutes ces commandes ont été étudiées en [32], en parti-
culier du point de vue de leur robustesse vis & vis des approximations effectuées
sur les modeéles. Pour focaliser 1'exposé sur les problémes spécifiques de la
redondance, nous supposerons par la suite les commandes suffisamment
robustes, pour éviter d'avoir A prendre en compte explicitement le caractére
approché des modeles. Ceci revient donc pour nous a les considérer comme
exacts dans la suite.
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1.2.2. Utilisation intuitive des inverses généralisées

Considérons & présent les systémes non réguliers. Alors, une extension
"naturelle" des commandes précédentes consiste’ & remplacer olicela est
nécessaire J, ! par une inverse généraliste Jg (*).

Cette approche se justifie en premiére analyse par le simple raisonnement
suivant. sachant

£=J,q (18)

et donc: '
£=Jpq=dq , (19)

soit, du point de vue de la commande: ‘ :
Uy —Jp G =, (20)

La solution générale en ug de (20) s'écrit:
uqug(uz_JzQ) + Uy (R1)
pour tout Uy € Ker (J,), noyau de V'application J, lorsqu'il est non nul.
L'équation d’évolution correspondante en @ devient:
q:’ng(uz—JxQ) +ug (22)

-soit donc, dans l'espace de la tache, avec (19):

£=J3Jguz+(I—Jng)qu . (23)

Si J§ est une inverse généralisée réflexive , J, ce que nous supposerons
dans la suite, alors la propriété (A1-4) (annexe 1) permet d'écrire:

J;(x_ x)=0 (24)

c'est A dire:

Z—u, € Ker(J])

Cette relation exprime le comportement en  du systéme, quelle que soit
sa classe, lorsque 1'on lui applique une commande de type (21): par exemple :

a- Si le systéme est de classe 3, la solution de norme euclidienne minimale
est alors: '

(Jng)—l JzT (£ ~u,)=0 (25)

b- Si le systéme est redondant de rang plein ou régulier, J, est surjective,
donc JZ est injective de par sa définition, et Ke’l‘(J;% est nul. (24) se réduit
alors & 1'équation (11) qui, pour un systéme redondant, exprime la priorité de la
tache définie par . : :

A partir de maintenant et sauf mention contraire, nous nous intéressons
aux systémes de classe 2. Nous pouvons alors toujours écrire:

ug=P'u, , u, €R? (26)
ol PT est une matrice de projection sur le noyau Ker(J,):
(*):L'annexe 1 rappelle les définitions et principales propriétés des inverses généralisées,

tandis que l'annexe 2 donne différents exemples d'inverses généralisées utilisables et
utilisées dans la littérature.
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Pr=[—-J1J,
Alors, (22) implique, toujours d'aprés la propriété Al-4:
P (g —u,)=0 (

Si J; est 1a classique pseudo-inverse -f:. alors la norme ulilisée est euclidi-

enne S})ondération identité), et P est la matrice de projection orthogonale sur
Ker(J;).

Une autre inverse généralisée, naturelle mais peu utilisée, peut etre
aisément relide A la commande en espace opérationnel: en effet, en combinant
les expressions (5) et (13) & (15) en I'absence de forces extérieures, on obtient

naturellement 1'expression de Ug correspondant au modéle opérationnel sous la
forme: ’

ug =MV (uy=J,q) (29)
Comme précédemment, I'extension au cas redondant se fait en écrivant:
Uqg =Jg(ux _qu )+uK (30)
ol A
Jg=M1I (I, M I (31)

Or, il est facile de montrer que (31) correspond 4 la golution ¢ =Jg% de x=J,q
qui minimise & chaque instant ' énergie cinétique q Mg (cf annexe 2).

Pour résumer (provisoirement), (24) et (28) caractérisent donc
complétement le comportement d'un systéme de n‘importe quelle classe soumis
& une commande de type (5) et (21), avec un modele dynamigue exact, soit
donc:

a- Commande

P=H(q g +(g ) ®
ug=JE(u, —J5q) + ug {2y
ug€Ker(J,) = P,
b- Trajectoires
JE(E—uz)=0 (24)
P (i —u,)=0 (28)

et l'équation d'évolution en g se décompose sur deux sous espaces
complémentaires:

.

JpG=u,—J,q ., dim(u,)=m (32)

Prg=FP"u, , rang n—m (33)

U, est une commande supplémentaire que l'on utilisera pour réaliser au

mieux les taches secondaires. Dans le cas redondant, il est facile de voir (cf
- Annexe 2) que ceci revient & trouver U qui minimise | |ug —u, | |§ sous la con-
trainte Uy =Jug +J,q.

A noter d’emblée que, dans le contexte dynamique dans lequel nous nous
trouvons, il faut assurer la stabilité, d'une part de (32), ce qui se fait a travers la
commande de Z, d'autre part de (33), ce qui implique que 'on ne peut pas met-
tre n'importe quoi dans u,, et qu'en particulier un terme d'amortissement y est
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bienvenu pour assurer la stabilité asymptotique. :

Enfin, et ceci justifiera le choix de considérer les modeles comme exact,;
daaﬁ la suite, examinons rapidement les conséquences d'un mauvais choix de A
et IV sur les trajectoires précédentes: I'évolution en ¢ s'(icrit: S

G=M— M [JT(uy =T, 4 )+ ]+ M= (N =N) (34)
ce qui conduit, en Z, &: N -
F=J, M1 MJGu, +e(q.q uy) (35)
avec : : "
 elq.q )= =Ty M M)y + Ty M i gug+J, M~ (N—=N) (36)
au lieu de (11). ' _ ' :

L'équation de projection (28) devient quant a elle:
P9 (Mg —uy—HM~YN-N)) =0 (37)

Il n'y a donc plus. entre autres, découplage parfait entre tache principale et
tache secondaire, la premiére étant perturbée par la seconde en raison du

e ~at cLallL 1656, § j o108 Y

terme (36). (37) est également une forme perturbée de (28), et l'utilisation de
grands gains peut devenir nécessaire (par analogie avec [32]).

1.3. Les principaux schémas de commande de syst®mes redondants dans la
littérature.

L'annexe 2 donne quelques détails sur diverses fagons d'utiliser et de cal- ‘

culer des inverses généralisées. Nous nous contenterons donc dans ce
paragraphe d'effectuer un rapide survol de la littérature sur le théme de la
redondance.

Les premiers travaux sur le sujet furent proposés par Liégeois [29] et Four-
_nier [14], dans un contexte cinématique. lls utilisent la solution générale a
I'inversion de Z=J¢:

g=Jiz + (I-J;SJz)z (38)
olt: .
Jz+=Jz?'(Jz JzT)_l (39)
et en choisissant:
z=—2\% - (40)

dq

¢ étant le critére A minimiser. Cette approche s'interpréte comme étant la pro-
jection d'une méthode de gradient:

P(g +>\‘;—;-)=o : (41)

Cela est lié & la minimisation de C sous la contrainte de réalisation de la tache
principale. Cette idée a, depuis, été fortement exploitée , principalement en
choisissant des fonctions € variées. '

On peut trouver en [25] une “analyse des approches utilisant les pseudo-
inverses; en référence [24], le meme auteur applique cette méthode & un

probléme d’'évitemnent d'obstacle, en assignant au point du robot le plus proche -

de l'obstacle une vitesse désirée d'éloignement. Dans le meme article, Klein
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compare quelques mesures de dextérité , et suggére d'utiliser la valeur
singuliére minimale. ‘ '

Cette notion de dextérité est également considérée par Yoshikawa [34]
[35], qui propose de maximiser la manoeuvrabilité

W=V det(ffT) : (42)

qui n'est autre que le produit des valeurs singuli¢res de J. D'autres indices de
performances peuvent d'ailleurs etre construits & partir de ces valeurs
singuli¢res ([33]). Remarquons & ce propos que, d'une fagon générale, éviter les
singularités consiste & éviter de rendre } non surjectif. donc de lui faire
diminuer son rang. Toute mesure plus ou moins directe du rang de J est donc
un critére possible; ainsi, la décroissance vers zéro d'une ou plusieurs valeurs
singulieres {donc de W), powrrail représenter une lendance & la chule du rang.

Dans le méme article , l'auteur donne également un critére simple pour
I'évitement d'obstacies, en définissant comme objectif un vecieur g, “nominai”
déterminé par apprentissage. En [34], le meme auteur utilise la manoeuvrabilité
pour optimiser & priori la structure géométrique de manipulateurs simples.
Enfin, en {33 ], il étend cette notion & la manoeuvrabilité dynamique, qui
caractérise en quelque sorte la capacité d'accélération du systéme: en suppo-
sant que les couples articulaires IP,‘ sont bornés en valeur absolue par ['[”, &
vitesse nulle, I'ellipsoide de manoeuvrabilité est défini par:

¥ (M) T M =1 (43)
ol

J=diag 1/ 7;)J (44)
M=diag[1 / TTY|M _ (45)

—_ ,
7 o 'VJ (48)
7=2-Jq (47)
I=I-N(q.9) (48)

¥/ étant une sorte d'accélération maximale désirable. Un indice de manoeuvra-
bilité correspondant est alors :
w'=(det J(MTH)~1JT)% (49)

&

La manoeuvrabilité est aussi un critére considéré par Nakamura. En {31}, il
utilise , en premier lieu, une approche analogue & celle de Klein, puis propose
une méthode d'optimisation globale en minimisant (numériquement) & l'aide du
principe du maximum:

t
= (L4674
0—£(w+q q)dt (50)

Remarquons que cette optimisation n'est pas et_fs,c_tué sur un modéle dynamique,
ce qui réduit l'intérét du terme "'énergétique” ¢* q.

Toujours dans un cadre cinématique, mentionnons 'approche de Kircanski
[23], qui introduit dans la matrice de pondération W définissant la norme que
doit minimiser la pseude-inverse, des termes dépendant d'une 'distance”
mesurée entre robots et obstacles.
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Fn [3], Bailleul commence par étudier les singularités d'un systéme plan de
dimiension trois et montre comment certaines singularités sont ou non évitables.
Ainsi,dans le cas du systéme présenté figure 1, les singularités évitables sont :

(92,93)= [52:3 (51)
et les singularités inévitables sont: ‘
(2293)= l§28§ (52)

Figure 1

. Puis, aprés avoir contredit 1'assertion selon laquelle minimiser [1g || per-
met d'éviter les singularités, il propose une méthode dans le cas de dimensions

m=2,n=3, qui utilise le fait que Ker(J) est engendré par: N=7,Xj5, od
les j; sont les lignes de J,,: cela revient & choisir, dans (38):
e .__._].v__.
[N ]]?
Remarquons cependant que cette méthode ne permet pas d'assurer l'arrgt du
systéme: ainsi, si =0, alors:

(53)

N

ITEVINEN (54)
[N ]12

q::
d'ot:
e

Cette expression ne dev1ent nuile que si ||N]|]-ee. Or, | | N || est borné si

[17:11et |172] ] 1e sont.

L'article s'achéve sur une proposition de méthode utilisant la redondance
pour minimiser & chaque instant une fonction du couple dans un contexte
dynamique (voir aussi [19]), soit avec nos notations usuelles:

(55)

u,= min | | MPu,—T""| |2 | (56)

. avee:
mr=re-r (57)
P=MJz+(uz— zq-)"'N(QvQ) ‘ . A(SB)

o I'* est un couple "objectif” instantané, par exemple:
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r'=%(rmin(-)+rmax(-)) (59)

les auteurs considérent également le cas d'une minimisation pondérée du
critére, 4 l'aide d'une matrice diagonale dont les éléments sont les inverses des
carrés des couples limites. Examinons & travers un exemple simple le comporte-
ment induit par cette approche: soit /=7 , N=0. Alors:

w,=PI*" (60)
et, d’aprés (28), le comportement de la tache supplémentaire est donné par :
PE-T)=0 (61)

I'* étant donné¢ de facon instantanée, nous retrouvons les problémes signalés
plus haut concernant la stabilité de cette équation. Ainsi, le choix I'" =0 revient
a utiliser la seule pseudo-inverse dans la commande, et n'assure donc jamais
I'arrét du systéme. Par contre, curieusement, un choix plus réaliste de FJ peut
inlroduire un amortissernent bénéfique: considérons en eflel un modéle simplifié
de moteur électrique; le couple disponible & chaque instant est limité
dissymétriquement par la force contre-électro-motrice, de telle sorte que ([9]):

It=-o;—bg =Ty Lo, —big; =T% . 25,050 (62)
Alors, le choix
I"=W(l1+Tp)=—diag (b;) ¢; (63)
peut stabiliser asymptotiquement (61).

Toujours dans un contexte dynamique, il existe un ensemble de méthodes,
orientées vers 1'évitement d'obstacles, utilisant la notion de potentiels. Intro-
duiles par Khalib ([20],[22]), ces mélhodes associent & des objels modélisés des
volumes enveloppants permettant de générer un potentiel newteonien, répulsif
pour les obstacles, attractif pour la cible { voir aussi Hogan [18]). Les forces
dérivant de ce potentiel sont appliquées en certains points Zj du roboet. En
I'absence de minimum local, la trajectoire permettant d'atteindre le minimum
du potentiel est obtenue en ajoutant aux couples de contrdle I le couple:

Fezt’—';(Jlg)T(xk)Fk (64)

ol J,ﬁ est le Jacobien associé au point .

L'extension au cas d'un systéme redondant avec tache secondaire se fait
naturellement en choisissant dans notre modele général (21):

ke '
w,=M"g) 3, JiFe (65)
k=k1
Par exemple, £;=1 et kz=n—1 permettent de considérer l'évitement

d'obstacles par les corps 1 A —1 comme une tiche non prioritaire, par exem-

ple par rapport au mouvement de |'organe terminal vers une cible. La stabilité
de (28) implique alors, encore une fois, d'introduire un terme dissipatif dans F.

Une extension de la méthode des potentiels a été proposée par Krogh ([27])
: 'auteur remarque qu'il n'est peut-etre pas judicieux d'exercer par exemple le
méme effort répulsif sur un bras immobile que sur un corps s'approchant ou
s'éloignant rapidement de |'obstacle. Il propose donc une méthode tenant
compte dans la définition des potentiels de la vitesse intantanée des points Zy.

Terminons cette bréve revue en mentionnant le schéma d'anti-collision pro-
posé par Freund ([15], [16]). Bien que le probléme traité soit plus celui de la
coordination entre bras que celui de l'évitement d'obstacles, sa méthode
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présente l'intéret d'etre appliquée sur les équations dynamiques du systéme, ce

qui est plutot rare dans la littérature. Enfin, précisons pour le lecteur intéressé
que les références suivantes peuvent etre consultées avec profit pour tout ce qui
concerne les inverses généralisées : [4], [6], [7], [14]. [26].

Quelles remarques générales pouvons-nous & présent tirer de ce bref survol
de la littératurc? En prcemicr licu, aucunc des méthodes proposées ne semble
avoir été appliquée en ligne & un systéme réel : toutes les illustrations sont obte-
nues en simulation, et, dans la plupart des cas, dans des situations relativement
simples : systémes plans, peu de degrés de liberté, modeles d’environnement
trés simples, peu de capteurs, ceux-ci étant d'ailleurs considérée comme
idéaux. kn outre, les phénomeénes dynamiques sont rarement, ou seulement par-
tiellement pris en compte ; I'approche la plus fréquente consiste & trouver une
solution inverse au modeéle variationnel en exploitant la redondance pour
réaliser une tdche secondaire. On crée alors une sorte de trajectoire désirée

9 (f) que l'on entrera comme consigne dans une commande "en vitesze”. Cette -

démarche provient sans doute (historiquement) du fait que les actionneurs
électriques de robots ont d'abord été (et sont encore généralement) des

moteurs électriques classiques asservis cn vitessc. Dans notre schéma général

de conunande, ceci revienl & choisir, de [agon sitplifiée:

I'=Ku, (66)
Uy =—K, (@—¢.) K,>0 (87)
G, =J %, +Pz . (68)
D'ow:
' G=M"YKu,-N) => (69)
g+M KK, q=M"KK,J*z, + M 1 KK, Pz —M "IN (70)
Soit donc :

= — JM™KK,q+IM KK, J* &, +JH KK, Pz —JH™'N  (71)

qui ne produira le comportement désiré que si K, est suffisamment grand. Avec
un peu de dynamique ( K=M), et le choix K, =A [, les choses s'améliorent
toutefois, et 'on peut obtenir:

E=—Nz—%,)+Jq—JU "IN (72)
et:
P(g+A\g—Az)=—PM~N (73)

Dans ces conditions, il vaul mieux prendre d'emblée en compte les
phénomeénes dynamiques, comme nous l'avons proposé au paragraphe 1.2 . Nous
allons & présent détailler la démarche & suivre dans le cas des systeémes de
classe 2.

Y.
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2. COMMANDE DYNAMIQUE DES SYSTEMES REDONDANTS

2.1. Introduction

Les expressions générales de commande {5) et (1) ne résolvent pas par
elles-mémes le probléme de la synthése de la commande du systéme pour une
application particuliére : il reste en effet, d'une part & choisir l'inverse
généralisée J7, d'autre part & construirc la commande 1 =P U, corrcapon-

- dant & la tache non prioritaire. En pratique, on voit mal comment appréhender
aisément ces deux aspects. Par ailleurs, l'interprétation précise de I'équation
(28) en terme de dynarruc}lalqg de la t8che non prioritaire est malaisée, en raison
de la présence du terme . Nous allons donc essayer de relier 'approche par
inverses généralisées 4 une démarche plus intuitive permettant de construire
des commandes.

Remarquons en premier lieu que, parmi les systémes caractérisés dans le
tableau 1, ceux de classe 1 posent le moins de probi¢mes. Il est donc tentant de
chercher a s’y ramener ; pour cette raison, certains auteurs ont proposé
d’'ajouter au systéme 72—m contraintes indépendantes, de la forme b (g )=0,
de facon & le réduire & la classe 1, en dimension M, et, par un choix adéquat de
b (q) assurer par exemple que les singularités sont évitées : soit la partition:

¢"=[q] ¢f], &im gq;=m (74)
En choisissant b (q) telle que I'on puisse expliciter:

b(71.92)=0 => gp=d(q;) (75)
alors, (1) s'écrit:

z=f,(g91.2(q1) )=f 1(qy) _ (76)

et le Jacobien associé est de dimension .. Par exemple, dans l'exemple de la
figure 1, il suffit d'imposer

g>tqs=azkn (77)
pour éviter les singularités.

Cette idée se heurte néanmoins 4 une réalité évidente : & moins d'effectuer
un montage mécanique réalisant la contrainte celle-ci & toutes les chances de
n'étre qu'approximativement satisfaite par les seuls asservissements, ce qui
peut conduire & des erreurs si l'on fait confiance au modele (76).

D'ot I'idée de considérer la satisfaction de contraintes comme de nouvelles
variables & controler au méme titre que les autres. Alors le nouveau systéme de
classe 1 sera de dimension mXN. Cest ce point de vue que nous allons
développer A présent.

2.2. Equivalence entre augmentation de la dimension de la tache et inverses

généralisées
Ajoutons donc & I'équation (1) les n—m variables supplémentaires: -

s=fs(q) ) (78)

d

le jacobien associé étant:

Le jacobien global

L1
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)

est de dimension M XN Remarquons- d’emblée que J. peut présenter des
singularités, différentes de celles qui font chuter le rang de J,, et dues & J;.
Cela signifie qu'en ces domaines singuliers les tAches décrites par £ et S ne
sont pas indépendantes.

Supposons pour l'instant la régularité de J. Alors, il existe toujours une et

TV A A oAby by

1 .
une seuie partilion:

J1=(J§ J§) : (81)
telle que :
! Rer Jg — L J§
Ker J, = Im J§ (82)
Une facon générale d'écrire J§ et JZ est donnée par:
Jg___Jsz—T_._.urs'l'ryf—lurs Jz+ - (-[_'Pz JSTV—-]JS)J; . (53) |
Jg=JIV1-JIW-1J, Jt = (I-P, JIw-1J,)J¢ (84)
ol ‘ '
V=J P, JI _ (85)
: W=dJ, P, JT (86)
(iét:i_ : B ‘ '
Py=I-J7J, = By (RTR,)'RT (87)
Py=1-Jgtdg = Ry (RIRS)'RT (88)

Ry étant une matrice compléte de vecteurs de base de Ker J;, et J;t étant

donnée par une pseudo-inverse du type (39), pour 1 = Z et S. Toutes ces expres-

" sions peuvent etre obtenues de diverses maniéres, par exemple en utilisant le

Lagrangien: ,
1

A= TN (2 =1, q)+uT (s -J5q) (89)

Donnons d'emblée un exemple de calcul de J et J§ : supposons qu'il

existe un réordonnancement des composantes ¢; de g tel que la partition:
Jo= {le Iz2 (90)
assure la régularité de J,; ( dimensions m Xm). Alors:
' T J§=R,H! (91)

ou J§ est de dimensions n X n—m,, et H, supposée réguliere (voir paragraphe
2.3.3), est donnée par :

H=JgRy=Js5~Js lJz_llJzz , (82)
avec : : :
Jsg= [Jsl Jsg] , dim (Jgo)=n—-m X n-m (93)
et: ) '
—J1d
R;= [ 'z} zZJ . (94)

matrice de vecteurs de base de ker J,. Alors :

!

™
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JE=

T +. x-il'[zzy—l"sl -1 . ‘
_1;11--1']31 le , (95)

Ces relations peuvent également s'écrire, en imposant cette fois 1a
régularité de Jgp:

Jg= l_ IJ_1] K (96)
s1Ys2 _
JE= | K ] Iz (s7)
+Js lezK Ja:2
K=dp1-Jz2/s2 st (98)
On vérifie aisément que ces expressions satisfont:
JpJg=JsJE=1 (99)
JpJ8=Js J§=0 (100)
Par ailleurs, si on définit les projecteurs sur Ker J, et Ker Jg :
Pg=1-JgJ, (101)
Pg=I-JgJs , (102)
alors :
PgJj2=PgJjg=0 (103)
P3Jjg=Jg (104)
PgJjg=Jg (105)
Nous choisissons done, dans (21):
* J,. donnée par J§ dans (95),
rug=u, =Jiu'g (108)
ol J§ est donnée par (91) et
U's =us_qu . (107)

Ug étant la commande associée & S, comme U, est associée A T .
Ces expressions nous permettent donc de réaliser les trajectoires désirées:
r=u, . (108)

5=ug (109)

L'utilisation des inverses généralisées explicite donc en quelque sorte les
_contributions respectives des tdches principale et secondaire, et fournit, d'une
certaine maniére une méthode d'inversion de J.

Remarque importante
Les (rares) commandes dynamiques redondantes de la littérature utilisent
le schéma :

ug=J (uy—=J,q)+ Py 2 (110)

ou J: est la pseudo-inverse minimisant la norme euclidienne, parfois avec une
pondération. Ceci n'est bien sur pas équivalent au schéma qui vient d'etre



-15-

exposé, car pour assurer le découplage entre les tiches, il faut utiliser les
bonnes inverses généralisées, données par (91) et (95). ’

. Les deux approches ne deviepnent complétement équivalentes que si l'on -
choisit S de telle sorte que Jg=F;, ce qui n'est pas & priori le cas général ; par
contre les deux termes P,z et JIu's peuvent etre identifiés en choisissant

3 [PRESR — TG, AV e PRV W T § Y r .
Simplement £ =JJWU g. AlOrs, coinimne £ appartient a Pxeruz .

FPpz=z=Jdu' . - (1)

-2.3. Choix des variables supplémentaifes .

Comme nous l'avons indiqué, les taches non prioritaires auxquelles sont
liées les variables supplémentaires sont habituellement définies & partir des
objectifs suivants : ‘ ‘

- §'éloigner des singularités

- s'¢loigner des butées articulaires

- maximiser la manipulabilité

- @viter les obstacles ou les collisions avec d'autres robots

- s'approcher d'une trajectoire de référence donnée, obtenue par exéfnple
par apprentissage '

- minimiser I'énergie dépensée.

Dans certains cas, il est immédiat de déterminer les variables
supplémentaires requises: ainsi, dans l'exemple de la figure 1, on peut prendre :
$=qztgq3—a (112)
ou encore : ' '

s=nTn-b (113)
nln représente la somme des carrés des valeurs singulitres de J,,.

Plus généralement, et comme indiqué au paragraphe 1.1, on cherchera
naturellement 4 exprimer des variables supplémentaires correspondant A la
recherche du minimum d'une fonction ¢ (q,¢). Comme il s'agit d'une tiche
secondaire, cette minimisation doit etre effectuée sous contrainte de réalisation
de la tache principale.

2.3.1. Minimum statique sous contrainte

Considérons donc le proléme instantané : A
‘ minimiser ¢ {(q) : I ’
sous la contrainte z=f (q)

Plagons' nous dans les hypotheses requises par le théoréme des fonctions’
implicites, dont I'énoncé est ([8]):

Soient f;{z,y) P fonctions scalaires définies et contindment

différentiables dans un voisinage UxV d'un point
(az, R ,am:blv-"'bp) de EFxF, telles que
fi

@y Oy, by ,bp)=0 pour 1<p , et telles que le
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a(fh"'!fp)

a(yl"'vy )
Ay, " by, (4 ). Alors, il existe un voisinage ouvert Wo C U de
al,...,am) tel que, pour tout voisinage ouvert connexe W C WO de
a, -, ). il existe un systéme unique de P fonctions scalaires

g; (1<i=sp), et
filzy  Zngi@y o Em) o gp(@y Tp))=0
pour 1=i<p et tout (z,, - - :rmﬁz € W. De plus, les fonctions g; sont

continument différentiables dans Vg )
est égale & —B7 14, ot A (resp B) est obtenue en remplacant ¥; par
gi(zq, - - . Zy,) (1<i<p) dans la matrice jacobienne (8f:/ 6xk§/(resp
(afi/8y;)).

Ainsi, reprenons la partition:

)
Iz = ['5'5_} = {Jxl JzZ]
dim Jyy=m xm , dim Jyz=m Xn-m

jacobien soit différent de O au  point

ot 1o yiatrina iannhinnne N ()
o, el 2 Malrice jattowenng

Alors, si det J, {#0, et en partitionnant :

q = g; , dimg,=m , dim gz=n-m (114)
il existe h telle que:
q,=h(z.q2) (115)
D'ol:
c{(g)=c(h(x.92).92)=2(x.q2) (116)

et le minimum sous contrainte g 2' est obtenu en écrivant:
od , _«
———92)=0 (117)
092

1l s'agit bien d'un minimum si le Hessien correspondant est positif. Sous forme
Lagrangienne, ce probléme s'exprime en cherchant le minimum de:

A=c(g)+AT(z -1 (q)) (118)

de
dg :
9(@)-II@M+H( G =1 (2))=0 (119)
i}ilin‘imfosant la satisfaction de la contrainte et en projetant par P, sur ker Jg,
vient :

D'od, en posant g {q )=

P,g=o (120)
qui exprime le résultat bien connu selon lequel le minimum sous contrainte est
obtenu lorsque le gradient est orthogonal au noyau.

Les n équations de (120) ne sont pas indépendantes. On obtient (n-m)

équations indépendantes en multiplian} (120) par une matrice 7. —mM X N con-
venable, de rang plein, par exemple JY; matrice de vecteurs de base de ker J,.
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RIg=0 (121)

Aisi, en utilisant la valeur de /I, donnée par (94), et toujours sous la condition

de régularité de le (121) s écrlt

95 —9 {J;11,2=0 : (12)

(91 gg ) ftant la partition de g correspondant & (114). Cete expression peut
d’ailleurs étre directement dérivée de (117).

-2.3.2. Variables supplémentaires associées au probléme de minimisation.

Une idée naturelle consiste & choisir comme variables supplémentaires les
-n-m expressmns (121) ou (122). Ce dernier choix donne

s=( gg'gl‘/zl‘/zz) - (123)

La commande de S vers 0 se fait alors avec la boucle:

s=—K,s—K,s , K, K,>0 - (124)

~ soit donc :
L us =K, R1g—K,Jq (125) -
" qui conduit, dans (108), & ‘
u, =J§(~Ky Rlg ~K,Jsq~J5q) (126)
. soit donc la forme générale : ‘
u,=-4,9-429-C(q.¢) (127)
ol :
' Ay=R HK, BT (128)
Ax=J{K, Js (129)
Clg.9)=7§=J¢/sq (130)
& comparer 4 l'approche pseudo-inverse dans laquelle on choisit naturellement :
A= AP, (131)
(ou —P, M~! dans les commandes de type opérationnel) .
A=K, - (182)
C(g.9)=0 (133)

On voit d'emblée apparaitre quelques dlmcultés de base liées & l'utilisation

de (126):

1- Sans condition supplémentaire, rien n'indique que l'on atteint

. effectivement un minimum.

2- Si d'aventure J,; devient singulier, il faut modifier 1'ordre des q; , de
facon A obtenir un nouveau J'y; inversible, et cette opération introduit des
discontinuités dans le systéme.

3- La complexité de S peut conduire & des expressions analytiques relative-
ment lourdes, en particulier dans le calcul de Jg.
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l.es probiémes essentiels tournent toutefois autour des singularités du
systéme, et nous allons les examiner plus en détail.

2.3.3. Convergence de la minimisation sous contraintes

Revenons pour quelque temps au modele variationnel :
» g=Jgz+Jgs (134)
de facon & examiner le probléme de convergence.
Supposons choisi pour S un comportement exponentiel découplé:
$= —As (135)
et placons-nous dans le cas ol la tache pr'mcipalé. Z, est nulle et parfaitement
réalisée.
Alors, comme
¢c=glq (136)
il vient, avec (91), (135), (136):
¢= AR H s = -\R, H 'Rlg (137)
Une condition immédiate pour assurer la décroissance de €, donc la descente
vers le minimum, est : : '

H>0

Cela esl logique, car H =Jg R n'esl aulre que le Hessien corrspondant au gra-

dient reduit {[17]) EJ———-:g" (cf(117)) de la minimisation sous contrainte.

L'inversibilité de H est liée & celle de J. Ce résultat se démontre aisément en
partitionnant J ~! ; cherchons eneffet 4, B, C, D tels que:

Jz1 Jz2|l |4 B _ o
Jsl Jsz ¢ D =1 (130)

L'explicitation du produit conduit &:

(Js2— s1951d52) C = _Jlez—11 (139)
(Js2=Js1d510z2) D =1 '

et l'inversion est possible si et seulement si:
Jsz—JSIJz_IIJxZZH¢O (140)

Les singularités de J et de Jg K, sont donc identiques.

Ainsi, si le Hessien H(q ") est supposé positif pour que q' soit bien le
minimum sous contrainte, celui-ci s'annule au passage par une singularité de J
. et peut devenir négatif dans certaines parties de 1'espace.A ce passage, nous
‘perdons la régularité de 'application faisant correspondre S et ¢2. Remarquons
que, si J, était constant, nous aurions:

H=RIGR, (141)

G étant le Hessien de C(qg, supposé positif ; la décroissance serait donc
toujours assurée. Si, de plus, G=1/, alors:

J§=P, ;. J§=J} (142)

,.
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~ lia décroissance est également assurée dans I'approche classique, ol, avec
z=0: :

¢=-AgTP,g =0 (143)

Nous nous trouvons ici face & un probléme bien connu en analyse
numérique, odt.l'on sait que les méthodes au premuier ordre {gradient simple)
descendent dans la bonne direction si la fonction est unimodale, alors que les

méthodes au deuxiéme ordre (Newton-Raphson) peuvent diverger si le Hessien

- est négatif (fonction non strictement convexe), mais convergent mieux au

voisinage du minimum. Prenons un exemple trés simple pour illustrer ce
phénomeéne: soit : .

¢

z=Y¥(qf+q3%) (144)
“et: e,
c(q)=Y¥((g,-1)*+(g2—1)%) (145)
Alors :
J.=(a; qa) (146)'%
119 .
Jr=(q¥+q%) l[q;] (147)
' P, =(q2+g2)"! 7§ 9192 (148)
z=\IT2) g g, g2
g7=(q1—1 go—1) ©(149)

RT—(———- 1) (150)

avec la condition q 1 #0.
La singularité de J est: { g;=92=0 ], et nous supposerons I'éviter . Scit

- 2=z =0, supposés exactement réalisés. L'approche classique donne:

(q 1—q 2)

¢=-NTP,g= A" (151)
. a1 f+qk
L'ulilisalion de variables supplémenlaires conduil & :
RIg=301 . C 1s2)
91 ‘ v
qui s'annule pour @ ;=@ 2, ce qui nous sugg?re la variable :
$=¢279 (153)
"Dou:
+
Jo=(=1 1) ; JoR,=122 (154)
q1 ‘
La nouvelle singularité est donc : _
71+92=0 (155)

et le bouclage (135) donne :
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—0.)2
é=—A(q1 72)
g1%9z2

Les deux comportements correspondants sont illustrés figure 2 .

(156)

)
Mini » Minimum
. inimum Stable
stable \
4
. 4 .
, ‘
/ Sing.
4 »q, Sing! q,
Maximum Maximum . :
{nstable \j stable v \_-/ “Sirgularité
" Pseudo-inverse ) Variable supplémentaire
Figure 2

Nous avons ainsi, dans le cas classique (pseudo-inverse), une méthode qui
tendra toujours & converger vers le minimum. Lorsque la dimension de Ker J,
est 1, il n'y a souvent pas de raison majeure pour préférer |'approche par vari-
ables supplémentaires. Par contre, en dimension supérieure , apparait toute ia
différence entre un algorithme & gain scalaire (gradient simple) et un algor-
jthme A gain matriciel (cas des variables supplémentaires). Ce dernier réalise
en effet, dans le cas linéaire, et, pour nous, dans le sous-espace sur lequel
s'eflectue la minimisation, un découplage parfait, c’est & dire une sphérisation

" de la convergence. Prenons & nouveau un exemple simple :

J,=(121) (157)
¢ =¥ (q1—1)2+2(q5—1)*+(q5—1)?] (158)

avec toujours £ =2 =0. Alors, la convergence donnée par la pseudo-inverse, une
fois éliminéce q 4, cst de la forme :

Qz=—§—>\q2 (159)
d3=-A(gz+9q3) | (160)
Par contre, (135) conduit & :
d2=—Aq2 © (181)
d3=—Aq3 (162)

D'une fagon générale, (123) et (135) conduisent donc, quelque soit £ & un
algorithme du deuxié¢me ordre:

gp=—AH1g’ (163)

alors que l'approche claséique : pseudo-inverse + gradient simple ne réalise pas
du tout ce découplage. En outre, cette derniére approche impose en pratique un
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mode de convergence numérique selon la direction la plus lente, ce qui peut
étre peu efficace si la 'vallée” autour de est trés étirée. En dynamique, le
probléme se pose également car (131), (132), et (133) donnent :

P, (§+K,q+Ng)=0 : - (164)
qui est seu‘.e;ment la projection sur Ker J, d'une équation stable et conver
gentevers q .

2.4. Conclusion

, 1l faut donc résoudre le dilemme découplage / décroissance du critére posé
"par les deux approches. En pralique, deux solulions s’oflrent a nous: .

- Modifier le critére ¢ de facon A assurer la positivité de /I, par exemple en
s‘arrangeant pour etre toujours proche du minimum, et appliquer intégra.ement
la méthode des variables supplémentaires. S

- utiliser une approche employée en analyse numérique, c'est & dire urie
méthode de gradient simple loin du minimum, et, dés que H devient
significativement positive, une méthode au deuxiéme ordre. Rappelant que
l'équivalence avec l'approche pseudo-inverse est obtenue lorsque Jg =F;. une
variante possible consiste & remplacer dans les équations (91) a(95) Jg par:

J's=alt)Js+(1—a(t))RI ,O0<a<l (165)

Le scalaire & est choisi & chaque instant de facon & rendre H'=J'g [, positif, et
aussi "preés’’ que possible de A. Une situation extréme est la simple commuta-
tion : @=0 ou 1, cette derniére valeur n'étant appliquée qu'une fois passées les
singularités de Js.

3. UTILISATION DE CAPTEURS POUR L'EVITEMENT D'OBSTACLES DES ROBOTS
REDONDANTS

Cette derniére partie présente, & travers quelques résultats de simulatien,
une approche fondée sur la prise en compte de capteurs de proximité pour
I'évitement d'obstacles. Le principe, succintement décrit en [12], et plus large-
ment développé en [5]. consiste & construire une fonction coit dont le gradient
peut etre évalué A l'aide d'informations capteurs. Cette approche peut etre
- grosso modo comparée 4 une méthode de potentiels dans laquelle les forces
extérieures seraient fictives, mais d'intensité fonction des sorties capteurs
réelles.- '

Au cours de ce paragraphe, nous commencerons par rappeler les principes
utilisés, puis nous établirons les algorithmes employés, et enfin nous donnerons
des résultats de simulation. '

3.1. Synthese des informations capteurs

Nous nous intéressons ici aux capteurs d'anti-collision locaux, c'est & dire
portés par le robot. La mesure extérieure, par exemple par camséras, est
évidemment possible, mais dans ce dernier cas ressort plus de l'analyse de
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scéne que de notre problématique de commande.

Comme indiqué en [11], nous supposons qu'a chaque corps L, k=1,..12,
esl associé un ensemble de capleurs Ci pouvgnl générer en un ensernble de
points Z} les actions répulsives élémentaires @y (figure 3). La direction de cha-
cune est fixée dans le repére If; li¢ au corps f , mais 1'amplitude dépend des
sorties instantanées . Nous pouvons donc associer a chaque corps le torseur :

V=Yt
[

‘Sk : -, - (166)
’y = ~v re?
A
O, étant l'origine d'un repére [ lié¢ a [
Actions Moment Résultante
élémentaires

Soit J la matrice jacobienne associée & { O,y J. exprimée dans fy, et

dans laquelle les composantes en translation et en rotation sont respectivement

" notées J,ﬁ et JI ([11]). Nous supposerons en outre que les sorties capleurs
dépendent de la "distance” entre Zj et le premier obstacle situé dans la direc-
tion d'observation du capteur (cf figure 4 ). En pratique, pour une disposition
d'obstacles donnée, les Y} ne dépendent donc que de ¢, le temps de réponse du
capteur lui meme étant négligé, hypothése confirmée expérimentalement. Une
situation intéressante pour I'évitement d'obstacles est celle ot Yk a une allure

voisine de (d})~? ([10]).

Figure 4
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3.2. Approximation d'une méthode de potentiel

Chaque torseur Sj peul etre interprété conune correspondiant A un ensem-
ble de forces ponctuelles @} exercées en Z} sur le robot . L'approche donnée
par les équations (64) et (65) peut alors s'appliquer en choisissant, pour le Ug
de 1'équation (30) :

U =Pg(H () ezt + K, q) (167)
ol /
Tzt '_‘ZJIGTSIc (168)
k

K,q esl un lerme d'amorlissemenl rendu nécessaire par le lail que S ne
dépend que de q. L'évolution obtenue est alors:

Pz(q—M_lflezt +K,q)=0 (169)
et le couple de commande appliqué est :
T=M (G (=5 4 )+ N+ MPIM ™ T+ Ky ) (170)
A comparer & :
P=M (I Wy —J G )+ N +Tezs (171)

dans l'approche classique non redendante sans tache secondaire.

Cette méthode prend sa justification lorsque les capteurs fournissent
effcetivernent un signal voisin de (d,g)—z ([10]), car on sc rapproche alors quali-
tativement du cas théorique ol le potentiel associé aux obstacle est Newtonien.
_Les capteurs fournisent dans ce cas une mesure partielle et approchée du
champ gradient correspondant.

Vu le caractére grossier de l'approximation effectuée, nous pouvons aller
un peu plus loin et simplifier encore la méthode en se passant du terme M~ 1de
(167), qui ne sert qu'a transformer formellement les couples en accélérations.
Fn reprenant le schéma de commande habituel du paragraphe 1.2, nous pouvons
donc chercher 2, qui minimise :

| ltg—Tem +Kuq 11§
sous la contrainte
u,z=J_,,uq+qu
et l'on obtient ainsi :
uqug(uz_ 'xQ)+Pg(Fext—Ku‘i) (172)

ol l'inverse généralisée dépend de la g-norme utilisée.

3.3. Gradient associé

L'hypothése selon laquelle les capteurs permettent plus ou moins de
mesurer le champ gradient associé & un potentiel répulsif semble & priori un
peu forte; nous allons donc apporter quelques précisions.

Considérons done (cf figure 4) un modéle élémentaire de capteur, dont la
sortie est donnée par:
i 1
1'__..

Y= TTag 12 179
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dfi =z} —xf} (174)
x;' étant supposé fixe.
le vecteur unitaire associé & la direction di est :

o
ur= T (175)
| [l |
Choisissons donc de minimiser .
ci— (27 di) ! (178)
Alors :
dck .
l: ™ i 4 dg (177)
8zt | 1dil]
Un algorithme de gradient associé & ce probléme est:
L)
ix_f_;: —r? _.__l.____d"' (173\
at T ldi] " ’
soit donc , finalement, avec {173) et (175):
af= —r=—uf (k)Y uf (179)

. -»
Cette expression permet donc de définir les actions élémentaires a; de
répulsion servant A construire le torseur S copme étant proportionnelles au
gradient de C,l'. Selon l'interprétation choisie, ar est le gradient du potentiel,
donc une force répulsive, ou bien tend & réaliser localement I’algorithme de gra-
dient (177), et est donc une vitesse désirée d'éloignement. Remarquons que
(179) difiere légérement du choix intuitif :
3 0Tk g
U=y MYk Y

qui ne correspond pas exactement au gradient de ck. bien qu'étant naturelle-
ment dans la bonne direction. _

Enfin, pour construire la synthése globale, par exemple [ezt. il n'est pas
nécessaire de passer par tous les jacobiens partiels associés aux points xi. Le
torseur Sk. s'interpréte en effet, du moins pour ce qui concerne sa composante
Vi, comme une action de répulsion vis & vis d'un obstacle virtuel, rassemblant
les contributions de tous les obstacles partieis.

3.4. Minimisation globale

3.4.1. Point de vue cinématique

Etant donné l'ensemble des torseurs Sy, une premidre approche consiste &
chercher A obtenir des vitesses effectives les plus proches possibles de ceux-ci,
sous la contrainte de réalisation de la tdche principale . Soit donc :

minimiser
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%l |2, —Se |12

- avee
t=J,q (180)
et:
. d 00,
Zszkaq (181)

Les solutions 4 cc probléme sont données cn anncxe A2, En particulicr, si
k=1,... n, et pour une norme euclidienne, on obtient:

n 1,
g=Jfz+P{E7' Y, JiSe (182)
. k=1
ol:
' n

=2 I (183)

supposée réguliére, et :
JI=F Y NJ,E-1JD)1 (184)

Considérons a présent le cas ol xk'=0k pour tout 1. Alors, une deuxid¢me
approche consiste & cherch. r globalement & minimiser un critere:

n nooop g L
c=3,ce= 2, (dedy) (185)
k=1 k=1 ,

Dans cette expression, djfd, représente la distance & l'obstacle wvirtuel
dé¢ja évoqué. Alors :

dd-
(de dq (186)
Avec I'hypothése :
2 g ‘ (187)
dq
il vient :
= ¢y Bk _ t\T
Ve=2(00)" =2 (%) Vi (188)
k k  k

La méthode éonsist.e alors, comme en annexe A2, paragraphe 2.2, &
minimiser :
S 2
[lg+avellg

sous la contrainte (180). D'o), pour la norme euclidienne:

g=JF T —P AN (JE)T VE (189)
. k

avec:

Ve =2k (i) Pui (190)
% .
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Les approches (182) et (190) ne deviennent équivalentes qu'a deux condi-
tions :
1- étendre (188) au torseur complet

2- choisir comme g-norme dans l'obtention de (189) celle associée A la
métrique de matrice E 1 ce qui revient d'une certaine facon & normaliser la
minimisation ramenée en q.

3.4.2. Point de vue dynamique

Il est relativement simple : quelle que soit l'interprétation choisie,
I'expression (172) associée A (168) reste la plus facile & mettre en oeuvre.
L'utilisation de variables supplémentaires se heurte en effet dans ce cas & la
difficulté de calcul de J : en choisissant comme variable :

S=RTQ=RT(§JkTSk) , (191)

il apparait en effet, compte tenu des approximations sous-jacentes, peu fiable de
. calculer Jg par une dérivation analytique de (191), dans laquelle. certains
_termes sont mesurés A travers les Yg.

Par contre, s'il est possible d'exprimer assez finement le gradient du
critére, comme cela peut se produire avec des capteurs télémétriques et des
environnements géométriquement simples, le recours aux variables
supplémentaires reste possible.

3.4.3. Conclusion

Bien qu'aucune analyse théorique de stabilité n'ait été proposée ici, on con-
coit que l'approche présentée dans cette derniére partie ait en pratique de
bonnes raisons de fonctionner dans les conditions dans lesquelles nous
I'utiliserons , c¢'est & dire avec des capteurs adaptés, du type de ceux préscntés
~ en[10] : d'abord, les signaux capteurs décroissent trés vite, et leur zone aveugle
est relativement proche du point d'observation, ce qui annule rapidement les
torseurs ; ensuite, on voit bien, intuitivement que, localement, la méthode tend
effectivement & faire décroitre les signaux, si les actions élémentaires sont de
direclion fize opposée A la direction d'observation du capteur, seule leur ampli-
tude dépendant de la sortie instantanée, laquelle diminue en fonction de la dis-
tance. Les simulations que nous allons présenter dans la suite vont confirmer ce
point de vue.

3.5. Quelques résultats de simulation.

Les résutats présentés, extraits de [5] et [1R], concernent une application
réelle, partiellement décrite en [2], et ont été obtenus a 1'aide d'un outil logiciel
puissant de CAO 3D, décriten[1] et [5].

Le systéme robotique utilisé dans ces simulations est constitué en fait d'un
télémanipulateur MA 23 A six degrés de liberté, monté sur un porteur lourd a 4
articulations. Le site de travail comporte une cuve A laquelle est relié un tuyau
coudé muni d'une bride. La hauteur de l'ensemble est d'environ 2, 50 m. Une
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vue globale de 1a scéne est donnée figure 8 . Ce site constitue une partie du site
réel de travail sur lequel sont effectuées les expérimentations canoniques du
© pole "Téléopération Avancée" du projet ARA ([2]).

Les capteurs simulés sont du type "proximeétres optiques”, et le modéle util-
isé est un modéle photométrique, les interactions avec l'environnement étant
calculées par unc méthode de"Ray-casting” ([5]). La forme généralc du modaic
est (cf figure 5) :

Capteur

Figure 5

Y=21 (a;) oy 9 (dij ) (Byy) (192)
i J
Dans le cas des capteurs infra-rouge, les expressions suivantes sont utilisées :
f ()= cos®ay (193)
h(By)= 00525@' (194)
g(d;)= d1—2 (195)

Les valeurs numériques associées sont compatibles avec les meaures
expérimentales ; deux types de capteurs sont simulés :

capteurs & champ moyen :
Ya;=(3,6,10,15) deg.
capteurs & champ large :
Yo;=(5,10,15,25,35) deg.

avec, dans les deux cas, 7; =40 deg.

La tache principale consiste 4, partant de la configuration initiale présentée
figure 6, & faire rejoindre par l'effecteur un point donné,l'orientation finale
n'étant pas fixée. L'évitement des obstacles & 1'aide des capteurs constitue la
tache secondaire, sauf pour l'effecteur, ol les contributions capteurs sont
intégrées & la tache principale. 32 capteurs sont activés sur le robot, dont 13 sur
I'effecteur, 13 sur l'avant bras, et 6 sur le bras. Leur disposition précise est
donnée en [5]. Enfin, I'algorithme utilisé est {189), (190).

Des divers résultats présentés en [5] et [12], nous extrayons les illustra-
tions suivantes :



-28-

FIGURFS :

7.

B:

TRAJECTOIRES SANS CAPTEURS:
Exemple de trajectoire nominale de I'effecteur (vue de dessus)

Trajectoire pseudo-inverse de 1'avant-bras correspondant & la trajectoire
nominale ci-dessus.

(a noler que ces deux lrajecioires inlersecient les obslacies)

10:
i1

12:
18:

14:

16:

16:
17:

18:

19:

TRAJECTOIRES AVEC CAPTEURS
Position initiale de la pince avec interaction capteurs/cuve

Evolution de deux reperes capteurs situés en extrémité de pince (vue de
dessus), & comparer & 7

Evolution d'un repdre capteur situé au milieu de l'avant-bras, dans
l'évitemnent de la bride (vue de dessus)

Meme évolution en vue de face

Evolution de l'avant-bras (vue de face), & comparer & 8
Position quasi-finale ; l'objectif principal est atteint. Le minimumn de
I'objectif secondaire ne l'est pas tout & fait, et les segments vont continuer
A s'éloigner des obstacles pendant quelques itérations.

Evolution du critére global 2 R |2. les ¥}, étant les résultantes des tor-
seurs mesurés par les capteurs. Le premier pic est du au passage de la
bride, le deuxié¢me provient des capteurs latéraux de 'avant bras lorsque le
tuyau vertical entre dansleur champ.

Meme critére, mais & une échelle rendant possible la comparaison avec la
figure 20

Torseur référencé capteurs (composante en translation) de l'avant- bras.
On distingue sur Y le pic du & la bride, en Z le pic du au tuyau vertical.

Somme du torseur référencé capteur et de la trajectoire nominale de
l'effecteur.

COMPARAISON AVEC UNE METHODE DE POTENTIELS

Points soumis au potentiel d'évitement, généré & partir du modele CSG 3D
du systéme de simulation -
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20: FEvolution du critére, calculé a paftir des forces d‘érivé,es du potentiel
21: Evolution "ﬁl;aire" du robot

R2:. E\;olution de |'avant-bras

23: Evolution de la pince

24: Position finale

Enfin, les derni¢res figures, extraites de [9], présentent des résultats
obtenus dans un contexte un peu différent . Le systéme considéré est plus sim-
ple, puisqu'il 5'agit d'un robot plan A 3 rotations. La tache principale est le par-
cours d'une trajectoire rectiligne A vitesse constante (cela symbolise par exem-
ple une application de dépdt de produit ), qui doit étre réalisé en évitant deux
obstacles cylindriques. Enfin, dans ces expériences, on suppose disposer d'une
mesure instantanée de la distance entre chaque articulation et ies cylindres-
obstacles.

La simulation est effectuée dans un contexte dynamique, le modele du
robot utilisé dans la commande (M,N) pouvant inclure des erreurs, telle une
charge inconnue. L'algorithme utilisé est du type (30), avec :

ukng(—&q +A Ve )
ol € est un critére de la forme (185), calculé A partir des mesures de distance.
Nous extrayons de [9] les résultats suivants :
figure 25 : trajectoire dynamique pseudo-inverse (1 =0)

figures 26,27,28 : trajectoire dynamique avec évitement des obstacles.

D'autres résultats peuvent etre trouvés en [9], avec en particulier le cas
d'erreurs de modélisation mettant en évidence les phénomeénes signalés en
(34)/(37).
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Figure 11

Figure 12
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Figure 14

Figure 13
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Figure 22
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CONCIUSION

Nous avons présenté dans ce rapport une synthése de la commande des
systémes redondants, en nous placant principalement dans un cadre dynamique
d'unc part, ct d’autre part cn propesant unc méthode d'évitcment d'cbateles
basée sur l'utilisation de capteurs locaux.

Malgré les bons résultats de simulation présentés, il faut signaler quelques
problémes délicats, principalement de mise en oeuvre.

En premier lieu, el de fagon évidenie sur ie plan pralique, il ne parail pas
réaliste de truffer un robot industriel de proximétres optiques tels ceux utilisés
dans ce rapport. Il est donc nécessaire d'envisager l'utilisation de systémes
plus simples mais plus robustes (type tout-ou-rien), ou plus globaux, et de
modifier les algorithmes en conséquence.

Par ailleurs, il faut noter que, bien que les derniers résultats présentés
soient effectivement de caractére dynamique, ce qui est original, l'utilisation
des variables supplémentaires dans ce contexte n'a pas été testée en simula-
tion, pour la raison signaléc dans le texte, ¢'est & dire la difficulté de caleuler J s
A4 partir de mesures expérimentales approchées. Il reste donc & tester
l'approche par variables supplémentaires dans un cas plus classique, par exem-
ple I'évitement de singularités.

Enfin, l'analyse fine de la stabilité de l'approche proposée, en particulier du
point de vue de la robustesse lorsque les modeles sont faux, ou lors de
l'utilisation de capteurs locaux, reste & faire. '
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ANNEXF: 1

INVERSES GENERALISEES

Cette annexe donne les définitions des inverses généralisées et en rappelle
les propriétés de base. Elle s'inspire des références [6] et [7].
Définition 1 :
A9 est une inverse généralisée d'une matrice 4 € C™*™ sj et seulement si :
A A9 A=A v (A1-1)

Cette inverse généralisée existe toujours, car, pour tout A, il existe
toujours deux matrices P et @ non singuliéres telles que:

e
PAQ= [O 0] , (A1-)
ol p-est le rang de A. Alors :
I, U
A9 =@ v P pour tout U,V , W ~ (A1-3)

En outre, ce qu'il est convenu d'appeler une pseudo-inverse A¥ satisfait les
relations suivantes :

ATAAT=A" © o (A1-4)

(A*A)"=A%4A (A1-5)
(44%) *=A44* (A1-8)
ot A* dénote la transposée conjuguée de A.

Soit :
- AT une matrice satisfaisant (Al 1) et (A1-4) (appelée "inverse généralisée
réflexive")
- AY une matrice satisfaisant (A1-1), (A1-4), et (A1-5)
- A™ une malrice satisfaisant (Ai-1), (A1-4), et (A1-8);
On montre alors les propriétés suivantes :

AT =A91 AAT? (A1-7)

ot A9' et A92 sont deux inverses généralisées de A
AY=A"(44")T (A1-8):
Ar=(A'A) A" (A1-9)
At=AY 44" (A1-10),
A existe donc toujours. Elle correspond a la solution minimale Z de : ‘
Az=y (A1-11);

au sens des normes p- et g~
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|42y ||p=|Az—y ||, Va (A1-12)
”xllqsllxllq (A1-13)

VE solution de (A1-11) au sens des moindres carrés. Pour un choix de normes
donné, A* est unique.
mXT

Plagons - nous & présent dans R

la suite.
Les propriétés principales de AY sont les suivantes:
(AB)*=B*A* (A1-14)
p=rang A = rang A* =rang (A*4) = trace (4*4)
(4%)r=4 (AL-13)

En outre lorsque A est de rang plein,et si la norme est euclidienne, pour les
systémes de classe 3, nous avons :

Ad=(ATA)" 14T (A1-16)
et pour ceux de classe 2:

AF =AT(AAT)? (A1-17)

On rencontre également souvent des versions pondérées de ces expressions:
soit W une matrice symétrique définie positive de dimension convenable; alorss

AB=(ATWA) AT W
AB=W1AT(AW1AT)!

Les pseudo-inverses sont trés liées aux décompositions en valeurs
sihguli¢res: toute matrice A€ R™*™, de rang p, peut en effet se mettre sous la
forme ([26]):

A=UZVT (A1-18)
ot UER™*X™ ot VER®*® sont des matrices orthogonaies et ol:
S 0
Z=|g 0] (A1-19)
S=Diag(oy...... 0,)
0> 20,50

Les 0; sont les valeurs singulieres de 4, et sont aussi les racines carrées des
valeurs propres non nulles de AT 4.

Nous avons alors :
UTAV=E (A1-20)
et:
Ar=veryuT (A1-21)
avec:
oo [S“ o]
=lo o (A1-22)
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NOTE

Il s'agit la d'un cas particulier de l'expression géné}'ale‘ : pour tout A de
rang 7, il existe P, Q régulidres telles que :

B 0

0
B ¢tant une matrice * X7 non singulidre. Soit:

| z U']

VoW
On aalors A'=AY9 ssi Z=B~! Enpartitionnant :

P=[§i . @=(9; @)

-

PAQ= - (41-23)

Q-—lAlP—lz

on montre aisément que A'=A% ssi:

7=5"1

U=-B~1P,P§

[v=—q2q,5™

W W=Q5Q13°1P1P2+

On vérifie que-le cﬁm’z :P=UT, Q=V donne bien B=S, [/'=V'=W=0

" Sil'on considére maintenant les divers sous-espaces associés & l'application
de matrice A, nous avons:

CAEM > E™ m<n
Im (4)®Ker (449)=E™
Ker (A)@Im (49 4)=FE™
Plus précisément, si A9 =A%, alors:
Im(A*) est le complémentaire orthogonal de Ker(4),
- Ker(A™") est le complémentaire orthogonal de Im(A4).
Les projections orthogonales associées sont :
AA*=Proj. surIm(4) = U, UT
A*A= Proj. sur Im(AT) = Ker(4) =V, VT
I—AA* = Proj. sur Ker(47) = U,U¥
I—A*A = Proj. sur Ker(4) = Vo V%
= _|"
oa U=(U,Uyp), V= v,

De plus, pour les systémes de classe 2, nous avons : .
AA*=] (A1-26)
et pour ceux de classe 3 : ”

Q=@'=Im(AT) => A*A=I (A1-27)

(A1-24)

(A1-25)
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Soit P le projecteur surle noyau de A (opérateur idempotent, c'est-a-dire :

P?=P).

P=I-A%A (A1-28)

Enfin, comme
' Em=lm{A*) (28)
on peut écrire : A
pour tout ¥ €E™ tel que u €E™ =Av ,alors :
v=A+tu+Pu ¥ w (A1-30)
avec les propriétés évidentes:

PA*=AP=0 (A1-31)

NOTE

Certaines des propriétés de A* sont également applicables a AT, par exems
ple (A1-28) & (A1-31).

"Enfin, en notant M= g-M—nous pouvons établir les relations suivantes, dans

dt

le cas (A1-17): .
PA*=—PA* (A1-32)

A4t =—AA" (A1-33)

(A*)=—PAT(AAT)"1-AT AA* (AL-34)

AP=—AP (A1-35)

PPP=0 (A1-38)

P=[P(44)T+(A*A)P] (A1-37)

(A1) A=—(P+A*A) " (A1-38)
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ANNFXE 2

CALCUL DES INVERSES GENERALISEES

1. FORME GENERALE

Les inverses généralisées et pseudo-inverses présentées dans la littérature
peuvent etre interprétées comme autant de cas particuliers de la solution
 générale d'un probleéme de la forme:

minimiser | |AY — b |2 (A2-1)
sous la contrainte: . ' S
- CY =f (A2-2)
avec:
AERP™ - beRP
et:

CeER™M™ . f eR™ , m<n
~ Cette solution, lorsqu'elle est unique, est donnée par ([7]):
“ Y '=Atb+(I-AFTA)CTS \ (A2-3)
ol
Ar=(A(I-CcrO))” - (A2-4)

De plus, 'ensemble des solutions possibles ( si par exemple A n’est pas de
rang plein ) est donné par :

Y'=AFb+(I-AJA) (C*f +2) © (A2-5)
pour tout 2 € Ker C, oupour tout 2’ € R et :
z=(I-C*C)z'

Revenons au probléme des robots redondants et considérons alers le cas

général suivant:

minimiser:
; p(g.9)=K% y—-X3)" W (y-Xq) (A2-5)
sous la contrainte : _ _
' T=Uq . (a28) .
avec: '
XeRP™ ;. yeR ; p=2n
et:

UeR* . TeR

W est une matrice de pondération 72 X7 symétrique définie positive, et X et U -

[ 44
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sont supposées de rang plein.
En annulant le gradient du Lagrangien:

A=p(q.¢)+AT(T-17) (A2-7)
il vient.

q =l I+ -Ug U)X9y (A2-8)

ol: ‘
U,;,=B‘1UT(UB“1UT)'l (A2-9)

(pseudo-inverse de U pour la métrique B)

B=XTwx (A2-10)
X9=B-'XTW (A2-11)

(solution minimale au sens des moindres carrés pour € (9.9 )

2. FORMES PARTICULIERES

2.1. Pseudo-inverse de Moore-Penrose
C'est la version la plus simple([3 ]} ; avec le choix :

SO X e
x
on obtient alors (39) et :
q =z (A2-13)

Cette approche, qui minimise | |4 | |2 est utilisée en [25].

2.2. Pseudo-inverse "étendue’

Le deuxidme terme de (A2-B) n'est dans ce cas pas nul, car on choisit alors
de réaliser le mieux possible l'algorithme de gradient:

. dc
=—AZ=—X\ (A2-14)
q dq g
Alors:
:—}\g cX=W=I )
{y U=, ; T=2 (A2-15)

et I'on obtient (38).

C'est la méthode proposée originellement par Liégeois et utilisée par de
nombreux auteurs.
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2.3. Pseudo-inverses pondérées.

_ . Dans les deux algorithmes précédents. on peut introduire une matrice W
“non identité. Ainsi, Kircanski ([23]) utilise une approche du type précédent,
mais avec cette fois:

W=A
ou:
W=JkTAJk

A étant une matrice diagonale dépendant de ia distance entre un Apoint donné du

ki¢me corps (j et un obstacle. Hollerbach {[19]), et d'autres auteurs cités par

lui-méme, utilisent également des pseudo-inverses pondérées. ,

Un cas particulier important est mentionné, entre autres, par Khatib (21D
W=M(q). matrice d'inertie. Alors, p (g ,q) est I'énergie cinétique totale du
manipulateur, et I'on obtient I'équation (31). . ) .

‘2.4,

Choix d'une vitesse intermédiaire généralisée - ' ;

C'est 1'approche de Klein ([24]) et Maciejewski ([30]). L'algorithme proposé
consiste en effet & choisir d'imposer en un point donné Z; d'un corps donné G
du robot une vitesse d'éloignement désiree Ty. Alors, (A2-1) et (A2-2
‘- s'appliquent en choisissant: .

C=J, ; A=d
N (A2-16)
Y=q ;b=T; ; f=z -

Remarquons que, suivant les valeurs de m,7,p , la dimension de I'espace
des solutions peut varier. Lorsque T et Z sont tous deux parfaitement

réalisables de facon unique, on retrouve les expressions du par.agraphe 2.2 duy

rapport, avec : Jg=J.

'2.5. Choix de plusieurs vitesses intermédiaires

C'est une extension du cas précédent obtenue en prenant : W=lI, et ‘

(A2-17)

olules Sg, i=1,...7 sont cette fois les torseurs cinématiques complets désirés

pour chaque corps G, . : ‘
Alors: '

r

B= Z

=1

Si le robot est une chaine cinématiqué ouverte, alors chacun des jacobiens
J}. de dimensions 6X7, est de rang ;< min (6,1). or:

B-_—i‘, By,  (azg)

=1

JET, - . (A2-18)-

ha 4
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avec:
J'ETy, O
th 0 0 (A2'20)
qu:( J’lq | 0) (A2~21)
dim J'), = 6xk;

Nous avons donc:
min; pg, <rang (B) < k,
el une condition nécessaire, mais non suflisanle pour l'inversibilit¢ de [ osi
kyp=n. ,
Si celle condition est respeclée, el si O est régulidre, aiors les expressions
(A2-8) A (A2-11) s'appliquent, avec en particulier:
1 & s
X9y =B JLSk,) (A2-22)
i=1 : ‘

Un cas particulier intéressant est celui o
k’i =1 ,2, ..... n—1

“ Alors. la solution est obtenue & partir d'un autre lagrangien:

N=Y|ly=-B'T¢' 112+ \T(T—(U'g+u 4,))
.ol )
q'=[qq,n . dim (§7)=n-1 (e
Alors :
‘ q"=U'g(]—-u ug)T+((]—-U'g U+ U'gu ug Bty sz
et
Gn=tg T—ug U'B'+y | (A2-26)
avec: )
Ug=H'U'TS™! AZ-R7)
HzE'ng?U,{Jk , (A2-28)
=1
supposée réguliére,
U=(U'|w) , dim u=nxl (A2-28)
S=U'H U7 (A2-30)
Bt=H-1p'T (A2:31)
'u.s,=('u,TS“'lu,)‘lu.TS"1 (A2:32)

n—1 _
y= 3 JISk (A2-33)
k=1

-



=51~

Remarque
On peut également obtenir une autre version de ces équations, si 'on ne
désire pas travailler sur touteg les 6 composantes de chaque torseur : alars,
cJ_haque J); est remplacé par J, qui ne comporte que les lignes désirées de
k .

2.8. Algorithmes itératifs

Enfin, signalons l'existence d'algorithmes itératifs (ou séquentiels) de cal-
cul des inverses généralisées. Les plus connus sont la méthode des moindres
carrés récursifs pour les systémes surdimensionnés, et !'algorithme de Gréville
({4]) pour les pseudo-inverses , décrit par exemple en [5].

.
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