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RESUME

Ce rapport presente les techniques de base de la vectorisation telles
qu’implementees par les auteurs. L’interet de cette etude a ete’ de montrer qu’il
est possible de deduire completement la theorie classique due 2 D.J.Kuck,
L.Lamport, K.Kennedy, de modéles de parallelisme. Ceci permet d’envisager
systematiquement I’approche d’architectures diverses. D’autre part les condi-
tions de monotonie et d’approximation couvrent les besoins des - realisations
pratiques. La realisation "VATIL” qui est decrite ici sert actuellement 3 I’etude
de I'impact de formes particulicres de parallelisme, et des compromis approxi-
mation/ efficacite’en vue de 'implementation industrielle ches les constructeurs
nationaux.

ABSTRACT

This paper reports on basic vectorization vectorization techniques as imple-
mented by the authors in a prototype vectorizer. This study shows that one can
deduce entirely the classical theory due to D.J.Kuck, K.Kennedy, L.Lamport,
from models of parallel execution. Thus it is possible to consider systematically
various computer architectures. On the other hand we establish monotony and
approximation properties which are useful for practical purposes. The prototype
“VATIL" which is described here is presently used for studying the impact of
specific forms of parallelism, and of compromises between efficiency and
approximations, in view of industrial implementations.
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1. Introduction

Notre objectif est de preciser le type de parallelisme qui peut etre mis en evidence dans
les programmes avec comme points de depart une description algorithmique en FORTRAN
usuel et une architecture Vectorielle generique. L’essentiel des concepts et techniques est
actuellement bien connu, et largement du a D.J.Kuck, L.Lamport et K.Kennedy. L’exposition
que nous en faisons ici vise essentiellement 2 en unifier le cadre, et & facditer l’application & une
architecture donnée. On tente de parvenir a cet objectif en formalisant des notions de pro-
gramme parallele adaptees. Ces concepts sont mis en oeuvre dans le prototype de vectoriseur
multi-cible “"VATIL", dont les resultats servent d’exemples dans cet article. (Cf. A.Lichnewsky
et F.Thomasset [LT-a paraitre]). Nous poursuivons actuellement nos developpements d’une
part dans la direction des processeurs MIMD-Vectoriels (Cray-XMP/ CDC-ETA-GF10),

d’autre part vers Poptimisation de boucles multiples.

Les techniques que nous voulons illustrer ici peuvent etre decrites dans le cas d’un programme
a un seul niveau ne faisant pas d’entre®es- sorties. Ceci nous amene 2 definir brievement la
semantique de D'execution de ce programme suivant les formes de parallelisme mises en
oeuvre. Notre reference est ainsi ’execution sequentielle en FORTRAN usuel, et nous cher-
chons a caracteriser I’équivalence entre les formes paralléles 2 promouvoir et la definition
sequentielle de reference. La construction de versions paralleles 4 partir du programme source

etant la "transformation” a laquelle nous souhaitons parvenir.

Suite 4 cette premiére caracterisation, nous serons en possession de criteres permettant
d’affirmer que I'execution de boucles simples est possible. en mode vectoriel. Leur application
pure et simple permet une vectorisation dans certains cas particuliérement simples et conduit a
un abandon global de la tentative de parallelisation dans des situations ou il est souhaitable de
proceder & une analyse plus fine voire a@ une transformation du programme. Pour cela nous

commencons par etudier les obstructions a la parallelisation, ‘qui sont des relations de
dependance entre instructions.-

Les transformations qui sont ensuite proposees permettent de conserver des programmes
€quivalents mais reduisent les dependances inhibant la parallelisation, ou bien permettent de
localiser ou minimiser les portions non-parallelisables. Elles consistent essentiellement en
Pintroduction de variables supplementaires, le recrdonnancement d’instructions. La limitation
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fondamentale que I'on trouve alors est constitue’ de dependances circulaires qui constituent des
recurrences. Il conviendra tout d’abord de minimiser la portion du programme affectee, par
souci de performance, puis de tenter de trouver des methodes permettant leur calcul tout en
exhibant du parallelisme. Nous ne procederons pas 2 une etude de ce dernier point sur lequel
‘existe une importante litterature, en particulier lorsque il devient possible de se ramener a des
opeTations d’algebre line‘aire matricielle.

Une fois parvenu a ce point, il sera interessant d’y ramener plusieurs situations a priori plus
complexes faisant intervenir en particulier des tests conditionnels. Ceci sera possible sans intro-
duire de concepts supplementaires. Ce faisant, nous introduirons naturellement des recurrences
booleennes, qui constitueront les obstructions les plus fondamentales du procede’,

Nous avons choisi de porter I’accent sur les applications des resultats que nous venons de
passer en revue a des architectures concrétes auxquelles le lecteur pourra etre confronte. Ceci
explique que nous passions ensuite directement 2 la prise en compte par nos outils de subtilites
que 'on rencontre sur les architectures Cray-XMP et Fujitsu VP-200. Le lecteur trouvera 2 les
appliquer dans d’autres situations a propos des mateTiels de nouvelle generation qui ne man-
queront pas d’apparaitre. Plus precisement, nous e€voquerons les problemes lies a Pexistence
d’activites pipelines asynchrones sur lesquelles le processeur n’effectue de controle de
coherence semantique que suite a P’execution d’instructions explicites. I aura bien fallu en
reconnaitre la necessite, et il nous semble qu’ici le probléme ce poserait en les memes termes si
nous etions partis d’un programme intrinséquement paralléle ecrit en FORTRAN-8X ou en
ACTUS.

Un autre domaine qu’il nous sera possible d’evoquer est celui de P’utilisation de processeurs
MIMD pour Pexecution repartie de boucles de programmes. Ceci est en fait possible de facon
rentable pour des architectures & memoire partagee lorsque le cout des synchronisations est fai-
ble devant le temps d’execution. Des re‘alisations inteTessantes sont propose’es pour le Cray-
XMP, et ce point est au centre des developpements du projet Cedar [GKLS83|.

2. Representation de Programmes Vectoriels.

2.1. Un sous-ensemble de FORTRAN

Pour la commodite’ du lecteur, nous precisons dans la Figure 1 un cadre simplifie’ qui per-
mettra de s’affranchir d’un certain nombre de difficultes inherentes & la definition de FOR-
TRAN tout en preservant les principales difficulte’s que nous cherchons a illustrer. De plus nous
nous limiterons & la situation ou la tentative de vectorisation 8’appliquera & des boucles DO
explicites et mises dans une forme canonique. Sauf indication du contraire, les notations FOR-
TRAN ont leur signification usuelle.

Les formes d’execution paralleles seront definies de facon similaire, ceci fera que nous
n’utiliserons pas Vinterpretation operationnelle de I’exe’cution sur un processeur vectoriel parti-
culier pour justifier nos developpements. Le choix d¢ FORTRAN est quelque peu arbitraire et
lie’ au fait qu’il s’agit du principal langage de programmation actuel dans le domaine du calcul
scientifique. Ceci doit aussi permettre de comparer cet expose’ aux realisations industrielles qui
operent en general sur ce langage.
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<Programme> := (< Declarations>) < Bloc> END
<Declarations> := (DIMENSION | INTEGER | REAL
| LOGICAL) <1Ids> (,<1ds>)*

< Bloc> := (< Instructions>)+
<Instructions> := (<Assign> | <Do> | <If>. | < Cond-exit> )
< Assign> = < Var> = <Expr>
<Do>.1 = DO <L> <Index> = 1, < Niter>
2 < Bloc>
3 : <L> CONTINUE
<HK>.1 = IF (<Expr>) THEN
' 2 < Bloc>
3 ELSE
4 B < Bloc>
.5 ' ENDIF
< Cond-exit> = IF (<Expr>) GO TO <L>

Fig. 1 Syntaxe de Programmes Sequentiels

Dans cette definition, < Var>, < Expr> ... ont la signification usuelle de nom de variable,

d’expression,... Les restrictions que nous ferons peuvent maintenant se resumer a;

Hypothése 1:
< Ids>:

Identificateurs de variables en general dimensionnees.Nous sommes dans la situation o
les dimensions des variables sont connues et ou ’on peut garantir qu’elles ont des
representations disjointes.

< Expr>:

Les expressions ne sont formees que de variables, eventuellement dimensionnees et de
constantes. Il n’y a pas d’appel de fonctions.

<DO>:

Les boucles DO sont standardise’es sous cette forme, ou le pas d’indice est 1. Ceci deplace
en particulier les discussions sur le sens d’evolution de la variable d’induction au niveau
de I'analyse des expressions d’indice, qui doit etre faite de toutes facons de maniere

detaillee ainsi que nous le verrons plus tard. < Niter> est un entier ou une constante
donnant le nombre d’iterations dans la boucle, le fait d’en connaitre la valeur permet une.

exploitation plus fine, mais n’est pas une hypothese realiste. < Index> est la variable
d’induction explicite de la boucle. Cette variable peut etre utilisee dans le < Bloc> corps
de la boucle, ou elle designe Piteration courante, mais ne peut y faire 'objet d’une assig-
nation. (1) Le nombre d’instructions du < Bloc> est appele’ la “longueur” de la boucle.
Diverses methodes permettent de determiner les autres variables d’inductions, variant
lineairement en fonction de < Index> et de leur substituer cette fonction.

. < Cond-Exit>:

Cette instruction permet de sortir immediatement de la boucle DO courante. La question
de la sortie de boucles imbriquees ou du branchement a une autre instruction que celle
suivant la boucle courante ne sera pas traitee ici.

(Y Ceci n'est pas une limitation, les normes FORTRAN-77 et FORTRAN-8X pre‘vbient que le compte
d'itetation soit deVermine’ 8 'entree et place’ dans une variable inaccessible au programme.



2.2. Un modéle d’exécution séquentielle

L’effet du programme que nous venons de definir sera une transformation de I'etat de la
machine sequentielle partant d’un etat initial vers un etat final. L’etat est la representation de
I’ensemble des variables apparaissant dans le programme, ces variables etant disjointes en ce
sens qu’aucune action sur P'une d’elle ne saurait affecter les autres. Nous considererons comme
¢quivalents deux programmes effectuant la meme transformation etat initial — etat final,
lorsque les donnees initiales permettent 'exe’cution sans erreurs.

Bien qu’il soit possible de proceder plus formellement, il nous suffit de nous donner

Pinterpretation de reference de cette transformation comme resultant de I’execution d’une suite
finie de transformations elementaires correspondant chacune & ’exe’cution d’une instruction.
Cette suite est ordonnee, et il sera commode d’en designer un element par le multi-indice
forme’ du designateur de Yinstruction suivi de la valeur des indices d’induction des boucles
imbriquees dans 1’ordre d’imbrication.

DIMENSION X(10), Y(12)
DO 11=1,2
DO2J=13
X(3*1+ =141
2 CONTINUE
Y(I) =1
1 CONTINUE
END

mnQEEDQW>

Exemple 1

L’exécution de ce programme correspond 4 la suite ordonnee des occurrences
d’instructions:

Trans(A) = B, C(1), D(1,1), E(1,1), D(1,2),..., F(2), G(2),H.

Cette suite est dite suite des Transitions d’ou sa notation. Il est commode de noter que 1’ordre
d’execution correspond aussi @ ’ordre lexicographique sur ces n-uples. La relation d’ordre sera
notée < et on dira simplement que A precéde B si A < B. Cette relation d’ordre est totale
lorsque P’on est dans le modele d’execution sequentielle. Cette suite definit aussi le
predecesseur et le successeur d’une occurrence, dont nous pourrons etre amene’ a faire usage.

Nous ecrirons. que A precéde directement B si B=Succ(A) sous la forme A< B .1l n’y apas
licu d’elaborer plus le modele de Pexecution d’une instruction: les variables utilisees sont prises
dans Dletat herite’ du predecesseur, une expression en est evaluee, puis etat modifie’ en
consequence. Le successeur est alors determine. Concernant les etats, nous designerons de la
meme facon P'etat resultant de I’execution d’une occurrence d’instruction que cette derniere.
On a maintenant la suite: (pour ’Exemple 1) :

< Initial>, B, ...., F(2), G(2), H = < Final>

3. Manipulation des donnees : le cas sans Tests.

Pour arriver @ des conditions utilisables, nous introduisons maintenant des sous-
ensembles de I’¢tat qui decrivent pour chaque occurrence d’instruction I(jk,..) les donnees
qu’elle utilise in(I(j,k,,..}) et celles qu’elle modifie -out(I(j,k,..). Ceci se fait en distinguant les
cas et recursivement : Bien entendu, les constantes ne participent pas @ ces ensembles, et
in(Expr) est Punion des variables qui y apparaissent

(< Assign> )=in (< Ezpr>) (1)
out(< Assign> )=< Var> ] ‘ (2)
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De maniere tres fine, interessante lorsqu’on etudie une boucle:

(< Do>.1)=< Niter> | (3)
out(< Do>.1)=< Indez> : o (4)
out(< Do>.3)=< Indez> (8)

Lorsqu’on s’interessera 2 des manipulations pl\is globales, nous pourrons utiliser des notions
moins fines:

v
in(< Bioc>)=U in (< Instruction> ) (6)
+ . . '
out(< Bloc> )= _J out(< Instruction> ) : (7)
+ i .
(< Do>)=< Niter> U (< Bloc>) 4 ' (8)
out(< Do>)=< Indez> |_J out(< Bloc> ) ‘ (9)

Le cas des tests ne peut pas toujours etre traite’ de facon satisfaisante par une approximation
telle que: :

in(< If>)= n (< Ezpr>) | in(< Bloc>) ) in(< Bloc>)

ceci explique que nous preferions revenir plus tard sur ce point, de facon a ne pas alourdir
Pexpose’. »

Concernant un ensemble d’occurrences de la meme instruction, nous avons les régles
suivantes: :

in(I(1)) =_.LkJ,in(I(i,j,lc,l)) ' (10)
out(I(1)) = L'cjlout(l(i,]',k,l)) . (11)

De maniere a fixer les ide®, en reprenant PExemple 1 ci- dessus on aboutirait aux ensembles
suivants:

in(B) = ¢
in(C) = in(C(1)) = in(C(2) = ¢
in(F(1)) = in(F(2)) = in(F) = I

out(D(1,2)) = A(5)
ou(D(1)) = A(4) U A(5) U A(6)

2.4, Notations

Il nous arrivera d’avoir a detailler ’¢tat suivant la variable ou Pelement de tableau calcule’
ou modifie. Ceci sera rendu possible par les notations, dont le domaine d’application sera
precise’ plus loin:
< Occurrence> .< Var> [ < Index> |

Designe Telement <Index> de < Var> dans Vetat resultant de Pexecution de

< Occurrence> .



< Occurrence> .[< Index> ]

Designe P'element < Index> de la variable out(< Occurrence>) dans I’¢tat resultant de
Pexe’cution de < Occurrence> .

< Occurrence> .Val| < Index> |

Designe l’¢lement < Index> du resultat de DPeévaluation du second membre de
< Occurrence> .

< Occurrence> .< Index-Expr>

Designe I’expression d’indice de la variable faisant objet de l’asmgna.tlon, evaluee dans
Petat pred( < Occurrence> ).

< Occurrence> .< Index-Expr> [ < Index> ]

L4

Designe I’element < Index> de lexpression d’indice de la variable vectorielle faisant
objet de P’assignation vectorielle, ( 2) evaluee dans Petat pred(< Occurrence> ).

Pour alleger les notations nous ecrirons des expressions de la forme A(c).[I] sous la forme
A(o,[I]). D’autre part, nous noterons (1,,N) une indexation avec accés vectoriel, alors que
[1:N] designera un acces simultane’.

Exemples:
Dans le contexte du fragment de programme:

DO1I=1N
A:: X(I*2-1)=Y() + 2
1 CONTINUE

A(2).< Var>

designe la variable X(3)
A.< Index-Expr>

de’signe Pexpression: I *2 -1
(A.< Index-Expr>)(2).Val .

designe la valeur 3

Dans le contexte de I’execution simultanee (definie paragraphe 3.2):

DO-SIM 1 I € (1,,N)
B:: X(I*2-1)=Y() + 2
1 CONTINUE

B.< Var>

designe le sous-tableau de X: X(1),X(3),X(5),...
B.< Var> [2] ,

designe la variable: X(3) . Lorsque celd ne presentera pas d’ambiguite, nous util-
_iserons le synonyme: B.[2] .
B.Val{2]

(%) ou simultanee ou concurrente (Cf. paragraphe 8)
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designe la valeur de: Y(2) + 2.
B.< Index-Expr> [2]
deBigne la valeur 3 .

3. Modéles d’exécution paralléle.

Nous donnons maintenant la syntaxe, la semantique et des conditions de validite de
plusieurs constructions representant les formes de parallelisme sur lesquelles nous serons
amenes a travailler. Les formes introduites sont multiples, et correspondent soit a la necessite’
de decrire des architectures existantes en detail, soit & des formes intermediaires qui seront
utiles au niveau des raisonnements. Dans le meme type de contexte, on trouvera une methode
d’exposition analogue dans Lamport [Lam74,Lam76].

3.1. Execution Concurrente.
Ceci sera specifie’ par une instruction < Do-Conc> :

<Do-Conc> := DO-CONC <L> <Index> € (1,..,< Noce> )
< Bloc> :
<L> CONTINUE

Figure 2

Ceci spetifie que lorsque pred(< Do-Conc>) est executee (i.e. dans Petat correspondant), les
< Nocc> programmes < Bloc> (Index) sequentiels s’executent concurremment sans synchroni-
sation aucune. Il n’est pas a priori possible de distinguer dans cette execution globale une suite
de transitions d’etats telle'que decrite ci-dessus. Cependant, si un seul des blocs etait actif pen-
dant un laps de temps, son execution se ferait exactement selon le schema sequentiel detrit
plus haut. ’

Bien entendu, pour que ceci ait un sens, nous devons imposer une restriction, ce qui permet en
definitive d’aboutir 4 la definition de execution concurrente:

Definition 1:

Supposons que < Bloc> soit une se€quence de programme pouvant utiliser mais ne
modifiant pas la variable <Index>. L’execution concurrente de < Noce>
occurrences est specifiee par la construction < Do-Conc> , chaque occurrence
recevant une valeur distincte de < Index> € (1,2..,). Elle est definie lorsque :

i# ==> out(< Bloc>) M out(< Bloc>,) = ¢ i)
==> out(< Bloc>;) M (< Bloc> ) =¢ ii)

Son effet est alors le meme que Pexe’cution se€quentielle de la boucle,la valeur de
Pindex variant de 1 & < Nocc> . )

Note:

La derni€re phrase est volontairement imprecise, elle signifie que I'on obtient un pro-
gramme equivalent en remplacant < Do-Conc> par le <Do> defini plus haut. Si 'on
suppose que le < Do-Conc> est situe’ a I'interieur d’un programme sequentiel (i.e. pas
d’imbrication de constructions parall€les), on peut etre plus precis: la transformation
Etat(pred(< Do-Conc>)) -> Etat(< Do-Conc>) est la meme que pour la boucle
sequentielle. : : '

‘Remarque:

" Ceci est quelque peu different des points de vue adoptes dans le cas usuel de I’etude de
programmes paralleles. (Cf. D.Gries [Gri76], R.Milner[Mil80] ). Dans notre cas, seule la
signification du “calcul proprement dit”, par opposition au controle, doit etre preservele:
nos hypotheses en font une "boite noire” dont on ne connait-que V'utilisation faite de la
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memoire. Ceci convient bien 2 la definition de Poutil automatique que Pon vise. On
compléte cette approche par des manipulations prealables du programme se‘quentiel tenant
compte des proprietes d’associativite’ et de commutativite’ des operateurs arithmetiques.
(Cf. par exemple D.Kuck et Y.Muraoka [KM74]).

Un type d’algorithme qui est exclu par cette definition est la relaxation chaotique. En fait
Petude de la methode numeTique, et aussi de sa realisation, a pour but de montrer que le
resultat du < Do-Conc> est convenable, bien que non necessairement €quivalent au
resultat sequentiel.

8.2.  Exécution Simultanée

Ce mode de parallelisme represente fidelement le fonctionnement de machines dites
SIMD telles que ILLIAC-IV, ICL-DAP,... Dans ce cas les divers processeurs executent pas a
pas le meme programme, de facon totalement synchrone. En outre, formaliser cette situation va
nous permettre d’aborder plus facilement le cas du mode vectoriel par la suite. Ceci sera
specifie’ par une instruction < Do-Sim>:

< Do-Sim> := DO-SIM <L> <Index> € (1,.,<Nocc>)
< Bloc>
<L> CONTINUE

Figure 3

Ceci indique que les < Noce> occurrences de < Bloc> s’executent suivant la meme se‘quence
de pas elementaires. Ceci est beaucoup plus rigide que le mode concurrent, ce qui va nous per-
mettre de definir I’etat final sous des conditions beaucoup moins restrictives que celles de la
Definition 1. Toutefois cet etat final ne sera pas necessairement identique a celui produit par
Pexe’cution se€quentielle.

Nous devons tout d’abord imposer des conditions assurant la similarite’ des occurrences de
< Bloc>:

Condition de Similarite¢ (11).
Soit I la variable indexant le < Do-Sim> , et Ble < Bloc> sur lequel il porte.

i) B est construit exclusivement a partir de < Assign> < Do> et < Bloc>. I n’est pas
modifiee dans B."

ii) Les <Niter> des boucles < Do> incluses dans B sont constantes dans le < Do-
Sim> : ne dependent ni de Inide |_J out(B;)
s

Ceci etant, I’exe’cution de B passe par une suite d’ctats bien definie et independante de I:
pred(< Do-Sim> ), E,, E,,,, E,. (s) La suite des etats: Pred(<Do-Sim>), E,[1:N],
E[1:N},... resultant du < Do-Sim> s’en deduit: & Petape E,[1:N]—E;;j[1:N| toutes les
occurrences de Ej;[J] recoivent des valeurs distinctes i de I’indice I et prennent leurs autres
donnees in( E;[1]) a P'etat E;[1:N]. L'etat E;,[1:N| resulte ensuite de Passignation 2 out (
E;[4]) du resultat calcule par Ej ;1]; ceci est bien defini car nous imposons la

Condition de non interference (12):

i) Pour toute occurrence d’instruction de B:

i# ==> out(B;) M out(B;) =4¢

3 : . .. . . .
(%) Ceci est une notation abrege'e pour la suite des occurrences d’instructions definie plus haut.



"~ On aboutit enfin 2 ia
Definition 2:

Supposons les deux conditions ci-dessus vetrifiees,’execution simulianee de < Noce>

occurrences de < Bloc> est specifice par la construction < Do-Sim> . Si la suite des e'tats

resultant de I’execution se’quentielle d’une occurrence de < Bloc> est :
(By(multi~ indice,), Eo( multi- indice,),...) que l'on note (Ey(c),Eyc),....)
alors celle des etats resultant du < Do-Sim> est :
 (Ey(0,[1:< Noce>),Ey(0,[1:< Noce> 1)5ee)

Propriete 1: : ,
Soient B un < Bloc> et I une variable tels que A = (DO-SIM I Niter B) soit defini. Sup-
posons

v Niter My |U out(B) =¢
, $€(1,, Niter) .
Alors A est equivalent au < Blo¢> B’ obtenu en concatenant le resultat de la transforma-
tion des instructions d’assignation de B: S par (DO-SIM I Niter S, )
. Preuve: '

Il suffit d’examiner successivement les cas od B est Iun des 3 types d’iﬁstructions
autorise'es.

Remarques:

i) Lorsque B ci-dessus est une simple assignation, necessairement vectorielle et
indexee par I, A a la meme signification qu’une assignation de tableau mono-
- dimensionne’ dans les projets FORTRAN-8X ou VECTRAN (Cf. Example 2 below).
Certaines des considerations ci-apreés sont particulierement importantes comme la
question du “Blocage” de telles boucles, et celle de la necessite’ de recourir ou non a

un temporaire lors de Pevaluation scalaire ou vectorielle. (Cf. [ANSI84], G.Paul
[Pau82]§? ~

C (avail (n . 50))

1 ;inst—101:U > DO1i=1mn,1

2 ;inst—102:S > x(i) = 23 *1(i) + 4

8  ;inst—103:S > (i) = 14x(i) * =(i)

4 ;inst--101:U >1 CONTINUE

Example 2-a

1 ;inst=~101:U >C Dovec 1 traduit en Fortran-8x :
2 ;inst-102:S > Tx(lnl) = 2* (¥ + 4
3  ;inst-103:S > ¥(inl) = 1 + x(Lm:l) * 5(*)
4 ;inst—101:U >C Fin Dovec 1.

Exemple 2-b: Traduction en Fortran-8x.

i)  On note que A = (DO-SIM I Niter B) n’est ¢quivalent ni a (DO I Niter B) niau
resultat de la transformation ci dessus ou le remplacement est fait par un DO
sequentiel. On veTifiera ceci sur I'exemple:

DOSIM 11 € (1, .., 10)
X(I) = X(I1) + X(I+1)
Y(I) = X())
1  CONTINUE

Exemple 3
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iii) (Blocage de boucles)
La vraie raison d’etre de la construction DO-SIM est ’execution sur les machines
SIMD. Dans ce cas, il y a en pratique une limitation superieure a < Niter>, qui ne
saurait depasser un maximum physique. Pour traiter des boucles plus longues, on
procéde a leur "blocage”. Alors que le blocage de boucles sequentielles est triviale-
ment possible par la transformation:
DO11= 1, n*m
< Bloe>
1 CONTINUE

DO1DP= 1, m

DO2 I”=1,n
=1+ n * (D-1)
< Bloe>
2 CONTINUE

1 CONTINUE

Exemple 4

Il est clair que ’on ne saurait en faire autant dans le cas de DO- SIM, sans une
analyse plus complete par les methodes que nous introduirons ci-aprés. Considerons
en effet la transformation convenable dans le cas:

DO SIM 1 I =(1,,1000)
X(I)= X(1000-I)
1 CONTINUE

Boucle initiale

DO 1 P= 1, 10
DO 2 SIM I” = (1,, 100)
I= I” + 100 * (I-1)
X(I) = X(1000-I)
2 CONTINUE
CONTINUE

[y

DO 3 = 1, 10
DO 4 SIM I” = (1,, 100)
I= I” + 100 * (I-1)

X(1) = X'(I)
4 CONTINUE
3 CONTINUE

Resultat de la transformation
Exemple 5

Elle necessite 'introduction d’une variable intermediaire, et la distribution de la
boucle globale. Cette difficulte’ est aussi presente dans !implementation de
FORTRAN-8X, - d’autant plus qu’il ne saurait etre question d’utiliser
systematiquement le procede’ illustre’ ci-dessus sous peine d’une importante
penalisation, les super-calculateurs etant presque toujours limites par le debit de leur
memoire.
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. Remarque:

Nous venons de decrire ’execution simultanee d’une famille & un parameétre de < Bloc> .
Le cas de familles a plusieurs paramétres voire non structurees 8’y ramene, en con-
struisant une indexation convenable.

3.3. Execution Vectorielle - 1

La premiere situation correspond a celle des machines type Cray-1S, CDC-Cyber-20X, qui
seTialisent leurs interactions avec la memoire. Ceci permet une description extréemement
proche du mode simultane’ ci-dessus, les interactions avec I’etat que notre modele utilise etant
en fait sequentielles. La principale modification est que le mode vectoriel privilegie un ordre
d’execution par le biais d’une mono-indezation des < Blocs> ezécutes. Ceci peut etre assorti de
conditions sur une realisation donnee (pas constant, pas de 1, acce’s indirect,...).

Remarque:

Certains processeurs decrits par ce modele sont capables d’activites concurrentes, qu’ils syn-
chronisent par analyse du flot de donnees. Dans le cas du Cray-18, ceci est effectue’ par un
mecanisme de reservation des registres, qui permet le chainage. Ceci ne pose pas de probleme

dans notre modele, la coherence s€mantique etant preservee par la combinaison de deux:

mecanismes : P’analyse du flot de donnees dans les registres, la stricte setialisation des
opeTations avec la memoire. ’

Ceci sera spetifie’ par une instruction < Do-Vect> :

<Do-Vect> := DO-VECT <L> <Index> = 1,.,< Longv>
< Bloc>
<L> CONTINUE

Figure 4

Ceci indique que < Bloc> est une suite d’assignations portant sur des vecteurs indexes par une
expression de < Index>. On convient d’etendre tout scalaire utilise’ dans une expression en un
vecteur dont toutes les composantes sont identiques. (4) Le resultat est toujours indexe),
Passignation a un scalaire ne pouvant intervenir que dans le cas d’une indexation tres
degeneree et il vaut mieux assigner ’expression correspondant a la derniere valeur de ’index,
lorsque on en est conscient. Le cas des recurrences (reduction) non vectorielles est explicite-
ment exclu. '

Il convient maintenant de faire les hypotheses permettant de donner un sens a ceci, selon la
meme demarche que ci-dessus. Toutefois, nous ne pouvons faire I’equivalent de I’hypothese de
non-interference ™ ci-dessus, ce qui rend I’ecriture d’un bloc contenant des boucles DO peu
" naturelle et nous conduit ¢ nous limiter au cas d’un bloc constitud d’une suite d’assignations. En

’

effet, ici et sans cette hypothese, on ne peut deduire I’équivalent de la propriete’ 1 ci-dessus.
Caractére Vectoriel. ‘
Soit I la variable indexant le < Do-Vect>, et Ble < Bloc> sur lequel il porte.

i) - B est construit exclusivement a partir de < Assign>. I n’est pas modifice dans B. Les
variables et constantes scalaires pourront faire ’objet d’extensions vectorielles.

ii Les variables faisant 'objet d’assignation sont indexe®es par.une expression de L.
obje

(*) Ceci est en fait directement supporte’ au niveau architectural sans penalite.
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En pratique des conditions supplementaires sont impose’es aux expressions d'index, Les instruc-
tions d’acces ale’atoire 2 la memoire permettent de s’en affranchir si bien que nous n’entrons
pas dans ce type de consideTations ici.

Effet du < Do-Vect> (13)

i)  Soit (B:) la liste des instructions du bloc, P’effet du < Do-Vect> est la combinaison
s€quentielle des boucles vectorielles ¢lementaires (< Do~ Vect/=1,,VL B, ).

ii) Si A est une assignation, (< Do-Vect> I = 1,)VL A) est defini sous la condition de
Non-Recurrence: (°)

1Si<j< VL ==> out(A(5)) My in(A(5) =¢

Son effet est le meme que ’execution sequentielle (< Do> I=1,VL A)

On aboutit ainsi a la

Definition 3:

Supposons les deux conditions ci-dessus verifiees respectivement par le < Bloc> et chacune de
ses assignations prises isolement. L’exe’cution vectorielle de < Bloc> est definie comme €tant la
suite des executions vectorielles des assignations de < Bloc> . L’effet de I'exe’cution vectorielle

d’une assignation produit le meme resultat que ’execution de la boucle sequentielle correspon-
dante.

Remarque:

La condition de non-recurrence ci-dessus suffit & definir ’effet du < Do-Vect> car nous
avons suppose’ que les transferts vers la memoire etaient serialises. Ceci est en particulier
utilise’ pour que Peffet de la suite d’assignations possibles a une meme variable fournisse
la valeur de la dernicre. Cette hypothese est a veTifier au niveau de architecture du cal-
culateur cible; si ce n’est pas le cas il convient d’ajouter & la condition de Non-Recurrence
la condition supplementaire :

M out(A(i) =4

1<4<VL

Ceci est inutile sur la majorite’ des calculateurs vectoriels actuels.

3.4. Exécution Vectorielle - 2

Il nous faut maintenant envisager le cas des machines vectorielles de seconde genetration,
capables en particulier d’activites asynchrones. Au niveau architectural, les possibilites sont
nombreuses, et tournent autour du principe qu’il est possible d’analyser le flot de donnees por-
tant sur un petit nombre de variables ( registres ), alors que ’analyse semblable des transferts
avec la memoire est hors de portee en pratique. Ceci est complete’ par des procedes de
seTialisation adequats qui permettent la prise en compte explicite des operations sur la memoire.
Cette serialisation doit etre effectuee par logiciel 3 bon escient, Putilisation de seTialisations
non-necessaires se traduisant par une baisse des performances qui peut etre sensible.

Il n’est pas de notre propos de detailler ici ces me‘canismes, bien au contraire de leur substituer

un modele abstrait. Etant donne’ leur relative nouveaute, nous en donnons quelques exemples
dans la table ci-apres. (6)

(%) Dans la formule ci-dessus, A(i) designe l'instruction A executee dans 1'¢tat pred(< Do-Vect> ) ou on a
substitue’ 4 I 1a valeur i.

(°) Le terme transfert designe les operations de lecture et ecriture sur la me¢moire.
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Cray - XMP:
i) Transferts scalaires serialises entre eux et par rapport aux transferts vectoriels.

i) Les lancements de Transferts vectoriels sont seTrialise® mais deux lectures s’effectuent en
meme temps qu’une ecriture.

iii) Possibilite’ d’attendre la fin des activites lancees, par 'instruction CMR (Complete

Memory Reference). Possibilite’ de seTialiser les lectures par rapport aux ecritures (Mode
Mono-/Bi-directionnel).

Fujitsu VP:
i) Sefrialisation entre activites scalaires et vectoriels par instructions VWAIT, VPOST
definissant une “fenetre”.

ii) Deux canaux d’accés 4 la memoire bidirectionnels. Chacun travaille sequentiellement et il
- est possible d’imposer le canal d’acces pour une operation sur la memoire.

Ces modes d’execution seront traites par un modele unique, mettant en oeuvre concurrence et
synchronisation par les donnees. Il sera spetifie’ par une instruction < Do-Cvect> :

<Do-Cvect> := DO-CVECT <L> <Index> = 1,..,<Longv>
< Synch-List>
< Bloc>
<L> CONTINUE
< Synch-List> ;= SYNCH < Var> (, <Var>)*

Figure 5

Tres informellement, ceci indique que la suite des assignations que comporte le < Do-Cvect>
sera executee de facon concurrente, chaque assignation se vectorisant comme ci-dessus.
Toutefois, une serialisation est effectuee pour respecter le flot de donnees concernant les vari-
ables de la liste <Synch-List>. Le < Do-Vect> coincide ainsi avec un < Do-Cvect> od
Pensemble des variables figure dans la liste de synchronisation. Bien entendu un < Do-Cvect>
insere’ dans un bloc d’instructions ordinaires est execute’ en partant de ’etat heTite’ de son
predecesseur et sera termine’ fournissant ’etat dans lequel son successeur s’executera.
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Pour clarifier ces diverses particularite’s, donnons un exemple: la boucle sequentielle suivante :

DO 1I=1, 1000
AR = CX(5,])
BR = AR - PX(5,])
PX(5,I) = AR
CR = BR - PX(6,])
PX(6,I) = BR
PX(7,I) = CR

1 CONTINUE

Exemple 6.

peut etre transformee en une succession de deux boucles vectorielles mettant en oeuvre des
unites pipelines asynchrones:

DO-CVECT 1 I= 1,1000
SYNCH AR’, BR’
AR(I) = CX(5,])
BR’(I) = AR(]) - PX(5,])
CR’(I) = BR’(I) - PX(8,])
1 CONTINUE
DO-CVECT 2 I=1,1000
PX(5,I) = AR’(I)
PX(6,I) = BR’(I)
PX(7,I) = CR'()
2 CONTINUE
AR = AR’(1000)
BR = BR’(1000)
CR = CR’(1000)

Exemple 7.

L’interet de la solution illustre’ sur cet exemple, tire’ du jeu de test classique des "Boucles de
Livermore”, est que:

i)dans la premiere boucle, les variables sur lesquelles la synchronisation a lieu sont stockees
dans des registres ce qui rend la synchronisation possible par I'analyse des dependances entre
registres implemente'e au niveau materiel. Ceci permet le chainage et n’est pas penalisant. Le
fait que les variables AR’,BR’ et CR’ soient obtenues par expansion d’un scalaire fait que Pon
n’aura pas a les representer en memoire.

ii)dans la seconde boucle, les activites sont totalement asynchrones.
iii)il a fallu effectuer une seule synchronisation explicite, apparaissant dans la serialisation- de
Pexecution des deux boucles, ce qui a suffi 2 eviter les conflits au sujet des operandes PX,

probablement stockes en memoire. Ce dernier point n’a pu etre obtenu qu’en deplacant une
instruction.

Synchronisation par les données (14) :
Soient E),E,,...,E; les k instructions du < bloc>. Dans Petat resultant de Pexecution de
pred(< Do-Cvect> ), les k boucles vectorielles (<Do-Vect I = 1,,VL E; ), s’executent
concurremment. La restriction qui est apportee est que s’il existe une variable A €
< Synch-list>, et deux indices i < j avec :

Ae | out(E(I) et Ae |y in(E(])), a/

I=1,,VL I=1, VL
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Ae U w(E(I) et Ae | out(E(l)), b/
I=1,,VL I=1,, VL
A€ |\ out(E(l) et Ac out(E,-(I))'- | ¢/

I=1,,VL I=1,,VL

Alors les acces 4 1a variable A par Pinstruction E; precédent ceux faits par Ej.
Nous devons maintenant imposer une restriction, donnant un sens aux activites concurrentes.
Elle est du meme type que celle s’appliquant au < Do-Conc> mais doit etre particularisee .

- Ceci permet d’aboutir 2 la:
Definition 5. _
Supposons que < Bloc> soit une se€quence de programme soumise aux memes restrictions
que dans le cas du < Do-Vect> defini ci-dessus. L’execution du < Do-Cvect> est definie

lorsque:
if == U out(EB(I) M U out(E(I)) c U A (Def5.i)
I=1,, VL I=1,, VL AE< Synch~ List> '
==> U out(E(I) M U n(E(I) c U A (Def5.ii)
I=1,VL I=1,,VL AE< Synch— List>

Son effet est alors le meme que Pexecution de la boucle vectorielle (< Do-Vect> 1
=1,,VL < Bloc>). ' .

Note:

Nous ne venons pas de demontrer que les synchronisations specifiees ci-dessus permettent de
prouver le comportement de la boucle < Do-Cvect>. Ces synchronisations ont e'te’ explicitees
pour la comprehension du modele par le lecteur, notre modele se trouvant defini “axiomatique-
ment”. Le lecteur pourra cependant utiliser notre description detaillee pour s’assurer que le
modele de la definition convient pour representer le comportement d’un mateTiel particulier.

Ceci est, en particulier, du au fait que nous souhaitons developper cet expose’ independamment
de tout modele d’execution concurrente.

3.5. Theorie de Kuck: Analyse du flot de donnees.

La methode usuelle, employee en particulier par D.J.Kuck et son ecole est de partir d’un
graphe de dependance puis d’ctudier I'effet de transformations de programmes sur ce graphe.
De nombreuses adaptations ont ete faites de cette technique, couvrant en particulier le cas des
boucles emboitees. (Cf.D.J.Kuck [Kuc81], R.A.Towle [Tow76], JR.Allen & K.Kennedy
[AK82]). Ceci est extremement efficace du point de vue pratique, mais nous semble avoir
Linconvenient de masquer les differences parfois subtiles qui existent entre les diverses con-
structions paralleles. Nous allons donc montrer que ’on peut retrouver les memes notions en
partant des definitions ci-dessus. Ceci est donc un effort dans le sens d’une defrivation de cette
theorie a partir de propriete’s s€mantiques des constructions du programme paralléle. Elle dev-
rait logiquement etre poursuivie par une justification formelle du formalisme retenu et de cer-
taines d¢monstrations. Dans la pratique il est necessaire de s’assurer que la realisation des con-
structions de ‘base veTifie bien les proprietes ci-dessus.

La raison principale qui nous fait penser que cette approche est interessante et compleéte les
resultats disponibles est qu’elle permet d’entrevoir une adaptation facile 4 des formes de
parallelisme voisines mais pouvant presenter des diffeTences subtiles. Notre construction peut
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dans ce cas efre reprise 2 partir des definitions et permettra d’aboutir systematiquement & une
variante convenable de ’ensemble de techmniques dues a Kuck. Dans le cas personnel des
auteurs, c’est probablement la necessite’ d’exposer I'adaptation de la technique pour les Cray-
XMP et Fujitsu-VP200 qui a motive’ ce developpement.

3.5.1. Transformation d’un < Do> sé€quentiel en < Do-Sim> .

Nous cherchons donc une condition qui permétt»e d’assurer que l’execution simultanee
d’un bloc est possible. Conformement aux hypotheses faites plus haut nous excluons pro-
visoirement les instructions < If> et < Cond-Exit> . Nous partons donc de:

Inst-1:= (<Do> I= 1, N ( Ay,,4))
Nous esperons, que sous des conditions a preciser, ceci sera equivalent a:
Inst-2 := (< Do-Sim> I€(1,,N) (Ay,,AL)) ; I=N

Il nous faut tout d’abord imposer les conditions techniques sous les quelles Inst-2 est definie, et
qui ne sont pas necessaires dans le cas de Inst-1:

i) Les < Niters> des boucles incluses n’appartiennent pas 2 out(Inst-1).
ii) (Condition de non-interference) : (15)
pour 1<i<k et I#, 1<I,JSN:

out(4(1) M out(Ai7)) = ¢

Maintenant il nous faut donner des conditions pour que Insi-1 et Inst 2 soient effectivement
equivalentes ce qui n’est generalement pas vrai sous les seules conditions ci-dessus. Ceci est
illustre’ par les deux exemples suivants, dont le premier est suggere par la Propriete 1 ci dessus:

DO1 I= 1, 1000 DO 1 1= 1, 1000
X(1) = Y(I-1) # X()= Y(I-1)
Y(I) = Z(D) 1 CONTINUE
1 CONTINUE DO 21 = 1, 1000
Y(I) = (1)
2 CONTINUE
DO 1 I= 1, 10000 DO-SIM I = 1, 1000
X(I) = X(F1) + X(I+1) # X(I)=Y(I-1)
1 CONTINUE 2 CONTINUE

La seule base que nous puissions utiliser pour raisonner sur I’¢quivalence de Inst-1 et
Inst-2 est 'existence des suites de transition d’etat definies plus haut: (6)

Trans (Inst- 1)=< Initisl> < < Inst- 1> 1< A,(1) < - - - (186)
Afl,0) < A(1) < <Inst-1> .3(1)....

< Final>

Trans (Inst- 2)=< Initial> < < Inst- 1> 1< A,([L:N]) < - -+ (17)

Ao,{L:N]) < Ap(L,[1:N]) < - < Inst—1> 3([1:N])....

(G) Dans I'eéquation ci apres, on a note’ <Inst>.1 I'entete de I'instruction < Do> suivant la Figure 1.
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< Final>

od A;(1,.) designe 'occurence de Pinstruction A4; dans laquelle la variable d’induction I a la
valeur 1, et dans laquelle les variables d’induction de toutes les boucles imbriquees dans A,
sont specifices mais simplement abregees dans la formule par o. (') :

L’idée est maintenant de se ramener & la démonstration de Bernstein [Ber66)] en considerant les
assignations de valeur scalaires. La gestion des boucles eventuellement imbriquees doit tout

d’abord etre examinee, pour voir qu’il y a correspondance entre les occurences des assignations -

completement indicees. Ensuite on peut considerer dans la preuve, en ce qui concerne les bou-
cles imbriquees:

<Do>.1= I=1; <Do>3=~ I=1+1 (18)

Dans Trans(Inst-1), chaque transition entre deux etats consecutifs correspond 2 une telle assig-
nation. Dans Trans(Inst-2), une instruction ne specifie pas une suite. sequentielle d’assignations
scalaires; Cependant IPinstruction A;(0,[1:N]) specific N assignations aux variables
A;(1).< Var>, A(2).< Var>,... Ceci nous permet de decomposer la suite Trans(Inst-2) en
un ensemble d’assignations ‘elementaires” non necessairement serialisables. Nous allons
utiliser cette vue de la suite Trans(Inst-2) pour verifier que chaque element de tableau (8)
recoit bien la meme valeur que dans le cas sequentiel. Nous noterons donc Ai(o,*[m]) Paction
de calculer A;(o, [1:N]).< Var> (m) en prenant les donnees dans Pred(A;(o, [1:N])); le
resultat se note 4;(o, [m]). Le resultat assigne’ est la valeur de I'element de < Var> (m) dans
Ietat 4;(0, [1:N]) resultant de Pexecution simultanee de Passignation. ' :

La bijection entre assignations sequentielles et resultat produit dans les iteTations simultane®es
est I’objet du:

Lemme 1

Sous les hypotheses ci-dessus, il y a bijection entre la suite Trans(Inst-1) et ensemble
des valeurs produites (°) par Pexecution de Inst-2 :

U 4o, *[m]) ' (19)

lo,m
Cette bijection, notee = est definie par: ( ¢ =¢ ):
A(m,c) & A(d,*[m]) (20)

Preuve:

Il suffit de remarquer que les valeurs limites < Niter> des boucles imbriqueees dans < Inst-1>
et <Inst-2> ne sont pas modifices du fait de I'hypothése ci-dessus. Dans le cas de la boucle
< Inst-1> I prend consecutivement dans toutes les instructions A, . . ., A; les valeurs 1, puis
2..., puis N. Ceci provient de ( Hyp. 1.< DO> ). Dans le cas de la boucle < Inst-2>, les
resultats sont indexes par me&[1:N].

(7) On note que 0 n’est qu'une abreviation et que deux occurrences de & sont a priori distinctes. Lorsqu’on
voudra designer des valeurs et non un multi-indice generique on ecrira U",&' .

(s) Nous analysons effectivement les transformations simultanees avec une granularite’ plus. faible, d ce
niveau ce n'est pas une suite de transformations elementaires consecutives .

(’) II' s’agit ici d’un abus de langage, il serait plus exact de dire “productions de valeurs®,; car, ainsi qu'il est
d’usage dans I’analyse du flot des donne®es, on ne tient pas compte de I’egalite’ eventuelle entre deux valeurs
produites. Ici les valeurs produites sont indexees par le produit des occurrences d'instructions et de la
longueur des vecteurs (ou nombre d’eévaluations simultanees), d’ou la formule. Ceci correspond au nombre
de seconds membres evalues, mais non necessairement au nombre d’eleéments de I’etat affectes car une in-
struction vectorielle peut affecter plusieurs valeurs au meme element de tableau.
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Pour montrer I’equwalence de <Inst-1> et < Inst-2>, nous allons en fait montrer que pour
chaque element de out(< Inst-1>) = out(< Inst-2>) qui ne soit pas la variable d’induction I,
la suite des valeurs prises est identique dans les deux executions. Pour la variable d’induction
I, une valeur convenable est assignee en sortie. Nous montrerons ensuite que cette methode ne
conduit pas a faire des hypotheses trop fortes: le non-respect de ’une quelconque conduit a un
reBultat qui n’est pas equivalent.

Note:

En particulier, notre methode de demonstration n’utilise pas de propriete’ alge’bnque telle
qu’associativite) commutativite’.. Dans le type de deémarche que nous suivons, la prise en
compte de ces propnetes se fait da,ns une premiere transformation de code sequentlel en code
sequentiel, qui est suivi d’une transformation en code parall¢le.

On obtient ainsi le :
Thearéme 1

Supposons les hypotheses i) et ii) ci-dessus veTrifiees. Si en outre nous avons les relations:
i) ( respect des dependances de donnees ) ' (21)

pour tous I,m,f,f'ﬁ,c?,&' tels que :

0 =4(m,5) < Ajm,0)=0
dans la suite Trans(Inst-1) et
A‘(E,[I:N]) Z Ai'(&.,[liNl)
dans la suite Trans(Inst-2) on a:

in(8) M out(0) = 4

ii) ( respect des anti-dependances de donnees ) (22)

pour tous I,m,l,m,7, tels que :
0 =4/(m,7) < Ay(m, a)—e
dans la suite Trans(Inst-1) et
AT ,[1:N]) > A(o,[1:N])
dans la suite Trans(Inst-2) on a :
out(8) M m(N) =¢
iii) ( respect des dependances en. assignation) (23)
pour tous I,m,l,m,7,5 tels que :
N =4/(m,7) < Aj(m,0)=0
dans la suite Trans(Inst-1) et
) Al(‘?:[hN]) > Ai’(é",[l:N})
dans la suite Trans(Inst-2) on a :
out(6) M out(N1)=¢

Alors, Inst-1 est e¢quivalente a Inst-2.
Preuve
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En raisonnant par recurrence sur la longueur k de la boucle et sur la fgofondeur
d’imbrication des boucles emboite’es, il nous suffit de consideter les trois cas : ()

Inst-1a:= (<Do> I= 1, N ( 4,4,))

Inst-1b := (< D‘o> I=1,N( B))
B = (<Do> J= 1, M{( C))

Inst-1c:= (<Do> I=1,N( D ))
D = X(<Index>) = < Expr>

Les hypotheses de recurrence respectives sont que Ay, Ag et B satisfont les conclusions du
Theoréme. Nous notons Inst-2a, Inst-2b et Inst-2¢ les versions simultanees respectives.

Cas de Inst-1c: :
Dans ce cas, la condition de non-interference (12) fait qu’il suffit de s’assurer que
D(i).Val = D.Val[i]. Ceci revient 4 s’assurer que ces deux expressions sont evaluees avec
les memes donnees. Or, par definition, la seconde expression est evaluee dans l’etat

Pred(Inst-1c),c’est a dire avec les valeurs initiales. Pour la premiere, D(i).Val, ceci est la
consequence immediate de

<1 => i(D(s)) M) out(D(5)) = ¢

qui est un cas particulier de I’hypothese (21) ci-dessus

Cas de Inst-1a:

La premiere condition 2 veTifier est que:
Ai(m,7).Val = A,(7).Val[m] (24)

c’est d dire que les resultats produits correspondent. Concernant A (m,7).Val, il suffit de
8’assurer que: '

n(Ay(m,0)) M out(As(m,7)) = ¢ (25)

pour m< m . Ceci entraine que la presence de A3 ne modifie pas la suite de valeurs pro-
duite par A, dans la boucle sequentielle. Or (25) est une conse€quence de I’hypothese
(21); on applique ensuite I’hypothese de recurrence.

Concernant A,(m,5).Val, il faut maintenant s’assurer qu’il revient au meme de prendre
comme donnees de ce calcul les valeurs finales de la boucle sur Aj. Ceci sera le cas si
pour m< m : )

out(44(0,5)) () in(Agm,7)) = .  (20)

Ce critere est une consequence immediate de ’hypothese (22). Il revient & verifier que
dans la boucle sequentielle les donnees utilisees par Az ne sont pas modifiees
ulterieurement par A, , et que I’on est donc fonde’ & prendre les valeurs finales.

Nous devons maintenant prendre en compte I’assignation des valeurs ainsi produites aux -

(m) Bien que nous utilisions ci-dessous une. ecriture globale des instructions <DO> le procede’ de reference
des occurrences du paragraphe 2 est utilise’ systématiquement. En particulier on considere de facon precise
toutes les occurrences de chacune des instructions & I'intetieur des boucles, et I’on ne raisonne pas sur une
ocurrence globale de la boucle. La question des approximations sera traitee ci-dessous.
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variables. De la meme facon que nous venons de montrer que
‘ A(m,7).Val = 4(). Val[m]
il vient:
(A;.< Indez~ Ezpr>)(m,7).Val = (A;.< Indez— Ezpr> )(0).Val[m]
Donc (au sens du Lemme 1):
A= B => AVer=B.Var i.e. out(A)=out(B) (27

Il nous suffit maintenant de montrer que si nous limitons les suites ordonne’es introduites
au Lemme 1 aux operations sur un meme element, les suites "quotient” sont identiques.
Ceci revient 2 dire que I'ordre des opeTations y est identique, et se deduit de la condi-
tion (23) ci-dessus et de (12).

Cas de Inst-1b:

Nous voyons que ceci peut se ramener au cas l-a en deroulant la boucle inteTrieure,
suivant (18) et la remarque ci-dessus. La boucle interne devient :

B =(Liz:= J=1) , C(1) , (Iy== J=J+1),C(2), * - -

Il n’y a pas de condition d imposer entre les ; et les C(m), ni entre les I, , I'ordre res-
tant conserve. Pour les instructions C(m) les conditions sont identiques a celles d’une
concatenation C;,Cs.... et la demonstration se ramene donc au cas pre’cedent.

3.6. Theorie de Kuck: Notions de dependance.

8.6.1. Formulation classique.

Nous allons maintenant retrouver a partir des conditions du Theoréme 1 ci-dessus les
concepts lies au graphe de de’pendance et la formulation usuelle de D.J.Kuck, K.Kennedy (Cf.
[KKPLW80], [Ken80|). Cette formulation usuelle possede I'avantage de fournir des criteres
plus facilement manipulables en pratique. Contrairement 2 ces presentations, nous construisons
ces notions comme un outil pour etudier la transformation d’un (fragment de) programme, et
plus precisement representer efficacement ses criteres de validite’. Sur Pexemple suivant, il est
commode de discuter la difference entre notre approche et celle de K.Kennedy :

DO1I= 1,N
DO2J= 1,N
X(J1) = X(J, 1) + D
2 CONTINUE
1 CONTINUE

Exemple 9

Dans notre approche, on peut etudier la transformation de ia boucle DO 2 dans son contexte, la
transformation de la boucle DO 1 etc.. A chaque transformation projetee correspond un jeu de
critéres d’equivalence semantique qu’il est possible de representer par le biais d’un graphe de
dependances. Ces graphes sont a priori distincts, meme si dans une imple'mentation particuliere
de vectoriseur ils peuvent ne pas etre disjoints.

Dans I'approche de Kennedy, cette distinction est faite par une notion de couche qui vient se
superposer 2 un graphe de dependance independant de la transformation visee. Les notions
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permettant d’effectuer les distinctions necessaires sont presentees dans Kuck [KKPLW80] par
Pintroduction de definitions ad hoc (“dependance directe d’une boucle, .."). 1l faut remarquer
qu’une des raisons “historiques” de cette difference est que nous avons totalement separe’ la,
phase de recherche “locale” du parallelisme que nous etudions de phases pre‘alables permettant
d’obtenir des informations globales sur le programme. Ces informations globales sont en fait a
utiliser pour evaluer les diverses conditions que nous formulons sous des formes volontaire-
ment abstraites. (Cf. Jones & Muchnick eds. [JM81]). Il nous semble que les travaux sus-cites
envisagent la transformation vers le parallelisme comme un prolongement d’un travail
d’optimisation ce qui pousse 2 utiliser le meme contexte.

Le graphe de dépendance GD que nous allons definir represente des relations entre
occurrences d’instructions (les noeuds) decrites par les figures 1,2,3,4 et 5. Les relations por-
tent sur 'ensemble des variables utilisees ou modifiees par 'occurrence et sont representees par
des arcs orientes. Nous en deduirons divers graphes quotients plus adaptes 4 notre propos. Afin
que ceci ait un sens nous imposerons les restrictions suivantes sur les noeuds admissibles:

i)Les instructions < Do-Conc> ‘et < Do_Cvect> doivent etre considere’es globalement: une
instruction qu’ils “contiennent” ne peut etre Pobjet d’une relation "isolee”.

ii)Les instructions < Do-Sim> et < Do_Vect> doivent aussi etre considerees globalement mais
auront pu etre distribue'es en raison de la Propriete’ 1 ou de (13-i) respectivement.

- Definition (GD):

Le Graphe de Dependances est un graphe oriente’ dont les noeuds sont les occurrences
d’instructions. Les arcs sont orientes et de trois types non-equivalents note’s

-1 o . . - .
6,6 eté . Unou plusieurs arcs lient deux occurrences A et B si AL B, et si en
outre il correspond a I'une des relations de dependance:

Dépendance de données (Data'-depend.ence) AdB
. ASB = out(A) M) in(B) #£¢
- Anti-dépendance (Anti-dependence) - A(S_IB .
A87'B = out(B) yin(4) £4
. Dépendance en assignation (Output-dependence) Adb oB
A8°B = out(A)  out(B) £¢

Chaque arc a bour attribut le type de dependance qu’il represente. Ces types d’arcs ne sont pas
equivalents et on represente en fait 3 graphes sur un meme ensemble de noeuds.

Note:

Etant donnees les restrictions ci-dessus, notre relation d’ordre "precede” ( < ) ‘est

totale. Ceci n’implique pas de restriction en mode sequentie]l car I'ordre est celui
) d’execution, mais en impose dans les constructions paralléles. Nous pouvons essayer

d’indiquer sur un exemple la raison d’etre de ce choix. Soit en effet le programme:

DO-CONC 11 € (1,10)
A -
1 CONTINUE

Exemple 10

Les instructions A(I) ne sont pa.s' comparables pour notre relation d’ordre. On constate
que lexistence de dependances entre elles est contradictoire avec les hypothe'ses de la
Definition 1, qui donne un sens au resultat de ’execution de ce < Do-Conc> .
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En examinant la forme des relations obtenues au paragraphe precedent, il apparait
immediatement que les graphes quotients de GD par identification de familles d’occurrences
sont particuliérement adaptes et plus maniables que le graphe complétement detaille’ GD. Nous
allons effectuer ce passage au quotient relativement & un contexte 2 qui sera un ensemble
d’instructions <Do>, <Do-Conc>, < Do-Sim>, < Do-Vect> ou <Do-Cvect> du pro-
gramme.

Definition (graphe quotient):

Le graphe quotient relativement & un contexte est le graphe deduit de GD par identification de
toutes les occurrences indexees par les variables d’iteration ou d’index des boucles de E. Un arc
d’un type donn¢ lie deux noeuds (eventuellement confondus) du quotient si un arc de ce type

lie dans GD deux elements faisant respectivement partie de chacun des noeuds quotients. Ce
graphe est not¢’ GD / E.

Note:

Ceci est identique au concept hietrarchique introduit par Kennedy et Allen. Ceci permet de
traiter commodement des cas ou 'on s’interesse aux boucles emboitees, avec “deroulement” ou
execution se€quentielle de la boucle inteTieure et pour lesquels le quotient doit etre pris uniqe-
ment relativement a la boucle externe. L’autre situation est celle ou 'on desire, a l'inverse
executer se€quentiellement la boucle externe.

Afin de fixer les idees, 'exemple 11 ci-apres indique ’ensemble des graphes qu’il est pos-
sible de construire pour le programme de I’exemple 9. Nous y avons volontairement omis les
arcs concernant les variables d’induction. (™)

G D GD/ (DO 1)

|

GD / (DO 2 ) GD/(DOl,2)

G
¢
6
(.
g

Exemple 11

(") Le traitement des variables d’induction se fait separément, une fois qu'elles sont determinees elles sont
" “remplacees par leurs valeurs” dans toutes les expressions. Ceci est finalement supporte’ par materiel au
niveau de l'indexation des acces vectoriels et de la generation des valeurs de ces variables (Cf par exemple
Fujitsu-VP [Fujs4], [TKI85)).
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,

Nous allons maintenant donner I’énonce’ du theoréme 1-ci-dessus dans ce cadre, ce qui
permettra de retrouver les resultats classiques de Kuck et Kennedy. Dans tout ce qui suit E est
le <Do> Inst-1: tous les noeuds correspondant a des valeurs distinctes de I'indice d’iteration I
sont identifies. Tout d’abord I’hypothése de non interference (15) devient, en posant 8 = (

"Inst-1 ) :

Il n'eziste pas A; avec :A,-(SOA,- € GD /8. l (29)
Les relations (21,22,23) deviennent respectiveﬁnent (30,31,32):
A(F,[1:N]) > A{S,[1:N]) n'est possible que si l'on na pas: (30)
' | AF)6A(5) e e /8

A(F,[1:N]) > Ay(d,[1:N]) n'est possible que si l'on n'a pas: | (31)
A(E)6 A{5) e 6D / B '

A(7)8° A(6) e 6D/ B - (32)
Note:

i) On note que la notion de dependance rend implicite la condition sur Pordre des instruc-
tions de la boucle scalaire. Une maniere informelle d’exprimer la condition est que dans le
graphe quotient ’arc de dependance est oriente’ selon le sens d’execution du programme.

ii)  Le cas de dependance sur le noeud lui meme est traite’ de facon 2 se’parer le role de (29),
' propre au cas du < Do-Sim>, afin de faciliter la discussion ulterieure des cas vectoriels.

Le The'oreme 1 s’ecrit maintenant:
Theéoréme 1-his:

Supposons Inst-1 et Inst-2 comme ci-dessus, avec la condition technique que les < Niters> -des
boucles incluses dans Inst-1 n’appartiennent pas a out(Inst-1). Si les conditions (29), (30),
(31) et (32) ci-dessus sont verifi€es alors Inst-2 est equivalente a Inst-1.

8.8.2. Theorie de Kuck : Monotonie et appraximations.

Le probléme pratique est qu’il n’est pas toujours possible d’evaluer precisement les rela-
tions precedentes, que ce soit faute de savoir retrouver certaines informations semantiques
(valeur des comptes d’iteTation; caractere disjoint de variables, ...}, ou que ce soit intentionnel
dans le cas de sous programme destine’ 4 etre execute’ pour une variete’ d’arguments sur lesquels
on ne peut faire d’hypotheses. Il nous faut donc vetifier que les resultats ci-dessus conduisent 3

des relations d’equivalence exactes meme si les informations sont incompletes. Ceci est

exprime’ par la monotonie : si Pon remplace dans ses relations un ensemble in() ou out () par
une majoration, on obtient une condition plus restrictive:

(A= B) aprozimatis => (A= B) o

Ceci se vetifie sur les relations (15), (21), (22), (2'3) par simple inspection de la forme de ces
relations. L’on a donc le

Carollaire
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i)Le Theoréme 1 est encore vrai si dans I’évaluation des conditions (15), (21), (22) et (23) on
remplace ’un des ensembles in(.) ou out(.) par un ensemble qui le contient.

i) Ce reultat est aussi vrai si on remplace dans les memes relations 'operateur (M} par 7Y de
telle sorte que

Vo, anecarye

L’e¢valuation exacte de ces relations est possible, dans la pratique, lorsque l’on peut
ramener les expressions d’indice dans les tableaux a des fonctions polynomiales particulieres
des variables d’induction, & coefficients connus. (Cf. [Ban79}], [Ken80]) Les autres facteurs qui
permettent de rendre precise cette evaluation est la connaissance des invariants classiques de
I’analyse globale de programmes (Cf. Cousot [Cou81], Jones & Muchnick [JM81]). Sinon, il
est possible de proceder a des approximations qui se contentent du sens et de 'amplitude de
variation de ces expressions d’indice. (Cf. [CRI-CFT]).

8.7. Cas des Constructions Vectorielles.

Nous allons maintenant reprendre ’etude ci-dessus dans le cas des transformations de
code sequentiel vers les deux formes Vectorielles que nous avons introduites. Ceci nous don-
nera les criteres de Vectorisation usuels avec la faculte’ de les transposer au cas des multipipe-
lines grace au < Do-Cvect> .

 8.7.1. Transformation d’un < Do> séquentiel en < Do-Vect> .

Ce cas se distingue du cas precedent par la suppression de la condition de non-interference (12)
et son remplacement par celle de non-recurrence (13). D’autre part, I'interpretation du < Do-
Sim> est faite d partir d’une suite de transitions d’etat selon la Definition 2, celle du < Do-
Vect> est defini en termes d’une interpre'tation sequentielle {Cf. Definition 3). Les autres con-
ditions (11) (13) n’interviennent pas directement dans la demonstration du Theoreme 1 et de
son equivalent ici, mais decrivent interpretation operationnelle de ces constructions. Notre
objet est de transformer Inst-1 en:

Inst-3 := (<Do-Vect> I=1,,N (4,...,4)) ; I=N

Nous faisons bien entendu Phypothese que A;,,A; est une suite d’assignations permises dans
un < Do-Vect> . En particulier:

1SIS k1S i< j<SN ==> out(A,(3)) M in(A(5))=¢ (33)

Le resultat est I’équivalent du theoréme 1 que nous allons formuler de facon plus compacte,
Pecriture des occurrences imbrigquees etant sans objet:

Theoréme 2
Supposons les hypotheses (33), (21), (22) et (23) vetifices, et que N n’est pas dans out(Inst-
1), alors Inst-1 est €quivalente a Inst-3.
Theéoréme 2 (Farme simplifice )

Supposons (33) et que N n’est pas dans out(Inst-1). Si en outre nous avons les relations:
i) ( respect des dependances de donnees ) (34)

pour tous I,m,l,m tels que :

Q=4(m) < A4y(m)=0
dans la suite Trans(Inst-1) et (1)

('2) Nous exprimong I'ordre de deux instructions de facon explicite dans ces €nonce’s et non en utilisant
'indexation par [,l . Ceci prepare des versions de ces resultats ou les instructions pourraient etre
reordonnes.
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AI(II’N]) 2 Al(ler])
dans la suite Trans(Inst-3) on a :

n(0) M out(R) = ¢

ii) ( respect des a.ntl-dependa.nces de donneles ) (35)

pour tous I,m l m tels que :
N =4(m) < Ay(™m)=0
dans la suite Trans(Inst-1) et
A([1L,N]) > A((1,N])
dans la suite Trans(Inst-3) on a:
out(8) Mim(N) =¢
iii) ( respect des dependances en assignation) (36)
pour tous {,m,l,m tels que :
' 0 =4(m) < A;(m)=0
dans la suite Trans(Inst-1) et
A([1,N]) > 4i([1,N])
dans la suite Trans(Inst-3) on a:

out(8) M out(Q) = ¢

Alors, Inst-1 est equivalente a Inst-3.
Note: ‘
On prendra garde, si I'on utilise un argument d’¢quivalence par “transitivite™ que Inst-2 et Inst-
3 ne sont equivalentes entre elles que si ’'ensemble des hypotheses des Theoremes 1 et 2 sont
verifiees. Ceci implique que 'on a simultanement (12) et (13), ce qui en fait suffit. Nous
"reviendrons sur ce point ci-dessous.

Preuve:

I suffit de reprendre la démonstration du Theoreme 1, en ne considerant que les deux cas:
Inst-1a = (<Do>1I=1,N ( A;A4,))
Inst-1c (<Do>1I=1,N( D))

D := X(<Index>) = < Expr>

Cas de Inst-1c:

L’¢quivalence est ici consequence de la definition (13) et provient de fait de la condlt.lon de
Non-Recurrence (33). (*%)

Cas de Inst-1a:

(13) Eventuellement complel€e comme mentionne’ ci-dessus si les transferts vers la memoire ne sont pas
setialises.
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Cette demonstration est pratiquement identique d celle qui lui correspond dans la preuve
du Theoréme 1. La premicre condition a verifier est que:

A;(m).Val = A;.Val[m]) | | (37)

c’est d dire que les reBultats produits correspondent. Concernant A,(m).Val il suffit de
8’ assurer que:

in(Ay(m)) () out(Ag()) = ' (38)

pour m< m . Ceci entraine que la presence de A, ne modifie pas la suite de valeurs pro-
duite par A, dans la boucle sequentielle. On applique ensuite I’ hypothese de recurrence.
Or (38) est une consequence de I'hypothése (34) .

Concernant Aj(m).Val il faut maintenant s’assurer qu’il revient au meme de prendre les
valeurs finales de la boucle sur 4; . Ceci sera le cas si pour m<m :

out(Ay(#)) () in(Ag(m)) = 6. (39)
Ceci resulte de 'hypothese (35). Il revient a verifier que dans la boucle selquentielle les

donnees utilisees par A5 ne sont pas modifices ulterieurement par A4;.

Nous devons maintenant prendre en compte P’assignation des valeurs ainsi produites aux
variables. De la meme fagon que nous venons de montrer que A;(m).Val = A;.Val[m],
il vient

(Ai.< Indez— Ezpr>)(m).Val = (A;.< Indez— Ezpr>).Val[m]
Donc (au sens du Lemme-1):

A= B => A.Varx B.Var => out(A)= out(B) (40)

Il nous suffit maintenant de montrer si nous limitons les suites ordonnees introduites au
Lemme 1 aux operations sur un meme element, les suites “quotient” sont identiques. Ceci
revient a dire que ’ordre des operations concernant un meme element y est identique, et
se deduit de la condition (36) ci-dessus et de (13-ii). (%)

8.7.2. Expeession sous forme de dépendances

La Condition de Non-Recurrence (13-ii) s’exprime ici, avec E = Inst-1 :

Il n'eziste pas A; avec: A, 6 A;€ GD /E. (41)

- Lorsque nous ne supposons pas la serialisation des operations avec la memoire, la condition

supplementaire d imposer s’ecrit:

Il n'existe pas A; avec: A; 5° A; € GD /8. (42)
Nous obtenons maintenant la forme classique du Theoreme 2:
Theoréme 2-his:

Supposons Inst-1 et Inst-3 comme ci-dessus. Si les conditions (41) (*°) , (30), (31) et (32) ci-
dessus sont veTifices alors Inst-3 est equivalente a Inst-1.

(* La notion d’ordre des operations dans linstruction <Do Vect> resulte “axiomatiquement” de (18-ii) . Si
le matefiel ne sefialise pas les accés memoire, il y a lieu de modifier les hypothéses de (18) comme indique’
plus haut.

() et eventuellement (42).
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878, Equivalence entre < Do-Sim> , < Do-Vect> .

Nous allons montrer que si (12) (13) sont vraies simultanement alors une instruction
simultanee est equivalente a la forme Vectorielle correspondante. Plus precisement nous
" considetrons: : ' '

Inst-4 := (< Do- Sim> I€(1,,N) (Ay,,,44))
Inst-5 := (< Do- Vect> I=1,,N (Ay,,,4))
Nous avons alors le

Theoréme 3:

Supposons que les instructions A soient des assignations verifiant les hypothéses (12) et (13),
alors Inst-4 est equivalente a Inst-5. ‘

Preuve

La propriete’ 1 et le lemme 1 nous permettent de nous ramener immediatement au cas k = 1,
Dans le cas d’une seule instruction d’assignation, il resulte de (13-ii) que les donnees utilisees
dans les 2 cas sont les valeurs evaluees dans Petat antetieur a I'instruction et de (12) que cha-

, .

cune des assignations se fait sur un element distinct. L’equivalence en resulte.
Note: '

Nous venons de prouver que lorsque k = 1, Inst-4 et Inst-5 sont equivalentes a 'instruction

sequentielle < Do> associee. (Cf. (13)). Ceci n’est pas vrai des que k = 2 et les conditions des
Theorémes 1 et 2 sont alors necessaires.

8.7.4. Transformation d’tn < Do> séquentiel en < Do-Cvect>
Notre objet est maintenant de transformer Inst-1 en Inst-6:

Inst-6 := (< Do-Cvect> I=1, N (Synch—list) (Ay,,,AL)) ; I=N

La Definition 5 et le Theoréme 3 vont nous guider dans le developpement de ce cas: le < Do-
Cvect> est essentiellement un < Do-Vect> dont la réalisation admet des activites con-
currentes. La prise en compte de ce point est effectuce dans la Definition 5 et les hypotheses
(14) moyennant quoi nous sommes, par definition, ramenes au < Do-Vect>. Il nous parait
cependant souhaitable de reprendre precisement les hypotheses et de les enoncer dans les deux
formalismes introduits ci-dessus. Les variables dont les manipulations sont synchronisees jouent
un role particulier ici, ce qui nous conduit a poser, pour simplifier les notations:
= u A
A€ < Synch— List>

Nous faisons bien entendu I’hypothése que Ay A est une suite d’assignations permises dans
un < Do-Cvect>: -

ISISk1SI<GS N ==> out(4(s)) M in(4(5)) =¢ (43) |

Note: ) ,
Dans la situation ou I'ecriture d’un vecteur en memoire n’est pas seTialisee, on doit ajouter la
condition :

ISISk ==> (M out(4s)) = ¢ (43-bis)
1<i<N

Les hypotheses (21), (22) et (23) doivent bien entendu etre faites, elles interagissent avec

(Def5.i et Def5.ii) pour donner:
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i) ( respect des dependances de donnces ) (44)
pour tous I,m,l,m tels que :

Q=A(m) < Am)=0
dans la suite Trans(Inst-1) et
A([L,N]) 2 A([1,N])
. dans la suite Trans(Inst-6) ona: i (0) Mout(l) I =¢

ii) ( respect des anti-dependances de donnees ) (45)

pour tous l,m,r,fri tels que :
D =4;(m,7) < Ay(m)=0
dans la suite Trans(Inst-1) et
A((1,N]) > A([1,N])
dans la suite Trans(Inst-6) on a: out(6) MY (Q) NI =¢

iii) ( respect des de'pendances en assignation) (46)
pour tous I,m,l,m tels que :

Q=A(m) < Afin)=6
dans la suite 'I‘rans(lnst—l) et

A([1L,N]) > A([1,N])
dans la suite Trans(Inst-6) on a :

out(0) Mout(R) M Z=¢

Ceci doit maintenant etre comple'te” pour tenir compte du caractére concurrent de ’exe’cution
par les hypothe'ses convenables deduites de la Definition 5:

o ==> ) Nout(.A,-iI)) r] U out(4,{I)) < = (47-1)

I=1,,N

==> I_LlJNout(A,-(I)) nly in(4;(I)) c = (47-ii)

1, N
D’apres la definition 5, et le The'oreme 2, il vient:

Theoréme 4:

Supposons les hypotheses (33), (44), (45), (46) et (47) verifices et, en outre que N n’est pas
dans out(Inst-1). Alors Inst-1 est €quivalente a Inst-6.

Preuve:
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Ceci se deduit imnmediatement du The'oréme 2 et de la Definition 5.
Theoréme 4-his: ' '
Inst-1 et Inst-6 sont equivalentes si:

. -1 : - . o
i) T n’y apas de dependances § § ns 8° relativement aux variables qui ne sont pas dans .

ii)  Les hypotheses du Theoreme 2-bis sont satisfaites concernant les autres dependances.

Notre definition peut conduire ‘a declarer incorrectes certaines boucles -dans lesquelles des
dependances existent, portant sur des variables en dehors de ¥ mais qui sont correctement
synchronisees par ailleurs. Ce type de difficulte’ parait pouvoir etre reSsolu par simple
modification de X , ce qui fait que nous preferons nous en tenir a notre jeu de definitions qui
conduit 4 privilegier le potentiel de concurrence dans la boucle, meme s’il conduit & certaines
restrictions d’ecriture dans le cas de synchronisations implicites. Ceci est illustre’ dans les figures
5 et 8 ci-dessous. Dans le premier cas, la boucle est ezclue car il y a un conflit apparent sur la
variable XE, alors qu’une synchronisation implicite existe via XA et XD : il suffit d’ajouter XE
a I , sans introduire de synchronisations supplementaires. Dans le second, la synchronisation
. implicite est insuffisante pour donner un sens a I'exe‘cution concurrente: notre critére conduit
bien a interdire cette ecriture.

DO-CVECT 1 I=1, 100

SYNCH XA, XD
XA(I) = XB(I) + XC(I) + XE(I)
XD(I) = XA(I) + 2.0
XE(I) = XD(I) + XF(I)

1 CONTINUE
Figure 5.
Exemple de DO-Cvect non defini.

DO-CVECT 1 I=1, 100
SYNCH XA,XD -
XA(I) = XB(I) + XC(I) + XE(I)
XD(I) = XA(I) + 2.0
XE(I) = XD(I) + XF(I)
XG(I) = XE(I) ** 2-
1 CONTINUE

Figure 6.
Exemple de DO-Cvect non defini.

8.7.5. Repartitian de Boucles Sequentielles. (")

Nous allons maintenant montrer que les conditions necessaires pour effectuer les transfor-
mations ci-dessus sont, pour l'essentiel identiques aux conditions permettant de repartir les
boucles sequentielles. Ceci justifie ’approche la plus communement utilisee en pratique qui est
de chercher des transformations de programmes sequentiels reduisant ou supprimant des arcs
du graphe de dependance, puis d’essayer de reconnaitre sur le resultat final de cette analyse
celles des boucles qui peuvent etre traitees en paralléle. (Cf. [KKPL80], [KKLW80]). En parti-
culier, cette approche ne conduit pas d faire des approximations ou des hypotheses inutiles.

Elle nous semble toutefois laisser de cote’ certains aspects essentiels de la se¢mantique fine des
constructions paralléles en rapport direct avec l’architecture, qui interviennent effectivement
dans les realisations les plus recentes. C’est ce dernier aspect que notre etude vise a completer.

S —
(") Nous nous limitons ici 4 une repartition sans reordonnancement, qui suffit ici.
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(Comparer les instructions < Do-Sim>, < Do-Vect> et < Do-Cvect> d’une part, avec
d’autre part I’effet produit par une boucle comportant les memes instructions machine sur un
Cray-15 et un Cray-XMP. On pourra aussi s’interesser au sens d’une suite d’acces memoire
eventuellement concurrents, sur les Fujitsu VP-X00.)

Par re’partition de la boucle, nous entendons transformation de la boucle Inst-1 en Inst-7:
Inst-7 := ( By,,,B%)
B, :=(< Do> I=1,,N A))

Ce type de transformation a ete’ etudie’ par divers auteurs, aussi bien en vue de la vectorisation
que pour obtenir d’autres optimisations (Cf. [Abu78]). Nous ne ¢tudions ici que pour preciser
ses similitudes avec les precedentes transformations et nous preferons le faire dans la situation
plus simple ou les Aj sont de simples assignations. L’¢quivalent du theoréme 2 est maintenant:

Theoréme 5

Supposons les hypothéses (21), (22) et (23) vetifices et, en outre, que N ne soit pas dans
out(Inst-1). Alors Inst-1 est €quivalente a Inst-7.

Preuve:

11 suffit en fait de reprendre la preuve du Theoréme 2. L’hypothese (33) n'y intervient que
pour traiter le cas de Inst-1c, qui est evident ici. Les autres hypotheses sont identiques et I'on
effectue le meme raisonnement. :

En terme de dependances, nous obtenons la forme:
Theoréme 5-his:

Supposons Inst-1 et Inst-7 comme ci-dessus. Si les conditions (30), (31) et (32) ci-dessus sont
verifices et si N n’est pas dans out(Inst-1), alors Inst-7 est equivalente & Inst-1.

3.7.6. Stakilite et applicatian.

On verifie inmediatement que Pensemble des criteres que nous avons produit verifient
Phypothése de monotonie et admettent donc des approximations coherentes.

Le fait que les criteres de repartition de boucles sequentielles sont un sous-ensemble de
ceux necessaires pour justifier de 1’application de I'une quelconque des formes vectorielles ou
paralleles que nous avons introduites justifie une demarche en deux temps. Dans un premier
temps, une serie de transformations de boucles sequentielles sont effectue®es, visant en particu-
lier a reduire le nombre d’arcs de dependance incompatibles avec les formes paralléles. Dans un
second temps, on delermine si les boucles ainsi obtenues peuvent etre transforme’es en boucles
paralleles. A ce niveau on est conduit & differencier les divers types d’architectures. (SIMD,
Vecteur,..)

4. Mise en oeuvre: Transformations et Approximaticns.

Nous nous interessons ici aux methodes permettant, d’une part de realiser en pratique la
detection du parallelisme qui peut etre mis en oeuvre selon les criteres precedents, d’autre part
de transformer le programme sequentiel pour augmenter son parallelisme potentiel. Ce pro-
gramme comporte grosso-modo trois parties:

-Analyse Sémantique Globale: les informations les plus inteTessantes sont celles obtenues par
propagation des constantes, determination de la plage de variation des indices de boucles et de
tableaux. Ces informations sont cruciales pour effectuer les tests precis de relations de
dependance. Les analyses de "Liveness” de variables scalaires ou matricielles peuvent permetire
Pallocation dans des registres. ('®) La connaissance des invariants de boucle devient

(") 11 8’ agit d’un type d’optimisation particuliérement importante dans le cas des super-ordinateurs a registres
vectoriels (Cray 1/XMP, Fujitsu-VP), ou possedant un niveau de memoire locale directement accessible
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importante (18) dans le cas des tests conditionnels & effectuer en parallele, que nous n’avons
Pas encore aborde’Pour le reste, 1’utilisation des informations lices & I’analyse globale est clas-
sique. Nous ne reviendrons pas sur les techniques dans ce domaine pour lesquelles nous ren-
voyons a [JM81].

-Deétermination et Analyse des relations de Dependance: sur ce point, il devient crucial
d’affiner au niveau des elements de tableaux. On ne peut se satisfaire d’un test plus global, des
approximations ayant toutefois ete’ tré's fructueuses sur des realisations industrielles telles que
Cray Fortran (CFT Cf. [Rob], [CRI80]). La determination des variables d’induction et leur
calcul en fonction de Pindice de boucle est un prealable d cette phase. Le resultat de cette
analyse est la determination des constructions paralleles selon les critéres vus ci-dessus.

- Transformations de Programme séquentiel: il s’agit ici de trouver des formes equivalentes
dans lesquelles on a diminue’ ou meme supprime’ les obstructions au parallelisme. Ces transfor-
mations comportent presque obligatoirement, pour etre efficaces en pratique, le renommage de
variables scalaires et leur expansion vectorielle, la repartition des boucles, avec permutation des
instructions. Elles sont accompagnees de transformations d’intetet technique permettant de
reduire la combinatoire telle la standardisation des limites de variation des indices de boucles.

Plutot que de donner ici un traitement systematique de ces questions, pour lesquelles une
importante litterature existe, nous nous bornerons a quelques indications bibliographiques. Ceci
sera dlustré par une serie d’exemples provenant d’un vectoriseur prototype “VATIL" realise’ par
les auteurs et destine’ a Petude fine de ces methodes et de leurs possibles prolongements. (Cf.
A Lichnewsky et F.Thomasset [LT,a paraitre]).

4.1. Traitement des Variables d’Induction.

On procede en deux etapes, la premicre consistant a normaliser la valeur initiale et le pas

des variables de controle de boucle est essentiellement technique et a pour but de reduire la
complexite’ des autres operations. La seconde est la detection des variables d’induction et leur
expression comme fonction lineaire de I’indice de boucle. La technique que nous employons
dans Pexemple ci-dessous repose sur un critere global sur la boucle exprime’ par des relations
matricielles. (Cf. [LT,d paraitre]). Des methodes differentes sont decrites dans
[FKU75],|ACK81]. '

L’importance pratique de cette etape resulte de la conjugaison de plusieurs facteurs:

i) Pour declencher les operations vectorielles ou simultanees, il est ne‘cessaire de connaitre les
jeux d’indices de tableaux auxquelles elles vorit s’appliquer. Qui plus est, les fonctions affines
de T'indice de boucle seront calcule'es par des operateurs materiels d’indexation implicitement
([CRI80A]) ou meme explicitement ({EE85]). La formulation explicite de ces variables est
plus efficace dans ce contexte que leur calcul faisant necessairement appel 2 une recurrence.

ii) Les expressions d’indice contenant ces variables vont devoir etre comparees pour la detection
des dependances lors de I’etape de parallelisation , en vertu des resultats precedents. Le fait
d’avoir pu les exprimer comme fonction de la meme variable permet de les comparer
efficacement. (Cf. Figures 9 et 10 ci-dessous)

iii) Les vecteurs implantes en memoire 4 pas constant peuvent. etre manipules vectoriellement
de facon efficace, a certaines restrictions sur le pas pres. ([CRI80A], |But83]).
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"C(avail (1. 0) (k. 0))

1 sinst—-101:U > DO1li=1,n,2

2 ;inst-1028 > k= 1+k

3 ;inst-103S > j=k

4 ;inst-104S > a(j) = 1+b(j)

5 ;inst-106:S > k= 1+k

6  ;inst-108:S > (k) = a(j)+b(j)

7 ;inst-107:S > 1= 38+1

8  ;inst-108:S > a(j) = c(1)

9  ;inst—10LU >1 CONTINUE
Figure 7

Source avant toute transformation

1 ;inst-10L:U > DO1l#i=1,14(n1)/2,1
2 ;inst-102:S > k= 1+k
3 ;inst-103:8 > j=k
4 ;inst-104:S > aj) = 1+b(j)
6 - ;inst-105:8 > k= 1+k
6  ;inat-106:8 > c(k) = a(j)+ b(j)
7 ;inst—107:S > 1= 341
8  ;inst-108:S > a(j) = <(1)
9  ;inst-101:U >1 CONTINUE
Figure 8

Apres la standardisation des variables de controle.

1 ;inst-101:U > DO1#i=1,14+(n1)/2,1

2 ;inst~104:S > a(#i*2-1) = 1+b(#*2-1)

3 ;inst-106:S > c(#4*2) = a(#*2-1)+ b(#i*2-1)
4 ;inst—108:S > a(#i*2-1) = ¢(#4*3)

5 ;inst—-101:U >1 CONTINUE

Figure 9
Apres Pelimination des variables d’induction.

1 ;inst—116:SS > DOVEC 1 #i = 1,1+(n-1)/2,1
2 ;inst~104:SSS > a(#*2-1) = 1+ b(#i*2-1)
3 ;inst—114:SSS >1 CONTINUE

4 ;inst—119:SS > DO2#i=1,1+(n1)/2,1

5  ;inst~106:5SS > o(#i*2) = a(#i*2-1)+b(#i*2-1)
6  ;inst—108:SSS > a(#i*2-1) = c(#*3)

7  ;inst—117:SSS >2 CONTINUE

8  ;inst—110:S > i= -1+ (1+(n1)/2)*2

9 ;inst-111:S > 1= (14(n-1)/2)*3

10 ;inst~112:8 > j= -14+(1+(n-1)/2)*2

11 ;inst-113:S > k= (1+(n-1)/2)*2

Figure 10
Boucle (Partiellement) Vectorielle finale.

4.2. Représentation des scalaires

L’analyse du flot de donnees indique freéquemment que la meme variable scalaire est
utilisee dans plusieurs chaines Definition --> Utilisation distinctes. Il est alors possible de
renommer la variable pour affecter une variable differente d chacune de ces chaines. Ce faisant
on supprime les dependances artificielles crees simplement par la reutilisation de la meme vari-
able pour ces differentes utilisations. (Cf. [KKPLW80]).

L’affectation de valeurs 2 une variable scalaire dans une boucle que ’on cherche 2 paralleliser
cree automatiquement des dependances qui empechent la parallelisation. Qui plus est on ne
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sait pas affiner I'analyse de dependance faute de pouvoir distinguer les variables intervenant
dans les diverses occurences des instructions inde’xees par la variable de controle de la boucle.
Il convient alors de proceder a Pezpansion vectorielle de la variable scalaire , ce qui revient
exactement a l'indexer par ’occurence de I'instruction qui lui assigne une valeur dans la bou-
cle. Ceci est illustre’ ci-dessous. En pratique, des optimisations complementaires sont possibles
a la generation de code qui visent a ne pas representer en memoire la variable resultat de

Pexpansion mais 4 se contenter de P'utiliser comme un temporaire dans un registre vectoriel.
(Cf. [KKPLW80], [CRI80}). :

"1 ;inst-—-101:U > DOli=1,n,1 -
2 ;inst—102S > - cxd(i) = ar
3 inst-108:8 > ar = odb(i)

4 ;inst—104:S > be = arpb(i)
8 ;inst--106:8 > pS(i) = ar

6  ;inst--106:S > cr = be-px6(i)
7 ;inst-—107:8 > px6(i) = be

8 ;inst—~108:S > ar = bepe7(i)
9  inst-100:S > (i) = be
10 ;inst-101:U >1 CONTINUE

Figure 11

Source avant toute transformation.

1 ;inst--101:U > DO1li=1,n,1
2 ;inst-102:S > ox4(i) = ar
3 ;inst--103:S > #arl = oxb(i)
4  ;inst-104:8 > be = #arl-pec5(i)
6  ;inst-105:S > (i) = farl
6  ;inst-106:S > er = bepx6(i)
7 inst-107:S > pe6(i) = be
8  ;inst-108:S > ar.= bepxi(i)
9 ;inst-109:S > (i) = be
10  ;inst~101:U >1 - CONTINUE
Figure 12
Apres avoir renomme’ un scalaire.
1 ;inst—101:U > DO1li=1,n,1
2 ;inst—102:S > oxd(i) = #ar(i-1)
3 ;inst-103:S > #ifarl(i) = oxb(i)
4 ;inst—104:S > #e(i) = Ftar(i)-pocs(i)
5  ;inst—106:8 > px5(i) = #arl(i)
6 1inst-106:S > cr = #br(i)-px6(i)
7  ;inst—107:S > pe6(i) = #be(i)
8  jinst-108:S > ar(i) = #be(i)-p7(i)
9  ;inst—109:8 > x7(i) = #be(i)
10 ;inat-10L:U >1 CONTINUE
Figure 13

Apres expansion des scalaires.
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1 ;inst--111:S > ##arl(0) = #arl
2 ;inst-113:5 > #ar(0) = ar
3 sinst--115:S > #be(0) = be
4 ;inst-119:S8 > DOVECli=1,n,1
5  ;inst-103:5SS > #ftarl(i) = oxb(i)
6  ;inst—104:SSS > #be(i) = #farl(i)-ps(i)
7 ;inst-108:58S > #ar(i) = #be(i)-pe7 (i)
8 ;inst-11T:SSS >1 CONTINUE
9 ;inst--122:8S > DOVEC2i=1,n,1
10 ;inst--109:SSS > C (i) = #be(i)
11 ;inst-106:SSS > cr = #be(i)-px6(i)
12 ;inst--120:SSS >2 CONTINUE
13 ;inst—-1256:SS > DOVEC3i= 1,n,1
14 ;inst-107:SSS > pb(i) = #ba(i)
15 ;inst—-123:SSS >3 CONTINUE
16 ;inst-128:SS > DOVEC4i= 1,1
‘17 ;inst--106:8SS > poc5(i) = Ftkarl(i)
18  ;inst-102:SSS > - oxd(i) = #ar(i-1) \
19 ;inst-~126:S8S >4 CONTINUE
20 ;inst--112:S > ffarl = gFffarl(n)
21 ;inst-114:S >  ar= #ar(n)
22 ;inst—-116:8 > be = ##be(n)
Figure 14

Boucle vectorise’e finale.

4.3. Distribution des Boucles : une Generalisation.

La comparaison des Theorémes 1, 2, et 5 , ci-dessus suggere de proceder par une

premicre etape de distribution de boucle en mode sequentiel, suivant le Theoréme 5. Cette
etape est suivie d’une etape de classification Vectorielle ou Se‘quentielle des boucles resultantes
suivant les crit€res etablis aux Theoremes 1 et 2 ci-dessus. On procede enfin 4 la fusion des
boucles sequentielles ou vectorielles lorsque cela est possible, en utilisant les criteres
developpes aux Theoremes 1,2,4,5.
En fait, il est possible d’aller sensiblement plus loin en reordonnant dans certains cas les
instructions. Ceci permet de paralleliser des boucles qui ne satisfont pas directement les con-
traintes des Theorémes 1, 2, 4 et 5. Le fondement de cette approche est une generalisation de
ces resultats en remplacant respectivement Inst-2, Inst-3, Inst-6 et Inst-7 par:

P = permutation de 1, ...,k
Inst-2":= (< Do- Sim> I €(1,,N) (Ap()ssr Ap(r))); I=N
Inst-3":= (< Do- Vect> I=1,,N (Ap)ss Apk))); I=N
Inst-6:= (< Do~ Cvect> I=1,,N (Synch- list) (Ap)sndp(ry)); I=N
Inst—T7":= (By(1),, Bp(s))
Theoréme 6:

Les resultats des Theoreémes 1, 2, 4 et 5 sont encore valables en y remplagant Inst-2,3,6 et 7
comme indique’ ci-dessus.

Note:
Ceci ne signifie pas que 'on puisse reordonner les instructions de maniére arbitraire, mais sim-
plement que P'on peut le faire simplement aprés verification des relations (21)-(22)-(23)

adaptees dans lesquelles la permutation figure implicitement. En effet cette permutation modifie
Pordre des occurrences d’instructions > .

Preuve:
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I suffit de vetifier que I'on n’a pas utilise’ d’autre ordre ou sequencement dans les instructions

que celui specifie’ par I’ordre > sur les occurrences d’instruction. En particulier on n’a pas
utilise’ le fait que les instructions de la forme transformee etaient identiques et dans le meme
ordre que pour la boucle originale, mais simplement qu’il y avait une bijection entre elles au
sens du Lemme 1.

Pour faciliter au lecteur ces transformations nous donnons ci-dessous la formulation explicite de
la generalisation du The'oreme 2:

Theoréme 7 (Genetalisation du Theoréme 2)

Supposons (33) et que N n’est pas dans out(Inst-1). Sien outre nous avons les relations:
i) ( respect des dependances de donnees ) (34) -

pour tous I,m,l,m tels que :

N=4(m) < Aym)=6
dans la suite Trans(Inst-1) et
A,([1L,N]) > Ap([1,N])
dans la suite Trans(Inst-3) on a:
’ n(8) Mout(R)=4¢
ii) ( respect des a.nfi-de’penda.nces de donne'es ) (35)
pour tous I,m,l,m tels que :
| 0 =4(m) < Ay(in)=6
dans la suite Trans(Inst-1) et '
' An([LN]) > Ay ([1,N])
dans la suite Trans(Inst-3) on a:
out(8) M m(N)=¢
iii) ( respect des dependances en assignation) (36)
pour tous I,m,l,m tels que :
Q=4(m) < A(m)=0
dans la suite Trans(Inst-1) et
Ap)([LN]) > A ((1,N])
dans la suite Trans(Inst-3) on a :

out(6) M out() =¢

Alors, Inst-1 est €quivalente a Inst-3°.

4.4. Distribution des boucles:

Dans la premiere situation ci-dessous, il n’a pas e'te’ necessaire de reordonner les instruc-
tions.
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1 ;inst—-101:U > DOl1li=1,n,1
2  ;inst—102:S > x(i) = sc*y(1+i)+xi)
3 inst~103:S ° > 2(i) = a{i)*(i)
4  ;inst~104:S > f = f+(i)*(i)
5 ;inst-101:U >1 CONTINUE
Figure 15
Source avant transformation.
1 ;inst—108:S > DOVEC1i= 1,n,1
2 ;inst—102:SS > x(i) = sc*y(14i)+x(i)
3 inst—103:SS > =(3) = a(i)*(i)
4 ;inst--106:SS >1 CONTINUE
5 ;inst—111:8 > DO2i=1,n,1
6  ;inst—104:SS > f = 14 x(i)*s(i)
7 ;inst—100:SS >2 CONTINUE
Figure 16

Boucle vectorisee finale.

Dans la situation suivante, on ,a reéordonne’ les instructions et effectue’ le regroupement par
fusion de deux boucles distribuees. Ceci est necessaire pour parvenir a les vectoriser.

1 ;inst-101U > DOli=1,,2

2 ;inst-102:S > a(1+1i) = a(i)+b{i)

3 ;inst-103:8 > b(i) = a(i)+b(i-1)

4  ;inst~104S > c(i) = b(2+i)

5 ;inst--101:0 >1 CONTINUE

Figure 17
Source avant transformation.

1 ;inst-109:SS > DOVEC1#i= 1,14+(n-1)/2,1
2 ;inst-104:SSS > c(#i*2-1) = b((#*2-1)+2)
3 ;inst-102:SSS > a (#*2-1)+1) = a(#*2-1)+ b(#"2-1)
4 ;inst--107:SSS >1 CONTINUE
&  ;inst-112:SS > DOVEC2#i=1,1+(n1)/2,1
6  inst-1035SS > B(#*2-1) = a(#2-1)+ b{(#°2-1)-1)
7 ;inst--110:8SS >2 CONTINUE
8  ;inst-106:S > i = -14 (14 (n-1) 2)*2

Figure 18
Boucle vectorisee finale.

4.5. Calcul des Relations de Dependances.

Le calcul effectif des relations de dependance apparait maintenant comme une des etapes
cruciales tant dans la detection du parallelisme (Theorémes 1,2,3,4) que dans les transforma-
tions de programmes (Theoremes 6, 7). Du fait de la propriete’ de monotonie, il est possible de
surestimer les ensembles in(.) et out(.) qui y interviennent, ainsi que nous P’avons montre
precedemment. D’autre part il est souvent possible de verifier que des relations de dependances
n’existent pas alors que les ensembles in(.) et out({.) sont inconnus (Cf. exemple 13 ci-apres).
Ces points sont essentiels en pratique, I’examen de boucles parmi les plus simples nous con-

frontant immediatement avec des probleémes indecidables en toute generalite: sur Pexemple 12
ci-apres, la detection des dependances se ramene a ’évaluation de la variable J. ()

(19) Ici ... denote 'appel 4 une fonction totalement genetale ecrite par exemple en FORTRAN.
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I= ...
DO 1I= 1,10
1 X(3D) = X(I)

Exemple 12

Par contre, le cas suivant peut etre resolu sans difficulte’, mais sans qu’il soit generalement pos-
sible de verifier le programme pour un debordement d’indice de X:

‘ : DO 11= 1,10
1 X(J) = X(H+])

Exemple 13

I est par contre totalement insatisfaisant de ne pas analyser les expressions d’indice, ce qui
revient & introduire des dependances entre tous les acceés 4 une meme variable. Ce point
est illustre’ dans les figares 11-14. L’exemple 13 suggerant de plus qu'il est souhaitable
de disposer d’une possibilite’ de caleul symbolique pour mener & bien cette operation. Les
principes de base d’un test fin comparant les ensembles d’indices par des tests en
arithmetique entiere sont decrits de fagon. detaillée dans [AK82] et [Ban79]. Nous les
rappelons succintement ci-apres. Les aspects concernant la mise en oeuvre pratique
seront detailles dans [LT,d paraitre]. La principale difficulte’ d’implementation est
qu’il est souhaitable de calculer de maniere symbolique certaines expressions inter-
venant dans les tests, avant de les simplifier et d’utiliser des proprietes arithmetiques telles
que des relations de divisibilite’ entiere. I y a clairement un compromis generalite-
efficacite’ d trouver, le premier objectif conduisant 2 la poursuite du calcul symbolique, la
seconde au passage aux valeurs numeTiques et a ’abandon du test si elles ne sont pas disponi-.
bles. (Cf. J.Moses [Mos71])

Pour donner un exemple de mise en oeuvre de ces methodes, supposons que nous
cherchions les dependances en assignation entre les occurrences A(c,I) de Pinstruction A et

celles B(c,]) de Pinstruction B dans le contexte 5= (DO1I=1,N(A,B)) . Nous supposons
que ' _
out(A(6,1)) = A(6,1).< Var> = X(a* I+aq) (48)
out(B(d',1)) = B(¢,1).< Var> = X(b,* I+b,) (49)

ou a; et b; sont constants dans la boucle en I, mais peuvent etre des expressions complexes de
valeur inconnue, comme J dans Pexemple 13. Il y a dependance si et seulement si il existe i et
j avec: : :

1<4,7< N ; ayitag= byj+bo (50)

En fait, nous allons nous contenter de declarer qu’il n'y a pas dependance si nous savons
prouver que (50) est impossible, et qu’il y a dependance sinon. Ceci est correct ici du fait des
proprietes de monotonie vues precedemment.

4.5.1. Test de Divisihilite

1l apparait immediatement que la condition necessaire et suffisante pour que (50) ait des
solutions (1,7)€2Z" est que:

(bo-ac) multiple de pgcd(ay,b,) (51)
que ’on notera: '
' (bo~ao) € pged(ay,b,y) . Z

P
¥

¥

-
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qui plus est une solution (%,7) est fournie par application d’une variante de I'algorithme
d’Euclide et Pensemble des solutions est dependant d’un parame'tre k€Z et s’ecrit:

=7 + ka, =7 + k b,
1= T H = — T 1
T=1 T pged(arby)

Le test de divisibilite consiste d de‘clarer Pindependance si (51) ne peut etre satisfaite. Le lec-
teur pourra estimer les etapes a re’aliser de fagcon symbolique pour etudier 'exemple 13 et le cas
suivant:

(52)

J =1+ MAX(.., 0)
DO 11= 1,10
1 X(2Y*) = X(6*I+ 1)

Exemple 14

4.5.2. Test de Banerjee

Dans la formulation ci-dessus on n’a pas tenu compte du fait que les indices i et j etaient
compris entre 1 et N. La prise en compte de ces contraintes est dite le test de Banerjee [Ban79],
il s’agit d’essayer d’affirmer I’independance s’il est impossible de trouver k€Z avec:

1< isT+— o N 1< =7+ kb <N (53)
L=t 4+ ————— < e L 5=3 <
PQ‘-‘d(abbn pged(ay,b 1)
La mise en oeuvre pratique de ce test est decrite dans [AK82], une approximation
frequemment necessaire lorsque N n’est pas connu est N=co. Ceci est illustre’ par les figures 7-
10 dans le cas de variables mono-dimensionnees et par les figures 19 - 20 pour le cas des
multi-indices.

-line- <inst nd> < bloc nest> — CODE —
1 inst—101:U > DO1#i=1,1+(n-1)/2,1
2 ;inst-104:S > a(#*2-1,#*2-1) = 14 b{#i*2-1)
3  ;inst~106:S > o #*2) = a(#*2-1,#4%2-1) + b{#i*2-1)
4 ;inst--108:S > a(#*2,#4'3) = c(#*3)
§  ;inst~101:U >1 CONTINUE
Figure 19
-line- <inst nd> < bloc nest> — CODE -—
1 ;inst-116:SS > DOVEC1 # =1,1+(n1)/2,1
2 ;inst-108:SSS > . a(#i*2,#4*3) = c(#i*3)
3 ;inst-104:S8S > a{#*2-1,#*21) = 1+ b(#i*2-1)
4 ;inst~114:SSS >1 CONTINUE
5  ;inst-110:SS > DOVEC2#i=1,1+(n1)/2,1 )
6  ;inst-106:SSS > o(#i*2) = al#i*2-1,#%2-1)+ b(#i*2-1)
7 ;inst--117:SSS >2 CONTINUE
8  inst-110:S > i=-14+(1+(n-1)/2)*2
9  ;inst-111:8 > 1= (1+(n1)/2)*3
10 ;inst-112:S > j=<14+(1+(n1)/2)*2
11 ;inst~113:S > k= (1+(n-1)/2)*2

Figure 20

4.8, Apprmcimations:. Pexemple de CFT

Le fondement des approximations est la propriete’ de monotonie vue plus haut, et une
application est de surestimer systematiquement les ensembles in(.) et out(.) chaque fois que
leur evaluation n’est pas possible. En fait, nous venons de proceder par sur-estimation directe
des relations de dependances, ce qui permet des resultats precis meme lorsque les in(.) sont
inconnus, comme dans ’exemple 13 et ses variantes. Pour permettre au lecteur de faire le lien
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entre les resultats que nous venons d’exposer et le comportement de re‘alisations izndustrielles,
nous allons discuter briévement une approximation que fait le compilateur CFT. ( 0) [CRI8O}],
[CRI8s5]. ’

Les expressions d’indice.
Une variable d’induction < CII> est ici un entier a incrément constant en fonction de ’indice

de boucle. Les expressions d’indices permettant la vectorisation doivent etre reductibles 2 cette
forme.

Relations de dependance approchées:
Plagons nous dans la situation de la boucle:

DO 1 I=1,100
X(Index-1) = ...
X(Index-2) = ...
1 CONTINUE

Le test effectue’ revient 2 abandonner la vectorisation si I’une des conditions suivantes n’est pas
satisfaite:

1/ Index-1 et Index-2 varient dans le meme sens

2/  Si Index-1 et Index-2 croissent, Index-1 est superieur ou egal 2 Index-2. Si Index-1 et
Index-2 decroissent, Index-2 est superieur ou egal & Index-1

En fait le test effectue’ consiste a approcher le domaine de variation d’un indice par un inter-

- valle semi-infini dans le sens de variation de I’indice. Ceci fournit effectivement une majora-

tion des ensembles in(.) et out(.) mentionnes ci-dessus, et permet un test extrémement simple

par rapport aux conditions de divisibilite’ et de Banerjee que nous avons de’crites ci-dessus.

5. Extensions de la methode.

Nous allons brievement decrire les extensions de la methode dans les directions du traite-
ment des tests conditionnels, des boucles multiples. Une autre direction que nous aborderons
est I'utilisation de constructions paralleles concurrentes, completees par des methodes de syn-
chronisation. Contratrement auz méthodes précédemment décrites, les auteurs ne disposent pas d ce
jour d’une implémentation opérationnelle, les exemples qui illustrerons la suite de cet expose’ etant
donnes 4 titre indicatif, et pouvant de ce fait paraitre idealises. Cet expose’ couvre plusieurs
domaines od un developpement de ’outil “VATIL” est envisage’ ou en cours.

5.1. Traiterment des tests conditionnels.

5.1.1. Les instructions avec masque.

Nous desirons nous donner les outils pour traiter completement le langage illustre’ par la
Figure 1. Ceci necessite de faire entrer les tests conditionnels dans notre cadre de travail, et de
le faire d’une fagon qui se prete bien au parallelisme vectoriel, ou simultane’. Nous allons nous
guider sur I’approche des instructions avec masque des machines SIMD et vectorielles. L’idee
est que I'on execute les deux branches des tests mais qu’on ne modifie I'e'tat (21) que pour
celle qui est reellement suivie. Une telle instruction s’¢crirait :

(zo) Le compilateur CFT dekcrit ici est la version 1.14, notre description est tirée de {CRI80] ou [CRI85]. 11
8'agit d’un produit de Cray Research Inc.
(21) C’est & dire qu'on ne stocke en memoire
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< Masked-Assign> := WHERE(< Logical-Expr>) = <Var> = <Expr>

Figure 21

WHERE (L(I) .GT. I) = A(I) = B())

Exemple 15

L’effet etant que pour les valeurs de i qui rendent vraie I’expression logique, B(i) est assigne’ a
A(i). En fait, nous souhaitons nous eloigner quelque peu de cette interpretation pour introduire
une interpretation fonctionnelle comprenant un operateur de selection. Ceci aura ’avantage de
nous ramener immediatement au cadre dans lequel nous travaillions precedemment.

D’autres formulations de cette interpretation pourront etre trouvees dans la litteTature ; la
methode d’exposition de Kuck & al. passe par lintroduction d’un type de dependance
supplementaire ” la dépendance en le controle (Control-dependence) " que on reduit ensuite a
une dependance de donne'es par le biais d’instructions masquees. (Cf. [AKPW83], [FM85]). On
trouvera dans [AKPW83] un traitement detaille’ des branchements generaux, alors que nous
nous limitons ici au cas des < Ifs> structures et du branchement conditionnel en sortie de bou-
cle par < Cond-Exit> .

Pour donner un sens aux instructions < Masked-Assign> nous introduisons une fonction
when(< Cond> , < Expl>, < Exp2> ) qui retourne le resultat de I’evaluation de < Expl> si
< Cond> =.TRUE. et celui de < Exp2> sinon

Definition
Soient < Expl> et < Exp2> deux expressions pures (22) et < Cond> une expression a valeur
logique pure. La fonction when retourne:

< Ezpl> st < Cond>

when(< Cond> ,< Ezpl> ,< Ezp2>) = < Ezp2> sinon

(54)
Ceci etant nous avons l'interpretation suivante:
~ < Masked-Assign> = WHERE(< Logical-Expr>) :: < Var> = < Expr>
est ’equivalent de I’instruction d’assignation:
<Var> = when(< Logical-Expr>, <Expr>, < Var>)
Cette approche d Pinconvenient d’introduire < Var> dans ’ensemble in{< Masked-

Assign>), et constitue une surestimation de cet ensemble, ce qui ne possede que
P'inconvenient de mettre des conditions supplémentaires aux transformations. Nous discuterons

de facon plus detaille'e ’impact sur les criteres de parallelisation. Il nous semble qu’une optimi- °
sation importante, lice a la detection des invariants, doit etre faite: lorsque dans un contexte ,

donne, la valeur de < Logical-Expr> est constante, Pinstruction doit etre remplacee soit par
une assignation ordinaire, soit par une instruction nulle. (23) Ces optimisations ne seront pas
discutees ici. Nous obtenons ainsi les ensembles:

in (< Masked— Assign> )= in (< Lo.gical— Ezpr>) | in(< Ezpr> | < Var> (55)
out(< Masked— Assign> )= < Var> (56)

(™) ie. qui est evaluee sans effet de bord.
(”) i.e. supprimee,



- 41 -

5.1.2. Interpretation de < If> et < Cond-Exit> .

Les techniques decrites dans [AK82], [AKPW83], [FM85] et [KKLW384] permettent de
reduire ces constructions & Papplication de masques adaptes aux assignations. Cette approche
est radicalement opposee d celle qui est retenue dans Petude de Poptimisation de code
sequentiel ou il s’agit de minimiser les expressions calcule'es en generant tests et branchements.
(Cf. [Set83]). Elle est directement dirige vers I'utilisation du parallelisme architectural. (Cf.

[CRI-82], [Fujs4] ).

Pour decrire la reduction des tests nous introduisons Poperateur de reduction des tests: Red IF
: e . . 4
qui se definit récursivement comme suit: (**)

Si <Do> ne contient pas < Cond-Exit> ) :
Red IF( ¢ , (<Do> I=1,N < Bloc>)
#= (<Do> I=1,N (Red IF (¢, <Bloc>)))

Si <Do> contient un < Cond-Exit>) : :
Red IF( ¢ , (<Do> I=1,N (<Blocl>; (< Cond-Exit> < Test>); <Bloc2>)))
#= Aa(l) = .TRUE.

(<Do> I=1,N ' »
- Red_IF( Aa(I) ,<Blocl>) ;
Ab(T) = Aa(I) .AND. (NOT. < Test>);

Red-IF( Ab(I) ,<Bloc2>);
Aa(I4+1) = Ab(I))

Dans les deux cas :
Red IF( < Cond> , (<Do>)) .
#= Red _IF(<Cond>, Red IF(¢, <Do>))

Red _IF(4, (<Bloc> ( Ay; Ag; ...
#= Red IF(¢ , 4, ) ;
Red IF(¢ , A;) ; ..

Red_IF(< Cond>, (<Bloc> ( A;; Ag; .. )

#= Red IF(<Cond> , 4, ) ;
Red_IF(<Cond> , 4;) ;.

Red IF( ¢ , (< Assign>) )
u= (< Assign>)

(% Nous avons note’ A z les variables crées dans I'application des regles ciédessogs. Les variables ainsi crees
par deux applications d’une régle sont bien entendu distinctes.
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Red IF(< Cond>, (< Assign> <Var> <Expr>))
u= (< Masked-Assign> < Cond> < Var> < Expr>)

Red IF( ¢ , (<If> <Cond> <Bloc-Then> < Bloc-Else>))
= Red IF(<cond>, <Bloc-Then>) ;
Red_IF((.NOT. < Cond>) , < Bloc-Else>)

Red IF( <Cond1l> , (<If> <Cond2> < Bloc-Then> < Bloc-Else> ))
u= Red IF( ¢ ,(<If> (<Condl> .AND < Cond2>)
< Bloc-Then> ));
- Red_IF( ¢ , (<If> (<Condl> .AND. (.NOT. < Cond2>))
< Bloc-Else> ))

Afin de rendre ceci plus clair, ces transformations sont illustrees dans les exemples 16, 17
et 18, '

DO 1 i=1,1000
a(i)=b(i) + c(i)
IF (a(i) >50 ) GOTO 2
1 f(i)=d(i)

Exemple 16-a. Programme original

#XA(1) =.TRUE.
DO 1 i=1,1000
WHERE(#XA(1)) == a(i)=b(i)+ (i)
#XB(i)= #XA(i).AND.(a(i).LE. 50)
WHERE(#XB(i)) :: c(i)=4d(i)
1 #XA(i+1) =#XB(i)

PROUQE>

Exemple 16-b. Apres reduction par Red IF

DO 1 i=1,100
a(i)= b(i)
IF (i>50) GOTO 2
1 c(i)=d(i)

" Exemple 17. Programme original

#XA(1) =.TRUE.
DO 1 i=1,1000
WHERE(#XA (i) a(i) = b(i)
#XB(i)= #XA(i).AND.(i .LE. 50)
WHERE(#XB(i)):: c(i)=4d(i)
1 #XA(i+1) =#XB(i)

Exemple 17. Apres reduction par Red_IF

De la meme fagon que les manipulations d’indices vues plus haut conduisaient a des
besoins de simplification symbolique automatique des ces expressions (Cf. [MosT71] ),
I'expansion des expressions logiques conduit a simplifier des expressions logiques et a la
detection des sous-expressions invariantes. Les outils utilises 4 ce propos par [AKPW83] sont
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DO 1 i=1,100
IF (b(i) .GT. 0) THEN
a(i)="b(i)
ELSE
1 c(i)=4d()

Exemple 18. Programme original

DO 1 i=1,100 ,
WHERE(b(i).GT. 0):: a(i) = b(i)
WHERE(.NOT.(b(i).GT.0)) = c(i)=d(i)

1  CONTINUE

Exemple 18. Aprés reduction par Red_IF

dus & Quine et McCluskey ([Qui52], [McC56]); nos propres developpements en cours. sont
bases sur [Rot60], [Tis67], et [TW82]. '

5.1.3. Impact sur les critéres de transformation.

A priori, nous venons de ramener le probléme aux methodes precedentes, apres introduc-
tion d’un opérateur supplementaire : la fonction “when” . Nous nous devons de verifier cepen-
dant que la sur-estimation des relations (55) (56) ne pose pas de probleémes. La raison est que
nous avons systematiquement introduit la relation :

< Var> € in(<Masked- Assign>) (M out(< Masked— Assign>) (57)

La premiére remarque est que le principe de monotonie fait que ceci ne peut introduire
d’erreurs, mais risque simplement d’empecher un certain nombre de transformations. Si nous
examinons maintenant cet aspect et verifions que les resultats ne deviennent pas
systématiquement inapplicables, en revenant sur Pensemble des resultats ci-dessus, nous obser-’
vons que: :

Définition 1 (< Do-Cone> )
Cette definition n’est pas affectee, simplement < Var> peut apparaitre dans les deux rela-
tions i) et ii) au lieu de ne figurer que dans la premiere.

Condition de Non-Interférence (12) (< Do-Sim> )
n’est pas affecte® par la sur-estimation des in(.)

Condition de Non-Recurrence (18) (< Do-Vect> )
la condition n’affecte que < Var> [i] et < Var> [j| pour i #j

Theorémes 1, 2, 4, 5 ’
Ces resultats ne sont pas rendus inutilisables, en effet la comparaison n’est a faire que pour
1 < © avec inegalite stricte.

Nous donnons maintenant plusieurs exemples de I’application des resultats precedents aux
formes reduites presentees en exemple ci-dessus. Il s’agit d’indications sommaires sur le com-
portement vise’ pour le produit “VATIL" qui ne posséde pas ces fonctionalites a ce jour. (25) On
notera les possibilites de Paraphrase (Kuck & al. [KKLW80-1]) et PFC (Kennedy & al.

("") En particulier la strategie d’allocation de variables temporaires pour representer les booleens, et celle de
simplification des expression logique.correspond & la fantaisie du redacteur de ces exemples. Ces points
seront systematises lors de leur integration.
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[AK82]) dans ce domaine. L’idee, illustrée a I’exemple 20-c, d’isoler certaines recurrences
booleennes pour lesquelles des implementations materielles efficaces peuvent etre construites
est due 2 Banerjee et Gajski ([BG84]).

DO-VECT 1 i= 1,100
WHERE(b(i).GT. 0): a(i) = bf(i)
1 CONTINUE
DO-VECT 2 i=1,100
WHERE(.NOT.(b(i).GT.0)) = c(i)=4d(i)
2 CONTINUE

Exemple 19. Vectorisation de I’exemple 18

a aA(l)

a #XA1) a #XB(*)

< B
g T
__/
a #XA()

Exemple 20-a.
Graphe de dependance de I’exemple 16-b.

#XA(1) = .TRUE.
DO 1 i=1,1000
WHERE(#XA(i))::  a(i)= b(i)+ (i)
#XB(i) = #XA(i).AND.(a(i).LE. 50)
1 #XA(i+1) =#XB(i)
DO-VECT 2 i=1,1000
2 WHERE(#XB(i)):: c(i)=d(i)

Exemple 20-b.
Vectorisation partielle de Pexemple 16.
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#XA(1) = .TRUE.
DO-VECT 3 i=1,1000
6(i) = b(i) + c(i)
#XC(i) = (a(i) .LE. 50)
3 #XD(i) = (t(i) .LE. 50)
DO 1 i=1,1000
#XB(i)= #XA(i).AND.
((z)se})zm(i) AND. #XD(i))

((:NOT.#XA(i). AND.#XC(i)))
1 #XA(i+1) = #XB(i)
DO-VECT 2 i=1,1000
WHERE(#XB(i)):: ¢(i)=d(i)
2 WHERE(#XA(i)):: a(i)=t(i)

Exemple 20-c.
Introduction de temporaires.

#XA(1) = .TRUE.
DO-VECT 3 i=1,1000
8(i)= b(i)+ c(i)
3 #XD(i) = (4(i) .LE. 50)
~ DO 1 i=1,1000
#XB(i)= #XA (i) AND.#XD (i)
1 #XA(i+1) =#XB(i)
DO-VECT 2 i=1,1000
WHERE(#XB(i)):: c(i)=d(i)
2 WHERE(#XA(i)): a(i)=t(i)

Exemple 20-d.
Apres simplification de la recurrence booleenne.

On note que la seule boucle non-vectorisable contient une recurrence booleenne pour laquelle
des resolutions rapides existent, utilisant ’associativite. On pourra consulter Chen et Kuck pour
la resolution parallele de recurrences plus generales, et leur implementation materielle.

(JCK75]).

L’exemple ci-dessous montre d’une part que l'on n’aboutit pas toujours & une recurrence
booleenne insoluble explicitement, et que I’analyse depend en definitive de l'analyse des
dependances dans la boucle reduite. La premiére des boucles est un chargement de masque

booleen et il lui correspond en general des instructions machine adequates et paralleles ou vec-
torielles. :

DO-VECT 2 i=0,1000
WHERE(i.LE.50) :: #XB(i)=.TRUE.
WHERE(i.GT.50) :: #XB(i)= .FALSE.
2 CONTINUE ‘
DO-VECT 1 i=1,1000

WHERE (#XB(i-1))::a(i) = b(i)
WHERE (#XB(i) :c(i) = d(i)
1 CONTINUE
Exemple 21.

Vectorisation de ’exemple 17.
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5.2. Vers les multi-processeurs.

L’evolution vers les multi-processeurs se fait selon plusieurs motivations. L’une est de )
fournir des solutions dans les domaines qui ne se pretent pas a 'utilisation de parallelisme vec-
toriel ou simultane’, Pautre est d’augmenter la puissance disponible sur les machines vectorielles
od la possibilite’ d’exploiter la segmentation atteint des limites architecturales. Parmis les
mateTiels illustrant aujourd’hui ces tendances nous trouvons d’une part les Denelcor HEP,
NYU-Ultracomputer, IBM-RPS, Caltech-Cosmic-Cube, Thinking Machines - Connection Machine,
d’autre part les Cray-XMP/2/3, ETA-GF-10. Le projet Cedar combine les deux approches et
est supporte’ au niveau logiciel par les outils de Kuck & al. [KKPL80]. Nous montrons ici com-
ment les techniques et considerations semantiques illustrees dans plus haut peuvent contribuer

a cette evolution. Les premiers travaux dans cette direction sont dus d& Kuck et son equipe
[PKL80J.

5.2.1. Cray : les outils de micro-tasking. [Boo85]

Ces outils, se presentent sous la forme d’un preprocesseur qui genere des appels aux rou-
tines de synchronisation decrites dans [CRI84|, sans effectuer de controle sémantique. Ceci offre
la possibilite’ d’ecrire des constructions basees sur le < Do-Conc> decrit plus haut suivant les
deux schemas illustres dans les exemples 22 et 23. Nous en donnons la traduction dans le cadre
des constructions paralleles introduites plus haut. (26) ' :

CDIR$ DO GLOBAL
DO1I=1,N
< Bloc>
1 CONTINUE

Exemple 22-a
Syntaxe Cray-Microtask

DO-CONC 1 I € (1,..,N)
< Bloc>
1 CONTINUE

Exemple 22-b

Il est important de noter que pour que cette approche soit correcte, il faut imperativement que
Putilisateur s’assure que les < Do-Conc> sont licites au sens de la Definition 1 ci-dessus. Ceci
est tres similaire au calcul des relations de dependances illustre’ plus haut au paragraphe 4.5, est
est a la porte® de tous les logiciels de vectorisation automatique.

5.2.2. Synchronisations

Les idees que nous illustrons brievement ici sont dues 3 Kuck (Cf. [PKL80]). Nous
avons introduit plus haut la construction < Do-Cvect> pour tenir compte d’une synchronisa~
tion partielle par les donnees. Cette construction a son pendant sur les multiprocesseurs munis
d’instructions permettant la synchronisation par les donne'es, tels le Denelcor-HEP. L’exemple

24 montre comment ceci pourrait etre mis en oeuvre, a partir de la notion de de’pendance
introduite ci-dessus.

6. CONCLUSION

Nous venons de presenter des crit€res permettant de deltecter les formes de parallelisme
usuelles et de les justifier a partir d’une definition semantique simple des consiructions
paralleles et vectorielles. Cette approche a Pavantage de permettre la mise en evideace simple
des criteéres et methodes applicables pour un modele d’architecture et d’execution domnse.

——
(26) Avec l'extension mineure du < Case> dontle sens est clair.
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CDIR$ PROCESS
< Bloc1>
CDIR$ ALSO PROCESS
. < Bloc2>
: CDIR$ ALSO PROCESS
< BlocN>
CDIR$ END PROCESS

Exemple 23-a
Syntaxe Cray-Microtask

DO-CONC 1 A€ (1,...N)
CASE A OF
1 : <Blocl>
2 : <Bloc2>

N : < BlocN>
ESAC
1 CONTINUE

Exemple 23-b

Pour les architectures les plus usuelles, il suffit en fait de verifier que ’on est dans le cadre des
‘< Do-Conc>, <Do-Sim>, <Do-Vect> et <Do-Cvect> - introduits plus haut. Nous
retrouvons a partir de ld les notions de dependances de Kuck et Kennedy, ainsi que les
methodes d’analyse et de transformation qu’ils proposent.

D’un point de vue pratique, le prototype de vectoriseur VATIL, qui a et construit par les
auteurs, permet de mettre en oeuvre les transformations illustre'es ci dessus concretement. Ii
permet aussi d’experimenter dans les diverses directions illustrees ci-dessus et va continuer
d’evoluer dans la direction d’une plus grande generalite’, (27) d’autre part pour experimenter
Pimpact d’architectures particuliéres, en suivant les voies MIMD illustrees ci-dessus et celles
des unites fonctionnelles multiples supportees par le < Do-Cvect>. Les resultats deja obtenus
et les approches qu’il permet d’envisager en font un outil fondamental pour Petude du
parallelisme dans les applications et les architectures. Ce dernier point de vue parait assez

largement partage’ aujourd’hui (Cf. [AK82], [Boo85], [HI84], [KKLW80], [Lam74], [MK83],

- [YTKA], [TKI85]).

(”) La panoplie des analyses et transformations va etre etendue en parsizulier aux boucles multiples,
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DO 11I= 1,1000
X(1) = Y() + Z(D
() = X(I) + T(k1)
1 CONTINUE

Exemple 24-a. Programme initial.

COMMON/MONDE/$X,Y,Z,T
PURGE $X(*) -- Normalement une Boucle
PURGE $RESULT
CREATE TASK2
DO 11 = 1,1000
$X() = Y(I) + 2(])
1 CONTINUE :
END

SUBROUTINE TASK2
COMMON /MONDE/X,Y,2,T
DO 2 1 =1,1000
™) = T(-1) + $X(I)

2 CONTINUE

: END

Exemple 24-b.
Programme Parallele pour 2 Process HEP.

\ 7 remplir $X
[ T(Q) ) ( T() { T(N)) TACHE 2
vider $X
»
Exemple 24-c.
Ordonnancement et Graphe de Dependances Temps
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