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RESUME

L' Analyse des Données est considérée comme un ensemble de techniques de

réduction de 1'information. Nous définissons la mesure de 1'information :d'un,
tableau comme la norme du tenseur associé au tableau et étudions la réduction de

cette information. L'extension de cette définition et des techniques de réduction
de 1'information aux tableaux n-aires fournit des généralisations des méthodes

factorielles et de classifications type Nuées dynamiques.

ABSTRACT

The Data Analysis methods are considered as algorithms for information

reduction. We define the data array measure of information as the norm of the
_tensor associated to the data array and study the reduction of this information.

The generalization of this definition and the algorithms of information reduction
give generalization of factorial analysis and clustering methods as Nuées

Dynamiques.
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I - INTRODUCTION

I.1 Les données

Si 1'on examine les différents axes de recherche actuels.en Analyse de Données
(A. D.), on s'apergoit que 1'étude de suite de tableaux, tableau n-aire par
exemple, tiennent une grande importance. Cela vient du fait que les techniques
d'A. D. concernant un seul tableau de données sont désormais classiques et que
les utilisateurs sont de plus en plus confrontés i des tableaux multiples. Ce
sont par exemple des suites de tableaux indicés par le temps ou bien des groupes
de variables mesurées sur le méme ensemble d' individus etc, ... Diverses méthodes
ont été proposées dont nous allons rappeler .rapidement les principales

caractéristiques.

I.2 Les principales approches

Supposons que nous avons un tableau X(I, J, T) indicé par le temps t & T une
premidre possibilité pour énalyser de tels tableaux et de se ramener i des
‘tableaux a double entrées en considérant le tableau X(I, JT) ol les tableaux sont .
Juxtaposés en colonnes, tableau appelé par Benzécri comme le tableau "histoire
des variables" ou celui ol les tableaux sont juxtaposés en lignes : X(IT,'J)
tableau appelé 'histoire des individus"., Il est alors possible d'appliquer les
techniques d'A. D. classiques. Lorsque 1'on a un ensemble de variables mesurées.
sur un méme ensemble d'individus, Caroll [Cag 70] a proposé 1'Analyse Canonique
Généralisée (A. C. G.) qui rechérche des variables combinaisons linéaires des
groupes(de variables, les pius liées au sens de la liaison R? coefficient de

corrélation multiple aux différents groupes.

Si les groupes de variables sont de type qualitatif, la méthode est 1' analyse des
Correspondances Multiples (A.C.M.). Lorsque les variables sont de types
quantitatifs, la méthode A.C.G. est peu utilisée, car elle pose des
problémes d'interprétation. La variance des groupes expliquée par les variables
cahoniques peut en effet &tre faible. Faisant ces remarques, Escofier‘- Pages -
[Esﬁ 84] - proposent alors une autre mesure de liaison notée L2 fournissant des
variables canoniques - décrivant mieux les groupes au Sens de la variance
expliquée. Cette liaison L? entre une variable v normée et un groupe de variables

xq est définie comme 1'inertie de 1'ensemble de phojections sur v des variables



du groupe. Se fondant sur une telle liaison, ces auteurs proposent alors la
méthode 1'Analyse Factorielle Multiple qui correspond a une Analyse en
Composantes Principales pondérée, permettant des représentations conjointes des

variables, groupes de variables et individus.

Déns une autre optique, Escoufier [Esc 80] a proposé une autre approche pour
étudier globalement un ensemble de tableaux. L'idée est d'associer un opérateur
Uq A chaque groupe de variables dont les vecteurs propres sont les composantes
principales du tableau, puis de définir une proximité entre tableaux mesurés par
une distance entre opérateurs., Ainsi deux tableaux seront considérés comme
prdches ou semblables, si leurs nuages de variables ont m@me forme. On pourra par
exemple se référer a notre étude de la charge d'un ordinateur [Ral 79] ol nous
analysons un tableau de données évoluant dans le temps. Nous avons alors appliqué
et comparé diverses méthodes factorielles, de classification automatique et la
méthode des opérateurs. Des développements plus récents ont été apporté
concernant cette approche [Lhr 76] [Fou 84]. Elle consiste a 1'étude de
"1' interstructure” c' est-a-dire le positionnemenﬁ multidimensionnel des
opérateurs, 1'étude de 1'opérateur compromis, c'est-a-dire de 1'opérateur
résumant au mieux les différents opérateurs puils 1'étude de 1'intra-structure

¢' est-a~dire la représentation graphique des variables et individus de 1'étude.

Le point commun entre ces différentes approches est 1'optique "factorielle"
choisie par ces auteurs. C'est-3-dire que 1la recherche de représentations
graphiques optimales des individus ou variables ont une grande importance, car
¢'est le moyen choisi pour appréhender 1'information relative aux données. Notre
optique est tout autre, se situant dans le cadré de la classification automatique

et nous n'aborderons pas de tels probldmes de visualisation de données.

Nous partirons d'une considération générale que 1'Analyse des données a pour
objectif, entre autre, d'extraire 1'information pertinente des données. Nous
définirons ensuite ce que nous entendons par mesure d'information associée aux
données, puls étudierons de manidre formelle 1les techniques de décomposition
optimale de cette mesure d'information et enfin nous proposerons divers

algorithmes dans le cadre de la classification automatique de réduction de 1la

mesure d'information.



I.3 Philosophie et concepts généraux

‘Nous considérons les méthodes d'Analyse des Données comme des techniques de

réduction de 1'information relative aux données. On .peut montrer en effet qu'une
famille de méthodes factorielles. (Analyse en Composantes Principales, Analyse

des Corresporidances par exemple) et des méthodes de Classification Automatique
(Nuées Dynamiques : méthode des centres de gravités par exemple) fournissent des

réductions optimales de 1'information relative & un tableau de données, mesure
d' information qui est 1'inertie du nuage des individus a4 1'occurence. Le type de
structure axes ou points utilisés simplement differe. Govaert [Gov 83] adopte et
propose alors la démarche suivante pour -étudier un ensemble de tableaux types

tableau de mesures, . contingence, binaire et modalités. Pour chaque type de

tableau X, il définit une mesure d'information I(X) et propose divers algorithmes
permettant d'avoir une bonne approximation de I(X) par la recherche simultanée de

partitions P et Q sur 1'ensemble d'individus et variables tel que 1' information .
I(P, Q) soit une réduction optimale de I(X).

Nous suivrons cette démarche pour 1'étude de tableaux n-aires. Nous aurons donc
les étapes suivantes :

1) "Définition d'une mesure d'information relative a un ensemble de Q

tableaux Xq' Dans le cas de tableau unique, il est assez facile de définir une
mesure d'information d'un tel tableau. Lorsque 1l'on a un ensemble de tableaux

hétérogénes, le probléme est plus complexe. Nous proposons de considérer comme
mesure d'information relative & un tableau n-aire, la moyenne pondérée des

mesures d'informations relatives & chaque tableau. Cette idée naturelle reporte
la difficulté_sur les choix des coefficients de pondérations. Divers choix sont

possibles, nous les présentons et en discutons.

2) Proposer diverses techniques pour une réduction optimale de la mesure
d' information ainsi définie. Les méthodes proposées sont alors un ensemble

d'algorithmes résolvant des problémes d'optimisation relatives 3 la décomposition
de la mesure d'information. Suivant le type de structure adopté, nous obtiendrons

des méthodes factorielles ou de classification automatique généralisant les

techniques classiques.

Traditionnellement les méthodes traitant des tableaux n-aires partent de

situations précises. Ainsi les méthodes type analyse de correspondances multiples
et leurs variantes (analyse de tableaux de Burt, pondérations des questions,

eﬁc; ﬁ..) développés par Cazes [Caz 80] par exemple, concernent des .variables



qualitatives avec des métriques du chi-deuk. L'Analyse Factorielle Multiple
proposée par Escofier, traite des tableaux quantitatifs ou qualitatifs mais
impose que les métriques relatives aux individus soient diagonales. Les
constructions faites sont en général, dés le départ sous-tendues par des
objectifs de traitement des données, les préoccupations d'interprétation des
résultats ayant une grande importance. Il nous semble toutefois que du point
de vue théorique, il est préférable de dégager le probldme mathématique commun i
ce type d'approche, de le traiter dans toute sa généralité et ensuite de voire
les applications des résultats dans le contexte précis de 1'Analyse de Données.
Ainsi nous nous affranchissons dans un premier temps de diverses contraintes
usuelles en Analyse des Données : par exemple que la métrique relative aux
variables est diagonale, que lorsque 1l'on traite des données quantitatives, le
nuage des individus est centré, etec, ... Nous démontrons le maximum de résultats
possibles et ensuite nous les interprétons dans les cadres de 1'Analyse des

Données.

I.4 Cadres et outils mathématiques :

L'objet d'étude de 1'Analyse des Données est un tableau X qui peut &tre considéré
comme une application linéaire de E¥ dans F ot E est 1l'espace d'individus muni
d'une métrique M et F, 1'espace des variables étant'munieé d'une métrique N que
nous supposerons quelconque. En Analyse des Données on s'intéresse 2
X € L(E*,F) si 1'on étudie 1'ensemble des individus et 3 X' € L(F*,E) si 1'on
8' intéresse aux variables. Du point de vue mathématique, les deux situations sont

symétriques et il est préférable de considérer le tenéeur.XE de  1'espace

EeF car X et X' sont 1'expression de ce méme tenseur. Les espazeg E et F étant
munis des métriques M et N, 1'espace produit tensoriel E e F sera muni de la
métrique produit tensoriel M e N. On donnera comme définition de mesure
d'information du tableau X dans le contexte des métriques M, N, la norme du
tenseur XE e F dans E e F. La mesure d'information de X est donc

= 2 ' s .
1(X) IlXE o F" M g N’ OD montre qu'elle généralise la notion usuelle d'inertie.

D'autres cadres de références que (E e F, M @ N) seront envisagés. Ainsi % un
triplet (X, M, N) Escoufier [Esc 80] propose d'associer des opérations U € L(F,F)
et Z € L (E',E) respectivement N-symétrique et M-symétrique caractéristiques du

triplet (X, M, N) et dont les éléments principaux ont un grande importance en
Analyse des Données. '



Les vecteurs propres de U sont en effet les composantes principales du triplet
* o F et L(E, E) = E¥ @ E nous
utiliserons 1la représentation tensorielle des opérateurs U et Z qui seront

(X, M, N). En vertu des isomorphismes L(F, F) = F

considérés comme des tenseurs mixtes U € F¥ @ F et Z € E* @ E. Ces espaces
produits tensoriels étant munis du produit scalaire canonique trace. Nous
considérerons donc. aussi pour 1' étude de la réduction de 1'information I(X) les
espaces produits tensoriels (F* e F, < >) et (E* ® E, < »). Des liens existent
entre ces tenseurs de références XE & F’ U et Z qui seront mis en éQidence et la

mesure d'information I(X) sera interprétée dans les différents cadres choisis.

Pour généraliser les définitions et propriétés précédentes A 1'étude de tableaux

n-aires, nous supposons que 1'on a uh ensemble de triplets (XaB, Ma, NB) ol a €A
et B € B, A et B étant des ensembles finis. Nous avons donc un ensemble de

couples, espaces, métriques : (Ea’ Ma)’ (FB’ NB), o € A, B8 € B correspondant aux

espaces relatifs 3a xa . On considdre alors les espaces sommes orthogonales
E=L{E | « € 4}, F = Z{FB' | 8 € B} et 1les métriques pondérées
M=1Z{c M |a€A} et N =1 {cé Ng | B € B} relatives 2 E et F ol fe, |« ¢ A} et

{ck | 8 € B} sont des coefficients positifs, Qn'considére ensuite 1l'espace produit

’ 8’ oa €4, s_e B,
11 est muni de-la métrique produit M e N, la mesure d' information relative aux
g la €4, 8eB},

tensoriel E @ F qui est la somme orthogonale des espaces Ea e F

triplets est alors la norme leEeFlléaN de XE@F =7 {XE ®

elle est la moyenne pondérée des mesures d'information I xE - ”ﬁ oy Felatives
o o B

aux triplets (Xus' Ma’ NB)' Nous étudions - alors 1les différents problémes
d'optimisation relatifs & la réduction de cette information dans les différents -
cadres de référence considérés c'est-a-dire (E e F, M e N), (F* o F, < >) et
(E¥ o E, < >).

I1 apparalt donc que les objets et espaces manipulés seront essentiellement des
tenseurs et des produits . tensoriels d'espaces vectoriels. Les raisons
essentielles de ces choix sont outre la puissance du calcul tensobiel, la
possibilité d' interpréter géométriquement les propriétés relatives & un ensemble
de tableaux, en effet un tableau est alors représenté par un tenseur donc un
point dans un espace vectoriel. On se reportera par exemple aux diverses
réflexions de Benzecri dans [Ben 73] sur 1'insuffisance du calcul matriciel et la
nécessité de 1'approche tensorielle des probl2mes d'Analyse des Données. En

. 1 (B = 2
particulier le probldme de la réduction de 1'information de I(X) “xE@F” MeN



dans (E®@ F, M® N) apparait comme la recherche de 1' approximation d' or‘df‘e K d'un
tenseur. Présentation que donne Benzecrl de 1'analyse factorielle dans [Ben 73]

sur la legon concernant la réduction d'un élément du produit tensoriel de deux

espaces euclidiens.

C'est partant de ce point de vue que nous abordons 1'étude des tableaux n-aires.
Nous supposerons connues les principales propriétés du produit tensoriel dont on
pourra avoir de plus amples précisions dans [Sch 81].

1.5 Applications & 1'analyse des données

Nous 1'envisagerons sous plusieurs points de vue :

1) Du point de vue des méthodes factorielles :

Les problémes d'optimisation présentés généralisent ceux relatifs & 1'analyse des
correspondances multiples ou 1'analyse factorielle multiple et d'une maniére

générale ceux relatifs a 1'analyse pondérée d'un ensemble de tableaux par les

méthodes factorielles. Nous justifions et éclairons donc de telles pratiques.

Si nous considérons un tableau n-aire comme un ensemble de groupe de variables

mesurdes sur un méme ensemble d' individus, 1'approche proposée revient a chercher
un ensemble de variables v lides au sens d'une liaison aux différents groupes

de variables. Cette liaison :f qui s'exprime comme la somme pondérée des

corrélations au carré d'un vecteur v et des facteurs relatifs 3 chaque groupe de
variables, est la forme la plus générale de liaison dans ce type d'approche. On

montre en effet que les liaisons R? de Caroll et L? d'Escofier ne sont que des

expressions de pour des métriques particulidres. La principale difficulté dans
ces méthodes réside dans la détermination des coefficients de pondérations, nous

présentons les principales possibilités en les éclairant dans notre contexte.

La mise en oeuvre des techniques d'Analyse de Données nécessite un certain nombre
de choix de base : choix de 1'ensemble d'individus, choix de 1'ensemble des
variables, choix des métriques pour les variables et 1'ensemble des individus
(pondérations "intra"). L'approche proposée pour 1'étude de tableaux ‘n-aires

ajoute donc un nouveau choix de base aux précédents qui est le choix relatif aux
pondérations "inter" c'est-a-dire un ensemble de coefficients positifs pour

équilibrer les rdles joués par les différents groupes de variables.



2) Du point de vue de la classification automatique '

Les méthodes de classification que nous envisageons ici sont celles relatives aux.
Nuées Dynamiques (appelée M. N. D.). La caractéristique principale de telles
méthodes, c'est la recherche de recouvrement optimal au sens d'un critére
exprimant i'adéquation entre un recouvrement de l'énsemble des objets a cléséer
et un mode de représentation des classes de ce recouvrement (cf [Did 79j){ Les
types de recouvrement que nous traitons sont les partitions et suivant le mode de
représentation choisi, on aboutit 2 des problémes d'optimisations et des
algorithmes différents. Les résultats théoriquesvprécédents permettent alors de
-généraliser un ensemble de méthodes de type Nuées Dynamiques 3 1'étude de tabléau
n-aire, considéré comme un ensemble d'individus mesurés par des paquets de
variébles pouvant &tre de natures diverses. On propose alors les méthodes

suivantes :

- Nuées Dynamiques Généralisées :

Le mode de représentation choisi est le centre de gravité, le critdre optimisé
est 1l'inertie-inter, nous interprétons le critére sous diverses formes suivant
les cadres de références choisis. En particulier, nous montrons que la MD, .
généralisée sﬁr un paquet de variables {Xq | q € Q} revient 3 chéféﬁér une

variable qualitative X, la plus iiée au sens de ;f aux variables Xq.

k
- L'*Analyse Factorielle Typologique Généralisée :

L'Analyse Factorielle Typologique a été proposée par OK [OK 75] pour généraliser
les méthodes factoriélles classiques. Ainsi au lieu de chercher la variété affine
de dimension q 1la pluévproche du nuage 3 analyser, on cherche k-variétés affines
de dimension q les plus proches dﬁ nuage. ﬁous 1' étendons 3 1'étude de paquets de
variables, en particulier lorsque toutes les variables sont de type qualitatives,

nous avons une généralisation de 1'Ana1yse des Correspondances Multiples.

- L' Analyse Canonique Typologique Généralisée :

Sous le nom de 1'Analyse Canonique Typologique, Diday [Did 78] propose un dertain
nombre d'algorithmes permettant de détecter des liaisons 1ocales»entre variables
‘suivant . leurs types (quantitatifs ou qualitatifs). En effet, les techniques
élassiques telles que l'Analyse Canonique ne tiennent pas compte de
" 1'nétérogénéité de la population étudiée pour exhiber des liens entre variables
ou combinaisons linéaires de variables. Le cas qué nous étudibns ici est 1le cas
général ol 1l'on étudie plus de deux paquets de variables bour détecter des
liaisons locales. ' :



De méme que 1'analyse canonique peut &tre considérée comme une Analyse eh
Composantes Principales particulidres, nous étudions les 1liens existants entre
1'Analyse Factorielle Typologique Généralisée et 1'Analyse Canonique Typologique

Généralisée.

Dans un certain sens, les méthodes factorielles (Ana;yse Factorielle Multiple,
STATIS) sont complémentaires des méthodes proposées car les techniques graphiques
qu' elles proposent peuvent &tre ensuite appliquées sur les différentes classes

obtenues par ces techﬁiques de partitionnement.

Dans une premidre partie nous examinons les approches existantes : la méthode des
opérateurs, 1'Analyse Canonique Généralisée de Caroll et 1'Analyse Factorielle
Multiple d'Escofier, puis nous présentonsbles différents concepts et cadres de
référence relatifs a notre approche et noué appliquerons enfin les différents
résultats obtenus & la classification automatique.

II LES PRINCIPALES APPROCHES

e

II.1 Les données et notations

Nous supposons que nous avons Q groupes de variables {Xd |q € Q} mesurées sur un
méme ensemble d'individus I, On note comme il est habituel 1'ensemble et son

cardinal par la méme lettre. Ainsi :

I désigne 1'ensemble des individus et son cardinal card I = n

Jd désigne 1'ensemble des indices des variables rélatifs au

groupe q et le nombre de variables de ce groupe

Jd=U {Jq|q € Q} désigne 1'ensemble total des indices des variables et le

nombre total de variables : card J = p

R
1
’q1
IJ : désigne le tableau des variables relatives au groupe q,
q X, ——— j
i

Eiq désignera 1'individu i de ce groupe 53, j € Jq, la

e e bt oo

variable j de ce groupe



Eq = qu. 1' espace des individus relatif au groupe q

Mq la métrique associée au tableau q et»aussi l'applicatioh
duale de Eq dans E; et la matrice Jq X Jq correspondante

F . RI . désigne 1' espace de référencé des variables

Dp . 1'ensemble des pondérations relatives aux individus

définissant une métrique sur F

II.2 L'espace des individus E = ]{i

Pour représenter globalement 1les individus relativement A& 1'ensemble des

- variables, on considdre 1'espace E = RJ somme orthogonale directe des espaCeST
J J
Eq =R%:onadomekE-= Z{Eq la & Q} ou R - t{r 9 |a € Q} dont la dimension

est J = ¢ {Jq |q € Q}. Dans cet espace, un individu X, anQ eomposantes x, € Eq{

i iq
on note x, = w {Eiq |a € Q}. Il correspond & la 1ligne i du tableau X

juxtaposition des tableaux xa s X =1 (X |qeal

On note nq la projection canonique de E sur Eq et iq 1' injection canonique de Eq

.dans E.

1 : E———>FE i :E ————> E

>iq(51q) = X




ol iiq a tous ses sous vecteurs 2 iq' nuls sauf la qéme égale a x . Nous avons le
2 ' ‘ iq
nuage des individus Né ou Ni relatif a 1'espace total E et Q nuages relatifs aux

espaces Eq que 1'on peut plonger dans E

N oou NL - (i (x

Jq Eq ), 1 €1} cE

iq

Soit g le centre de gravité du nuage Né 1 g=1I {p1 Xy Ii € I} on a :

T, (8 = L (P, Ty (%) |1 e 1}

g =2 (P, Xiq [1ie 1}

la composante giq € Eq est donc le centre de gravité du nuage Né dans Eq. On

définit un produit scalaire M sur E de la mani&re suivante : q

ProEosition

Le produit scalaire M pondéré par les coefficients positifs {cq |q € Q} est
défini sur E comme suit :

soient x = = {gq |a€eQ ety=nm {lq la€eQ}; x, y€E.

M (2(_! l) = C, M1 (3(_1' 11) + ... Cq MQ (')—(Q’ '!Q)

N

I1 est facile de vérifier que M est un produit scalaire car les coefficients
{cq lq € Q} sont positifs et les Mq sont des produits scalaires. Matriciellement

M est une matrice diagonale par blocs.

Teoad,y . 1...d

-
1
Jl
M‘ = [l
0 ) 0
: 1
0 0 Co Mo j




..15-‘

et si X, et X;s sont deux individus de E 1'on a :

. ) .
Ay (%40 %50) = I le dMq(ziq. Xp) la €

\

La distance entre deux individus est donc la moyenne pondéréé des distances entre
ces composantes.

" Comme J = U {Jq |q € Q}, on définit alors 1'application : a de.J dans Q

a:J——>Q

5 —_—> a(j) = q@ ol . q est 1'ensemble auquel appartient j. La matrice
peut alors s'écrire :

_ Lald) uJit , : :
8a(3') Ca(y) Ma(yy | 903" € 91| (r.2.1)

.ol 6§ désigne le symbolde de Kronecker;

Iy

I1.3 L'espace des opérateurs'F* o F =~ R'* ¢ RT [Cap 76], [Esc 80],

TBra 73]

Au triplet (X, Mq,'Dp) est associé le schéma de dualité de 1'ACP.

J X ,
g * *
E =R 9 a 5, § =gt
q
M v W Dp
q q q
J
* * X
E =R q
q 9 5 p=pgl




Pour étudier globalement les liaisons entre les groupes de variables Xq,(nous

allons placer dans un espace de dimension ecard I x card I qui sera :

L(BI, BI)_: 1' espace des applications linéaires de BI dans RI
. ‘
ou RI e RI : 1' espace des tenseurs mixtes isomorphe i L(RI, RI).

Dans cet espace chaque triplet (Xq, Mq, Dp) sera représenté par un vecteur unique

-
.

‘ I
uq = Wq Dp 1' opérateur d'Escoufier Dp-symétrique de L(R", RI) ou tenseur
Dp-symétrique de RI* ® RI.
Cet opérateur est représentatif du triplet (xq, Mq, Dp) (ef [Cal 76]) ecar

uniquement fonction des distances entre individus

D} o= llx, - xl7
iqlzl iq 121 Mq,

Les composantes principales associées au tableau Xq ne sont autres que les

vecteurs propres de 1'opérateur Uq.

IT1.3.1 Produit scalaire dans 1'espace RI* ® IRI

Nous utiliserons de préférence la représentation tensorielle des opérateurs en
nous plagant dans 1'espace BI* ® RI. En effet les aspects géométriques des
probl&mes sont mieux mis en évidence et les calculs facilités.

*
Rappelons que le produit tensoriel de rang 1 entre une forme linéaire o € RI et
un vecteur u € RI est 1'application linéaire o @ ‘u € L(RI, RI) tel que :

I
¥ x € R a @ u(x) = a(x).u

. | . | %
Si {fi | 1 € I} est une base de R ot {f; |1 € I} la base duale de RI alors

* ' I* I
{fi ® fj |1. J € I} forment une base de R° & R .

I*
Un tenseur T € R~ o RI 8' exprime dans cette base :



*
T=21 {T fi e f

iJ ivJeI}

5

I* '
si S est un autre tenseur de R @ R!

’ *
S =13 {skl foef; lk, 1 € 1}

*
Par définition la trace du tenseur T € lgz @ RI notée trace T est le nombre

.unique indépendant de la représentation T définie en remplagant chaque produit

tensoriel f; © fj par la "contraction" <f . fj> = f (fj)

*
trage T=2 (T, I, (fj) |1, jeIly =z {Tii |1 e 1}

i
on retrouve la définition de la trace relative & une matrice.

I* I
L'espace R © R est alors muni du produit scalaire canonique :

<T, 8> = trace (T.S) = trace T.S

I * I*
En particulier pour u un vecteur de R, on note u 1la forme linéaire D (u) €R
I*

I
ou Dp est cgnsidérée comme 1'isomorphisme entre R et R induit par 1a métrique

Dp’ cad, : u D (w) = <., u>p alors par la définition le produit scalaire entre
p
. I
ue@ vetu @V' V(u, v, u', v') € R s'écrit :
* * ) * * .
<u @v, u e vVv'>=1trace (u ev  u e v)=<u, v'>, <u, v

° D D
p p

en utilisant la propriété de "contraction" du produit tensoriel.

Ainsi si U_ et Uq' sont les tenseurs associés aux triplets (Xq. Mq’ D) et (Xq
Mq,,
utilisant leurs expressions matricielles :

Dp')' le produit scalaire de Uq et Uq dans R @ BI a pour expression en

< U,>=trace (W D W - D)
U’ o (Wy Pp Wy = Dy




11.3.2 Propriétés des opérateurs

L' opérateur Uq étant Dp-symétrique est diagonalisable. On considére {¢? |ie 1}
la base Dp—orthonormée formée des vecteurs propres de Uq, X associés i des

valeurs propres non nulles complétés par une base du noyau de Ud, de RI, Ainsi

{ q¥ Q s s RI* I .
¢y @ ¢j Il,J € I} est une base de ® R~ dans laquelle la matrice

représentative de Uq est diagonale, les éléments diagonaux étant les valeurs

propres {Aﬁli € I} de U_, On a alors une représentation tensorielle de U

qQ° q°

- a 4,9% o .9 |
Uq Z{Ai¢ ie ¢i|16 I}
1]
De méme si (¢? Ij € I} sont les vecteurs propres unitaires de Uq'. associés aux
valeurs propres de {qu |j € I} alors :

1 L) ]
U =>:{->\3q oy ¢‘Jf‘|jel}

J

1

En utilisant les propriétés de linéarité de 1'opérateur trace et la contraction

du produit tensoriel :

t 1
U, U, »= 9 (<9, o321, je
o Vg TSN SEOAN RIS

On en tire alors les résultats suivants :
Propriétés :
i) La norme de 1'opérateur Uq et la distance entre U, et Uq' s' écrivent
12 qz.
lquli =z lier)
2 1 2
‘ ~u 2=z 0% ey sz 0¥ Jier
ug = Vg |l 0y prr g lien

q,9,..4a9 .a 21 ,
- LAY (e, 90 > D i, jel
21 A Kogy oy > DF L, J €I

ii) Une condition nécessaire et suffisante pour que deux opérateurs soient

dgaux qu'ils aient méme spectre (valeurs propres identiques et vecteurs propres

en bijection).



On considdre donc que les triplets (Xq, Mq, Dp) et (xq,, M,, Dp) sont équivalent

si les opérateurs Uq et Uq, sont identiques ou proportiongels. En adoptant comme
~type de proximité entre tableaux la distance entre .opérateurs on compare les
tableaux selon la forme de leurs nuages variables ou individus. Deux tableaux
étant considérés comme proches si les nuages associés ont mémes directions

“d'allongement en vertu de 1'expression (II.3.2.1.).

I1.3.3 Liaison entre triplets

On définira la liaison entre deux triplets (Xq, Mq, Dp) et (Xq,, M
. 3

, D ) comme

q' p. :
I

le produit scalaire entre les tenseurs U et Uq, de R e R . On note

;t((xq,qu. Dq)’ (Xq,.'Mq,. Dq)) = <Uq, lkr > ou plus simplement en omettant la

métrique Dp commune :

i ((xq, Ms (X Mq,)) = <UL, U, >

en normalisant par 1les normes ||Uq,|r, on a 1'équivalent d'un cefficient de
corrélation :Rv (cf[Esc 80]) qui est é&gale 3 1 si Uq et Uq, sont proportionnels
c'est-3-dire les deux triplets. sont équivalents., Toutefois, nous 1'utiliserons

sous la forme non normalisée.

Suivant le type de ‘tableau et les métriques considérées, la liaison
s' interprétera différemment. Nous allons donner quelques unes de ces expressions

sans démonstration et on se reportera & [Ca? 76] pour plus de détails.

- 81 on associe & un tableau de variables quantitatives xq la métrique de

Mahalanobis V;; » 1'opérateur Uq s' éerit

-1 ' . «
=X V X D =A 1le D -proj '
Uq Q 93 9 p q p P ojecteur sur 1'espace Xq (Eq)

-1
Soit deux triplets (xq, qu , Dp), (Xq,, v

;Jq,, Dp), on a alors :

-1 - 4
I ((xq. qu), (X » quq,)) =<Ap Ay > =1 (rg | k € K}

N,

- &me
ou r, est le k coefficient de corrélation canonique entre Xq et Xq, et k = inf
(qu qu)'



- S8Si on considdre des triplets relatifs & des variables qualitatives

» D) et (X,, D , D), les métriques associées étant celles du

Fq» Pypp " a’ P1frar ) d
chi-deux D1|P = (XthXq) ! les opérateurs associés sont les projecteurs Aq et

q

¥ *
Aq' sur Xa (Eq ) et Xa, (Eq,) et 1'on a :

,» D), (X D A, AL > = 4R + 1
i((xq p’r Yqrr Pp) Q' Tq' ¥ aq

ou ¢2 est le phi-deux associé au tableau P 3 J lignes et J , colonnes des
aq' q q

probabilités p d' association des modalités de Jq et Jq et 1'on a

Jd'

)

X2 (3 ,d
( o Jq

¢2 , =
aq n
ou X2 (xq, Xq,) est le chi-deux associé au tableau de contingence croisant les

variables X et Xq' et n=card I le noﬁbre d' individus.
q

-1
- ty, D D as i
Soient 1les triplets (Xq, qu, Dp). (Xq, TR p) sociés 3 un tablgau

quantitatif Xq et une variable qualitative Xq, on a alors :

-1 -1 G .
v X D = A > = - ) ou
i((xq, qq)’ ( ¢’ Pipg )) =< Aq, " trace (V“ B) = Ir (NEq
B = G Dp G' est la matrice d'inertie "inter-classe", G désignant le tableau des

P |
vecteurs centres de gravité relatifs aux modalités de xq, trace UQqB) est alors

1' inertie des centres de gravité du nuage Ng dans Eq.

q

II.3.4 Pratique des opérateurs

Nous allons présenter rapidement 1'approche proposée par Escoufier pour 1'étude
conjointe de plusieurs matrices de données quantitatives. Les principes sont
celles des méthodes factorielles, cad 1'accent est mis sur la représentation
visuelle des opérateurs, individus et variables & partir du tableau de distances
ou produits scalaires entre opérateﬁrs (on aurait pu imaginer un traitément par
la classification automatique du tableau des distances entre opérateurs); Cette
-approche consiste 3 1'étude de :



1'interstructure :

Chaque tableau étant représenté par son opérateur, on cherche le positionnement
multidimensionnel optimal des Q opérateurs 3 partir de la matrice des produits
scalaires entre opérateurs. Cela revient 3 faire une analyse factorielle sur le

tableau des distances entre opérateurs.

le compromis :

La deuxi®me étape de la méthode est la recherche d'un opérateur résumant au mieux
1' ensemble des opérateurs c'est 1'opérateur compromis qui est une combinaison

linéaire des o'pér'ateur's U
t = U e Q}
T T {c q l q

ol {Cq | a € Q} est le vecteur propre normé (: {cJ q € Q = 1) associé a la

plus grande valeur ) propre de 1'analyse précédente

les intra-structures :

I1 est intéressant pour 1l'utilisateur d'avoir une représentation des variables et
individus, diverses techniques complexes sont proposées suivant le type
d' opérateurs considérés. '

Pour plus de détails on se reportera aux références suivantes : [Lhr 76],
(Fou 84] et pour une comparaison de ces différentes techniques a [Gla 81].

Nous n'allons pas toutefois adopter cette approche, mais retenir le cadre

conceptuel c.a.d 1'idée d'associer 3 un triplet, des opérateurs représentatifs

dont nous allons donner les expressions générales.

II1.3.5 Expression générale des tenseurs associés & un triplet

Nous avons déjd donné une représentation tensorielle des opérateurs en fonction

" . de leurs éléments propres. Dans ce paragraphe, nous en fournissons d'autres qui

- geront utilisées ultérieurement. Soient les tenseurs :



* * .
UeF ©F et ZE€EE @E associés & un triplet (X, M, N) ou M et N sont
des métriques quelconques sur E et F, dont les matrices sont

M= g,
J' €J} et N = {Nii' | 1, i* € I}. L'opérateur U a pour expression
L
U="wN=3xMx'N =3 (md gj E'J N|Jj, 3 ed}
par suite WV z € F, 1'image de z par U est :
vz = £ (Y W eI Nz )y, 5 oea)
L} L
=z {MJJ N (z, 5‘1) _{J |3, 3' e J}
d' ol une expression tensorielle de U :
i3 J ]
U=z x*e < 5.5 e a) (11.3.5.1)
De manidre symétrique, le tenseur Z € E' @ E a pour expression :
= ]
2=z {N,, X, ex, |11 €1} (I1.3.5.2)

II.4 L'analyse canonique généralisée de Caroll : la liaison R? [Cac70]

II.4.1 Introduction

Pour é&tudier unIensemble Q de variables xq. Caroll propose la recherche d'une

variable v € R , la plus liée 3 1'ensemble des variables au sens suivant ; v est
solution du probléme : :



Probléme II.4.0

max ¢ {R? (v,.Xq) |a € q} (I1.4.1)

v € RI

o R2% (v, xq) est la corrélation multiple entre v et le groupe de variables

J
{x'|se Jq}-

II.4,2 Présentation

!

I
L'approche de Caroll revient donc i chercher un vecteur v € R , solution du
probléme.

Probleéme II.H4.1

max ZI{< v, AqV >Dp |q e q}
vE R

2
avee || v || =1

DP

ol Aq désigne le Dp-projecteur ~sur 1'espace wq engendré par les variables
relatives 2 xq. Le probléme (II.4.1) s'écrit alors :

Probléme II.4.1

max  <v, (2 {A_la€Qh v>

p
v € RI

avec||v||g =1
p

Probléme classique de maximisation du quotient de deux formes quadratique dont la
solution est rappeiée par la proposition.

Proposition II.4.1

La variable v la plus liée 3 1'ensemble de variables Xq,-au sens de liaison R?,
est le vecteur propre de A, _ ' .
A , Q = {A
A , Q9 |q € Q) associée 2 1la plus grande valeur
~ propre A, _ , _ ' '



Les variables canoniques gq sont alors les projections de v sur les espaces wq.

= A = X a €
Sq=hg V=X g ata

J
ola € R a désigne le facteur canonique associé.

II.4.3 Généralisation

Différentes variantes ont été présentées par des auteurs pbur généraliser la
méthode de Caroll. On peut citer les travaux de Kobilinski [Kob 771 qui reﬁplace
dans 1'étude de Q groupes de 'variables, chaque groupe par un ensemble de
variables orthogonales et ceux de Tennenhaus [Ten 84] qui étudie le probléme
d'optimisation (II.4.1) en imposant diverses contraintes linéaires aux facteurs.
L'Analyse en Composantes Principales par rapport 3 des variables Instrumentales
d'Escoufier ol 1'on cherche une métrique telle que 1' opérateur associé aux
triplets soit le plus prdéche d'un opérateur donné peut-8tre considérée comme une
généralisation de 1'A.C.G. de Caroll (le vecteur v est remplacé par un
opérateur). ' |

II1.5 L'analyse Factorielle Multiple [EsP 82], [EsP 84]

I1.5.1 Introduction

Escofier - Pages font remarquer que 1'analyse canonique généralisée de Caroll
pose des problémes d' interprétation. En effet les vecteurs canoniques g Aq v
associés & chaque groupe Xq peuvent exprlmer une variance treés falble de ces
groupes. Ils proposent donc de chercher des combinaisons linéaires de variables

d'un groupe décrivant mieux ces groupes au sens de la variance expliquée.

~II.5.2 Présentation

Ils proposent de prendre comme liaison entre une variable v et un groupe Xq

1'inertie en projection du nuage des variables N% sur le vecteur v. Pour cela, on



se restreint aux métriques diagonales Mq = {Mz ' |j(€ Jq} sur les groupes de

variables. Alors la liaison L2? d'Escofier Pages est :

2 3 Jsye
L® (v, X)) = T (M (v, x) IJeJq}

= T(NY
Y

. e
‘inertie du nuage des variables du groupe q par rapport a 1'hyperplan Av
orthogonal 3 v,

I1 s'agit donc pour étudier la liaison entre les Q groupes de variables de
chercher une variable v € RI solution du probl2me d'optimisation :

Probléme II.5.1

max I {L? (v, Xq) |qa € q}
ve R
avec || v || 3 =1

1%

Cette méthode revient 3 remplacer 1'opérateur de projection Aq par la forme
quadratique d'inertie Wq Dp qui a méme image Fq mais qui tient compte de
1'inertie de la projection des variables dans les différentes directions de Eq-
Le probl2me (II.5.1) s'écrit :

Probldme II.5.1

max I {< v, wq Dp v >Dp | q € q}

v € RI

‘sous 1la condition [[v || 2 = 1
p



ou encore :

Probléme II.5.1

max < v, I {Wqulqu} (v) >p

v € RI

sous la condition || v || 3 = 1
p

On a alors la proposition :
Proposition II.5.1

La variable v, la plus liée aux groupes xq au sens de L2, est le vecteur propre
de W Dp associé & la plus grande valeur propre A ou W = T {wa | a € Q en
pondérant éventuellement les Wq par les coefficients {cq |q e Ql.

La démarche étant identique & celle de Caroll c'est-a-dire, on cherche une
variable générale v la plus liée aux groupés, puis cette variable étant obtenue,
les variables canoniques gq s'en déduisent par application des opérateurs wq D

=W D v.
Eq q p

p :

III METHODOLOGIE ET CADRES DE REFERENCE

III.1 Introduction

Aprds avoir examiné quelques méthodes existantes, nous présentons notre approche
en introduisant les différents cohcepts et cadres de référence. Nouss avons déja
présenté les espaces (F¥ @ F, < >) et (E¥ @ E, < >) et les tenseurs U et Z

associés A un triplet (X, M, N) au paragraphe II1.3.5. Nous présentons 1'espace
(Ee F, M & N) et le tenseur XE 6 F associé & un tableau X. Nous proposons et
Justifions la définition de mesure d'information associée A un triplet (X, M, N)



comme la norme "XE ® F|l§ s N Une telle définition a été déja proposée-paﬁ
Govaert [Gov 83], pour 1'étude d'un tableau de mesures par la classification
croisée en se plagant dans 1'espace . des applicatidns linéaires, L(E*, F), nous
avons, dans 1'introduction, précisé les raisons pour lesquelles nous préférons
étudier le tenseur XE o 7 plutdt que 1'application linéaire X € L(E*, F). Nous

montrons que cette mesure d'information s'exprime comme la trace des tenseurs U

by

et Z et étudions les différents problémes d'optimisation relatifs & la réduction
de cette mesure d'information. Les liens entre les tenseurs XE e F’ U et Z -sont

enfin précisés.

II1.2 Mesure d' information associée un triplet

I1T1.2.1 L'espace (E @ F, M @ N)

La donnée d'un tableau X(n x p) définit une application linéaire de 1'espace

:E*'Z RP* gans F = R" de 1a maniére suivante

* X

ej* —> x(e¥*) = EJ variable j.
Ainsi, X € L(E*, F) et X' € L(F*, E). Rappelons que 1l'on a 1'isomorphisme -
« _ A
canonique L(E » F) = L(F*¥, E) = E e F et 1les applications X et X' sont les
expfessions d'un méme tenseur de E e F que 1'on notera X2 o F qui s'exprime,
relativement 3 la base {ej ef. |jeJ, i€l deEeF:
_ J . .
Xg o ¢ = I X ey ®f; |ied, 1ie1}
L'espace E étant muni d'une métrique M et F d'une métrique N, le produit
tensoriel E e F se trouve muni d'une structure euclidienne par la métrique

produit M @ N définit comme suit: :

W (x,x") EE, WV (y,y’) EF Me N(Xx ® y,x' @ y') = M(x,x' )N(y,y') (III.2.1)



Donnons 1'expression dd produit scalaire de deux tenseurs T et S de E @ G. Soient

leurs expressions tensorielles :
T=12 {Tij e;jef;|3eJ, 1€ 1}
S=1{s;,; e, 0f,[5ed, 1" €1}
L' expression (III.2.1) du produit scalaire s'écrit alors :

JJ'
<T, 8> o y=L {Tij Sgogr M Ny, | 3,3 € J; 1,1' e 1}

I11.2.2 Mesure d'information associée 4 un tableau

Définition III.2.2

La mesure d'information associée 3 un tableau x est la norme du tenseur XE o F'
le produit tensoriel E e F étant muni de la métrique M e N.

Cette mesure d'information est notée I(X, M, N) ou simplement I(X) quand aucune

confusion n'est & craindre relativement au choix des métriques.

(I1I.2.2.1)

o N
100 = Ixg o p 12 =% M0 w, x) o« 15,00 e g 1,1 e 1)

Commentons cette définition. Si 1'on calcule la distance entre deux individus Xy

et Xio ¢

&l -z, - e



La métrique M peut s'interpréter comme un ensemble de pondérations
EE i ) . .
{MJJ | 3,3' € J} associées aux couples de colonnes (j, §'). De méme, la distance

it
entre deux variables EJ et 53 st écrit

xd - 21,10 e 1)

2 3 3y _ -
dy (x°, x* ) =z {N 1 - Xy

ii

La métrique N est un ensemble de pondérations {N

iy | 11" € I} associée aux

couples de lignes (i, i').

I(X) s'interpréte comme la somme des.produits deux A deux des cases, (i, j) et
(1', j') de X pondérés par les poids accordés aux couples (i, i') de lignes et

(j,‘j') de colonnes,

’

Nous allons montrer que la quantité d' information I(X, M, N), suivant le tableau
X et les"métriques ‘M, N, généralise les indicateurs statistiques usuels de
variance, et inertie.

- S8i le'tableau se réduit i une variable : X = xJ, les métriques étant M = Id et
N = D_alors :
- P

32
I(X) = 1(53) = T {pi xi |ie1} = var(zj)
variance de la variable xj, si 53 est centrée.

- Pour les mémes méthiques M et N ci-desssus, si X = (xJ, J € J), les variables

étant centrées :

, o

I(X) = & {pi xgz lie1, jedy =1 { var 5J lied
En choisissant M = D

2
1o
Py j2
I(X) = ¢ { — X'} |1€1, j€J} = card J
~var x )

- Pour un tableau général X(n x p), en choisissant N = Dp et M une métrique

quelconque :

I" s O'.
160 =2 {p; W9 xd x J1e1; 3,50 e )

Doy o xoxp e |1e 1} = T,



I1(X) s'interpréte comme 1'inertie du nuage des individus Ni BJ par rapport a

1'origine 0.

.- q,
Si 1'on choisit M = A = . métrique diagonale aussi

alors :

I1(X)

iy, x2ltet, seab-zleq o xhlgeq)

p
I, (Ng] inertie du nuage des variables Ng RI par rapport 2a

1'origine O.

Ainsi, iorsque les métriques M et N sont diagonales, I(X) représente, & la fois,
J
1'inertie du nuage des variables Ni et celui des individus NI :

100 = I,(N]) = I,(N})

Nous allons donner d'autres expressions de mesure de 1'information I(X) en
particuliers, on trouvera que I(X) est la trace d'une application linéaire done

indépendant des bases ayant servi & le calculer.

IIT1.2.3 Interprétation par la trace des opérateurs

Nous allons montrer que la mesure d'information I(X) s'exprime simplement en
fonction des opérateurs U et Z associds au triplet (X, M, N).

Nous avons associé au triplet (X, M, N), les tenseurs U € F* e F et z € E' E,
dont les expressions (II.3.5.1) et (II.3.5.2) sont :

U=¢ {ij’ * o gjf |3,3" € J}

et

z=1 N, x} @x, |1,i' 1}



On note : e = ¢ {e; ® e, | 3 € J}, le tenseur unité de 1'espace E* o E et
S f {f? oef |1e€ I}, celui de F* e F. Rappelons que e ét f sont indépendantes
; |3€ J} et {fi |ie1}.

On a alors la proposition :

des bases choisies {e

Progosition I1.2.3.1

La mesure d' information I(X) a pour expresssion :

I(X) = trace U = Trace 2 = < U, £> =<2, e>

Démonstration

- En utilisant la définition de la trace comme contraction de produits tensoriels,

on a :
trace U = I {ij' < EJ, EJ' > | 3,3' e J}
e K i e L en)
. = I(X)
de méme :

trace Z = ¢ {N < x

e X X, oy |11 e 1}

i
1l I S L

= ¢ {M | N X x5 13,30 ed 5 1,10 e}

= I(X)

Si on considére les expressions matricielles de U et Z, on a :
I(X) = trace (U) = trace (X M X' N) = trace (X' N X M) = trace (Z)

On aurait pu trouver le résultat en utilisant la propriété que 1le produyit
scalaire entre deux tenseurs T et S dans EeF s' éerit



= ]
<T, S >M o N~ trace (T M S' N)

N

Calculons < U, f >
. .
cu, ex=<x MY W exd |55 e, s {tfer, |1e1)>
t 5t .
e M e s eIy 1er 3,5 e d)

s sy 1
S USEA PR > B E VS LA SFRR PEANCIN

I(X)

par un calcul symétrique I(X) =< Z, e >

I11.3 REDUCTION DE LA MESURE D' INFORMATION

I11.3.1 Introduction

_Les différentes expressions I(X) dans les cadres de références (E @ F,M®N),
(F* e F, < >) et (E¥ @ E, < >) montrent que la réduction de I(X) s'interprétera

®

différemment suivant ces espaces. Nous adopterons deux points de vue.

II1.3.2 Approximation d'un tenseur d'ordre K dans 1'espace
(Ee F, M ® N)

Tel est en effet la premidre formulatioh naturelle de 1'étude de la réduction de
= 2 ' '
1(X) I Xe o F "M o ' Il s'agit de chercher un tenseur T de rang K avec

K € inf (card I, card J) 1le "plus proche possible" du tenseur XE ® F et

constituant donc une bonne approximation de X Le probléme d'optimisation

E e F'
s' écrit :

Probleéme III.3.2.1

minlle e F - T "g e N

TEEeF

rang T = K



Un tel probldme a été déjé posé et résolu par Benzecri [Ben 73] dans la
présentation de 1'analyse factorielle comme la recherche des invariants d'un
tenseur. Il montre que cela revient A &tudier les invariants simultanés de deux
. formes quadratiqueé et que dans le cadre de l‘anaiyse factorielle, par exemple,
la solution est fournie par le tenseur T = % {/T; ¢k @ wk |k € K} ol (¢k, wk) est

le couple kéme de facteurs de l'analyse des correspondances du tableau X.

La formule de reconstitution des données en est la conséquence immédiate. Sachant
" le probldme résolu, nous nous intéressons surtout aux différentes express1ons du

probléme d'optimisatlon dans les autres espaces de référence.

III.3.3 Ensembles de variables 11ées au sens de :{ dans
(F @ F, <>) '

Lesv méthodes factorielles ont été historiquement la recherche de "composantes
'principales" c'est-a-dire d'un ensembie de variables les plus représentatives du
tableau des données X. En Analyse de Composantes Principales, ces variables sont
‘les plus liées au sens de la corrélation 3 1'ensemble des variables (ef
[Ca P 76]1). Les composantes principales étant deux 3 deux non corrélées et de
pouvoirs de représentativité décroissants.

En s'inspirant de ces démarches, on représente le triplet (X, M, N) par le
tenseur U 6 F* @ F et 1'on cherche un ensemble de vecteurs {vk| k € K} normés,
deux a deux orthogonaux les plus 1iés dans un certain sens que 1'on va préciser

au tableau X.

On définit la liaison i entre un vecteur v et un triplet (X, M, N) comme le
produit scalaire entre les tenseurs représentatifs des triplets (X, M, N) et (v,
Idg, N) "

i(v,x,M)=<U,v*ov>
en effet, le N-projecteur v¥ @ v et le tenseur associé & (v, Id, N).

On cherchera donc un ensemble de vecteurs or-donnésr{vk | k € K}, N-orthonormés
dont le pouvoir de liaison va en décroissant c'est-a-dire v, € F est solution du

probleme d'optimisation.



Probléme : III.3.3.1

max I(vl, X, M) =< U, v\ ® V>

v, EF

Iva lI%g =1

puis v, € F, solution de :

Probléme III.3.3.2

max ;f(vz, X, M) =< U, vi ® VvV, >
v, EF
e lizy = 1

< vy, Vv, >N =0

et d'une manidre générale Vi € F sera solution de :

Probléme III1.3.3.3

max f(vk, X, M) = < U, v; ® v, >

2

EAFER

<Vv,, Vv

K K >N = 0 pour k' € K et k = k'

Soit {vk ||< € K}, un ensemble de tels vecteurs 1iés au sens de ;t au triplet (X,
M, N). Cet ensemble est aussi solution du probl&me suivant :

Probléme III.3.3.4
max(U,Z{VZQVklkGK}>

vk e F

. k
tel que < Vies vk, > = Gk' Y k,k' € K




En effet, supposons qu'il existe un ensemble de vecteurs {wk | x € K}, solution du
probléme (III.3.3.4) tel que :

ev, |kek}>

<U,Z{w;@wk|keK} »< U, T {vy

Les vecteurs wk~étant rangés suivant la liaison :( c'est-a-dire :
Jo, x,m 2 L, x, mz2... 2 L. xm

Par hypoth&se, v, est tel que i (v,, X, M) 2 i(w,, X, M) de méme v, est tel que
i(vz, X, M) zi(wz, X, M) car < v,, v, >=0¢et < w,, W, > =0 et

lva 2 = llwa ||%, = 1 de méme f (vi» X, M) 2 I(wk, X, M) d'ou :
E{I(VksXaM)lkeK}Zx{i(wk,x’M)lkex}
ou encore :

t {<u, v

kevk>|keK}Z£[<U,w*

x © W > ke x}

c' est-a-dire :
* * ,
<U,z{vkevklkex}>z<u,z{wkewklkex}>_
ce qui est contraire a 1'hypoth&se de départ.

Ainsi, un ensemble de vecteurs {vk] k € K} 1iés au sens de I au triplet
(X, M, N) est solution du probl2me (III.3.3.4), la réciproque n'étant pas vraie.
En effet toute base N-orthornormée {WI k € K} du sous-espace
F, = z{v* eV |k € K} (F) est solution du probldme (III.3.3.4) mais n'est pas

K
liée au sens de I a (X,M,N).

Nous allons montrer 1'équivalence des probldmes (III.3.2.1) et (III.3.3.4), en
dtablissant le lemme suivant :



Lemme : III.3.3.1

C F, un sous-espace vectoriel de dimension K, {vk | k € K}, une base

Soit FK
N-orthonormée de FK' Onvnote XE ® FK, la projection M © N orthogonale de XE o F
sur E e FK' ,
On a alors le relation :
~ 2 - *
(R, FK||M oy = <UL {vk v, |x € K} > (111.3.371)
EeF '
On note AE@F s, le projecteur N-orthogonal de E @ F sur E ¢ FK :
X EeF
EefFe=Apg Fy (X o )
on. sait que : AE & F AE ® AF = Id, e AF ou AF est le projecteur
E o FK E FK E FK FK
N-orthogonal de F sur FK, d'aprés les propriétés du produit tensoriel
d'applications linéaires. Soit X, 1'application lindéaire de E* dans FKassociée au
o ~ *
tenseur* XE o Fy , X € L(E, FK), X celle associée au tenseur XE 6 F’
X € L(E", F), on a alors la relation :
X = A, X
K
Désignons par A(k x n), la matrice relative 2 AF . Les tenseurs X, et X
. FK E e FK EePF
étant M @ N orthogonaux dans E ¢ F, on a :
‘X eF ' *Eoer MoeN ‘YEor ' XEeF MeN
K K K
or on a vu que :
~ '= '
< XE o F’ XE ® F >M o N trace (A X M X' N)
K ‘ ‘
On sait que le projecteur Ag € L(F,F) peut s'exprimer tensoriellement en
K

fonction de la base N-orthonormée {vk |k € K} de F comme sult :



F
Ap

‘ *
K=Z{vkevk|keK}

ou matriciellement : A = I {v vi N|keK} dob:

k

~

< X , X
EeFK

= trace (¢ {v, v N|k € K} X M X' N)

EeF MeN k- Yk

<U, £ {viev |keck}>

d'ou le lemme :

%G o F "2M10 = <Uz {v: ov, |kek}>

On a alors la proposition relative & 1'équivalence des problémes (I11.3.2.1) et
(III.3.3.4) '

Proposition : III.3.3.1

Si {,vk [ k € K] est un ensemble de vecteurs de F, N-orthonormés solutions du

probléme d' optimisation (III.3.3.4), alors si on désigne par F_ le sous-espace de

K

dimension K engendré par les vecteurs vk alors ’X;_: ® FK’

est la meilleure approximation de rang K du

projection M e N

orthogonale de X sur E @ F

E o F K
tenseur XE o F donc solution du probléme (III.3.2.1).

Réciproquement : si X; ® FA.est', la meilleure approximation de rang K du tenseur"

XE o F’ alors si on note FK = X(E®), 1e sous-espace vectoriel de dimension K

. Image de E* par X, soit 1'ensemble {vk | k € K}, une base N-orthonormée de F
alors 1'ensemble {v |k € K} est solution du problime (III.3.3.4).

K

Démonstration : Les probl2mes d'optimisation (III.3.2.1) et (III.3.3.4). sont
équivalents. En effet, si 1'ensemble {vk | k € K} est une solution du problame

(111.3.2.1), on ne peut trouver un tenseur YE meilleure approximation de

F

rang K de XE ® tel que :

F

~

"YEQFHZMQN_ >"XE sF"zMeN



U

En effet, en considérant 1'espace GK de ‘dimension K image de Y de E*,
c' est-d-dire : G = Y(E¥) nécessairement YE@'F = AEE::ng(XEQ F) XEQ 6
¢' est-3-dire la projection M ® N orthogonale de XEQF sur E@(}K (sinon ce
tenseur projection serait une meilleure approximation de rang K que YE@F) par
suite en vertu du lemme (III.3.3.1), on trouverait un ensemble de vecteurs
{wk | k € XK}, N-orthonormés base de Gy tel due :

* *

1% GanMme<U’ t{w @wlkexl> <u o {vev |kek}>

ce qui est contraire 2 1'hypothése.

Réciproquement : si

XE@FK est la meilleure ‘approximation de rang K de xE@F,

{vk |k € K} étant toujours une base N-orthonormés de FK’ cet ensemble est
solution du probldme (III.3.3.4). On ne peut trouver un ensemble {wklk € K} de
vecteurs N-orthonormés tel que :

: * *
<, Z{wkowklkeK}>><U, T {kakak_eK}>

Sinon en considérant Gy, 1'espace engendré par les {wk.lk € X}, on trouverait un
tenseur de rang K :

- E®F
XEQGK'AE@GK(XEQF)

tel que :

* *
I % @, Iy @y = <U = wav, [kekb>|xq 3 12 gy = <Uzlvamv, lkexp

ce qui est contraire i 1' hypothése'.'

La résolution de ces probldmes d'optimisations classiques dans les méthodes
factorielles revient & 1'étude des invariants simultanés de deux formes
quadratiques (cf [Ben 73]) et montreront que le sous-espace FK est unique (a
condition que les variables propres ne soient pas multiples) engendré par les

. vecteurs propres {VK | x € K} de U formant une base N-orthonormée de F.

Les vecteurs {Vk | k € K} ne seront pas seulement une solution du probl2me
(III.3.2.1) mais seront un ensemble de vecteurs les plus 1iés au sens de i au
triplet (X, M, N) (solutions de I11.3.3.1, I11.3.3.2, III.3.3.3).



Nous avons raisonné dans i'espace F* @ F, de manidre symétrique, on a la relation

en s'intéressant 2 1'espace E¥ @ E :

X eyorl iy = <2 2 (o 0y [k 0>

oll {uk | k € X} est une base M-orthonormée de 1'espace EK’ image de 1'application

X' de F* : EK = X'(F*¥). On sait que les opérateurs U et Z ont les mémes valeurs

prdpres par suite, la meilleure apprbximation de rang K du tenser XE est la

e F

projection de ce tenseur sur E e F_ ol E_, 1'espace vectoriel engendré parles K

K K K’ _
premiers vecteurs propres de Z et FK, celui engendré par les K premiers vecteurs

propres de U. On a donc :

[]xEK ) oy = <L ;{uﬁ eu |k €K} ?.- <u, I{vk e v, |k €KD

comme : Z = I{r u¥ ° U | kx € K}, <z, t{u¥ e u |k €K = I{) |k €K}

il vient :

IR |]2 = x|k € K}
EK ® FK MeN k.

Nous allons donner 1'expression de la décomposition de la mesure de l'infqrmation
I(X) dans les espaces E¥ @ E et F* o F.

Proposition : III.3.3.2

Pour tout vecteur v € RI et u € RJ de normes unitaires || u "a =] v "% =1, on a

la décomposition dans les espaces F* ¢ F et E¥ @ E



‘ It
I(X) =<V, v* e v>+<u, e N, s
et
IX) =<z, v @u>+<z,® ">
ol :
u LN
&V .y {b; eb |1e[, .., 1-11}
et -
A i M
® u

* . -
= ¥ {aj ® aj IJ € [19 seey J 1]}’

les bi (respectivement ,?j) sont lggllgecteurs ,N—orthonorgéqu(ﬁespectivement
M-orthor- normés) de 1'hyperplan Av (respectiyement Au )_ N-orthogonal
(respecti- vement M-orthogonal) 2 Xv (respectivement Au) droite engendrée par v
(respectivement u). -

Démonstration :

Nous avons vu que I(X) = < U, f >, il suffit de montrer que le tenseur unité f de
F*¥ ¢ F admet 1la décomposition

iN

v *
f=v ev+e v

égalité conséquence de la décomposition N-orthonormale de 1'espace F, en effet,

.- ..l
F = Av & Av N
N

par suite, WYy e F, on a :

Y=<y, voy vz i<y, boopn J1elt, ..., 1-11}

N

en effet, {v, bi |1 e[1, ..., I-1]} forment une base N-orthonormale de F d'ol le
résultat : '

f=vVe viile b, l1el1, ..., 1-11}



la linéarité du produit scalaire permet d'avoir le résultat. La démonstration est

symétrique pour la deuxid®me expression.

L' expression géométrique de ces deux expressions dans E e F est donnée par la

proposition :

Progosition : 1IT.3.3.3

on a dans E e F :

Il x

EeF"fq@N=||erlelb24eN+lle

-y
R AVLN MeN

= | x, e i x. 3
Au o F MQN AuLMeF,MsN

Ces expressions ne sont que la conséquence du théordme de Pythagore appliqué aux
sous-espaces E @ Av et E o AV N somme directe de E ¢ F, M @ N orthogonaux. En

vertu du lemme, on a montré en effet que :

1% o gy Mgy =<t v ov>

et %y, o g gy =<2 weus
on a alors :
. w | .
"xE o avt Y P 3 R
iM
°* leﬁﬁLM ®F ”E en - <o VO

Au terme de cette présentation, nous avons introduit la définition de la mesure
d' information associée % un triplet (X, M, N), montré quelques aspects de 1la
réduciion de cette 'information en termes géométriques (approximation d'ordre K
d'un tenseur) et de la recherche de variables liées & un triplet au sens'de :t,
avant d'étudier la généralisation 2 un ensemble de triplets, nous allons préciser

les relations entre les différents tenseurs XE o é; U et Z relatifs & (X, M, N).



III.3.4 Liens entre les tenseurs X. .

& F2 U et Z relatifs
a (X, M, N)

A un tableau X, nous avons associé différents tenseurs et espaces de références,
ce sont :
]
le tenseur XE o F de 1'espace (E @ F, M @ N)

le tenseur U de 1'espace (F* @ F, < >)

et le tenseur Z de 1'espace (E* @ E, <)

Nous précisons dans cette partie, les liens existant entre X U et Z, Les

E e F'
expressions de ces tenseurs sont, rappelons-le :

o f, |3 ed, 1e1}
u=z W% e xd 3,50 €}

= * L
z=z1 N, xjex, |1,i' €1}
Nous indiquons 1'espace d'origine et 1'espace but pour une application donnée, en
écrivant en indice supérieur, l'espace d'origine et en indice inférieur, 1'espace
but. Ainsi, le schéma de dualité relatif A un tableau X s'écrit :

*
%
E < F*
+
E F
’ ME* NF*
*
e %
E >F
E* F#
XF , XE étant les deux applications linéaires transposées 1'une de 1'autre
relatives au tenseur X, ® F' Mg* et Ng* étant les différentes applications

linéaires induites par la donnée des métriques M et N sur les espaces E et F.



Ces différentes applications linéaires induisént des applications linéaires sur

les espaces produits tensoriels formés i partir des espaces E, F et leurs duaux

E¥, F* s'organisant suivant le schéma (III.3.4.1).

+E ® F¥ _
E®E ' *
EeE < EeoF
h
E eE ) NE e F
E* ek E @ F*
»
v WE oF . ¢E e F
* * X
E* e E«—-®F b oF FP8F P reerF
+
EeF FeF
ME* ®F NF* e F
*
v XE e F
E* o F —12F >FeF

schéma III.3.4.1

Considérons 1' ensemble d'applications linéaires :

LR
E xF B, NExl

Ay = {XF » Xg 7 Mgx. Np

X

Les application entrant.dans le schéma (III.3.4.1) sont les éléments du produit

tensoriel :
F F
A e Id; = {r e Id, | f € Ax}
' E E
et | Id; ® A = [mE of | £ € Ax}

en effet, nous avons la propriété du produit tensoriel d'applications linéaires :



quels Jque soient les espaces E, F, G, H et les applications fg et g:
linéaires.
EeoF FeF E* oF EeF »
Onnote ¢px o~ Vpx o F o XF o F © ME* oF © L(Ee F, F' @ F)
et :
. % L 4
EeF_ Ee®E EeF EeF *
Vex ot = ME* oE © XE e E © Ve gpx C LE@®F, E 8E)

Ces applications linéaires sont définies par la donnée d'un triplet (X, M, N)

on a alors la proposition :

Proposition : III.3.4.1

Les rellations entre les tenseurs XE o F €EEeF, UE€ F* e F, et Z € E* e E

associés i un tableau X sont :

EecF
U=dpx op Xg g )

. E®F
Z=Vpx o Xg o F’

Démonstration

On a XE ®

F = E{Xi e

gefilied et} -ife o (zfx) folre1l)]yed}

=1 |

€3 @ xJ |3 e Jd}



par suite :

ME ®F (Z {e

E* o F (L 185 @ D 15ed}) =z (M, (e)) o 1d; (x%) | 5 e g}

remarquons que : Mg* (eJ) = <eJ, Sy =L {MJJ' e;, |3 e J} e E¥ arob :

F ’ L]
R N s el o 5.5 e J)
puis
E OF (EeF y -3 9 E (e ) e 1 () ' e g}
Fe Fo E¥@F "EoF F o 8y F (X 13 _
3 E* |, # s
comme x~ = Xg (gj,) d' ot
E*eF EeF L
Xe o b o Mpxor g o) =MV oxd 5,00 ea}.
d' ol

FeF *eF EoF
F¥® gF © xF eF o° ME* oF (XE

F

. o) = N 3y e xd gy € d}

B S IO )

F ELi 1] L
en effet, NF* (x* ) = < gj , ® >N = xJ » On reconnait alors 1!'expression de U

_d'olr :

1%

F *
e F E” e F ME e F (x

U=Nex o5 oXr g FolVErgrF

E e F) CQFD

Par un calcul symétrique, on montre 1'é&galité relatif i Z.

, EecF EeF * *
Les applications ¢F* o F et wE* ® E-ne sont des isomorphismes que si Xg ou X;

sont injectives, d'autre part si Ux et UY sont deux opérateurs associés A X

on a :
etYEe ’

EeoF
7 .

<U, U >=<X
x' Ty E e F? YE e F >M e N



en effet, < XE o Y = trace (X M Y' N)

' YEeF MoN

# trace (XM X' N Y MY' N) = <UX’ UY>

les applications ¢§*°°§ et'wg*eeFE ne conservent donc pas le produit  scalaire M

@ N.

III.4 ETUDE GENERALE D'UN ENSEMBLE DE TRIPLETS

I11.4.1 Introduction

Nous avons donc défini la mesure d'information relative 2 un triplet et étudié
les différentes expressions et interprétation de 1la réduction de cette
information dans les cadres de référence choisis,
Dans cette partie, nous abordons 1'étude d'un ensemble de triplets (xaB' Ma’ NB)
indicés par deux ensembles finis A et B, « € A et 8 € B, Le but principal de ce
vchapitre est de montrer que 1l'on peut construire mathématiquement uh triplet'
unique (X, M, N) constitué d'un tenseur relatif 2 un tableau X et deux métriques
M et N tel que la mesure d'information I(X) soit la somme pondérée des
informations I(xaB) relatifs aux triplets (XGB, Ma’ NB)' Les liens existant entre
g et ZuB sont ensuite étudiés et les différentes
possibilités de réduction de 1'information condidérées. Enfin, le chapitre se

les tenseurs U et Z et Ua

termine sur 1'étude des tableaux croisés (exemple : tableau de contingence, Burt)

qui tiennent en Analyse de Données une grande importance.

II1.4,2 Décomposition de produits tensoriels d'espaces

et métrigues

Nous supposons que nous avons un ensemble de couples d'espaces vectoriels et
métriques (E , M ), a € A
N I 1

et (FB, N ), B € B.

B



' On définit les espaces E et F sommes directes orthogonales des espaces Ea' a €A

et FB’ B € B.

m
i

t{E |aeA}

F=Z{FB|BGB}
si {ca | @ e A} eﬁ {ch | 8 € B} sont des pondérations. associées aux ensembles (Ea'
Ma)'et (FB’ NB)’ on définit les métriques pondérées M et N sur E et F comme

'suit

Z{caMa|a€A}

=<
n

=2
!

= ' N € B
z {e s Vo | 8 }
Si 1'on note les projections canoniques relatives A E et F :

: E—>E, € A et : F————> F , € B
T o« o e NB I FB B

> wa(gg)

I<
\'4
=
—~
<
~r

X

<=1'ra®'n de E ® F sur -

Les projections uaet “8 définissent la projection Tog 8
Eadp_FB’ tel que :
T E®F————>E @ F,
X @Y™ > waB(_)g ®y) = na(x) ) wB(z)

Rappelons que 1l'on a les propriétés suivants relativemént au produit tensoriel
"E @ F. (ef[Sch 81]). :

1) Ee® F est la somme directe orthogonale des espaces Ea e FB

EsF=£{EaQ F8|a€A,BeB}~

' 2) M e N est une métrique pondérée des Ma ® NB dans E & F

M0N=Z{c_ac'BMaeN8|aeA,BeB}



vérifions cette dernidre affirmation :

v x,x' € E et y,y' € F, on a par définition :

MeN(x oy, x* @y') = Mx,x") N(y,y')

fl

[zfe, M (v (x), «a(z)) | e €] [2{03 Ns(na(x), m,(y') | 8 € Bj

Z{ca oy M, (m (x), 7 (x)) Ng (ws(z), m(y' )) |« €4, 8 e B}

]

tfe, cp M, o Ny (v (x) @ w (y), m (x') e m(y )) |a € a, 8 eB}

z{cack M_® NB[waB(g ®y), T (x e y'))|aea, e}

ce qui achdve la vérification. On a donc le lemme suivant, pour tout tenseur

X, o = 7 {X |aea, 8 € B}

EeoF E ®E
. o 8

lemme. : III.Y4.2.1

On a 1'égalité suivante :
(I11.4.2.1)

I%g ¢ el o n = Elegch Xy o plly ox |2€4, 8eB]
a B a 8

III.4.3 Mesure d'information et tenseurs relatifs 3 un ensemble de
triglets

Nous considérons ici un ensemble de triplets (Xa Ma' NB) (cf tableau III.H4.3.1)

B’ _
auquel est associé les applications linéaires Xa € L(E:, FB)' X&B G_L(F;. Ea) et
X *
les tenseurs Ea ® Fg de Ea ® FB’ UaB € FB ® F8 et ZaB € Ea ® Ea et ceci pour

a € A et B € B.

Les espaces Ea et FB sont de dimension finis et on note Ja = dim Ea et

I, = dim F, pour a € A, B € B.



Soit X = n'~{Xa3' | « € A, B € B}, le tableau relatif au. tenseur .
XEoF =T {an o F, | e
juxtaposition des tableaux X .. Comme E =1 {Eh |a €A}, ona:

€ A, B € B} qui peut 8&tre considéré comme la

'

dim E = 1 {dim E o € A} et on note J = ¢ {Ja |« € A}. La dimension de E qui est
le nombre de colonnes du tableau X et I la dimension de F est tel que :
Ia= 2'{IB| B € B}, le nombre de lignes de X. Si 53 = X (ez) € F, le vecteur -
J

colonne de X, on note : 53 ='w8(£j), la projection de Xx

8
. - t * . ) = K o 3 .
X X‘(fi) ¥ Xy na(gi), Ia projection de x

1

sur FB_de méme pour-

sur Ed, on a alors :

U Qo
X (x; |t e 1)
et
' o
(xglied)
Les tenseurs associés au triplet (xaB’ Ma’ NB) ont pour expression :

- .
U =g {udd I 05‘; | 3,3 eJa}

aB a - -8
. iit a*' '
zZ = Sy
L {NB, Ii,i e IB}

aB

D' apr2s (II.2.1),

’

_udd! a(J) .
M= (M = 5a(J ) a(y) a(J) l‘j y el
et
i1 b(1) it ,
N = {N 3(1)1;(1) Np(yy 118" € 1}

ou a, b sont des fonctions sur J et I tel que a(j) = a si J &-Ja et b(i) = g st

1€ IB' Définissons les tableaux marginaux suivants :

X& = 7 {X' | B € B} qui correspond & un ensemble de Ja colonﬁes du -
tableau X auxquéls sont associés les tenseurs U € F ® F et Z € E’:c@- Ea
correspondant au triplet (X& , Ma, N). (ef : tableau III.4.3.3)
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De méme, X g " b {qu |a € A}, un ensemble IB lignes du tableau X auxquels sont

associés les tenseurs UB e F; ® FB et ZB e E¥ @ E correspondant au triplet

(X 8’ M, NB). (ef : tableau I111.4.3.2)

Progosition . III.N.3.1

Les différents tenseurs vérifient les égalités suivantes :

(II1.4.3.1) _
Ug =1 {e, Uq | a €A}

 (11I.4.3.2) _ _
2, =t {ch Z s | 8 € B}

Si n; ® "B est le projecteur de F* ® F sur FZ ® FB et n: l).+} “a celui relatif a
E'@ E sur E*QE
a o

*

TTB @vB (Ua) = ¢

* A
T, ® T, (ZB) ch Zoa

Si{ on note U, Z les tenseurs associés au triplet (X, M, N), on a :

U==2ic, U, la e A}

7 =1 | oy Zg |8 e B}

|




1...d, 1. J 1...9,
1 :
I,
1
. xaB
I

g
1
IB
tableau général (III.4.3.1)

1 Jd
1
. X
. ".B
I

w

tableau histoire des variables (II1.4.3.2)

tableau histoire des individus (III.4.3.3)
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Demonstration

Soit 1le triplet (X .8’ M, N ), considérons les décompositions E = Z{E Ia € A} et

M - P {c | a € A} Les tenseurs UB et U ap appartiennent au meme espace -

B QFB, 1es schémas de dualité associés aux triplets (X-B' M, N ) et (X gt My

N ) étant :
xl
R B 6, e fag o
E < EB FB
4 +
“l Ng Ne
* xB :
) E
E >F8 '>FB

jy+ _J* J!
Par définition UB r (M Xq ® X, | 3,3' € J}, notons a = a(j), on a alors :

S 3 LR LIS L
U= 2T gy Ca My Xp @ X 13,30 €0, aeal

] * 1
=£{caM‘ij Zg @g; | 3,3 eJa;aeA}

I {ca UGBIaGA}

symétriquement, on a Z ='I {c' " | 8 € B}. Le tenseur u, € F*@ F, on a la
décomposition F* ® F= 3% {F @ FB' |B g' € B}, calculons la projection de U
sur 1'espace F’é ® FB

v - e M e e

33t x i 3 :
p{ed @ (@ x ) [3 ey}

*

n; @ " (Ug) =1 e T (y_j*) ® "y () |3.3' € J

L e T
DY @ xp 14,90 e g

[
M‘jj = C d'ol :
a

Comme j,j' €J , on a : M‘m'
o o

af

* ' * 5t
T, ® T (UB) =c I {Mi‘j _)5‘; ® 5‘; 13,3' e Ja} =



) =ct Z

démonstration symétrique pour montrer que wz ® L (z B Zap*

B

On s'intéresse maintenant aux triplets (Xa , Ma, N) a € A et (X, M, N) soient les

' tenseurs associés Ua ,U € F* @ F. Les schémas de dualités sont :

4

’ C : . X .
E < X! r* E < Qe F*
4 a +
M l N . M I N
[0 3
‘ X
E* X F ) g* Qo F
} a

En appliquant aux triplets précédents les relation (III.4.3.1) et (Iil.u.3.2), on

a:
U=23 {ca U, |« € A} et symétriquement Z = E'{cb ZB | 8 € B}
La linéarité de la trace permet d'avoir le corollaire suivant :

corollaire (III.4.3.1)

On a  les relations suivantes entre les mesures d'informations associées aux
différents tableaux.

I(X g) = ¢ e, I(X,q) la € A}

(X, ) = I {ck (X o) | 8 € B}

I =t {e, (X, ) la €A} =2 {cb I(x ) |8 € B}

I(X) =% {ca ey I(xus) |« €A, g8 e B}

. III.4.4 Réduction de 1'information

Pour étudier 1'ensemble des triplets (XQB,_MQ, NB)' o € A, B € B, on étudiera
done le triplet (X, M, N) en effet, on a d'aprés le corollaire IIT.4.3.1



I(x, M, N) = ¢ {e cf I(X,gr M» Np) |a €4, 8 € B}

donc 1'information I(X, M, N) est une "moyenne" pondérée des informations

relatives a chéque tableau.

Le probléme que 1'on cherchera 3 résoudre est alors 1'approximation de rang K du

tenseur Xg o F relativement 3 la métrique M ® N dans E & F.

On pourra le voir sous plusieurs points de vue :

ITI.4.5 Etude du tableau : "histoire des variables"

On considére 1'ensemble des triplets (Xa , Ma, N), a € A : le tableau X est

partitionné en colonnes, c'est le cas par exemple si les tableaux Xa. sont des
groupes de variables relatives 3 un méme ensemble d'individus. Les sous-espaces
vectoriels considérés sont (E_, M), a € A, les espaces des individus relatifs
aux groupes de variables, 1'espace total est E = 2 {Ea Ia € A} muni de 1la

métrique M = £ {c, M, la €a}.

(F, N) : 1l'espace des variables. Les mesures d'informations associées aux

tableaux vérifient I(X) = I {ca I(Xu Yla € A} d'apres le corollaire (III.4.3.1)

Le tableau X étudié est la  juxtaposition des tableaux Xa en ligne, c'est le

tableau : "histoire des variables".

Si est une approximation d'ordre K de X P nous avons vu que si F_ =

T
E&® F N E ® ; K
T(E ), espace image de\E par T, et il existe une base {vk |k € K} N-orthonormée

tel que les vecteurs v, soient le plus 1ié au sens de JE au triplet (X, M, N).

Ainsi, le premier vecteur v, de 1'ensemble est solution du probléme :

Probléme III.H4.5.1

maxf(cl, X, M) =<U, vi@® Vv, >
v, EF

avee || v, [[3; =1




comme U = £ {¢ U |a€ A}, on a :
o a
<u, v¥ @v.>=1 {ca <U, vi@v:, > |a € a}
=3 {cai(v,, X,» M |aea}

La démarche est donc analogue A celle de Caroll, on recherche une variable unique
v, € F, 1é plus liée aux différents paquets de variables Xa, a € A, non pas au
sens de la liaison R? de corrélation multiple ni au sens de la liaison L2
d'Escofier mais au sens de la liaison 'i,que nous avons définie (produit scalaire

du tenseur représentatif du triplet et le projecteur associée i v,).

Cette liaison i est la plus générale, on verra . que les liaisons R?

et L® ne sont 1'expression de cette liaison pour des métriques particulidres.

Une fois, le vecteur v, obtenu, le processus &tant réitéré, le vecteur v, est la

variable unique orthogonale & v, la plus liée aux groupes Xa ets, ...

L'étude de la liaison entre plusieurs groupes de variables Xa sera abprofondie

au paragraphe III.5.

III.4.6 Etude du tableau "histoire des individus"

On considere les triplets (X 8’ M, NB)’ B € B. Le tableau X est partitionné en
ligne, cela correspond par exemple a des tableaux X 8 ou des groupes d'individus
ont été mesurés relativement au m@me ensemble de variables ont &té fait & des

instants différents. Les sous-espaces vectoriels considérés sont :
(E, M) 1'espace des individus

(FB’ NB)' B € B, les espaces de variables relatifs aux groupes
d'individus, 1l'espace total est F = :E {FB' | B € B} muni de la métrique
N=212 {cB NB | B € B}, les mesures d'informations associées aux tableaux‘
vérifient : I(X) = % {0;3 IC o) | 8 € B} d'apres le corollaire (III.A.3.1) le
tableau X étudié ici est la juxtaposition des tableaux X.B en colonnes, c'est le

tableau "histoire des individus".



Au tenseur TE ® F meilleure approximation d'ordre K de XE ® F’ correspond donc
un ensemble de vecteurs {uk |l< e K} M-orthonormés les plus "1iés" au sens de :f
des tableaux X.B (raisonnement identique qu'au paragraphe précédent). Du point de
vue mathématique, en effet, les études des triple@s (Xa, Ma, N), et (X.B’ M, NB)

sont symétriques.

Ainsi,  le premier vecteur u, € E est le vecteur général le plus 1lié aux
différents tableaux X 8’ 7 étant le tenseur de E* @ E relatif au triplet (X, M,

N), le vecteur u, maximise :
<z, W @u >=12 {c'Bi(u“ X, N) |8 € B]

Pour interpréter la liaison ;t, i1 faut remarquer qu'en Analyse des Données, les

métriques N relatives aux espaces F seront toujours diagonales, ce sont des

B’ B’
pondérations relatives aux individus (méme constante, la plupart du temps). On
posera donc NB = Dp . On suppose que les matrices X 8 sont centrées.

B

Si 1'on note VB' les matrices de variances-covariances relatives aux tableaux XB.

lons que : Z_ = X' D X M=YV_ M pour € B.
rappe q 8 XB pB 8 8 p B

;f(ul, XB’ DP ) =< ZB’ uf @ u, > = trace (V8 Mu, u, M)
B

= ' ; =
trace (u} M VB Mu,) < u,, VB Mu, >M
IB
-1, mON;7) (ear fluy 5 = 1)
Au,
ol IB est 1'ensemble des individus relatif au tableau X 8 (I = U{I8 |8 € B}) et
I .
NJB est le nuage des individus dans E. La liaison i relative aux groupes
1]

d'individus s'intebpréte donc comme 1'inertie du nuage des individus relative 2
1M '
1'hyperplan Au, M-orthogonal & u,. Ainsi, u, est le vecteur de E maximisant :

<z, uf®u1>=2{céi(u1,x,DP)iBGB}

B" Py

I
B
=7 {C' I".L M(NJ ) l B eAB}
B
Au,



ou encore u, est le vecteur minimisant :

i I
<z,®5‘,>=}:{c'81“ (NJB)IBGB}

Au,
ainsi, le vecteur u, est donc un vecteur d'inertie minimum en "moyenne" relatif
aux groupes d'individus X 8" ‘

Une situation typique ol 1les pondérations Dp different selon les groupes

B ,
d'indiyidus IB (en fait des modalités) se rencontre par exemple, 1lorsque 1l'on

traite un ensemble de tableaux de contingence Jjuxtaposés en colonnes par

1' analyse des correspondances.

III.4.7 Mesure d'informatioh lide 3 un tableau croisé

Dans cette partie, nous nous intéressons, si 1l'on a un ensemble de
triplets (XaB’ Ma, NB) a €A, B €B aux formes quadratiques

B ' o
= X. . = LI
Vaa xaBNB aB . wBB xaBMaXaB
ou encore aux applications
oo x N x L(E ,E .) et WO X M X eL(F., F.)
a'a” Tarp g Tap T Eartar ! OV Wgrg = X M) Xip € L(Fgs Fo

et leurs généralisations A plusieurs triplets. Les tableaux qui leur sont
associés jouent, en effet, en Analyse des Données un grand rdle.

Par exemple :

1) Si (X, Dp) et (Y, Dp) sont deux variables

D ' D ’
. 1| P, 1|1>y
qualitatives V = _XDpY est le tableau de probabilités associé au tableau de
contingence, son analyse est équivalente & faire 1'AFC de X et Y.

2) Si (XQ’ D1IP ,Dp) sont un ensemble de variables qualitatives en

posant X = n{xq |q € Q} 1'on a B = X DpX' est le tableau de probabilité relatif



au tableau de Burt associé aux variables Xq. Si xq est tableau de nombres
positifs, alors B est le tableau de Burt généralisé proposé par Benzecri [Ben 82]
et 1'analyse du tableau de Burt généralisé ou non donne les mémes facteurs que

1' analyse du tableau X.
3) Si (X, M, DP) est un tableau de variables quantitatives
centrées, alors V = XDpX' est le tableau de corrélations ou de covariance suivant

que les variables sont réduites ou non.

Nous étudierons 1les mesures d'information et opérateurs 1liés A ces

tableaux. Les résultats fournis permettront de guider le choix des coefficients =

de pondérations {cq |q e Q}. I1 est en effet connus, par exemple, qu'il est plus
judicieux de choisir 1les coefficients {cJ q@ € Q] relativement 3 1'étude d'un
ensemble de variables qualitatives en raisonnant sur le tableau de Burt qu'i
partir du tableau disjonctif complet (cf [Caz 80].

L'information (inertie) relative au tableau disjonctif complet, uniquement
fonction du nombre de modalités de variables qualitatives est peu intéressante,

en effet, comparée a celle du tableau de Burt associé.

Une autre application des résultats obtenus dans ce paragraphe est leurs
utilisations dans le cadre de la classification automatique. La classification
automatique peut, en effet, &tre présentée comme 1'é&tude du tableau croisant la
variable qualitative partition X et 1'ensemble des tableaux {Xq,q €Q} (ef

k
paragraphe IV.2.,2).

Soit un triplet (X,M,N) et V = X'NX € L(E*,E), W = x™W' € L(F*,F) on a alors
la proposition :

Proposition III.4.7.1

Les opérateurs associéss aux triplets (V,M,M) et (W,N,N) sont Z2 et U? on
a alors :

I(V) = I(W) = U2 = ||z |2



Démonstration :

Soit 0,, 1'opérateur associé au triplet (V,M,M), son expression

matricielle est :

0, = VMVM = 22

"

de méme si O, désigne celui associé & (W,N,N) on a alors.:
0, = WNWN = UZ

Par sulte I(V) = trace U? = trace (U.U) = || U |I* = z{a2 |r € [1,...,r J} ob r_
désigne le rang de X et Ar la r-3me valeur propre de U, ces valeurs propres qui
sont égaux A celles de Z d'ol I(V) = I(W).

Si on a X = n{xq | q € Q} un ensemble de variables qualitatives, cette
proposition exprime que 1'analyse des correspondances de X et celul du tableau de
Burt donne les méme facteurs et si A est valeur propre dans 1'analyse de X, A2
est valeur propre de 1'analyse du tableau de Burt. |

Nous nous plagons dans le cas ol 1'on considére un ensemble de triplets

(xaB, Ma"NB) o € A, B € B auxquels sont associés les opérateurs UaB et ZaB,'on
8 = 4 : [] ) : * :
note va’a Xa'B NB xaB 1'application linéaire de L(Ea, Ea') apque} correspond
8
le‘ tenseur an & Ea' de EaQ Ea, .

On considére alors les décompositions :
E-3le,|aeal et EQE-T{E ®E, |aa €4

et 1'on note

B

VS@ E-T {VEa@Ea' | a,a' € A}, le tableau associé 2 ve

E®E étant

VB‘= VB ' ™ B B
b1 { o' o l a,a' € A} ou Va'a est celui associé A VEaQ Eu' .
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Les triplets considérés sont (Vg’a , Ma, Ma’) a,a' € A, (VB, M, M) oU M
est la métrique pondérée M= ¢ {ca Ma | a € A} et les schémas de dualité associés

sont :
ou encore
8 /
V.
o’ o *
Ed< Eqy
M M,
[} 8 o
* vu'a
Ea > o
B
celui relatif & (Vv ,M,M) étant
v
* *
E=3E < B E =3E
aa a a
M M
*
E -2 >E =XE
aa
De manidre symétrique on a :
. a '
Warg = Xap My Xopr
le tenseur associé : W™ de F ® F , 1les espaces somme directes considérés
FB®FB, B B!
sont : -
F=3{F, |peB},F®F=3(F ®F,, |8, 8 € B}
Ba A - B 8 _
\
1'on pose :



le tableau associé 2 Wg ®F étant :

a a

Whew {wa, |8, 8" €8]
les tripléts considérés sont :

a ' o

(Wg s Ngu N, ) et (W%, N, .N)

ol N=2{CBNB|BGB}

" les schémas de dualité étant :

X X
Fy < of Bl _of F
*
FB
Oou encore -
) a'
W
B'B *
P < Fs'
N, INB,
o
W
* 1]
FB B'8 > Fy,
et
F=3F W F* F*
= : =3 :
8 8
N ]N

soit f‘B et ea les tenseurs unités respectifs des espaces F; ®F

alors :

8
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. .
et EQQEO‘ on a



Proposition III.4.7.2

On a les relations suivantes :

B = =
IWqig) = € Upg s Uy > = < U g« Usyp s £
By _ '
I(v®) z{caca, <ULy s Ua,8>|a, a' € A}
=flu |2
o, |
et symétriquement :
(4]
TWg ) = <20y 2oy > =<2 002y b€ >
= ' '
(W) el oy <Z 0, Zog > 18, 8 € B}
= 2
Iz |
Démonstration

B

Le tenseur O,
a’ a

* B8
e Ea ® Ea associé au triplet (Va'a’ M
matricielle : :

on a donc :

B B B
I(Va,a) = trace (0, ) = trace Voo M
comme VB = X N oﬂ a:

a'a a'B B qu

[+

B

, Ma') a pour expression

M)

a'a a



trace (X'

M, M)

B
I(va'a) aB 8 0:'8 a xa’BNB xaB (43

' ‘
trace (X as Na U g Xug M)

trace (Ua'B xaB M, X NB) = trace (Ua'B . UaB)

=<Ua85Ua'B>=<UaB.Ua,B,fB>

Nous avons défini la liaison entre deux triplets (X g’ Ma’ N ) et (X 'g?
Ma,, N ) considéré ici comme deux paquets de variables portant sur méme ensemble
d'indlvidus comme le produit scalaire entre les tenseurs associés U B et Ua'B Qe
1' espace FBQ FB :

B
J ((Kyg M) o (X go M) = < Upg » Ugg> = TV, )

cette information est justement contenue dans celle du triplet (V8 ,M M ,). Ce
dernier triplet est donc bien représentatif pour 1'étude des liaisons entre les
triplets (XaB’ Ma’ NB) et (xa'B’ Mu“ NB).

La deuxidme égalité montre que 1'on peut trouver des décompositions
optimales de I(VB ) en cherchant un ensemble de vecteurs {v |k € K} de F* ®F
en étudiant l'operateur U g U e r* ® F_, 1'ensemble de vecteurs { k lk € K}

a'B B B

NB—orthonormés maximisant 1'expression :

*
<ua8 . Ua'B , z{vkavklkel{}>

ce qui revient & étudier les éléments propres de la matrice UaB . Ua'B . NB.

Lorsque xaB’ XG’B sont deux paquets de variables quantitatives et 1les
=1 =1

métriques M = (V_ ) " | M. = (v, ) ' les métriques de Mahalanobis associés et
a1 ao a' o'a
= D T ett——— = = - R
NB D nB IdB’ on a alors UaB Aa ’ Ua's Aa, les Dp projecteurs Uas
Ua.B = Aa . Aa, on reconnait les équations de la canonique entre les paquets de

X .
variables ” et Xa,8



B = ' ' .
La relation VEQE w{VE Q E | o, o € A} entraine d'aprés le lemme
(III.4.2.1). =

V ' €A
I el = ooy o 1% gg I @n, 1 ° }

= I{ < e, Cyr <Uipr Uy B>| a,a' A} = || UB" 2

aB

en effet U, = ):{c Uy | a € A} est le tenseur de F*QF associé au triplet (X

M, NB) On étudiera donc le triplet (V M, M) pour étudier les liaisons entre
les triplets (xaB’ Ma’ NB) o € A.

De manidre symétrique, on démontre les égalités relatives 2 "e'e et W,

Soient A, C A, 'Az C A deux sous-ensembles de A, on considére les

décompositions :

Ep, ‘==Z{Em1 |a, € A,}, Ey, =2f{}3mz |a; € A5}
d' ot

EA1® EAZ =3 {Eal® Em2 |a, € A, a, € A,}

et 1'on considare

B

VEA&E | «, € A;, a, € A,},
1 Az

= 7 {VE GD E

)

B

ALAL le triplet associé :
1742

le tableau correspondant étant V

(vB My My )ouM =z{c M |a, ea}etn
1

AA,° A, A, A, 3% =t {caz Maz |a2 € Az}

A,
on a alors

Préposition III.4.7.3

Les égalités suivantes sont vérifiées :



r(v8 - - ‘
('A1A2) 2:{c"'lcmz v a, )I @ €Ay, 0, €A } Z{C CG2<UG18’ <128>|,al ¢ A GzeAz}

Le résultat est une conséquence immédiate du lemmme relatif 3 la

décomposition de produits tensorieéls, on a en effet d'aprés le 1emme IIT.4.2.1.

MA,dp MA2 =z {c? . Malqp Mm2 |« € A, @, € A}

par définition :

- 2o oy IV

B _ 2 .
I(VAA2)—||VE ®F, IIMQM 5, @, "MQM laleA,,a,eAz}
Al Az Qz l
8 _ o
= Z =
{calcazl(val_az) |a1 €A, a, € 4,} Z{calca2<ua18’ Ua28> Iax €A, a € Az}
en posant :
UAIB = z{cml Uy g o, € A,} et UAZB - z{cm2 a,8 |a, €A }
on a I V = <U U > =< U . U £ >
( A Az) AR’ TA,B A8 A,8* "B
En étudiant les éléments propres de U . U . N, , on pourrait avoir
A8 A8 B
des décompositions optimales de I(Vﬁ A, ).
Exemples
1) Supposons que 1'on étudie la liaison entre un triplet (X D” 2sD_, €t

Q- trlplets (X, D1l02,D ) ol X s Xq, q G Q 'sont des ensembles de variables»
quantitatives centrées relatlves a4 un méme ensemble d' individus.

V = 1] ) =
m fe, ¥ D X |ae€ Q] e, Vqlaeal



AT o
U=t {—75 x"@x"|j &}, ae0

ol Jo’ Jq sont les ensembles d'indices relatifs 2 Xo et Xq, on a alors :

I(V_ ) = <U,U >|qe
(Vog) = & {eg <V, U, >]aeal
J J
(<x°% x9> p )’ )
p
= I {c — . €y €J e
feg T, |35 €3y 3y €9 aeal
varx - varx
o Jq
covar? (x 7, x )
=1 eJ, € J €
varx ~ varx -

J J '
. o q
T {cq corr2 (5 y X ) |jo E-JQ, Jq G-Jq, q e q}

La mesure d'information relative au tableau VOQ est donc la somme des

corrélations au carré entre la variable & expliquer et 1les variables

explicatives.

2) Si les triplets (X oD D) et (x ) P ,D ) sont des endembles de

12 "p 1|

variables qualitatives munis de 1la métrique du chi deux respectives, les

opérateurs associés aux triplets sont les Dp- projecteurs Ao, Aq e F* KR F, de
* *

XO(EO) et Xq(Eq), q € Q.

1'on a :

0Q a laeq}

[ '
vV =1 e xoppxq|qeov}=n{q oq

ol POq est le tableau des probabilités d'association des modalités de Xo et Xq et
l'ona:

I(V = = 2
(Vo) 2{cq<Ao, Aq>|q€Q} z{cq ¢oq|qeo}+z{.cq|qeo}

ol : ¢;q est le phi-deux du tableau de probabilité Po



3) De manidre générale, en utilisant les diverses expressions que 1l'on a

données. au paragraphe (II.3.3) du produit scalaire entre deux tenseurs < Uq,Uq, >
nous retrouvons les liens classiques entre 1'étude des liaisons des triplets
(XQ, My Dp) ) (xq,, Myt » Dp) et 1'étude du triplet (qu,, My Mq,) ainsi si Xq
et Xq, sont des variables qualitatives, 1'étude de leur liaison revient & faire
1'AFC du tableau de contingence associé, si Xq est une variable qualitative et
Xq, une variable quantitative, 1'étude de leurs liaisons (Analyse discriminante)
revient a faire 1'ACP sur le tableau qu, qui est la matrice des centres de
.Bravité relatifs aux modalités de la variable qualitative, et 1'étude de 1la
liaison entre une variable qualitative'X0 et un paquet de variables qualitatives
X, 9 € Qrevient & faire 1'AFC sur le tableau Voq =T {voq |q € Q} Juxtaposition

q
des tableaux de contingences etec, ...

III.5 ETUDE D' UN ENSEMBLE DE VARIABLES DEFINIES SUR LE MEME ENSEMBLE
D' INDIVIDUS

III.5.1 Introdution

Nous abordons dans ce chapitre, les applications des résultats précédents
dans le domaine de 1'Analyse des Données.

Nous avons montré au paragraphe (III.U4.6) que l'étude.du tableau "histoire
des individus" était simplifié en Analyse des Données car les ‘métriques NB
relatives aux varlables seront toujours diagonales et généralement constantes.
L' étude du tableau "histoire des variables" est plus ‘complexe car les métriques

Ma relatives ‘aux individus peuvent &tre quelconques.

Nous avons déja montré que 1'étude d'un tableau pouvait se ramené i la
recherche d'un ensemble de variables générales {vk | x € K} ordonnées de moins en
moins liées au sens de ;t aux différents tableaux (cf paragraphe III.4.5) . Nous

allons approfondir ce point de vue.

IIT.5.2 La liaison ientr‘e plusiehr's ensembles de variables

Nous reprenons ici les notations du chapitre II, nous supposons que nous

avons :



{Xq | @ € Q} un ensemble de variables portant sur un méme ensemble
d' individus I

q € Q} un ensemble de métriques associés aux tableaux Xq

N=D un ensemble de pondérations relatives aux individus.

Du point de vue espaces vectoriels, la situation se présente comme suit :

(Eq, Mq) q € Q les différents espaces et les métriques associées relatifs
aux individus. On note E = 3 {Eq | q € Q} 1'espace total des individus muni de la
métrique pondérée M = I {cq Mq | @ € q} ol {cq | @ € Q} est un systime de
pondération relatif aux tableaux Xq. Nous supposerons dorénavant que le nuage Qes

individus est centré.

(F,N) est 1'espace des variables.
Dans un premier temps, nous nous limitons & la recherche du premier vecteur v le
plus 1ié aux paquets de variables Xq. Nous définissons comme liaison d' ordre 1
entre Q paquets de variables X,, ..., XQ la valeur du maximum du probléme
d'optimisation (II1I.5.2.1). '

Définition III.5.2.1

La liaison entre Q paquets de variables Xq, q € Q est la solution du probléme :
II1.5.2.1

i(xl, ...,Xq)= : maxz{cqi(v, Xq, Mq),'qu}
wEF
avec"vlli) =1
p

Nous avons vu que v solution du problime est tel que (ef III.3.3)

h O T X) = I {cq <Ug Vv |a e =<, vigy >



N,

ou U=132 {Cé Uq |q e Q} est le tenseur associé au triplet (X, M, N) avec X =
u{quqeo}.

Nous allons donner les ~expressions de ;[(X,, coey Xq) et la procédurev_pour

résoudre le probldme d'optimisation :

Nous avons vu au paragraphe (II.3.2) que Uq s'exprimait en fonction de ses
é1éments propres comme suit :

*
Uq=z{x‘11¢ci‘ ®¢‘i‘|1e1}

par suite i(v,:xq, M) = < T {A‘i‘ ¢‘i‘* ® ¢‘11 |ie1}, vv@ v >
=1 1] (v, ¢‘;>DP)2 | q & Q}
=3 {Acil'cos2 (v,‘¢g) | a & Q}

‘en-effet v et les vecteurs ¢? sont de normes 1. Nous allons montrer au paragraphe

(II1.5.4) que v solution du probldme est centrée. Par suite :

i(v, X M) = 2 (3] corr® (v, o) |q € q}

on a alors :

h S xQ =t leg 2] corr2 (v, ¢ |aeq, 1€ 1]

La démarche proposée revient donc 3 chercher un vecteur v le plus correlé avec un
coefficient de pondération cq A? aux facteurs ¢? des différents paquets de
variables Xq.

Nous allons donner d'autres expressions dei(xl, ceny XQ) permettant 1é calcul
effectif de la variable v.



-70.—

D v
> )

v, X M' = WD vwD = trace (v'D W
_i( Q¢ q) trace(qp p) ( p ¥

comme v'D qupv est un scalaire
v, X M =v'D WDv
i(' q’ q) P Qap

d' olt

;[ (v, X, M) =< v, WDV >

par suite :

y X , M e qQ} = <v, WD V> "
Z{i(v X, q)|q Q}. Z{cq vy WD Dplqu}

=<v, [z {cqqup la e aQll (v) >Dp

D

=<v, WDp v >
: p

on a donc & résoudre :

Prob;éme III1.5.2.2

(Xyy o0, X)=max < v, WD v >
i 1 q ) p DP

v € RI

avec[lvlb = 1
’ p

d' o la proposition suivante :

Proposition II1I.5.2.1

La liaison j[(x,,...,xQ) est égale A la plus grande valeur propre de WDp associée

a la premidre composante principale c!,



Montrons que les liaisons. R? de Caroll et L2 d'Escofier ne sont que 1' expression

dérbour des métriques particuliéres.

Proposition III.5.2.2

On a les relations suivantes :

i (v, Xq, V;I) = R? (v, Xq) corrélation multiple entre la variable v et

les variables {Ej |J € Jq} du groupe q

i(v, X Q" A ) = L% (v, X ) =1 -L (N%) inertie de la projection du nuage

des variables Nq relatif au groupe q. Aq étant 1la métrique diagonale dont les
termes dlagonaux sont : {mI i e Jq}

Démonstration

- Associons i chaque groupe de variables xq, la métrique de Mahalanobis
J
Vql. Cela revient A donner & 1'espace R q une structure isotrope, tout vecteur

est axe d'inertie. L'opérateur Uq associé au triplet (Xq, V:; Dp) 3 pour

expression (ef II.3.3)

c' est-a-dire 1'opérateur de projection associé 3 1'espace Eq, par suite :

oy .
:[(v, X vq ) = < v, ALV >Dp R? (v, xq)

- Si 1'on se limite aux métriques diagonales Aq

LG X, 8) =<y, W D v>  =L2 (v,
Lo X ) = <v, W py v p, T 1V %

qui s'interprdte comme 1'inertie en projection du nuage Ng des variables. Cela

" n'est pas vrai si Mq est une métrique quelconque. C'est une des raisons pour

laquelle ces auteurs se limitent aux métriques diagonales.



La liaiéon  que nous proposons généralise donc bien les liaisons R? de Caroll et
L2 d'Escofier-Pages.

Pour résoudre le probldme d'optimisation (III.5.2.2), nous allons présenter
1'Analyse en Composantes Généralisées qui permettra de trouver une solution en
considérant l'espacé IRJ contenant 1les individus. Auparavant, nous rappelons
quelques résultats classiques en ACP.

III1.5.3 Rappels d'Analyse en Composantes Principales :

L'Analyse en Composantes Principales, les méthodes factorielles ont un double
objectifs

1) Une description de 1'ensemble des individus par la recherche
d'une représentation euclidienne simple du nuage des individus. Cette réduction
8'obtient en recherchant les axes d'inertie minimum et en projetant le nuage sur
les plans formés par de tels axes.

2) La recherche de composantes principales, combinaisons linéaires
des variables originales de variances maximum fournissant de "bons résumés" de
1' information.

Nous allons exprimer les probldmes d'optimisation résolus en ACP & 1'aide des
tenseurs U € F* ® F et Z € e ® E associés au triplet (X, M, D ). On se place

dans cette partie dans la situation classique ol M est une métrique diagonale

(M=IdouM=D ),
1| o2

Proposition I1I.5.3.1

Le vecteur unitaire u, du premier axe principal du nuage NI

3 des individus est
solution du probléme



Problime III.5.3.1

) * . I
max < Z, u, ®u, > = IA.IL11 (NJ)

u, € B’

avee f[u, || 2 = 1

En effet z = 1 {p, 5’1‘ ®x, |1e1}, <z, vy, > = z,{pi(< EST AR OL ENCE ¢

d'ol < Z, uf ®u, > = IX& (N}) qui est bien le critdre optimisé en ACP. Du
1

point de vue matricielle, nous avons vu (cf paragraphe III.4.6) que le probléme
(III.5.3.1) est équivalent i :

"Probléme III.5.3.2

max < u,, VMu, > M

u, €E

avec”ul"zM = 1

De méme symétriquement, on la situation suivante, relativement aux variables

Proposition 111.5.3.2

Le vecteur unitaire v, relatif 3 1la premidre composante principale est solution
du probléme

Probléme III.5.3.3

max <U, vf@v,> = I {MJ(Qc_‘j, vidp )2 |jed} =1

: J)
p

&, N

v, €EF

avec || v, || D, =1 J



Matriciellement le probldme se posent sous la forme suivante :

Probldme II1.5.3.4

max < v, WDp v, >DP

v, €EF

avec || v, [| *Dp = 1

Les résultats classiques en ACP montrent que les matrices VM et WDp ont méme
valeurs propres, il suffit donc d'étudier celle dont la dimension est la plus
petite. En obtenant les K ‘premiers vecteurs propres de VM, {vk |k € K}, cet
ensemble est le systéme d'axes d'inertie minimum, des formules de passages

simples (vk = XM u k € K) permettent d'obtenir les composantes principales

kl
vecteurs propres de WDP.

III.5.4 L'Analyse en Composantes Principales Généralisées :

La solution du probl2me d'optimisation relative & (X,, ..., X.) est donc donnée
par 1'ACP du triplet (X, M, D) ob X = = {quq € Q) et M=t {cq Mqlq e Q}, on
diagonalisera VM puisque VM et WDp ont méme valeurs propres. Le schéma de dualité
est :

J X' Ix

on a alors la proposition suivante :



Proposition III.5.4.1

1) Le vecteur v € R' de norme 1 maximisant £{f (v, Xq Mg )| q € Q} est
homothétique a la premidre composante principale e! de 1'ACP du triplet (X, M,
D )

2)La valeur de ce maximun A ==;f(x,, ceey XQ) est la plus grande
valeur propre de la matrice VM ol V désigne la matrice de variance-covariance

X'D X.
p

L' expression de VM est si 1'on note qu, la matrice de variance-covariance des

roupes X et X
8 P . q q'

Vi, Vi ... VlQ c,M,
VM = Vzl Voo o
: , o L,
Vau aq QM

- Lorsque 1'on associe les métriques de Mahalanobis aux tableaux Xq; la matrice
VM s'écrit :

-1
Vi, Via ... le Vi, o
VM =] Vay V,o -1
: . Va2
v v ° V..
Q QQ QQ

- La proposition permet de résoudre 1'analyse canonique.généralisée de Caroll en

diagonalisant une matrice de dimension card J x card J.

- Ce sont SAPORTA-MASSON qui les premiers ont mis en évidence ces résultats dans
le cas pérticulier ci-dessus. [ef [Sap 75] [Mas 74]].

- Si les variables sont qualitatives, en remplagant chaque variable par le groupe

de ses indicatrices non centrées alors V est le tableau de Burt et la métrique



-1

\')
qq
effectifs des modalités de la q-2me variable. Le probl2me résolu est celui des

- (Xq )('q)"l Y q€ Q ol ()(q)(;])-'l est la matrice diagonale des inverses des
correspondances multiples.

- D'une manidre générale selon les types de variables considérés et les métriques
choisies, on retrouve les diverses méthodes factorielles (Analyse des
correspondances simples, analyse discriminante, ete, ...). '

- Nous avons Jjustifié au paragraphe (III.4.4) 1'analyse de tableaux de
différents types quantitatifs ou qualitatifs avec des métriques pouvant différer
suivant les groupes considérés 2 partir de la mesure d'information associée i un

tableau. Dans cette partie,. 1l'analyse peut &tre vue comme 1l'étude de :
1., ..., xg) = ¢ [1§ corr? (v, D) |aeq, 1 €1}

c'est-3-dire 2 chercher un facteur v le plus corrélé aux facteurs ¢q des

différents groupes, corrélations pondérées par un coefficient Yq = cq Aq. Ce

i i
coefficient est le produit de deux termes :

Aq qui tient compte de la variance de la composante principale i du groupe q.
C'est une pondération des facteurs ¢q 3 1'intérieur des groupes. Si la métrique
choisie pour un groupe est celle de Mahalanobis cela revient 3 accorder la méme

importance & chaque facteur ¢§ (A? = 1 pour tout i € [1, ..., rang Xq]

cq : c'est une pondération inter-groupe qui reste 3 discuter pour homogénéiser

1'influence des divers groupes.

Remarquons que si rq = rang Xq alors i1 n'existe quer = ¢ {r Iq € Q} termes non

nuls dans 1'expression (X, ..., X ) associés 3 des valeurs propres Aq + 0.

Cette analyse, nous allons voir, est identique 2 une ACP sur le tableau Juxtaposé
C des composantes principales associées 3 chaque groupe Xq.

Proposition III.5.4.1

L'analyse en composantes principales du triplet (X, M, Dp) est identique A& celle
de (C, IdE. Dp) en particulierjle, f'.' XQ) = j:(c,, ooy CQ) ol Cq désigne le



tableau des composantes principales du tablelau Xq.

Démonstration :

Nous avons vu que, si 1'on note fq, le tenseur associé au triplet (Cq, IdE , Dp)
et U celui associéd 2a (X M D ue T = U en effet soien

qQ 2 Xg Mg D) a q q | ¢
{C% |1 € [1,...,rq 1} les composantes principales relatives 2 xq, Dp-orthogonaux

et de normes A? :
aQ_,a9% .q - qa - .qx q. )
ci—xiéq;ietrq z{xi ¢i@¢i|1e1} U,

en attribuant la valeur A? = 0 pour les vecteurs ¢§, i> rq ajoutés A 1'ensemble
{¢?»|i e 1, ..., rq]} pour former une base Dp-orthonormés de RI.

Par suite :

. xp°~-: = ’ ’ =- ) ’
{ (x, Xy) t {{ X M) laeal : {Lv Cp» 1d) [a e q}

I o nxp -2, cees €

Plus généralement, les triplets (X, M, Dp) et (C, Id, Dp) sont équivalents car :

.u.=z{cquq|qeo}=z{cqx‘i* ¢‘i‘*®-¢?liel,qe'o}
r=zfe r laeal =i A ol@ellter, qeq}

par suite : JJu -T2 =0 CQFD

En remarquant que la métrique IdE associée aux tableaux Cq-est diagonale nous

q
avons une interprétation de la liaison;feultermes d' inertie.



fv,c, 1) =1 (ccd v> )2|ie 1}
q i D
: p
c
= I (NIq) inertie de la projection du nuage
Av

C

NIq des composantes principales Cq sur le vecteur v. La liaison ;[(x,, ey XQ)

est donc la moyenne pondérée des inerties des nuages des composantes principales

c
NIqsur le facteur v le plus 1ié aux différents facteurs ¢?

A y o
_ q
1 <., ...,xQ)-z{cq rr (Y |qeq}

I1I1.5.5 Expression de la liaison Ien fonction des variables :

Nous avons montré que la liaison 1()(,, cees Xd) s'exprimait facilement en
fonction des facteurs des tableaux Xq. L' étude des liaisons R? de Caroll et de L2
d'Escofier ont montré que cette liaison pouvait s'exprimer selon les métriques

considérées en fonction des variables z‘j des tableaux Xq.

Dans cette partie, apr2s avoir donné 1'expression générale de i(x,, cees
XQ) nous envisageons quelques situations particulil®res : tableaux de mesures, et
tableaux de modalités et donnons les expressions de i(x,, ceny XQ) dans chaque
cas :

=t M e M 5,0 e )

par suite

] x 3.3 3 \
1w, Xpp M) = U, v @ v> = 1 {Mq <x ’.V>DP<£ , v>Dp 3,9 € Jq}

et pour v relatif 3 i(xl, ceey Xq), on a :



qQ q = D -

i(xl, oo X)) = e w3, v <x‘j',v>D |3,3' eJ , aeq}
' o P e T

Lorsque 1'on a un seéul tableau, on reconnalt le critdre maximisé par 1'ACP

classique.

II0.5.5.1 Etude d'un ensemble de tableaux' de mesures :

Si -les tableaux Xq sont des tableaux de mesures homogdnes, on peut choisir comme
métriques M = Id W q € Q ce qui correspond & effectuer une ACP non normée sur
le tableau X = 1 {xq |q € Q}, la liaison s'écrit alors : '

:[ (X1 eeey XQ) b {cq cov? (x°, v) |j € Jq, q € Q}

_les variables v, {53 | 5 € J} sont en effet centrées donc :

<x), v>. = cov ( 5J, v)

Dp

Si -les tableaux sont hétérogines, on le normalise en choisissant la métrique de

Sebestien M = D
q 1 o2

variables {53 | 3 € g} étant donc centrées réduites, on a alors :

, on effectue alors une ACP normée sur le tableau X, les

q

i(xl, cens XQ) = I {cq corr? (g_j, v)]jed, qeq}

La premidre composante principale est donc une variable la "plus correl-ée en
moyenne" 3 1'ensemble des variables {EJ | 3 € J} propriété soulignée et mise en
évidence pour la premidre fois par MASSON [Mas T4].



II1.5.5.2 Etude d'un ensemble de tableaux de modalités

Dans cette partie, nous considérons un ensemble de variables de natures
qualitatives. Ce type de tableaux est étudié par 1'Analyse des Correspondances

Multiples.

On considdre une variable qualitative comme un tableau Xq constitué par
1' ensemble de ses variables indicatrices.

On note traditionnellement :
%3
: } ou xd e [0,1]
fIJn{fiju-k—|ieI,JeJ ol xj ,

ol k=n ¥ card Q
le tableau de fréquence des couples (i,j)
£y = {f‘J = I {f'iJ |1 e I} 1'ensemble des polds associés aux modalités

f . .
I
f% = {fi = —%J—| i € I} le profil d'une modalité J dans 1'espace F = R
J

dJ
rd. {f% |J € Jq} le nuage des modalités relatif 3 la variable q
I .

fI = {fi = % | 1 € I} 1'ensemble des pondérations relatives aux individus
comme f1 est constant, on considérera 1'espace F = BI comme muni de la métrique
identité IdI.
Oh a alors 1'égalité des liaisons que nous avons définie, R? de corrélaﬁion
multiple et L2? d'Escofier. En effet la liaison L? a &té construite comme une
généralisation de la 1liaison R? de Caroll identique pour les variables
qualitatives. Vérifions le rapidement.

I

Soit un vecteur ¢I de R™ et Wq 1' espace engendré par les modalités f% pour j € Jq

et Aq le projecteur associé 3 Wq.

I I I I
REG0, W) = cony a0 > = laget | 2



or A

L { S B | ® fJ |J €3} car les profils £ sont orthogonaux
: hegis 2 T :

£2
||f"j||2 =z e |ie1} = L lesr . étant égaux 3 0 ou 1

1 - T ke, 13 K
J

I PO S
par suite Aq ¢ = T {fJk <ty 60> 1y e Jq}

Hag ol 2 = = feze <ol ™2 ed)s |5 e )

J
i} i oI 1 (n @
=z {fjk (< fy, ¢ 22 |Jje Jq} - IA:I(NI ) .k

inertie de la projection du nuage des modalités de Jq sur A‘I, done
¢

I J .I I J
: QO A R N AR AR

Le vecteur ¢I de norme 1 maximisant
I Jq I I
z{cqiw,fl,Id)|qu}=z{cq<¢,Aq¢ >|aqeal

I I
= <
¢ T {e, A, 0 |aeq}>

est le vecteur propre associé 3 la plus grande valeur propre de z{ch ]q € Q} La

liaison entre les Q questions J,, oy JQ s' écrit done en fonction de )

i 2 I i 2 I I
r G AR {cq R® (¢, W) a€al =z {e cos® (4, A0 lae al

L Qi s 3 = 1 o cos? (%, £ |3€d, aeal

L

Soit wJ le facteur relatif 3 A dans RJ, la formule de transition s'écrit :



S IR T I
) /TZ{"’Jf.I“eJ}

. I
Soit le vecteur canonique Eq projection de ¢ sur Wq, on a :

3
: . f
I I J I
= = , 3> - eJ
By = Aq (0D =z { <o, £y T lyeat

en remplagant ¢I par son expression et en remarquant que les termes non nuls dans .
1' expression <oI, f‘jI> sont sont ceux relatifs aux composants JéJq, on a :
fJ
Eoe—— {y, <23, > | 3 e}
J 17 | £ "2

d' ou

- J
£ /T{wj rrlyeq !

Ainsi donc A& une constante multiplicative prés L la composante du vecteur
v
I
canonique l»;q sur les modalités f']j:, J € Jq est la restriction du facteur ¢ 2

1' ensemble Jq. Ce qui peut encore s'écrire :

<¢I, fj>

||f||2 -71’-\ pour j € J.

I01.5.5.3 Etude d'un tableau mixte

Nous allons exprimer 1la liaison _'f dans le cas ol 1'on a un ensemble de “triplets
que 1'on considérera comme composé de trois types de triplets.

Un premier ensemble (X |, v!
q, QIQI

D L D ) un autre groupe de variables quantitatives q, € Q, ; (X5, D

1o

I e P .

un ensemble de variables qualitatives q; € Q,.

D ) » 4, € Q, de tableaux quantitatifs, (Xq ’

R
D

P H]

1' ds :



La liaison entre ces tripets s'écrit alors si Q= Q,Jq,Uaq, :

fou, o XQ) = Heg pay, x la; e Qb + zf{e, corr2(xd, v) |3€ 3, q, € Ql
' Q q 2 a2

2

, ,
+ ):{‘cq cos*(£y, V) [J € J , a5 € Q}

III.5.6 Etude des pondérations des tableaux

Nous discutons dans ce paragraphe du probléme du choix des coefficients
{c _|q € Q}. Plusieurs solutions ont été proposées pour le choix des coefficients
{cq | q € Q} suivant les critdres optimisés (cf [Caz 80]), [Sap 791).

Ces études concernent en général des tableaux de méme nature : quantitatif ou
qualitatif, pour 1'étude de tableaux mixtes, Escofier propose une pondération que
1'on rappelera. Dans cette partie, nous présentons les principales solutions dans
le cadre de notre méthodologie en nous 'basant sur les  expressions de
1' information I(X) et la liaison i .

Rappelons que :

I(X) = ¢ {cq I(xq) |a & Q}, on notera dans la suite I, = LX)
Remarquons que si 1'on multiplie’ 1les cq par une constante, I(X) se trouve
multiplié par cegte constante, on imposera donc une condition de normalisation :
L {cq|qe€q} =1} i
La liaison :f a pour expression :

Lo, x5 fe, L v, X» M) laeal

q
=T {cq A corr? (¢?, v)|1ieTl1, ..., rq] |q e q}

si on note rq le rang de Xq.



Ainsi ;t(Xl, vevy XQ) est une somme de r = [ {rq Iq € Q} de corrélations au carré
c' est-a-dire de nombres compris entre O et 1 pondérés par les valeurs propres et
les coefficients cq. Un tableau Xq,de rang rq,) rq, comportera donc plus de
termes que le tableau Xq, de rang rq, mais sera plus difficile & résumer par un
vecteur unique v. D'autre part les valeurs propres peuvent &tre supérieures i 1
pour des tableaux de mesures traités par 1'ACP, mais inférieur 3 1 pour des
tableaux de modalités traités par 1'ACM. Ces diverses considérations montrent la
nécessité d'un choix de pondérations. Les principales possibilités sont :

1) Choix de pondérations égales

Cette solution est adoptée si par exemple 1'ensemble est constitué de tableaux

que 1'on pense &tre "homogénes" ou que 1l'on a aucune idée i priori.

on choigit alors {cq - % | q € Q}. Ainsi, souvent, un ensemble de tableaux de
modalités est traité ainsi par 1'ACM classique.

2) Rendre égale la mesure d' information associée 3 chaque groupe

C'est un choix logique déns le cadre de notre démarche, les méthodes d'Analyse de
Données étant des techniques de réduction de 1' information I(X) moyenne des
informations Iq des groupes. Les coefficients seront choisis alors comme
solutions du systéme d'équations

Systéme III.5.6.1

Cl Il=02I2=-oo=cQIQ

z{cqlqeo}=1

on trouve facilement :
. 1/1
o = - 1 q , 4€Q
. 'L
x| fg_"" e q z{1/1q,|q € Q}
q'




La métrique relative aux variables Dp étant diagonale, Iq s' interpréte comme
1" inertie du nuage des individus N§ relatif aux variables de Xq. Nous avons vu

q . '
au paragraphe (III.2.2) que 1'information relative A une variable centrée EJ :

I(gj, Id, DP) = var(gj), cette normalisation est donc analogue & celle ol lorsque
1'on étudie un tableau de mesures hétérogdnes,. on réduit les variables pour que

les distances entre individus soient indépendantes des unités de mesures.

3) Rendre égal le plus grand moment dfinertie de chaque groupe

Lorsque M est une métrique diagonale, Iq s‘interpréte comme 1' inertie du nuage
Jd

des variables NIq et ;f(v, Xq, Mq) = I, .L (N q) En notant que les nuages

"allongés" ont plus d'influence que les nuages "ronds", dans la détermination des

composantes (inertie de la projection du nuage plus importante), Escofier propose

de normaliser 1'influence des différents tableaux en égalisant le plus grand

moment d'inertie de chaque tableau. Les coefficients sont alors : oq = -J-.

q
quo A1

4) Rendre égal 1'information "utile" de chaque groupe

On peut ne pas tenir compte de toute 1'information Iq relatif 3 un tableau mais
une approximation d'ordre sq < rq . Le nombre sq étant par exemple déterminé par
une étude préalable du tableau Xq. Ainsi les coefficients cq sont déterminés par
- le systdme d'équations : ' '

Systéme 1II1.5.6.2

£ {cq|lqgeq} =1

s
. q

ol I, =t {A? |1er1, ..., sq]}

si sq = 1, ¢ € Q on retrouve le choix d'Escofier et si sq = rq, la normalisation

par Iq. Cette solution intermédiaire_permet de tenir compte de 1'importance des

groupes non par une procédure automatique mais par un choix de 1l'utilisateur

apr&s analyse séparée préalable de chaque groupe.



s » .
Si on note qu la solution adoptée relative 3 un tableau q, notons k la valeur

commune
. S 1]
cq, Ié} =k, pour q' # q, " € Q on a alors :
qu = X done pour s < s' c-a-d Isq < IS'q alors cs'q < csq
q Isq q q q q q q
q

S S
plus on choisit d'axes pour déterminer Iqq plus le coefficient qu diminue done
lfimportance accordée au tableau Xq diminue.

r ] . :
On a donc cqq sc9sct pour 1 s s, § Fy Choisir la solutfon d'Escofier pour

1

q q

un groupe Xq, c'est lui accorder 1'importance maximale qu'elle puisse avoir dans
notre contexte et normaliser par la mesure d'information Iq c'est lui accorder

1' importance minimale.

5) Choisir les coefficients de 1' opérateur "compromis"

Dans son approche Escoufier propose de visualiser les objets en utilisant les
éléments propres de 1'opérateur "compromis" c'est-i-dire, sous la contrainte : {z
cé =1 |qé€ Q}, 1'opérateur U = & {cq Uql q € Q} combinaison linéaire de Uq de
norme maximum. Cet opérateur "résume" au mieux les divers opérateurs associés aux
tableaux et Saporta [Sap 79] considire qu'elle est optimale en ce sens qu'elle
aboutit & une AFC, lorsque les variables sont de types qualitatives, dont 1la
somme des carrés de toutes les valeurs proprés est maximale. La représentation
des objets se fait alors dans un cadre tenant cbmpte des ltaisons globales entre
variables. La solution est, en effet, la premidre composante principale du
aqr ~ Vgt Vg2 la @ eql
Lorsque les variables sont qualitatives, T est le tableau de 42 de Pearson ou des
coefficients T? de Tschuprow (cf travaux de Saporta [Sap 791).

tableau de produits scalaires des opérateurs T = {T

Dans le cadre de notre approche, cela revient 3 étudier le triplet (V, M, M) ou
V = X'MX est la forme quadratique définie sur E* associée 3 X. Nous avons vu en
effet au paragraphe (III.4.7) que le tenseur associé au triplet (V, M, M) est le
tenseur U? et que la mesure de 1'information I(V) = [|[U || 2 tient compte des

)

diveioeo llalouns euure 1es triplets (xq, Mq, Dp), q € Q. Il est donc naturel de



chercher les coefficients {cq | @ € Q} qui maximisent 1'information I(V)

¢' est-a-dire les solutions du problime :

Probléme I1I1.5.6.1

max I(V) = JJu 2=z {a2|eerlr, ..., r 1 =

=t {eec ,<u.u.>|q,q
{ Cq' Vg Uy 1w @

{cq |cq eR , qe q}

avec I {ca'|q e Q} =1

ol {Al IZ e [1, ..., ru]} sont les valeurs propres de U de rang rU.

De tels coefficients {cq | q € Q} tiendront compte des liaisons mutuelles entre
les triplets, ce sont les composantes de la premidre composante principale de
1'ACP du tableau des produits scalaires des opérateurs.

6) Pondération dans 1' étude d'une variable qualitative & expliquer

et un ensemble de variables explicatives

Pour étﬁdier, dans une optique de discrimination,‘la liaison entre une variable
qualitative 3 expliquer et un ensemble de variables qualitatives explicatives, il
est courant de faire une AFC sur la Jjuxtaposition des tableaux dé contingence
croisant la variable a expliquer et les variables explicatives. Cette analyse
n'est pas optimale et n'est une vraie analyse discriminante que si les variables
sont deux a deux indépendantes. Saporta propose alors [Sap 79] d'améliorer 1'AFC
en choisissant des coefficients qui optimisent le pouvoir discriminant des

facteurs en maximisant la somme des valeurs propres.

On trouve alors que les coefficients sont les phi-deux 3 un coefficient prés,’

entre la variable & expliquer et les variables explicatives.

En présentant le probldme dans notre contexte, nous retrouvons ce résultat en le
généralisant facilement & un ensemble de variables explicatives, quantitatives ou

qualitatives.



Nous supposons que 1l'on a un triplet (Xo, Dp) relatif & la variable

Pilp
o
qua:eitative. 3 expliquer et un ensemble de variables explicatives que 1l'on

partagera en deux groupes :
- le premier groupe :

(X , D

q ) Dp) un ensemble de variables qualitatives q, € Q,
1

”PQ1

- le deuxidme groupe :

(x , (v )_1, D ) un ensemble de variables quantitatives ¢, € Q,,
Qg S PLe P . .

on pose Q = Q, J Q,, étant donnée la nature des métriques choisies, chi-deux
, et mahalanobis (V )"' pour celles

1|qu PL P

quantitatives, les tenseurs associés sont les Dp—projecteurs Aq e F*® F sur

X (E¥), q e q.
q( q) q€Q

pour les variables qualitatives : D

Le tableau V o = w {XB D, X, | a € Q} contient 1'information mutuelle entre X, et
{Xq | @ € Q}. On étudie le triplet (V M, Dp) ouM=7¢g {cq Mq | a € Q} avec Mq =
D

oQ’

-1
”Pq si q € Q, et Mq = (qu) si g € Q,.

Les coefficients {cq |q € Q} seront choisis solutions du probléme

Probléme II1I.5.6.2

’

max I(V ) = <A , I {cq A, lae @ =1 {cq(Ao, AP |q € q}

+
c R, €
qe q €Q

avec . - Z{CZQIQGQ} =1

Secit K = inf (dim Eo’ dim Eq) q € Q, en général K sera le nombre de modalitéds de

la variable a expliquer Xo. Désignons par | k € K} les vecteurs propres de I

Uk,
{c_A_ A lae ool de normes 1
~ v \* ) " "



On a : I(V
o

~
i

a y {cq trace A, A |a € qQ}

z {cq e Ay Ay U |x € K, q € Q}

le probléme (III.5.6.2) est équivalent A

Probléme III,5.6.3

max I(VOQ) =z {cqu{( AoAqukI k€K, q €Q}

. +
R,
c. ¢ q€Q

K
D =&, KK EK

<u ,u K

k'K

t{c? |q€Q} =1
q

En utilisant les multiplicateurs de Lagrange {Ak | k € K} et u on trouve en

dérivant par rapport & cq 1' expression :

= ' - - 2 -

W=z {°q weA A oy [keK, geQl-zt i wou |[kek}- e a qeq}l-1)
doit @ i ! =

que ¢, doi 8tre proportionnel & % {uk A, Aq u, | x e Kk} <A Aq>, ainsi si Xq

est une variable qualitative on retrouve bien :

\

¢ =<A ,A > =

2 A un coefficient pris
q 0 q ¢°q : P

et si Xq est une variable quantitative :

' G
¢ =<A,A >=trace (V.B) = 1(N.9¢
ou Bq la matrice d'inertie "inter-classe" relative 3 Xq et cq est donec 1'inertie

du nuage des centres de gravité NEq dans 1'espace Eq muni de la métrique
Mahalanobis V !, 4
Qq : ‘



Chaque tableau Xq est donc pondéré suivant 1' importance de la liaison du tableay

Xq avec le tableau Xo au sens de la liaison .

7) Pondération par la norme des opérateurs

En utilisant 1'expression de :f (Xys oeey XQ) en fonction des opérateurs

- *
{1, ..., Xg) = Bleg < U, v e v>| q.€ Q]

' ' . 1 |
comme | | v¥ @ v|| 2 = 1, on peut choisir % = TIOIT° Jx,, .,..’XQ)-s'écrit

alors : q

fax,, ..., Xy = IR, (U,v) |a € Q)

comme une somme de termes compris entre O et 1. En 1'absence d'idée précise, on

choisira cette pondération ou celle ol les cq sont égaux i 1.

II1.5.7 Généralisation

Dans la définition de .j_(x,, ooy XQ) donnée au paragraphe I1II.5.2.1, nous nous
dommes limités pour des raisons de clarté & la recherche d'un seul vecteur v,
unitaire maximisant 1'expression :

{cq i (vl’ xq, Mq) Iq € Q}

i1 est évident que ce vecteur v, obtenu, on peut réitérer le processus en
cherchant un deuxidme vecteur v, maximisant la m@me expression sous contrainte
d' orthogonalité au premier et ainsi de suite. D'apr2s les propriétés d'optimalité
de 1'Analyse en Composantes Principales Généralisées du triplet (X, M, D), on

obtient pour une liaison d'ordre K, les K-premiers facteurs {vkl k € K} d'une
telle analyse, on pose alors :

$x,, .., X)) =z {cq;f v, Xy Mq) |aeaq, k ek}
et on en A8ANIE Fanilamamt 1o atoal.oo0 CApIE3I3LONS ae .L (Kyy eoey XQ).



I1I.5.8 Conclusions

Au terme devcette étude, nous avons donné une formulation générale unique en
termes de réduction de 1'information d'une famille de méthodes d'Analyse de
Données traitant un ensemble de tableaux de données en pondérant chaque groupe de
variables par des coefficients positifs. Nous avons étudié cette réduction de
1'information ‘sous leurs aspects géométriques et en termes de liaison entre
variables. Nous avons explicité dans chaque cas, les probi2mes d'optimisation
associés. I1 apparalt ainsi qu'aux différents choix uéuels en Analyse des-
Données : choix de 1'ehsemble d'individus, choix de 1'ensemble des variables
s'ajoute lorsque 1l'on traite un ensemble de variables, le choix de coefficienfs
équilibrant le rdle joué par les différents groupes de variables. Les étapes que
nous proposons pour étudier de tels tableaux sont alors :

1) Etude préalable de chaque groupe. de variables. Nous avons vu en effet
que les éléments principaux (valeurs propres, vecteurs propres) de chaque groupe
influent dans la détermination du ou des facteurs les plus 1iés aux différents

groupes.

~2) Normalisation des groupes de variables : deux types de normalisations
sont A considérer : une normalisation intra qui consiste au choix de métrique sur
1'ensemble des individus, cette métrique s'interprétant en termes de pondération
des variables du groupe. Une normalisation inter qui consiste aux choix des

coefficients de pondérations inter-groupes.

Ces coefficients seront choisis en fonction des obgectifs poursuivis tel que cela
a été présenté au paragraphe précédent.

3) Réduction de 1'information : c¢'est 1la résolution du probldme
d'optimisation par les techniques d'Analyse des Données. Nous avons envisagé
jusqu'a présent que 1les techniques de type factoriel au chapitre suivant nous

considérons les méthodes de cla331f1cat1on.

4) Interprétation des résultats : les interprétations, en restant
uniquement dans le cadre du probléme d'optimisation, se font dans 1' optique
traditionnelle des méthodes factorielles A 1'occurence 1' Analyse en Composantes
Principales, c'est-a-dire on considdre les corrélations et contributions des

variables ou individus par groupe. aux facteurs. Dans une optique de visualisation



des différents nuages, les données é&tant normalisées (la métrique M est

1'identité), il est alors possible d'appliquer les techniques, proposées par
divers auteurs, comme 1'Analyse Factorielle Multiple d'Escofier ou STATIS.

- Une telle approche ou les probldmes de normalisation, d'optimisation et
d' interprétation sont séparés suit les recommandations de MODULAD [Mod 82] dans
1' écriture de programmes informatiques relatifs A une méthode d'A.D.. Elle
correspond par ailleurs & la philosophie du systdme SICLA[Ral 84] dont
1' architecture refldte un tel découpage.

- Une autre possibilité pour traiter un tableau n-aire ‘est de considérer

le triplet des composantes principales (Cq,' Id Dp) en effet, on a vu (cf

’
proposition III.5.4.1.,) que ce triplet est équiviient a (Xq, Mq, Dp) pour q € Q.
Ce qui correspond & la pratique classique de remplacer un ensemble de variables
quantitatives ou qualitatives par leurs composantes principales pour 1'analyser
par la classification automatique par éxemple. Toutefois, si les composantes
principales n'ont pas une signification claire, de telles analyses posent des

probl&mes d'interprétation,

IV ETUDE D'UN TABLEAU N-AIRE PAR LA CLASSIFICATION,AﬂTOHATIQUE

IV.1 Introduction

Nous allons, dans ce chapitre, considérer les applications dés résultats généraux
concernant les tableaux n-aires du chapitre III & la classification automatique.
Nous généralisons un ensemble de méthodes de classification & 1'étude de tels
tableaux. Les méthodes factorielles classiques supposent la population homogeéne,
pour chercher des axes d'inerties minimum ou des composantes principales. Les
méthodes de classification type MND ont pour objectif la recherche de classes
homogénes selon des critdres mesurant 1'adéquation de 1la classe & sa
"représentation". Suivant le type de représentation, on aboutit 3 des méthodes

différentes. En particulier, lorsque la représentation d'une classe est une

CoarAnm L6 L —nan.

IrlltC GfTiue, les urdvaux ae UK LUK Y], concernant 1'Analyse Factorielle
Typologique, ont montré que, les K-variétés affines locales de la partition

optimale ont, en général, un taux d'inertie supérieur & celle de 1'analyse
globale.



Dans 1'étude de tableaux n-aires, nous examinons les différents cas ou la
représentation d'une classe est le centre de gravité de la classe et, lorsqu'elle
est une variété affine. Nous faisons ensuite le lien entre ces méthodes, les
Nuées Dynamiques Généralisées; 1'Analyse Factorielle Typologique Généralisée et
1'Analyse Canonique Généralisée Typologique qui est la recherche de liaisons

locales entre variables.

IV.2 Nuées dynamiques généralisées

Nous supposons que nous avons un ensemble de triplets (Xq, Mq, Dp), qQ € Q de
variables relatives a un méme ensemble d'individus. La classification que nous
envisageons ici est d'abord celle pour laquelle la représentation d'une classe
est le centre de gravité de la classe. Nous allons la considérer sous cing points

de vue différents.

IV.2.1 Classification d'un ensemble d'individus par

un ensemble de variables

Le cadre de référence est 1'espace E = I;{EQ |q € Q} muni de 1a métrique pondérée
M=71 {cq Mq |q € Q}. Un individu X, de E est repéré par Q composantes Ziq

=7 {liq |aeq} o x, = LA (51) e Eq'

iq

A une partition P & K classes sont associés, K centres de gravité 8, des classes

Pk’ k € K tels que :
P,
- ey [—L1x ierI}
B =7 igglaeal - n ity Jrer,
p k
n a immédiatement : =7 = I {— 1 (x iel
° - Brq = "q'& {'pk q &1 !
P,
1 2
Pk
P .
On notera Dpk = {Bl |1ie Ik} 1'ensemble des poids relatifs & la classe Pk.
Kk
Ik
Donc si NE est le nuage des individus relatifs & la classe Pk’ gkq est le centre

I . I )
de gravité du nuage NEk projection du nuage NEk dans Eq.
' q



Calculons la distance d'un individu X; au centre de gravité - de la classe Pk :

i (x;, g) = I {cq dﬁq (X540 8q) 19 € Q}

d'aprds la définition de 1la métrique M pondérée. Si on note alors
X = n{xq |q e Q} et X = a {Xg | a € Q} 1e tableau général et celui relatif 2 ia
classe Pk’ on définit les applications inerties relatives 3 un point de E comme
suit :

+

I,:P(X) xExM—

(A, g, M) ————> I(a, g, M) = [p, 42 (x,, &) |x, € 4}

i

On a aussi Q applications inerties Ig relatives aux espaces Eq

q, q _ st
I, P(X™) x EQx Mq > R

q —_— q - 2
(A%, go» M) > 1 .(A%, gy M) t{p, dMq(ziq. gq)l ._)Eiqelﬂ
par suite

k k
IOC, g M =t {p di (x,, g | x, e X7}

K
= 2
t e, py dMq(ﬁiq’ 8eg) | 24q © Xq» 4 € q}

- .19 (4
L {cq I, o Begr M) la e al
Ik
L'inertie du nuage NE relatif aux individus de la classe Pk est donc la moyenne
I1E
pondérée de celle de N ; . I1 est donc licite de chercher dans 1'espace E une
q

partition P a K classes minimisant 1'inertie intra :

k
Iintra = ¢ {1 (X", g, M) |k € K}

r



Le probléme qui demeure est celui du choix des coefficients {cq|q € Q} pondérant
. I .

les inerties des nuages NEk. Nous avons déja discuté de ce probldme dans le cadre
"de la liaison entre Q ensembles de variables. Nous la reformulons au paragraphe
(IV.2.6) dans le contexte de la classification automatique. Nous allons présenter’

le deuxi®me point de vue.

IV.2.2 Recherche d'une variable qualitative liée 3 un ensemble

de variables au séns de i

'D'apres la relation classique : Inertie totale = Inertie intra + Inertie inter la
méthode de classification cons.idérée maximise 1'inertie inter dont nous allons
donner quelques expressions. On appelle G le.tableau des centres de gravité & K
lignes et J colonnes :

G' =1 {gk | k e K}

On note DP = {pk | k € K} 1' ensemble des poids des k classes associées aux
K
vecteurs g tel que p = I {pi 1€ Ik} pour k € K.

Le triplet relatif aux centres de gravité est (G, M, DP ) et le tenseur associé

est noté B 6 E*db E qui a pour expression : K

B=1I {p, g @ g |keK]

La mesure d'information associée au triplet (G, M, DP ) est notée I(G, M, D, ) et

K Px

. correspond 2 1'inertie intér, en effet, on a :

G
1(G, M, DPK) = I (N = ¢ {pk||§k > I % & K} = <B, e > = Iinter

Une partition peut 8tre considérée comme une variable qualitative & K modalités

donc caractérisée par un triplet (Xk, D1lP , Dp). Nous allons montrer que 1la
K

. méthode de classification revient & chercher, un triplet (Xk, DﬂP , Dp) la plﬁs
1iée au sens de la liaison :t aux Q triplets (Xq, Mq, Dp). kKo



Nous avons vu au paragraphe (III.4.7) que cette liaison est donnée par la mesure

d'information relative au triplet (VKQ' M, D Montrons que ce triplet est

).
1|PK
équivalent a celui des centres de gravité (G, M, Dp ).

K
i - . ém .
En effet, on a Vgq = ™ {Xk, Dp, Xq lq € Q}. Le k°me vecteur ligne de VKQ‘!k’ est

1
k:y =2 {Di X 1€ I} = P, & ©t ceci pour k € K.

la moyenne des individus x; du tableau X = " {Xq | q € Q} pour la classe

Le tenseur O associé a (VKQ’ M, D1|P ) de 1'espace E* @ E a pour expression :
K .

1 * _ * :
o-1 |- 5 P, & @ P 8 | x § K} = ¢ {pk g, ® g Lk-e K}, on a donc bien
B. La liaison entre XK et {Xq [ q € Q} est donnée alors par la mesure

0

d'information relative au triplet des centres de gravité (G, M, DP ) chSt—é-dire
K
par 1'inertie inter et 1'on a : ‘

1(G, M, DPK) =L [, D”px) I {(_Xq' MY € Q}l = ¢ {cq < By, U | q G,Q}

ol AK’ Uq désignent les tenseurs de F*GD F relatifs aux triplets (XK’ D1|P . Dp)

et (Xq’ Mq, Dp). On a alors la proposition : K

Proposition IV.2.2.1

Une méthode de classification maximisant 1'inertie inter, recherche donc une

variable qualitative Xk la plus lide a 1'ensemble des variables Xq au sens de

:{. La liaison ayant pour expression :
D X ,M ),q €& = <A LU >
T [x, 1ka)|{(q o ra€al) = sfe b, U a € Q)

Cette expression nous 1l'avons déja rencontrée et commentée pour quelques

expressions particulitres de Uj et Mq (ef paragraphe I1I.3.3).

" Ainsi par exemple si on a des triplet (XK, D1lp . Dp) relatifs & un ensemble de

K
variables qualitatives Xq. on a vu que :



1 = I1(G, M, D_ ) = 1= 92

inter (G, M, PK) ):{cq <Ay Aq> | q € a} Z{cq ¢Kq |q € Q}+):{cq |q e q}

ol Q;q est le phi-deux relatif au tableau de probabilités PKq des associations
des modalités des variables XK et Xq'

Dans le cas général < Aq, Uq > = I(Ng ) est 1'inertie du nuage des centres de
gravité dans 1'espace Eq. a

IV.2.3 Décomposition optimale de 1'information relative

aux triglets

Nous allons donner une intérprétation de la méthode de classification comme la
recherche d'une approximation d'ordréAK de 1'information relative aux tableaux
Xq, qQ € Q. Ce'qui intuitivement se comprend tr&s bien, en effet, en adoptant
comme mode de représentation d'une classe son centre de gravité, maximiser
1' inertie inter, c'est chercher ﬁne réduction optimale de 1'information, relative

3 1'ensemble des tableaux, xq concentrée dans les centres de gravité.

Soit X = 1 {Xq | q € Q} le tableau total et le tenseur U € F*qp F associé au
triplet (X, M, Dp) q € Q est tel que :

U = U € Q
U=tz {cq . |qa e q}

on a done : ,

P

Iinter = I(G, M, D‘K) = I {cq < Ags Uq >|lqeq} =< Ays U

A est 1'opérateur associé au triplet (X,, D , D_) a pour expression
K K "1lp” Tp

Aot o= e Kteex)
K

or 5k est la variable indicatrice numéro k de X,, on a donc :

K

k K .
T {x] rolie 1} = & {51 | 1€ Ik}



k
X
en posant v, = ——on remarque que 1'ensemble {vk | k € K} est Dp—orthonormé en
| A -
effet : ||vk I3 =1etsiks "k
p

p &, &0 -z o (£

b (i fo)fier, irer,l=0crr nr, =0

K

on a donc bien<v . v > = 5k

K Vier K par guite :

Iinter = I(G, M, D, ) =< U, I {v* @v, |k eKk}>
Py k @ Vg

expression que nous avions déja étudié (ef III.3.3).

Ainsi donc maximiser 1'inertie inter revient donc & chercher un ensemble de
vecteurs A{vk | k € K} assurant une décomposition optimale de la mesure
d' information I(X, M, D ) en imposant aux vecteurs {v | k e K} é1éments de
-1' espace F d' 8tre le K variables indicatrices d'une variable qualitative XK.-

Nous avons vu (cf III.3.3) que 1l'analyse en composantes principales du triplet
(X, M. Dp) donne aussi une décomposition optimale d'ordre K de 1'information I(X,
M, Dp), aucune contrainte n'étant imposée aux vecteurs v

k
donc considérer que la méthode de classification est une ACP particuli2re. Cette

Dp-orthonormés. On peut

propriété a été mise en évidence dans un autre contexte par Lermann [Ler T79] et
Govaert [Gov 83]. Ces auteurs raisonnent en termes "d'axes" et "inerties" et sont
donc obligés de supposer que la métrique M soit diagonale (ou rendue diagonale
aprds transformation des données). La notion "d'inertié" ne nous semble pas
appropriée et méme peut préter A confusion 1lorsque 1l'on s'intéresse aux
variables. En effet le nuage des variables n'est pas centré et les composantes
principales ne sont pas des axes d'inertie minimum. Notre approche nous semble
plus naturelle puisque nous n'avons besoin de faire aucune hypothése sur la
métrique M et raisonnons en termes de liaison et, d'autre part nous nuangons le
résultat. En effet, 1'ACP dorine un ensemble de vecteurs {vk |k € K} "ordonnés"
dont chacune est solution d'un problime d'optimisation et dont le pouvoir de
liaison vu.  en décroissant, ce qui n'est pas le cas pour les variables
indicatrices d'une variable qualitative. C'est la différence entre les problémes
(III.3.3.1) et (III.3.3. 4)



Pour 1llustrer 1la similitude entre 1'ACP et la classification automatique
considérons un ensemble de triplets de tableaux quantitatifs centrés :

(XK, Dﬂo” Dp) » 9 € Q. Soient {gk |k € K} 1'ensemble des composantes principales
q

de 1'analyse du tableau X = 7 {Xq | 9 € Q} (ACP normé).

Les opérateurs U_ relatifs aux triplets, 6nt pour expression, en remarquant que
var x3 - |20 |2 |
‘ p

' 1 J J
U =t {———x"® %’ |seJ}
a B e
P

Les composantes principales optimisent le critére suivant :

K% ck )
W, = <Uu_, — —
. >:{cq Uy { ||ck||= |k e XK} >|qeq}
. | %
e ¥ k¥ k
W, =z {e < {——m0—— ]34}, = — |k e K} >|q € q}
K
T S T
p P
’(<§j, 9k>D )2
W, = {e P |k ek, jed, qe q}
K
N E P e
p P

Celui optimisé par la classification automatique est :

xk*Q xk
Wp =2 e <U, [—5——[xexk]} >|qeq]
=" 13 |
3ok P
(<x", x>, )® .
W, = ¢ {e D |k ek, 3eJ, qe q}
. k
TSN N T«

1Y p

On voit que 1les critdre W, et W, sont identiques. La différence réside
essentiellement sur le fait qu'en ACP les vecters [cX | k € K} sont des variables
numériques centrées, W, s'interpréte comme une somme de corrélations tandis qu'en
classification automatique Ek est une variable indicatrice relative 3 la variable

- qualitative partition Xk, W, s'interpréte comme une somme de cosinus;
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IVv.2.4 Approximation d'ordre k du tenseur relatif aux triplets

Nous avons montré au paragraphe III.3.2 que cette ‘décomposition optimale

recherchée dans F* @ F s'interprétait comme une approximation d'ordre K du

‘tenseur XE ® F dans 1'espace E @ F muni de la métrique produit M@Dp. Ainsi

donec la classification automatique revient A déterminer la meilleure

approximatiom : le tenseur XE QFK projection de XE ® F SV E ®FK tel que :

1% @ F li@p = E {<u, vy @ v, > |k €K} soit maximale F’k étant 1'espace
K P

vectoriel engendré par les variables indicatrices {vk |k € K| de 1a variable XK.

IV.2.5 Recherche d'une métrique optimisant'l'information totale

Nous allons montrer que la méthode de classification proposée revient i chercher
une certaine métrique relative & 1'espace RI : N(P) dépendant de la partition P

telle que la mesure d'information I(x, M, N(P)) soit maximale.

I

Soit la métr’ique’Nk définit sur R k telle que :

i1 Py Py

N = [N =
K P Py

|1, i* € Ik}

on a alors le lemme :

Lemme 1IV.2.5.1

Les égalités suivantes sont vérifides :

K
p g I3 =<0, vp @ v, >=p IX, M N

Le schéma de dualité étant :

k! I x
E = mJ ¢ X k
M Nk
K I

J* X k
R
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Démonstration :

P
i i
calculons pk ” g, "2M= Py <I { 'I')—k' X, I i€ Ik}, L { —p;— X li' € Ik} >M

it e Ik}

X

=i’ it >M |i’

'p p' t
e L d e g, g e d)

*D
On note f‘1 P _ < . ri >D le Dp-projecteur sur f1 pour le distinguer du

vecteur f: de la base duale. On a aldrs :

* 1
ey =(—: {f °p lirer) ® (—:= {fi| ie Ik})
P Vb,
k
1 *D
D — p t
b z {f ® |1, 1* e Ik}
par suite :
. *D
* . JJ' *J J' 1
W, vy @ V= <L M ® x |3, ed}, ’:{p_kfivp@ £l e b
*
PRSP PR L IR £>3,9' €3 ; 1,1' e I}
pk ka3 A it i ’ ’ ’ K
IR L LR I L
£ M -5;-< xJ, f1>DP < xJ Cfop 3 eds e
. p
P, P
= ¢ {M33" LA x] %), 14,00 ed s 1,1 e}
P, K

d' ol pk||§k||§ = < U, v; ® Vv, > l'examen de ces expressions montrent que si

11t Py Py
1'on pose N = ——=———— 1'expression s'écrit :
K PPy

iy , :
<u, v; ® v, >=p L {MdJ Nii xi x |J j'ed; 1,1 e 1}

On reconnait 1'expression de la mesure d'information associée au triplet (X", M,

Nk) on a donc bien :

<u, v* - k
Ve ® v, 0 P, I(x", M, Nk)
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En considérant alors :

le tableau X = 7 {x¥ |k e K}

' I L

1' espace R = ¥ {R " |k € K]}

la métrique N(P) = I {pk Nk | k e K} diagonale par blocs, le schéma de dualité

étant :
! *
RS < X R
Ml N(P)
*
RJ X > RI

*
Les tenseurs Z, Zk € RJ ® RJ associés aux triplets (X, M, N(P)) et
(Xk, M, Nk), on a les relations :

Z = z{»pk Z, |k e K} et I(X, M, N(P)) = E{pk 1(x%, M, N, ) | x e K}
on a alors la proposition :

Proposition IV.2.5.!1

On a les égalités :

I inter = £ {< U, v;@ v, > |ke K} = 1(X, M, N(P))

ijt '
La métrique N(P) étant telle que si i € Ik' i* € Ik' st k = k' Nk1 = 0 sinon
p p .
ii '
Nk = T;L . ];L, la case (i, i') du tableau X est donc pondérée par les poids des
K k

individus i1 et i' relatif i leurs classes d'appartenance.

Nous avons une double décomposition des espaces E et F



-103 -

E=}:{Eq|eo},F=z{Fk[keK}
M= s, N(P) = k € K
M=z M |aeal, NE) -z {p) b
d' aprés le lemme III.4.2.1, on a :
- 2
1% @ ¢ i @ wpy = log oy 1% @r Iy gnlace kex]
] q k q k
ou encore en termes d'information :
ok
I(X, M, N(P)) = & {cq P, I(Xq, Mq, N) |aeq, k e k}
Ainsi la classification automatique maximisaht 1'inertie inter maximise la somme

pondérée des informations relatives aux classes pk dans le contexte des métriques
Mq,quetNk,keK. '

IV.2.6 Choix des pondérations

Nous avons vu que pour une classe k donnée, 1'inertie du nuage des individus dans
1'espace total E est la moyenne de celle relative aux espaces Eq
k

I (X

P - m) = I {e

q q
q Ir O Beqr M) la € q}

On peut donc envisager les différentes possibilités examinées au paragraphe (
III.5.6) que 1l'on rappelle :

1) Choisir des pondérations égales si les nuages d'individus par

variables Né ont des inerties comparables sinon un nuage d'inertie importante

q
influencera davantage dans la détermination des classes.

2) Normaliser les inerties des nuages NI c'est-a~dire choisir les

E
. q
coefficients cq égaux i 1 |I(xq,.Mq, Dp) 4 un coefficient preés.

3) Choisir 1les coefficients cq qui maximise 1la ‘liaison globale

entre les variables X,, ..., Xq.
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4) Lorsque l'on traite des questionnaires, il arrive souvent qu'une
ou un ensemble de variables qualitatives jouent un rdle particulier ou bien
1' &tude d'un thdme de 1'enquéte a permis de trouver une partition intéressante,
On peut alors lorsque 1'on étudie un ensemble de questions relatives 3 un autre
thédme de choisir (cf paragraphe (III.5.6)) une pondération maximisant 1la
dépendance entre les questions et la partition estimée ol la variable qualitative

de référence.

Nous avons vu que cela revenait A pondérée chaque question par le degré de
liaison : le phi-deux entre la question et la partition estimée ou variable
qualitative de référence. Ainsi, on favorisera les questions les plus liées 2 la

partition ou variable qualitative.

5) Le critere optimisé étant une somme de produits scalaires
W= zt{c <a,, UD> e
fe, <ay, U, |q€Ql
| .
on peut choisir e = 1/||AA| |1 Uglt 1€ Q) et W s éerit :
W= IR (A, Uq) |a € q}
En 1'absence d' idée précise, on choisira cette solution ou la premidre.

IV.3 Analyse Factorielle Typologique Généralisée

IV.3.1 L'Analyse Factorielle Typologique [Ok 75] [Did 79]

Faisant remarquer que la contrainte d'orthogonalité des facteurs principaux ne
permet pas la détéction de tendances locales (directions d'allongement non
orthogonales), ces auteurs proposent une approche plus générale de la
simplification de 1la représentation euclidienne d'un nuage. Au lieu de chercher
la droite affine, le plan, ou la variété affine de dimension q (q-variété affine)
la plus proche du nuage A analyser, on recherche K-variétés affines de dimension
qQ=20,1, ..., ete, les plus proches d'éventuels agglomérats locaux du nuage.des
individus Ni. Divers indices permettent d'évaluer la proximité entre un ensemble

et variétés affines, entre le nuage initial et 1'ensemble K-variétés affines.
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a) Le modele

Plus précisement on définit :

1) Une mesure de proximité entre un élément x € R pour une métrique donnée M*

et Hr une variété affine de dimension r',Hr € IHP qui désigne 1'ensemble des
variétés de dimension r de la mani2re suivante :

[N

I RIx IerM——-—-————> R+

X, H , x M —— I(x,H

b r

r? M*) = p(x)inf {dﬁ*(g, y)|y6Hr}

= p(x) dix(x, AHr (x))

ol AH ‘désigne’le projecteur orthogonal associé i Hr'
r

Ip(i’ M*, Hr) s' interpréte comme 1'inertie de x par rapport & la variété Hr pour

la métrique M*

b) La mesure de proximité se prolonge aisément pour un ensemble

E' ¢ RJ de la manidre suivante :

On se donne une application M permettant d'associer & toute partie E' c'RJ une

métrique M(E') € M ensemble des métriques définies sur RJ

> M

M PR

‘E'- ————> M(E')
1 application I_ se définit sur P (R) « H_ x M comme sult :
I, : PR xHxM —ou 5 g

(E', H., M(E')) ————> 1 (E', H , M(E")] = & {r.(x, v, ME)) [xe E_'}

Ir(E" Hp, M(E')) s'interpréte comme 1'inertie de E' relative A la variété affine

Hr et mesure 1'adéquation de Hr et de E',
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Définition :

L'Analyse Factorielle Typologique est la recherche d' une partition

P = {Pk |k € K} € P, ensemble des partitions 3 K classes, un ensemble K de

K
r-variétés affines H§ =.{H:| k € K} résolvant le probldme suivant :

Probleéme IV.3.1

: K '
min Z{I (x, H., M(P ) |x € P , k € K}
: GRS
r r
PEP

critdre exprimant 1'adéquation entre les K-variétés affines et les K classes de P

[}

le probleéme IV.3.1 s'écrit alors :

Probléme IV.3.2

K
min I {IP (P H., M(P) |k e k]

H¥ ¢ gk
r r

PeEP

Pour K = 1 , le probléme IV,3.2 s'écrit :

Probléme IV.3.3

min Ir(x, H M(X))

H € H
r r
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On reconnait que la r-variété affine H ~solution de ce dernier probldme est
engendrée par les r-premiers axes factoriels de 1'analyse du triplet
(X, M(X), Dp). L'Analyse Factorielle Typologique généralise 1les méthodes
factorielles classiques.

IV.3.2 Généralisation & 1'étude de tableauXn-aireg

L' Analyse Factorielle Typologique se généralise facilement 3 Q triplets (Xq, Mq,

Dp) en considérant les cadres de référence suivant :
J J
- L'espace des individus R° = ¥ {R 9| q € q}

- Le tableau X = 7 {quq e q}

- L'application M définie comme suit :

J .
On se donne Q 4dpplication Mq de P® 9) dans qu ensemble de métriques définies
J .
q q

sur R : M :P(R -_ > M

q ? ) q

E' —> M (E'
q q( q)

on considdre alors 1l'espace produit ?(RJ) = q {?(BJ") | @ € Q} et 1'application M
tel que si E' = ¢ {Ea |qa € qQ} € ?(RJ), on définit M comme suit :

M ?(BJ) —_— M

E' —————> M(E') = L {¢c_ M (E') €
( { cq My(EY la q}
- le triplet considéré est (X, M, D ) et 1'AFTG est la recherche d' une partition
p = {p | k € K} e P et un ensemble K de variétés affines HK { |k e K} de
IR résolvant le probléme suivant :
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Probléme IV.3.3

y _
min I I (P, H, MP) |k e K]
K, oK
H, € H,
Pe P,

- q > q
avec M(P ) = I {e My (P laeqlousixer, Ty € Py

q

IV.4 L'Analyse canonique Typologique Généralisée : AFTG

IV.4.1 Introduction

Dans 1'introduction, nous avions attiré 1'attention sur le fait qu'en général, la
population d'individus I n'était pas homogdne et qu'il était nécessaire de
rechercher des liaisons locales entre les variables.

Le probleéme peut se formuler en les termes sivants : chercher une partition
P=(P,, Poy cuey PK) de la population I tel que la somme des liaisons
'j(xf, cens Xg) relatif A chaque classe Pk soit maximum. En terme de probléme

d'optimisation, cela s'écrit :

K k
max I {f(Xi, ..., X)) |k € K]

P eiPK
o kK k k K
Nous avons défini Y (Xy, ..., Xg) = max I {cq hg (v, Xy Mq) |q € q}
. Ik
Ve €R "oavee [[v, |5 =1
p
si 1'on note a , le facteur sur RJ tel que v, = Xk a _, le probléme d'optimisation

k’
se pose en les termes suivants :

K q k’
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Probléme IV.4.1

k k Ky
max W,(a, P) = T {cqi(xq 2. xﬂ' Mq) |q €Q, k &K}

ae gl

pe p¥

k
avec||Xq ak""’Dp =1, K€K
Exemple :

Pour illustrer notre propos, considérons que nhous avons un ensemble Q triplets
(X, Mq, Dp) tels que les tableaux Xq soient des variables quantitatives centrées

q
et Mq.= D1I02 » alors on a vu que :

L Xy wres X = 2 {oorr2xd, vy |5 € 4}

en accordant la méme importance aux divers groupes {cq = 1 |q € Q}. La résolution
du probléme d'optimisatiqn "permettra donc de trouver une partition P de

1'ensemble I et k composantes principales v v=(v1,...,vk) tel que

k’
Ww(P, v) = Z{corr? (xi, v,) |3 €J, k & K}, soit maximum.

les vecteurs vk.seront de bons "résumés" locaux de 1'information et 1'é&tude des
variables ii les plus 1liées avec v, , permettra de détecter des associations

3t
J xi ) important) entre variables.

locales (corr? (X, X

IV.4.2 Lien entre 1'AFTG et 1'ACTG

Au paragraphe III.5.3, nous avons montré la symétrie qui existe dans les méthodes'
factorielles entre les probldmes d'optimisation de recherche de composantes

principales et celle de recherche d'axes d'inertie minimum.

Cette dualité est importante car la résolution d'un probl2me permet d'avoir la
solution & 1'autre. Aussi, nous nous sommes intéressés aux liens entre les
problémes d'optimisations de recherches de k-composantes ‘1ocaux (AnalySe
Canonique Typologique Généralisée) et celle de la recherche de k-axes d'inertie
minimum (Analyse Factorielle Typologique Généraliséea.
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Précisons les probldmes :

Nous avons montré que :

:f(xk 2, O T xz , wg D x* >
q a’ q . Pe 3 Dp

par suite, le probldme IV.4.1 s'éerit en notant a = (a,, ...,ak) ou encore

Probleme IV.4.1

max W,(a,p) = I{c p <Xk ,wk D xk > | a€q, K€K}

BJ xK

a g K

Probleéme IV.4.1,2

max W,(a, P) = ¢ [p <x,wp x£ > |a e qQ, ke Kk}
K a q p a D
k k "k Py
aerK
P € P, sous les contraintes || v, || 2 %kaa 2 =1, kexk
k k"D k"D
p p
K k
en se rappelant que W D = I {c WD |q € Q}
Py q 4q Py
. k K k
nous pondérons les termes :f_(xq ak, Xq, Mq) par les poids des classes
P = I {p(ii) |1 € Ik}’ car les poids Dp sont normalisés & 1.

k

Soit H,, 1'ensemble des variétés affines de dimension 1, le probliéme de recherche
de k-vecteurs unitaires d'inertie minimum de 1'Analyse Factorielle Typologique
Généralisée en notant u = {uk = Hf |k € K} est :
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Probléme IV.U4.2.1

min W, (u, P) = I {IP(PK, Uy M(Pk)] | e x}

u emeK

sous les contraintes || u = 1 pour k € K

P e By Mice,»
I1 serait intéressant que la dualité observée dans 1'étude de ces probldmes dans
le cas de la population générale (partition a une classe) se conserve dans
1' étude de K classes. En effet, il suffit de résoudre un probl2me pour avoir la
solution de 1'autre . et aux k-axes d'inertie minimum correspondraient
k-composantes principales optimales non seulement au niveau local de la classe

mais, aussi, du point de vue global au niveau des partitions P de PK.
Nous allons montrer que c'est le cas pour les métriques usuelles (Analyse
Canonique Généralisée, Analyse en Composantes Principales, Analyse des

Correspondances Multiples). N

Proposition IV.4.2.1

Si pour chaque groupe de variables Xq, on choisit i'une des métriques suivantes :

Mg - (vg )"' métrique de Mahalanobis

q
M: =D . métrique de Sebestyen
,1|°,2
k
K k
Mq = D |Pq métrique du chi-deux pour une variable qualitative

alors 1'Analyse Canonique Typologique Généralisée et 1'Analyse Factorielle
Typologique Généralisée sont équivalentes.

Démonstration :

En d' autres termes les probl2mes (IV.4.1). et (IV.4.2.1) sont équivalents., La

résolution de (IV.4.2.1) se fait en deux temps, pour une partition P € PK fixée
?



-112 -

on cherche u € RJXK solution de :

Probldme IV.4.2.2

min W, (u, P) = £ {1_ (P M) |k € K}

k' Yk’

u € BJxl(

Les Analyses en Composantes Principales des K-triplets (xk, Mk’ bpk) montrent que

Kk

propre Ak et :

u_ est le vecteur unitaire de 1'axe factoriel associé A la plus grande valeur

k K
Ir(Pk' s M) = Pk. (trace Vk M Ak)

La présence du facteur pk est due au fait que nous n'avons pas hormalisé les

poids dans la définition de I (P, u., )

Par suite le minimum est :

min W,(u, P) = I {pk trace V M - Ak P, |k e K}

k
u e RJxK
rappelons que :
v —— X e, M<
K 1Q o
v, M- ! \\
\
K K o M
c
le VQQ QQ
d'ou :
k k K
trace V. M = ¢ {ec_ trace V M €
k { q aq q |q Q}
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On peut partager 1'ensemble des groupes de variables en 2 groupes Q, et
Q, Q=10Q, Q, ol Q, est 1'ensemble des groupes de variables Xq centrées de
1

type quantitatif et Q, 1'ensemble des groupes de variables Xq de type qualitatif
2

centrée.

Par hypotheése : V q, € Q, MK (vk )"! ou Mk =D

q, Q,q, ’ q, ﬂoz
. k
par suite : trace Vk Mk' =M = dJd et 1'on a
* q.4q;, q, q, = car q, .
K 14
t {c: traceV M € Q1 =2I{c cardJ e Q
{qu 9,q; | q, 1} { a, a, IQ1 1}
. N ’ k k AN
Pour 1'ensemble des variables qualitatives {xq | a, € Q.}, Mq = 1/P d' ol
2 2 2
trace Vk Mk = card J _, on a donc aussi :
. q:q; 2 * P

Kk k .
M =
z {qu trace anQz a, | . €& Q,} T {cqz card qu | 9. € Q,} et alors trace

v, M< - g {cq card J | a € Q} = C une constante alors :
z {pk trace V, MK |k ek} =cx z{p |k e K} = ¢
d' ol le probl2me d'optimisation (IV.4.2.3) s'éerit :

Probléme IV.4.2.3

min  W,(u, P) = C - & {pk x|k € K}

JxK
u €R

'aveclluk||;k =1, k€K

k V k 2 : ’
Nous avons vu au paragraphe que la liaison (X1s eeey XQ) etait égale A 1la
) k K
premidre valeur propre \, de 1'ACP de (X', M7, Dp )
k.
vo= o oKX s max < xK L, W XK
k Q ‘a p, a D
v Jg kK k Tk Py
a €R
k 2
avec || X I =1, kKeK
a D
k P
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On a done :

I {pk Ak lk e K} = max W,(a, P)
a e"RJxK‘

K
avec||xak "2D =1, k€K

Pk
nous avons donc la relatlion entre les deux problémes :
min Wy(u, P) = C - max W,(a, P)
ue g K aem ¥
" .
avec [lu [I* , =t kexk avee || X, [|*, =1,keK
M K Py

Nous en déduisons donc 1l'équivalence entre les deux problémes d'optimisation :

min W, (u, P) = ¢ - max W, (a, P)
u e ROK ae g
tel que||uk||§ =1, k€K sous les conditionsllxk ak||5 =1
h
h
P € PK P elPK

D'une manitre générale, pour les métriques M €M tel que
Y E clRI, Ir (e, G, M(E)) = C constante

alors, les deux probl2mes d'optimisation sont équivalents. Les deux critdres
étant 1iés par la relation :

min W, (u, P) = K x C - max W, (a, P)
uver’™ X a emr’
. k
tel que || u, nsz =1, k€K tel que || X" a [I2) =1
Pe P PEP Py

K
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U

en effet, trace (Vk Mk) =1 (Pk; Gk’ Mk) =C

Etude du cas ou M= M pour k € K

Dans cette partie, nous étudions le cas ol la métrique est fixée quelque soit la
classe Pk de la partition P .

Ainsi, M:‘=Mq VkE€Ket WVqe€Q

Ces 'métriques étant définies par exemple relatives i toute la population I.

Rappelons 1la relat;on classique :

1
Ir( (Pk, U M) + Ir (Pk, u, M) = Ir (Pk, Gk, M) (IV.4.1)

entre 1'inertie de la classe P et 1'inertie relative & u_ et le vecteur

4 k K
M-orthogonal uk, Gk étant le centre de gravité de Pk.
Considérons le probldme d'optimisation suivant :
Probléme IV.4.2.4
N .
max W, (u, P) = & {Ir_ (Ps Uy M) | k € k}
u emeK
avec [lu [|*\ =1
.P eIPK

Le probléme (IV.4.2.4) est équivalent 3 (IV.4.1) relatif & 1'ACTG, car, pour une
partition P :

max W, (u, P) = I {pk AklkeK}

ue g’k

avee [l u, 12y = 1

P elPK,
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Etudions les lialsons entre les critdres W, et .wg. A partir de 1'expression
(IV.4.1), on a :

i

HI (P, u., M) ke K} + I (P, U, M) [k e K} = z{r (P, M) | k € K}

k’

comme Z{Ir(Pk M) |k € K} = I, AP, G, M) - E{pk d5(6,, G |k € K}

k’

d'apgés la relation classique entre :

1'inertie inter: Iinter = I {pk g’(Gk, G) |k e K}
et 1'inertie intra: Iintra = I {Ir(Pk " M) |k e K}
d'ou :

12 M) |k € K}=I(P G, M)

{1 PP Uy M) |k e K}+2{pkd (G, G R K}+z{1 PPy uy

ou encore :
Wo(u, P) + Wy(u, P) + Iinter = Ir(P’ G, M) = constante

I1 apparait que, si 1'on maximise uniquement W,(u, P), on minimise W,(u, P) +
Iinter. On risque alors d'obtenir des classes peu écartées du centre de gravité
général G (Inertie inter petite). Ce qui est intéressant, c'est de maximiser
Ws(u, P) + Iinter ou minimiser W,(u, P), c'est-a-dire faire une Analyse
Factorielle Typologique Généralisée. Priviligierela recherche d'axes d'inerties
minimum, |

En résumé, lorsque la métrique est indépendante des classes, le problme
d'optimisation que nous résolvons est :

Probléme .IV.4.,2.5

max Z{pk< xﬁk’

JxK

Wp x4 p Ikekh X{pkdz (G, © |k € K]
Py k Py
a €R

k
avec || X"a |5 =1
Py

P e,
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IV.4.3 Interprétation des critdires

Les crit®res optimisés par la méthode proposée s'interprite différemment suivant
1' espace considéré, individu ou variable.

Dans 1'espace des individus, la méthode est une méthode de type factorielle

¢! est-a-dire cherchant des axes factoriels locaux d'inertie minimum permettant

donc de détecter des agglomérats locaux.

Dans 1'espace des variables, la situation est'plus complexe étant donné la nature
diverse des variables, les métriques pouvant, non seulement, varier suivant les
types de variables, mals aussi, selon les classes suivant l'algorithme choisl
(métrique globale ou locale).

Dans un premier temps, nous donnons une interprétation de 1'algorithme en terme
général de décomposition d'information et préciserons, dans les applications, la
nature exacte des liaisons suivant les types de tableaux et de métriques choisis.

k

ler cas : les métriques M: sont telles que Ir(x:, Mq

v D_)=rc.
Py q
Ce sont les métriques de la proposition tel que 1'inertie d'une partie de E soit

constante quelque soit E. Soit U:, 1' opérateur associé au triplet‘(xz, Mz, Dp ),
k

1' opérateur associé i (xk, Mk, Dp ) est noté Uk :
k

K k '
U’ = U €
L {eq Uglaeal
au niveau des informations associées aux tripletS'-(Xg, Mg, Dp ), on a la
relation : k
k K
I(X") = ¢ {cq 1(X,) laeq} =t {cq c, | a € Q} = constante"
| K ’ J e
On a la décomposition de I(X") en fonction de u, € R, Vie € R " est :
LM
K * K
IXY) =<z,u @u >+<Z,® u, >
M
=<V, VIV, >+ U, @ Fy >

k' k
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L' information relative au tableau total X est puisque I(xk) =C
105 = £ {p, T(X) [k e K} - C

L' Analyse canonique généralisée typologique maximise le critdre W, s'exprimant :

W,-Z{pk<Uk,v:ka>|keK}

L' Analyse factorielle typologique généralisée minimise le critdre W, :
Mk

1
w,-z{pk<zk,® uk>|k6K}

Le critdre W, s'écerit :
*
w,vsz{pk<zk_, quuk|keK}

Les é&tudes précédentes montrent que les probldmes de maximisation de W, et W,
sont identiques par suite :

C'wl‘*w:

L'Analyse factorielle typologique généralisée et 1' Analyse canonique généralisée

~ typologique sont donc identiques, car minimiser W, revient A maximiser W,.

Ainsi done, ces méthodes s'interprétent comme la fecherche d'une décomposition

optimale de 1'information I(X) par un ensemble de k-opérateurs UL et ZL et k

vecters vk et uk relatifs A une partition P 4 k classes minimisant e :

- - ' *

e = I(X) 2{<Uk,vkavk>|keK}
et . : ‘
’ *
e-I(X)-}:{(Z;(,quuk>|keK}
{UL | x € K} étant 1'opérateur UL =P Uk du triplet (xk, Mk, Dp ) relatif A 1la
classe Pk de poids pk. Ak

{z | € K} étant 1'opérateur 2y = p 2z du triplet (X, b, M¥

P ).
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Kk .
gecas : les métriques quont constantes et égales A Mq.

Nous partirons de la décomposition.
-Ir(P,G,M) = Iinter + Iintra

nous supposerons que le tableau X est ‘centré, on a alors la mesure de
‘1'information I(X,M,Dp) = I_(P,G,M). Nous avons vu que ‘ '

IInter' = 2{<U, VK ® vk>| k K} ou v, sont les variables indicatrices de la

variable qualitative Xk associée A la partition P. On a

IIntra = E{Ir‘(Pk k,M} et si on note Xk le tableau centré relatif 2 ka‘.

‘nous avons le lien entre 1'inertie et la mesure de 1'information relative 3 la

classe Pk :

-~ ' ,LM
II‘(P G M) = I(Xk,M D ) = <Z ,qu u > + <Zk,0u > ol

. .
[} N,
Zké E @ E le tenseur associé A (IKM'Dpk) d* ol
)y = t{<u,v" ‘} * LM
I(X,M,D WV, @V kEK +>:{<zk,uk ® u >l k&K}ﬂ:{(Zk,@uk )k K}

la méthode proposée recherche donc une décomposition optimale de I(X,M, D ) A
1'aide des vecteurs. {v | K€K} de E et {u | k€ K} de E et on ne peut rien dir-e de

plus car X 4 “{ikl k €K} les données étant centrées localement par classe.

IV.4.4 Construction de 1'algorithme

L'algorithme construit est de type "Nuées Dynamiques" ‘dans 1le cas de métriques
globales et ne pose pas de difficultés. Lorsque les métriques sont locales, on
est obligé d'avoir un algorithme de type transfert. On note :

L = H, x ™ 1'espace dont les éléments sont des couples constitués d'un
sous-espace affine de dimension 1 : u € H, et d'une métrique M € M,
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et LK = (H, x M)K 1' espace produit si L € LK, alors :
‘ L= (Lyy eees Ly)d thJ-(uJ,MJ)eL
On considére une fonction g de:}(RJ) dans L dit fonction de représentation qui
est la composée de deux fonctions 1 et h définies de la manidre suivante :
J 1 J h
¥YRY) ——PR) xM—— L ,
E —————> (E, M(E)) ————> (u, M(E))
ou u est le vecteur directeur de 1'axe principal d'inertie de E C BJ muni de la
métrique M(E). Ainsi :
J g
PR) ——> 1L
E ————> g(E) = h , 1(E) = (u, M(E))

et 8y l'application de P, dans LK définie comme suit :

K
g, .

P, — K5 K

P ———> g (P) = (g(Py), ..., g(P))

permet de déterminer le K-centre d' aggrégation L = (L,, ... LK).

On définit, ensuite, la fonction d'affectation f qui, 2 partir d'un K-centre
d' aggrégation, détermine la partition P etPK la plus adaptée :

K £
vt —L e

L ——————> f(L) =P = (P,, +.., P)

K

- Proposition IV.4.4.1

Soit le critdre W, (L, P) = {I(Pk, U M(Pk)) | k € K}, 11 est possible par

1' intermédiaire des fonctions g et f judicieusement choisies de construire une
n

suite (P, L") faisant converger la suite u, = W(Pn, L".

ler cas : la métrique M(Pk) = M est constante, indépendante de la classe
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La fonction g : Pk dans Lk étant définie comme précédemment, précisons la

fonction f.

’

Soit L = (Ly, ..., Lg) € LK, définissons la distance d'un individu x 2 LJ = (UJ’
M) = p(x) dg (x, AJ (x)), alors P = (P, ..., Pe) est définie comme suit :

P, = {xeE|D(x, L;) $D(x, L,) et 1 < J en cas d' égalité}

J
La suite un = w(Pn, Ln) est décroissante, en effet :

, n+l _n+1

u = W, L 2z weeh, Yy 2 wee™, LMY -y

n+1

1

avec'Ln+1 = g(Ln) et Pn+ = f(Pn). La premidre inégalité est vraie 3 cause de la
définition de g (L™ est 1'axe d'inertie minimum). La deuxi2me inégalité est

vraie car :

n

r {1ep, ug, M) = I {1(x, up, M) |x € Py, k € K}

=z {p(x, L) [x e Py, k € K]
2 2{p(x, L) [x e P}, ke Kl

En effet, par définition de f, tout élément x est plus proche de sa classe, dans

n+1

la partition P que dans la partition‘Pn. La suite U étant décroissante et

minorée par.0, converge.

2&me cas : la métrique M(Pk) n'est pas constante sur les classes, alors,

la fonction f doit &tre modifiée.

On définit une fonction variation AI exprimant la variation d'inertie de E C RI
relativement a un espace affine }n‘ € Hr a4 cause de z € BJ de la manidre

suivante :

AT s mt

> AI (E, H., M, 2)

P’ xH x4« g
(E’ HY" M, E)
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tel que :

1N

$ £ AL (E, H , M, 2) = I(E, H , M(E + (z])) - 1(E, H., M(E))

N

€E AL (E, H , M, 2) = I(E, H , ME - {zD)] - I(E, H_, M(E))
La distance d'un élément z 3 un représentant Lk (uk, Mk) s' éerit

D(z, L) = I(z, up, M) + AL (P, u, M, 2) + AL (2, u, M, 2)

k’

Dans la suite, on notera :

D(z, Lk) = D(z, Pk) caf les classes P vont évoluées u_restant fixe.

'S k K
Lorsque la métrique M est constante, AI = 0O et on retrouve 1la distance

précédente.

On définira 1la fonction d'affectation que 1'on notera F, 1'application de
PK L IRJ) x I{!f dans L qui & une partition Q € PK’ une partie E de !R‘I et
K-uple de variétés linéaires u = (u,, ..., uk) associe une nouvelle partition P
de k classes maximum, La fonction F se construit comme dans les nuées dynamiques
séquentielles [Did75], 1'idée étant de faire changer un élément que s'il améliore

le critere.

J, - K
Py xP(RY) x H, —m> Py

(Q, E, u) ————> F(Q, E, u) = P ot P est définie 1
1'aide d'une suite {wn} de PK comme suit : on note
= N I .
Te = (ﬂl;i s eeny "2;k ) et E {5,, ey Er} ol z, € R7, r est donc le nombre

d' é1éments de E.

Soit m, = Q, la suite se définit par récurrence 3 partir de T, ¢ étant donné 1la
partition LI et i"’ un élément de la classe j de cette partition zz e w2_1 j on
construit la partition ™, comme suit : ’
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a) i : D(z u

9 ) avec i<j en cas d'égalité

<
| 10 Tg-1,1) S D(zg, uy, M, g
alors "1 = w2_1

b) i D(zz, uy, 12_1,1) = Mﬁp D(%f ur'“2—1,r)

)

<,D(zz, uy, 2_1’3)

avec i<j en cas d'égalité, alors giest affecté & la classe i de T

Tt = T, Uiz
et .

"o,y T Tty T 12
les autres classes restant inchangées : L D = T p Y p € K tel que p = i et
p=J.

Par récurrence, on calcule m,, Ty, «o., L et on pose P = L

n n+1 n+1

Montrons que W (P", u”, M(P™)) z w ("', W™, Mee™")).

Deux cas sont a considérer, soit aucun individu z ne change de classe, alors

Pn = Pn+1, soit un individu a change de classe , il existe donc une étapé £ et

deux indices i et j tel que :

m )

n
D (zp, u -1, j

i To-r, ) S D (2 vy

J’

Calculons la variation du critére A& cette étape, seul les termes relatifs & 1la

classe i et j, classe de Zz dans wlﬂl,‘de la partition « ont changé.

2-1
AW = W (v, u”, M(m)) - W (n£_1‘un, MK(nz_1)) - Xi - XJ ol
Xi = I{my 4 ug, My ) = 1lmg o ug, M(mg_y 1))
Ag = 1(w£’j, ug, M(W%E] - I(n2_1’j, u?; M(ni_1,3))
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comme : w - - {z

}

9,1 = Tgm,1 Pz et T sy )
par suite :
N n n - . n
Ai = I("2—1'i' ui' M(“z,i)) + I(Zz, ui’ M(“z,i)) I(“z_1’i, ui' M(“2_1,i)]

. y .
- Moy, upy MOng g ) v 82l yooups M 0 ,2,)

.. n ‘
+ AI(zl, ug, M(w2_1ri), zz]
n
=D (zg. ug, "2-1,1)

.. Cn

symétriquement : AJ =D (zl, uJ, “2—1,J) , par suite :
AW = D (z,, u? ) =D (z,, u, w ) <0

2t Uit -1, 2t Y3t Te-1,j

CQFD.

IV.5 Deux méthodes particulidres

Nous explicitons dans ce paragraphe, les critdres optimisés par 1'AFTG, dans deux
cas particuliers importants correspondant i 1'analyse en composantes principales
et 1'analyse des correspondances multiples. Nous nous réservons, dans un prochain
articlé, d' exposer la mise en oeuvre pratique, les aides a 1'interprétation,
1' étude de la stabilité des résultats et 1'application 3 des données réelles.

IV.6 L'Analyse en Composantes Principales Typologiques

Cette méthode a €té étudiée, dans le cas d'un tableau de mesures par OK [OK75],
le point qe vue étant, alors, celui des méthodes factorielles c'est-é-dire‘
1'étude du nuage des individus par la recherche de K-variétés affines de
dimension r d'inertie minimum. D'une mani®re générale, comme il a été déji dit,
la métrique sur les variables Dp étant toujours.diagonale, AFTC s'interprétera

toujours -de cette fagon si 1l'on se place du point de vue des individus. Nous
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allons expliciter les critéres optimisés en examinant 1'ensemble des variables.
On considére ici que 1'on étudie un ensemble de triplets de tableaux quantitatifs

(Xq, Mq, Dp), q € Q, on distinguera deux cas.

1) Métriques locales : MK - D » kK, q€Q
A a 1| o2

k
c'est—é-dire pour chaque ensemble X:, on choisit la métrique de Sebestien adqptée
a la classe. Chaque analyse de la classe k est donc une ACP normée pondérée par

les coefficients cq; Le critére optimisé est alors (cf IV.4) :

wiv, Py =z {5, ..., ch(z) |k € K}
- J
= I {cq corrz(ﬁk, vk) | 3 e Jq’ qQ € Q K € K}
(IV.5.1)

o v = {v |keK] tel que]|vk[|5p =1, k € K.

2) Métrique globale : Mg =D », Q€ Q, KeK:
1|02

Nous avons vu alors que le crit2re optimisé est (ef probleéme IV.4,2.5) :

W(v, P) = Inter + I {i(x'f, . xg) |k € K}

calculons : :f(xf, cens Xg)

(¢
2O, ey %) =1 [ =3 covart(x), v) |5 e Jp a€Q kexl

k'
var'_)ﬁ
(1v.5.2)
K K , .- varﬁi
4«3, ..., Xg) = & {cq cor’r'z(rli, v,) : |3 e Jgpr 1€ Q, ke K}
varx

En comparant les expressions (IV.5.1) et (IV.5.2), on voit que le choix des
métriques locales accorde la méme importance aux variables, tandis que, dans le

cas de métriques globales, les variables ayant une forte variance dans la
population totale interviendront peu dans 1' analyse.
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IV.6 L'Analyse des Correspondances Multiples Typologiques

Deux cas sont aussi 3 considérer, suivant que la métrique est adaptée ou non 2 1la

classe.

Nous avons donc un ensemble de triplets (Xq, Dﬂp , Dp), q € Q, relatifs 4 des
q

variables qualitatives. Les résultats du paragraphe précédent se transposent
facilement en remarquant que si les variables qualitatives ne sont pas centrées
au lieu de parler de "variance", on utilisera la "norme" pour la métrique Dp et
au lieu de la "corrélation", on parlera de "cosipus".

Ainsi, si 1les métriques sont adaptées aux classes, c'est-i-dire, on effectue
réellement une correspondance multiple pondérée sur les classes, le critdre
optimisé est :

. 20y]
W(v, P) = & {cq Py Cos*(xp, v, ) |3 € Jq, q€aQq, k e K}

ol Zi est la modalité j de la variable q

2
Remarquons que : "Zﬂ"zp = I {pi xi | £ eka}
[ J n D

J

n

si ng est 1'effectif de la modalité j dans la classe k. Par suite, 1lorsque la

\

métrique est globale, le critdre optimisé est :

k
n
:ﬁ (Xyy eeey XQ) = I {cq P cosz(gg, Vi) —73— |J € Jq, qeQqQ, ke K}

ainsi, les modalités d'effectif .important dans 1la population totale
interviendront peu dans une telle analyse.

V_CONCLUSIONS

Nous avons défini la mesure d'information d'un tableau comme la norme du tenseur
associé et étudié la réduction de cette information. Cette démarche semble &tre
fructueuse car elle nous a permis de généraliser les approches de Caroll et
d'Escofier pour les méthodes factorielles et les méthodes de classification type
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Nuées Dynamiques.

I1 s'agit maintenant g

approfondir 1la -mise en oeuvre pratique des méthodes
dl

Analyse en Composantes Principales et Correspondances Multiples typologiques.

N.B. Je remercie 1le Professeur Cazes de l'Uniiersité Paris

'dauphine pour 1les

diverses corrections et remarques qu'il a apporté A cette premidre partie,
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